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INTRODUCAO

O presente trabalho tem como objetivo apresentar o

modelo de comparagdes parelhadas multivariadas proposto por
Davidson e Bradley (1969}, mostrando os testes de hipoteses
desenvolvidos para os pardmetros de preferéncias supondo a

igualdade entre os mesmos, para 0s parametros de medida de as
sociagdo entre os atributos e também para a adeguabilidade de
ajuste do modelo. Estes testes de hipdteses foram construidos
utilizando 2 estatistica da razdo de verossimilhanga.
Proporemos e discutiremos um método de otimizagio
ateatdria (M.O.A.) derivado do método C (Dorea, 1983) para es
timarmos 08 pardmetiros citados acima, assim como mﬁ critério
de parada que nos possibilite identificar regides de miximos

focais e a regif3o de maximo global.

Finalmente, apresentaremos um exemplo numérico util
iizando os dados usados por Davidson e Bradley para compara

cdo de nossos resultados.



CAPITULO 1
COMPARACOES PARELHADAS E O METODO DE OT IMIZACAO ALEATORIA

O método de comparagles parelhadas proporciona uma
técnica experimental simples, com uma literatura rica em de

senvelvimento de modelos estocasticos.

interesse em Compafagﬁes parelhadas surge natural
mente através de competicdes de varias espécies, pela simpli
cidade experimental de comparag8es sensoriais de arfigos oy
alimentos, através de propriedades combinadas associadas com
construgdo de planejamentos experimentais ou combinagdo de jo

gOS.

O método de comparagdes parelhadas foi introduzido
inicialmente por Zermelo (1929) no contexto de joges de  xa
drez. Suponha que existam t tratamentos (ou objetos, ou ani
mais)} TI’.T2’ ey Tt para comparacdo € gue o exXperimento é
Pimitado para planejamento nas comparagdes qualitativas entre
pares ‘de tratamentos. Nos assumiremos que, para cada ioF o,
iy = 1,2,...,t, temos nij = ﬂ}i

sende preferido fij vezes, Tj preferido fji = nij - fij VEZES,

comparagdes de Ti com Tj, Tk

w

i.1. Aplicagdes

E interessante citarmos algumas aplicagdes do méto

do de comparagdes parelhadas.

Nagakmni {1961) ex{biu dados multivariados sobre:
sabor, odor, cor e preferéncias globais para trés produtos far
macfuticos para criangas € suas mides; analise univariada fot
feita. A analise sensorial nos permite uma gama de aplicagdes
do método de tomparagﬁeé parelhadas, comparando produtos de

uma mesma espeécie provenientes de marcas diferentes, possibi



lita determinar a superioridade de uma marca em relagdo &5 ou
tras, avaliando, por exemplo, a importidncia relativa da textu
ra, sabor, odor e aparéncia na aceitabilidade do produto. Da
vidson e Bradley (1969)'apiicaram este método em conjunto de
dados obtidos em um experimen%o na'qual cada elemento perten
cente & amostra foi guestionado para testar seis marcas de um
tipo especifico de pudim. No total existiam dois tipoes de pu
dim, chocolate e baunifha, e seis marcas {tratamentos}, A, B,
C, D, E, F, Cada pessoa entrevistada expressa entre outras
perguntas, sua preferéncia entre duas marcas especificas de
um determinado pudim que lhe foi oferecido com as seguintes
caracteristicas (vetor de preferéncias): (1) gosto ou sabor;
(2} cor; (3) doguraj; (%) textura; (3) aparéncia; (6) solvén

cia; (7) qualidade global.

No nosso trabalho faremos uma aplicag8o usando o pu
dim de chocolate, fazendo um estudo amplo do modelo proposto,
utilizando o método de otimizagldio aleatdria na estimagio dos
pardmetros do modelo. Um exemplo que podemos propor é a compa
ragdo de perfis de poifticos que pleitelam um determinade car
go publico. Suponhamos que existam 5 candidados interessados,
A, B; C, D, E (tratamentos). F selecionada uma amostra onde
cada elemento expressa sua preferéncia entre dois candidatos,
onde cada par comparado possul as Sseguintes caracteristicas
(1) oratéria; (2) honestidade; (3) habilidade politica; (&)

Carisma.

1.2, Un Modelo Basico para Comparacdes Parelhadas

Zzermelo (1929), Bradiey e Terry {1952 a); Ter}y,
Bradley e Davis (1952) propuseram um modelo basico para compa
racdes parelhadas. Cada frequéncia fi; é selecionada como sen

do binomialmente distribuida com prebabilidade ﬂij’ indepen



dente das outras frequéncias. Parimetros Ty Tiareee, ® oy T, > 0
iz 1,2,...,1, sd0 associados aps tratamentos, Tl’ Tz,..., Tf
E postulado que esses pardmetros representam as probabilida
des relativas de selegdo com T sendo estruturado como
"

P(Xi > X.) = Moo= ey L O T AR (1.2.1)

} J T, o+ T

! }

com Lw, =1 e LTI 1, onde ¢ par (Xi,Xj} representa

as respostas assocliadas ao par de tratamentos (Ti’Tj)‘ O mode
te {1.1.1) impGe em sua estrutura a existéncia de (1-1)} funcio

nais de pardmetros independentes.

Estimagdo de maxima-verossimilhanga e teste de ra
z80 de verossimilhanga foram desenvolvidos. A componente bino
mial da fungdo de verossimilhanga para as nij comparagdes de

T, e Tj é dado por:

a, Yij ™ T n{ii n}fji n (1.2.2)

T.-+T- -+ 71 (-Hins«-ﬂj)nii }t}}

¢com fij + f;j ST onde f_ . ¢ o nimero de selegdes do trata
mento ?i’ empates, ou ndo sele¢des ndo sdo permitidos no mode

to badsico. A funcdo de madxima-verossimilhanga & dada por

L o« u (1.2.3)
H - .
i<} i i

f. o= L f.. € o nimero total de selegdes de Ti'



Apos algumas simplificacBes, a maximizac3o de In L
sujeito a restrigdo LW,o= I nos conduz as equacgdes de veros

simi fhanca

— % L = 05 0 o= 1,2, (1.2.4)
P ity s ey -
i+

onde P, ¢ o estimador de T

A solugdo das equagBes (1.1.4) sdo obtidas iterati
vamente. Se pEK) é a K-ésima aproximagdo para p,s com
(K)
3
P(K) _ Py
: (K)
Lopj
i
€ (K) | £
p‘* - !
! n., .
z -
] {(K-1) (K-1}
it (pi + Py }
(0) . (0)_, /.

A iteracdo se intcia com P, s das vezes p,

Q teste proposto de malor importdncia foi o da sele

¢do de igualdade entre tratamentos:

. = Z aeeae = W = 1/t
HO L T ; /

contra a alternativa

H;: Mo F i para algum 1 % j = 1,2,...,1,

sendo a estatistica da razdo de verossimilhanga dada por



-2 in A = 2Nin2 - 2B , onde N= I n,. ' {1.2.5)
i<y M . .
€ - i
B, = %E} n In {p, + p}.) - 21] £, In p, {1.2.6)

Para nij gfande, -2 in X tem distribuicio XZ (Qui-
~-quadrado) central com (t-1) graus de liberdade (g.1.), sob
H, .
0

Rejeitamos a hipbtese nula (Hy) se -2 In A >x(§¥) o
. - L)
onde x%t_.¥) « ¢ o quantil de ordem (1-o) da distribuicdo Qui-qua

drado com (t-1} g.1.

1.3. O Modelo Multivariado para Comparac¢des Parelhadas

Davidson e Bradley (1969, 1970) propuseram um mode
o para comparag¢®es parelhadas multivariadas, uma extensdo
possivel do modelo basico univariado. SUponha_que Ti e Tj sdo

comparados € que uma resposta nesta comparagdo ¢ dada pelo ve

tor s = (51’52”°"Sp) , onde s é observado com-p atributos.
Deflinamos Sy ° i se Ti ¢ selecionado no atributo o, Sy = i
se'Tj é selecionado no atributo o, & = },2,...,p. O modelo da

as probabilidades das respostas

ols/ivi) = p U sriL i) . Ris/ii) | - (1.3.1)

com

) ' p (o)
p“)(s/i,i) = A : (1.3.2)

! '(ﬂi(ﬂ) + ni(u))

_1/26(i,58)

11]((1)1_1/2{5 (E,SQ) “”5(8)

his/i,j) = t+ EZ &(s_,s,) p e .
> ag - O B a8 m (@) w(8) (1.3.3)



para todo s, i<j, i,j = 1,2,...,t, onde wi(a) é o pardmetro

associado ao tratamento Ti no atributo o

; ﬁi(a) = 1y o = 1,2,..0,p,

i
paﬁ € o pardmetro de medida de associacfo para os atributos
ae 8, a<B, a,B = 1,2,...,p, € &{.,.) = 1 ou -1 quando s
argumentos sdo 1guais ou desiguais, respectivamente. Note gue
p =0 implica independéncia das respostas sobre os atributos,
onde p € o vetor dos elementos Pag " A fungdo his/i,j) em
(1.3.1) é sujeita a reserva, ndo assegurando aqui que p{s/i,})
seja uma distribuigdo de probabilidade. Este problema sera dis
cutido detalhadamente no proximo capitulo e também serdo de
senvolvidos testes de hipdteses para os parlmetros deste mode

to.

1.4. O Método de Otimizagio Aleatoria (MOA)}

O método de otimizacdo aleatoria fol propesto ini
cialmente por Rastrigin (1963). Desde entdo, varios algorit
mos medificados tem sido desenvolvidos e aplicados em proble
mas atuais.

Métodos de otimizacdo aleatdria podem ser aplicados
em problemas onde‘a diferenciabilidade da fungdo de Interesse
nioc € assumida. Por outro lado, © ponto fraco do método de
otimizagfo aleatéria é que ndo ¢ necessariamente superior a

outro método guando se compara a rapidez de convergéncia.

O problema consiste {Dorea, 1983) ein maximizar (mj

. ' w n .
nimizar) uma fungio f{x); x € R, sujeito a gi(x) < 0,
i = 1,2,...,m, onde f(x) e gifx) s3o fungBes continuas reais,
R" é o espaco Fuciidiano n-dimensional. Nosso probiema é en

contrar o maximo global f(&)



f(x) » f{x), para todo x € ¥ . {1.4.1)

x = {x: gi(x) < 8, i = 1,...,m}

-

E assumido que existe algum nimero r, tal que

fixll < r, para todo x € ¥y, (1.5.2)

‘onde ||.{| € a norma Euclidiana usual.

No método de otimizaglo aleatoria descrito a seguir
nes usaremos a distribuigdo uniforme definida em ¥, cuja den

sidade de probabilidade u{.) ¢ dada por:

t/m{x), se x € x.
u{x) =

b, caso contrér{o
onde m{.) denota a medida de lebesgue sobre R", Nés assumire
mos que m{x} > 0. De (1.4.2) nds temos m{yx) < mix: |x}f < r} < =

O método que usaremos neste trabalho € uma derivagdo

do método (C) proposto por Dorea (1983}, que é:

Metodo {C}. Sejam os vetores aleatérios Y(¥), Y(Z),..., defi

nidos por:

Passo 1. Y(]) = n(O) , onde n(o)é distribuido uniformemente
sobhre X.

Passo K+1. Tendo escolhido YIK), seja Y‘K*I} definjido por:
(a) YU OO e e L gy s ey

(az) Y(K+¥) - Y(K}, caso conirario,

onde a densidade condicional de n(K) dado Y(K), & uniforme

sobre x-x, que é



se ¥ € y¥-x
_ m{x)
1K) ) X
h 0 caso cantréario

A convergéncia deste método e o numero de passos es

perados na execugdo do mesmo sdo dados pelo seguinte teorema:

Teorema: Sejam Y(i), Y(z),,.ﬂ definidos pelo método acima.
Entdo \

Pim p(¥'™) ¢ R = 1,

e {(n)y _ - e

lim £ (Y } = f{X}, quase certamente, e

=+
E(T ) = mly)/m(R ), onde T = min{k: Y} € R )

u’ X e’ U ’ £

e Re = {x: x € ye | £f({x) - {{K)<e} , €>0 e E(.) denota a

esperanga matematica,
Este teorema esta demonstrado em Dorea (1983), garan
tindo a convergéncia da fungdo f para o ponto de maximo glo

bal com probabilidade I,



CAPITULO 2

A APROXIMACAC DE 22 ORDEM DE BAHADUR
E O MODELD DE DAYIDSON £ BRADLEY

Seja um conjunto de n itens dicotdmicos com modelo

de resposta x = (xi, Xop ey xn),'onde X, = i e a resposta
para o i-€simo item ¢ "afirmativa", e x, = 0 caso contrario
(i = 1,2,...,n). Seja p(xl, ceay Xn) = pl{x) a distribuigéo

de probabilidade conjunta de respostas em uma dada populagdo.

. Seja Pi1) a_distribuigﬁo conjunta dos X quando o©s
mesmos sdo independentes, com as mesmas probabilidades margi
nais quando sob a distribui¢3o p dada, suponha gque nds repre
sentaremos p = p{¥].f, f fator de corre¢8o. Uma expresslo ex
plicita para o fatror de corregldo f, em termos das n probabili
dades marginais e 2" one pardmetros de correlacdio serd obtida
a seguir. Esta expressdo para { sugere certo modelo formal de

dependéncia, o qual definiremos e discutiremos abaixo.

2.1. O Modelo de Bahadur

. Se x denota o conjunto de todos os pontos mﬁxl,u,xn)
seja p(x) uma distribuigd3o de probabilidade definida sobre x.
Desde que existem 2" pontos em X, € claro que qualguer descri
¢cHo paramétrica de distribui¢Bes de probabilidades arbitrarias
requer em geral (2"-1) pardmetros independentes. Uma descrigdo

paramétrica particular € desenvolvida a seguir.

Para cada + = 1,2,...,0, s€ja
a; = p(xi - 1) = E (xi) (2.1.1)

0 < @, < 1, t = 1,2,...,n, onde Ep(.} denota o valor esperado



sob a distribuigéio p.
Considere a varidvel padronizada Z,, onde

(xi - ai) . ,
Z. = , b= 1,2,...,n (2.1.2)

v ai(I-ai)

definamos

SRS Ep(zizj) i<
SIS E_p(zizizk) i< < k (2.1.3)
“12...n Ep(zt'"'zn)

. n a

Onde nos referiremos aos rij come sendo 0s C2 pard

metros de correlagfo de segunda ordem, aos Ciiy Ccomo sendo

n A o : J

C3 pardmetros de correlagio de terceira ordem,..., para r

como a correlacdo de n-ésima ordem. Os pardmetros de correla-

" o : ~ n n © R
cdo definidos anteriormente sdo no total C2 + CB O Ln

I Tos .
= 2 -n-1, Sera mostrado presentemente que, junto com 0% 13
ai's, os. pardmetros de correlagdo determinam a distribuigio

de probabilidade p.
'9{11(1) denota a distribuiqgdo conjunta de probabili
dade conjunta dos xi's gquando (1) os X, sdo independentemente

distribuidos; {2} eles tem a mesma distribui¢do p dada. I[sto

€, _
o Xj -x )
p[¥]{x) = H o, (iwui) r, O < o, < ! {2.1.4)
i=1
io= 1,2,.,..,n; temos entdo que pEi](x) > 0 para cada x. Temos

entdo as seguinies proposigles:

Proposicdo t: Para cada x = (x], Koy esos xn) em X,

px) = pry(0).1(x) (2.1.5)



i

onde

z yé (2.1.6)

i{x) =1+ % r..Z.2. + 5. riijAZiZk+...+r32;.&n RRRYN

icj PP jggek !
Para estabelecer a proposig¢do 1, considere um espa
¢o vetorial V das fungfes { de valores reais sobre X. Conside

re V como um espago de produto interno, com produto interno

<f,g> = E (f.g} = L f(x).g(x),p[l}(x) e
P xEY )

norma de f, [ (<f,g>)¥/2, onde pr & definida por(2.1.4).

Segue de (2.1.1) o (2:1.2) que o conjunto

S = {1;Z¥’Z2""’Zn; 2}22’2123"“"Zn—izn;°"; Z}Zz...Zn}

de funcBes sobre X € ortonormal, isto € [[f|l = 1 para cada f em

S, e <f,g» = 0 para { € g em § com f o+ g,

Para verificarmos essa proposigdo, consideremos dols

exemplos (simples) para casos particulares,
Exemplo 1. Se { = g = |, temos

<i,1> =

E {f,g) = Z pp,y{x) =1
Pri3 xey L] |

Exemplo 2. Para { = g = Z,Z, , fica

: 2 X 3 wx.
- z i - -
<2122, 2122} = X (Z¥&2} _ﬁ o {1 Gi) io=
xEx (=1 :
= ! I a2, 02 T a¥igrea) 7Y
tod 2 27 i i

ai(l~a1) az(l“u2} xEy Pzl

= pelo teorema de Fubinti =
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' 2 Xy f-x
(xi~a1) o (i«al) o,

| z
a§f¥~a]) az(i-az) X, 0

it
2 s S

Xﬂ
aii (}-Gi)jﬂxi =

IIM;."J

] X
. z (xz—az)z a22_(4»a2)3”x2
X,=0 i

5 3

= 1 (al~a§) (az-ugl =
a1(}~&¥) PRI

« i . .
Desde que existam 2= fungBes em S, que V tem dimen

sio 2" e que p[¥](x) > 0 para cada x, temos a seguinte propo

sicdo:
Proposigdo 2. O con}uﬁto

- . s il 5, . )
S = {1; 21,22,...,Mn, Z¥w2,..,,anizn,...,2222,...,Zn}

€ uma base no espago de fungBes de valores reais sobre ¥. Es
ta base ¢ ortonormal sob Pri1

_ Em particular, cada funglo { sobre Y admite uma €
somente uma representagdo comoe uma combinagdo linear de fun

¢des em S, a saber EgES <f,g> . g
.Faca f{x) = p{x) / p[l}(x)' Temos entdo

<f,g> = & pix) q(x) = E g{x) (2.1.7)
xCy P

para todo g e f = I <f,g> . g = 5 E gl{x).g{x}) =
ges qes P

= b+ Z . rijZiZ‘ + g riijiZjZk Foau. * rl2.;.n2122'°'zn
i<j 1< jak

pois Ep(l) =1 e Ep(zi} =0, i = t,2,...,n. Logo,



p{x) = p{i}(x) {t + 1§j rijZ.Z. + ;<§<k riijiZjZk + ouaat € ..nZ Zmo e

estabelecendo a proposicio 1.

2.2. O Modelo Davidson e Bradley

Bradiey e Terry {1952 a) propuseram um modelo bdsi

co para comparag¢des parelhadas.

Considere os pardmetros o , Ty, ... ﬂt} w, >0, as

sociados aos tratamentos T T ceey T o= §1,2,...,1. épqg

1 tee ¢
tulado que estes pardmetros representam as probabilidades re
fativas de selegdo ﬂij (a probabilidade do tratamento i ser

preferido em rela¢3o ao |}, que podem ser estruturados como

.

PIX. > X.) = 7, O P F R T T T IO
) ] T, +W.
o]
onde (Xi’xj) sdo respostas parelhadas para os tratamentos i e
i, . com "
L 7. = t.

Para entendermos o modelo para a situacg8o myltiva
riada com p.atributos, € necessario desenvolver pardmeiros em
cada tratamento para cada atributo e para assocliagdio entre 7
atributos. Dado que uma escolha & registrada sobre cada atri
butoc para um par de tratamentos, um modelo multivariado com
pieto deve dar a prababilidade associada com cada uma das 27

possiveis amostras de preferéncias, para cada par de atributos.

Suponha gue 035 trafamentos Ti e Tj‘sﬁo comparados e
gue uma resposta nesta comparac¢do ¢ dada pelo vetor s:(sv.”,sph
onde s ¢ observado com p atributos. Definamos Sq = i se Ti €
selecionado no atributo'a, s = j se T, € selecionado no atri

buto o, @ = 1,2,...,p- Defina p (s/i,j) come a probabilidade
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do vetor de escolha s na comparagdo do par de tratamentos{i,j)
Nos referiremos a p{s/i,j} como a probabilidade de uma cela .

Extensdo do caso univariado nos.conduz a p conjuntos de paré

metros, ﬂl(a), nz(a), e nt(a); @ = 1,2,...,p associado a t
fratamentos; wi(a) >0; 1 =1,...,1 € '

t ' ‘

X Ti-(()t) = 1

) i

i=1

e, se Xj(a) e Xj(a) denotam as respostas parelhadas para os
tratamentos [ e | no atributo a, '
m, (a)

P(XE(a) > X {a)) = s o= 1,2,...,p
] ﬁi(a)+nj(a)

i+ 3 = 1,2,...,t. Como antes, Xi(a) > Xj(a) é interpretado co
mo a escolha do tratamento € em relaglo ao tratamento j, mas
agora no atributo o,

O modeto mulitivariadoe pode ser formulado como
segue, isto é, parva cada par de tratamento (i,j) a probabili

dade de cada cela é dada por:

ols/i,i) = p P (s/iyi) . his/i,j) - (2.2.1)
onde
' . g (a)
o W(s/i, i) - 1 o (2.2.2)
=1 n. () + 7 (a)
i }
&
). “1(3) -1/2 5{i,3a} ﬂi&x) wifZé(i,SB}
h{s/t,i) =t + £ & &(s _,s.)p e .
) ) a<g & B Tab ﬂ;(a) nj(a)
. (2.2.3)
s = i ouj, o= h2;.”,p.e §(.,.) = +1, o sinal sendo positivo

se os dois argumentos s8o fguais e negativo caso conptrario
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Os parametros de preferéncias
" - {ﬁj(a); Poe 1,200, o= 1,2,...,p}

sdo tals que:

t _
b3 ni(a) = 1; a = 1,2,...,p
i=1

e o5 parametros de medida de associagdo

fQ = { QGS;-Q'< B& asB = ],2,---7P}
so determinados de modo gque h{s/i,j) » 0 para cada uma  das
2P celas associadas com cada uma das C; comparagfes de trata
mentos. Podemos observar que p = @ implica independéncia dos

atributos.

O modela {2.2.1) fol escolhido apods considerag8es
de varios caminhos e critérios dados em detalhes pela tese de
R.R.Davidson. E importante notar que o modelo satisfaz os se

guintes critérios:

i} Un modelo apropriado para as probabilidadesrdas celas da a4
dimensic minima correspondente do mesmo guando se conside
ra saménte os subconjuntos dos p atributos inicialmente
propostos. Note que o modelo Bradley e Terry seguede(2.2.1),
(7.2.2) e {2.3.3) visto que a probabilidade marginal ¢ da
da por:

ni(a)

P(X. (a) > X (a)} =
! ] wola) « ﬁj(a)

ii} O conjunto completo de celas de probabilidades tem {orma
funcional comum para todos os pares de tratamentos e para

todas celas.
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iii) O conjunto de celas de probabilidades para cada par de
tratamentos € invarianie com respeito a permutacio dos

'p atributos ou de dois tratamentos sendo comparados.

iv) Os pardmetros de medida de associacfo entre atributos per

manecem constantes para todos o5 pares de fratamentos.

2.3. A Aproximagdo de m-ésima Ordem (l<m<n)

Considere o modelo proposto por Bahadur {1961) na

.secggo (2.1}, isto &,
P(X) = p[”(x),f(x)

onde p[g}(x) é definido em (2.1.4) e f{x}) em (2.1.6). Pcdemos
propor entdo a seguinte classificag¢l3o de distribuicBes: dire

C N n " n
mos que p € de primeira ordem se todas 2 -n-1 correlagdes sdo
iguals a zero, isto é, 0s xi‘s sdo independentemente distri
buirdos; p € de segunda ordem se todas as correla¢des de ordem

superior a 2 sdo iguais a zero, € assim por diante.

Un procedimento para efetuar a aproximag¢dico em ques
tdo é simplesmente omitir as correlagbes de ordem desejada em
{(2.1.5) e (2.1.6). Por exemplo, Pr1] é a aproximagdo de primei

ra ordem para p e

j
e a éproxiwﬁgﬁo de segunda ordem para p, que € considerada
neste trabalho. Existe, entre&anta, uma séria dificuldade aquh_
a aproximagio de m-ésima ordem pode nidc ser umna probabilidade,

isto €, p{"ﬂ(x) péde ser negativa para algum ponto de .

Para que p{x) = p[]J(x).f(x} seja uma distribuigdo
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de probabilidade devemos ter as seguintes condigdes satisfed

tas:
{1} p{x) > 0, para cada x € ¥

{11) = p{x) = 1
xEy

Como p{l](x).> 0 para cada x, a condigdo (I) nos con
duz a p[i}(x) >0 e f{x) > 0, impondo, portanto, que 0s pard
meiros de associacgdo rij’ rijk’ cees Tyo o fiquem sujeitos
& desigualdades lineares além da dificuldade mencionada ante
ricormente '

Itustrando o problema mencionado, considere a apro

ximagdo de segunda ordem.

Desde que
n n 2 '
% v, 272 =2 ¥ ¢, 22 .+ F Z e Ppoiix) >0
Pjer U T gy Ty (2] |

para cada x, temos que

: n
p{i](x) {1 « 15' rijzizj) > 0, entdo
J
a2
1+ & r..2.2. 20 @« 1+ X2 ¢..2.2. /2~ % 279/72 > 0
i< - iyt 0] i=1
} 1} i
Z r. . 2. 2.
i,j=1 v 2
o ! > | - w—————— para todo Z,, Z5,..., £
N, - n 5 i 2 0
z Zi bX Zj
i=1 i=

Desde que esta condigdo seja satisfeita, temos que

P[Z]ﬁx) > 0 para cada Xx.
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2.4, Relacl3o entre a Distribuigio de 22 Ordemn e o Modelo de
Davidson e Bradley . h

Seja

“i(W)

P{X. {w) » X.{w})) =
! } Wi(w} + ﬂ}(w)

uma probabilidade interpretada como sendo a escolha do i-ési

mo tratamento em relacdo ao j-€simo tratamento no atributo w
em {2.2.1).

Seja Xi}{W) umna fungdio indicadora definida como

1, se o tratamento 1 é preferido ac tratamento | no
Xi}{W) = atributo w

0, caso contrario

PoF ] o= T 2,000, 1 W= beZ,..4,p

Podemos entdc definir

7, {w) : :
P(X. . {w) = 1) = ! = a - (2.4.1)
b ﬂi(w) + ﬂj(W) W
K#W}
P(.Xi}.(w) = 0) = P(X, (w) < Xj(w)) S =1 - a (2.4.2)

ﬂi(W)+ﬁj(W}

Seja Zij(w) a varidavel padronizada associada ao mo .
delo de Bahadur na comparag¢do do i-ésimg tratamento C oim 0

j-€simo tratamento. Entdo

_ X, {w) -~ E[X. . (w)]
Z,ilw) = L] ' 1) (2.4.3)

v Var[Xii(w)}

onde E{.) dencta a esperancga matematica da variavel indicada

e Var{.} a sua varifncia.
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Temos entdo que:

) ni(w)
EfX. (w)] = (2.4.4)
A Tri(w)+1fj(w) .

e
mo(w) w (w) '
Var[X, ()1 = ! (2.4.5)
[nw) o m ()
dai
X, (wy o dw) o+ w.(w)] - 7. (w)
7 {w) = i i i i
) {(2.4.6)}
Yo m (W)
Consideremos agora os atributos Xiﬁiw) e Xi‘(vﬁ ;
w # v, entdo coeficiente entre ij{w} & Xij(v) ¢ dado poOr:
foy © E [Zij(w} Zij(V)] para cada par {(i,j}. Observe gue em

(2.4.6)} a resposta Xij(w) ¢ quem determina o sinal de Zij(w)’

tendo a mesma fungdo que §{.,.) no modelo de Davidson e Brad

iey.
Como exemplo, seja um vetor de preferéncias com dois
atributos (p = 2}, isto €, x = (x%,xz), entdo
, 2
p[Z](X}_: p[i](x) {1 + WEV rWVZWZV),
entdo
?{2}(X) = a?i(iual}“¥_xl . a;z(i_az}l_xz {1+ rizzizz)

STRETPACTELTY )

r

X - X -
= aii(i—u})1 o, azz(i—az)1 Xo L (1 4 >
: /d}(¥~a¥)a2(i~az)
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como o ¢ a probabilidade do tratamente | ser preferido em re
lacBo ao tratamento } no atributo w, w = },2, portantio pode

mos e€screver

. : ﬂj(l) X m. (1) S otex
p[zl(x) = ) B { ] ) b,
w. {1remw (1) n. {1)ysm (1)
1 i l i
( TTI(Z) )K? ' { ﬂ](z) )]_xz
niﬁ2}+ﬂj(2) ﬂi(2}+ﬁj(2)
( x, [r ()sn (13 ]-m (1) xo [#.(2)em (2)1-7 (2)
i] . r i i i i 2 i i i
. 12 - .
[nim.njm}‘“ {ﬂi(2}.7rj(2)]]/2
Suponha que x,=0 e x,=1, isto é,'xz(0,¥), entdo
(1) n(2) | (T2 72
P2y = : RS Pt Rl B
ﬂi(1)+ﬂj(1} ﬂi(2)+ﬁi(2) L —ﬂj(i) Hi(Z)

Retornando ao modelo de Davidson e Bradley, xle im
plica em 51:j {o tratamento j; fol preferido em relaglo ao 1ra
tamento | no atribute 1), xz:l implica szzi, logo associado
ao par {0,1) no modelo de Bahadur temos o par (j,i) em David
son e Bradley, onde o vetor 52{51,32}:(j,i) e

5(51,52) = 8(j,1) = -1
6{%,5}) = 8(i,])
6£i,$2) = 6(1,%)

1i |
]

e podemos reescrever p[z]{x) ¢ omo

Z _HSW(\V)
pizl(x) = I { | I % o+

z
roor S{i, 1} .
w= | ﬁ1(W)+ﬂj(W} L W =
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5 (w) ~1/28(01,4) 5 (V) ~1f28(1, 1)
1 i . .
o et B ~  pls/i,j)
7. {w) %, {v)
) ]
para s = (51’52) : a<B = 1,2

Definamos Xi(a) como sendo a preferéncia do tratamen
to | em relagdo ao tratamento j no atributo a, entdo pls/i,j)

para 5:(51,52), «,B8=1,2; a<B , pode ser escrito como

p{s/i,j) = E{X§(¥}} E{Xi(z)] - Ty OX;(?) fo(z)

cujo vetor de preferéncias associados a s é dado pelo par(0,1),
podendo ser verificado ainda gue, qualguer que seja a dimen
s#o do vetor de preferéncias, a probabilidade p{(s/i,j) pode
ser escrita como uma combinagdo dos momentos dos tratamentos
envolvidos e dos coeficientes de medida de associagdo determi

nados pelo vetnr s,

2.2, A Fungdo de Verossimilhanga

Un método frequentemente usado na estimac3o de pard
metros em modelos probabilisticos € o método de verossimilhan

¢a proposte por Fisher no inicio do século,

v Seja pls/i,j} = p(i}(s/i,j) . his/i,j), que ¢ a pro
babilidade definida na escolha do vetor de preferéncias
5 = (Si’ sé, <., 5 )} na compara¢do do par de tratamentos
{i,j) . p(s/i,j) esta associado a cada combinag3oc de atribuy
tos do vetor s. NOs assumiremos também que as respostas para
cada par de tratamentos (i,1) é independente de qualquer ou
‘tro par de tratamentos (K,1). Definamos f{s/i,j) como o nume
ro de vezes gque o vetor de preferéngias s ocorre entre as ni}
respostas para o par de tratamentos {(i,}) e seja fhij a fre

quiéncia marginal de preferéncias para o tratamento | no atri
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bute a. Entdo

i} Qi L]
Definamos v, = z fai} repregentando o numero to
- } .
i%]

tal de preferéncias para o tratamento i1, i=1,...,t no atribu
to . Podemos entdio escrever a fungldo de verossimilhanga L co

mo sendo

f(s/i,})
L =1 I P(s/i,jg
i<i s
[
InL = 2L L f{s/it,j) 1in pls/i,j} =
i<i s
S5 5z #(s/i,i) Inp ' s/iL i) « 2 E Zf(s/isi) In Ris/i, )
iz} s _ 1<j s .
p 3 ' p
> inL= £ T v .inwmfla)~- I ZE n.infw{aed + 7.(ad] +
2 Vai i " i i i
: =1 i=1 = | i<j
¢ £ LI f(s/i,;) In h(s/i,j) ' (2.5.1)
i<i s - '

com a fungdo h(s/i,j) dada por (2.2.3) e a £ indica a soma
. 8

sobre todos. os 2P possiveis valores de s, representando as
possiveis respostas de preferéncias.
Obteremos assim as estimativas de maxima-verossimi -

lhanca maximizando a fun¢do In L, sob as seguintes restri¢bes:

p
1
E, " (C() = ig a = ¥a21 P
i=1 !
< -1 < Pag < 1, n<B P a,B = 1,2,...,p (2.5.2)
his/i,j) > 0O
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2.6. Testes de Hipoteses

Vamos testar algumas hipoteses com base na razdc de

verossimilhanga = A

max L
) W, S (2.6.1)
max L
0
e
-2 In A = Z2max In L - 2 max in L {2.6.2)
1) t

onde §§ € o espago paramétrico do medelo multivariado e wé o
espago paramétrico restrito pela hipdtese nula e In L é dado
por {2.5.1). Sabemos que a distribuigdo assintdtica de -2 In X
€ uma distribuigio XZ (Qui-quadrado}, veja Bichel e Docksum

{1977, pg. 229).

Adotaremos a sepguinte notagdo:

P t : ' .
B{w) = I T ov dnndo) - ZE2n, Inin oy + w.{a}] {(2.6.3)
. gl 1 s B I i
a=1 {i=] 1<
Cle,p) = 2 2 f{(s/i,j) In his/i,}) (2.6.4)
i<j s
enido
in L = B{w) + Clu,p) {2.6.5)
Un importante teste a ser considerado € o teste pa
ra a significincia dos parémetros de correlagio, gue € Crele

vante para determinarmos as analises posteriores dos dados a

serem estudados. Testaremos as hipdteses:

Hyt p = 0 e =% desconhecido

contra

H, + 0, para a#B e w desconhecido.

i puﬁ
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Entdoc sob H

O
max in L (ﬁo) = B(ﬁo) (2.6.6)
onde B(ﬁo) ¢ o valor de B{w) em (2.6.3) quando o vetor x ¢é

substituido por sua estimativa de maxima-verossimilhanca 50,

obtido quando p = 0. Considerando todo o espago paramétrico ,

1emos :
max in L = B{H) + C{p,p) (2.6.7)
2
onde B(pPp) e C{P,d) sfo os valores de B(w) e Clm,p)} obtidos

quando W e p s83o substituidos simultaneamente por suas estima

tivas de maxima-verossimithangca § e @H. Entdo

-2 in x = 2 {B{$) - B(ﬁo) + C(p, M} {2.6.8)

- # . . N . . ~y N ‘: - rd 2
€ uma estatistica cuja distribulgdo assintotica e ¥ C O

Cg graus de liberdade supondo H, verdadeira.

Un teste mais geral para testar o efeito entre tra
tamentios, ¢ o teste que tem como hipdotese nula a iguasldade en
tre os pardmetros de preferéncias para os t tratamentos para

cada um dos p atributos, Temos entdo as seguintes hipdteses:

i

H: TT»(C!:} X ey } = }’E,tlo’t; o = 132,---51:

of T :

contra

Hz: wi(a) % nj(u}; i# s Pos ) ow 1,2,0.0,t5 @ = 1,2;,.‘,p

Ern principio, suponto p desconhecido, proporciona
max In L o= BLI/1) « Cli/t , By ) {2.6.9)
" f1/¢t]

onde
B{1/t}) = -p In 2 L & n,
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e CO1/t 5[1/11) e o valor de Clw,p), quando w € substitui

do pela estimativa de maxima-verossimilhanga com

Cli/t , B, ,1) =225 £(s/i,i) In[1 +2 20, 8(s.,s,)] (2.6.10)
[t/t] <] s <8 af e’ B
Fazendo
N = EZ Ny temos:
i< )
-2 In A = 2 {B(R) + CB,B) + pN In 2 - CLI/t | By /) (2.6.11)

gque tem distribuig3o assintdtica X2 com p(t-1) g.1., sob Hy.

Quando p = 0 e as condigdes sob H0 sdo satisfeitas,

temos gue maa fn L = -p N In 2, quando p = 0 e as condigdes
sob H sdo satisfeitas max In L = B{(p,), lego

£
-2 din A o= 2 { B(ﬁo) + p N in 2} . {(2.6.12)
que tem distribuigdo assintdtica xz com pl{t-1) g.1.. Esta

estatistica é simplesmente a soma das estatisticas Bradley e
Terry do caso univariadoe calculada para cada atributo esboga
do por Bradley e Terry (1952). ’
Testes exatos para peguenas amostiras seriam exces
sivamente dificeis de serem desenvolvidos, peis é desejdvel !
conduzirc testes em présenga de correlagdo. Bradiey e Terry
{1952) e Bradley {19534 a) dio tabelas para o caso univariado,
sendo muito extensas., Para o caso univariado, a comparacgic das
distribuigBes assintidticas e para peguenas amostras indicaram,
que os testes em presenga de correlaglo foram adequados (Brad

ley, 1954 by,

2.7. Adequabil idade do Modelo

Un procedimento para testar g adequabilidade do mo
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delo Bradley e Terry para comparagtes parelhadas foi desenvol
vido por Bradley {1954 b) e aplicados para uma variedade de
dados experimentais. Nesta sec¢do ¢ feita um desenvolvimento

analogo para o modelo multivariado.

O modelo mais geral acessivel para comparac3es pa
relhadas muitivariadas, é um para o qual as probabilidades
p(s/i,}) associadas com a ocorréncia do vetor de preferéncias
s na comparagdoe dos tratamentos 1 e j sHo desconhecidos, exce
to para a condigdoc I p(s/i,j) = 1 para cada par de tratamen
tos {i,j). Neste caso, aplicamos distribui¢Bes multinomiais
sohre as “celas” definidas para os distintos valores de s, pa
ra cada par de tratamento. As estimativas de mdxima-verossimi

thanga de p(s/i,j) s8o0 dadas pelas frequéncias relativas.

/i) ' | (2.7.1)
n. . '
t
que € o resultado conhecido das distfibuigﬁes multinomiais,

veja Roussas (1972, pag. 304). O logaritmo da fungdo de veros

similhanca é dado por:

in L {pis/i,j)r = £ 2 I fls/i,j) In pls/i,i)
' i<j s
Para testar o ajuste do modelo para compara¢des pa
relhadas multivariadas, sdo consideradas as seguintes hipétg
ses: ' '

H.: pls/i,}) = p(s/i,i) para todo par (i,j)

0

contra

H,: pl{s/i,j) + p(s/i,j) para algum par (i,j)

] :
onde p{s/i,}) = pcl)(s/i,j) his/i,j) ¢ o modelo dado por{2.2.1)}

Sob Hy, {2.7.2) é dado por {2.5.1}.
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Substituindo {(2.7.1) em (2.7.2) temos

max Ilp L = I z fls/i,i) in { f(s/i,j) Y=

w 1< ] n, .
i
= 2L E f{s/i,j) In i{s/1,j) - T I no Inon : (2.7.3)
i<i s i< J b

que ¢ o logaritmo da estimativa de maxima-verossimilhanca sob
Q.

Estimativa da frequéncia esperada para cada para de
tratamento pode ser expressa em termos das estimativas p de

¥ ¢ f de p, sob HO’ termos :

B(s/i,§) = pUsli,)) :_nii;’i(])(s/i,j} Ais/i, i) (2.7.8)
onde P {c)
) b o
b (s/i,j) = I _
o=l pi(u)+p}(a)
e his/i,j) &é simplesmente h{(s/i,i) com = e p substituidas

por suas respectivas estimativas Pp e p.  Segue de (2.2.1) e

da definigi3o de p(s/i,j) em (2.7.4)
max In T =5 5% f{s/i,j) In f(s/i,j) - 2 Zn.. Inn.. {(2.7.5)
Q .. l‘(} i .ij
i<i s
Entdo para testar H, versus Hy, a estatistica & dada por:
-2 dn x = 2 2% 5 f(s/i, i) In { f(s/i,j) / $(s/i,j)} (2.7.6)
i1<j s

, , . , . 2
gue temn sob HO distribuigdo assintotica Yy~ central com

(2Pory ¢ - ple-1) - B gl (2.7.7)

Pode ser mostrado gque, através de adaptagdo feita

por Kullback (1959, pp. 113-4) ou por Bradley {1954 b} que a
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estatistica -2 In A é taf que
20 A= L LT {[i(s/i,) - 3s/i, )12 7 HUsi, i)} = x 2 (2.7.8)
i<i s : :

A precis3o da aproximacio € diretamente verificada
pela proximidade da freqUéncia estimada ${s/i,j) em (2.7.8)
com a frequéncia observada f(s/i,}j). Os.-graus de liberdade as

sociados com (2.5.8) s3o os mesmos de {2.5.7).

Algumas propriedades para grandes amostras sobre o
modelo multivariado, a saber, distribuigBes assintoticas dos
estimadores de maxima-verossimilhanga e a distribuigdo limite
da estatistica da razdo de verossimithanga para testar a hipd
tese de igualdade das preferéncias, contra alternativas locais

{proximas), foram desenvolvidas por Davidson e Bradley (1970}

2.8. O Desenvolvimento de uma Fungido de Regressdo para Compa

racdes Parelhadas Multivariadas

Ermn comparag¢fes parelhadas multivariadas ¢ importan
te que se possa medir a "quatidade® (controle) globa!l na com
paragdo de produtos, estimulos, etc... Consideraremos esta va
ridavel um.atributo em adigio aos p atributos especificos no
modelo de Davidson e Bradley. O objetivo é desenvaolver urna
funcdo de regressdo de atribute que da uma idéia geral do pro

duto a ser comparado com 035 outros p atributos.

Suponha que a "qualidade” global seja itratado <como

um atribute XO em um experimento de comparag¢do multivariada
parelhada, Entdo o vetor de preferéncia aumentado para um par
de tratamento pode ser denotado por $% = (5O,s)z(so,si,...,sg

e 0S5 pardmetiros por

‘ﬂ'*z{ ‘H’i{il), o= ],2,...,p§ i = 1;230:1-,-{}
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Ek -
p* = L pyg, a<B 5 a,B = 0,1,2,...,p }
As probabilidades p{s*/i,j), definidas por {2.2.1},
correspondem. a4 aproxima¢doc da segunda ordem do modelo de Ba

hadur. isto foi mostrado nas secgaés anferiores,

Na comparacgfo do par de tratamento (i,j), seja
Xij(a) = 1 ou 0 para s, = 1 ou j, respectivamente (a=0,1,...,p).
Sob o argumento do modelo multivariado Xij(a) toma o valor |
com probabilidade ﬁi(a) / (ﬂi(a)+ﬂi(a)) e toma o valor 0 (ze
ro} com nj(a) / (ni(a) + ﬂj(&)) respectivamente. Se definir
o S ;

usando o resultado associado ao modefo de segunda ordem

. (2) N arre (2)
R S P a,.b z {Jolzj / f{x)

4] 070 i
(2) :
com f{x} = | + §<? pijzizj e Oy = 1o %y 1emos :
i _ n.{0) v ﬁi(U)ﬂ.(O) i
X 40y = - : " ) . h T s/, )
H m(0)em (0)  m (0)sm (0)
i ! t ]
p rﬂi(a} H280i,s) ( :
I8 (i,s ) »p e 2.8.2
] a ba Tfj(eﬂ)

| -A quantidade Qij(ﬂ) pode ser considerada como uma
predicdo de probabilidade, quando o tratamento i ¢ preferido
ao tratamento .j, no atrlbuto’XO dada a resposta s para o3 3]
atributos especificados na comparagdo do par de tratamento

(i,j). O valor predito proporciona um ajuste para a probabili
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dade marginal de preferéncia para ¢ tratamento i sobre o trgl
tamento j na "qualidade® global. O ajuste é aditivo e depende
finearmente das correlacg8es P04 entre Xi.(G) e Xij(a)

i
(a: 1,2,.:..;{.)).

2.9. A Regressdo sob o Modelo de Bahadur

Nesta secgfo nds mostrarcmos como a relagdio (2.8.1)
foit obtida.
Seja y = (X}, X

um vetor ampliado, onde y e x* sdo vetores de respostas sobre

cey Xn) e seja X* ﬁ{xb,xi”.wxn)

itens dicotdmicos, Xi = 1 ou U com probabilidades ai e
@i = ¥~aj respectivamente {j = O0,1,...,m). A correlagio de
ordem K no modelo é dada por: °

piI L iK_; Ir;(Z‘lz e ZiK}; 0 iy <iy< o <y cm Ke2,00,m (2.9.1)

onde X, - a. _

Zj = ! 3 s 1 o= O0,1,...,m, que sdo como visto anterior
vV o ¢j

mente, variaveis padronizadas.

A distribuig¢do conjunta proposta por Bahadur &

plx%=x¥*) = p{x*) = p(])(x*} f{x*), onde x¥ ¢ a realizacdo de
x¥ e X |
X - X
Peyyix*) = 1 aji ° ; (2.9.2)
i
54

- “ % - 3 . 7
Hx*) =1 v 220,220+ DL L0 222 + oe Py (ol e Zyy
1< i<i<k

b = 0,3,2,...,m i % . Considere a regressdo de XO sobre
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X = (X!,..’,Xn)._Podemos decompor f(x*) do seguinte modo
Fx*) = f(x) + Zg(x) (2.9.3)

onde f{x) € a forma reduzida de f(x*) com a varidvel XO omiti

da e

ghx) = ¢ gb.Z.+ i op ZiZj+_ ..... ‘ VA A (2.9.4)}

j b ey oig

com a distribuigio condicieonal de XO dado X = x dado por

T e TS
p(X,=x, [Xax) = —-L) - L } : .
070 (x).f(x) Xi  (1-x:)
Pryyt®/-14x il ajj 2 P01 (x)
j

X0 o{1-%0) ey L7 o(x) |
0 o | x g8 X ]: 50 ¢é!hXO)_[¥+ZOE££l] (2.9.5)

f{x) 0 f{x)
Xg @ 0,1, logo %U ¢ dado por
i .
S p %) = _ tx) - o s, B
Xg = E(XO/ X=x) = ) fo xOP(XO_xOI X=w} = Q¥ _“odb o

0
(2.9.6)
que € uma equacdo de regressdo racional do tipo Q(x)/R(x) (ve

ja Steyn, 1957).

Entdo, para a aproximagio de segunda ordem proposta

por Bahadur (1969), temos

O 2}
(2) |
X = ag +‘¥&&O¢O Z ponj /oiix) {(2.9.7)
(2)
‘onde f(x) = 1 + T I piizizj, que ¢ o resultado (2.8.2).
i<
Observe que Py ¢ equivalente a Fogoem (2.1.6).



CAPITULO 3

O METODO DE OTIMIZACRO ALEATORIA.
UMA DERIVACAO E APLICACAD NO MODELO DAVIDSON £ BRADLEY

Neste capitulo aplicaremos o metodo de otimizacio
aleatoria (MOA) para estimarmos, usando a funclo de verossimi

fhanga (MVS), os pardmetros do Modelo Davidson e Bradley{1969),

propondo um critério de parada para o MOA gque nos assegure
uma "alta probabilidade™ de que o ponte encontrado em RE, RE
definida como a provavel regifo de maximo global, maximiza
MVS.

3.1. O Modelo, suas Restrigdes ¢ os Problemas Computacionais

Relembrando o modelo de Davidson e Bradley, temos

o(s/i,i) = p 2 (s/1,)) . his/i,j) (3.1.1)
P 7, (a)
o Mssi, - 1 l
‘ o | w la) + ﬁjia)
€ ’ -”i{a) “3/25(1!5q)rﬂi{a}"‘/2&(1;58)
h{s/i,j) = 1+2 & &(s _,s,)p R S _ . .
i< j @’ 8" Tab ﬂj(&) ‘ ﬁj(a)

54 ° i se o tratamento 1 for preferido no atributo a, '
@ = 1,2,...5p e &{.,.) = £1, o sinal sendo positivo se o0os

dois argumentos sdo iguais, negativo caso contrario. Com

1 :{ﬂi(a),i = 1,2,000,t3 0 = 1,2,...,p }, sendo que (3.1.1)
sera uma distribuigdo de probabilidade se his/i,j} > 0 paraca
da uma das 2P celas associadas com cada das C; comparagdes de

tratamentos. p :v{paa, o,B 1,2,...,0; o<B} s8o o0s parame
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tros de medida de associagfo entre os atributos no vetor 5.
Entdo, para maximizarmos a fungdo (2.5.1), devemos considerar

as seguintes restrigdes:

.
t Y )
_21 Iri(a): by 0 = 1,2,...,p : (3.1.2)
ic=
< -1 = pCLS < 17 a<f; a,B = ?!2:--‘3;} (3..1.3)
his/i,j) >0 {3.1.4)
L .
Considerando a restricfo {3.1.2}), para cada o ,
o = 1,2,...p, estimaremos {(t-1) pardmetros de preferéncias in

dependentes, sendo gue o pardmetro de ordem t sera dado por

t-1
r o) =1 - 2 ﬂi(u)_, onde 0 < 7, {a) < 1

i=1
seria gerado aleatoriamente no intervalo (0,1} e paB; a<f
a,B = 1,2,...,p, gerado aleatoriamente no intervalo (-1,1) de
tal modo que, a matriz ¥ ¢ o vetor p determinados pelos ni(a)
e pag re§pectivaﬁwnte, o par {(w,p) possa satisfazer (3.1.4) ,
calculariamos para cada h(s/i,}j) > 0 os estimadores de MVS,
até que fosse encontrado um ponto de maximo global segundo um
critério pré-estabelecido. Entretanto, este procedimento tor
nou-se inviavel, primeiro, porque a probabilidade de encon
trarmos um ponto tal que MVS seja maximo global é muito peque
no, tornando o algoritmo inviavel do ponto de vista computa
‘cional, surgindo entdoc as seguintes perguntas: Qual o melhor
procedimento para estimarmos os pardmetros de preferéncias e
os de medida de associagdo entre atributos, de modo gque a fun
g3o his/i,j) < 0 o menor nlmero de vezes possivel? Qual o cri
tério de parada a ser usado guando © ponto em RE fosse  encon

trado? R_ ¢ regido de maximo global?

Para respondermos a primeira pergunta, considere ¢
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seguinte teorema:.

Téorema:'Seja f: X ¢ R" + R continua no ponto a € X. Se i{a)>0,

entfo 3 & » 0 tal que x € X, |x-al < & » f(x) > 0.

Prova:

Dado ¢ >0, 3§ > 0 tal que [x-a] < &, entdo
[f(x)-fla)]<e e -e <i(x)-fla)<e &> f(a)-e< f(x)< ¢ +i(a),
escolha € tal gue f{a) - ¢ > 0 e o teorema esta demonstrado.

Em consequéncia, a partir de cada ponto que torna his/i,j}>»0,
a vizinhanga do mesmo seria reduzida, nos permitindo sempre

aue h{s/i,j) > 0 numa vizinhanga desse ponto.

Se a fungdo MVS esta sendo calculada numa regifio de
maximo local, este procedimento forgara a mesma a convergir pa
ra um ponto dentro desta regido. Este problema sera discutido
na seccd3o (3.4} guando proporemos um-critério de parada para

o MOA.

_3.2. Método de Otimizacio Aleatoria, wm Variagio do Método C

Consideremos o método C proposto na secglo {1.4)pro
poremos aqui uma variagdo deste procedimento. '
(0)
(0)

Seja X
g = 1,2,...;,p X

associado & matriz (ﬂi(d)), i=1,2,..%v,t 3
associado a matriz (Ql}, gerados aleato
riamente segundo as restrigBes (3.1.2) e (3.1.3) e seja
_Z(G) = (X{D), Y{O)) o ponto que determina o inicio do MOA, A
partir deste ponto, um numero aleatodrio ¢ obtido no intervalo
{0,1), se este nimero estiver compreendido entre 0 ¢ 0.5, o©b
teremos o proxime ponto dentro das mesmas restrigdes, caso con
trario, os pontos s8oc gerados aleatoriamente segundo oOs pas

sos descritos abaixo:
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Passo 1:

. ( - (
Sejam x{u) . (ﬁiU)(&)) e v\ . (DEU)) ,hA,Z,-v,Cg

. { . .
a. = 1,2,...,p; 1 = 1,2,...,t-13 onde Z‘u),.Y(U)) e o ultimo

ponto determinado antes de iniciarmos este passo.

Passo kel

{k+u)

'bi) Tendo determinadeo X s, para cada a= 1,2,...,p calcu

lamos a distdncia da do ponto X(k+U) a um dos hiperplanos

determinados pela restricdo {3.1.2), onde

X(k+u) = (ﬂ§k+U)(a)); = 1,2,c..,t-13 a = 1,...,p

< t-1
beox nﬁAk*‘“){a}
d, = =l ,oas 1,2,
Vi-1

bz) Determinada a disténcia da’ construiremos um hipercuba de
semi-aresta a, em fungiio de dd' Caso a, seja malor que Ca
da uma das ccoordenadas da linha 3 o = 1,2,...,p, de

x(k+uaaa sera dada pela menor delas na linha a.

- b3i Tendo determinado Y(k+U} = (p§k+U)); I = %,2,...4CP, cal

culamos a distdncia W tal que:

p§k+u) s 1 se\pik+u) < 0
wy o=
_ Q§k+u) se OEk+U) o
P ] ; s (k+u)
onde w, ¢ calculado para cada elemento de (p} ).

bg} Geramos g§k+“+]}, io= 1,2,.
e 1 i k+u+1)

w..t-1, no intervalo (—aa,ad}

en ("Wi’wi)’ determinado, entdo

x(k+u+i) i} (ﬂ§#+u)(a)} . (E§k+u+1)) o
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Y(k+u+” (D§k+u.)) . U\(k+u+})).

i

bS) Def inamos Z(k+u+]) - (x{kﬂi*”)Y Y.(k+u+1))

se f(Z(k+u+l)) > f(Z{k+U)}, se nio
b } Z(k‘i’{ji—i) - Z(k+u)
6 _ -
Observe que a distribuigfo de probabilidade na gera
¢do dos vetores aleatdrios ndo permanece a mesma neste  méto

do, isto €, tem uma distribuigfo de probabilidade quandoc a ge
ragdoc dos vetores é feita em todo espa¢o de restricBes e uma
outra distribuigdo que muda todas as vezes que 03 vetores alea

térios s3o gerados no hipercubo, isto €,

Un(k}/y(k) (y/x) nfo permanece a mesma.

As condicges (bl’bz’ba} pode nos conduzir a uma
"

sub-regifio contida em (3.1, e {3,1.3) de maximo local.

3.3. Un Critério de Parada para o MOA

Proporemos aqui um critério de parada para o MOA que
nos possibilite determinar um ponto em Ra’ onde RE tenha uma.

alta probabilidade de ser a regifio de maximo global.

. Seja MVST a estimativa de mdxima-verassimilhanca de
- MVS tal que MVS! esteja em Re’ sejam (ﬁi{a})i e {QI)1 a ma
triz dos pardmetros de preferéncias e a matriz dos pardmetros
de medida de associagfo entre o0s atributos associrados a MVS]
respectivémente. MVS2 a segunda estimativa de MVYS tal que
MV52 estejs em R_, (5 ,{a)), a matriz dos pardmetros de prefe
réncias e (pi)é a matriz des pardmetros de medida de associa

¢Ho. Sejam MVSx o x-£simo valor de MVS tal que MVSx esteja em
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R {n (a))x e (Dl)x as matrizes referenciadas acima associa

g’ R
dos a MVSx. Definamos
= tax w0 - M ..-..
dﬂ m i airmn aznl (3.3.1)
o= 1,2,...,p3 1 = 1,2,...,13 myn = 1,2,...,X; M < n, & maior

distldncia entre os elementos das matrizes (ﬂi(a))m e (ﬂi(a))ﬁ

onde ﬂaiWirepresenta o elemento da matriz m na linha @ colu

na i.
iz — |
eia = m - p, .3,

Se j dg ax 1p]m 0. nl (3.3.2)
myn = §,2,...,Xx5 m< ny § = 1,2,.;.,C§, a maior distdncia
entre os elementos das matrizes Py © pn. Seja B a maior
distédncia entre dTi e d‘:l . Apds determinarmos © maximo das

distdncias entre os elementos das matrizes (ﬂi{a))ﬁ}e{ﬂi(u))ﬂ
& O for menor que £>0, isto &, 0s elementos das matrizes cita
das anterlormente estdo na mesma regido determinada por e,
escolhemos entﬁo? a melhor estimativa de MVS entre MVYSm e
MVSn. RE ¢ agora a regido de maior ﬁrobabilidade de encontrar
mos o ponto de méximo global. Se ® > € nas x execugdes, esc¢o
lhemos entdo, a maior estimativa de MVS nestas x execugdes .
Esie criterio de parada proporciona condi¢des de se  escolher
o melhor dos pontos candidatos a maximo global, x é o ndrero
de vezes gue e o MOA ¢ calculade para determinarmos MVS nes

tas x vezes enrRt.









































































































































































































