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RESUMO

0 uso de distribuigies bivariadas tem um papel importante
nos estudos de sobrevivéncia, principalmente nas &reas de Salde e de
Confiabilidade, onde os tempos em analise aparecem de forma pareada
(X, Y.

No presente tigballiv  apmcscntam-se as  distribuigbes
bivariadas exponenciais absolutamente continuas de Block-Basu e de
Sarkar. Estimagio de parimetros, usando o método de maxima
verossimilhanga através de processo iterativo Newton-Raphson, e testes
das hipéteses de independéncia entre X e Y e de igualdade das
distribuicdes marginais de X e Y s3o desenvolvidos. Andlises de dados
pareados com presenga de censuras e covaridveis também sd3o
desenvolvidas.

Para cada metodologia apresentada, aplicagfes numéricaas sio
feitas para varios conjuntos de dados gerados computacicnalmente e um

conjunto de dados reais.
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CAPITULO |

INTRODUGAD

Trabalhos  sobre andlise  estatistica de dados de
sobrevivéncia pareados tem surgido recentemente na literatura
especializada. Trata-se de um tema de grande interesse, principalmente
nas é&reas de Saude, Demografia e Confiabilidade. Ela se aplica, por
exemplo, em situagBes onde se estudam dois tempos de recorréncia de
uma doenca no mesmo paciente ou tempos de vida Gtil de dois
componentes de um sistema eletrénico.

Um dos aspectos que tem sido investigado em Saobrevivéncia €
o ajuste de modelos paramétricos a dados pareados, isto é, quando
existern dois tempos X e Y associados ao mesmo individuo. No caso
univariado, a distribuicdo exponencial tem sido muito utilizada em
razio das propriedades associadas a esta distribuigao. Pode-se citar,
entre elas, uma propriedade importante, a da perda de meméria (PPM),
isto é, a probabilidade de um individuo {(componente) "{alhar" em um
determinado intervalo de tempo independe do tempo que o individuo j&
sobreviveu. Em situagBes de dados pareados, modelos exponenciais
bivariados s3o geralmente considerados. A derivacdo de um modelo
exponencial depende do comportamento do sistema em questdo. Por esta
razdo, véarios modelos tém sido propostos para descrever dados
pareados. Entre eles, o mais simples & o modelo exponencial bivariado
independente, que pressupbe a independéncia entre X e Y. Contudo, nem
sempre ¢é razoadvel assumir este pressuposto em situagbes reais. Além

deste, pode-se citar as distribuigdes exponenciais bivariadas de



Gumbel (1960}, Freund (1961), Marshall e Olkin (1967), Downton {1970},
Hawkes (1971), Block e Basu (1974), Clayton (1978), Oakes (1982),
Raftery (1984) e Sarkar (1987).

Em aplicagBes onde a chance de X e Y falhar simultaneamente
é desprezivel, a propriedade P(X = Y) = O deve ser considerada no
modelo. Nessas situagbes, as distribuicles exponenciais bivariadas
absolutamente continuas de Block-Basu e Sarkar s3o adequadas, em
principio. A distribuigdo de Block-Basu tem a propriedade da perda de
membéria (PPM), porém ndo possui marginais exponenciais, em contraste
com a distribuicdo de Sarkar que ndo possui a PPM mas sim, marginais
exponenciais.

A distribuigdo de Block-Basu foi utilizada por Gross e Lam
(1981} para descrever dados pareados (X, y); a estimagdo e testes de
hipéteses foram desenvolvidos por eles baseados nos parémetros da
distribuicdio da variavel T = Y/X. O estudo de Gross e Lam serviu de
motivagdo para esta disser‘tagio;

Um sepgundo aspecto da analise de dados de sobrevivéncia
pareados é a incorporagdo de observagdes censuradas, que sd8c dados ndo
completos, originados ou do planejamento {(censuras Tipo 1 ou II) ou

aleatérios (perdidos de observagdol.

Considerando a distribuigdo paramétrica associada a tempos
de vida bivariados, um terceiro e fltimo aspecto da anilise & estudar
o efeite de alguns fatores, denominadeos covaridveis ou varidveis
concomitantes, nos tempos. Por exemplo, num estudo de recorréncia de
uma certa doenga, fatores como idade, sexo, estdgio da doenga etc.
podem ser considerados como covariiveis.

Os modelos de tempos univariados com a incorporagie de
covariaveis s3o os de regressio paramétrica (Feigl e Zelen (1965),
Glasser (1967), Cox e Snell (1968), Prentice {1973), Lawless (1976)
etc.). A extens3do com a incorporagido de covaridveis no modelo
exponencial bivariade foi recentemente abordada por Huster et al.
(1989), usando a distribuigdio de Clayton (1978). Basu e Ebrahimi
(1987) utilizaram o modeloc de teste acelerado considerando a
distribuicdo de Block-Basu num contexto de sistema de dois

componentes.



Considerande o©os aspectos em andlise de dados de
sobrevivéncia pareados citados acima, o presente trabalho & elaborado
com os seguintes objetivos principais:

a — desenvolver a anAlise paramétrica de dados pareados
(completos e censurados) considerando as distribui¢des de
Block-Basu e Sarkar; encontrar os estimadores de méaxima
verossimilhanga dos parametros e realizar testes assintéticos
para independéncia e igualdade das distribui¢Bes marginais;

b - desenvolver modelos para a andlise de dados bivariados
considerando a distribuigdo exponencial ijndependente, a de
Block-Basu e a de Sarkar com a incorporagdo de covariaveis e,

c - aplicar os modelos desenvolvidos em conjuntos de dados

gerados e reais.

No Capitulo II sio apresentadas notagbes e alguns conceitos
béasicos utilizados em  Andlise de Sobrevivéncia nos contextos
univariade e bivariado. As propriedades deo estimador de méaxima
verossimilhanca e testes da razdo de verossimilhanga, de Rao (escore)
e de Wald também s8o revistas. E feito um suméirio dos modelos
exponenciais bivarjados citados acima e, finalmente, sdo apresentados
alguns modelos de regressdo utilizados em analise de sobrevivéncia.

| As  distribuicBes  exponenciais bivariadas  absclutamente
continuas de Block-Basu e S$Sarkar sio estudadas nos Capitulo 1l e
Capitulo IV, respectivamente. A estimagdo dos parametros é
desenvolvida usando o método de maxima verossimilhanga e testes
assintéticos s3o feitos para verificar a independéncia e a igualdade
das distribuicdes marginais. S3o considerados casos de dados completos
e censurados para a andlise. Para a ilustragio dos resultados
tebricos, exemplos numéricos s8o aplicados usando dados gerados,
assumindo a distribuicdo de Block-Basu como a distribuigdo bésica
conjunta no Capitulo lII e a distribuigdo de Sarkar no Capiulo IV.

No Capitulo V é apresentada a analise de dados pareados com
a inclusio de covaridveis usando o modelo de regressdo log-linear. O
estudo de Huster et al. (198%) ¢ também revisto neste capitulo. Sao
consideradas as distribuicdes exponenciais bivariadas de Block-Basu e

de Sarkar e da distribuigdo exponencial bivariada independente como



distribuigBes basicas conjuntas dos dados.

No Capitulo VY1, os resultados tedricos obtidos nos capftulos
anteriores sdio aplicados a um conjunto de dados extralidos da PNAD-84
(Pesquisa Nacjonal por Amostra de Domicilios) que se constitui nas
principais fontes de informa¢des demograficas do Brasil, produzidas
pela Fundagdo I1BGE.

Finalmente, programas computacicnais sioc desenvolvidos,
usando os pacotes estatisticos SOC e SAS, para realizar os célculos da

estimacdo e testes de hip6teses considerando os modelos citados acima.



CAPITULO 1

NOTACAQ E CONCEITOS BASICOS

2.1. INTRODUGA0O

A anéalise estatistica dos tempos decorrides desde um infcio
bem definido até a ocorréncia de um certo evento de interesse £
denominada Andlise de Sobrevivéncia. A Andlise de Sobrevivéncia tem
evoluido como uma 4rea da Estatistica de grande interesse aplicada em
Engenharia, Demografia, Medicina e Ciéncias Biologicas nos dltimos
anos.

Os modelos e metodologias desenvolvidos em Andlise de
Sobrevivéncia podem ser classificados em 1trés grupos: paramétricos,
n3o-paramétricos e semi-paramétricos. Os dados de sobrevivéncia sdo
chamados de tempo de vida, tempo de falha ou tempo de sobrevivéncia,
que podem aparecer de forma univariada ou multivariada. No presente
trabalho, sao considerados modelos paramétricos para a analise dos
tempos de falha bivariados. Neste capitulo, alguns conceitos bdésicos
utilizados em andlise de dados de sobrevivéncia unjvariados s@o
apresentados e, posteriormente, extendidos para andlise de dados

bivariados.



2.2. CONCEITOS BASICOS DE DISTRIBUIGOES UNIVARIADAS DE FALHA

A varidvel (absolutamente) continua & nfo negativa T, que
representa o tempo de falha de um certo evento, & geralmente descrita
ou caracterizada por trés fungdes : (1) a fungio densidade de
probabilidade, (2} a fung3o de sobrevivéncia e, (3) a fungdo risco.
Essas trés fungfes s3o matematicamente equivalentes - se uma delas é
dada, as outras duas podem ser derivadas a partir desta. Def il_lem-se as

funges:

{1) Funcio Densidade de Probabilidade {f.d.p.} f(t). Também &
chamada de funcdo densidade. A f_r(t) & definida por

fr‘” < lim Plt=T=t+At) _

Atso At
(2.1)

A _fT(t) tem duas propriedades importantes:

1. f_r(t} ¢ uma fungdo n3o negativa:

rlu=o - p/ 120
0 p/ 1<0.

2. a 4area total entre a curva da fungdo densidade e o eixo t &

igual a 1, isto &,

I fl)dt = 1.

0
]
(2) Fungio de Sobrevivéncia S(t). Esta fungic & definida como a
probabilidade de um individuo sobreviver a um tempo t:
0
ST(t} = P(TOt) = .l'l fT(u) du. (2.2)



Sr(‘t) ¢ uma fungdio nJo-decrescente com as segulntes
propriedades:
ST[t) =1 p/t=0, e

S'r(t) >0 quando t -+ w.
Observa-se que a fungdo de sobrevivéncia pode ser escrita

comol - P(Tst)=1- Fr{t)' onde FT(tl é denominada fungdo de

distribuigdo acumulada ou, simplesmente, fun¢3o de distribuigio.

(3) Fungdo Risco Alt). A funcdo risco ¢ definida a taxa de falha

instantanea em um tempe t, dado que o individuo tenha sobrevivido

at, isto &,

A0 = lim P(tsTstsat| Dt}

At-o At

(2.3)

Em particular, }\T(t)-bt € a probadbilidade aproximada de falha em
[t, t+Atl, dado que o individuo sobreviveu a t. A fungdo risco
pode ser crescente, decrescente, constante, ou assumindo alguma
outra forma mais complicada; ela pode ser definida em termos da

fungao densidade e da fung3o de sobrevivéncia da seguinte forma:

_ _ flty  _ dlog S(t)
].T(t) = l(t} = -S—(tj— = =- —-—a—t'— , e (24]
ALt) = J‘; Aludu = -log S(t) (2.5)

é chamada de funqgfo risco acumulada.

Para ilustrar os conceitos acima, s3o consideradas as

distribuicSes exponencial ‘& Weibull:

(1) T ~ Exple) Seja T uma varidvel aleatéria que possui

distribuigde exponencial com parametro 6. Entio a fungio

7



densidade, a fungio de sobrevivéncia e a fungao risco sao dadas,

respectivamente, por:

f{t) = 8 exp(-6t);

S{t) = exp(-8t);

Al{t) = 8; t=0 e 6>0. (2.6)
{(2) X ~ Weibull(e, a) Seja X uma variivel aleatédria que possul

distribulgio Weibull com parametros 8 e «. Entdo tem as fungles

densidade, de sobrevivéncia e risco dadas, respectivamente, por:

£(x) = oalox)*? exp[—(&x)“];
S(x) = exp[—(ax)“];
Alx) = ga(Bx)T x>0, 850 e 0. (2.7)

. Q. -
Considerando a transformagdc ¥ = 6 , as expressdes acima podem ser

reescrita da seguinte forma:

f{x) = ara[x)a'-l exp(—zx“);
S(x) = exp(-vxa);
A(x) = 7a x*1 x20, 0 e 0. (2.8)

0 parémetro a & chamado de parametro de forma e 7y de

pariametro de escala.

Dados de tempos de falha geralmente possuem uma
caracteristica conhecida como censura. Uma observacio é dita censurada
a direlta (esquerda) em L quande nd8o se sabe o seu tempo exato de
falha e sabe-se apenas que ele é maior (menor) que L. Nesta
dissertagio seri considerada apenas censura a direita, por ser mals
freqinte a sua ocorréncia em situagdes praticas.

Censuras podem ser classificadas em trés tipos: Tipo I, Tipo
1l e censuras aleatérlas. Quando o periodo de tempo do experimento é
pré-determinadoe, o tempo exato de falha de um individuo s6 pode ser

observado se a falha acontecer dentro deste periodo. Neste caso,

e



individuos que sobreviveram até o término do experimento sio
considerados censurados do Tipo I. Suponha-se que em uma amostra de
tamanho n, apenas os r menores tempos de falha sfo observados, onde o
valor r & pré-determinado, entdo as outras n-r observagdes sio
consideradas censuradas do Tipo Il. Censuras aleatfrias s3o mais
freqlientes de acontecer. Em ensaios clinicos, por exemplo, os
pacientes podem entrar em estudo em tempos diferentes e censuras
aleatérias podem ocorrer das seguintes formas: pacientes perdidos de
observacdo, retirados do experimento ou ainda nio falharam quando

terminou o experimento.

2.3. CONCEITOS BASICOS DE DISTRIBUIQEJES BIVARIADAS DE FALHA

Muitas vézes. o5 tempos de falha s3o observados em pares,
isto é, num mesmo individuo da populagdo sido observados dois tempos de
falha de uma certa caracteristica. Por exemplo, duragSes de dois
casamentos de uma mesma pessoa; dois tempos de recorréncia de uma
doenca num mesmo paciente; tempo que leva para a perda de acuidade
visual dos dois olhos de um paciente com catarata etc.

Dados pareados podem ser classificados, em geral, no sentido

do modo de observacio, em dois tipos:

(1) (xl.yl} observagBes longitudinais: onde o tempo de falha Y,
sé pode ser observado depois da falha de X Portanto, a
censura s9 pode ocorrer em Yy pois se X, for censurado,

ndo seré possivel observar o valor de Y

(2) (xl.yl) observagles simultdneas: onde os tempos de falha x e
yl sdo observados simultaneamente com o mesmo inicio. Neste

caso, a censura pode ocorrer tanto em X, quanto em y,.

As defini¢des acima podem ser ijlustradas da seguinte forma:



observagdo pareada longitudinal:

l_"" X --_-i 1— ------ y ------- 1 tempo

- X mmwmmmm i
} tempo

Seja (X, Y) uma varidvel bivariada continua, n3o negativa,

que representa os tempos de falha de um evento. As trés fungbes que

caracterizam (X, Y) s3o definidas da seguinie [winm:

(1} Fungdo Densidade de Probabilidade (f.d.p) Conjunta f(x,y):

P(xsX=x+Ax, y=<Ysy+Ay)

f“(x,y) = lim lim

AxX-0 Ay-o0 Ax- Ay
{2.9)
[+ 1] w
tal que J I f(xy)dy dx = L
o 0

As densidades marginais de X e de Y sdo respectivamente:

[ ] -]
fx(x} = .g fxy(x,y] dy e fy(y} = g’ fxy(x,y} dx. (2.10)
||
(2) Fungdo de Sobrevivéncia Conjunta S(x,y}:
va(x.y) = POOx,Y>y) = [ [J flu,v) dv du, (2.11)
x vy
(X,Y) ¢

p’/ xzo e yz0., Portanto, a funcio de densidade conjunta de

relacionada com a fung3o de sobrevivéncia por:

10



2
f“(x,y) = S“[x,y)xaxay. (2.12)

OBSERVACAD. Na pagina 478 do livro de Lawless (1982), a expressdo

k
f(tl, ceny tk] = =g S(tl, vars tk)/atl... 6tk

deveria ser escrita como

_ ok gk
i, o t) = (1) 8 S(t, .., t)/8t..at. -

As fungles de sobrevivéncia marginais de X e Y sio dadas por:

B

m
PROX,Y>0) = [ [ fxv(u,v] dv du, (2.13)
' x 0

Sx(x) = S‘XY{x,O}

[++]
J fxy(u,vl du dv, (2.14)
y 0

~ 8

Sy} = S_(0,5) = P(X>0,>y) =

Obgerva-se que a funcioc de sobrevivéncia conjunta pode ser
escrita como 1 - P{Xsx) - P(Y=y) + P(X=x,Ysy) =1 - Fx(xl - FY{y]
+ va(x,y}, onde Fx[x} e Fy(y} sdo fungBes de distribuicles de X e
Y, respectivamente e, valx.y} a fungdo de distribuigio acumulada

conjunta de (X,Y}. [}

(3} Taxa de Falha Bivariada A(x,y)

A fun¢do risco bivariada ou a taxa de falha bivariada foi

definida por Basu (1971) da seguinte forma:

fix,y) __ Ilx,y)
P(X >x, Y >y) S{x,y)

Alx,y) = (2.15)

onde f(x,y) ¢é uma fungdc densidade conjunta absolutamente
continua. Note que no caso de independéncia, a A(x,y) pode ser

escrita como:

11



. F)F3)  _ FXF)
Ay} = 5 SR PIY 551~ " S(x)-S(y) -~ Mx)AW),

(2.16)

onde Al(x) e Aly) sdo as taxas de falhas marginais univariadas
correspondentes.

Cox (1972) definiu a taxa de falha marginal de X (Y) como a
taxa de X (Y) falhar no intervalo (t, t+At), dado que X e Y

sobreviveram a t, isto é:

P(t=X=st+At |X=zt, Y=t)

A (t) = 1im , € (2.17a)
X Atso at
A (D) = lim P(tsYst+At |Xzt, Yzt) . _ (2.170)
Y At

At-o0

e a taxa de falha condicional de X dado Y como a taxa de X falhar
no intervalo {x, x+Ax) dado que Y falhou em y e X sobreviveu a x,

Xy, isto é&:

P(x=X=x+Ax |{X=x, Y=y)

I p/ x>y,(2.18.)

Axv(x|y] = lim
Ax->o0

com a expressdo similar para A“(y]x):

P(y“_‘Y.‘E}"'g;r lX=X, YZ}') , x(y_ (2.18b)

AYx(y|x) = lim
Ay->o

As taxas acima também podem ser escritas em termos da fungdo

de sobrevivéncia conjunta S(x,y):

—-85(x,y)/8x (2.19)

S(x,¥) '

Aa(t) =
X x=y=t

12



a%s(x,y)/8xay -~ _ _ F{x,y)
as(x,y)/ay _ a5(x,y)/dy

. XOV.
{2.20)

Axytxly) = -

com expressdes similares para AY{t) e hYx(y|x).

A funcdo densidade conjunta de (X,Y), a fi(x,y), pode ser

expressa completamente pelas fungdes (2.17) e (2.18) acima:

hy(y)h“(x]y)exp(-,l';'[?tx{u] +Ay(u)]du - J“:Axy(uly)du). XO¥;
(2.21a)

Ax(xlkyx{ﬂx)exp(-—J‘;[Ax(u} +)cy(u}] du - _['i)lyx{u|x}du], x<y.
(2.21»)

Isto pode ser visto como um processo pontual. Por exemplo, com
x>y, a probabilidade de n3o haver falha em [0,y) € o evento Y

€ly,y+Ay), é dada por
¥
anay exp( —Fp A (w) +a ()] du). (2.22)

Condicionando a isso, a probabilidade de nio haver falhas em [y,x)

e o evento Xe&[x,x+Ax), é dada por

A (x| y)ax exp —J‘: A uly) du). (2.23)

Multiplicando essas probabilidades, encontra-se a (2.21a).

Porém observa-se que as expressdes acima foram definidas
considerando o caso de observagdes simultineas. Para dados
observados longitudinalmente, define-se a taxa de falha

condicional de Y dado que X falhou em X da seguinte forma:

P{ysYsy+dy [X=x, Yzy)

By (2.18¢)

A, (y|x) = lim
¥X Ay-o

13



Neste caso, o valor de y nio tem que ser necessariamente maior do
que x como em (2.18v). A taxa de falha condicional de X dado que Y
falhou em y n3o serd definida, ji que a observagdo de Y sé é feita
apés a falha de X, B

A seguir, sdo apresentadas algumas distribuicdes exponen-

ciais bivariadas mais conhecidas:

(1) DISTRIBUI(;E')ES EXPONENCIAIS BIVARIADAS DE GUMBEL

(1.1) PRIMEIRA DISTRIBUICAO EXPONENCIAL BIVARIADA DE GUMBEL

A primeira distribuicio exponencial bivariada proposta por

Gumbel (1960) tem a funcdo de distribuigio acumulada dada por:

-x -y +e-—[x+y+3xy]

Fix,y) =1~¢e " ~e p/ X, y20 e 0 =& =1,

(2.24)
Observa~se que esta distribuigdo possui um tGnico parametro 8. As
fungfes de distribuicdo marginais F(x) e F(y) dadas por:

F(x) =1 - F(y) =1 -e 7. (2.25)

A densidade é dada por:

Flx,y) = e ¥y}, [(1+8%) (1+3y) -8]. (2.26)

Observa-se que X e Y s830 independentes e exponencialmente distribuidas

com parametro wn se § = 0,

A fung3o de sobrevivéncia ¢ dada por:

c-(x+y+6xy)’

S(x,y} =1 - F(x) ~ Fly) + Fix,y) = (2.27)

14



e as taxas de risco definidas em (2.16), (2.17a) e (2.18a) s3o,

respectivamente:
Alx,y) = (143x) (1+8y) -6; (2.28)
Ax(t) = 1+8t; (2.29)
A (xy) = S1dx) U1ty 78 (2.30)

(1.2) SEGUNDA DISTRIBUIGAO EXPONENCIAL BIVARIADA DE GUMBEL

A segunda distribuigio derivada por Gumbel (1960) tem a

seguinte fungdo de distribui¢do conjunta bivariada:

F(x.,y) = (1-e ) (1-e™7) (1+ ae—x—y]. x, >0 e -i=<qxl],
{2.31)

Novamente, s& h4 um Gnico parimetro « nesta distribuigfo. As fungles
de distribuicio marginais F(x) e Fly) dadas por:
X

Fix}=1-e, e Fly) =1-e7. (2.32)

A funclo densidade é dada por:
fix,y) = e x 7 [ 1 +a(2e-x—l) IZE_Y-I}]. (2.33)

Observa~-se que X e Y sio independentes e exponencialmente distribuidas

com parametro um quando a = 0.

A fungio de sobrevivéncia é expressa por:
S(X.Y) =1 "F(X) _F(Y) +F(X.Y) =

= e [1 +all-e™) e )] (2.34)

15



As taxas de risco (2. 16), (2. 17a) e (2. 18a) sdo, respec-
tivamente:

P J e X
A(x,y) = 1+ a(l-2e 7) (1-2¢ ™) : (2.35)

1+ all-e 7)) (1-e° %)

-t -t
J\x(t) _ 1+ all-e -—i (1-2e_t) : (2.36)
1 + all-e ") (1-e )
1+ al1-2e7Y) (1-2¢7%)
A Xl = = (2.37)

1+ a(l-Ze_y) (1-¢ )

(1.3) TERCEIRA DISTRIBUIGAO EXPONENCIAL BIVARIADA DE GUMBEL

A terceira distribuigo proposta por Gumbel (I960) tem a

fungio de distribuigdo conjunta dada por:

Flx,y) =1 e e +P(x,y}, (2.38)

onde P(x,y) = exp( -(x™ +yrn)l/rn]’ mzl. Quando m = 1, tem-se

independéncia entre X e Y.

As fungBes de distribuic3o marginais sio:

Fix) = 1-e %, e Fly}) = 1~e . (2.39)

A fungio densidade é dada por:

Flx.y) = P(x.y)(xmwm}“/m-Z) xm-l Ib{m—l [{xm +ym]1/m+m-1].
(2.40)

A fungdo de sobrevivéncia é dada por:

S{x,y) = Plx,y), (2.41)

e as taxas de risco definidas em (2.16), (2.17a) e (2.18a) sdo dadas,

respectivamente, par:

16



Alx,y) = {xm+ym)_(l/m_2]xm_1ym_l [(xm +ym)l/m+m—l]; ' {2.42)
N e (2.43)
A x[y) = L [ (xPay™)lm +m-1]
o mmel melem mel
(2.44)

(2} DISTRIBUI(;EO EXPONENCIAL BIVARIADA DE FREUND

Freund (196l) apresentou uma distribuicdo exponencial
bivariada que ¢ indicada, em particular, para teste de vida de
sistemas com dois componentes, onde os sistemas podem continuar
funcionando mesmo depois que um dos seus componentes tenha falhado,

isto é, sistema em paralelo.

A fung3o densidade conjunta é dada por:

o’ exp (—B" y -{ax+B-B’ ]x), 04y,
flx,y) = (2.45)
B’ exp{-a’ x ~(a+B-a’)y), 0<y<x.

onde «, B, «', B’ >0.

r

A independéncia entre X e Y ocorre quando ¢ = a* € 8 = B'. Neste caso
X e Y sdo exponencialmente distribuidas com parlmetros o € B,
respectivamente. '

As principais diferengas entre este modelo e os de Gumbe]
(1960) é gue este modelo tem 4 parametros enquanto que os de Gumbel
tém somente um e as distribuigBes marginais do modelo de Freund, em

geral, n3o sio exponenciais:

(a-~a’) (x+8) e-[ou-ﬂ)x a‘Be-a

0’."-_3—(.‘:.' CI'.+B—(1' * {2.46]

flx) =

coma+B8-a'20, e
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(B-B') (a+B) e—[a+BJ}r . QB'E-B‘)?

@+B-B’ asB-B (2:47)

Fly) =

coma + 8 -8 =0

A fungio de sobrevivéncia conjunta pode ser calculada da

seguinte forma:

oy @y -1 - _nt
S(X,y)=Iff(x,y]dxdy=fIaB‘eBye(CH'BB)xdxdy
Yy x v x

ot ’ _ _rt y
@ BJ‘/ (a+B_Bl) J‘ e_B y (e (Q+B B )x] d

= - y

y x

2 -8’y (-lasB-B)y _ _-(atf-B’)x
=-a B/ {aB-B') T e [e -e ] dy

¥y

(arg-g? ) o ((@4B-B )X -£"Y)

=
- af’ [(a+B-p’ ) (a+B)] —le(—(a+,‘3]y)
= ka ) o{TKexBY) -aﬁ’(ka»k)ul XY se 0<x<y,
ondek=a+3e.kn=o;+,8—ﬁ'. _ (2.48)
Analogamente,
Stx,y) = B ko bl X key) —Ba’(kb-k]_l s O<y<xX,
onde ke = + 8 ~ a', (2.49}

As taxas de risco definidas em (2.16), [(2.17a) e (2.18a) sdo

expressas, respectivamente, por:

, -1
Alx,y) = { (87ke) ™! - (kawk) ! @RI "X)} se 0KX<y,

, R
- {(a'kb)-l - (k.,,.k)‘l ol "k}(’"y}} se OCy<x; (2.50)
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Ax(t] = (- ko™ + B'{ka-k}'l)-l se 0<x<y,

= a' (ko ~k) (k -a’) se O<y<x; (2.51}
-1 ~kaly-x) -1
Axy(x]y) = { - ka e } se 0<x<y,
= af se 0<y<x. (2.52)

(3) DISTR!BUI(}‘RO EXPONENCIAL BIVARIADA DE MARSHALL E OLKIN

Marshall e Olkin (1967} introduziram uma importante versao
de distribuicdo exponencial bivariada, denotada como a distribuigdo
BVE (Bivariate Exponential), com a fungdoc de sobrevivéncia conjunta

dada por:
S(x,y) = exp( —llx —2\2}' —Aamax(x,y)), x,y>0 (2.53)

Esta distribuigdo possui as marginais exponenciais com
parametros }’L1+PL12 e ?kz+7tlz. Além disso, ela conserva a propriedade da
perda de meméria da distribuigdo exponencial univariada, isto ¢,
St +x, t+y) = S(x,y)-5(t,t ). '

O modelo de Marshall e Olkin {1967) foi motivade por dois
resultados em Confiabilidade que estdo baseados em modelos nos quais
um sistema de dois componentes sobrevive ou falha, em fungdo da
ocorréncia de choques para cada um ou para os dois componentes. Esses

resultados sio apresentados a seguir.
(3.1) MODELO DE CHOQUE FATAL

Considere-se um sistema de dois componentes e suponha-se que
os componentes falham depois de receber um choque que é sempre fatal,
e os processos de Poisson independentes Zl(t.kl), Zz(t.}\z] e Za(t,ha)
governem a ocorréncia de choques. Eventos no processo Zl(t.hl) sdo
choques para o componente 1, eventos no prcesso Zz(t,kz) sfo choques

para o componente 2, e eventos no processo Za(t,l3} ¢80 choques para
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os dois componentes simultaneamente. Dai, se X e Y denotam a vida do

primeiro e do segundo componente, tem-se:

S(x,y) = P( Z,(x,2)=0, Z (3, .)=0, Z (max(x,y),A)=0 )

= exp( -AX -Ay -}lsmax[x,yj). (2.54)

(3.2) MODELO DE CHOQUES NAO FATAIS

Suponha-se que um sistema de dois componentes e trés
processos de Polsson independentes Zlft,al), Zz[t,azJ, Za{t,asi
governando a ocorréncia de choques que nao precisam ser fatais.

Descreva-se o estado do sistema pelos pares ordenados (0,0),
(0,1), (10), (L1}, onde "1" indica que um componente esta
funcionando e "0" indica que ndo estid funcionando.

Suponha-se que eventos noO Pprocesso Zl{t.al) sd0 choques no
primeiro componente que causam uma transigdo de (1,1) até (0,I) com
probabilidade p, € de (1,1) até (1,1} com probabilidade {l—pl).
Similarmente, eventos no processo Zztt,azl sdo transicdes de (1,1) até
(1,0) ou (1,1} com probabilidade P, © {l—pz), respectivamente. Eventos
N0 processo Za(t.63} sdo choques nos dois componentes que causam uma
transicde do estado (1,1) até os estados {0,0), (0,1), (1,0), (1,1)
s P respectivamente, Além disso,

oot Porr Pyo 11
assume-se que cada choque em um componente representa uma chance

com probabilidades p

independente de falha.
Se X e Y sdio os tempos de vida do primeiro e do segundo
componente, respectivamente, e como Zl(t.al). Zz(t,az), 23“’53} s3o

independentes e tém incrementos independentes, tem-se para y 2 x 2 O:

® sy (alik .
S(x,¥) = P(Xox, Yyy) = { ye 1 — “-pl) } .
k=0 -

] (5 x)¥
-3 X 1 k
{ k)-_-:o © ki “—pl] } '
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® W N (6 y)l
{ F ¥ [eazymil—!—(l-pz)l]°

n=0 m=0

n
n! (p“+ pm)

[ (5, (y-x) [63(y—x)1 ] }

Stx,y) = exp( ~(3p +5.p )x -[62;:z +3 (1 -p“-pm)] y )

{2.55)
Por simetria, para x z y 20 tem-se:
Slx,y) = exp (-[61p1 +8,(1 _pu_pw}]x _(azpz +63p10)y)
{2.56)
Conseqiientemente, combinando (2.55) e (2.56), obtém-se:
S(x,y) = exp (—Alx -y —Aamax{x,y)), (2.57)

onde 711 = 61pl + Gspm, }\2= 62p2 + Aapxo’ e h3= 63p00.

{4) MODELO EXPONENCIAL BIVARIADO INDEPENDENTE

Quando X e Y sdo independentes, os problemas do ajuste
simplificam bastante. A condi¢do necessaria e suficiente para a

independéncia de X e Y é

A“{t]y} = ?tx(tJ' P\Yx(t|x) = hv(t)' (2.58)

Em termos de sobrevivéncia, X e Y sdo independentes se e somente se
S(x,y) = S(x)-S(y). Portanto, se (X,Y) possui uma distribuicdo
exponencial bivariada independente, com X ~ Exp{}\l] e Y ~ Exp(lz), a

funcdo de sobrevivéncia conjunta pode ser expressa como:

Six,y) = exp(—hlx -Azy). {2.59)



(S5) OUTRAS DISTRIBUIGOES

Block e Basu (1974) desenvolveram uma importante
distribuigio exponencial bivariada, a qual é absolutamente continua e
preserva a PPM da distribuicdo de Marshall e Olkin com marginais
exponenciais de médias ponderadas. Essa distribuicde sera estudada

mais detalhadamente no préximo capitulo.
Clayton (1978) propds um modelo bivariado para a anélise de

associaglo de tempos de sobrevivéncia bivariada a partir de duas
distribuicdes marginais desconhecidas. Este modelo € revisado,
discutido e reparametrizado por QOakes (1982). O modelo de
Clayton-Oakes sera discutido mais adiante no Capitulo V.

Sarkar (1987) deduziu uma outra distribuigio exponencial
bivariada absoiutamente continua com marginais exponenciais, porém sem
a PPM. Essa distribuigio serd estudada com mais detalhe no Capitulo

Iv.

2.4, FUN?KO DE VEROSSIMILHANCA PARA DISTRIBUI(}&ES UNIVARIADAS E
BIVARIADAS

Uma amostra aleatéria de tamanho n ¢é retirada de uma
populagdo homogénea, e constituida por Xi,..., Xn varidveis aleatédrias
univariadas independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.) com
f.d.p. r(.;8). A f.d.p. conjunta de Xi,..., Xn quando os valores da
amostra sdo obtides pode-se considerar como uma fung@o de 8, que ¢
chamada de fungdo de verossimilhanga de 6 dado S R X ou,

n
simplesmente, de fung@o de verossimilhanga de 9, L(8):

(x1,..., x0;8) = ]| fx1;0).

L(8) = L(O|x..x ) =T
~ ~1 1 n 1251

X1,....Xn
(2.60)

Em distribuigbes bivariadas, a fung¢do de verossimilhanca &
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generalizada da seguinte forma: seja uma amostra aleatéria de tamanho
n retirada de uma populagio homogénea constituida por (X1, Y1), ...,

(Xn, Yn) varidveis aleatérias bivariadas independentes e identicamente

distribuidas (i.i.d.) com f.d.p. f(xl, y, i 8). A funclio de
verossimilhanga de @ dado ((xl,yl)...., {xn,yn}) é,portantc, expressa
por
n
L(g) =1] f{xl.y‘;gl. (2.61)

1=1

Para analisar dados com presenca de censuras, onde o tempo
exato de falha nd3o ¢ observado, a fungdo de verossimilhanga ¢é
modificada usando uma varidvel indicadora &. Considere-se um estudo de
sobrevivéncia, onde uma ameostra de n itens sfo colocados em analise, a

funcdo de verossimilhanga é expressa da seguinte forma:
° 3i 1-81
Lig;t’) = qflt:e) s(r;e) =, (2.62)
1=1 .

1, se t € tempo de falha;
1
onde 61=
0, se tl & tempo censurado.

A andlise de dados bivar‘iados- com presenga de censuras jé
apresenta mais dificuldades. Suponha-se que os dados sdo generalizados
de tal forma que a censura possa ocorrer em X ou Y. As n observagdecs
sdo divididas em 4 classes: Ci1, onde L sfc ambos tempos de falha
observada; (2, onde X, & tempo de falha e A é tempo censurado (i.¢,
sabe-se apenas que le_vi); C3, onde X, € tempo de censura e ¥, € tempo
de ‘falha; e Ca, onde x ey s8c ambos tempos de censura. A fungdo de

verossimilhanga é entlo

—6S(xl.yl) —SS(xi.yl]
L =q fx.y) | —53—— [ —5— N S,y
1€C1 ol 1eCz2 8 xl 1€C3 8 yl 1€Ca i
' (2.63})
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-3S(x ,y)

onde 5% também pode ser escrita como J':: f[x',v] dv, & a
1 ' 1

probabilidade de Xl falhar num intervalo (xl, xl+ﬁxl], com hxl—> 0, e
—6S(xl,yl)
8 yl
o tempo de falha e :'cl o de censura. Observa-se que no caso de

‘l'l sobreviver a ¥, A situacdo é similar para , onde 3, é

observagdes bivariadas longitudinais, a censura s6 ocorre em Y.

Portanto, a fungio de verossimilhan¢a é simplificada para

—as(xl,yl]

3 X (2.64}

Le =q fx,y) 1

1€C1 1€C2

2.5. ESTIMADOR DE MAXIMA VEROSSIMILHANCA {EMY)

Suponha-se que um modelo paramétrico que envolve um conjunto
de parémetros 8 = (el,....er’ foi formulado para um experimento. O
experimento é realizado e alguns dados s3o obtidos. Deseja-se entdo
usar este conjunto de dados para estimar ¢ valor de e de tal forma que
a fungdo de verossimilhanga de @ dada a amostra seja maximizada. A

estatistica encontrada para estimar 6 é chamada de estimador de maxima

verossimithanga (EMV) de 8 e denotada por 8. E o valor numérico obtido

de é é chamado de estimativa _d_g maxima verossimilhanca de @.

DEFINICAO : Um estimador de méxima verossimilhanga (E.M.V.} de 9, é, é
uma estatistica que maximiza a fungio de verossimilhanga

L(B), isto &,

L(8) = sup[ L(8); ¥ 8 € 2], (2.65)

onde Q é o espago de par&metros, o conjunto de todos os

valores possiveis de @. -

Maximizar L(8) equivalen a maximizar a fungdo logl(8} pois a
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funcio log & uma fungdo estritamente crescente. Em casos gerais, 8
'pode ser calculado resclvendo as chamadas equacdes de verossimilhan'ca
U’(G) =0 (1 =1,..., r) onde

dlogL(g}
v = ——— i=1..,r (2.66}
a0

as Ul(e} sio chamadas de fungdes escores e U(§)=[UI{B),.... Ur(B]]' é

chamado de vetor escore.

A seguir, s3o apresentadadas duas propriedades importantes

do EMV para amostras de tamanho fixc m:

TEOREMA 1. Sejam Xl. ceny Xn varidveis aleatérias i.i.d. com a funcdo
densidade f(.;8), 6 € Q & R, e seja T = (Tl, cees Tr)", Tj
= TJ(XI, cens Xn), j = L..., r uma estatistica suficiente.
para 6 = {91,.... Br}’. Entdo, se é = (§l,..., ér]' ¢ o
tnico EMV de 8, entdo 8 & uma fungdo de T. =

TEOREMA 2: Sejam Xi,..., Xa v's a's Lid. com f.dp. f(.;8), 8 € Q <

IRr. e seja ¢ uma fungdo um a um definida de Q - Q‘S R™.
Suponha que é ¢ um E.M.V. de @, entdo ¢{§) ¢ um E.M.V. de

¢(B). Essa propriedade ¢ conhecida como a invarifncia. B

2.5.1. PROPRIEDADES ASSINTOTICAS DE EMV

Se jam Xl, X, .. Xn varidveis aleatérias 1.i.d. com a

2
funcdo densidade f(.;8),

a
regularidade, o EMV de 8,

]

Q s [Rr, sob certas condi¢des de

1

, apresenta as seguintes propriedades

assintéticas:

25



1) é é uni estimador consistente de @, isto &, 6 1’-—) 8 quando

n - w, ou seja, p/ ¥ £ Y0, P(16-8] = &) » 0 quando n » .

2) (6-8) - N(o0 168"), onde Itg) & a matriz de

informagio de Fisher definida na condicfo (ii)-{a} abaixo.

As condic¢Ses de regularidade sio:

(i) Para i, j = L..., r, as derivadas

ae ’ de de

em quase toda parte e sdo tais que

2
a f .
———391 BBJ I < G”(x) onde g Hix)dx < @ e £ Glj{x)dx o ;

| dlog f 8%log £

(ii) Para i, j = 1,..., 1, 391 . 391 69j

existem em quase toda

parte e sfo tais que:

a) 2 matriz de informacgio de Fisher,

I{g)=E{(aIg§L)' (algg!.)}’

dlog L . dlog L dlog L dlog L .
onde 36 = ( 36 . 36 s ey 36 ), é finita e
~ 1 2 r
positiva definida.
32 52
b) E { sup _— logf(Xl;§+h) - ————logf(X ;8) } = \I‘a.
< Un:|n|<s o0 a0’ a0 80’ '
52 8%
onde ———— logf(X ;8) = ( —5r—aa- togf(X;8) }.., converge para
ae agr 1~ 3913(3] 1 ~ )l_]
zero com 3 - 0. -

Como conseqiéncia, U(8) 2, N( 0, 1(6) )
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Uma fung8o importante na teoria assintética de méaxima

verossimilhangca & a matriz rxr de informacgdo observada 1(8), um

estimador consistente, em probabilidade, de I{8), onde

~ 8% log L(8)

1 (8) (2.67)

it

de  aeo
1 J

2.5.2. METODO DE NEWTON-RAPHSON NA SOLUCAO DA EQUACAO DE VEROSSIMI-
LHANCA

Fm geral, os estimadores de MV nio podem ser expressos
explicitamente e sfo necessarios métodos iterativos para obtengio das
raizes das equagfes de verossimilhanga. Um dos métedos, talvez o mais
utilizado, ¢ o método de Newton-Raphson.

Suponha-se que deseje encontrar uma raiz g, da equagédo g(g)
= 0 e seja 80 um valor préximo de @ Usando a expansdo de séries de

Taylor de g[g] em torno de 8 = 8o, tem-se que
g(g) = g[gtﬂ + (g—go} g’ [90) + te—eo)zg“{go)/Z! RN (2.68)

Quando 80 é um valor préximo de 8, pode-se considerar a equagio acima

como

g(8) = g(g0) + (8-00)g’ (8o). (2.69)

E., desde que g(é} = 0, tem-se que

o
14

g(8o) + (8-80)g’ (80, e

o
R

glgo) + @ g’ (8o) - 80 g’ (80}

1D
R

80 - gl60)/g’ (80). (2.70)
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No métode de Newton-Raphson toma-se 60 como o “chute”

(tentativa de soluqéd) inicial de é, e calcula-se 81 da seguinte

forma:
8, = 8o - gldong’ (Gol.

Considera o 81 como o novo "chute" e repete o calculo para obter o 82
éz = él - g[él}/g’(él).

Prossegue-se até énﬂ = én, considerando que g(én} = 0, én serd a raiz
da equacdo.

Seja L(6) uma funglio de verossimilhanga com um vetor de r
parimetros desconhecidos Or. A fungfo g(B8) descrita acima seria entdo
a funcdo escore U[é] e g’(g) a matriz de informacdo de Fisher
observada com sinal negativo, -I@J. Assim, 0 processo

iterativo pode ser escrito da seguinte forma:
Boei= 8n + 1Bm)™ UlBn), | (2.71)

Um critério de parada é quando a norma da diferénga | énd - én [ e

U(én} tendem a zero.

As vezes, as derivadas an&liticas sfo extremamente dificeis
de ser calculadas e, nesse caso, a derivagdo numérica é geralmente
utilizada. Para calcular as derijvadas numéricas, usa-se a definicdo de

derivada:

£ () = 1im —(8+88) - f(8) (2.72)

AB-0 aB

Vale a pena ressaltar que o valor de A8 utilizado na convergéncia em
cada iteragdo deve ser proporcional ao valor de 6.

0 método de Newton-Raphson pode apresentar problemas nas
seguintes situagfes: (1) quando hA restrigdes sobre os parfmetros do
tipo 8 € 2 = {0 € RP | k =@ sm,i=1 ..p }, 0 processo pode
convergir para fora do espago de R, {2) quando ¢ tamanho do passo da
iteraclio & maior do que deveria .ser', a funcio diminui ao invés de

aumentar, e (3) a diregio do processo ndo é de subida (formar um
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Angulo agudo com a gradiente, no caso, a primeira derivada) em todas
as iteragles e o0 processo pode nunca convergir. Para evitar esses
problemas, deve ser feita uma verificacdo do tamanho do passo e da
diregdo do processc em cada iteragdo para garantir a convergéncia.
Fste procedimento é feito em todos os programas computacionais desta

dissertaciio (APENDICE 4).

2.6. TESTES ASSINTOTICOS

Suponha-se que um modelo (paramétrico) de sobrevivéncia com
r parmetros, 8 = (@1,..., or)" foi ajustado e os EMV dos parametros
sdo denotados por é = (81,..., 6r)’. Na hipétese Ho: 6 = 8o e sob  as
condigbes de regularidade apresentadas na segdo 2.5.1, pode-se mostrar

que a estatistica da raz8o de verossimilhanga,

L(Qo)
RV = -2log A = -2log —_—, (2.73)
L(8)

possul uma distribuigio assintética xf, isto &, qui-quadrade com r
graus de liberdade. Portanto, a hip6tese nula Ho é rejeitada ao nivel
de significAncia «, chamado de P_value, se RV > xf’a, onde xf’a ¢ o
valor da distribuigdo qui-quadrado com r graus de liberdade no ponto 1
= o de probahbilidade.

Tomando agora o vetor dos parametros @ particionado em @ =
(91, 92)’, onde €1 ¢ um vetor kxl e 82 & (r-k}xl. Seja Ho: 81 = bro
contra Hi: 81 # 810 a hipbtese a ser testada e denote por El o EMV de 8
calculadoe sob o modelo irrestrito e §z ¢ o EMV de 82 calculado sob a

hipétese Ho; entfo a estatistica (2.73) pode ser reformulada como

L(g10.87)
RV =-2log A = -2log —— " (2.74)
| L(§)

e possui uma distribuigdo assintdtica x: sob a hipétese Ho: 1= Blo

29



{Rao, 1973; Peers, 1971; Hayakawa, 1975; Aitchison & Silvey, 1958 e
Chant, 1974). Portanto, a hipétese nula Ho & rejeitada se RV > x:’a.
onde x:.a ¢ o valor da distribuigdo qui-quadrado com k graus de
liberdade no ponto | - « de probabilidade.

0 vetor de parametros 0z & chamado de parametroc de

perturbagio ou parametro nulsance. A expressdo L(@10,62) sera denotada

por L('e_:z] para facilitar a notagao.
Como U(g) ¢ assintoticamente Nr(g,ltg)], portanto, sob a

hip6tese Ho: B = 8o, a estatistica de Rao (escore)

R = U’(80) 1(8a)"" U(8o) _ (2.75)

possui uma distribuigdo assintética xf, e a hipétese Hop; 8 = 60 &

rejeitada ao nivel de significdncia « se R > X o
Se o vetor @ ¢ particionado em (81, 62)’, com €1 vetor de
dimenc8o kxl e 62z de {(r-klxl, entéo, U[g). l{g) e 1-1[91 podem ser

particionadas de forma correspondente:

U (B} I (8)I (@)
ulg) = [‘" ] 19) = [““‘2"]
u (@) L (8)L _(8)
(2.76)
1 ey 1'%e)
17'(e) = - T (2.77)
- ey 1%
onde
@)= (1.0 -1 (8 e 1 ()" (2.78)
-~ 11~ 12 ~ 22 ~ 21 ~

Sob Ho: 81 = 6o, 6z ¢ o E.M.V. de 62 obtido pela maximizagio de
L(610,02). As funcdes avaliadas no ponto 8 serfio escritas com um
circunflexo e as avaliadas no ponto (610,82)° serfo escritas com um

til. Entdo a estatistica definida em (2.75) pode ser refomulada como
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R = U (@2)’ [ 1'(B2)] U (B2). (2.79)

R possui distribuigdo assintbtica xz com k graus de liberdade,
portanto Ho & rejeitada se R > x: o« 0 vetor Uligz) ¢ chamado de vetor

escore parcial. Este teste também é chamado de teste de escore parcial

{Aitchison & Silvey, 1958; Silvey, 1959 e Harris & Peers, 1980).

OBSERVAGCAO. Na pagina 524 do livro de Lawless {1982}, a expressdo

1 -1
1'te) = 1 (8) - 1 (0)(O)L (8)

e a estatistica do teste

A . 11, ~ --1 -
U t62) [ I'(82)] © U (62)

deveriam ser trocadas por (2.78) e (2.79), respectivamente, dadas

acima. n

Uma outra estatistica usada para testar a hipStese Ho: 8 =

60 ¢ a estatistica de Wald
W= (8-80)" 18) (6-80) (2.80)

que possui, sob as condigSes de regularidade, distribuigdo assintética
qui-quadrado com r graus de liberdade. Novamente, Ho & rejeitada ao
nivel & se W > 12 .
r,i&

Se o vetor @ ¢ particionado em (61, 62)', com 61 vetor de
dimensdo kxl e 82 de (r-klxl e a hipétese a ser testada é Ho: 61 = 810

contra Hi: 81 # @10, a estatistica de Wald pode ser expfessa COIMO

W= (B-e0 ) (@)

Ty

- 80 ], (2.81)

que possui distribuicdo assintética x?' com k graus de liberdade.

Portanto Ho & rejeitada se W > x: " (Peers, 1971 e Hayakawa, 1975).
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Uma visdo geométrica dos trés testes citados € discutida por

Brown & Cribari-Neto {1992).

2.7. ESTIMACAO DA FUNCAO DE SOBREVIVENCIA

A estimagdo da funglc de sobrevivéncia univariada (2.2) e
bivariada (z.11) pode ser realizada através de métodos
ndo-paramétricos ou paramétricos. Entre os ndo-paramétricos o método
de estirnac8o mais utilizada € o de Kaplan-Meier:

Seja n o tamanho da amostra aleatéria, a fungdo de
sobrevivéncia, considerando distribuicdo wunivariada, S(t) ¢é estimada

como a proporcds de individuos da amostra que sobreviveram a tempo t e

pode ser escrita como:

No. de individuos que sobreviveram a t . . (2.82)

S(t) = o

Se os tempos de falha forem colocados em ordem crescente, a fungdo

acima pode ser estimada como:

St ) = -1 —, (2.83)

com S(th =1le S(t{n] = Q.

) )

A estimaglo ndo-paramétrica de Kaplan-Meier da fungdo de
Sobrevivéncia, com presenga de dados censurados, ¢ feita da seguinte
forma: suponha-se que sdo n individuos na amostra e k (k=n) tempos

distintos de falha observados e ordenados tl< t2 <... <t|:' entdo

Sit) = n S N ' {2.84)
j:t](t i

onde n ¢ 0 numero de individuos em risco no tempo tj e dj o numero de

individuos que falharam no tempo tJ A variancia do estimador S(t) &
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dada por

d
var[8w] = 80° § —i . (2.85)
]:tj(t J 3 )

A estimacdo ndo-paramétrica da fun¢do de sobrevivéncia para
dados pareados (X, Y) também pode ser realizada usando o método de

Kaplan-Meier generalizado dado por:

Nimero de observaqﬁes(xi.yl) . xl>x e yi>y
(2.86)

§{x.y) = o

A estimativa da fungio de sobrevivéncia marginal de X & dada por
§x(x)=(m’1mero de observacdes com xl>x]/n = §(x,0) e a expressio é
similar para §Y(y).

No caso paramétrico, a fungdo de sobrevivéncia estimada &
encontrada através da estimagio dos parametros de 5{t) = P(T>t). Por
exemplo, na distribuicio univariada exponencial, S{t) pode ser

estimada usando o EMV de 8, 6:
S(t) = exp[-(61)]. (2.87)

Para calcular a variancia de $(t), considere o seguinte teorema:

TEOREMA 3. Sejam T = (Tl,..., 'I'r}’ estatisticas tais que, quando no o,

(T-8, .... T-0) 5 NO, 2. (2.88)
1 1 r r -
onde X =[o“u}rxr. Se g(xl, . xr} ¢ uma fungido Qque possui as
derivadas primeiras com relacdo a xl, i=1,..,r. Entado quando n - w
g(T) - g@) - N (0, (g'(8)-X-g'(8)) (2.89)
n

Considerando o exemplo da distribui¢gdo exponencial, tem-se

que
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(6-0)5 N(0, 6%n)

g(8) = exp[-(81)], e  g'(8) = -t exp[-(BV)]. (2.90)
Portanto,

exp[-(6t)] - exp[-(o1)] 2, N( o, t?exp [-2(61)] .8°/n ) (2.91)
e var(5(t)) = Var(exp[-(81)]) = tzexp[—2[§t]] .9%/n. (2.92)

2.8, MODEL.OS DE REGRESSAQ

Em muitas situagdes praticas a populagdo em estude ndo £
homogénea, sendo necessario considerar a influéncia de outros fatores
no tempo de falha. As varidveis que correspondem a tais fatores sio
chamadas de covariaveis (ou variaveis concomitantes, ou variaveis
explanatérias)

O método mais comum de incorporar as covariaveis no modelo &
expressar os parametros do modelo como fungdes dessas covaridveis. As
fungSes mais utilizadas em Andlise de Sobrevivéncia sdo: linear,
linear reciproca ou log-linear. Como ilustragao, a distribuig¢ao
exponencial é considerada:

Seja T ~ exp{8) e Z = (20,21,22,..., Zp)’, 20=l, o vetor de

covariaveis. Entao o modelo de regressio pode ser escrito comno

flt|z) = o exp (—gz t), t20 e gz>0 (2.93)

~ ~ -

onde gz pode ser:

-~

% modelo linear : 82 = 8’2, com B = (.'31,.82.33...., ,6p}‘, vetor

o~

dos parémetros que representam os coeficientes das covaridveis z. As
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funcdes densidade, de sobrevivéncia e risco sdo expressas por:

flt|z) = g’z exp (—(E’g) t),
S(t|§) = exp ({E’g} t),
At|z) = g’z p/ 120 € 8’z >0, (2.94)

# modelo linear reciproca : 8 = [B"z)_l e, portanto
=z g <

fit|2) = (8"2)" exp (~(82)7t),

S(t|5) = exp (—(@’g)_lt),
Alt]z) = (82)7, p/ 120 e (8'2) 0. (2.95)
* modelo log-linear : € = exp(f’z), e as funges acima sdo

escritas neste modelo como:

f(t|2) = exp(B’2) exp (-exp(’z)t),
5(t|é} = exp (—-exp(@_'_z')t),
Alt|z) = exp(B’z), p/ 1=0.¢e exp(8'zP0, i.é, —w{fm.
(2.96)
Para estimar os parAmetros B = ('31"32'33""’ Bp)‘, usa-se,

novamente, o método da estimagdo de méaxima verossimilhanga. Suponha-se

qQue uma amostra aleatéria constituida por X’ = (X1,..., Xn) é retirada

de uma populacdo ndo homogénea que envelve um vetor de parémetros g. e

seja 2, = (Zxo'zx’zlz'” .

com o individuo X1 e B = {81'32’83'"" B ), o vetor dos parimetros
~- P

relacionados com Z. A verossimilhanga pode ser escrita, entio, como

o Zl Y © vetor de covariaveis relacionadas
P

n n
L = I -1 -1
L(QE] = L(§3|x 2') = nlﬁxnlgl;g) = nlig )" exp(-(8 2)t)

{2.97)
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Os parametros 8 s3o estimados maximizando a fung8o L(Bz), e testes de

hipétese podem ser formulados como ja explicado nas se¢des anteriores.
A estimagdo paramétrica pode ser aplicada neste caso

maximizando a fungZo de verossimilhanga. Encontrando o vetor escore e

a matriz de informacio de Fisher observada, o método iterativo de

Newton—-Raphson pode ser usado para calcular a estimativa de 8,
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CAPITULO Il

ANALISE DE DADOS PAREADOS COM A DISTRIBUICAO
DE BLOCK-BASU

3.1. INTRODUCAO

O objetivo desta dissertacdo ¢ investigar o uso de modelos
paramétricos bivariados absolutamente continuos, em particular as
distribuicBdes de Block-Basu (1974) e Sarkar (1987), para a anilise de
dados pareados do tipo {X, Y), onde X e Y s3o tempos medidos em um
mesmo individuo a partir de inicios bem definidos, e também com a
incorporagdo de dados censurados e covariaveis.

Gross e Lam (1981) apresentaram uma aplicagdo a dados
pareados da distribuigdo de Block-Basu para a variavel bivariada (X,
Y), usando a transformacio T = Y / X. Estimadores de mixima veros-
similhanca e testes de hipdtese de independéncia e de igualdade das
distribuicdes marginais foram desenvolvidos através do wuso de T,
sem, contudo, considerar censuras ou covariaveis.

0 objetivo primordial deste capitulo & apresentar o estudo
da utilizagio do modelo de Block-Basu em analise de dados pareados
longitudinais (X, Y), onde Y s6 pode ser observado apés a falha de X,
e desenvolver estimagdo e testes de hipéteses sobre os parametros em
um contexto de Andlise do Sobrevivéncia, considerando censuras.

A distribuigio de Block-Basu é revista na segio 3.2. O
estudo sobre a transformacgdo T = Y/X realizado por Gross e lLam é
revisto na segdo 3.3. Na segdo 3.4 sdo apresentados os estudos

concernentes & inferéncia (estimagfo, testes da  hipdtese de
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independéncia e da jgualdade das marginais) sobre os par@metros da
distribuicio de Block-Basu com dados completos.

Na seglio 3.5 sf3o apresentados os estudos concernentes 2
inferéncia sobre os parametros da distribuigdo de Block-Basu com a
incorporagdo de censuras a direita no segundo componente do par, isto
é em Y.

Na segio 3.6 sio realizadas algumas aplicagdes numéricas usando
resultados. tedricos das segles anteriores para alguns conjuntos de

dados gerados .

3.2, DISTRIBUI(}‘KO EXPONENCIAL BIVARIADA ABSOLUTAMENTE CONTINUA DE
BLOCK-BASU

Entre as varias distribuigBes  exponenciais bivariadas
propostas na literatura de estatistica, a distribuicio BVE - Bivariate
Exponential, de Marshall e Olkin (1967), que possui a propriedade da
perda de meméria (PPM) generalizada da distribuigdo exponencial
univariada para modelo exponencial bivariado, € uma das mais aceijtas.
Esta distribuicio ndo €é absolutamente continua, isto €, existe uma
probabilidade positiva do evento [ X= VY ), o que torna a BVE
inapropriada em muitas situagfes praticas. Por exemplo, em certos
tipos de doencga, a falha simultdnea de dois 6rgdos ¢ tdo rara que pode
ser considerada desprezivel; também em caso de cobservagdes
longitudinais, a probabilidade do tempo de falha do segundoe componente
ser exatamente igual ao do primeiro € geralmente considerada nula.
Portanto, uma distribuicio exponencial bivariada absolutamente
continua e que conserve algumas propriedades da BVE seria mais
desejavel para essas situagdes.

Baseada na parte absclutamente continua da BVE e a PPM, Block e
Basu propuseram uma extensdo bivariada absolutamente continua da
distribuicdo exponencial, a distribuicdo ACBVE - Absolutely Continuous
Bivariate Exponential, em 1974, A principal diferenga entre a BVE de
Marshall e Olkin e a ACBVE de Block e Basu é que se (X, Y) ~ ACBVE
entdo P(X = Y) = O; além disso, a ACBVE conserva a PPM da distribuicdo
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BVE, porém as marginais X e Y ndo s3o exponencialmente distribuidas,

A ACBVE com parametros ?\1, Az, ?‘12 tem a seguinte densidade:

( AA + Alz}
exp|[ —Alx—(?tzﬁ\lz)y ] .sex<y
A+ A
1 2
F{x,y)= 5
Azh(hl + AIZJ
exp[ —(?«1+7&12]x -Azy ] , 58 XDy
A+ A
L 1 2
com A>0, AX0, A Dmax(-A, -A ) e A = A+A_+A__, (3.1)
1 2 12 1 2 12 12

e a fungdo de sobreviéncia & dada por:

Sx,y) = )L/(Al + Az} exp!-?tlx - Azy - 7112 max(x, y)l

-[A /(A +A )] expl -A max(x, y)} p/ x,y>0.
(3.2)

As distribuicdes (de sobrevivéncia) marginais da ACBVE sdo dadas por:

A A
S.(x) = exp[-(a +A }x] - 12 exp(-Ax) p/ X0, e
X 112
A+ A A+ A
1 2 1 2
A 112
S (y) = exp [-{A +A )y] - ———— exp(-Ay) p/ YO.
¥ - 2 "12
Al+ Az .11+ Az

(3.3)

Estas marginais s8o chamadas de médias ponderadas de distribuigles

exponenciais e pode-se notar que sido iguais quando Al = Az.

A taxa de falha conjunta Alx,y) definida em {(2.15) é dada

por

39



{ A (A +A A
1772 12 se x < y,
A-a, exp[ -2 (y-x)] 3.4)
Alx.y)= 1 ‘
4\2(?\14% A
12 se y X
A - 112 exp[—kz(x-y)]

e Alylx), a taxa de falha condicional de Y dadoe que X falhou em x

definida em (2.17¢), é expressa por

Az+2\12 se Xx X ¥,

Alylx) = -1
{1/12 —(Alz/hzthld—hiz]) exp[-A z(x-},r)]} se y € X

(3.5)

Pode-se notar que quando X e Y sfo independentes, isto &, >‘12= 0, a
varidvel Y possui uma distribuicdo exponencial com pardmetro Az,
portanto A{yl|x} = Aly) = hz. Um outro fato que deve ser ressaltado &
que a taxa de falha condicional ¢ constante, quando x < y, o que
indica a distribuicdo condicional de Y dado X ser uma exponencial

com parametro Az+112, quando X < y.
A distribuigdo exponencial bivariada ACBVE de Block-Basu

possui algumas caracteristicas importantes:

1. £ uma distribuigde exponencial bivariada absolutamente
continua, isto & a P(X = Y) = O

2. Conserva a propriedade da perda de meméria, PPM, isto &, se
(X, Y) ~ ACBVE, entdo:

S(si + t, s, * t) = 5{51’ sz} sit, t) p/ 5.8, € t =0;

3. Nio possui marginais exponenciais; mas pode-se provar que,
se (X, Y) uma varidvel aleatéria bivariada positiva e absclutamente
continua com a PPM e as marginais sdo exponenciais, entdo X e Y sfo

independentes;

4. min{X, Y) ~ Exp(A), A = A+ A_ + A_;
_ 1 2 12
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5 V=X ~-Y tem a fungio de distribuigdo

~1
f) = { I- 2\2(?«11-12} exp{-{hl-r?.lz)v} vz0,

-1
Althl-&?tz) exp{ (h2+7llz)v}. v<0;

6. Z = |X - Y| tem a fungio de distribuigio
F(z) = 7\1 / [?t1 + hz)(l - expl -(Az + Alz}z B
A/ {AI + Az} (1 - expl —(al + ?‘12)2 )] se z2>0.

7. min{X, Y) é independente de V e de Z.

A funcdo geradora de momentos da ACBVE ¢ dada por

+
A+ A -t A+ A — 8
2 12 13 12

(st = 1 A [ Al(hz*- Alz) (A1+k12]12 ]

A+ A A - (s + t}
1 2

de tal modo que as esperangas e varidncias sdo expressas por:

1 : A A
E(X) = + 12 2 _ .
Al M 112 MR{" Az}o‘l * AIZ)
— 1 . 7\12 Az.[a!a + 7‘;27‘2]
2 2 2 2 !
(Al + }‘12} A {)«l+ ?Lz] {7t1 +7L12]
1 A 2 ?Ll
E(Y) = + ! .
Az + 112 ?«(A1+ Azlthz + >‘12)
1 A A {zax +a A
Var(Y) = o2 B2
O+ )? A2 + a2 e )P
2 1 2 2 12
2 A ?tz
E(XY) = — + ! + , e
A AA+ A MA + A ) A+ A A + A )
1 2772 12 1 27" 12
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{af + h: M AN Afz
Cov(X,Y) =

2
A {Al+ 32)(Al+ 7&12](.12+ hlzl

Portanto, a correlacgao entre X e Y ¢ dada por:

2, .2
Py = 1\12[(11 + ;lz) A+ Jll?tzhlz]

A 2 A |
-[[Al+Azl (:\1+:\12) + A2t12+2al)x ]

2 ) 2-1
[(llﬂz] (R2+Alzl + [Al+27¢2)?« 1.

3.3. ESTIMACAO E TESTES DE HIPOTESES UTILIZANDO A DISTRIBUICAO
DERIVADA DA BLOCK-BASU, SEGUNDO GROSS E LAM

Gross e Lam (1981} apresentaram uma analise de dados
pareados, que envolve estimagio e teste de hipétese para investigar a
igualdade das distribuiges marginais dos tempos de sobrevivéncia.
Dois casos foram considerados: (i) onde as observagdes pareadas (X, Y)
sio consideradas estatisticamente independentes e as distribui¢des
margi- nais s@o exponencias; (ii) onde X e Y nio sfo independentes e a
distribuicio béasica conjunta considerada € a distribuigdo ACBVE de
Block-Basu. _
| Neste artigo de Gross e lLam, a sobrevivéncia foi considerada
come uma variavel aleatéria bivariada que pode ser vista come um
processo de dois estdgios, ou seja, dados pareados longitudinais. Foi
considerado o seguinte exemplo: um paciente gue com uma condigio
transitéria, por exemplo, uma dor de cabega, recebe um tratamento tal
como um analgésico para aliviar a dor. O tempo para aliviar a dor &
ent3o uma varijavel aleatéria X. Da préxima vez quando a mesma condigéo
transitéria ocorre no sujeito, um outro tratamento € aplicado e o
tempo para aliviar a dor ¢ definido como a varidvel aleatéria Y. E
assumindo que cada paciente retorna, para receber o segundo

tratamento, com as condi¢@es idénticas A4quelas antes do primeireo



tratamento. A questdo principal & entdo: "Os tempos médios para
aliviar a dor nos dois tratamentos s3o iguais?”. Como as varidveis
aleatérias X e Y sfo medigdes de um mesmo individuo, sdo geralmente
correlacionadas. Portanto o uso de fungdo de sobrevivéncia bivarijado ¢&

claramente apropriado. As seguintes consideragfes foram feitas:

i) Tempos completos para o alivio dos n pacientes sdo
disponiveis para os dois tratamentos; i.é, o {-ésimo paciente tem o
tempo para o alivio (xl, yl], onde X, ¢ o tempo para o alivio pelo
primeiro tratamento e o Y, € o tempo para o alivio pelo segundo
tratamento, i = 1, ..., n.

ii) As variaveis X e Y tém um modelo de falha bivariado com
densidade de probabilidade f“(xy), cujas distribuicbes marginais
pertencem a classe de IHR (increasing hazard rate) (Barlow & Proschan,
1965 e Harris, 1970).

iii) A densidade f“{x,)r) é absolutamente continua em X € ¥
portanto & aplicdvel para o problema de determinar um teste de
igualdade dos tempos médios para o alivio.

iv) O segundo tratamento é aplicado assim que as mesmas
condigBes transitérias do paciente antes do primeiro tratamento
ocorram novamente. Portanto, nd3oc h& efeitos periédicos nem
scbrepostos.

Considerou-se {{xl. yl), {xz. yz). {xn, yn)} uma
amostra de tempos de falha (ou de sobrevivéncia) em pares, com
densidade conjunta f“(x,y). Foi utilizada a transformagio T = Y/X,
onde, sem perda de generalidade, X>0. Pode-se verificar que a
densidade conjunta de X e T, fxr(x.t}. € xfxy{x. xt). A funcéo de

densidade marginal de T é entdo fT[t], onde

o _ o

fT(t] = J'o fx-r(x't} dx —J‘o xf“(x,xt} dx. (3.6)

A partir dos dados (xi, yl), tll = y‘/xl, i =1 ..., n sio obtidos,
isto &, tl, tz' tn. A funcdo de verossimilhanca dos dados € dada
por L(g) = ]‘[l:l f‘r(tl)' onde & é o vetor de pardmetros. Observa-se

que, utilizando esta transformagdo, a andlise se reduz ao caso

univariado.
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3.3.1. TESTE DE IGUALDADE DAS DISTRIBUIQE)ES MARGINAIS USANDO A
Dlsmmmgio EXPONENCIAL BIVARIADA INDEPENDENTE

Primeiramente, Gross e lLam consideraram o modelo de falha
exponencial bivariade independente, isto &, a variadvel aleatoria
(Xi,Yi}, que representa o i-ésimo tempo de falha, tem a seguinte

fungio de falha conjunta:
f}y(xi. yi) = 1112 exp{-{hlx1 * hayl)} : (3.7)

x = 0, ylzo, h1>0, Az>0, i=1,..., no Com a transformagio T = Y/X,

¥>0, obtém-se a densidade de T, usando (3.6):

IT(L} = § 2 {3.8)
{1 + £t) '

onde £ = 12/ hl e tz0. Compo a igualdade das marginais ccorre quando
31= Az' para testar a igualdade das distribuigdes de falha
marginais & suficiente testar Ho: £ = 1 vs Hi: § = 1.

A funcdo de verossimilhanga é expressa por

g e n -2
HE "T=1 (1 + €t )2 & nf=1[1 * Et1} : (3.9)
i

1

e portanto, logl(g) = nlog€ - 2[1 log(1 + Eti)' (3.10)

A funcao escore &

_ Blogl(€) _ mn _ _ & t
U{E} - ag - E zlgi-"Tgtl—“— [3.11]‘

e a equagao de verossimilhanga é obtida igualando Ulg;t’) = 0, isto

é;

n t
L 2yt =0 (3.12)
£ 1=1 1+&jtl

13



O estimador de méxima verossimilhanga de £, é, baseado na amostra
aleatéria (tl'tz' vers tn), é entio a soluglo da equagio (3.12). Para
isso, usa-se o método iterativo de Newton-Raphson que requer a

derivada segunda da funcio logL(£), -I(£), a fungao de informagao

observada:
2 1:2
~r(£)=n‘%= -—L_+27 ‘ 5 (3.13)
8¢ € t (146t )

Sob a hipGtese Ho: € = 1, a fungdo de verossimilhangca sera:
n -2
L(g=1) = n1=1[1 + t‘} (3.14)

Usando o teste da razdo de verossimilhanca, Ho é rejeitada

ao nivel a se

-2 logh > ;gfa , (3.15)

onde x?a é o valor da distribuigio qui-quadrado com 1 grau de

liberdade no ponto 1 - « de probabilidade e

_ _ Lig=D) ="é'1[1+§t1]2(1+t[}'z, (3.16)
Lg) 1=l

com L(§ = 1) dada por (3.14) e L(£§) dada por (3.9), substi- tuinde £
por &.

3.3.2. TESTES DE IGUALDADE E DE INDEPENDENCIA DAS MARGINAIS USANDO A
DISTRIBUICKO DE BLOCK-BASU

No segundo caso considerado por Gross e Lam, a independéncia
entre X e Y n3o é assumida e a densidade basica conjunta & definida

pelo modelo exponencial bivariado de Block-Basu. Sejam [xl.yl}.
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{xz,yz], cey (xn.yn] o conjunto de tempos de falha observados em
pares, e (Xl, Yl) tem densidade definide por (3.1), Xi;t Yi para 1 =
1, 2, .., n. Note que (3.1) reduz a (3.7) quando Aizn 0. Seja T = Y/X,
X>0. Pode-se mostrar que a distribui¢io marginal de T, usando (3.8),

é:

[ x, A ( A+ A ) 1
1 2 12 s t>1,
o) = | { A+ th {hl+(hz+alz)t}
T ALACA+A ) 1
2 ! ! 5 0<t<]
| C A+ ) {(a #2142t}
(3.17)
que pode ser escrita como:
[ (1 +E+ €& J(E+E ) 1
12 12 — . £51,
{1+¢&) {1+( §+£12)t}
fT(t] = 5
£(1 + £+ & )1 +¢€ ) 1
12 12 ' o<t <.
i (1+£) ((14g ) + £t)”
(3.18)

onde § = 12/11 e Elz= 312/11, £0, e 512>max{—1,'—6).

Considerande agora, o©s n pares cobservados (xi, yi)’ i

1,..., n, estejam ordenados de tal forma nos primeircs r pares o
primeiro componente falha antes {xi< Y, p/ i =1,.., r); e em cuirecs
n-r pares o segundo componente falha antes (x1> yi, p/ 1 =r+l, ...,
n). Portanto a fungdo de wveressimilhanga para a  amostra
{tl,....tn)’ é escrita como

- - ' -2 -2

L(E,Elz) = &l(r)Az[n r'):l3 n {(1+$12)+§t1} n {1+(E+Elzlti} .

1=p 1Zr+1
(3.19)
_ r r _ = n«r -

onde Al(r) = £ (1 +§12) , Az(n r) (g + Eia) , € aa(r) {{1 +£
+£ ) /(1 + £)}" . As observacdes (t.,.... t) sdo valores entre 0 e 1
e as observagides (tr+f cers tn] sd0 malores gque 1. Observou-se que, a

expressio (3.19) acima estd incorreta no artigo em revisio.

16



Portanto, os estimadores de maxima verossimilhanga, £ e E:z'

de £ e EIZ’ respectivamente, sdo conjuntamente a solugdo do sistema:

dloglL r ,_nmr . n a n

o€ £ & (1eE+E ) 148

n

1z

_2}:{ t }_2 Z{—-——:ﬂ—}=0
1=r {l+£;'12)+€t1 i>r 1+(E+Elz)ti

(3.20)
dloglL - r + n-r n
aElZ H{IZ E+€12 “+€+512]
'ZE{ ! }_gz{__t‘___}=o
1%r (1+glz}+§t1 i>r 1+(g+§lz)t1
(3.21)

Observou-se que, mais uma vez, as expressfes (3.20) e {(3.21) acima
estdo incorretas no artigo.

Novamente, pele método Newton-Raphson, pode—_se estimar os
parametros £ e 612’ usando a derivada segunda da fungio IogL(E,&IZ;

t’), —I(E.Elz), uma matriz 2x2 da seguinte forma:

[ 8%1ogl a%logL
2
~IE, €)= ag og o€, (3.22)
8%loglL a%logL
2
aglzas aE12 -
onde
2
d7logl ~_r _  n-r _ n . n
ag? &2 (e+e )P (g )E (14€)°

ti? t1?
A Crrapveentl B Grrreraerd
i%r [(I+f;‘12]+§t1] i>r “+[E+‘Ezz)t|]

(3.23)
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azlbgL - r n-r n

2 2 2 2
8, (1+€ ) (£+€ ) (1+6+€ )
2
o e e |
P=p [(1+§12)+§t11 I>r [1+(g+glz]t11
(3.24)
azlogL - azlogL - . n-r _ n
0O, %% (&€ )% (14545 )7
12 12
2
_'_2):{ t 2}+2£{ ti 2}
157 [(1+.¢;12)+§t1] 1>r [1+{g+glz}tnl
{3.25)
Para testar a igualdade das distribuicdes de falha neste
caso, testa—se a  hipStese nula Ho : £ = 1 contra a hipétese

alternativa H1 : € # 1. Sob a hipétese Ho, a fungdo de verossimilhan-

ca sera:

LE st) ={(2+€)0+5 )72 ¥ o

-2 -2
1];[r{{l + Elzl + tn} i];[r{l + (1 + Elzlti} ,

(3.26)

E o estimador de méaxima verossimilhanca, élz. de §  sob Ho

é a solugde da equgdo de verossimilhanga:

dlogt . _n ., _n _, }:{ 1 }
3512 2+§12 l+§12 i< (1+§12)+ ti

-27 {,__E__ } =0
1>r 1+(1+§'12)ti
{3.27

- Para usar o processo iterativo de Newton-Raphson, & preciso
da fungdo de informag3o observada, que é a derivada segunda do

IOgL(Elz} em relacdo a Elz com sinal de menos, onde
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azlogL - - n n
2 2
_{2+€12) (l+€+€12)

2
L TRy AR % Ewryeeerc
i=r [(l+€lz)+ t1] 1>r [l+(1+€lz)til

(3.28)

Q teste da razdo de verossimilhanga para Ho: § = 1 contra
Hi:€ # 1 terA Ho rejeitada para o nivel de significancia a se a

condicdo -2 log A > x? . for satisfeita

L(Elz]
onde A= — {3.29)
L(E.Elz)

com L{EIZ) dada por (3.26), substituindo & por élz’ a estimativa de £
sob Ho; e L(E-Elz] dada por (3.19) com £ e Elz substituidas pelas suas
estimativas, § e Elz’ respectivamente.

Finalmente, o teste da razio de verossimilhanga que pode ser

usado para testar a hipStese de independéncia das distribuigfes

marginais de X e Y, Ho : 612= 0O vs Hi ; 12:: 0. A hip6tese Ho é
rejeitada ao nivel a« se e somente se -2 log A > ;zf o onde
L&)
A= (3.30)
L(E.Elz)

com L{€) dada por (3.9), com £ substituida por &; e L(&, élzl dada por

(3.19), com £ e Elz substituidas por € e E’lz. respectivamente.

3.3.3. UM TESTE DE AJUSTE PARA O MODELO TEORICO

Para determinar se as suposi¢es do modelo exponencial
bivariado de Block-Basu s3o vilidags para um vetor de amostra de
observagdes  { (xl. yl). (x_, yz). vees {xn. yn) },, © seguinte

2
procedimento é recomendado por Gross e Lam:
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i) Seja U = min(X,Y). Teste para exponencialidade de U,
usando um teste de bondade de ajuste qui-quadrado
baseado nas observacgdes u= min(xi,yl). I = 1,..., n.

ii} Seja V= X - Y. Testa se U e V tém correlagéo nio nula,
isto &, por coeficiente de correlagdo de postos de
Spearman.

iii) Teste para determinar se V tem f.d.a. :
=2, )7 expi-(a 42 ) v=0,

Fiv) = "
A1{h1+hz} exp(hzﬂlz)v, v<Q,

usando um teste de bondade de ajuste qui-quadrado

baseado em vl, Vn.

Se as hipéteses nulas sdo aceitas em (i)—(iii), entdio tem-se
uma justificativa tedérica consideravel para aplicar o modelo
exponencial bivariado de Block-Basu. Finalmente, um teste qui-quadradao

pode ser usado para testar se a T = Y/X tem distribuicio descrita em

(3.18).

3.3.4. REVISAO DA APLICACAO NUMERICA

Gross e Lam utilizaram o seguinte cenjunto de dados para

ilustrar a metodelogia descrita r.s sub-secles anteriores:

TABELA 1. Tempos para o alivio de
dor de cabec¢a usando 1iratamentos
padrgo e novo,

Tratamento
Obs Padrao Novo
1 8.4 6,9
2 7,7 6,8
3 10,1 10,3
4 9,6 9.4
S 9,3 8,0
] 9,1 8,8
7 9.0 6,1
8 7,7 7,4
9 8,1 8,0
10 5,3 5,1
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Os autores realizaram o ajuste do modelo de Block-Basu
verificando as condigdes descritas na segdo 3.3.3, e concluliram o bom
ajJute do modelo embora a condigfio ili) ndo tenha sido satisfeita.

Considerando o medelo irrestrito, as estimativas de maxima
verossimilhanga dos parémetro £ e Elz encontradas pelos autores foram

E = 0,11 e E12 = 8,84, Sob a hipdtese Ho: £ = 1, a estimativa de §1z

encontrada fol Elz = 9,83. 0O resultado do teste da razic de
verossimilhanga rejeito a hipétese Ho (« < 0,01). Sob a hipétese Ho:
Ela = 0, a estimativa de £ foi & = 0,67, e o resultado do teste da

razio de verossimilhanga também rejeitou a hipétese Ho (x < 0,01).

A fim de realizar uma revisfo mails completa do artigo e
também para aplicagbes futuras, foi desenvolvido um program
computacional, GBOSS.PRG, que executa as analises prepostas por Gross
e Lam (APENDICE 4). Todas as etapas descritas no artigo para obter as
estimativas dos parfmetros e os resultados dos testes foram refeitas
utilizando este programa, considerando os dados da TABELA I subtraindo
5 {seguindo ¢ procedimento dos autores).

Nesta revisip, verificou-gse que ndo existe estimador de
maxima verossimilhanga de 612, tanto no modelo irrestrito como no
modelo scb Ho: € = 1, pois a estimativa converge para o infinito. Os
seguintes procedimentos,K foram realizados para estudar melhor este
resultado:

1} Foram calculades os valores de logL(§, 512) utilizando
varios valores de £ e 512, pode-se ver que as estimativas £ = 0,11 e

-~

512= B,B4 enconiradas peles autores ndo produzem o maximo da fungao,

como mostra a tabela abaixo. Note-se que sob a hipétese Ho:§ = 1, a

estimativa §12 = 9,83 também nio maximiza a fungdoc logl(g = 1, Elz}.

TABELA II. 1og(g,g12) para varios valores de £Ee 612.

51:\§ 0,05 0,10 0,11 0,12 0,5 1

0,00 |-31,5385 -26,0449 -25,3655 -24,7648 -18,5295 -18,6733
5,00 |-12,1807 -11,9638 ~11,9592 -11,9621 -13,4669 -15,6685
8,8 |-11,89871 -11,6716 -11,6673 -11,6705 -13,1838 -15,3926
10,00 |-11,8518 -11,6264 -11,6221 -11,6252 -13,1383 -15,3465
50,00 {-11,5711 -11,3440 -11,3393 ~11,3422 -12,8428 -15,0347
100,00 (-11,5354 -11,3079 -11,3032 -11,3059 -12,8035 -14,99186
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Note-se que o maximo da fungéo de verossimilhanga néo é

observada na TABELA II e jogL{g,Em) & positivamente proporcional a
£

12
2) Foil realizade o graficoe de 512 vs, logl(E, 512) sob a

hipétese Ho: £ = 1 para melhor visualizar o comportamento da fungéo

logL(€, Ela) quando 612 aumenta.
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GRAFICO I. £, vs. IogL(E,Elz) sob Ho: € = 1.

Pode-se wver que ga funglo logL{£, 612) é estritamente
crescente com relagio a Elz’ 0o que indica a inexisténcia do Iestimador :
de mAxima verossimilhanca para este conjunto de dados em particular.

Baseado nesses resultados de estimagio, conclui-se que os
teste da razio de verossimilhanga para a independéncia de X e Y e a
igualdade das distribulgdes marginais de X e Y nic sfo possivels de se
realizar para este conjunte de dados.

Oz autores reésaltaram que entre varios testes reallzados
por Gross e Clark (1975), apenas o teste dos sinais mostrou uma
diferenga significante para os dados originais (sem subtrair 5 dos
dados), o que indicaria o modeloc de Block-Basu ser sensitivo ao numero

de pares concordantes e descordantes na amostra.
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3.4. ANALISE DE DADOS PAREADOS COMPLETOS

Nesta segfo serfio desenvolvidos a2 estimagio dos parametros da
distribuicdo bivariada de Block-Basu, usande o métode de méaxima
veressimilhanga, e testes das hipdteses de independéncia de X e Y e de
igualdade das distribuigdes marginais de X e Y, usando os testes

asgsintéticos da razdo de verossimilhanca, de Rao e de Wald.

3.4.1. ESTIMACAO DE PARAMETROS -

Seja uma amostra aleatéria de n pares de observagdes (xv
yll. i=1,.., n, en sistemas de dois componentes e ordenados de tal
forma nos primeiros r pares, o primeiro componente falha antes que o
segundo, 1i.é, x1< Yy p/ i =1, ..., r; e em outres n-r pares, o
segundo componente falha antes que o primeiro, xi> yi, p/ 1 = r+l,

., n. Para esgtimar os parametros da distribuicdac ACBVE pelo método

de maxima verossimilhanga, a funcio de verossimilhanga & construida:

_ nor, r
L(A1' hz’ hiz) - I:(;‘1+ At 112)/(A1+A2] ] [Ai(lz +A12)]
i (n-r) oo .
[Az {h1+h12)] -exp[ ALLX T ALY,
1=1 1=1
- 112( ) Yy S) xi} (3.31)
i=1 t=r+1

Como o objJetive é testar a {ndependéncia entre X e Y e a
1gualdade das marginais dadas em (3,3}, para poder utilizar o teste de

Rao mais adiante, é consliderada a seguinte reparametrizagdo: & = Al -

12 de tal modo que os parametros da distribuigio de Block-Basu sio hl.
A,ed= A - A, . Portanto, a fungdo de verossimilhanga (3.31) sera
expressa por

n
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_ _ - n . _ r
LA, A, 8) = [(2a -8 + 2 /(2 -8) 17 [A:(8 -8 +a )]

[(a~8) (a2 )](“""’ -exp| - Ex+§ ) + aE
1 i 12 p 1 y=1 i l=IYI [=lyl

- ?‘12( Eyl + L xl]] (3.32)

=1 I=r+1

e o logaritmo de L(Ai,klz,al dado por
logl(A, A, 8) = n log((2A~8 + & )/(2x -3))

+rlog(a (A -3 )] + (n-r) log((A -8)A +A )

n n n r n
+ [—AI{ ):xl+ [yil + 38 Eyi - hlz{ Zy} + ¥ xi)]
=1 i=1 =1 1=1 i=r+1

(3.33)
As functes escores sao dadas por
U}\ (A,A ,8) = 2n/(2x -84A ) - 20/(2A -8) + r/Xx_+ r/(A -8)
11 12 1 12 1 1 1
n n
+ (n-r)/(A -8) + {n-r)/(hlﬂlz} - ):xi - Zyl (3.34)
! =1 I=t1
Uhlz[ll.?tlz,él = n/{ZAl—-ES + 7112} + .r/m’ -3 +A12]
r n
+(-r)/QA+A ) - Ty - L X (3.35)
i=1 l=r+}
US(AI.AIZ.SJ = —n/(2?t1— S+ AIZJ + n/{2?\l—6}
n
=T/ -3 ) - (n-r)/(A -8} + 8 Ly, (3.36}

1=1

A matriz de informagdo observada do vetor (P«l.hlz,a) é utilizada no

processo iterativo de Newton-Raphson para encontrar as estimativas dos

pardmetros e € dada por:
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aztoguaaf leogL/ahle‘ 8z!ogL/a>¢16A
[, ) = - leogL/ai\laﬁ 8%logl /88" 3%loglsason |,

azlogL/ahla}t 8%10g1.73881 8%10glsar’
(3.37)

onde

aztogl_/aaf = - 4n/(2a- 5+ ?\12)2 + 4n/(22 - §)° - r/;\f

2 2 2
-ni/(A -8 + A ) —(n—r)/(}\l— 8)" ~ln-rl/(x + A 7,
(3.38)

8%logL/on® = -n/(2a -8 +A_)% —r/(A - & +a_)° - (n-r)/(A+r )%,
12 1 12 1 12 1 12

(3.39)
8210gL/33° = - W/(2A - 8 +A12)2 + n/(zal-alz - T/ +?L12)2
—(n—r}/(hl—alz, (3.40)
82logl/dn ax = -2r/('za -8 )V -r/a-8 Y
£ 1 1z ! 1 12 A 12
e
- (n—r)/{?«l + Alz) , _ (3.41)

azlogL/B}\lBS = 2n/(2A - 8 +A12]2 -2n/(22 - 5)° /(A - 8 +7\12)2

+ (n—r)/{ll—S}z. (3.42)

8%logl/8A 85 = n/(2A -5 +A )% + r/(A -8 A )% (3.43)
12 1 12 1 12

Pela propriedade 4 desta distribuicdo, dada na segie 3.2.: min(X,Y) ~

Exp{(A), o EMV de A ¢, portanto, dado por:
n
X=n/7 min(x, y,). (3.44)
1=1
que pode ser utilizado como uma informag3o atil para o chute inicial

dos parametros no processo iterativo.



3.4.2. TESTE DE INDEPENDENCIA ENTRE X E Y

As marginais X e Y da distribuigiio exponencial bivariada de
Block-Basu s3o independentemente distribuidas com X -~ Exp(hl) e Y ~
Exp[hzl. quando 11: = 0 (propriedade 3, secdo 3.2.). Portanto, para
testar se X e Y sfo independentes basta testar a hipdtese Ho: 7\12= 0
vs. Hu: hlz * 0_. Os testes estatisticos a serem considerados a seguir
sio os testes assintSticos da razido de verossimilhanga, de Rao

{escore) e de Wald.

TESTE DA RAZAO DE VEROSSIMILHANCA

Sob a hipétese de independéncia Ho: P«12= 0, a fungio de

verossimithanga (3.32) é expressa como

n n n
LA ,3) = A’l‘ (;\1_5)“ exp [-al(i}_:lx;l)_:lyg + al)_:lyl] (3.45)

Os estimadores de maxima verossimithanca de Al e 8 sao,

respectivamente:

A= n/YTx e §=n/Tx-n/YTy. (3.46)

A hipOtese Ho ¢é rejeitada ao njvel « se -2 log A > x? o onde
L(X ,3) :
A= : (3.47)

A

L(il.é A

com L(Xl,SJ dada por (3.45) e A e 3 substituidos por il e &,
estimados sob a hip6tese Ho: Alz-—- 0, e L[il,ilz,él dada por (3.32) com
A, A € 0 substituldas por suas estimativas de maxima verossi-

1 12
milhanga, Ai'Am e 3, respectivamente,
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TESTE DE RAO (ESCORE)

Para testar Ho: alz = 0, o vetor dos parametros ¢

particionado em (AIZ' (ll, 5))’ e o vetor escore parcial com relagio a

A__ sob a hipStese Ho: A _=0 é
12 12

U, (3,3 = 8logL(x .} ,8)/8A

A12 12'1 =0, A =X, 3=5
12 1 1

r n
= n/(zil-S) + r/(XI-S} + (n—r}/il- ):,Yl— T X,
1=1 I=ri+1
(3.48)

onde L(Alz,hl,él é a fungido de verossimilhanga sob o modelo irrestrito
(3.32).

A matriz de informa¢io de Fisher observada parcial com
relagio a A sob a hipotese nula ¢ denotada por T;‘iz e ¢ definida

_— T B
{(x ,8) = I (I ) 121] , cnde

~11 _ 11 ('i' _
A1z A1z 1 11 12 22

como 1

v a2 2
I, = 8%0gl(a . ,8)/8%

a
1

2 Ia o =% ,5<5 =
12 1 1
2
A,8)/8
a logL{hlz. v ) Akzaal'l

8logL(x A ,8)/0N 35 J :
! A,=0. =X ,5=3

) 321051’.(?\1,6)/87\? leogL(Al,Sl/éJAISS
_I =
2 a?wgml,a)/aaaal azzogml,a)/aaz

onde L{Alz, 7!.1, 8} é dada por (3.32) e L(?tl, 3) dada por (3.45). As

fungdes a, b, ¢, d, e, e f citadas acima s#8o expressas por

a= -nxtzil-é)z -r/(R - 5)° - {n-rJ/Xf, (3.49)

b= -2n/(2xl-§}2 - r-/(il—S)z - tn—r)/if, (3.50)
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¢ = /(28 -8)° + r/(X -8Y, (3.51)
d = - A2 - R -8)7, (3.52)
e = n/(il—S)z. e (3.53)
f=-n/(R-3)" (3.54)

onde ﬁl e & sio as estimativas de A, e & sob Ho: A = 0, dadas por
(3.52).
A hipétese de independéncia de X e Y é rejeitada ac nivel a

s€
¥ %42 g gl & = 2
U?uz()‘:'a] 11120‘1'3] > xl,a' (3.55)

TESTE DE WALD

Para o teste de Wald. a estatistica usada & (ilz)z/ i;:z,

A1l 111 s £ 2y _ (% _ 5 ¢ o=l -1
onde I}\xz = IMZ(RIZ,AI,S) = ( Ill I12 (122} 121 ) ) com
[ 2 2 2 2 |
. . 8°logL/8A 8%logL/8A BA 8llogl/éxn 86
1 . | 12 112 12
11 12
i i T 8%logL/8A A 8%10gLsan’® alogl/ax 85
21 22 g 112} £ 1 £ \
| 0%togLsan 85 | &°logL/ax 85 8logl/8s®

(3.56})

~

calculada no ponto (ilz.ﬁl,a), usando a fungiio de verossimilhanga L =

L(Alz,kl,Sl dada por (3.32).

As derivadas segundas da matriz de informacdo (3.56)} acima
sdo as mesmas da matriz de informagdo (3.37), .com as posigdes
medificadas de acordo com a particio do vetor dos parametros feita
para o teste.

Sob a hipdtese Ho: ?le= 0, a estatistica de Wald W =
(112)2/ T;:z possui uma distribuigdo assintética qui-quadrado com 1
grau de liberdade. Portanto a hipotese de indepedéncia [Alz = ) &

2

rejeitada se W > xf o onde X o ¢ o valor da distribuicdo

qui-quadrado com 1 grau de liberdade no ponto ! - a de probabilidade.
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3.4.3. TESTE DE IGUALDADE DAS DISTRIBUIQE)ES MARGINAIS DE X E Y

Quando o modelo usado é de independéncia entre as marginais,
a distribuicdo de Block-Basu é& simplificada para um produto de duas
distribuigfes exponenciais univariadas com a fungdo densidade conjunta
dada por (3.7). A anilise de igualdade das distribui¢Ses marginais
para este casp € bastante simples (usando a transformagido T=Y/X,
como ja foi visto em 3.3.1), ndo serd discutida neste capitulo.

Quando a distribuig8o considerada é a de Block-Basu com os
pardmetros A > 0, A > 0O e A > max(—)ll, -—Az) a igualdade das dis~
tribuigBes marginais de X e Y ocorre guando ?tl = Az' Portanto, para
testar a igualdade das distribuicBes de X e Y basta testar a hipGtese
Ho :711— A2= 0 ou considerar o pariametro 8, 8 = Al— Az, e testar a
hipétese Ho: 8 = 0 vs. Hi: § = O.

Considerando a fung¢do de verossimilhanca dada em (3.32),
testes assintoticos da razéo de verossimilhanca, de Rao e de Wald séo

utilizados para testar Ho: 8 = O vs. Hi: & # Q.

TESTE DA RAZAO DE VEROSSIMILHANCA

Sob a hipotese nula Ho: 8 = 0, a funcdo de verossimilhanga é

expressa por
n n
La, a ) = [ @+ ay s @) ] - [A ar )]

-exp[l{2x+ ):y}—l (EY + E x)] (3.57)
1=1 =1 1= i=r+l

Os estimadores de maxima verossimilhanga de Al e A:z sdo

conjuntamente a solugio das equagles de verossimilhanga:
. n n
é»‘log.l'./fi?«1 = 2n/{2hl+hlz) + n/{hl+?\12) -t X )'_‘yl =0, e
(3.58)
r n
BlogL/ahlz = n/(27«l+hlz) + n/(hl-i-}\lz} - ):yl - T x =0

1=1 =1+
(3.59)
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As derivadas segundas sfo necessirias para calcular a matriz de
informagdo de Fisher observada, utilizada no processo iterativo de

Newton-Raphson para encontrar as estimativas dos parametros:

2 z_ z _ 2
a 1DgL/3hl = 4n/(2?tl+312) n/(?\l*'llz) . (3.60)
2 - _ : 2 _ 2
a 1ogL/ak13Alz = 211/{2?«14-112) n/(7\1+llz) , e {3.61)
8clogL/an’. = -n/(2Aa +a )% - /(A )P (3.62)
g 12 1 12 i a2’ :
O teste da razdo de verossimjlhanga rejeita Ho: =0 em

favor de Hi: & # O para o nivel de significancia a se a condigdo

—2logh > xf , for satisfeita,

onde A= 1 lzh (3.63)

e L[il,i} é¢ a funcdo de verossimilhanca sob He (3.57), avaliada no
ponto {7&1,112} = {il'ilz)' e L(il,i,S) ¢ a fungio de verossimilhanga

sem restricio {3.32), avaliada no ponto (xl,xlz,a} = {i:'ilz’él'

TESTE DE RAO

Particionando-se o vetor dos parémetros em (3, (Al,klz)]'. o
vetor escore parcial com relagcio a & Ua(il.ilzl é calculado,
obtendo-se

Us(K, K0 = dlogL(s,A 2 )/ 83| 5 S

&M =X, A=A
1" T2 Mz

n
= -n/{zal—a} + ],'1/'ZA1 - I"/(}tl+ 112) —(n-r‘]/il +l)_:ly1 N

onde L(3, Al, Alzl ¢ a fungdo de verossimilhanga sem nenhuma restrigdo

dada em (3.32).
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A matriz de informag@o de Fisher observada parcial com

relagdio a & sob a hipétese nula é definida como

11, oy v gy -l -1
LA = (T -1 (@)1 )7, onde

x a2 2 _
..In =d logL{S,kl,?tlz}/as |3=0, A=X A =% T a
1t 12 e

2
d IogL{S.?tl,hizl/aaahx

azlogua,al,xlz}/aaaa

[ 2 2 2
a IogL(ll,llz}/all d IogL{Rl,}\lzl/B?LlBhlz

22 2 2 2
a IogL(?\l,Alz}/ahlahl 8 EogL{?il,}\lz}/B?tlz

_[de
“-ef'

com L(8, 711. 74.12) dada em (3.32), e L{}\l. Alz) a funglo de verossi~

milhanga sob Ho dada em (3.57). As fungbes a, b, e ¢ citadas acima sio

as seguintes:

a= -n/[zil-s)2 + n/f-‘rf’il2 - r‘/(il+ilz}2 - (n—r)/i? (3.64)

b

/(2% + X 1% - w282 & r/(5 +X )% 4 (ner)/R° (3.65)
1 12 1 1 12 1
(3.66)

1]

c=n/25+ X3 )%+ r/R 4R )P
1 12 1 12
e as fungdes d, e e f sfio dados por (3.60), (3.61}) e (3.62),

respectivamente, com ll e 7112 subtituidos por suas estimativas de

maxima verossimilhanga il e Xlz'
A hipétese de igualdade das distribuigBes de X e Y &

rejeitada ao nivel a se

U_{A,X

RS 12)2 . l;l(il,ilz) >,~¢12 . (3.67)
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TESTE DE WALD

Para o teste de Wald, calcula-se a matriz de informagfo de

Fisher parcial sob a hipétese alternativa, Isto &, usando o modelo

211 _ 11 3 _ (% _ s -1 2 -1
irrestrito: 15 = 1A ,8 ,8) = (1 -1 (T )77 1 )" com

: ; 8°logl/ 88" g azlogL/axlaa azmgL/aalzaa
11 1 T12 :
i oii o 8%logl/an 88 8%logL/8x> 8%1ogl/ax ax
21 ' Tz2 1 : 1 1 12
3%logl/dn._ 88 i 8°logL/3x.aa 8%logL/ax>
- 12 1 12 12 -
(3.68)

calculada no ponto [i:'im’m' usando a fungio de vercssimllhanga L =
L(Ai.hlz.a) dada por (3.32).

As expressdes das derivadas segundas da matriz de informagdo
(3.68) descrita acima sdoc as mesmas utilizadas na matriz (3.37) dadas
por (2.38), (3.339), (3.40), (3.41), (3.42) e (3.43).

Sob o Ho: & =0, a estatistica de Wald W = (3)2 / T;l possut
distribuigio assintética qui-quadrado com 1 grau de liberdade.
Portanto, 2 hipbtese de igualdade das marginais de X e Y é rejeitada

2
W > .
se x1.oc

3.5. ANALISE DE DADOS PAREADOS COM PRESENCA DE CENSURAS

Seja (X,¥) varléavel aleatéria bivariada de um sistema de
dols componentes onde X representa ¢ tempo de falha do primeiro
componente e Y do segundo. Sera estudada nesta segdo a andlise de
dados pareados c¢om presenga de censuras A direlta no segundo
componente do sistema, isto &, em Y. Este é um caso tiplco de censuras
em dados pareados quando Sic observados longitudinalmente, onde a

observagio de Y sé pode ser feita apds a falha de X.
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3.5.1. ESTIHA?KO DE PARAMETROS

Seja Cit o conjunto de observagdes onde X, e Y, sio ambos
tempos de falha, e £z o conjunto de observagdes onde X, é tempo de
falha e Y, de censura. Neste caso, a fun¢io de verossimilhanca é
expressa por

-as(xl.yiJ

L= flx,y) | —g— (3.69)
1€C1 fec2 1

onde —88(:-(11.yl]/"cf'b-c]l representa a probabilidade conjunta de X1 falhar

em x, e Yl sobreviver (censura) a Y,

Considerande a distribuicde de Block-Basu, sejam (xl, yl), i

=1, ..., n, observagdes ordenadas da seguinte forma:

< = ;

(xi,yl] e C1, e X, <Y, i 1, VP
> = + '

(xl,yi) e Ci1, e XY i r, 1, ..., r
< i = ) .

(xl, yl) € C2 e X<y, 1 r +1, ..., r

(xl. yi) € Cze xi>yl, i=r¢ 1, ..., n

A fungBo de verossimilhanga dada em (3.83) & expressa por

r1 r2 r3 -aS(xi,yl] n _65(}(;'5'1)

L(g) =1 f(Xi,le' ]'[ f(xi,yl)- ]'[ T—-*— n “-“-Bx——“—
1=1 i=ri+t i=r2+1 i I=r3+1 i

(3.70)

. o).

com 8 = (hl. Al2

Quando a distribuicfo basica é a de Block-Basu, a funcdo de

Sobrevivéncia & dada por (3.2):
S(xi,yl] = A./(k1+12]exp[~Aixl-7¢2yl—2t!2max(xi,yl)]

- hlz/(hl*azjexp[—h ma.x(xl,yl)] xi,ylzo.
onde A = Al-l» ?\2+ 112_ Entdo, tem-se que
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f A A
1
expl-2 x = (A_+A )y ] se x<y,
_as(xi’yi] i}\1+h2) 171 2 12’1
o, Al 42 ) A,
———=exp[-(A+A )x -Ay ]— = exp(-ax ),
(A_+2.) N N i
1 "2 1 2
se X>y.

(3.71)
Portanto, a fungdo de verossimilhanga da distribulgiico de Block-Basu

com presenga de censuras a direita em Y pede ser expressa como

ri
LA, a,a ) = 1[_11 { AAFA I/ (A +A) exp[—?tlxl —(h2+?t12)yi] }
ré
{ Azk{hli-kiz)/{?\i-!-lz) \e)':p[-—(?LlHtlz]xi Ay, ] }

i=ri1+1

r3

i { hlv(hﬁz) exp[ _lixi - (A2+R12)yl ] }
1=r2+1

n
. 1 ﬂ3+1{ 7«{?11+7112)/(h1+12} exp[ -(A +a )%, -—hzyi]
=r

- 1121/{;\;12) exp(—,\xl} } (3.72)

Sejam nl=rl, n2 = r2-rl, n3 = r3-r2 e nd = n-r3, a fungio (3.72) acima

pode ser reescrita em termos de ?Ll, 112 e 8 como:

n nil
LALA 8 =[-8 ) /7 (-8 17 [a (A -8+ ) ]
n2 .n3 n r3
[(31—6) (A1+ 312)] A1 .exp[ _hi( ZX1+ ):yi )
1=1 1=1
r3 ri r2 r3 n
+3 ):yi- 112( Eyl+ L Xt L yo r L xl]]
i=1 1=1 i=rti+l 1=r2+1 1=r3+a
n
n {(?\14—112] exp{-(A ~8)y 1 - A _ exp[-{ll—é)xi]}.

i=r3+
(3.73)
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e 0 log da fungfo de verossimilhanga serd
IogL(Ai.llz,E] = nlog(ZAl-aﬂlz) - nlog(ZAl—a) +n_logA + nilog(}k1

n
=8 +A )} + n_log(A -8) + n log(A+ A ) + n_logh -hl(igixl

r3 r3 rl r2 r3 n
*Lly) *ry- oA, (Lypy L x *+ L vy *+ L %)
1=1 1=1 i=1 = i=ri+ f=r2+i 1=r3+1
n
+l_§3ifg{(11+h12)exp[—(h1-6)yi] - h12 exp[—(kl—ain]}. (3.74)

Derivande o logl com relagfo a Al. 112 e 8 respectivamente,

as fungdes escores UR1[11,312,6}=610gL/611, Uhiz(hl,llz,al =810gL/3A12
e Ua[hl. A12’ 3) = 8logL/8d sao obtidas e apresentadas no APENDICE 1.
Os estimadores de méxima verossimilhanga s8o a scluglo conjunta das
equacdes de verossmilhanga (igualando as fungdes escores acima a
zero). Novamente, como nio é possivel encontrar a solugio exata das
equagdes de verossimilhanga, as derivadas segundas aalogL/ahi
8%loglL/ s>, leogL/ahfz, aziogf./aalaa, .5~21ogL/z:mlem12 e leogL/BSBPle
(APENDICE 1) s&oc calculadas para construir a matriz de informacéo

observada I(Al,lia,a] para 0 processo iterative de Newton-Raphson,

onde

azlogL/ahf 6210gL/3118A12 azjogL/aaiaa
IR 8 = - 5°logl/ax B, 5°loglL/ oA, 6210gL/8}\1266

azlogL/ahlaﬁ 621031./3}\1236 8%logl./85°
(3.75)

3.5.2. TESTE DE INDEPENDENCIA ENTRE X E Y

Para testar a independéncia entre X & Y quando ha censuras,
a hipbétese a ser testada continua sendo Ho: Alz = 0 contra Hi: Alat 0,

como no caso de dados completos, Conslderandeo o vetor dos parametros
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particionado em 012’“‘1'6))’ os testes assintéticos da raziio de
verossimilhanga, de Rao e de Wald sfco desenvelvidos utllizando a

fungfio de verossimilhanga dada em (3.73) e sfo descrites a seguir.

TESTE DA RAZAO DE VEROSSIMILHANCA

Sob Ho: A1£= 0, a fungio de verossimilkanga dada em (3.73)
sera dada por

n r3
L(A,8) = xl(“ﬁ“z*“a) (al-a)(“1*“a] exp[ A CLx +Ly)
s . i=1 1=1
+8 LTy, ] m {A1 expl-(A, —Slyi]}. {3.76)

i=1 i=r3+1

0 log da fungio de verossimilhanca seré, portanto, expressa por

logL(Al, 3) = (n1+ n, + na)logh1 + (n1+ nz]log[l1 -3) - Al

n r3 r3 n
( )jx1 +Ly)+38Fy+ L log {Ai exp[-{hl-a)yl]}.
1=1 i=1 i=1 1=r3+1
{3.77)

Para encontrar os estimadores de maAxima wvercssimilhanga de

Al e 8, & preciso resolver as seguintes equagdes de verossimilhanga :

n r3
? Xy ~L¥,

dlogl/on = (n1 *n, +n) /A +(n1+n2]/(li—8) - ) L

i

n
+ L {aexpl-(a-8)y 1} {(1-y A dexpl-(A-8)y 1} =0
f=r3+1
(3.78)

r3 n
8logl/ds = -(n+ n))/(A-8) + Ly + I
i=1 i=r3+1

-4 Ay expl-(a -8]y‘]} } =0 (3.79)

-1
{ {Aexpl-(a -8)y 1}

As derlvadas segundas s8o calculadas para o uso do processo lterativo

Newton-Raphson:
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1]
2 2 _ 2 _ a2
0°logl/oX, = ~(n + n_ + n) /A7 -(n +n_)/(A -8) ;—E::m{{hl

-2 2
exp[-(hl- 3) yi]} { (1- ylhl) exp[—(?tl-s} yl] ¥ }

+ ¥ { {A, expl- (a, -8) y‘]}-l {@2-2ay) ()
1=r3+l

expl-(a -a)yl]} }, {3.80)

n
2 2 -2
0"logl/da 88 =(n  +n )/(A  ~&) -i_}:au{{ Alexp[—(hl—ﬁ)yl]}‘

{(l—yilllexp[—(hl-s)yl] i Jixl,ylexp[-(}\1 -a)yl]} }

+ T {{hlexp[—(hl—a}yll}_1{(l—yihl)yiexp[*(hl—ﬁyil}},
1=r3+1
(3.81)

1]

e azlogL/aa2 =-(n1 +n2)/(hl-6)2 - X {{Ai exp[—(ll-é) yll}'2

i:r:ﬂl
2 -1
{ Ay expl-(a —-a)yll} } + ¥ {{Alexp[—(?«l-a)yi]}
l=r3+1
2
{ 711 Y, E:)(p[-(?l1 -a)yll} } (3.82)
A hipbtese Ho: A = 0 €& rejelitada para o nivel de

12
significanclia « se a -2 log A > ;gf o

L(il,S)
onde A= - (3.83)

L(il,SJ dada por (3.76), com A, & substituidos pelas suas estimativas
de maxima verosslmiihanqa ix e s, e L(ilz, il.é) dada por (3.76), com

?«12. 7&1 e 3 gubstituidos por 112’ i! e 3, respectivamente.

TESTE DE RAO

Para reallzar o teste de independéncia de X e Y, usando o
teste de Rao, é necessario calcular a fungédc escore parcial UMz(il,E]
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e a matriz de informag8o parcial 1;12(3‘1,‘3) com relagéo a Aia’ onde

U?uz(?‘x' 3) = BlogL(Ai. o ?‘12)/6?‘12 | A0, 11=ii. 5=3

. - - . _ rt ra r3
= 1-1/(27&1 -8) + r11/(7\1 -3) /A -( Ly, + L x* L vy
E=1 i=pri+l f=r2+1

n

+ ¥ Xi) + ¥ { {il exP[—(Xl—s)yl}—I {exp[-(it- Elyl]

f=r3+1 1=r3+1
_exp[-(a1 -5)xl]} } (3.84)
Mos 3y (F - 7 s (7 370 3 )1
€ ?uz( 1’5) B (111 12 [122] 21) » com
-f = 8%logln, 8,2 )/aA%_ | 5 sx=a
11 ELIAL S AL, 12 ?«12=0,A1=A1,6=6

2
G logL(}\l, 3, hlz)/3h126h1

2
3 IogL(Rl, 3, 112)/6.}\1265

12 1
2 2 2
) 8%logL (A, 8) /7] 5°logL(A, 8)/8M 83
22 2 2 2
a logL(AI,G)/asa}\l 3 logL(?tl,5}/86 ?‘1"5‘1"5‘3

_ d e
e f
As funcées a, b, e ¢ citadas acima sio dadas por:
T oz y2 T wy2 32 - ¥ 5 %
a = —n/[ZAiw«S ) *nl/(hl—a) * n /AL + v - {{Aiexp[—(?ti—a) )
1=r3+1
v 20 Jexpl-(X -B)y J-expl-(X —3)x 1§
i 1 1 1 1

(3.85)
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- 3 32 _ = %42 52 } % s %
b = 2n/(2?¢1 8) nl/(.\1 3) 1'12/74;:l +i E;+1 { {Ajexp[ [Ai &)
=r

.yl}—z {11 -Ay,) expl- (X -8)y 1} {expl -(X - 3) y,)
~expl~ (i1 -S)xl]}} +lng+1{ {ilexp[-{ii-s}yi}-l

.{-ylexp[—ii—S)y1]+ X, exp[—(i1 -S)Xi] b } (3.86)

o
o a2 =2 . v o -2
c = n/(27l1 -8)° + ni/(a1 -3) +i )33; { { A1 exp[*(hl—a)yt}
=r

{ilyi exp[-(il~5)yi] {exp[—(f‘i1 —S)yl] —exp[-(i1 —3)x11} }
I
+ ¥ {{ A expl -(X -3y ] }_1 { -y, expl -( & -3y ]
e 1 1 i i 1 i

-x expl-(A -8)x 1 } }. (3.87)

e as fungBes d, e, e f sdo dadas por {(3.80), (3.81) e (3.82),
respectivamente, substituindo AI e 8 por il e 3, suas estimativas de
maxima verossimlhanca sob Ho.

A hipdtese de independéncia de X e Y € rejeitada ao nivel « se

e somente se

= 11X 5 > . - (3.88)

TESTE DE WALD

Para o teste de Wald, é utilizada a matriz de infermacgdc de

Fisher parcial com relagéo a A1£

et 11 ,a
T2 © 1112(A1' 12
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; : 8°logl/8A° i 8%logl/ax ax. . 8%logl/an. a8
. 12 ; 112 12
1§ 12 :
i ; i T 8°1ogl/aa_aA 8% logls/ax® 8°logl/ax_ 8
2 ¢ 22 8 1 12 gL/ 08 1
_6210g1_./67t1236 azjogl_/aalaa 8°loglsas® |
(3.89)

calculada no ponto (it’i1z'3)’ usando a fungdo de verossimilhanca L =
L(Al.hla.S) dada por (3.73)}.

As derivadas segundas da matriz de informagfo acima sfo as
mesmas da matriz dada em (3.75), apenas mudam-se as posigdes para
poder ser particionada de forma cerrespondente a (;\12' (}\1, 3)) para

fazer o teste da hipbtese Ho: A= 0

Sob o Ho, a estatistica de Vald W = (X )% 1, ten
distribuicéo assintética qul-quadrade com 1 grau de liberdade.

2

Portanto, a hipétese de independéncia {A]2=0} é rejeitada se W > X o

3.5.3. TESTE DE IGUALDADE DAS DISTHIBUI?EO MARGINAIS DE X E Y

A hipétese de igualdade das distribuigdes marginais de X e
Y, quando h& presenga de censuras, é verificada através do teste da
hipotese Ho : hl = hz vs. Hi: Ai# Aa' que equivale a testar Ho : § = 0
vs. Hi: 8§ # 0, no modelo reparame- trizado de Block-Basu. Censiderando
a fungfo de verossimilhanga dada em {3.73), os testes assintéticos da

razao de verossimilhanga, de Rao e de Wald sdo desenvolvidos. -

TESTE DA RAZAO DE VEROSSIMILHANCA

Sob Ho: 8 = 0, a fungdo de verossimilhanca (3.73) sera

expressa por
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_ n nl+n2 . n3
La,a ) =[x ) 7] [A ( + 2 )] A,

rl r2 r3

n r3
exp[ A CEx +Ly) A _(Ty+ L x+ LV
i=1 i=1 i=t i=ri+l f=r2+1

n n
+ ¥ xi)] m {{li+7\12)exp(—?‘1yl) -hizexp(—hlxl)}-
1=r3+1 f=r3+1

(3.90)
e o log da fung8o de verossimilhanga por
IogL[hi. A,,) =nlog(2a + A ) -nlog(2)) +(:~.1+n_2+r13)10g;\1
n rl ri
+ (n1+n2)log(11+7\12) -11{ ¥ X, * ¥ yi) —I\la( ):yi
t=1 i=1 i=1
r2 r3 n n
+ L x,+ L y+ L x) L log [(?«14»7«12)
t=ril+l i=re+l f=r3«t i=r3+1
{3.981)

exp(—?«lyl] - AL exp(-?xixl)]

A solugée conjunta das equagdes de verossimilhanga (3.92) e

{3.93) abaixo sera o vetor dos estimadores de maxima verossimilhanqé.

dos parametros.

BiogL/ahl = 2r1/(2}\1+?«12) —(n1+ nt n3)/>t1 + (n1+ nzl/(h1+llz)

n

n r3
-1
- _1:<i -12—:1y’ + ¥ {{ ¢2 } ~ {l1 ~ar )yl

i 1=r3+1
exp( —?\lyl) + 7112 X, exp(—?\lxi)} } =0 (3.92)
ril ra
8logl/8A , = n/(2A+A ) *n+n)/(A+A ) - (Ey+ Y x
1=1 1=r1+1
r3 n n -1
+ ¥ v, + ) xi] + ¥ {{ a2} [exp(-?xlyl)
f=r2+l 1 =r3+1 {=r3+1 :
(3.93)

—exp(-hlx!)] } =0

, onde { 92 } = (}\1+A12)exp(-a1yl)—hlzexp{-?llxi].
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As derivadas segundas s80 necessirias para serem utilizadas no

processo lteratlivo de Newton-Raphson, e sdo dadas por
8%logL/an%= -an/(2x +a )% +(n +n_+n_)/A% -(n +n )/(A +r )2
1 1 12 1 2 3 1 1 2 1 12

1

-2
- L {{ 82 ) " {1 -(a+ A ) y) expl -Ay ) + A X,

1=r3+1
rexp(-A x )Fz + E { 2 y! {l2-(a+ A )y 1 (-y)
P A% 1 M2l Y
t=r3+t
— 2 —
.exp(-hlyl] hlz X expl Alxi]}}. (3.94)
2 2 2 i
a logL/Bllaklz = *2n/(2h1+l12] -(n1+n2)/[h1+h12) —i=§3+1
-2
{{ 32 } [exp(-?tlyi) —exp(-}\lxl)] {1 (A + AL vl
= -1
-exp(—?\lle + Axa X, exp(—hlxi)} } + 7 {{ 2 }
1=r3+1 -
-[—yi exp(—llyi) * X, exp(—hlxi]] }. e (3.95)
2 2 _ 2 _ 2
a IogL/Bklz = n/(211+A12} (n1+n2)/{11+112]
- -2 2
-1*§;+1{ { &2} [exp(-llyi) —exp(-klxi]] }. (3.96)

Q teste da razfic de verossimilhanga para Ho: 8§ = 0 vs. Hi:

8 # 0 é rejeitado para a se a -2 log A > xf «

12 (3.97)

L[a,.\l,ilzJ

onde A=

com "'(5‘1'5‘12) dada por (3.80), A e A substituidas pelas suas

estimativas de maxima verosslmilhanga Xl e i12' e L(3, i1' 112) dada
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por (3.73), com )Ll, s e ?«12 substituldas por 11, d e 7«12.

TESTE DE RAO

Para testar Ho;: 84 = 0 vs. Hi: 8 # 0, o teste de Rao utiliza a

fungfio escore parcial Ua(il.ilz) e a matriz de informago parcial

11

Is

(Xi'im) com relagdo a 3, onde

US(RI.R12)= 310gL(J\1, 3, Alz)/66|5=0,l=i A =X =
1 71" "2 T2

= —n/(211+ }‘12] + n/[2)«1) - nl/(.‘?t1 +;\12) -n, /al

r3 o - -1 - . -
- v, * ¥ { { 92} {(?\1+ ?txz)yi exp(—kiyi)
§=1 §=r3+1

_ilz xiexp(—ilxl)} } {3.98)

onde { 2 } & { &2 } com A e A substituidos por 5‘1 e ‘;112.

A matriz de informagio de Fisher observada parcial é definida como

4 _ a2 2 =
1), = 0%logl(n, 8,2 )/88% o 5, 5 =@
1 1 12 2

2
3°logL(x, 8, ,)/888A

2
g IogL_(?Ll, 3, 3’(12)/81%1 235

8=0,A =X ,A =A
1 1 12 12
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E 122 é¢ a estimativa da matrlz de informagfio observada sob o Ho:

2 2 2
g 8°10gL(A A ,) /0N 9" logL(A . A )/OA B
22 2 : 2 2
8°logL(A, A ) /86X 8X , 8°logL(A X )/8A%,

A=A LA _=A
1 1

[ B -7

o
[

onde L(AI. Alz) é a fungdo de verossimilhanca sob Ho dada por (3.90).

As fungdes a, b e ¢ séo as segulintes:

n
_ ~ o 2 72 _ o~ ~ 2 _ ~p x -2
a= n/(2}\1+h12) + m"ﬁl}m1 nl/[?t1 +Ala) n, /Al +1=§3+1{ {92}

- « « x 2
«{(Ald—}lm}yl exp(~(Ay ) -A . % exp(-}\lxl}}r }
n

+ ¥ {{32}"1{{i1+i1.2}yf exp(—iiyi) -
1=r3+1

12

2 —
x, exp(-A x ) }}
(3. 99)

n
252 /R +h 0% s o+ T {{F2r 78
1 1 1 12 2 1 {=r3el

b = 2n/(2X +i )2
1 12

{{1-{i1+112)yl]exp[-(i1]yi] +112 xlexp(—iixl)}' «{(il+i12)
n

= py o = -1
yexp(-Ay ) -a exp(-?\lxl)} } + ¥ { { &2}
1=p3+1

A -~ I - 2 ™
{0t - A+ )y 1y exp(~Ay ) + A x| exp(-A x )} }
(3.100)

~ - 2 o ~ -2, e
fo/R e 5% T - {{ §2 1R 4K )

c = n/(28 +X )%
1 12

Y, exp(-hlyi) —hlzexp(—?xlxl)} {exp(-hlyll -—exp(—hlxi)}}
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+ ¥ {{ 32 1! { -y, exp(-ilyl) X, exp(-ilxl) + }
1=r3+1

{3.101)

e d, e e §f dadas pelas equagdes (3.94), (3.95) e (3.96),
respectivamente, substituindo A e A&a por il e 512, estimativas de
maxima verossimilhanca sob a hipbtese Ho.

A hipbétese de igualdade das distribuicdes marginais de X e Y ¢

rejeitada ao nivel o se

(A,% ) > 2 . (3.102)

TESTE DE WALD

Para o teste de Wald, calcula-se a matriz de informacéo

parcial com relacdo a 8 sob o modelo irrestrito:

11 11, 2 = = ~ - = -1
Iy =158, 0= (1 -1 ()" I )" com
[ o 2 , 2 a ]
8°logl./ 85 | 3"logl/ox 83 3" 1ogL/8x 83
=T 2 ' e 2 2
8°logl/x 88 | 3°logl/en; 8°logl/on A,
8%logl/8A 85 5 8%logl./8A 8x 8 logl/ar°
- £ 12 b & 1 12 £ 12

calculada no ponto [3, 11'112]’ usando a fungfBo de verossimilhanca L =
L(hd’hlz’a} dada por (3.73).

As derlvadas segundas da matriz descrita acima s&o as mesmas
que contituem a matriz de informagio de Fisher dada em (3.75).

Sob 0 Ho: & = 0, a estatistica de Wald W = (3)% / i!!

)
distribuigde assintética qui-quadrade com 1 grau de llberdade.

possul

Portanto Ho & rejeitada se W > x?
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'3.6. EXEMPLO NUMERICO

Para I1lustrar a metodologia desenvolvida neste capitulo,
foram geradas 3 amostras aleatérias de dados blvariados, utilizando
transformacdes lineares a partir de duas exponenciais padrdes (com
parametro igual a um) independentes e assumindo a distribuigido de
Block~Basu como a distribuic&c b#asica conjunta, (Friday & Patial,
1885}. Os dades s&o apresentades no APENDICE 3 e o programa
computacional BLOCK.PRG utilizado para a estimag8o dos parémetros e os
testes das hipéteses de independéncia e de igualdade das distribuigdes

marginais é apresentado no APENDICE 4.

EXEMPLO 3.1.

Os dados utilizados para este exemplo foram gerados a partir
de duas distribuigdes exponenciais independentes com os parametros Al
=0,1 e hz = (0,2, sem presen¢a de censuras, constituindo assim uma
amostra de dados da distribuigdo Block-Basu com os parémetros'hi= 0,1,
A12= 0 e 8 = -0,1. A tabela 3.1. apresenta as estimativas dos
parametros encontradas utilizando o métode de Newton-Raphson, seus
respectivos desvios padrdes calculades através da estimativa da matriz
de informagio de Fisher observada e o valor do logaritme da fungdo de

verossimilhanga para cada modelo conslderado.

TABELA 3.1. Estimativas dos parametros da distribuigfo, calculadas
através do método de maxima verossimilhanga.

3 logl.

modelo A A
1 12

irrestrito 0,0875 00,0194 -0, 0868 =594, 3486
(,0234) (,0295) (,0210)

Ho: 8§ =0 0, 1521 -0, 0284 B -B803, 7367
{,0308) (,0376)

Ho: hla= 0 0, 1021 ~ -0,0874 -594,5521
(,0102} (,02158)

Obs. os valores entre parénteses séoc os desvios padrés.
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Na Tabela 3.2. sdo apresentadas as estatistlcas dos testes da razéo de
verossimilhanca, de Rao e de Wald, para verificar a independéncia e a

igualdade das distribuigdes marginals de X e Y.

TABELA 3.2. Testes da raz8ic de verossimilahga, de Rao e de Wald para
verificar a independéncia entre X e Y e a igualdade das
distribuigdes marginais de X e Y.

Teste de Independéncia Teste de Igualdade
Teste R.V. Rao Hald R.V. Rao Wald
Estatist. 0, 4070 0,4338 0, 4360 18,7763 23,1580 17,1423
P_value 0,5235 0,5101 0,85084 0, 0000 0, 0000 0, 0000

Com os resultados obtldos acima, pode-se dizer que X e Y séo
independentes, isto é, A1;= 0, o que j& é esperado, pois os dados
foram gerados com A12= 0; mas, as distribuicbes de X e Y nio sdo
igualmente distribuidas, isto é, & = 0.

As functes de sobrevivéncia marginais estimadas de X e Y séo

apresentadas no grafico 3.1. abaixo:
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GRAFICO 3.1. Fungdes de sobrevivéncia marginais estimadas de X e Y.
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EXEMFLO 3.2.

Os 100 dados para este exemplo foram gerades usando
transformagio de duas exponencials padrdes independentes sugerida por
Friday e Patial (1985), com os parametros Al= 0,5, 112 =0,6e & =
0,15, sem presenca de censuras. Na tabela 3.3. s@o apresentadas as
estimativas dos parlmetros, seus respectivos desvios padrées e o

logaritmo da fungio de verossimilhanga sob trés modelos considerados.

TABELA 3.3. Estimativas dos parametros da dstribuigfio de Block-Basu,
calculadas através do método de maxima verossimilhanga.

modelo A A 3 fogl
1 12

irrestrito 0, 5868 0,5290 0n,2231 -230,6129
(,1885) (,2068) (,1039)

Ho: 6 =0 0, 4531 0, 5347 | - -234,0243
(,1747) (,2445)

Ho: 112= 4] 0,9953 _ 0,2788 -233,8150
(,0993} (,1228)

Obs. os valores entre parénteses sido os desvios padrées.

Obtidas as estimativas, o0s testes estatisticos sé@o feltos
para verlficar a independéncia e a igualdade das marginals. Na tabela

a seguir apresentam-se os reultados dog testes realizados.

TABELA 3.4, Testes da razio de verossimilahga, de Rao e de Wald para
verificar a independéncia entre X e Y e a igualdade das
distribulg¢des marginais de X e Y.

Teste de Independéncia Teste de Igualdade
Teste R.V. Rao Wald R.V. Rao Wald
Estatist. B, 4041 7,0917 6,5463 6,8229 15, 4502 4,6101
P_value 0,0113 0,0077 0,0109 0, 0009 0, 0001 0,0318
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Oz valores de P_value < 0,05 em todos os testes reallizados,
0 que indicam X e Y nfo s@o independentes e as distribuig¢des marginals

de X e Y ndo s&o lgualmente distribuidas isto e, 1123 Oe & 0.

As fungdes de sobrevivéncia marginais estimadas de X e Y sfo

apresentadas no grafico 3.2. abalxo:

b
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0 | 2 L 4 5 ¢ ? 8
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GRAFICO 3.2. Fungbes de sobrevivéncia marginais estimadas de X e Y.

EXEMPLO 3.3.

Neste exemplo, os paré@metros utilizados foram: h1= 0,5, Alz =
0,4 e 8 = 0,4, sem censuras. Os mesmos procedimentos aplicados nos

exemplos anterlores sdo reallzados e o0s seguintes resultados sio

obt idos:
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TABELA 3.5. Estimativas dos parametros da dstribuigio de Block-Basu,
calculadas através do método de méxima verossimilhanga.

modelo Al ilz ) logl
irrestrite 0, 3518 0,4241 0, 2580 =-322,7488
{,1015) (,0806) (,0772)
Ho: =0 0,3130 0,2435 _ ~341,9137
(,1032) (,1412)
Ho: A, =0 0, 7037 _ 0,3300 -333,5826
(,0704) (,0797)

Obs. o5 valores entre parénteses sfo os desvios padrées.

TABELA 3.6. Testes da razéo de verossimilahga, de Rao e de Wald para
verificar a independéncia entre X e V e a igualdede doo
distribuigdes marginais de X e Y.

Teste de Independéncia Teste de Igualdade

Teste R.V. Rao Wald R.V. Rao Wald

Estatist. 21,6654 81,4028 27,8758 38,3277 -13,3889' 11, 1706
P_value 0, 0000 0, 6000 0, 0000 0, 0000 0, 0008

Através dos resultados obtidos acima, pode-se concluir
facllmente, que A12= 0Oe & = 0. Deve-se, porém, observar que o teste
de Rac nfo pode ser aplicado no caso do teste de Ho: 8 = 0, peis a
estatistica Uati1’i12] . Ié’(ii,iiz) ¢ negativa. Esse tipo de problema
ocorre no teste de Rac quando o verdadeiro valor do parametro a ser
testado estd longe do valor do par&metro sob hipdétese nula e a2 matriz
de Iinformagio de Fisher no ponto maximo sob Ho nd3o ¢ positiva
definida. No casc deste exemplo a matriz de informag@io de Fisher ¢
positiva definida no ponto (3,'i1,ilz) = (0,2580, 0,3515, 0,4241}, mas
Ja nfo & mais positiva definida no ponto (3, ii, il2) = (0, 0,3130,
0,2435), e conseqiientemente, I;‘(il,imj <0.

O mesmo problema Ji4 n3o ocorre nos testes da Razio de
Verossimilhanga e de Wald, pols a estatistica utilizada no teste da
R.V. & sempre positiva, Jja que IogL(é) = logLié) sempre, A estatistica

utilizada no teste de Wald & positiva desde que a matriz de informagio
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de Fisher é positiva definlda no ponto @. © que sempre ¢ verdade sob
as condigdes de regularidade (Segdo 2.5.1).

As funcgdes de sobrevivéncla marginais estimadas de X e Y

deste exemplo sdo apresentadas no grafico 3.3. a seguir:

{

GRAFICO 3.3. FuncSes de sobrevivéncia marginais estimadas de X e Y.

EXEMPLO 3.4.

Neste exemplo, a transformagio T = Y/X usada por Cross e Lam
(1881), onde (X, Y) possui a distr‘ibuiqéo de Block-Basu, seri conside-
rada para estimagdo e testar as hipoteses de independéncia e de
igualdade das distribuigdes de X e Y, Ho: El; 0 e Ho: &€ = 1,
respectivamente usando o teste da razfo de verossimilhanga. O conjunto
de dados, utilizado para este exemplo é o mesmo do exemplo 3.2. Na
tabela abaixo s&@o apresentadas as estimativas dos parémetros € e 512

sob os modelos considerados.
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TABELA 3.7. Estlimativas dos parémetros da dstribulgéo de Block-Basu,
usando a transformagéic T = Y/X, calculadas através do

método de mAxima verossimilhanga.

Modelo £ &12 logh R.V,
Irrestrito 0,6499 1,8472 -218, 0449
(,1306)a  (1,8348)a
Ho: £ =0 0,7191 _ -221.6870 7,2841
(,1183)a (0,0070)b
Ho: € =1 _ 2.5994 -220. 3858 4.6817
(2.8762)a (0,0305)b

Obs. a: desvio padréio da estimativa do paréametros;
b: P_value da estatistica da razfo de verossimilhanga.

Com os resultados obtidos acima, pode-se dlizer que

as

hipéteses Ho: £ = 0 e Ho: £ = O sdo ambas rejeitadas para «>0.05,

12
concordandeo com os resultados do exemplo 3.2.

Note-se que neste caso, as estimativas de § e 612 sao0

possiveis de serem calculadas, para ilustrar o comportamento da fungfo

logl(£, 512), o grafico de 512 ve. logL(g, 512) & feito sob Ho: € =

como mostra o grafico 3.4. abaixo:
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GRAFICO 3.4. £ _ vs. logL(§, € ,) sob Ho: § = 1.

12
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CAPITULO IV

ANALISE DE DADOS PAREADOS USANDO A DISTRIBUICAO
DE SARKAR

4.1. INTRODU@KU

A distribui¢fo bivariada desenvolvida por Block e Basu, a
ACBVE, estudada no capitulo anterior, é uma distribuicfo exponencial
absolutamente continua que conserva a proprledade da perda de meméria
(PPM), mas ndo possul marginals exponenciais. Com o propésito de
derivar uma distribuicfio bivariada exponencial absolutamente continua
com marginais exponenclialmente distribuidas, Sarkar (1987) apresentou
uma outra distribuigio, a ACBVEs {ACBVEs =~ Absolutely Continuocus
Bivariate Exponential Distribution, o indice s ¢ usado para distingiiir
da ACBVE de Block e Basu). Esta distribuigdo n3o possul, portanto, a
PPM.

O objetivo principal deste capitulo é estudar a distribuicgio
expenencial blivarlada (X,Y) de Sarkar para desenvolver a estimagfo dos
seus pardmetros e testes de independéncia entre as variaveis X e Y e
de igualdade das distribuigdes marglnals de X e ¥, quandc os dados sao
completos e, quando apresentam censuras a direita no segundo
componente da bivariada, isto &, em Y.

Na secio 4.2 é apresentada uma revisdo sobre a distribuicgao
de Sarkar, a ACBVEs. Na segfo 4.3 s&@o realizados a derivagho da
estimag@o dos parimetros usando o métedo de maxima verossimilhanga e o
estudo dos testes de hipéteses de Indepedéncia e de lgualdade das
distribuicdes marginalis de X e Y, considerando dados completos. Na

segdo 4.4 sfo apresentados os estudos concernentes A inferéncia sobre
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os parametros da distribulgdo Sarkar, com a incorporaqéo.de CEnsuras a
direita em Y.

Finalmente, aplicagbes numéricas sfo apresentadas na segfo
4.5. Os programas utilizados neste capitulo s&c SARKAR.PRG e
SARKARC.PRG e s&o apresentados no APENDICE 4.

1.2, DISTRIBUIQKO EXPONENCIAL BIVARIADA ABSOLUTAMENTE CONTINUA DE
SARKAR

Entre varias distribuigdes exponenciais bivariadas, a de
Marshall e Olkin (1867) tem sido de grande aceitagio. A BVE de
Marshall e Olkin satisfaz algumas propriedades interessantes que tém
interpretagdes fisicas proveitosas. Porém, ela ¢é Inapropriada em
situagdes nas quais os dois componentes do sistema bivariado ndo
falham simultaneamente com probabilidade positiva. Uma distribuicdo
exponencial blvarlada absolutamente continua mals apropriada na
situagfio acima citada poderia ser a ACBVE de Block e Basu, apresentada
no capitulo anterior. Esta & absolutzmente continua e retém a
propriedade. da perda de meméria, a PPM da BVE, porém n8o possul
marginals exponencials.

Sarkar {1987) derivou uma distribuigfio exponencial bivariada
absolutamente continua com marginals exponenciais, a ACBVEs. A seguir,

sfo apresentadas algumas caracteristicas desta distribuigfio:

Se {X,Y) ~ ACBVEs{A, A, A ), com A >0, A>0, e A =0,
1" "2 1 2 12

12

entdo (X,Y) tem a fungdo de densidade dada por

£lx, y) = AA 7 (A A )% exp[ - Ax - (Ar A )y ]
“{ A v A) (A a) - aAexpl -Ay))

c LA 1T Ay T se0cx <y,
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— 2 — -
= AA/ (hl-r Az) exp[ Ay (Ax+ Au]x ]
-4 (A, +2) (A+A.) - AA expl -Azx)l'

7 -{1+7)
'[A(Azy)] [M)‘z")]. se 0<y<X.
(4.1)
onde A = )‘14-7&24-112. s =Am/(711+.\2) e A(z) =l-exp(-z) para z>0.

A fungdo de sobrevivéncia da ACBVEs € dada por

S(x, y) = Pr(¥x, Yyl =

exp{~(A+ A )y} {1 -[ AlAy) 17 [A(a1x}]1+7} se 0<x<y,

-7 1+y
exp{-(?tl-l- 7\12):{} {1 -[ ACA %) ] [A(?Lzy)] ¥ se 0<y<x.

(4.2)

Note-se que X e Y sfo independentes quando A12 = 0. Neste caso, X ~

Exp(?lll eyY ~ EXp(I\zl.

As distribuigfes marginals de ACBVEs sio expressas por

Sx(x) = exp{ - (F\l + Aiz)x + (4.3)
S,(y) = exp{ - (A, + A )y } (4.4)
Snin(X,Y)(Z) = exp(~Az), onde A = }\1+ Az + Ata' (4.5)

Note~se que X e Y sép igualmente distribuidas se 11 = Aa.

A taxa de falha conjunta A(x,y) definida em (2.15) &
dada por

Alx, y) = ?tll (7\1+h2]_2 exp(—?\lx) {(31+Az)(hz+h12)—hz7\ exp(—aly)}
y ~(1+y) -y 1+y] -1
[a0]7 [Aa )] {1 -[aay1]T [AAx)] } .

se 0<x<y,
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= AZA(Al+Az) exp( Azy} {(Al Aa)(lz+llz] A A expl( hzx)}
4 ~(147} - 1+7}-1
[A]? [AGAx)] {1-[A(A2x)] [A( )] }

se 0<y<Xx.
(4.8)

A taxa de falha condicional de Y dado que X falhou em X
Aly|x), definida em (2.17c), & dada por

-2
Alylx) = 2 A+ )7 {(A+a) (A ) -2, A exp(-Ay)}

[A(?\ly)]_( 1+7) {[A(h1y)] T 1+ar)}'1

se (O<x<y,

aza(almz)'z exp(-Ay} {(A#2 (A +2 )-A A exp(-Ax)}

[Ay]? [A(?sz]]-(hﬂ {“‘1* A 1! -[ata ]

-1
. [A(Aay)] 1”} -7 ?tzexp(-?«zx) [A(J\zx)]“(“ﬂ [A(Azy)]lﬂ'}

se O<y<x.
(4.7)

Quando as distribuigdes marginais de X e Y sfo independentes, isto &,

11£= 0, pode-se verificar facilmente que AYx(ylx] = hr(Y) = Az

A distribuicio de Sarkar possul algumas propriedades

importantes:

1. P(X=Y) = 0;
2. X e Y s#o exponencialmente distribuidas com parémetros

ll+ 112 e 12+ Atz, respectivamente; |
3. min(X, Y) & uma distribuigfic exponenclal com parametro A,
A=A+ A+ A
1 "2 T2

4, min(X, Y) é independente de alguma fungfo g(X,Y), onde
2(X,Y) tem uma distribuicfo especifica que serd definida no teorema a

seguir:
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Teorema 4.1. (X, Y) é a ﬁCBVEE(AI, hz’ hla} se e somente se

1) min(X, ¥Y) ~ Exp(A);
11) min(X, Y} e 2 = X - Y + k(X, Y) sfo independentes, onde

A
12
k(x,y) (Ai + 12] (12 + 112) log{A(Alx)/A(Aly)} se o<x<y,

A
12
(h F ) (A T A log{A(A x}/A(A y) } se o<y<x.

com A(z) = 1 - exp(-z), p/ 2>0, e a fungio de distribuigio de
Z=X-Y + kiX, Y} é dada por

F(z) = ————exp {(a + A )z} se 2<0,

2
—“i*i—-;—x: exXp {(?li + ?tia)Z" se z=0.

A fungio geradora de momentos da ACBVEs € dada por

(A +s +t) (al+ 112] (ha + hlz) + 85t A:z

o(s,t) = +
(A +s +t) (A1 + A12+ s) (AZ + Alz + t)

o J
tsta, )X
12550 A+ ( A1+ Az) J

$=-1 -1
{ A “(khi-s) A "(kaa—t) }
x

1 k=1 2 k=1
}

3 -

A+t + kA ({ A+ +kaa)
n 1 n 2
k==-1 k=-1

Através dos wmomentos pode-se calcular as esperangas e

variancias marginals:

E(X) = (A + 2 ) E(Y) = (A, + A )

_ -2 _ -2
Var{X) = (Az + Alz) Var(y) = (Az + Alz)
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e a correlagio ¢ dada por

A12 112 -
plX,Y) = + r
)=

J!

1 A+ (Al+ Ala) J

A A

, oy 1
XA QT AekA) T+ [ ackay L
k=1 k=1

onde 0= p(X,Y) < 1

4.3. ANALISE DE DADOS PAREADOS COMPLETOS

Nesta seg&o, sfo apresentadas a estimagdo dos parametros da
distribuiqéo Sarkar, utilizando o método de maxima verossimilhanqa\e,
testar as hipdteses de independéncia entre X e Y e de igualdades das
distribuigdes marginais de X e Y, utilizando os testes assint6ticos da
raz8o de verossimilhanga, de Razo e de Wald, considerando dados

completos, isto &, sem censuras.

4.3.1. ESTIMACZO DE PARAMETROS

Sarkar (1987) propdés o método dos momentos para encentrar os
estimadores dos parametros 11, Aa e 112, Justificando o usoc deste pela
complexidade da fungio densidade da ACBVEs para aplicar o método de
maxima verossimilhanga. O objetivo desta seglio & encontrar os
estimadores de maxima verossimilhanca de 11. Rlz e 3§ (= ll—Az) através
do método 1terativo de Newton-Raphson, utilizando as estimativas dos
momentos come o chute inlclal dos parametros. )

Para facilitar os cAlculos da estimagdo , as seguintes

transformagtes foram feltas:

S = EXP(X) T = EXP(Y).
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Ent&o a fungio densidade conjunta sera:

fsr(s,t) = 1/st-f“(logs, logt) (4.8)

Portanto, a densidade conjunta de Sarkar dada em (4.1) pode ser

reescrita como:

fls,t) = Aaa/(Ar+ a2)%.s™M t'“‘z"’“z]-{(muz) (A2+A12)-A2X ™A
g1 - s L M) g O<s<t,
= Ao a2)? 722 gA)LY (usaiz)- AIA s D)
q1-t 7)Y Lo p1-s7A (1 0<t<s. (4.9)

Como =a fungfo exponencial & estritamente crescente, os
estimadores de maxima verossimilhanga da distribuigfio (5,7) s&o os

mesmos da distribuicio de (X, Y).

A fungfo de verossimilhanga é, entfo, expressa como:

1

n
_ ,nl .n2 2.n =A1 , ={A-A1)
LA, AR A, [A7(A+2,)7] 1’}1 [51 t ]
nl nl
_ _ =A1 _LTALY e TAL (I
m{+ 200 -2 -t b (1-s "7 (1t ™)
1=1 1=1
n n
~A2 -{A-Az2) -A2
m [t s, ] 4G )0 -2a) -aas T
1=n1+1 I=nl+1
n n
=A2, 7 (4 "A2y- (1) -1
m (-t 7" (1-s ™) mist)
1=n1+1 i=1
onde y = Alz/(?ti+ ?\2). X, <Y, p/ i = 1,..., nl, X2y, p/ i =
ni+l,..., ne, n=nl + n2, (4.10)

que pode ser expressa em termos de Al, hlz e &

ni
2n -Aiz
[2?(14- &) l[;[l (sltl]

nit nz n
L(AI.Alz,a) = 11 (J\l 8) [27L1 & + 112)

n A1 8 -A1
E(slti) t" [(2x-8) (A -8+a ) -(A-8) (2A-8+a )t "]

1=1
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" —-A1+3 n -1
o [(2a-8)(A+ A ) - & (@2r-3 + 2 s, ] 1r_litsltl)

nl n .
(7 “_slm} 0 (1—t:’“"5 )[R (23, 8l
i=1 l=nl+}t
nl n
-A1
(ma-t "+ (-s
1=1 1=n1+1

-A;+a)]-[1+ 112/(2A1—6)1 (4.11)

e 0 logaritmo de L(lx,klz,é) dado por:

IogL(Al,hlz.G) = rxllog?t1 + nzlog(?\l—a) +nlog(2}\1—-5 +112) —2nlog(2?&1+5)

n n nl n n
- ¥ logs, - logti-llzt ¥y logt + Y logsi) -hl(): Iogs +
i=1 1=1 i=1 1=nl+1 1=1

I logt,)
=1

1=

n nil :
-A1
+ 3 F logt + [ log[(2x -8)(A -8+ )-(a -8)(2a -8+a )t "]

i=1 1=1

n
-At+d8
+ T log[(ZAl-B]{h1+ A) - A(a-8+ 2 )s ]

1=ni+1
rrl

n
+ (A /(22 - 31-[ ¢ logli-s ™") + T log(i-t
1=1 1=ni+l

At -A1+3 )]

i

ol -A1,, D ~A1+8
~[1+ 112/(2;\1-5)1-[ Y log(l-t ")+ § logll-s )]-
i=1 1=nl+1
(4.12)

Para estimar os parametros através do método iterativo de
Newton-Raphson, o vetor escore U[Al,hlaa) ¢ a matriz de informagéo

observada I(?ti,hlz,a) s8o calculados:

u(ai.am,a) = (-UA1[>‘1'?‘12'6]' Um("l"‘n"”’ Ug(2 .2 . 8) )

= (ajoguaal, 8logL/on , 8logl/3s ) e

3210gL/32J\1 8°1 ogL/ox OX _ «5121‘;\g1_/a:«1 85
I 2 2 2
1(A.2,,.8) = ~ |8logl/an &x , 8°logl/a®A 8°loglL/an 88

azmgL/aAl s aaioguaa1 3 8°loglrsa%s
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(4.13)

As derlivadas cltadas acima s#io apresentadas no APENDICE 2.

A velocidade de convergéncia do processo iterativo aplicado
em varlios conjuntos de dados mostra que as estimativas dos parametros
encontradas altravés do método dos momentos constituem um bom chute

Inicial.

4.3.2. TESTE DE INDEPENDENCIA ENTRE X E Y

Quando Ala = 0, a fungfo densidade da ACBVEs (4.1) pode ser
escrita como um produte de duas distribuig@es exponenciais X e Y com
parametros AI e Az (= AI-BJ, respectivamente. Fortanmto, para verificar
a hipétese de independéncia de X e Y, basta testar Ho: 7«12= 0 vs. H:
A =0,

12

Sob Ho : Aiiz 0, a fungdo de verossimilhanga (4.11) sera

dada por

_ 4n S
L(ll.é) = A (ll 3) {1E151t1)

S PR B -1
(me)” misg) (4.14)

i=1 i=31
e o log da fungBo de verossimilhanga tem a seguinte expressfo:

n n n
logL(At,a) = nlog?t1+ nlog{?xl—a) - Al( ¥ logsld» ¥ Iogti)+ ) J!ogti
1=1 i=1 1=1

- I logs - I logt, (4. 15}

Pode ser facilmente verificado que os estimadores de méxima
verossimilhanca de ?‘1 e 3 sob o Ho, 'il e &, sdo, respectivamente,

dados por

n n
i=n/[h::gsl e 3=n/)jlogsl-n/

: logt . (4.16)
1=1 1=1 1

1

n o

Os testes assintéticos da razieo de verossimilhanca, de Rao
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(escore) e de Wald sio apresentados a seguir.
A hipétese Ho é rejeitada pelo teste da razae de verossi-

milhanga. se -2 log A > xf a’ onde

A= L(R,3) / LA A _, &),

com L(X ,3) a fungio de verossimilhanga L{(x,8) (4.14) avaliada no

1
ponto (il.‘é), e L(ii,i ,8) resultado obtido da funcgéo L(hl,hxz,al

12
(4.11) calculada no ponto (ix'iiz’s)'

Para utilizar o teste de Rao, o vetor escore parcial e a
~11 =

matriz de tinformagio parcial com relagio a ?«12, UPua e I?uz’ sao
. f s T 2 , 311
desenvolvidos para calcular a estatistica: R = ( UMa ] I?uz' onde
Uyp = Uy 00 = 31°gu7‘1’7‘12’3]/6‘13|A12=0,A1=i1,.6=5 , e
#11 _ 11 o5 %y _ % _ % e (% 3yl et
I?ua I?uz[?‘fa) Iu I12 (Izz] sz’ com

1
—
1

2 2
8°logL (2, 8,2 )/6A7 |

11 A =0,x =A_,8=8
12 1 1

8%logL (X ,8,A__)/8A__6A
1 12 12 1

8%logL(a_, 3, A ) 8 85 L
1 A0 =R ,3=3

que sio as derivadas segundas de logL(Al,Alz,a}, caleculadas no ponto

(312,?\1,6) = (0,)\1,6); e

8 logll A, ai/axf aelogf_(k!, 8)/82 83

3210gL(?l1. 8)/ 9 85 a%logl. AL 5)/85°
A=A ,5=3
1 1

as derivadas segundas de logL(AI,a) com relacio aos parametros ?tl e 3§,

avaliadas no ponto (il, 8). As derivadas utilizadas para calcular ﬁ.?uz

e T;:z sdo apresentadas no APENDICE 2. A hipétese Ho: A, = 0 &
2

rejeitada ao nivel a pelo teste de Rao quando R > X o
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No teste de Wald, a estatistlica utllizada é& dada por W =

s 42 11
(Alz) /ilsz’ onde

S11 L1116 & Ay o2 & s =1 ooa -1
Ihta IAlzthlz'ai'a) ( 111 I12 (Izz) 121) » €
. [ PlogL/an : §%logl/3A BA 2logl/on 85 |
T .1 4 12 ; g 17M12 & 12
1 12 ; L
FRE: T T rogisan o 0%10gL/8A° 8% 1ogL/an 35
21 ¢ T2z & 112 & 1 £ 1
] 8alog]_/3l1286 leogL/a?tlSS 8°loglras® |
(4.17)

com L = L(hl,hiz.a) dada por (4.11).

Verifica-se que os elementos da matriz acima séo exatamente
os mesmos da matriz de informagiic do modelo irrestrito (4.14},
avaliados no ponto (31,312.3), com as posigdes modificadas de acordo
com a partigio feita para o teste. A hipdtese Ho: A12 = 0 ¢é rejeitada

ao nivel a pelo teste de Wald cse W > xf &

4.3.3. TESTE DE 1GUALDADE DAS DISTRIBUICOES MARGINAIS DE X E Y

As distribuicfes marginais de X e Y, dadas em (4.3) e (4.4),
sfo lgualmente distribuidas quando Al= lz' Portanto, a hipotese Ho:
Al= A é testada contra Hi: Ai= Az no teste de 1igualdade das

2
distribuigtes marginais, o que equivale a testar Ho: 8 = O contra Ho: &

# . Sob o Ho, a funcdo de verossimilhanga (4.11) é& dada por

-(A-A1)

At
) b

nl nl
_ 4N 2.n -A1 _ -
L(a,a.) = A [a(2a)7] 1}:11 [s,” t ]igl{(zal)[x A At
n n
m (l—sxki)y (1_t111) (1+7) m [tIA1 sl(h—h1)] n (Sltl) 1
i=1 1=nl+1 i=1

n - n -1 5y -
m 4@ - A) axs, m (-t )% (1-s,

I=nl+1 Il=nl+]

Ax} A:l-(1+7)

onde y = (A—Zhl)/(zal). (4.18)
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Calculando o log da fungdo de verossimilhanga, a seguinte

expressfo & obtlda:

n
logL(li,hlz) = nlogh + nlog(2}\1+112) "21’1108’(27&1) -?11(1)_:1logtl

n nl n nl
+ ¥ Iogsl] -?Liz( ¥ logtl+ D Iogsi) + ¥ .!org[Z:"tlUl1 +?¢12)
1=1 1=1 1=nl+1 1=1

A1 - : -A1
a2 ) v o+ T odogfaa (a +A ) -A(2aea ) s 7]

1=n1+1
nt -A1 - -A1
+(112/2?«1)[ ¥ log(l-—si ) + ¥ Iog(l—ti )] -1 +112/2:11)
i=1 i=nl+1
nl -1 n -a1 n n
[ T 1og(1 -t ) + T log(1l i )} - L logs - [ logt,
i=1 i=ni+} i=1 i=1

(4.13)

0 vetor escore U(hl, 7\12} e a matriz de informacédo de Fisher observada
I(A ,A ), onde
1" 12
t
(A2 ))

Umi’km] = (U.Puul')‘m]’ U?uz

- t
= (3logL(11,R12)/3A1, BlogL(ll,Au]/a:\lz) , e

2 2 2
a logL(Al,km}/a 711 8 1ogL(>.1,A1.2)/aalaxm

1 12 2 2 2
8 log]_.(?(l,?(iz)/allalla d logL(Rl,Xlz)/a Aia

(4.20)

s80 necessarios para o calculo das estimativas de maxima verossimi-
lhanga de ?\1 e hxz pelo método Newton-Raphson. As derivadas utilizadas
sdo apresentadas no APENDICE 2.

Os testes assintéticos da razdo de verossimlilhanga, de Rao e
de Wald s&o utilizados para testar Ho: 8 = 0 vs., Ho: 8 = Q,

No teste da razao de verossimilhanca, a hipétese Ho: & = 0 ¢

rejeltada se -2logh > ,1'? o onde

A= L(Al,?\iz)/L(hi. 112.6)
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com L{ii,ilz) a funcfo de verossimilhanca L(a,2 ) dada em (4.18) e
calculada no ponto (A, ii), e L(ifim’g) a fungdo (4.11) calculada no

ponto [hl. 112 ., 6).

Para utllizar o teste de Rao, o vetor escore parcial ﬁa e a

matriz de informagfo parcial ia s8o calculados e apresentados no

APENDICE 2, onde

=11 _ 11 .z - - . -1 4 %
I Ia (?‘1’?‘12] In I:z (122) I21’ com

2 2
8’1ogL (A, 8,2 )/88 |5=°’7‘1=i1*"1 =X

2
8°logL(X ,8,) )/880A

2
8 logL(?\l, 3, Aiz)/ahlzéi&

-~

8=0,A =A_ ,A__=
1 1 12 i2

que sfo as derivadas segundas de IogL(Al,hlz,a) da equag@o (4.11} com

relacdo aos parametros, calculadas no ponto (5,11,?\12) = (0,11,112); e

2 2 2
- 3 logL(Al,Ala)/ali 3 logf_(?«i,?tia)/a)glahm

22 2 2 2
3°1
8°logL(A , A )/3X 87 ogL(A A )/aA,

A=A ,A =2

1t 1’12 12
as derivadas segundas de logL(kl,Aia) da fungio dada em (4.18) com
relagéo aos parametros 7\1 e Ala’ avaliadas no ponto (7\1.}\12] = (il,é).

A hiptéotese de igualdade das distribui¢des marginais de X e Y &
_ 2 e 1 2
rejeitada ao nivel o se R = Ua I‘s > ’51.«'

Para aplicar o teste de Wald, a hipétese de igualdade das

distribuigdes marginals Ho: & = 0 é rejeitada ao nivel a se a
211

- 2 -~
estatistica W = 62/ 16 > xl o onde 38 & o EMV de 8 encontrado sob o
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modelo irrestrito encontrado pela maximizagdo da funcdo de
verossimilhanca dada por (4.17) e
211 _ (11 s & o (%t _F (3 yvlaed 3T
I 16 (6'11' 12) ( 11 I12 (Izz) 21) » COM
[ 2 2 2 2 T
$ i 8" logl/85 3 logL/akiaa 8 logL/ahizaa
11§ 12
ERE 8°logl/an. 88 8%logLsaa? 8%1ogL/8A_8a
21 f 22 & 1 & 1 & 1 12
2 2 2 2
K logL/ahlzas a logL/3113312 8 logL/ah12 |

(4.21)
com L = L(6,Al,hlz) = L(Al.llz,al dada por (4.17). A matriz acima é a
matriz de informagdo calculada sob ¢ modelo irrestrito (4.13) com as
posig¢bes das derivadas modificadas de acordo com a partigio do vetor

dos parametros feita para o teste.

4.4. ANALISE DE DADOS PAREADOS COM PRESENCA DE CENSURAS

Seja (X.Y) variavel aleatéria bivariada onde X representa o
tempo de falha do primeiro componente e Y do segundo. Serid estudado
agora o caso onde h& censuras nas observagdes longitudinais, o que
significa a censura sé pode ocorrer no segundo componente da variavel

bivariada, isto ¢, em Y.

4.4.1. ESTIMACAO DE PARAMETROS

Usando o mesmo procedimento descrito no capitule anterior, a

(Al, A, 8),

12 com presencga de

fungdo de verossimilhanga de 8 =

censuras em Y, pode ser expressa por
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r1 ra2 r3 —aS(xi.yl) n -BS(xl,yl)

L(e) =q flx,y) | flx.y) T ——— T

1=1 PR e VY ea 1=r3+1 %,

! ’ ot ; 1 v )L ’ _1

Pl P2 P3 P4
=Pl x P2 x P3 x P4 {4.22}

onde

(xl.yi). 1 =1,...,r : x,y, tempos de falha e X <y ;

(x,y), 1 =r +1, ..., r,: %,y tempos de falha e x >y ;

(xl,yil, i=r+1, ..., r :x falha, y censura e x <y ;

(x, v 1 =r*1, ....n: x falha, y censura e x>y .

Para o calcule do termo —6S(xi.yl}/axi, a fungdo de

de sobrevivéncia de Sarkar S(xi,yi). dada por (4.2), € retomada:
- _ _ - 1+y

S(xi,yl) = expl (A2+112]yl]{ 1 [A(A1yi)] [A(Alxi)] }. p/X <Y,
= _ _ -7 1+y
= expl “‘1*7‘13)"1]{1 [atax )] © [atay )] } P/ >y,

onde wzhlz/(hl+hz) e Alz) = 1 - exp(~-z) p/ 2>0.

Potanto,

—6S(x1,yl)/6x! =

exp[-(ll—8+lle)yi] -{[A(Aiyi)]_v (1+7][A(A‘xi)]7 [Rlexp(-lixi)]}

<
P/ X <Y,

_ -7 1+y
(A #2,) expl-(A +a )x ] {1-[AE(A1-6}xl]] [A[(A1-6)y1]] }
- expl-(A+ 2 )x ] {ar [AL(A - &) xil]'“r“1 [A- &
l+y
© expl-(2 -8)x 1] [AL(A -8}y ]] } p/ x>y~ (4.23)
Sejam ni=rl, n2 = r2-rl, n3 = r3-rZ2 e nd = n-r3. 0 log da
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fung8o de verossimllhanga da distribuigfic de Sarkar, com presenca de

censuras & direita em Y, considerando os parametros Al, de 112 é dado

por
IogL[hl,S, hin = logPl + logP2 + logP3 + logP4, (4.24)
onde
r1
logPl = nilogtll) + nllog{211~6+112] - 2nllog(27&1—6) - Al E:{’
ri rl -
-(a -8+A) Ly, + Llog[ (2a-8) (A-s+a ) -(A-3)
1=1 1=1
(23,-8 42 ) exp(-Ay )] + ylog[A(A x )] -(1+7)log[A(A )y }]
(4.25)
logP2 = nzlog(}\i—s) + nzmg(z,?'m1 —6+A12) - 21'121«:)3(2?‘1 -8} - (Al—ﬁ)
rz rz r2
L Y -ufmm) z X 1 L Iog{ 2?‘1"6] (11”‘12]
1=ri1+1 t=ri+l I=ri+l
-a(2x -8+ ) exp[ (A -8)x ] } (4.26)
r3 r3
logP3 = -(11-5+112J ) Y, - Al ) X, *+ nslog{AI] + nalog(1+‘a')
i=r2+l i=pr2+1
r3
+39 Y 1og[A(A1xi)/A(:«lyi)] (4.27)
f=r2+1 .
n n -y
logPd = -(?t1+h12} ¥ x, o+ Y log {(P\lﬁlla) - [A[(?ui— 6):«(11]

1=r3+1 1=r3+}

. 1+y -
[ Aa-ayl ] [ (A#2)) + 7 (A-8) expl-( ~a)x,]

[A[(?xi—ﬁ)xi]]—l]} (4.28)

onde y = hla/(zhl- 3) e A(z) = 1l-exp(-z), p/ z>0.

Observa-se que a soma fogPl + logP2 constitul o logaritme da
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funcio de verossimilhanga L(Xl,kia.& para dados completos &ado em
(4.12). Para encontrar os estimadores de maxima verossimilhanca de Al,
?«12 e & com presenca de censuras, deve-se resolver as equagdes de
verossimilhanga derivando a fung#o logL(Al,Ala.é) com relagdo aos
parametros hl. 112 e 8, e lguala-las a zero. Porém as expressdes das
derivadas s@c extremamente complexas e longas, portanto as derivadas
sfo encontradas numericamente a partir do log da fungio de
verossimilhanga ao invés da derivada analitica.

Encontrando as derivadas primeiras e segundas numericamente,
pode-se construir o vetor escore U(Al,hlz,ﬁ) e a matriz de informacgio
observada I(ll,hiz,a). Com 1isso, utiliza-se novamente o método
iterativo de Newton-Raphson para encontrar as estimativas dos

parametros.

4.4.2. TESTE DE INDEPENDENCIA ENTRE X E Y

A hipbétese de independéncia de X e Y ¢ formulada através de
Ho: Am: 0. Sob Ho, o log da funcdo de verossimilhanca (4.24) pode ser

escrita em termos de Al e 8 ;

JogL(ll.GJ = Kl + K2 + K3 + K4, (4.29)

onde

K1

]

ri
; X, —(Al

nllog{?tll + nllog(Z?ti—B] - 2n110g(211-—5] - ?tl R

ri ri
-8) Ly, + Ilog[ (22 ~8) (A-8) ~(r-8) (22 -3)
i=1 1 =1

gxp(-hlyll] -Jog[ﬁ(llyl}] (4.30)

K2 = nzlog(z\ina) + nz.lc:g(ZA1 -3) —21'1210g(2?t1 -§) - (}\1—6)

r2 r2 r2
L v, - A L x + T Jog{ (22 -8) A -A (2 -3)
1=ri+l f=rl+l i=rl+l

exp[ -(a -8)x ] } (4.31)
r3 . r3
K3 =-(A-38) T vy, -A 'L x +n.log(d) (4.32)
f=r2e1 l=r2+1
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] n
K4 = - Y X, * Y log {Al - [A[(hl—a)yi]] [Al +y (11-6]
f=r3+1 i=r3+1

expl-(2 -8)x ] [,«llt;rxi—a)xil]"1 ] } (4.33)

onde 7 = Aié/[2k1— 3) e Alz) = l-exp(-z), p/ 2>0.

Usando o teste da razao de verossimilhanca, a hip6tese Ho &
rejeitada se -2 log A > xf o onde xf « & o valor da distribuigéc

chi-quadrada com 1 grau de 1liberdade no ponto 1-100a X% de

probabilidade, com

e logh = IogL{XI,E) - logL(il,ilz,:’S) onde logL(il.S) & o resultado da
fungéo logL(hi,B) (4.29), calculada no ponto (31,6) = (51,3) e,
lothkl,Alz,s) é o valor da fungfo IogL(Ri.Aiz.S) {4.24), calculada no

poto (ll,hlz.d] = (11,112,5].

Para utilizar o teste de Rao, é precisc calcular o vetor de

. F - ¥ 7 . . = =11
escores parcial UA} = UA12(A1'6} e a matriz de informagdo parcial I12

2

11 ;5 %y - (T _ F # (F "1 & 5 31 T %
1112()‘1' 3) (Iu I12 (122] 121) » onde Uliz(hi’ 8) e Iu’
I , I e I sf8o calculadas utilizando as fungdes logl{a _,A ,8} e
12 21 22 12 1

IogL(Al,B) dadas por {4.24) e (4.29), respectivamente. A hipbdétese de

independéncia de X e Y é rejeitada ao nivel « se e somente se

pe 2, w1 2
= >
R [U?uz] I_?uz xi.a'
Para aplicar o teste de Wald, a estatistica W = (112)2/ i;:z
é calcuiada, e a hipdtese Ho: A _ = 0 é& rejeitada ao nivel a se W >

2 12
onde
X

11 - 11 ~ a - - - _ % - -1 - __1
I, = LA A,.8) = (1 Iy 1) .e
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2 2 ; 2 2
$ 1 ] logL/a?l12 i a logL/Bhiaklz a JogL/311286

P o1 azlogl./axlaami azlogL/aAf azxoguaaias

| 8°logL/on 88 | &logl/ar 35 &°logl/as® |
(4.34)
com logl = logL(?tlz,hi,a) = IogL{hl.hlz,é). dada por (4.24).

4,4,3. TESTE DE IGUALDADE DAS DISTRIBUIgﬁES MARGINAIS DE X E Y

A hipbtese de igualdade das distribuigdes marginals de X e Y
e verificada atravé de Ho: 7\1 = )Lz vs, Hi: Alx ?tz, como no caso de
dados completos, o que equivale a testar o Ho: 6 = 0 vs. Hi: 6 # 0.

Sob Ho, o log da fung&o de verossimilhanga {4.29) é reescrito por:

IogL(hl,Ala) = Ml + M2 + M3 + M4, {4.35)

onde

Ml

rl

nilog{hll + nllog(2A1+A12] - 2nilog(211] - Ailglx’ —(11 +112]

ri ril )
1)_:1yi ¥ ;};110g[ 28 Ax ) A @3 oA ) expl-Ay )] 4o

Iog[ﬂ(hixll] -(1+‘J)log[ﬁfhlyl)] (4.36)
r2
M2 = nzlog{ll)+ nzlog(211+A12J - 2n210g(2A1] —ll ¥y Y, -(A1+312]
i=ril+l
re rz2
L % + I log[2x(A+a ) -2 (22 +a ) exp(-Ax )]
1=ri+l i=ri+l
(4.37)
r3 r3
M3 =-+r) L v, - A I x +nlogli) + n logll+y)
1=r2+1 i=r2+1
r3
v L loglA(ax) /A(Ay )] | (4.38)
1=ra+
n n _7
M2 = -(Al+hlz) ¥ X, * Y log {(A1+A12) - [A(Alxi)]
t=rd+1 i=rads«l
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1+7 | _ -1
[&(Alyi)] [(ai+112) +7 A exp(-2Ax ) [A{lixl)] ]} (4.39)
com y = Alé/(ZAI) e A(z) = l-exp(-z), p/ 2>0.

Usando o teste da razao de verossimilhanga. a hipétese

Ho ¢ rejeltada se e somente se -2 log A > xf o com

A= L{li.liz)/L(li.Aiz,a)

e logh = IogL(Al,hlz) - logL(AI.hlz,é), onde logL(hl,hlz) ¢ dada por

(4.35), substituindo seus parfmetros pelas estimativas e o
logL(il,iiz,s), resultado obtido da fungio (4.24), =avaliado no ponto
{Al,hlz,a).

Para aplicar o teste de Rao, o vetor escore parcial

oy ko . o 11, + - - 4 _ ™
Us(A.A ) e a matriz de informagio parcial I (X,X ) = (Iu I,

(Taz) * Iat)-I séio calculados, onde as derlivadas gue compoem

R 11, ¢ =« " ” =
Ua(ll,}\lz] e I‘3 (Al,hiz) tém as mesmas expressdes dadas na segio 4.5,
utilizando logL{AI,Alz,SJ e IogLihl,llz) dadas por (4.24) e (4.35),
respectivamente. A hipétese de igualdade das distribuigdes marginais

de X e Y & rejeitada ao nivel a se e somente se

MRLE ) > %8

= 3 % 3}2 +
R (Ua(al’h12)) 16 1" 12 1, o

0 tecte de VWald pode ser aplicado usando a estatistica W =

(3)%/ f;l, onde
: ; 8°logl/as” t 8%logl/8n 88 leogL/BAua&
1n ;| 12 : P
A s 2 2 2 2
i, i1, 8°logl/on 05 | 8°logl/on; 8%logL/ax A
8%logl/oa_38 © 8 logl/dr. aA 8°1oglsar®
- 12 1 12 12 -
(4.40)

com logl = Iothé,Al,Alz) dada por (4.24). A hipétese de ligualdade das

distribuigdes marginais de X e Y Ho: &6 = 0 é rejeitada 2o nivel a se W
2

> .
xl,a



4.5. EXEMPLO NUMERICO

Dois exemplos numéricos s#Ho utilizados para ilustrar a
metodologia desenvolvida nas segdes anteriores. Os conjuntos de dados
bivarladeos foram gerados assumindo a distribuigBc de Sarkar como a
distribuigio baslca conjunta, através de transformagdes de trés
distribuicdes exponenciais Independentes e uma uniforme (Teorema 3.2,
Sarkar, 1987). A estimagl8o dos parametros e testes de hipétese-de
independéncia e de igualdade das distribuigdes marginais s&@o feltos
utilizando o programa computaclonal SARKAR.PRG apresentado no APENDICE

4. Os conjuntos de dados sfio apresentados no APENDICE 3.

EXEMPLO 4.1

Os dados deste exemplo foram gerados com os parametros 11 =
0,9, ha = 1,1 e 112 = 0,1 da distribuicéo de Sarkar, sem censura,
constituindo assim uma amostra de dados com o vetor dos parametros
(Ax’ h:z
através do métode de Newion-Raphson seus desvios padrdes através raiz

, o) = (0,9, 0,1, -0,2)’. As estimativas sio calculadas

quadrada do vetor diagonal da inversa da matriz de informagdo

observada. Os resultados sfo apresentados na tabela 4.1 a seguir:

TABELA 4.1. Estimativas dos parametros da distribuigéo de Sarkar,
calculadas através do método de méxima vercssimilhanga.

Modelo Al A12 L) _ logl.

Irrestrito 0,8239 0,0829 -0, 2496 -391, 0065
(,1139) (,0842) (,1518)

Ho: adz= 0 0, 9041 - -0, 2586 -391, 4368
(,0972) {,1419)

Ho: 8 =0 0,9322 0,0831 - -392,5733

(,1110) (,0871)

Obs. os valores entre parénteses sdo os desvios padrdes.
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Os teste assintétlicos da razéo de verossimilhanga, de Raoc e
de Wald s8o feitos, também, no programa SARKAR.PRC e os resultados s@o

os segulintes;

TABELA 4.2. Testes assintéticos da razfo de verossimilhanga, de Rao e
de Wald para verificar a Iindependéncia entre X e Y e a
igualdade das distribuigfes marginais de X e Y.

Teste Teste de Independéncia Teste de Igualdade
R.V. Rao Wald R.V. Rao Wald

Estatist. 0, 8807 0,9681 Q,7753 3,1336 3, 3697 2.7031

P_value 0, 3535 0,3252 0, 3786 0,0767 0, 0664 0, 1002

Os valores de P_value deos testes indicam a independéncia
entre X e Y e igualdade das distribuicdes marginais de ¥ e Y. As

fungdes de sobrevivéncia marginais estimadas de X e Y s#o apresentadas

no grafico 4.1.
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GRAFICO 4.1. Fungdes de sobrevivéncia marginals estimadas de X e Y,
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EXEMPLO 4.2

Os dados deste exemplo foram gerados com AI = 0,4, Az = 0,2
e sz = 0,2 da distribuigio de Sarkar, portanto (h1. hiz’ 8)' = (0,4,
0.2, 0,2)'. As estimativas e seus respectivos desvios padrdes s#o

apresentadas na tabela 4.3, e os resultados dos testes estatisticos na

tabela 4.4:

TABELA 4.3. Estimativas dos parametros da distribuicio de Sarkar,
calculadas através do método de maxima verossimilhanga.

modelo 11 A12 3 logL
irrestrito 0, 4306 0,2137 0,2178 ~-589,0444
(,0571} (,0385)  (,0853)
Ho: Aiz =0 - 00,6383 - 0, 1980 -710,6384
(,0651) (,0607)
Ho: 8 =0 0,3232 0,1901 - ~-596, 3694

(,0400) (,0349)

Obs. os valores entre parénteses s3c os desvios padrdes.

TABELA 4.4. Tectes assintéticos da razéio de verossimilhanga, de Rao e
de Wald para verificar a independéncia entre X e Y e a
igualdade das distribuig¢bes marginais de X e Y.

Teste de Independéncia Teste de Igualdade
R.V. Rao Wald R.V. Rao Wald

Teste

Estatist. 43,1899 28,8333 30,8319 14,6478 20,3444 11,1761
P_value 0. 00600 0, 0000 0, 0000 0,0001 0, 0000 0, 0008

Os resultados da tabela 4.2. mostram claramente que X e Y
ndo sdo Independentes e nem igualmente distribuidas. As funces de

sobrevivéncia marginais estimadas s&o apresentadas no grafico 4.2.
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CAPITULO V

ANALISE DE DADOS PAREADOS COM PRESENCA DE COVARIAVEIS

5.1. INTRODUCAO

Uma técnica muite usada para detectar a heterogeneidade numa
populacio é a inclusé.o'de covariaveis no modelo. 0O estudo do efeito
das covariaveis nos tempos de falha € freqiiente em Andlise de
Sobrevivéncia . Por exemplo, num estude de sobrevivéncia de céncer no
pulmio, fatores comc a idade, o tipo do tumor e o estagio que inicia o
diagnéstico, podem ser considerados como covaridveis na andlise para
verificar se existe alguma relacéo com a sobrevivéncia do paciente.

Holt e Prentice (1974) apresentaram uma anadlise para dados
de sobrevivéncia pareados, wutilizando uma extensfio de medelo de
regressio de riscos proporcionais de Cox (1972). Neste modelo
semi-paramétrico uma func@o risco de perturbagdc {nuisance) é assumida
para cada par e a covariavel idade proporcionalmente no risco dele.

Analise de dados pareados com presenga de covariaveis usando
modelos paramétricos soé f‘oi .abo_r'dada recentemente. Huster et al.
(1983) wutilizaram o modelo paraméirico de Clayton-Qakes com as
marginais Weibull para uma andlise de tempos de falha (X, Y) e
ilustraram a abordagem com um conjunto de dados relacionados com
retinopatia diabética.

Uma revis@io do modelo Clayton-Oakes e do estudo feito por
Huster et. al. {1989) & feita na segéo 8.2, Seguindo © mesmo
procedimento de Huster et al., sdc desenvolvidas analises de dados

pareados com ceovariidvels usande a distribuiqfo exponencial bivariada
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independente, a distribuicfo exponencial bivariada de Block-Basu e a
distribuicio exponencial bivariada de Sarkar nas segfes 5.3, 5.4 e

5.5, respectivamente.

5.2. MODELO DE CLAYTON E OAKES

Clayton (1978) e Oakes (1982} apresentaram um  modelo
paramétrico bivariado com a fungfio conjunta de sobrevivéncia dada per

s oy = (50770 v s (1170 - 1)
onde 8 (>1} é o parametro que mede a associagio positiva entre og
tempos de falha X e Y, Sx(x] e Syty} s8o as fungbes de sobrevivéncia
marginals. Para todo x e y, S{x,w) = S{ew,y) = 0 e S(x,0) =5(x), 5(0,¥)
=S(y). Quandc 8 » 1+, S(X,y) =» S{x)-S(y}, que implica na independéncia
entre X e Y. Se 6 > w, entfio S(x,y) » min(S(x),S(y)}, e a distribuicdo
bivariada apresenta associagio maxima entre X e Y (Oakes, 1982).

A fungfio densidade conjunta de {X,Y) & expressa por

a-f(x) f(y)
(5(x) -s(y))® pi2+2/ &1 (5.2)

fix,y) =

onde f(x) e f(y) s&o as fungdes densidades marginais e X e Y,
respectivamente, e D = Sx(X)1_9 + Sv(yll_e - 1. '

Os seguintes aspectos s8o caracteristicas atrativas desta
familia de distribuigfio: (1) qualquer forma de distribuigfio marginal
pode ser usada, e (2) o parAmetro de associagio 6 & um parametro
separado dos parametros das marginais e tem a seguinte interpretagfo:
Se Aa = Alx]Y=y) e Ab = A{xiIY>y), as taxas de falha de X condicionando
em [ Y=y ] e [ Y>>y ], respectivamente, ent&o, para todo x e y, 8 =
Aa/Ab {Clayton, 1978}. Portanto, O pode ser interpretado como um risco
relativo - o risco de falha de X se Y falha no ponto y, relativo a

falha de X se ¥ ndo tenha falhado até y. O parametro 8 também pode dar
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uma. interpretagéo de "efelitos aleaté6rios” nos dados (Clayton, 1978;
Cox e Oakes, 1984).

Como ilustragdo, o seguinte exemple ¢ considerado:
Suponha-se que (X,Y) uma variavel bivariada com as distribuigdes
marginais X -~ Exp(hi) e Y ~ Exp(th A funcdc de sobrevivéncia do
modelo de Clayton-Oakes ¢ dada por

S(x,y) = (exp[hl[e-l)x] + exp[hale—lly] —1)-1/(9-1] (5.3)
e a fungdo densidade conjunta dada por
A - : )
fix,y) = _ ® 112 exp({e 1) (A1x +AEY){2+L49‘1)} (5.4)
(exp[ﬂl(e-l)x] + exp[hz(e—l)y] *1)
Portanto, as fungdes Aa ¢ Ab sdo respectivamente:
Aa = AlxIY=y) = f(x,y) / (-8S(x,y}/8y) =
8 A expla (8-1) x
- ! ( ! ) ) (5.5)
(exp[hl(ﬁ—llx] + exp[hz{e-l)y] —1)
e Ab = Alx1Y>y) = (-8S(x,y)/8x) / S(x,y) =
A exp(a (8-1) x
= ! ! ) (5.8)

(exp[a (6-1)x] + exp[r (6-1)y] -1)

Inferéncias concernentes a estimagfo e testes de hip6teses sobre os
parametros podem ser feitas para verificar a independéncia (Ho: 8 = 1}
ou, a igualdade das distribuic¢des marginais (Ho: Ai = AZL

Na aplicagdoc numérica apresentada por Huster et al. (1983),
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um grupe de pacientes com retinopatia diabética foi selecionado para a
anilise. Em cada paciente, um olho fol escolhide ac acaso para receber
um tratamento de laser fotocoagulagdo, enquanto o ocutro foi observado
sem nenhum tratamento (controle). Os tempos decorridos até a cegueira
(acuidade visual menor do que 2,5%) dos olhos foram registrados como
uma variavel bivariada (X,Y). Fol considerada também a covariavel
"Tipo de Diabete" do paciente para a anadlise.

0 modelo Clayton-Oakes conslderado para a variavel fol de
marginais Weibull com o mesmo parametro de forma {(«a) e parametros
diferentes de escala - 7, para X (tratamento) e ¥, para Y (controle).
Portanto, as fungdes de sobrevivéncia marginais {como ja visto na

sec@io 2.2 do Capitulo II) sio dadas por:

o — o ~ [ =B A1
S(x) = exp( -x 7, ) e S{y) = exp( -y ,2) (.73
e a fungdo de sobrevivéncia conjunta € expressa por
[-1/(8-1}]
_ o i-80 a 'y1-6
S(x,y) = {(exp[—x 71] ) + (exp(-y 72)) -1 }
(5.8)

O primeiro objetivo do estudo & avaliar se hia um efeito do
tratamento, o que equivale a verificar se as distribui¢fes marginais
sdo iguals, isto é, se y = v, A segunda hipétese de interesse é
verificar se héd asscclacfo entre os tempos de sobrevivéncia do olho
tratade e do olho ndo-tratado, isto é, se 8 = 1.

Re jeitando as hipéteses de independéncia e de igualdade das
marginais, a covariavel Z2 = “tipo de diabete", que foi classificado
como Jjuvenil ou adulto, ¢ incorporada no modelo da seguinte forma: 71=
exp(f'!;g] e ¥, = exp(E;E) (Aitkin & Clayton, 1980), e a fungfo de

sobrevivéncia conjunta &, portanto, dada por:

)1-8 y1-e .

[-1/(6-1}]
)

S(x,y) = {(exp[—xaexp(gig)] +(exp[—yaexp(§;§)]
(5.9)

onde §3= (BJD, 811]' J=1 2 ez= (1,z)°.
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Considerande os parlmetros « e 8 como parémetros de
perturbagfio, o efeito da covaridvel pode ser verificade de duas
formas: (1) como um efeito principal, isto ¢, considerar Bu= 621= B e
testar Ho: B = 0 vs. Hi: B8 # 0, e (2) como uma interagio com o
tratamento (marginal), isto &, estimar 811 e le e testar Ho: B =

11

521 vs. Hi: B“ ® .821. Q resultado obtido pelos autores foi de Buae

821‘* 0, portanto, conluindo-que existe uma interagéio do efeito do tipo

de diabete com o tratamento.

S5.3. MODELO EXPONENCTAL BIVARIADO INDEFPENDENTE

Nesta segfio, & apresentada a anilise de dades bivariades com
covariaveis usando o modelo exponencial bivariado Independente, a

fungdo densidade & expressa por

fix,y) = f(x)-fly) = Xl exp(—llx)-lz exp(—Azy),

i=1, ..., n. (5.10)
Seja Z o vetor ((p+lixl) de p covariaveis:

Z =2, 2, Z,...,2), com2Z =1,
~{p+1)xl o 1 2 P 0

¢ introduzido no modelo através de uma transformagédo log-linear dos

paréametros, iste é,
A} = exp(gig). (5.11)

v Boaes B L =102
Ip

onde §1= {Bio’ R i2

i1

de tal modo que a funglo densidade (5.11) pode ser escrita como
(@233)

Fix,y) = {82 exp( -x e[E;E)] . (832 exp(-y e
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= exp ((B1+B2)'z~ x 817 y etE'zg}] (5.12)

A fungdo de verossimilhanga & expressa por:

n F ¥
L(B) = exp { T (Br+B2)z - x| e!BiZ)- Y, englj)}, (5.13)
i=1
e logl(B) = } ( (§1+§2)§‘ - X, e(E;ﬁ)— Y, e(B'Zl)) (5.14}
1=1

onde (§1+§2) Ei = (810+820) * [811+B21)zll et (Blp+B2P)21P' ©
Bz, = By * B2, *BZ,d=1h 2 ei=1...,mn

Serd considerada apenas uma covariavel nesta dissertacgio,
comoe ilustragio , isto &, z = {1, z). Nesse caso particular de uma
covaridvel, a funcBo de vercssimilhanga dos parémetros E = (g1, B2) =

((310,81 ] ,(.820,821) ) é expressa da seguinte forma:

L(B) = exp {n BlO+ n IB20+ (B * BZI) ;21

b 11
i=1
n n
-lgl[ x exp(8 + B z ) % [ yexp(B + 62121)]}'
(5.15)
As derivadas com relagio aos parémetros sfo dadas por:
n
6IogL(§]/6.Bm =n - 1)=:lleex1:3{;8w+ Buzi] (5.18)
1]
BlogL[QJ/aﬁzo =n - 1)z:jlyiexp{.ﬁ'zo+ 32121) (5.17)
n n
c':‘li:agL(g]/t';',Ei11 = Ezl - ¥ X, Z, exp(Blo+ B“zi) (5.18)
i=1 i=1
BlogL(§]/3321 = ):2l - Yy zlexp(B +8_2) (5.19)



3210gL(§)/ano =- ¥ xiexp(Bloi- Buzi) {5.20)
1=1

6210gL(§)/8820 =- LyexplB, +B,2) (5.21)
1=1

2 2 - 2

°1ogL(B)/oB. = T x z° exp(B,* B, z) (5.22)
1=1

2 2 i 2

a logL(Q)/BB21 = ¥ Y, 2, exp(Bao'P 32121} {5.23)
1=1

2 n

a IogL(g}/BBmaBu = - Elxl z, exp(810+ B“zi) (5.24)

3 o n

8 IogL(g}/aBmale = i)=:1yi z, exp(BzO+ ﬁalzl] (5.25)

Come as distribuicdes marginals X e Y si3o independentes, as
derivadas azjogug)/a,swagzo. 8210gL(§)/6f3106.821, azjogug)/asnaszo,
e 821cnrgL(Ali})/rﬂ;‘.?l16‘.6'2I sdo iguais a zero.

0 primeiro aspecto de interesse na analise de dados com
covariaveis ¢é verificar a existéncia do efeito da covariivel nas
fungdes riscos das distribuigdes marginais. Isto pode ser realizado

através do teste da hipotese Ho: @ = B,= 0. vs Hu B,, e/ou B * 0.

Sob o Ho, a fungfo de verossimilhanca & dada por

n n
L(B) = exp {n Bm+ n 320-15 [xlexp(Bio)] _;Ei [ylexp(Bzo)]}.
(5.28)

portanto, os estimadores de méxima verossimilhanca de Bm e Bzo s3o,

n n
respectivamente, log(n/ Exl} e log(n/ ):yl).
i=1 1=1
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Sob Ho, a estatistica -2logA possui uma distribuigéo
assintética qui-quadrade com 2 graus de liberdade. A hipdtese Ho &

rejelitada, portanto, ao nivel « se -2logA > x: o onde

A = 10 29 (5.27)

com L(Em,ﬁzo} é dada por (5.26)}, substituindo os paréimetros ,810 e Bzo
pelas suas estimativas, B:o e 320, e L(Blo’Bzo“Bu’le) dada por
(5.15), também com os parametros cubstituidos pelas respectivas

estimativas.

Caso exista efeito da covariavel nas fungdes riscos
marginais (Ho rejeitada), pode ser realizado um teste de igualdade
desses efeitos, isto &, testar Ho: Buz 821 = B1 vs.. Hi: Bn= le. Scb
a hipétese nula Ho, a fungBo de maxima verossimilhanga (5.15) ¢é

escrita como

n n
LB) = exp {n Bt D Byt 28, Zzl 2 [ xiEXp{B1o+ 6121}]
1=1 1=1

- T [vexp(B, 3121)]}' . (5.28)

1=1

Para encontrar as estimativas dos parametros, usam-se as fungdes

e5Ccores:
n
alogL{g]/aﬁm =n - ):exp(ﬁlo'r 6121) (5.29)
1=1 '
alogL(,g)/aBzo =n - }:exp[Bzo+ Blzi) {5.30)
1=1
n n

ale:agL(E)/é’;B1 =27 z - ¥ [xlzlexp(Bloir '3121)]
i=1 = 1=l

—1)51 [yizlexp(820+ 3121)] (5.31)
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e as derivadas segundas com relaclo aos parametros, para construir a

matriz de Informagéaoc:

n
8°10gL(B)/8°B = ~ Lexpl(B + Bz) (5.32)
1=1
8°logL(B) /88, = - L exp(B, + Bz ) (5.33)
i=1
2 2 n 2
d“logl(B)/a 81 =-3 [:-cizle:)q:!(pli1 )] Z [y z exp(,B o B z )]
1=1
(5.34)
11
azlcmﬂ,(g]/aﬁloaﬁl = Z [x z exp[B 3121)] (5.35)
6210gL(§)/8820631 = - Z [y z exp[B 8121)] (5.36)

A hipétese de igualdade dos parémetros ,8“ e ‘321 é rejeitada

ao nivel a quando -2logh > xf o onde

A= t (5.37)

onde L(B'lo.:ézo,él) ¢ dada por (5.28), substituindo os parémetros 610’

B e B, pelas suas estimativas, B . B, € B, e L{Bm’Bzo'Bu’lel

10
dada por (5.15), avaliada no ponto [Bm, 820. 611’ Bal}'

20

O programa COVEXP.PRG, apresentado no APENDICE 4, calcula as
estimativas dos parémetros nos trés casos da distribuigfic exponencial
independente: (1) sem nenhuma restrigido dos parametros, (2) sob Ho:
B = B . =0 e (3) sob Ho: Bu= 321= Bx; e realiza testes da ;‘az&o de

11 21
verossimilhanga para testar as hipéteses nulas citadas acima.
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5.4, MODELO EXPONENCIAL BIVARIADO DE BLOCK-BASU

Como Jja fol visto no Capitule III, a fungdo densidade da
distribuigdo de Block-Basu & dada por {3.1):

[ hlh( hz * A12)

——exp[—hlx—{hz+h12)y ], sex<y

al ¥ AZ

{x,y)=-
AAGA + >t12)
—exp[—(11+112]x -AY ] . sex>y

A+ A
1 2

A utilizacio de covariaveis no modelo paraméirico bivariado
de Block-Basu se restringe ao estudo de Basu & Ebrahime (1987), que
consideram testes acelerados com modelo de poténcia associado aos

parametros da distribuigfio de Block-Basu.

Aqui, os parametros ?\1, ?\2 e h12 seréo expressos em fungio

da covariavel através do modelo log-linear:
A = exp{@lg), ?\2 = exp{gzg) e ?112 = exp(ﬁag), (5.38)

1

onde B = (B, B ) J=1 2, 3 ez= (1, z)".

A fungdo densidade serd expressa, portante, por

fxy) = {expféif) (exp(B]2) +exp(giz) +exp(Biz)) (exp(g]2)
* exp(@‘af))} (exp(B]z) +exp(By2)) exp{-(exp(ff;%))x

- (exptg:?g) +exp[§’3§])y }. se x< y.
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) {exv@;&) (exp(8]z) +exp(Biz) +exp(8,2)) (exp(Biz)
) ) R T .
+exp(§35))} (exp(B;2) +exp(§2§)) exp{-(exp{glg)

+exp(§;§)] x - exp(B’z)y }. se x> vy, (5.39)

onde Bz = + z, j=1, 2, 3.
Biz=8 +B 2z

A fung@io de verossimilhanga dos parametros g = {Ei' Ea’ §3) = ((Bw,

Bl s (B B (B, .831]’] é expressa por:

L(g) = n{[exp{sz_) +exp(glz ) +exp(B;zi}) (exp(,B;zi) +exp(B;zi))}
- g=1 L o e T T mer
n
{exp(B‘z} (exp(gégl} +exp(§‘3§1})} n {exp(gégl)

~1~1
i=r+1

s |

=

1=1

(exp(g;gi] +exp(§’3§i})} exp{ia[ —exp(gigi} X, '(EXP(%El}

n
+exp{§;glJ)yi]} exp{ ) [—(exp(@igi) +¢=::n:p(§"3§13.']:-<1

I=r+1
—exp(gégi)yi]} (5.40)

onde xi< yl, para i =1,..., r e x1>yi, para i =r+l,..., n.

A significéncia do efeito da covarié.vel 2 ¢ testada através

do teste Ho: Bu= 821 = ,831 = 0 vs. Hi: B“, 321 ou Bmae 0. Sob o Ho,

a funcdo de verossimilhanca & dada por
L(g} = {(exp(Bm) + exp(B, ) + exp(Bm)) (exp(Bm) + exp(Bzo})}n
r
{exp(Bm) (exp(Bzo) + exp(63o)] } {exP(Bm) (exp(ﬂm)

1(n-r) d
+ exp[Bsol]} exp{ T -exp(B )x, —(exp(Bzo) +exp{830)]yi]}

i=1

1=r+l

. exp{ ) [—(exp(Blo} +exp(830)] X, —exp(Bm} yl]}
- ' (5.41)
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As estimatlvas sdo calculadas através do processo iterativo
Newton-Raphson, usando as derivadas numéricas ao invés de derivadas
analiticas, pois as expressdes das derivadas sfo bastante complexas.

Observe-se que a fungdo (5.40) é exatamente a fungdo de
verossimilhanga da distribuigfo de Block-Basu apresentada no Capitulo
11T (3.31), com os parametros Ai = exp(Bm}, i=1, 2 e Alz = exp(BaD).
A propriedade de invariancia do estimador de maxima verossimilhanga,
apresentada na segfo 2.5 do Capitulo II, assegura que o logaritmo dos
estimadores que maximizam a fungio de verossimilhanga (3.31) sho
exatamente os estimadores que maximizam a fungadc (5.40). Por exemplo,

o logaritmo da estimativa de h12’ log(ilz), ¢ igual a estimativa de

B

30
Sob Ho, a estatistica da razdoc de verossimilhanga -Z2loghA

possul distribuicie assintética qui-quadrade com 3 graus de liberdade.

Portante, a hipbétese Ho & rejeitada ao nivel o« se -2logh > xi o onde
2 L}

Xa o é¢ o valor da distribuigio de qui-quadrade com 3 graus de

liberdade ne ponto 1-100a % de probabilidade e

A = L(BYV/L(BY,

com L(é) = L(Elo'ézo’éao)’ a fungdo de verossimilhanga sob Ho dada por

(5.37), calculada no ponto [ﬁm"ézo'éao}' e L[:@) = ‘I‘{Bm’lézo'gu’ém’

330,331) dada por (5.38), também com os parametros substituides pelas

respectivas estimativas.

Un outro aspecto de interesse é verificar se a covariavel 2
possui o mesmo efeito nas distribuicgdes marginals de X e Y. Para isso,

a hipétese Ho: Bn: Bal= B1 ¢ testada contra Bnt 321. Cbserva-se que,

neste c¢aso, o parametro ,‘331 & considerado come um pardmetro de
perturbacao, Jja que o valor dele ndo causa nenhuma diferenga no efeito

de 2 nas marginals. Sob Ho, a fungéo de verossimilhanga ¢ dada por

n
L(g) = "{(exp(Bm-l- 8121) +exp(820+ .8121] +exp(§;§l]] (exp(Blo+ ‘8121)
1=1
fexP(Bzoq' 3121})} l[Ii{exP(Blo+ Blzl] (e:'q){‘ﬂao+ Blzi) +exp(§;§i)]}
n ) r
M {exp(ﬁzo+ 6121) (exp(ﬂm+ Blzi)+exp(1§‘3§1}]} exp{ ¥ [—exp(Blo

t=r+l 1=1
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. n
* B121) xi —(exP(Bao+ 3121) +exp(§;51)] yl]}-exp{ L [ _(exP(Blo

i1=r=+1

+ 8121] +e->-c1:o[§;§1)]:n(l -exp(Bzo+ 3121)y1]} (5.42)

As estimativas dos parimetros sioc calculadas através do
processe iterativo de Newton-Raphson, usande derivadas numéricas de
logl com relagdo aos parametros.

A hipétese de igualdade de parametros 311 e 821 €& rejeitada

ac nivel a se -2logA > x? o onde

A = L(B)/L(B),

com L(B) = Lfﬁlo» By By By . P S
parametros pelas suas estimativas, e L(g) = L(B .8, .8 .B,,8_ ,8 )

. 331) dada por (5.41)}, substituindo os

dada por (5.39), também com os parametros substituidos pelas

respectivas estimativas.

EXEMPLO NUMERICO

Para ilustrar a metodologia apresentada nesta segio, 2
considerado o conjunto de dados utilizado no exempleo 3.3 do Capitulo
Il e, é incorporada uma covaridvel Z de duas categorias, assumindo
valores -1 e 1 através de um processo aleatério. 0 valor " 1 ' :é
atribuido com uma probabilidade malor para os pares (xi,yl) quando x>
y, eo valor * -1 ' com uma probabilidade malor para os pares [xl,yi)
quando xi< Y- 0 conjunte de dados e o programa computacional
utilizado COVBB.PRG, estdo apresentados nos APENDICE 3 e 4,
respectivamente, desta dissertagio.

As fungles de sobrevivéncia marginais de X e Y sio
primeiramente est imadas usando o nétodo ndo~paramétrico de
Kaplan-Meler para cada categoria de Z, e sioc apresentadas nos graficos

5.1 e 5.2 a seguir.
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Os parametros do modelo de Bleock-Basu sem nenhuma restrigéao
(modelo [1)) séo (810,320,830,311.321,831), os parametros sob Hou:
B“‘—' 0, 1 =1, 2, 3 (modele {2]} sdo (810.820,830) e, os parimetros
sob Hoz: '311= 821= Bl (modelo [31) séo {Blo. Bzo’ 830, 531. 31)' As
estimativas dos parametros, para cada modelo citado acima, e seus
respectivos desvios padrdes, calculados através da raiz quadrada de
vetor diagonal da inversa da matriz de informagio observada, s&o

apresentados na Tabela 5.1 abalxo:

TABELA S5.1. Estimativas dos parametros calculadas pelo método de ma-
xima verossimilhanga.

Modelo Blo 820 B

B B B logL

30 11 21 31

(1] -1, 168 -1,592 -0,187 -0,421 00,6444 0,144 -222,155
(,647) {,693) (,249) (,646) (,593) (,150)

(2] -0,833 -1,012 -0,8636 - - - - -230,613
(,321) {,355) (,390)

[3] -0,534 -1,001 -0,631 0,182 -0,039 -223,8956
(,335) (,364) (,439) (,333) {,438)

Obs. o5 valores entre parénteses sdo 0s desvios padroes.

As estatisticas para testar as hipéteses do modelo [2] e [3]

sio 16,916 »> ;.f; e 15,484 »> x? , respectivamente. Portanto

,0.05 ,0.05

as hipdéteses de Hoa: Bil =0, i =1, 2, 3, e Hoa: Bl1 = le = 81 s80
ambas rejeitadas, o que indica a existéncia de interagioc de efeito da
covaridvel com as marginais, o gque pode ser observada também nos

graficos 5.1 e 5.2,

S.5. MODELO EXPONENCIAL BIVARIADA DE SARKAR

A utilizaglc de covaridveis no modelo de Sarkar ainda nio &
conhecida na literatura de estatistica. Nesta segio, é considerada a

variavel aleatéria bivariada (X,Y) - ACBVEs(Al, Az. AlZL com Al>0.
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A2>0. e 3\1220. Os parametros hl, Az

covariavel Z através de modelo log-linear e s&o expressos da seguinte

e 70.12 sfo relacionados com uma

forma:
h1 = exp(ﬁlg). A = exp[gag) e hlz = explggg). (5.43)

onde EJ = (BJO' le]" J=12 3 ez = (1, z)’.

A fungio de densidade é dada por

£(x,y) = exp(g;2z) (exptg;g] + exp(Bz) + exp(ﬁ;g)]/(exp[;?;g)
+ exp(@ég))z exp{ —e-xp(@ig)x - {exp(gég) + exp(@’sgi]]y }
' { [exp(B;2) + exp(g,2)] [exp(B z) +exp(B;2)] -exp(B;z)
. (exp(@ig} + exp(é‘;g] + exp(g’:;gl)-exp(—exp(gig]y] }

[4(exp(8;2)%)]7 [4(exptp;2)y)] 1Y) se 0 <x<y

= exp{gég) (exp(@if) + exp(ﬁ;g] + exp[@ég)]/(exp(@ig)

+ exp(ﬁég))z exp{ - exp(gég)y - [exp(§;§)+ exp(!};g]]x }
. {[exp(@'lg} + exp(@ég)] [eXp(Q;E} + EXP(Q;E)] -exp(g;g]
. (exp(ﬁig} + exp(g;g) + exp(@ég)) exp(—exp(@ég}x) }

. [A(exp(gég)y)]v [A(exp[E;E)x)]_(“ﬂ se 0 <y < x
(5.44)

onde y = exp(g'ag)/(exp(g‘;gh exp(g‘zg)) e Al(s) = 1- exp(-s) para s>0.

A fungio de verossimilhanca dos par&metros g = (gi, B, B) = ((Blo’

Beo)" (Bzo' 621)’. (330. Bal)’) ¢ expressa por:

r n n 3 2
L(B) = exp( T Bz *+ I 5‘51) ﬂ{ ¥ exp[@}gll/( L exp(é‘}%l))z}
= I= J:‘[

i i=r+1 1=1 1
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n r
expl- T (expl8z,) %, + explBz,) v, ) - T (exp(g5z,) v,)
VY =1 t=1

n 3
-3 (exp(gagl)xi)} Rl 1{[Zexp(8 )] [j}_:zexplgigl)]

i=r+1 =1
3
entggz,) (T ewelgs,)) op(orieiz,) v) )
=1
n

2
1l { (,§1EXP(E;E‘)] [exp(@igi) + exp(giz ) i ~exp(B/z )

1=r+1

3
(): exp{g;gl)) exp(—exp(gégl) xl] }

J=1
i . 4 , -{1+7)
1H1 { (exp(glgi):uci]1 -[A(exp[@igi}yi)] }
no . 7 . -(1+7}
1=[.]+1 [A(exp(f}zgi)yi)] [A(exp(gagi}xi)] , (5. 45)
ondexi< y1 pri=1, ...,r‘ex1>ylp/i=r‘+1, ce., I

As estimativas de méxima verossimilhanga des parametros podem ser
calculadas através do processc iterative utilizando as primeiras e
segundas derivadas numéricas.

Para avaliar a significéncia do efeito da covarisvel Z, o

teste Ho: Bu= le = Ba: = 0 vs. Hi1: 811' {321 ou .831= 0 é& realizado.

Sob He, a fungioe de verossimilhanga (5.44) é expressa por:

xp[B ) }n

(exp(B ) y]

2
L(g) =exp(r B+ (nr) B, ) {E exp(f o (L
J=1 =1

r

E

n
-exp{— Y (exp(Bw) x o+ exp(Bzo] )
i=1

) (exP(B;ao]x;)} ll{I:Eexpl';ﬁm)] [):exp(B )] -exp(B, )

i=r+l

3 n 2
(L exp(8,)) exp(-exp(ﬁmJ.vl)} m { ( T exp(a,))

3=1 1=r+1 j=1

3
*[exp{Blo) +exp[830)] -exp(8, ) (j?lexp(ﬂjol) exp(-exp[BZO)xl]}

123



- -(1+y)
1 {(eets, 5 )1 - Dornia, )1 ")

n
m {[A(eXP‘Bao)Y,)]VI [4{exptB,,)x%,)] (IW)}, (5.46)
i=r+1
onde x1< Y, para i=l,..., r e x1>y1' para i =r+i,..., n

Observa-se que a fungfo (5.46) ¢ a funglo de verossimilhanga
da distribuicio de Sarkar, dada no Capitulo III (4.10), com os
parametros }’ti = exp(Bw), i=1, 2 e 112 = exp(Bao) e sem usar a
transformagéc de X e Y. Novamente, os logaritmos das estimativas

encontradas através da fungioc de verossimilhanga dada por (4.10) ix'

a~

ia e AM sfo as estimativas dos parametros de (5.46}.
Scb Ho, a estatistica da razfic de verossimilhanga -2logA
possui distribuigfio assintética qui-quadrado com 3 graus de liberdade.

Portanto a hipdétese Ho é rejeitada a nivel o se e somente se -2logh >
2

i onde
»

X
A = LBI/L(BY,

com L(:.é) = L(Em’ézo'éao)’ a fung@o de verossimilhan¢a sob Ho dada por

(5.48), calculada no ponto {Em,ﬁm.ﬁgol, e L(B) = L(Bm’ézo’éu’ﬁza’

330,331] a funcgdo de verossimilhanca dada por (5.45) e calculada no

ponto é

Para verificar se a covariavel Z possui o mesmo efeito nas
11 '821= 81 €
testada contra Bu# 321. Sob Ho, a fungfo de verossimilhanga ¢ dada

distribuicdes marginais de X e Y, a hipotese Ho: B

por

r n n
L(B) = exp{ [ (B, *8z)+ L (320,*5,21)) m {(ethﬁao+ﬁ1zi)
121

i=1 i=r+1

+ exp(B, +B.Z ) + exptgégl))/(exp(ﬁmmlzi)i- eXp(320+ﬁng))2}

e~

-exp{— T [e:xp(Bmh‘Ellzll}:-cl + exP(Bzo+Bizi}y1) -
1

| =

(exp(Biz ) v))

i=1

n r
-7 (exp(ﬁégi)xi)} lni{(f:}(p{BmﬂE}Izi) +exp{320+§lzi)]

1=r+1
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'(exP{Bzo+Blzi] * exp(gggl)]—exp(ﬂzo+ﬁizi) (eXP(ﬁlo+B1zl)

+ exp(Bzo+sizl)+ exp(g'agl))ex;:(—exp(ﬂw-rﬁlzl} yl) }

m { (exp(Bw*'Bizi) + exp(Bao*‘BiZl)] (EXP(310+3121)

i=r+l
¥ exp(g’agi}) —exp(Blo+Blzi} (exp(810+6121) ! exp(Bzo+Bizi]

T

+ exp(Blz )) exp(-exp(B, +Rz ) %) } | {[ Alexp(B

i=1

-(1+)) O
¢ Bz )] e, r,z)v)1 ) 1 {(atent,,

i=r+1
¥ ~(1+y)
+ Bizi)yi)] [A(exp{Bzo+Blzi)xi)] }, (5.47}
ondexi<y1p/i=1,...,r‘exi> Y, p/ 1 = r+1, ..., n.

As estimativas dos parametros sfo calculadas através do
processe iterativo de Newton-Raphson, usande derivadas numéricas de
logl com relagdo mos parametros.

A hipbétese de Igualdade de paréametros 811 e 321 é rejeitada

ao nivel a se -2iogh > x':' o onde

A = L(B)/L(B),

com L(B} = L{Bw’ 320* Bl’- 830 1 n s o s A oa
(5.47) e avaliada no ponto B, e L(B) = L(B .B, .8, .B,.B,.B,) ¢ o

alor da fungéo dada por (5.45), calculada no ponte B.

, 331) ¢ o valor a fungdoc dada por

EXEMPLO NUMERICO

Para llustrar a metodologia apresentada nesta segfo, €
considerado o conjunto de dados utilizado no exemplo 4.2 do Capitulo
IV e, com a incorporagdc da covariavel Z. Utllizou-se o mesmo
procedimento do exemplo da secdo anterior, porém atribuindo o valor Z
= -1 com uma probabllidade malor para os pares {xi, yi), quando x>
yl, e Z = 1 com uma probabilidade maior para os pares (xi, yl), quando
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X <

Probabilidade de Sobrevivéncia

Probabilidade de Sobreviv®ncia

yI . Novame

nte, as curvas de sobrevivéncia de Kaplan-Meier das

marginais de X e Y s8c calculadas para cada categoria de 2, e séo
apresentadas nos graficos 5.3 e 5.4 abaixo,
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GRAFICO 5.4. - Curvas de Kaplan-Meler das Marginais de X e Y, Z2 = 1.
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Os parametros do modelo de Sarkar sem nenhuma restricdo (modelo [1])
séo (810’820’830"811
2, 3 (modelo [2]) s&o {310,820.830) e, os parémetros sob Hoz: B = B

11 21
8 (modelo ([3]) sdo (310,320,830. 831'B1J‘ As estimativas dos

, 321,331), os pardmetros sob Ho:: Bn= 0, 1 =1,

i

parémetros para cada modelo citado acima e seus respectivos desvios

padrées sio apresentados na Tabela 5.2 a seguir.

TABELA 5.2 Estimativas dos parametros calculadas pelo método de ma-
xXima verossimilhanga.

Modelo 81 o Bao g

30 11 821

a1 _1 oglL

-0,995 -1,724 -1,406 0,434 -0,914 0,232 ~Z85,450

(11 ("les)  (,222) (,188) (.185) (.222) (. 186)

(2] -0,843 -1,548 -1,543 - - - -305. 307
(,134) {,164) (,185)

(3] -0,832 -1,578 -1,588 0,013 0,1518 -304,767
(,135) (,191) (,180) (,125) (,178}

Obs. os valores entre parénteses sfo os desvios padres.

As estatisticas para testar as hipéteses do modele [2] e [3]
N 2 2
sfio 39,714 >> xa,o.or; e 38,634 > 21,0.05'

as hipdéteses de Ho: B“ =0, 1 =1, 2, 3, e Ho 811 = 321 = Bl sS40

ambas rejeitadas, ¢ que indica a existéncia de interagiic de efeito da

respectivamente. 'Portanto

covariavel com as marginais, o que pode ser visto também através dos
grafiicos 5.3 e 5.4,

0 programa COVSARK.PRG escrito no médule IML de SAS,
apresentado no APENDICE 4, calcula as estimativas e os desvios padrées
dos parametros sob os trés modelos citados acima, assim como também

realiza os testes das hipdteses Hoi1 e Hoa.



CAPITULO Vi

ILUSTRAGAD NUMERICA

6.1. INTRODUGAQ

"Com a finalidade de Iilustrar os métodos estudados nos
capitulos anteriores, ¢ realizada, neste capitule, uma aplicagio
numérica a um conjunto de dados de sobrevivéncia pareados extraidos de
PNAD-1984 (Pesquisa Nacional por Amostra de Domicilios) da Regido de
Sdo Paulo. Este arquive consiste em 202 observagdes Dbivariadas
completas (X, Y), onde X & o tempo de duragio da primeira unido das
mulheres que tiveram pelo menos duas unides terminadas, € Y o tempo de
duragéo da segunda unido destas mesmas muiheres,

Na segio 6.2 é& feita uma anilise estatistica descritiva dos
dados. Uma discussdo sobre a adequagfo dos modelos de Block-Basu e de
Sarkar ¢é apresentada na segdo 6.3. Inferéncias concernentes aos
parimetros (estimagfo e testes das hipéteses de independéncia entre X
e Y e de igualdade das distribuigSes marginais de X e Y], considerando
as distribui¢gdes de Block-Basu e de Sarkar como distribuigfes basicas
conjuntas dos dados, s8c realizados nas seges 6.4 e 6.5,
respectivamente. Na se¢do 6.6 & apresentada uma andlise dos dados
incorporando covariaveis e, na segdo 6.7 sdo apresentadas algumas

conclusdes sobre os resultados obtidos,
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6.2. ANALISE DESCRITIVA
Fol realizada inicialmente uma analise exploratéria dos

dados calculando algumas estatisticas descritivas basicas. As duragdes

das unides foram medidas em meses,

TABELA 6.1 — Estatisticas Basicas dos Dados

1a. unido 2a. undo

N 202 202
Média 75,3 78,7
Desvio Padrio 61,2 64,9
Coef. de Variacgéo 0,81 0,82
Minimo 1 2

lo. quartil 24 25
Mediana 57 | 60

Jo. guartil 114 120
Maximo 300 288

Graf'icos de Box-Plot e de Ramo e Folhas foram feitos para
a duragéo de cada unifo.

P

L]
L]
1

1a. unifo 2a. unifo

GRAFICO 6.1 - Box-Plot
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Nos dois grupos, os tempos de duragio dos casamentos
revelaramn uma assimetria anéloga, com um comportamento de
exponencialidade, indicando possivel ajuste de distibuigdo exponencial

aos dados.
Curvas de sobrevivéncia S(t) de Kapian-Meier sdo feitas com

o fim de obter uma visdo prévia do comportamento das marginais (la.

unido e Za. unido).
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GRAFICO 6.3 - Curvas de Sobrevivéncia das Unides.
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0 teste qui-quadrado € realizado para verificar se o
parametro de forma de Weibull (y) é igual a um (o que implica na
exponencialidade dos dados} para a primeira unido (X), a segunda unifo
(Y) e a variavel Z = min(X,Y), usando o médulo PROC LIFEREG do SAS. A
hipétese de y=] é rejeitada nos trés casos e os parametros estimados
sdo 0,8193, 0,8803 e 0,8394, respectivamente.

6.3. ADEQUACAO DOS MODELOS

Através das estatisticas basicas, dos graficos de box-plot e
dos diagramas de Ramo e Folhas apresentados na segio 6.2, os dados das
marginais de X (la. unido} e de Y {2a. unido} parecem comporiar deé uma
forma exponencial. No teste de exponencialidade das marginais, apesar
de ter sido rejeitada a hipétese do pardmetro de forma da distribuigdo
Weibull ser igual a um, os parémetros estimados sdo préximos de um, ©
que indica uma possivel distribuigio exponencial ou uma exponencial
ponderada. Como a probabilidade dos tempos de duragdo das unides serem
iguais pode ser considerada zero, as distribuigdes exponenciais
bivariadas absolutamente continuas de Block-Basu e de Sarkar sao
propostas para o ajuste dos dados.

Considerando ¢ modelo de Block-Basu, com os parametros Al =
0,0096, Az = 0,009 e ;\12 = 0,0051l. e A = h1+ Az+ hlz estimados pelo
método de maxima verossimilhanga, as seguintes hipdteses ndo sio
rejeitadas pelos testes qui-quadrado:

(1) As marginais X e Y possuem distribuigdes de médias poaderadas
de exponenciais dadas por (3.3) da segdo 3.1, com parametros
hl + .112 e Az + 2\12, respectivamente;

(2 A variavel Z = min(X,Y) possui uma distribuigio exponencial
COM parametro A;

(3) a varidvel V = X - Y possui a distribuicio F(v} conforme item
5 da sec¢dio 3.2, com oS parametros ?xl, hz e Rlz;

(4} o coeficiente de correlagio de postos de Spearman verificou
que Z e V sfo nido-correlacionados,

o que indica a adequagdo do modelo.
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Para o modelo de Sarkar, os parametros estimados foram ?‘1 =
0,0118, hz = 0,0113 e sz = 0,0015. Os testes qui-quadrado de

aderéncia tambéin nio rejeitaram as seguintes hipbteses:

(1) As marginais X e Y possuem distribui¢des exponenciais com
parameiros ?0.1 + ?\12 e 7\2 + h:z‘ respectivamente;

{2) Z = min(X,Y) ~ Exp(A);

(3) U=X -Y + kiX,Y) possui a distribuigdo dada no Tecrema 4.1
da secio 4.1 (pag. 85) com os parametros calculados através
do método de maAxima verossimilhanga;

{4) o coeficiente de correlagio de Spearman indicou a
ndo-correjacdo entre Z e U,

0 que também indica a adequagdo do modelo.

6.4. ANALISE DOS DADOS USANDO A DISTRIBUIGAO DE BLOCK-BASU

A estimagdo dos parameiros e testes de hipSteses de
independéncia entre X e Y e de igualdade das distribuigGes marginais
de X e Y sio realizados nesta secdo, considerando a distribuicdo de
Block-Basu como a distribuigdo basica conjunta dos tempos de duragdo

das unides.

Caso 1: Utilizando a transformacgiec T = Y/ X -dada na segio 3.3 do
Capitule Iil. A tabela abaixo apresenta os resultados da
estimagdo e dos testes de independéncia (Ho: Elz= Q) e de
igualdade das distribuicdes de X e Y (Ho: € = 1). O programa
computacional GROSS.PRG apresentado no APENDICE 4 & utilizado

para os ciéleulos,



TABELA 6.2 - Estimativas dos parametros e testes de hiptteses usando a
transformagdo T = Y/X.

-~

Modelo £ 212 logl R.V.
Irrestrito 1,0278 1, 0546 -361, 3420
(,1392)a (,7512})a
Ho: € =0 1,0415 _ -364, 3892 6, 0459
(,1219)a (,0139)s
Ho: € = 1 _ 1, 0501 -361, 3626 0,0409
(,7463)a {,8398)p

a: desvio padrac da estimativa do parametro.
b: P_value do teste da razfio de verogsimilhanga.

Através dos valores de P_value das estatisticas, pode-se
concluir que a hipétese de igualdade das distribuigdes marginais ndo é
rejeitada, e a hipétese de independéncia das marginais & rejeitada
para o nivel de significancia a = 0,0139. Portanto, pode-se dizer que
as duragdes da primeira e segunda wunidc da mulher ndo s#o

independentes porém sfio igualmente distribuidas.

Caso 2: Neste casio sio considerades os dades sem nenhuma transformagéo
de X e ¥, e 0 modelo utilizado para a analise & o modelo de
Block-Basu dado por (3.1). 0Os resultados da estimagio dos
parémetros e dos tiestes assintoticos de independéncia (Ho:
11£= 0) e de igualdade das marginais {Ho: & = 0), calculados
pelo programa computacional! BLOCK.PRG (APENDICE 4), sé&o

apresentados nas Tabelas 6.3 e 6.4 a seguir.

TABELA 6.3 - Estimativas dos parametros da distribuig@o de Block-Basu.

Hodelo A A & | logL
1 12

Irrestrito 0, 0096 0, 0051 g, 0006 -2157,0333
(,0020) (,0028) (,0011)

Ho:112= 0 0,0133 _ 0, 00086 -2158, 9560
(,0008) (,0013)

Ho:8 =0 0,0093 0,0051 _ -2157, 1613
(,0019} (,0026)

Obs. os valores entre parénteses sdo os desvios padrdes.
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TABELA 6.4 - Testes assintdticos da razdo de verossimilhanca, de Rao e
de Wald, para verificar a Indenpendéncla e a igualdade de
duracée das unlfes,

Teste de Independéncia Teste de Igualdade
Teste R.V. Rao Wald R.V, Rao Wald
Estatist. 3,8654 3,8533 3,B186 0, 2560 0,2577 0, 2566
P_value 0,0493 0, 0486 G, 0507 06,6129 0,8117 0,6125

Pode-se observar que os resultados obtidos s&o semelhantes
aos resultados do caso anterlor. Os P_values das estatistlcas indicam
que as duragdes das unides ndo sdo Iindependentes porém igualmente
distribuidas. Este resultado € concordante nos trés testes, e as
estatisticas também sio préximas.

Considerando a distribuigic de Block-Basu como a
distribuigio basica cdn,junta. as fungdes de sobrevivéncia marginals

das unides calculadas, usando os parémetros estimades sob o modelo sem

restrigéo (7&1=0,098, 1122 0,0081 e & = 711-?&2 = 0,0008), sfo
apresentadas no Grafico 6.4 a seguir.
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GRAFICO 6.4 - Fungdes de sobrevivéncia estimadas de duragio das unides.
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6.5. ANALISE DOS DADOS USANDO A DISTRIBUI4aO DE SARKAR

Nesta seglio, sfio apresentados a estimagho dos parametros e
testes de independéncia e de igualdade das marginals, considerando a
distribulgdo de Sarkar como a distribuic@o basica conjunta dos dados.
0s resultados da estimagBio usando o método de maxima verossimilhanga e
dos testes de independéncia (Ho: A12= 0) e de igualdade das marginais
(Ho: 8 = 0) s@c dados nas Tabelas 6.5 e 6.6 a seguir. O programa

computacional usado ¢ o SARKAR.PRG, apresentado no APENDICE 4.

TABELA 6.5 ~ Estimativas dos parémetros da distribuicdo de Sarkar.

A ~ ~

Modelo }‘1 ?‘12 <] logl

Irrestrito 0,0118 0,0015 0, 0005 -33278, 388
(,0011) (,0009) (,0013)

Ho: A1£= 0 0,0133 _ 0,0008 -33279, 956
(,0010) {,0009)

Ho: =20 0,01186 0,0015 -33278, 479

(,0010) (,0013)

Obs. os valores entre parénteses sfo os desvios padrles.

TABELA 6.6 - Testes assintdticos da razdo de verossimilhanca, de Rao e
de Wald, para verificar a indenpendéncia e a igualdade de
duracfo das unides

Teste de Independéncia Teste de Igualdade
Teste R.V. Rao Wald R.V. Rao Wald
Estatist. 3,1573 2,8491 2,7418 0, 1824 0, 2066 0, 1618
P_value 0,076 0,0814 0, 0978 0, 6693 0,6494 0,6875

Os P_values dosltestes assintéticos indicam que a hipdtese
de indepedéncla das duracdes das unifies pode ser rejeitada para o
nivel de significancia a« = 0,10 e as distribuigles de duragao das
unides podem ser conslderadas iguals. Este resultado & igual nos trés
testes assintéticos.

No Grafico B.5 abalxo s&oc apresentadas as fungles de
sobrevivéncla das marginals das unides, calculadas usando os
parimetros estimados (Al = 00,0118, 112 = 00,0015, e & =11- 12 = 0,0008)
do modelo Irrestrito da Tabela 6.5,
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GRAFICO 6.5 - Fungdes de sobrevivéncia estimadas de duragfo das uni&es.

6.6. ANALISE COM PRESEN4A DE COVARIAVEIS

Nesta segfio, as estimativas dos parémetros sfo calculadas e
testes de hipbdteses s&o realizados, assuminde o modelo exponencial
bivariade lndependente, o modelo de Block—Bas_u e 0 modelo de Sarkar,
como as distribui¢Bes basicas conjuntas dos dados, utilizande os
programas computacionais COVEXP. PRG, COVEB. PRG e COVSAR. PRG
(apresentados no APENDICE 4}, respectivamente. As covariaveis
consideradas s#o: a 1ldade da mulher ao inicico da primeira uniso
(Idadel}, medida em anos, o nivel de Instrugdo da mulher (Nivel de
Instrugédo), divididos em S categorias, e, o tempo do intervale entre o
término da primeira unifoc e o inicio da segunda unizdo (Intervalo entre
as Unides), medidos em meses,

Primeiramente, & considerado o modelo bivariado exponencial
independente dado por (5.11) da segdc 5.3. Os resultades dos calculos

si0 apresentados nas Tabelas 6.7 a 7.9. 0 modelo [1] é o modelo

irrestrito, o [2] & ¢ modelo sob a hipbtese Hoi: 811 = 321 =0, e o
[3] & o modelo exponencial bivariado independente sob a hipétese Hoz:
B11 = 821 = Bl'
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TABELA 6.7 - Estimativas dos parémetros da distribuigloc exponencial
indepedente, covaridvel: Idadel.

- -

Modelo . Bw Bzo Bu le logl
[1] -4,857 -4,338 0,029 -0, 002 -2158, 097
(0, 407) (0,403) (0,022) (0,021)
[21 -4,322 -4, 366 - _ -2158, 866
(0,070) (0,070}
[3] -4, 560 -4,609 0,013 -2158,608

(0,289) (0,298) (0,019)

Obs. os valores entre parénteses s@o os desvios padrdes.

TABELA 6.8 - Estimativas dos par@metros da distribulgdc expouscuncial
independente, covariavel: Nivel de instrugio.

Modelo 810 Bzo 811 B21 fogl.
[1] -4,512 -4,512 0,047 0,036 -2156, 154
(0, 124) (0,024) {0,127) (0, 025)
[2] -4,322 -4,366 _ _ -2158, 966
{0,070) (0,070}
[3] -4, 488 -4,537 0,042 -2156, 208
(0,102) (0,102) {0,017}

Obs. os valores entre parénteses s@o os desvios padroes.

TABELA 6.9 - Estimatlivas dos parémetros da distribuigdo exponencial
independente, covariavel: Intervalo entre as unides.

Modelo B B

10 20 Bll B21 IogL
[11 -4,389 -4,431 0,021 0,020 ~2158, 100
(0,089) (0, 103) {0,021) (0,022)
[2] -4,322 ~4, 366 _ ~ -2158, 966
{0,070) (0,070)
[3] -4,388 -4,433 0,021 -2158, 100

(0,087) (0,087} (0,019)

Obs. os valores entre parénteses s&o os desvios padrdes.
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TABELA 6£.10

- Estatisticas do teste

da razfo de verossimilhanga.

Idadel Nivel Espera
Ho:811=821= 0 1,739 5,623 1,732

(0,187)a {0,018)a (0,188)a
Ho:511=821= 81 1,022 0, 108 0,000

(0,312)a (0,743)a {0,983)a

a: P_value da estatistica do teste.

Através dos resultados obtidos da Tabela B6.10 acima, pode-se

dizer que apenas a covaridvel "Nivel de Instrugio" teve efeito
significativo na duragfo das unides das mulheres e esse efeito € igual

nas duas uniodes.

No segundo caso, a distribuigfo de Block-Basu & considerada
como a distribuicgio basica conjunta dos dados e o modelo & dados por
(5.38) da segdo 5.4, 0 mesmo procedimento descrito acima para o medelo
de independéncia é realizado aqui, o mecdelo [1] & o modelc irrestrito,
B =8 =8 =0¢e 0o modelo [3] ¢ o

11 21 51
Os seguintes resultados da andlise sfo

o modelo [2] € © modelo sob Ho:

B, =B, =B,

modelo sob Ho:
21

obt idos:

TABELA 6.11 - Estimativa dos parametros.da distribuicidc de Block-Basu,

covariavel: Idadel.
Modelo s10 Bao 30 s11 _ B21 831 Togl.
[11 -85, 757 -5, 165 -3,697 0,060 0,025 -0,089 -2155, 842
(,736) {,793) (2,327) (,035) (,040) (,143)
(2] -4,652 -4,711 -5,274 - - - -2157, 033
(,213) (,219) (,505}
{31 -5, 481 -5,548 -3, 590 0,044 -0,092 -2156, 398
(,666) 000,673} (1,928) {,031) (,118)

Obs. os valores entre parénteses sio os desvios padrdes.
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TABELA 6.12 - Estimativas dos parametros da distribuicdo de Block-Basu,
covariavel: Nivel de instrucéo.

Modelo B'lo Bzo 330 Bu B21 B31 logl
[1] -4,674 -4,654 -5,854¢ -0,022 -0,033 0,164  -2152,635
(,238} (,250) (,672) (,054) (,054) ({,089)
[2] -4,652 -4,711 -5,274 - - - -2157,033
(,213) (,218) (,505)
[3] -4,621 -4,678 -5,846 -0, 028 0,164 -2152,8667

(,227) (,234) (,689) (,050) {,089)

Obs. os valores entre parénteses sdo os desvios padrdes.

TABFLA 6.13 - Estimativas dos Parémetros da Distribui¢fio de Block-Basu,
covariavel: Intervalo entre as unides.

Modelo BID Bao Bao 11 821 B31 TogL
[1] -4, 674 -4,741 -5, 441 Q,002 0, 005 0,080 -2155, 854
(,239) (,253) (1,583} (,045) (,046) (,069)
(2] -4,652 -4,711 -5,274 - - - -2157,033

(,213) (,219) (,508)

0,080 -2156,857

[3] -4,677 -4,736 -5,442 0,
4 } {,0869)

(,238) (,242) (,584)

O o
MW

Q

Obs. os valores enire parénteses sfo os desvios padroes.

TABELA B.14 - Estatisticas do teste da razfo de verossimilhanga.

Idadel Nivel Espera
H0:311=821= 531= 0 2,382 8,736 2,158

(0,497)a {0,032} a {0,540}a
Ho:811=321= 81 1,112 0,064 0, 006

(0,292)a (0,801)a (0,934)a

a; P_value da estatistica do teste.
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Os resultados da Tabela 6.14 indicam que apenas a covariavel
“Nivel de Instrucio" teve efelto significativo na duragio das unides
das mulheres e esse efelto & igual nas duas unides, colnclidindo com o
resultade do modelo exponencial bivariade independente.

Por dltimo, a distribuilgio de Sarkar ¢ considerada como a
Como ne case da distribuligéic

o modelo [2] & o

distribuicdo bésica conjunta dos dados.
de Block-Basu,

modelo sob Ho: 311 = 821 = 331 = 0 e o modelo [3) & o modelo sob Ho:

61;1 = 321

0 modelo [1] & o modelo irrestrito,

= Bt' OUs seguintes resultados da andlise s@o obtidos:

TABELA 6.15 - Estimativas dos parémetros da distribuicgdo de Sarkar,

covariavel: Idadel.
Modelo Bio Bzo 830_ B11 821 831 logl
[1] -5,221 -4,663 -3,950 0,043 0,010 -0, 1486 -2156, 388
{,537) (,585) (2,853) (,028) (,032) (,360}
{2] ~4, 437 -4,482 -5, 503 - - .- -2157, 387
(,101) {,101) (,567)
[31 -4,924 -4,975 -3,525 0,027 -0,173 -2156,919
{,414) (,420) (2,921) (,022) {,109)

Obs. os valores enire parénteses sao os desvios padrdes.

TABELA 6.18 - Estimativas dos parametros da distribuigédo de Sarkar,
covariavel:; Nivel de instrugéo.

Modelo Pio B 30 Ry By B logl
(1] -4,481 -4, 470 -7,638 0,003 -0,011 0,270 -2152,271
(,148) (,180) (,932} (,033) (,033) (,099)
[2] -4, 437 -4,482 -6, 503 - - - ~21587, 387
{,101) (,101) (,567)
[3] -4,454 -4,489 -7,638 -0, 004 0,270 -2152, 338
(.127) {.128) (.931) (,027) (,099)
Obs. os valores entre parénteses séo os desvios padrdes.
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TABELA 6.17 - Estimativas dos parametros da distribuig¢éo de Sarkar,
covariével: Intervalo entre as unides.

Modelo Bro R P B B B3 fogl.
[1] -4, 482 -4,525 -B6,744 0,01t 0,010 0,089 -2156, 346
(,131) (,133) (,664) (,029) (,031) (,085)
(2] -4,437 -4,482 -6, 503 - - - -2157, 387
(,101) (,101) {,567)
{3] -4,481 -4 526 -6,744 0,011 0,089 -2156, 348
(,120) (,120) (,B665) (,025) (,095)

Obs. os valores entre parénteses sdo os desvios padroes.

TABELA 6.18 - Estatisticas do teste da razde de verossimilhanga.

Idadel Nivel : Espera
Ho:811=821= 0 1,876 10,232 2,083

(0,599)a (0,0i7)a (0,555)a
Ho:311=321= B 0, 940 0,134 0,001

(0,332)a (0,714)a -{0,979)a

a: P_value da estatistica do teste,

Com base nos resultados dispostos na Tabela 6.18, pode-se
dizer que apenas a covariavel "Nivel de Instrugéo” teve efeito
significativo na durag@o das uniBes das mulheres e esse efeito ¢ igual
nas duas unides, concordando com os resultados do modelo independente

e de Block-Basu.

6.7. CONLUSOES

As curvas de sobrevivéncia de Kaplan-Meler das marginais
apresentadas no grafico 6.3 mostram a igualdade das distribuigdes
marginais. O mesmo fato é verificado utilizando os modelos de

Block-Basu e de Sarkar.
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0Os resultados dos testes assintéticos (Tabelas 6.2, 6.4 e
8.8) revelam evidéncias contra a hipétese de independéncia entre X e
Y, portanto a adequagdo de uso de um modelo bivariado dependente.

Para a anallise dos dados com presenga de covariavels, s#o
considerados os modelos de exponencial blvariade Independente, de
Block-Basu e de Sarkar. Os resultados sfo concordantes: apenas a
covariavel "Nivel de Instrugi@o” teve efeito significative na duragio
das unides, e esse efeltoc & 0 mesmo nas duas uniaes..

Ndo fol observada nenhuma diferenga significativa entre os
modelos de Block-Basu e de Sarkar para este conjunto de dados, este
resultade talvez possa ser expllicade pela existéncia de pequena
dependéncia entre X e Y. Portanto, neste caso particular, o modelo de
independéncia produziu resultados semelhantes.

Como Jja& fel dito iniclialmente, a aplicacZo numérica deste
conjunto de dados de PNAD tinha como o objetivo de ilustrar os métodos
descritos nos capitulos anteriores, sem intencionar a anilise completa
dos dados de PNAD. Para realizar uma andlise completa, necessita-se,
entre outras questdes, de investigagdes sobre a coleita dos dados, a
incorporagio de censuras e outras covariaveis que possam ser

relevantes na duragido das unides,



CONCLUSOES £ FUTURAS PESQUISAS

Nesta dissertacio foram desenvolvidos métodos para andlise
de dados de sobrevivéncia pareados, utilizando as distribuigdes
exponenciais bivariadas absolutamente continuas de Block-Basu e
Sarkar, considerando dados completos e censurados e, posteriormente
com a inclusdio de covaridveis. Os objetivos foram a estimagio de
par&metros e a realizagio de testes de independéncia entre as
marginais e de igualdade das distribuigbes marginais. Oito programas
computacionais foram escritos usando o médulo CM do SOC e o médulo IML
do SAS para efetuar os calculos da estimacio e testes de hipoteses.

A estimagio dos parametros pelo método da maxima
verossimilhanga, feita através de métodos numéricos, requer intensos
recursos computacionais, dada a complexidade da expressio da fungado
densidade da distribuicdio Sarkar ({dificuldade também apontada por
Sarkar, que sugeriu o usc do método dos momentos). A velocidade de
convergéncia do processo iterativo Newton-Raphson para encontrar a
solucdo das equagBes de verossimilhanga da distribuigde de Sarkar,
mostra que os estimadores calculados pelo autor através do método dos
momentos constituem-se uma boa aproximacdoe inicial para a aplicagdo do
processo. Ja no caso da distribuicio de Block-Basu, a fungdo densidade
¢ mais simples, possibilitando o cdlculo das derivadas de forma
analitica.

A analise de-dados pareados com a presenga de covariaveis
utilizando as distribuigBes de Block-Basu e Sarkar como distribuigdes
basicas conjuntas, e o modelo log-linear para a regressdo, é proposta
e desenvolvida no estudo.

Na anélise dos dados de duragdio das unides, considerados os
modelos de Block-Basu, de Sarkar e de exponencial bivariado
independente, nido se verificaram diferengas significativas com relagdo
aos resultados dos testes propostos para a andlise de regressio

log-linear, isto é, considerando como covaridveis a idade da mulher ao
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inficio da primeira unido, o nivel de instrugio da mulher e o intervalo
de tempo entre o término da primeira unifoc e o inicio da segunda
uniio. Apenas o nivel de instrugdo da mulher teve efeitos
significativos na duracio das unites e, este efeito € jgual nas duas
unides. -

Os métodos de anilise de dados pareados no contexto da
Anéalise de Sobrevivéncia é& recente na litefatura, 0 que propicia o
aparecimento de novos estudos. Como decorréncia da linha em que foi

abordada nesta dissertacio, pode-se visualizar os seguintes trabalhos

no futuro:

a - andlise de dados pareados considerando riscos
competitivos;

b - realizagio de mais estudos comparativos entre o modelo

de Block-Basu e de Sarkar, e entre esses e o modelo de Clayton-Oakes,
isto &, considerando distribuigdo de Clayton-Oakes com marginais de
médias ponderadas de exponenciais (como no caso de Block-Basu) e
marginais exponenciais (como no caso de Sarkar).

¢ - a analise de dados de confiabilidade considerando testes

acelerados com distribui¢des paramétricas de Block-Basu e Sarkar.
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APENDICE 1

DERIVADAS UTILIZADAS NO CAPITULO Il

Neste apéndice, s@o apresentadas as fungdes escores e a
matriz de informagio observada dos parametros da distribuigdo de

Block-Basu com a presenga de censuras.

Perivando o logL{RI,Alz,al (3.89) com relagdo a hl, ?le e 4,

as trés fungdes escores Uhl(}\l.hlz,a). U?uz{?‘l’haz'a} e US(J\I,AR.S}

sao obtidas:
alogL/akl = 2n/(211-—3 +112)-2n/{211—6) +{nl+n3]/?tl+nl/[?tl—6 + Alz)
n r3 n -1
+ nz/(?ll—é) + nz/(hlﬂllz)— ¥ X~ ¥ y* ¥ {{ 1 }

=1 =1 I=r3+1

{01 —(.\14-112}3;1] exp{--[}l1 -a)yi] + Alleexpl—{hl-alxl]} }

(Al.1)

6103[./6?&12 = n/(Z?tl -3 + ?tlzl + lrll/(?t1 - 38 + Alz) -n, /"()«l + hlz)

rl r2 r3 n n -1
(Lyr L x+ L y + L x)+v } { { & )}

i=1 i=ri+l I=r2+1 I=r3+1 l=r3+1
{exp - - S)yl] *expl—(kl —SJXIII» } (A1.2)

145



Blogl/dd = -n/(2A -8 +A ) + n/(2X -8) - n/(A -8 + A )
1 12 1 1 1 12
r3

o -1
-n, /(?«I— 3) - ¢ y, * ) { (o1} 4 (a+ Alz) Y,
1=1 l=r3+]

exp[--(:‘.l -Ei)yl] —Alz X exp[—(?«l —B}x[]} } (A1.3)

E as derivadas segundas com relagdo aos pardmetros sdo dadas por:

2 2 _ _ 2 e 2
8 Iogl_/é‘}ul = 411/(2?‘1 3 +)le) + 4:'14/[2?«1 8) {nl +n3}/A .
2 2z 2
- n /(7\l 3 + Alz) - nz/(hl— 8) 1'12/(7ll + ?\12)
2 -2
-3 {{ &l } {[1 —{Al+hl2)yll exp[-[?tl-é)yi} +?L12x1
1=r3+1
expl-(A -8)x ] }2 + )ri T {[2-(x+a ) y ](-y)
1 1 LT aer 1 12" 7t i

2
exp{—(ll-a)yl] —112 X exp[—(xl-a)xl]} } (Al.4)

2

8’logL/8A°. = -n/(2A. - & + A )3 n/(A-3 )% /(A +A)
12 1 12 1 1 12 2 1 12

n

~2 2
- T {{ e~ exp[-{ll-alyli—eXp[-[hl ~6)x1]} }

1=r3+1
{AL.5)

2 2 _ _ 2 52 _ 2
3"logL/3d" = n/(Z?Ll () +7llz) + {1/(271l 3) rll/{?tl 3 + hlzl

11}
2 -2
-, /U\l— 8y - ¢ {( $ > -{ (,‘>11+;’\12)yl exp[—[)\l —é)yll
f=r3+1
A x  expl-(A -&)x ]}2 + E <ot {(A 2 )y
12 1 I 1 el 112’

) .
exp[—(?tl —6)}*!] -}\12 X e:w:p[—(?tl -5Jxl]}} (Al.6)
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2 2 2 z
0"logL/oA oA 2n/(2a1—-6+h12) /A -5+ ALY R/ A L)

. >
—1—{:3”{ ot = Il -0 iy ] expl- (A-8)y )+ A x,

exp[-(?il -6)x11|> {exp[—(kl—alyl]~exp[‘ (?il —G}xll}}
n
+ ¥ { { %l }1 {-ylexp[—kl—alylh X, e:wp[—(ll —Slxl]} }
f=r3+1
(Al.7)

8llogl/oa 65 = 2n/(2x. -8 +A )% -2n/(2a. -8)% + n/A -8 + A )
i 1 12 1 1 1 12
2 n -2
- _ - Yar 1 RS NI 0. TN -0 PN
+ I'IZ/(AI 3) l_§3+1{{ &1} {“ [Al+A:2;J11 SXp \ul u;_rlj

+h12xlexp[—[?tl—6]xl]} {[Alﬂlzlyl exp[—[?t1 —6)}'1} AL

- -1
expl-(a -8)x ] } } +l ):3 1{ tery - yly
=r3+

r::-:p[”(?tI ~6)y11 + A, x? exp[—(?tl—alxl]} } (ALB)

) n
2 - _ 2 - 2 _
8 logLfaantlz = 1'1/[27\1 3 +7l12} + nI/{J&1 3 + 112) 1-).:-:3+1

{{ ol ) i (a#a)y, expl-(a  -8)y1 -A_ exp[-(hl-—a}xi]}

o -1
{exp[-[al -a}yl] —exp[w(k1 —a}xl]} } + ¥ {{ o1}
: © 1=p3+l
{ -¥, exp[—(?\l —alyil X, exp[—(l’ll —Slxl] t }

(Al1.9)
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APENDICE 2

DERIVADAS UTILIZADAS NO CAPITULO IV

AZ2.1. DERIVADAS UTILIZADAS NA SE(;KO 4.3

As derjvadas primeiras e segundas de IogL(?«l,Alz,S) (4.12)

com relacdo acs parametro )Ll. A _ e 3 utilizadas para construir o

12
vetor escore U(Al,hlz.al e a matriz de informagdc observada

Imx'?‘lz'a] dodos em (4.13) sdo as seguintes:

dlogl/ax = n /A + n/(A-8) + 2n/(2A -8 + A ) - 4n/(2A - &)
1 1 1 2 1 1 12 i

n nt
: -1 -
- 1Elog(sitll )+l§l {{dn} (42«1 38 +2x (4% =38+ ) t

Al

-Al n -1
+(Al-5][2ll—6+?«12}t[ log t1 ]} + ¥ {{tbz} ((47LI+2;\12—5]

I=nl+l

~A1+S ~A1+d
(42 -3+2 )5 + A (22 =82 ) s, Iogsl)}

Al y ! S—)u Iogsi

: n1
2 -
—23\12{21\} /(27{1-8) +}\12/[2}\1—8) { [)El(l -s, .

b1]
=A1+8.,-1 —Ai+d
’ 1=§1£i i : K lDgt‘} B (l 1';\12"/(2’t{"3))

nl n
{ T (l—th) ! tlh togt + I (1—5?”6)-15:1”5 logsl}.

1=1 l=n1+l
(A2.1)
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ni n
logl/aa , = n/(2A -3 + A ) + {ZA} /(2A -8) ~( L logt + [ logs)
1=1 1 =nlst

nl n
' ):{{m}'l (211-6—01_5“1—11)} * L {{oz}'l [2?‘1‘5 _Als:hﬂa) }
1=1 ' 1=nl+l

(A2.2)

n
dloglrs8d = -nz/(:\l—al - n/[Z?tl-é + ?0.!2) + 2n/(2.\l- 8) + ¥} logtl
{=1

nl
+ ¥ {{m}"l (—(311-250«12] 22 -8+2 ) mx-a)tl'h)}
f=1
I
-1 ~Al1+3
+ l_El 1{{'@2} ( —(Rl'ﬂ\lz) + [1 —(2);1-61-;\12] Iogsl] hlsl )}
- —AL+3

~ [l - 2 - - —
A el /122 -8) A,/(@A-8) T (togll -t

t-7u+6

) i

i=nl+l

-Al+3

: —}u+65i) '

n
Iog‘ti) + ( 1+ ;112 /(211-6}) ) (Iog(l -5 Jsl

1=nl+l

{A2.3}

2 2 _ 2 2 _ 2 52
a rlc:rgl_,/a?tl = nl/."L1 nzf{kl 3) 4:‘1/{2?’&l 3+ AIZ) + 8nx"{2?tll 3)

ni
+ 3

i

1

{‘{‘Pl}-z [4}\ -38 +2A__-(4A -38+A It A +(A -8) (2x -3+A )
1 121 12° 71 1 1 12

1

-A1 2 -1 -A1

t7 logt)” + (@} (4 - 4t +[22r -5 ) +4QA-8) -(a-8)

(2 -8+ ogt]¢ M logt) + )nj O (W
1 12 4 i i 12

I=zni+1

~Al+d -Al+S

logsi)‘?‘ oz (4-45l

=Al+d
-(411-6+Alz)51 +Al(2?xl (5-1-7112}5l
~A1+S
+[ ztzal—aalz) + 4AI —A1(2A1—6+}\lz}logsl]5l logsl]}

-A1l
s
1

=-Al,-1
-5, }

nl
3 2
+8A (ZA} /(A -5+A ) -(an /(A -8Y) - {1)221[1

n nl
‘logs, + LU —t;“]—l t:m logt - ¥ {1-1?1)‘1 t:M logt
I=nl+l i=1 i

o -Al-1 -M ol -A1,-1_-A1
g }:I(:—si Y8 legsp -(A, /(2 -9) l):l (-5, )7s]
=nl+ =
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2 =A1,"1_—Al 2 ALz -Al 2
-logs]) ((l—sl ) s, (Iogsl)] +((1 )t logtl]

“A1,-1 -AL 2 nl -A1-1
(@ -7 ¢ [Iogtl))} + (1 w2 -a)) E;{([H‘ )

-A1 2 “A1,-1 L -AL 2 -Al,—t At 2
"t Iogtl) ((1--ti ) t (logtil) + ((l—sl ) s, logsi)
(=527 s (logs )2)}. (A2.4)
i i i
2 2 2 M -2 -Aly 2
alogl/8A;, = -n/(2A~5 + A ) +i§l{—{¢1} (22 -3-(r ~a)t ™) }
1]
+ ¥ {-{oz} (22-8 A 7‘“5]2} (AZ.5)
i=nl+l

8°10gL/85" = -n /(A -8)° - n/(2A -5 + Alz)z + /(2 - 8)°

iy -2 | Ay 2 -1

+1§1 {-{dn} (-(Br =28+a ) +(2a -3¥a ) (A -3)t )7 + (@)

(2 - 2t ’“) + )15 ~222 (-4 ) +[1-2A 842 ) logs]
i=niet 1 12 1 12 1

—AL+3, 2 -1 -Al+3
Alsi ) + {®2} [ logs (2-(2Al—a+klzllogsl)]}

-Ai+3,- -Pn+6

+2Alz{>:m/{zal-6) -2 /(A a}z{ Fa-e T logt,
I=nl+l
11
_ ): (1-s )u+6} 7u+3 ]} _‘\12/(2)1_5} Z(Iog(l _t-l—?u-rél

{=nl+l i=nl+l

t:l1+5 logtl)z (!og(l _t:?u+a} }\1+5{I gt)) +(l +A12/(2A1—6))

n
« I (logtt -S_AHS)S-AHE Iogs]z (togll -s 11+6] AH&(I 0gs ])
oy i i 1 i
{A2.6)

azzogL/aalaalz = -2n/(2A -3 + 7‘12}2 ~2{ZA} /(27«1—312 + 1/(22 -8)

s, h:;gsl + ): (1 - tI r:ogtl

nl
. {Z(I _5:11}-1 -Al 7u+aJ -A143
1=1 1=ni+l
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ni
_ “_tl?u}l tl?n logt, - ): (I-s M+6 lMﬂS logsl}
1I=1 i=nl+}

-A1

nl
-2
+7T {-{m} (4r, =33 +2a (423842 ) t°7 4 -3)(2A -84A )

Miogt) (A8 @i (2 [0 [Slogt, -l]tfm)}

Al+d -Al+S

n
-2 -
+ 7 {-{172} (-(4}11-50\12) 5, +?tl(2711 5+h12) s, Iogsl]

I=ni+l

c(2r-5 ~s M) v a2 4 [Afogs -1] 5P )} (A2.7)

8%logl/aA 85 = + n/(A-8)2 + 20/(2A -3 + A )" - 4n/(2a- 8)° - ax
1 2 1 1 12 1 12

nl
3 -2 -Al
{ENV/ (22 -8) +1}_j1 {—{«m (41, -38 +2a (A =38+ )t T+ -3)

-Al =Al
(24 -8+A )t " log t) (-(32-28+A ) +(22 ~6¥A ) (A -8)t )

+ (o] (-3 + 3t | (3 -28%2 )t logti] )}

-A1+8 ~A1+3 )
1

n
+ 3 l{-{¢2} ([41 -6+?¢ )s 11(211-64»112] 5, logs

i=nl+

~Al+ 6) Al+S

( —[7« +JL ] +[1 [27« —3+4, } Iogs] A S5 + {¢2}_1(-—I +s:

=Al+d 2
[52, -8 +A, -Alogs] s logsl)} + A /(23 -8)

nl n
. { T U _5-1-11]-1 5:7“ logs +3 LU _t:11+3}-1 TAL+S logt,
i1=1 1=nl+l

nl
L -t N logt - 3 F (1 Aoy '7“*5-1035!}

i=nl+l

n
“A1+8,-1 _~A1+d 2 -A1+3,-1
+ Alz/(zal—a)l_)sm{(u -t Ty logt )“ (1 -t )
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-A143 ” -A148,-1 _-A148
%1% Gogt)?) }- (1 +a /2a-8) I {((1— S IR

l
t=nl+1

Iogs) ((l "hna) M+6 }]}

(A2.8)
8°logl/aA 88 = n/(2A -8 + A ) + {EA} /tzal—a)z - 1/(22 -3)
. Z (Iog(l 7u+6) AH-ES) _ Z (Iog{l 7(14-5) -A1+3 logt)
1 i l
l=nl+l l=nl+l
-2 , ~Al
+ l)z:l (@1 % ((-(3x 2844 ) +(2A -8+2 ) (A -8t )
(2a-s- -0t ™M) « @ (e M e v e
( ] 1 ; ) 1 ( i J T L 1 1wy
i=ni+l
-A1+8 ~A1+8&
(-A#A) + [1 2280 ) logs ] As ) (A8 -5 TT)
-I ~Al+S
- {92y " (-1 s, logsl]}, (A2.9)

onde

_ _ _ T N Y. § ¢
(@) = [(2A-0)a-8+a )-(A -8)(2A -6+a )t "]

{&2}

[PA-8)A + A ) - A (24 -8 + A )s )‘“5]

{ZA}

i

1 n
T log((l-s Hu-tM) & § log((-7M 0 0-s M),
i=1 I=ni1+1

A2.2. DERIVADAS UTILIZADAS NA SE(‘:KO 4.4

A derivada primeira de IogL(Al,Alz,a) {4.12) com relagio a

112 que compde o vetor de escore parcial

UMZ(Al,a] e as derivadas

segundas com relagdo aos parametro A, h;z' e & que formam a matriz de
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informagdo parcial l (A ,8) com relagio a A ‘utilizados no teste de

Rao sdo as segumtes.

(X,38) = BlogL{}\ A 6}/37&

Ui Aye 2la =0,A =X ,5=8
12 1 1
ni il
= w2k -8) + [1/( 2k, -8)1 [ L togl 1 -s™)
1=1

nl n & o=
+ T logll -+ *3) _ ¥ 1ogll -t] Ay L ogl s A0

I=nl+l i=1 1=nl+1

ni n

n
- Tlogt - T logs + ¥ [(2X -8} (X -8 -t ’“J]
=1 I=nl+l =

C 2y it my AL o Py E) (5 L% 5 AL¥E1-l
f(2A -8) -(X -8) ¢ ]+;=§1+1[(2A‘ ~8) (A +3 s "]

[2% -5 -% s M%7, (A2.10)
1 11

a2 2
Ill =4 IogL(?tlz,?ll,ﬁ}/Bhlz

nl

= - /2K - §) - F[2] -3) (X -8 (- £A1]72 (X -5
i=1

~

7z, Al 92 -1+
- (X -8 ] g zl !:(271 SR+ &) K (2R -8 17
ni+

5 ~A1+3 12
[2A -8 s 1% (A2.11)

2
a logL(ll,a,llzl/allzall

8%logL(A ,8,1 )/BA 38 o
A =0 =X ,5=3

onde .'.ogL(Alz.?tl.Sl = 1ogL(A!,hlz,6) dada por (4.12), e



A1+

= -2n/(2K - §) +[2/(2K -8) 1[1: log(1-s™) + T togl- )

=1 l=nl+}
nl =~
- Tlogll -t™M) - T logl —s:’“*‘s)] 12K -8)
1=1 ! I1=nl+l
nl - nl o~ .
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A2.3. DERIVADAS UTILIZADAS NA SE(IZKO 4.5

As derivadas do logL(Al,Alzl com relagio a Al e A_ para

12
. construir a U(RI.AHJ e 1{11.7\12) (4.20) sdo -as seguinte:
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0 vetor escore parcial Ua(il,ilz) e a matriz de informacéo
parcial la(il.ilz] usados no teste de Rao para testar a jgualdade das

distribui¢des marginais sfo dados por:
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1

com IogL(-S,hl,?tlz] = IogL[?tl,;\lz,G} dada por (4.12), e 122 = I{Al',llzl
(4.20), a matriz de informagdo com as derivadas segundas dadas por
(A2.19), (A2.20) e (A2.21) avaliadas no ponto (il,ilz).
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APENDICE 3

CONJUNTOS DE DADOS UTILIZADOS

LISTA DE TABELAS
TABELA A3.] -CONJUNTO DE DADOS UTILIZADO NOQ EXEMPLO 3.1.
DO CAPfTUOLO III.

TABELA A3.2 -CONJUNTO DE DADOS UTILIZADO NO EXEMPLO 3.2 DO
CAPITULO 111 E NO EXEMPLO 5.1 DO CAPITULO V.

TABELA A3.3 -CONJUNTO DE DADOS UTILIZADO NO EXEMPLO 3.3.
DO CAPITULD 1L

TABELA A3.4 -CONJUNTO DE DADOS UTILIZADO NO EXEMPLO 4.1,
DO CAPITULO 1V.

TABELA A3.5 -CONJUNTO DE DADOS UTILIZADO NO EXEMPLO 4.2 DO
CAP{TULO IV E NO EXEMPLO 5.2 DO CAPITULO V.
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Tabela A3.1 Conjunto de Dados do Exemplo 3.1,

i X, Y, i x Y,

1 15,2376 3,4542 51 23,5529 8,5264
2 1,9614 0,1226 52 12,2631 4,8486
3 20,7371 1,9848 53 13,8320 11,8040
4 2,03564 00,1759 54 3,2791 3,1858
5 33,1021 1,2690 55 2,6614 2,2868
6 20,2586 0,0091 56 18,0267 0,6141
7 10,9755 1,6197 57 13,1443 4,6774
8 14,5516 1,8922 S8 1,4349 4,5217
9 6,3402 18,9204 59 0,2778 6,4162
10 14,1738 1,5162 60 12,0527 6,1880
11 13,9227 2,3463 61 12,8282 3,4323
12 2,0912 4,1387 62 13,0358 1,3936
13 5,3426 0,9631 63 27,1187 1,7608
4 8,4319 13,9610 64 7,9368 12,8159
15 11,9277 7,5605 65 19,6146 19,8084
i6 65,5162 16,364% Do 00,6851 0,4768
17 10,4742 3,5425 67 3,4540 5,6871
18 21,5935  0,6804 68 32,0779 0,3629
19 27,1015 2,3386 69 0,7838 4,3999
20 8,9182 2,4439 70 9,4280 7,3223
21 2,3404 5,3834 71 9,2269 8,8174
22 13,1149 1,9138 72 56,2909 3,4099
23 15,9398 10,8132 73 0,6148 2,5501
24 15,2431 5,2407 74 4,7156 4,7941
25 1,2149 1,5071 75 6,1451 13,3019
26 4,2330 1,0637 76 11,5488 0,8760
27 9,8530 6,2604 77 14,3584 1,8255
28 7,7186 24,0939 78 17,2129 0,4274
29 3,3572 1,3553 79 11,3671 5,8955
30 7,1537 8,9901 80 77,1457 15,4913
31 14,1544 12,5104 81 7,0449 1,0479
32 10,6101 0,3553 g2 2,0870 13,6064
33 22,8700 17,9288 83 2,7489 0,0221
34 14,5359 2,2595 84 7.5001 0,3360
35 5,2125 5,6399 85 3,7381 0,2589
36 15,1121 3,4456 86 0,7879 5,4420
37 4,4963 2,8244 87 8,0757 1,1376
38 3,0633 6,8736 88 2,9668% 11,0093
39 30,7273 1,0444 89 2,9921 10,3355
40 1,9099 13,0439 90 13,1109 4,6032
41 13,9567 9,0646 91 1,3657 14,0202
42 8,5607 0,7474 92 3,5158 4,0910
43 4,0168 1,4738 93 1,207} 1,2883
44 6,0296 3,8023 94 00,0544 3,3387
45 1,5225 3,2387 95 14,8411 13,1720
46 4,5506 4,0266 96 21,0170 3,5264
47 1,1077 1,7035 97 12,7713 4,1708
48 20,2415 00,1332 98 5,1787 10,1949
49 4,0081 3,7522 99 0.4107 8,8922
30 2,9382 3,3468 100 5,2356 Q,2411
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Tabela A3.2. Conjunto de Dados do Exemplo 3.2 ¢ 5.1,

i X, Y, z, i X y‘ z,

1 1,6451 1,1571 i 51 1,1158 0,2935 1

2 0,0287 2,1835 -1 52 0,4281 2,0446 1

3 0,1984 0,0589 i 53 1,3327 1,7363 -1

4 0,2976 2,2430 1 54 3,0816 1,1799 1

S 1,1196 0,5426 ) 85 0,2447 2,9554 -1

6 0,4437 0,8322 -1 56 0,0052 00,7914 -1

7 1,4026 90,5079 1 57 0,3593 00,0867 1

8 0,5053 0,3502 1 58 1,2761 1,3241 -1

9 0,5582 0,3226 1 59 00,3478 2,4470 -1
10 2,9870 1,9977 1 60 2,3724 2,1959 1
11 0,7640 3,7291 -1 61 0,1601 3,0111 -1
12 00,8307 2,5816 -1 62 00,7892 00,2022 1
13 2,6397 00,7834 1 63 00,0064 0,7053 -1
14 00,5324 00,3920 1 64 33,0886 3.,3598 -1
15 1,3363 00,6411 1 65 1,47438 1,3971 1
16 2,5355 2.5465 -1 66 1,8691 0,0688 1
17 0,1424 00,3702 -1 67 00,4941 0,0808 1
18 0,2494 1,1298 -1 68  0,3647 1,15586 1
19 00,9049 5,4086 ~1 69 2,3159 1,2085 |
20 0,3178 0,8713 ~1 70 1,2325 1,6886 1
21 1,6595 3,2503 -1 71 1,5436 2,2045 -1
22 0,0833 2,4383 ~1 72 0,4029 0,6047 -]
23 1,4914 00,7569 1 73 1,8976 00,7358 1
24 1,3225 2,0821 -1 74 10,7919 1,1808 1
25 0.,5272 0,7905 -1 75 00,4770 0,47%0 =1
26 1,6117 3,8332 -1 76 00,8749 1,8099 -1
27 00,2239 2,8293 -1 17 Q,2049 0,1029 1
28 1,9701 1,4338 1 78 1,5483 2,0607 -1
29 ¢,4709 00,4852 -1 79 1,5363 1,0023 1
30 0,7486 0,2550 1 80 0,6027 0,5695 1
31 00,5335 1,045%9 1 81 0.4641 1,0470 1
32 00,3994 2,2791 1 82 33,3692 1,4242 1
33 00,4699 00,9645 -1 83 00,0955 2,.4404 -1
34 ¢,7848 2,7708 -1 84 0,5786 0,6173 -1
35 1,4377 1,5549 -1 85 1,9140 0,9549 1
36 2,2695 00,5492 i g6 0,8917 2,0856 -1
37 00,3120 0,5974 -1 87 1,5401 00,0733 1
38 90,1440 1,4371 =} B8 1,1894 0,0521 1
39 0.1682 1,0144 -1 89 1,6404 00,7323 1
40 1,5045 1,8276 -1 90 1,6755 1,2180 1
41 1,4244 1,1497 1 91 0,6939 1,7210 -1
42 30,3268 3,0455 -1 92 00,3891 3,0184 -1
43 03,9305 3,0438 -1 93 0,9928 1,6428 -1
44 33,6273 0,1148 1 94 00,3885 0,4038 -1
45 00,4050 1,34717 -1 95 00,2138 3,1689 1
46 0,0851 0,1141 -1 96 0.2747 80,5297 -1
47 1,1054 1,9522 -1 97 1,8260 00,7120 1
48 2,0675 66,6935 -1 98 00,2672 00,2236 1
49 0,0721 0,5636 -1 99 0,0872 1,3810 1
50 1,1028 1,0292 1 100 1,0227 0,5378 1
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Tabela A3.3. Conjunto de Dados do Exemplo 3.3.

i xl yl i xl yl

1 00,9697 2,0812 51 1,6498 1,6956
2 2,7836 5,4238 52 0,3715 0,4892
3 1,5860 2.8665 53 0,7055 7.5888
q 1,8243 2,3403 54 00,6256 2,5136
5] 00,7125 1,6021 55 0,2017 0,8831
6 2,4817 2,3300 56 4,2380 2,8266
7 1,4232 0,6062 57 1,6597 1,7889
8 0,6855 2.1272 58 2,3501 2,8855
9 0,3052 1,5825 59 00,2878 00,6721
10 1,7862 33,6070 60 0,2087 0,5406
11 3,6657 4,7052 61 2,0439 11,2415
12 0,3399 1,0748 62 0,4203 3,8016
13 0,5885 0,9865 63 00,2156 00,8370
14 1,6879 1,2034 64 00,2605 1,6790
15 3,2708 1,2462 65 0,1063 0,6364
i6 00,0115 0,6429 66 1,2017 4,169%
17 1,4957 2,0679 67 00,9722 2,5393
18 1,15186 1,3444 68 0,6011 00,4382
19 1,3345 2,3467 69 20,0430 1,8195
20 2,8307 3,2029 70 3,1688 2,4937
21 1,9401 5,7307%7 71 00,5716 1,0982
22 2,8719 7.7077 72 1,3158 2,2525
23 1,8319 2,4848 73 00,0796 0,2662
24 1,6515 9,1524 74 1,0150 5,5860
25 00,0546 00,0070 75 1,3862 "2,1351
26 1,5084 0,1604 76 0,0257 3,6289
27 1,5498 1,7498 77 00,9633 00,1206
28 0,2356 0,7380 78 0,7505 3,0119
29 1,6538 3,0458 79 0,4182 1,3910
30 3,4469 3,7126 80 2,2473 00,5442
31 1,2326 4,6188 g1 00,1137 2,3088
32 0,0832 2,4495 82 1,0003 6,6657
33 00,2794 1,9955 83 0,3429 0,8961
34 1,5363 2, 7866 84 5,5712 3,6207
35 0,9755 4,0328 85 1,8188 1,1477
36 0,0435 3,5407 86 0,9206 1,6373
37 1,7862 0,3306 87 3,65369 7,.6110
38 00,5228 2,5518 88 2,3892 9,0571
39 0,2480 2,3806 29 0,8541 00,7717
40 4,9892 5,7181 90 1,4357 0,7880
41 32,4459 2,1756 91 0,0360 2,9108
42 00,1102 2,4828 92 00,1277 0,2554
43 7,3842 1,0254 93 0,0966 3,6089
44 1,8744 2,4661 g4 0,7335 2,7524
45 1,4760 2,2898 95 1,1137 1,1831
46 1,0540 3,0373 96 00,1170 4,9816
47 4,4755 5,B995 97 0,4563 4,6435
48 0,4477 6,0926 98 0,4293 00,3810
49 3,0101 00,3860 99 33,8689 4,4696
50 1,6150 2,0747 100 2,4582 00,1342
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Tabela A3.4. Conjunto de Dados do Exemplo 4.1.

! xl yl ! xI yi
1 2,1162 0,9322 51 0,3018 1,3730
2 0,5188 0,1640 52 2,4423 0,8811
3 0,4249 0,7461 53 0,4357 0,0455
4 5,8794 0,1967 54 0,0455 0,2335
5 00,1475 2,3532 55 0,5496 0.2204
6 1,9041 0,0482 56 0,1347 0,0584
7 1,1702 0,2666 57 1,2157 1,3219
8 1,8702 0,3140 58 0,0571 2,3324
9 0,8235 0,7720 59 2,7413 3,1002
10 0.8128 0,1974 60 0,1054 0,6849
11 0,0277 0,1361 61 0,4832 0,1647
12 1,1645 0,4241 62 0,6358 2,4324
13 0,4587 1,3873 63 0,0207 0,2260
14 0,5047 0,2230 64 0,0845 0,5050
15 0,3437 0,1806 65 0,7694 0,1207
16 0,9399 0,2257 66 1,3407 2,3799
17 2,0460 0,1152 67 0,0981 0,0460
18 0,0502 0,1563 68 1,0962 0,1176
19 1,8511 0,0445 69 1,2682 0,9944
20 2,1298 0,4549 70 0,2687 1,2654
21 2,0278 0,3280 71 1,2223 1,5090
22 0,5024 0,7872 72 4,3572 1,0727
23 0,3745 0,4321 73 0,5588 0,4736
24 0,0076 0,0676 74 7,9718 1,0390
25 2,7009 1,2508 75 0,3938 0,2129
26 1,0537 1,2971 76 0,3203 0,1960
27 2,2558 0,5339 77 0,5705 2,7247
28 0,7402 0,4191 78 0,7212 0,3508
29 0.,4127 0,8369 79 00,4379 1,6018
30 0,0041 1,1832 80 2,2557 0,1839
31 0,1360 2,3460 81 0,6085 0,5436
32 0,7058 0,7976 82 0,3523 2,9064
33 0,6755 0,5201 83 4,3022 1,4341
34 0,4112 0,3152 84 0.6036 1,6173
35 0,4790 1,5577 85 0,1795 0,0915
36 1,6032 0,4901 86 1,6947 0,4858
37 0,1091  0,4433 87 0,5282 1,7192
38 0,1515 0,2174 88 0,2145 0,2338
39 0,1334 0,3790 89 0,2162 0,34717
40 1,8281 1,0638 90 0,3176 0,9800
41 0,9580 1,5340 91 0,7402 0,1285
42 1,5230 0,0700 92 0,3764 0,9659
43 0,5795 1,3793 93 2,8197 1,6026
44 0,4944 2,0676 94 1,2042 0,9215
45 1,4481 0,1502 95 0,6961 0,5600
46 0,0989 1,9336 96 3,9413 0,5545
47 2,3854 0,8182 97 1,6989 1,7804
48 1,8646 3,3368 98 1,3892 0,5501
49 2,8823 0,9799 99 0,7017 0,0016
50 00,4460 0,7670 100 . 0,9360 2,9331
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Tabela A3.5. Conjunto de Dados do Exemplo 4.2 e 5.2.

i x, Y, z, i X, ¥y, z,

1 0,1892 00,3916 1 51 3,0548 0,3511 -1

2 1,0705 3,1017 1 52 G,1982 0,5675 1

3 0,0677 00,0779 1 53 1,7755 1,6175 -1

4 0,5440 0,6802 1 54 2,2096 3,0178 1

5 3,6353 2,6280 -1 55 4,3657 1,1309 -1

6 0,1276 0,0947 -1 56 1,2498 2,1330 1

T 0,0881 0,1302 1 57 3,2872 1,2¢15 ~1

g 1,15835 0,1908 1 58 1,6096 3,3570 1

S 0,9001 4,42369 i 59 2,1153 1,0952 -1
10 0,1025 1,0208 -} 60  7,7714  1,5558 -1
11 0,0957 00,2062 1 61 00,3579 33,7556 -1
12 2,0636 6,7173 1 62 00,5253 2,1318 -1
13 1.5282 3,0726 1 63 00,1127 2,78583 1
14 2,2500 43,4772 1 64 1,8678 2,6352 1
15 1,5042 5,5150 1 65 2,7226 1,3209 ~1
16 1,4566 1,7123 -1 66 0,2832 J,1041 i
17 00,9013 2,3313 1 67 4,8153 8,8448 1
18 4,5287 0,8452 -1 68 1,9709 0,6746 |
19 0,4223 1,7619 -1 69 00,1506 00,5189 1
20 2,3785 33,9983 1 70 0,8246 00,0644 -1
21 1,0034 1,3510 1 71 7,4290 3,9395 -1
22 0,0517 0,1410 1 72 0,6183 1,9670 1
23 0,0951 4,2325 1 73 0,4380 2,3704 -l
24 1,0463 1,2163 1 74 2,5166 4,3470 1
25 00,0833 00,6000 -1 75 00,1789 1,0525 1
26 2.1011 5.8469 1 16 00,7518 0,7993 1
27 4,4830 2,8249 -1 17 00,6190 00,7206 1
28 0,9620 n,5310 1 78 00,7178 0,1023 -1
29 0,3408  0,7890 1 79 1,8197 12,2247 i
30 0,7774 4,1357 1 80 4,7510 13,8715 -1
31  2,4244  3,2545 1 81 0,7067  1,8695 1
32 1,2341 2,0690 -1 82 1,5996 2,2000 1
33 0,0140 00,0265 1 83 0,2882 2.4120 |
34 1,3519 3,4863 1 24 1,2533 0,9446 -1
35 00,5119 3,2881 1 85 1,9257 3,5414 1
36 3,8943 2.6866 -1 86 0,0995 0,2308 -1
37 0,9255  4,2083 1 87 1,3099 1,0523 1
38  4,6462  5,9072 1 88  3,2463  2,5449 -1
39 1,6099 0,4539 -1 89 00,7145 2,9069 1
40 1,0227 33,1325 1 a0 00,7359 4,2121 -1
41 00,0606 00,0975 -1 91 00,2530 00,2749 1
42 1,2235 00,0860 -1 92 00,2774 1,2135 -1
43 1,5929 3,6377 1 93 1,6000 1,9012 i
44 1,3200 4,4049 1 94 2,5045 4,2220 1
45 1,9882 1,9717 i 95 1,6829 0,7372 1
46 0,1343 Q,0852 -1 96 0,6104 9,7346 1
47 1,6824 1,135%5 -1 97 1,2375 3,3000 1
48 0,4302 1,6643 1 98 66,2657 4,8244 -1
39 00,0404 00,0122 -1 99 00,0591 00,7000 1
20 7,0829 1,6892 -1 100 00,0296 00,0446 1
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APENDICE 4

PROGRAMAS COMPUTACIONAIS

PROGRAMA 1. - GROSS.PRG

/* PROGRAMA ESCRITO NO MODULO "CM" DO SOC */

/* ESTE PROGRAMA ESTIMA OS PARAMETROS DA DISTRIBUICAO DE BLOCK-BASU */
/* USANDO A TRANSFORMACAO T=Y/X FEITA POR GROSS E LAM, E FAZ TESTE */
/* DE INDEPENDENCIA E DE IGUALDADE DE X E Y. */

AA=LEIA"DADOS";
/* DADOS = nome_arquivo_soc contendo variaveis X, Ye T */

PROC INICIA[ )
PiI=CATA(&1,3,1,"¢="); /* (x,¥,t) onde 0y, 04 */
P2=CATA(&1,3,1,""}: 7% (x,¥,t) onde x<y 1t ®/
Ti=P1[,3];
T2=P2i,3k
T2E2=T2#(2); /* T2E2 = exp(T2) */
N1=NLIN(T1); /* Nl = numero de linhas do vetor Tl */
N2=NLIN(T2}; /* N2 = numero de linhas do vetor T2 */
N=N1+N2;

1

PROC GROSS({H
/* este procedimento estima os parametros ksy e ksy 12 sob o moelo
irrestrito */ ’
ANOTE "ESTIMACAC DE KSY E KSY12 DA DISTRIB. DE GROSS";
KSy=&l[4,]);
/* ksy e’ o primeiro elemento do vetor de entrada */
KSY12=%&1(2,];
/* ksyl2 e’ o segundo elemento do vetor de entrada */
DIF=l; '
LOGI1=0;
ITERAC=];
ENQUANTO ((DIF>1.E-5) && (ITERAC<S0) && (KSY>0) && (KSYl2z >
MAX(-{1,KSY})) )
{
PAR={KSY,KSY12}),
KSYE2=KSY"2;
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KSY12E2=KS5Y12"2;
K=KSY+KSY12;
KE2=K"2;
Ki=1+K;
KIE2=K1"2;
Al= 1+KSYI2+KSY*T;
AlE1=A1#(-1);
AlE2=Al1%(-2);
A2=1+K*T2;
AZE1=AZ#(-1);
AZE2=A2#(-2);
/* o logaritmo da funcao de verossimilhanca ¢’ calculada em logL */
. LOGL= N1 * LOG(KSY} + N1 * LOG({1+4KSY12) + N2 * LOG(K]) + N
* LOG(KI1) -N * LOG(1+KSY) -2 *SOMA(LOG(Al})

- 2*SOMA(LOG(A2));
DI_KSY= NI/KSY + N2/K + N/K1 - N/(1+KSY} - 2*SOMA{AIEI*!TI)
- 2*SOMA(AZEI*IT2);
D1_KSY12 = N1/{1+KSY12)+ N2/K +N/KI -Z'SOMA(MEU - 2*SOMA
(AZE1%1T2);

D2_KSY = -NI/KSYE2 - N2/VE? M AUE2 + N/(1+KSY) "2 + 2¥SOMA
(ALE2*IT1#(2))+ 2*SOMA(A2E2%IT2E2);
D2_KSY12= -N1/(I+KSY12)*2 - N2/KE2 - N/KIE2 + 2*SOMA(ALE2)
+ 2% SOMA(A2E2%IT2E2);
D2_KKSYI12=-N2/KE2 - N/KIEZ + 2*SOMA(ALE2*!T1) + Z*SOMA
(AZE2*!T2E2);
/* DERI] e' o vetor de escores e DER2 ' a matriz da informacao de
Fisher observada com o sinal negativo */ )
DER1={D1_K&sY,D1_KSY12};
DERZ2={D2_KSY D2_KKSYiZ,
D2_KKSY12 D2_KSY12},
/* se o valor de logL e’ maior do que o valor de logl da iteracao
anterior, novos valores dos parametros sao calculados, caso contrario
a direcao da convergencia sera’ mantida */
SE ( (ITERAC==1) ii {LOGIK=LOGL)H
PAR_NOVO = PAR -INV{DER2)* DER];
DIF=ABS(LOG1-LOGL);
1.0G1=LOGL;
IMPRIME {{PAR’) DIF LOGL} $ ("KSY,KSY12,DIF,LOG");
}
CC
{ PAR_NOVO=PAR+DER];
ANOTE"MUDANDO A DIRECAO DA CONVERGENCIA™;
}
KSY=PAR_NOVOI1,};
KSY12=PAR_NOVOI[2,];
ITERAC=ITERAC+I;
}
LOGS=LOGL,;
DP=SQRT(DIAG(INV(-DER2)})*{1,1}; /* calculo de desvio padrao */
IMPRIME DF;
}

PROC GROSS12( )
/* este procedimento estima o parametro ksy sob a hipotese de ksy_ 12
igual a zero, isto e', X e Y sao indenpendentes */
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}

ANOTE" ESTIMACAO DE KSY SOB HO:KSY12=0 ";
T={T1,T2};
N=NLIN(T);
KSY=N/SOMA(T); /* chute inicial */
DIF=};
LOG1=0;
ITERAC=];
ENQUANTO ({DIF>0.000005) &&(ITERAC<S0} && {KSY>0) )
{
A=1+KSY*T;
AEI=A#(-1);
AEZ2=A#(-2);
LOGL=N*LOG(KSY) - 2*SOMA(LOG(A}};
DERI1= N/KSY - 2*SOMA(AEL*IT);
DERZ = -N/KSY*2 + 2*SOMA(AE2*IT#(2));
KSY_NOVO =KSY - INV(DER2)*DER];
DIF=ABS(LOGI-LOGL);
LOGI=LOGL,;
IMPRIME {KSY DIF LOGL} $ ("KSY,DIF,LOG");
KSV=KSY_NOVO;
ITERAC=ITERAC+1;
}
LOGI2=L.OGL;
DP=SQRT{INV(-DER2));
IMPRIME DP;

PROC GROSSH )
/* este procedimento estima o parametro ksy_l12 sob a hipotese de
igual a um, isto e', X e Y sao identicamente distribuidas */

*/

ANOTE “ESTIMACAO DE KSY12 SOB HO:KSY=1";
KSYi2=0.8; /* chute inicial */

DIF=y;

LOG1=0;

ITERAC=];

ENQUANTO {(DIF>0.000005}) &&(ITERACKS0) && (K5Y12>-1}}
{
K=1+KSY12;
Al=K+Tl;
AlEI=Al#(-1);
AlE2=A1#(-2);
A2=1+K*T2;
A2E1=AZ#{-1);
A2E2=A2#(-2);

ksy

LOGL= N*LOG(2+KSYI2)+N*LOG(1+KSY12} -N*LOG(2)-2*SOMA

(LOG(A1)) -2*SOMA(LOG(A2)});

DER1= N/(2+KSY12) + N/K -2*SOMA(AIEL) -2*SOMA({A2E1*IT2};
/* DERI é a derivada primeira do logl com relacac ao parametro ksyl2

DER2 = -N/(2+KSY12)"2 - N/K"2 + 2*SOMA{AIE2)
+ 2*SOMA(AZE2*IT2#(2));

/* DER2 é a derivada segunda */

SE ((ITERAC==1)1{LOGI<=LOGL))
{
KSY12_NOVO = KSY12 - INV(DER2)*DERI;
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DIF=ABS(LOG1-LOGL);
LOGI=LOGL;
IMPRIME {KSY12 DIF LOGL} $ ("K5Y12,DIF,LOG");
}
cc
{
KSY12_NOVO=KSY12+DERI;
ANOTE"NOVA DIRECAO DA CONVERGENCIA"; }
KSY12=KSY12_NOVO;
ITERAC=ITERAC+];
}
LOGl=logl;
DP=SQRT(INV(~DER2));
IMPRIME DP;
}

PROC TESTE()}{
/* teste de indenpendencia e de igualdade das distribuicoes de X e Y
usando o teste da Razao de Verossimilhanca */
ANOTE "TESTE DE INDEPENDENCIA DE X EY HG:KSY12=0 ";
DELTA = -2*(L0OGI12-LOGS);
CHI = XPROB(DELTA,1);
IMPRIME {DELTA CHI} $ ("Chi_square, P_value");
ANOTE "TESTE DE iGUALDADE DE DISTRIBUICAQ X E Y HO:KSY=1";
DELTA = -2*(L0OG1-L0OGS);
CHI = XPROB(DELTA,1};
IMPRIME {DELTA CHI} $ ("Chi_square, P_value"};
}

/* PROGRAMA PRINCIPAL =/

INICIA{aa);

CHUTE ={ 0.2,0.8});/* atribui valores para o chute inicial */
GROSS({CHUTE);

CMD"PAUSE";

GROSS12();

CMD"PAUSE";

GROSSL();

CMD"PAUSE";

TESTE();

PROGRMA 2. BLOCK.PRG

/* PROGRAMA ESCRITO EM "CM" DO SQC */

/* ESTE PROGRAMA ESTIMA 0S PARAMETROS DA DISTRIBUICAO BLOCK-BASU */
/* EM CASOS DE HO:LLAMBDAL2=0, HO:DELTA=0 E SEM NENHUMA RESTRICAOQ, */
_ /®*FAZ TESTES DE HIPOTESES DE INDEPENDENCIA E DE IGUALDADE USANDO */
/% O TESTE DA RAZAO DE VEROSSIMILHANCA E O TESTE DE RAO. */

AA= LEIA "DADOS"™; /* DADOS = NOME DO ARQUIVQ */

PROC INICIA(K

/* ESTE PROCEDIMENTO CALCULA AS ESTATISTICAS BASICAS DA BIVARIADA

/* (X, YL */
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P1=CATA(&L,3,1,">="); /*Pl= (x,y), onde x<y */

P2=CATA(&1,3,1,"<"); /*P2= (x,y), onde x>y */
X1=PI{,1]: /* x; tais que x<y */
X2=P2[,1]; /* x; tais que x>y */
Yi=Pil,2}; /* y; tais que y>x */
Y2=P2[,2]); /* y; tais que y<x */
N1=NLIN(P1}); /* tamanho de Pl */
N2=NLIN(P2}); /* tamanho de P2 */
N=N1+N2; /% numero total do arquivo DADOS */
SX1=SOMA(X1); /* soma de X1 */
SX2=SOMA(X2); /* soma de X2 */
SY1=SOMA(Y1); /% soma de Y1 */
SY2=S0OMA(Y2); /* soma de Y2 %/

SX = SX1+8X2; /* soma de X */

SY = SY1+SY2; /* soma de Y */

}

PROC PARAM(){
/% ESTE PROCEDIMENTO ATRIBUI OS VALORES DOS PARAMETROS E VERIFICA  */
/* SE AS RESTRICOES INICIAIS SAQ SATISFEITAS E CALCULAR ALGUMAS */

/% CONSTANTES USADAS EM OUTROS PROCEDIMENTOS *s
PP=£&1;

/* PP = o vetor dos parametros = (lambda_!, lambda_12, delta)’ */
I=1;

/® var. aux. para indicar se as restricces iniciasi sao satifeitas */
ENQUANTO {I==1H

L1=PP{L,]; /* primeiro componente do PP €' lambda_1 */
L12=PP[2,]; /* segundo componente do PP e' lambda_12 */
D=PPI[3,]; /% terceiro componente do PP e’ delta */
L2=L1-D; /* lambda_2 = lambda_l - delta */

L=L1+L2+L12; /* lambda = lambda_l + lambda_2 + lambda_12 */
K=L1+L2;

K1=L1+L12Z;

KZ2=L2+L12;

IF {{L1>0) && (L2>0) && (KI>0) &&(K2>0)} {I=0;}
/* se lambda_1>0, lambda_2>0, k1>0 e k250 entao as restricoes iniciais
dos parametros sao satisfeitas, a variavel I recebe valor 0, termina o
procedimento */
CC { C=C/2;
PP=PAR+C¥*S;
ANOTE"CONDICOES INICIAIS NAO SATISFEITAS™:}
}
/* caso contrario, o tamanho da convergencia diminui pela metade com a
mesma direcao, as condicees iniciais sao verificadas novamente, ate
que elas sejam satisfeitas */

'

PROC CALCL{)}{
/* ESTE PROCEDEMENTO CALCULA O VALOR DA LOGARITMO DA FUNCAO DE VE- *

/* ROSSIMILHANCA logL. L7
LOGL=N*LOG(L/K)+NI"LOG{L1*K2)+N2*LOG(L2*K1) -L1*{(SX+SY) +D*{SY)
~L12%{SY1+SX2});

}

PROC DERIVL{}{
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/* ESTE PROCEDIMENTO CALCULA AS DERIVADAS PRIMEIRAS COM RELACAGC AOS */
/" PARAMETROS lambda_l, lambda_12 E delta. '

DI 11 = 2*N/L - 2*N/K + NI/L1 + NI/ZKZ + N2/L2 + N2/7K1 -8X - SY:

Di_L12 = N/L + NI/K2 + N2/Kl1 - 8Yl - SX2;

DI_D = -N/L + N/K - NI/K2 - N2/L2 + §Y;
}

PROC DERIVZ(){
/* ESTE PROCEDIMENTO CALCULA AS DERIVADAS SEGUNDAS COM RELACAO AQS */
/* PARAMETROS PARA CONSTITUIR A MATRIZ DE INFORMACAO DE FISHER OB- */
/* SERVADA. */
DZ_Ll = -4*N/L*2 + 4*N/K"2 - NI/LI"2 - NI/K2°2 -N2/L.2°2 -N2/K1"2;
D2_LI2 = -N/L*2 - N1/K2"2 - N2/K1"2;
D2 D = -N/L"2 + N/K"2 - NI/K2°2 - N2/L2°2;
D2_LILI2 = -2*N/L"2 - NI/K2"2 - N2/K1"2;
D2_LID = 2*N/L"2 - 2°N/K"2 + NI/K2°2 + N2/L2°2;
D2_L12D = N/L°2 + NI/K2°2;
}

PROC DP{H
/* ESTE PROCEDIMENTO CALCULA OS DESVIOS PADROCES DOS PARAMETROS */
/% ATRAVES DA MATRIZ DE INFORMACAO DE FISHER OBSERVADA */

UM=CRIAMAT{&]1,1,1);
/* UM = var. de dimencao &1x1 de uns */
DESVIO=SQRT(DIAG({INV(-DER2))}*UM;
/* desvio padraoc como a rajz quadrada da variancia da estimativa da
matriz de informacao de Fisher */
IMPRIME DESVIO;
}

FUNC TEST(H{
/* ESTE FUNCAO CALCULA A PROBABILIDADE P(X>x) ONDE X E" UMA ESTA- */
/* TISTICA COM DISTRIBUICAO QUI_QUADRADO COM PARAMETRO . */

SE (&1<0)} PROB=9.9999;
/* se x<0, a probabilidade nao pode ser calculada, portanto recebe
valor 9.9999 */

CC PROB=XPROB(&1,1);
/* caso contraric, a funcac retorna o valor da probabilidade tal que
PROB=P(X>&!) */

RETORNAR({PROB);
}

PROC BLOCK{}{
/* ESTE PROCEDIMENTO ESTIMA OS PARAMETROS lambda_l, lambda_l12 E 74

/* delta DO MODELO IRRESTRITO. */
ANOTE“‘!!G&!#‘K!II(!tllilll*t****iitlli!&l-ﬂl****&ilt*ti**!***!*";
ANOTE" ESTIMACAO DOS PARAMETROS SOB MODELQO IRRESTRITO “
ANOTE" ™
PAR=.1;

/* inicialmente, o vetor dos parametros e’ jgual ao vetor do chute
inicial */

PARAM(PAR); /* verifa as restricoes iniciais */
CALCL(}; /* calcula o logL */
DERIV(); /* calcula o vetor de escores %/

DER!= {DI_L1 ,DI_L12,D1_D});
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IMPRIME {{par’) logl};

LOGLI=LOGL; /* a var. logL_l recebe valor de logL */
ITERAC=]; /* a var. ITERACAQ recebe valor 1 */
EPS=1E-6; /% a var. de erro epslon recebe valor 1E(-6) */

MAXI=MAX(ABS(DERI1));
/* a var. MAXI e’ o maxima do vetor de escores em valor absoluto */
MAXIO=MAX({1,MAXI}}*EPS;
/* MAXIO ¢’ o valor utilizado para testar a bondade da convergencia */
ESTAN=0;
/* ESTAN e’ a var. usada para verificar se o processo esta’ entrando
em 'loopping’ */ :
ENQUANTO ((MAXD=MAXIO} &8& (ITERAC<50) && (ESTAN==0)) {
/* enquanto as condicoes acima sao satisfeitas simultaneas, o processo
de convergencia e' feito */
PAR={L1,L12,D};

DERIVZ(); /* calcula as derivadas segundas */
DER2= {DZ_L1 D2_LIL12 DZ_LID,

D2_LILI2 D2 L12 D2_L12D,

D2_LID D2_L12D D2.D K

S = -INV(DERZ)}*DER];
/% a var. $ ¢ a direcac da convergencia */
DD = S’"*DERJ;
/% a var. DD verifica se a direcac e’ boa [(subida), isto e', se DD>O
*/
SE {DD<=0) S=DERI;
/* se DD<=0, entac a direcac continua sendo da iteracao anterior */
C=l;
QK=0;
ENQUANTO (OK==0)}{
PAR_NOVO=PAR+C*S;
/* calcula o vetor dos par. para a proxima iteracao */
PARAM(PAR_NOVO);
/% atribui os valores dos parametros e verifica as restricores
iniciais */
CALCLI();
/* calcu o logaritmo da funcac de vercssimilhanca usando os novos
parametros */
IMPRIME { MAXI (PAR') LOGL} $
("MAX(DERI1),L.1,L12,D,1L.OG");
SE (LOGL>LOGL.1) {LOGLI=LOGL; OK=l;}
/* se logl novo e’ maior do que logl da iteracac anterior, entao
o processo continua */
CC C=Cr2;
SE (C<L.OE-5) {OK=1; EATAN=I;}
/* caso contrario, o tamanho do passo €' reduzido pela metade, o valor
de logl. €' calculado novamente ate ele ficar maior do que logl da
itracao anterior; se o valor de C fer menor do que 0.00001, indica que
0 processo esta entrando em loopping e o vetor dos parametros ja € a
solucao do processo e a variavel ESTAN recebe valor 1| para para o
processo */
}
DERIVI();
/* derivadas primeiras sao calculadas */
DERI1= {DI_L} ,DN_L12,Dt D}
MAXI=MAX(ABS(DER1)});
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ITERAC=ITERAC+I;
}
LOGS=LOGL;
ANOTE" ",
ANOTE" AS ESTIMATIVAS DOS PARAMETROS SAQ :%;
IMPRIME {(PAR’} LOGL} 16:4 ("LAMBDA) LAMBDAIZ,DELTA,logL");
DP(3);
/* os desvios padroes das estimativas dos parametros sao calculados */
ANOTE"PROCESSO ITERATIVO TERMINOU POR:";
SE {(ESTAN==1) ANOTE "ESTRANGULAMENTO.";
CC ANOTE "NORMA DO GRADIENTE SUFICIENTEMENTE PEQUENA.";
LAMBDA!2=PARI[2,};
/* o valor da estimativa de lambda_12 &' guardado para {azer o teste
de WALD */
DELTA=PAR[3,];
/* o valor da estimativa de delta e' guardado para fazer o teste de
WALD */
MID=-{ D2_D D2_LID D2_L12D,
D2_LiD b2 11 D2_LIL12,
Dz_Li2Dh D2_1W12 D2 _Li2k
MID=INV(MID)[1,1];
/* MID e’ a matriz de informacao de fisher parcial com relacao a delta
calculada no ponto maximo da funcao de verossmilhanca sob o modelo
irrestrito */
MILI2=—{ D2_L12 D2_LIL12 D2_112D,
D2_LiLi2 D2_11 D2_LID,
DZ_L12D D2_LID D2_D};
MIL12=INV(MIL12}[1,1];
/* MID € a matriz de informacaoc de fisher parcial com relacao a
lambda_12 calculada no ponto maximo da funcao de verossmilhanca sob o
modelo irrestrito */

}

PROC BLOCKD(){
ANOTE"'I‘I!**i*!l**‘l*i*l’**iKi***’!ﬁt1i*l***!iii!ll*l**l‘**‘ﬁ*i";
ANOTE™ ESTIMACAO DOS PARAMETROS SOB HO;DELTA=0:
ANOTE" ™~ '

L=N/($X1+5Y2); /* lambda = pn/somalmin(x,y) */
L1=(2*L1-D)/2;

/* lambda_l = (lambda_l + lambda_2)/2, onde os valores de lambda_l €

lambda_2 que aparecem na soma sap as estimativas encontradas usando o

procedimente BLOCK apresentado acima %/
L12=L-2*L1;

/% lambda_12 = lambda - 2*lambda_1 */
SE (L12<0) L.12=0;

/* para evitar lambda_l2 inicial nao satisfazer as restricoes inicias

lambda_i2 vai receber zero se for negativo */
PAR={11,112,0};

/* PAR = chute inicial */

PARAM(PAR);

/* atribui valores aos parametros */
CALCL();

/* calcular logL */

DERIVI();
DERI= {D1_L1 ,DI_Li2}
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IMPRIME {(PAR’) LOGL};
LOGLI=L.OGL;
ITERAC=];
EPS=1E-6;
MAXI=MAX(ABS(DER1));
MAXIO=MAX({l,MAXI})*EPS;
ESTAN=0;
ENQUANTO ((MAXI>=MAXIO) && (ITERACKS0) &&(ESTAN==0)} {
/* o processo iterativo usado aqui e o mesmo do BLOCK, mudando
apenas o vetor dos parametros {lambda_l, lambda_l2, delta} para
{lambda_l, lambda_12, O} */
PAR={L1,L12,0};
DERIV2();
DER2= {D2_LI Dz_LiL1Z2 ,
D2_LiL12 D2_L12 b
/* a matriz das derivadas segundas e’ consequentemente 2x2 */
MAXI=MAX(ABS(DER!I)});
S = -INV(DERZ2}*DERI;
DD = S'*DER];
SE (DD<0) S=DER};
S={S,0};
C=1;
0K=0;
ENQUANTO (OK==0K
PAR_NOVO=PAR+C*S;
PARAM(PAR_NOVO);
CALCL();
IMPRIME { MAXI L1 L12 LOGL} §
("MAX(DER1),L1,L12,L0OG");
SE (LOGL>=L0OGL1} {LOGL1=LOGL; OK=i;}
CC C=Cr2;
SE (C<l.E-S) {OK=l; ESTAN=1;}
}
DERIVI1(});
DERl= {DI_L1 ,D1_L12};
MAXI=MAX{ABS(DER1));
ITERAC=ITERACH];
}
LOGD=LOGL;
ANOTE"AS ESTIMATIVAS DOS PARAMETROS SAO :™;
IMPRIME {L1 L12 LOGL} 16:4 ("LAMBDA},LAMBDALZ,logL"};
ANOTE®
DP(2);
ANOTE"PROCESSO ITERATIVO TERMINOU POR:";
SE (ESTAN==1) ANOTE "ESTRANGULAMENTO.";
CC ANOTE "NORMA DO GRADIENTE SUFICIENTEMENTE PEQUENA.™;
111=-D2_D;
112=-{D2_L1D D2_L12D}
121=112%
122=~DER?Z2;
I= INV(I11-H12*INV(I22)*121};
/* a matriz de informacao de Fisher parcial com relacao a delta,
I(delta), e" calculada no ponto de maxima da funcao de verossimilhanca
sob o modelo restrito a delta, isto e', delta=0 */
RAO=D1_D#{2)*I;
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/* a estatistica de Rao €' calculada como (U(delta}*2)*I(delta) */
RAOD={RAO TEST(RAO)};
/* o vetor Raod recebe o valor da estatistica de Rao e o valor da
probabilidade P(X>Rac) onde X e’ distribuicao qui_quadrado com
parametros igual a um */
WALD= (DELTA}Z2/MID;
/* a estatistica de Wald e' calculada como {delta-0)"2/MID, onde MID
e’ a2 matriz de informacao de Fisher parcial com relacac a delta
calculada no ponto de maxima da funcao de verossimilhanca sob o modelo
irrestrito */
WALDD={WALD TEST(WALD)}};
/* o vetor Waldd recebe o valor da estatistica de Wald e a
probabilidade P(X>Wald}), onde X e’ distribuicac qui-quadrado com
parametro igual a um */

}

PROC BLOCKLI12(H
/* ESTE PROCEDIMENTO CALCULA AS ESTIMATIVAS DOS PARAMETROS lambda_l1 */

/* E delta SOB A HIPOTESE NULA HO: lambda_l2 = O */
ANOTE"**‘“""I*ﬁ‘***"*iH“***‘**l***"**’.**“!“!*KI.*‘*!““";
ANOTE" ESTIMACAO SOB HO:L12=Q";

ANOTE" "
L1=N/SX; /* lambda_l = n/somaf{X) */
L2=N/SY; /* lambda_2 = n/soma(Y} */

LOGL=N*LOGIL1) + N*LOG(L2} - L1*$X - L2*SY;
/* a funcao logh €' calculada no ponto de maxima da funcag de
verossimilhancao sob HO. */
D=L1-L2; /* delta = lambda_l ~ lambda_2 */
IMPRIME {L1 D LOGL} 16:4 ("LAMBDAL,DELTA,LOGL");
LOGLI1Z2=LOGL,;
PARAM{{L1,0,D});
DERIVI();
/* o vetor de escores e’ calculado no ponto maximo */
DERIV2(};
/* as derivadas segundas sao calculadas */
DER2= {D2_L1 D2_LID,
DZ_LID D2_D}
DP(2);
/* o0s desvios padroes das estimativas sao calculados */
= -D2_L12;
I12= ~{D2_L1L12 D2_L12D};
21=112";
122=-DERZ;
I=INV(Ill- [12*INV(I22}*121);
/* a estimativa da matriz de informacao de Fisher parcial com relacao
a lambda_12 e’ calculada no ponto de maxima sob o modelo restrito a
lambda_12, isto e’, lambda_12 = 0 */
RAO=(DI_L12#2)*I;
/* a estatistica de Rao e' calculada */
RAOL12={RA0 TEST{RAO)};
WALD=(LAMBDA12)#2/MIL12;
/% a estatistica de Wald e’ calculada */
WALDLIZ={WALD TEST(WALD));
}
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PROC TESTEI{)}{
ANOTE“!!GII!!!!!*!'&!!‘l!#Ilﬁﬁlllll!i!ﬁill‘!!t!ﬁll!ii!l!l!!tlll“;
ANOTE"++4++++++++ TESTE DA RAZAO DE VEROSSIMILHANCA ++++++++++++";
ANOTE"” 7;

ANOTE"TESTE DE INDEPENDIENCIA DE X E Y (HO:LAMBDAI2=0)} : "
G=-2*{1.0GL12-L0GS);
P=XPROB{G,1);
IMPRIME {G P} $("-2logG,P_value");
ANOTE" ";
ANOTE"TESTE DE IGUALDADE DAS DISTRIBUICQES X E Y (HO:DELTA=0}:";
G=-2*(LOGD-LOGS);
P=XPROB(G,1};
IMPRIME {G P} $ ("-2logG,P_value");
}

PROC TESTE2(X
ANOTE"i‘lil‘*‘i*‘!****I‘*!ﬁ‘*i*‘li!Iiﬁ*l*ﬁi**i*!"l"llllllll““"
ANOTE"+++++++++++++44++ TESTE DE RAO (SCORE) ++++i+++it++ttt+4+4";
ANOTE" *;
ANOTE"TESTE DE INDEPENDENCIA DE X E Y (HO:LAMBDAI2=0) ™
IMPRIME RAOLI2 10:4 ("R,P_value");
ANOTE" %
ANOTE"TESTE DE IGUALDADE DAS DISTRIBUICOES X E Y (HO:DELTA=0): ™;
IMPRIME RAOD 10:4 ("R,P_value"});

}

PROC TESTE3(}{

ANOTE"*****!‘i!iii’*li*****!ﬁil'*I‘!ll!*ii*****iiiillt!iilli!ﬁl!"'.
r

ANOTE"++++++++++++t+++++ TESTE DE WALD +++++++t++etttttteet++4";
ANOTE" "
ANOTE"TESTE DE INDEPENDENCIA DE X E Y (HO:LAMBDAI2=0) :
IMPRIME WALDL1Z 10:4 ("W,P_value"};
ANOTE" "
ANQTE"TESTE DE IGUALDADE DAS DISTRIBUICOES X E Y (HO:DELTA=0}); "
IMPRIME WALDD 10:4 ("W,P_value"};

}

/* PROGRAMA PRINCIPAL */

INICIA(AA);

CHUTE={0.6,0.4,0.2}; /* chute inicial */

BLOCK(CHUTE); CMD"PAUSE",;

BLOCKD();CMD"PAUSE";

BLOCKLI2();CMD"PAUSE";

TESTE!();CMD"PAUSE";

TESTEZ(); CMD"PAUSE";

TESTE3();

PROGRAMA 3. SARKAR.PRG

/* PROGROMA ESCRITO EM "CM" DO SOC */

/% ESTE PROGRAMA ESTIMA OS PARAMETROS DA DISTRIBUICAO DE SARKAR EM CASOS
DE : LAMBDAI12=0, DELTA=0 E SEM NENHUMA RESTRICAO. E FAZ TESTES DE HI-
POTESES DE INDEPENDENCIA E DE IGUALDADE USANDO O TESTE DA RAZAO DE
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VEROSSIMILHANCA E O TESTES DE RAO */
AA=LEIA"DADOS"; /* DADOS = NOME_ARQUIVO */

PROC INICIA(}M
/* ESTE. PROCEDIMENTO IDENTIFICA OS VETORES X E T, E REALIZA ALGUNS
CALCULQOS INICIAIS */
P1=CATA{&l],3,1,">=");
P2=CATA(&1,3,1,"<");
N1=NLIN(P1);
N2=NLIN(PZ2};
N=NI1+N2Z;
X1=P1[,1];
X2=P2{,1];
Yi=P1[,2];
Y2=p2|[,2];
SX1=SOMA(X1); 7* SX1 = soma de X1 */
SX2=50MA(X2); /* 5SX2 = soma de X2 */
SY1=SOMA(Y1); /* SYl = soma de Y1 */
SY2=SOMA(Y?2); /* SYZ = soma de Y2 */
SX=8X1+5X2;
SY=SY1+5Y2;
}

PROC PARAM(}
/* ESTE PROCEDIMENTO ATRIBUI OS VALORES DOS PARAMETROS E VERIFICA */
/* SE AS RESTRICOES INICIAIS SAO SATISFEITAS E CALCULAR ALGUMAS *y
/% CONSTANTES USADAS EM OUTROS PROCEDIMENTOS */
PP=&1;
I=1:
ENQUANTO (I==1}
L1=PP[1,]);
‘L12=PP(2,];
D=PPI[3,1];
L2=L1-D;
L=L1+LZ2+L12;
K=L1+L.2;
K2=K"2;
K3=K"3;
Sk {(L1>0) && (L2>0) && (L12>=max(—~{11,12})} ) 1=0;
CC { C=C/r2;
PP=PAR+C*S;}

}

PROC CALC(X
/* COM 0S VALORES DE L1, L2 E L12, ALGUMAS EXPRESSOES SAQ CALCULADAS
PARA SER UTILIZADAS POSTERIORMENTE */

SE1=EXP(-Li*X1};

SEZ=EXP(-L2*X2);

TEI=EXP(-L1*Y1};

TE2=EXP{-L2*Y2);

SL1=LOG{I-SE1);

SL2=L0OG(1-SE2);

TLI=LOG(1-TEl);
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Ti.2=LOG(1-TE2);

SSL1=SOMA(SL1);

SSL2=SOMA(SL2);

STL1=SOMA(TLI);

STL2=SOMA(TL2);

S1=(1-SE1)#(-1};

Ti=(1-TE1)#(-1);

S2=(1-SE2)8(-1);

T2=(1-TE2)#(~1);

W=SSL1+STL2-STL1-SSL2;

CTI=TI*ITEI®!Y1;

CS1=SIMSEI*X1;

CT2=T2*TE2*!Y2;

C52=52*ISE2"X2;

SCT1=SOMA(CT1);

SCT2=SOMA(CT2);

SCS1=SOMA(CSL1);

SCS2=SOMA(CS2);

A=K*(L2+L12) - L2*L*TEl; AD=—(L2+L12)-K+(L+L2)*TEL;

B=K*(L1+L12) - 1181 *SE2; BD=—(LI+L12)+LI*SE2-L1*L*SE2*IX2;

AL12=K-L2*TEl; BLI2=K-L1*SE2;

AL1=2%(L2+L12)+K~(L+2*L2-1.2*L*Y1)"ITE;

BLI=2#(L1+L12)+K~(L+2*L1-L1*L*X2)*ISE2;

AE1=A#(-1);AE2=A#(-2);BE1=B#(-1);BE2=B#(-2);
¥

PROC CALCL{){
/* CALCULO DE loglL. */
logL = NI*LOG{L1) + N2*L.0G(L2) + N*LOG(L) - 2*N*LOG{K)
~ L1*(SX+SY) + D*SY - LI2*(SYI+SX2)
+ SOMA(LOG(A)) + SOMA(LOG(B)) + (LI2/K)*(SSL1+5TL2}
- (I+L12/K)*(STLI+SSL2)-5X-5Y; '
}

PROC DERIVI(}
/* ESTE PROCEDIMENTO CALCULA O VETOR ESCOR */
D1_L1 = NI/L1+N2/L2+2*N/L - 4*N/K - SX-SY+SOMA[(AE1*!ALL)
+ SOMA(BEI*!BL1) - 2*L12*W/K2 + L12*{SCSI1+5CT2}/K
- (1+L12/K)*(SCT1+8CS82);
DI_L12 = N/L + I/K*W - SYI1-SX2 + SOMA(AEI*IAL12) + SOMA(BEI*IBL12);
Dl D = =N2/L2 = N/L + 2*N/K + SY + SOMA(AEL*'AD) + SOMA(BEI*'BD)
+ L12*W/K2 - L12*SCT2/7K + (1+L12/K)}*SCS2;
}

PROC DERIVZ2(H
/* ESTE PROCEDIMENTO CALCULA A MATRIZ DE VARIANCIA E COVARIANCIA
ESTIMADA */
D2_L1 = -NI/L1*2 - N2/L2"2 - 4*N/L"2 + 8*N/K2
+  SOMA(-AE2MALI#(2)+AEI*(4-4*TE1+(2*L+4*L2-1 2*L*Y1)*!' TEI*!Y]))
+ SOMA(-BE2*'BL1#{2)+BE1*1(4-4*SEZ2+(2*L+4*LI-L1"L*X2)*!SEZ2*!X2)}
+ 8*L12*W/K3 - 4*L12*(SCS1+SCT2-SCT1-5CS2)/K2
- (L12/K)*({SOMA(CS1#{2)+CSI*'X1)+SOMA(CT2#(2)+CT2"1Y2))
+  {(1+L12/K)*(SOMA(CT1I4#(2)+CTIMY1)+SOMA(CS2#(2)+C82%1X2));
D2_112 = -N/L"2 + SOMA(-AEZ*IAL12#(2)) +SOMA(-BE2*!BL12#(2));
D2_D = -N2/L2°2 - N/L"2 + 2*N/K2 + SOMA(-AEZ2*1AD#(2)+AEL*1(2-2*TE1))
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+ SOMA(-BE2*!'BD#(2)+BE1*!{(LI*SE2*!1X2*!(2~L*X2)}}
+ 2"L12*W/K3 - 2*L12*(5CT2-5CS2)/K2 - (L12/K)*(SOMA(CT2#4(2)
+CT2%1Y2)+  (1+L12/K)*(SOMA(CS2#(2)+CS2*1X2));
D2_LILIZ = - 2*N/L"2 - (2/K"2)*W + 1/K*(SCSI-SCTI1+8CT2 - SCS2)
+ SOMA(-AE2%IALI*IAL1Z + AEI*1(2+(L2*Y1-1)*ITE}))
+ SOMA(-BE2*BLI*BL12 + BE!I*!/2+(LI1*X2-1)*!5E2));
D2_LI1D = N2/L2"°2 + 2*N/L"2 - 4*N/K2 -4*L12*W/K3
+  SOMA(-AEZ*!ALI*!'AD+AEI*!{{-3+3*TE1-{L+L2)*(TE1*!Y1)))
+  SOMA(-BE2™BD*IBL1+BE1*(-1+SE2—(3*L1+L-LI1*L*X2)}*({SE2*1X2)))
~ 2* L12/K2*(SCS2-SCT2} + L12/K2*(SCS1+SCT2-SCT1-SCS2)
+ LI2/K*(SOMA(CT2#{2}+CT2*1Y2))-(1+L12/K)* (SOMA(CS2#(2)+CS2*1X2));
D2_L12D = N/L"2 + I/K"2*W + (1/K)*(SCS2-SCT2)
+ SOMA(-AE2*tAD*!AL12) + SOMA(-BE2*!BD*!BL12)
+ SOMA(AEI*!(-1+TE1})+ SOMA{BE1*{(~1+L1*SE2*!X2));
}

PROC DP{}
/* CALCULO DE DESVIOS PADROES ATRAVES DA RAIZ QUADRADA DO DIAGONAL DA
INVERSA DA MATRIZ DE INFORMACAO ®/
UM=CRIAMATI(&1,1,1);
DESVIO=SQRT(DIAG(INV(-DER2)}*UM;
IMPRIME DESVIO;
}

FUNC TEST(){
/* ESTA FUNCAOQO DEVOLVE O P_VALUE DA ESTATISTICA DE QUI-QUADRADO COM UM
GRAU DE LIBERDADE */ -
IF (&I1KO) {P=9.9999;}
CC P=XPROB(&1,1);
RETORNAR(P);
}

PROC SARKARI(M
/* ESTE PROCEDIMENTO ESTIMA OS PARAMETROS SEM NENHUMA RESTRICAO */
ANOTE"™ ™;
ANOTE" ESTIMACAO DOS PARAMETROS SEM NENHUMA RESTRICAO:";
ANOTE" *;
A=N/SX;
B=N/5Y;
C=N/(5X1+5Y2});
L12=A+B-C;
L1=A-L12;
L2=B-112;
D=L1-L2;
PAR={L1,L12,D};
PARAM(PAR); /* VERIFICA AS RESTRICOES INICIAIS */
CALC(); /®* CALCULA AS EXPRESSOES COMUNS USADAS NAS CONTAS */
CALCL(); /* CALCULA O logL */
DERIVI(); /* CALCULA AS PRIMEIRAS DERIVADAS */
DER1={D1_L1, DI_LI2, D1_D}; /* CONSTROI O VETOR DE ESCORE */
LOGL1=LOGL;
IMPRIME {{PAR’) LOGL});
EPS=IE-6;
MAXI=MAX(ABS{DERI));
MAXIO=MAX({1, MAXI}*EPS;
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IMPRIME MAXIO;

ITERAC=];

estan=0;

ENQUANTO ({MAXI>=MAXIO) && (ITERACKI0Q) && (estan==0))}
PAR={L1,L12,D});

CALC();

CALCL{);

DERIV2{);

DER2={ D2_L1 D2_LIL1Z D2_LID,
DZ_LIL12 D2 _L}2 D2_L12D,
D2_LID D2_L12D D2_D}

/* CONSTROI A MATRIZ DE VAR. E COV. */
S = -INV(DER2)*DER!; /* DIRECAO */
DD=S’*DER]; /* GRADIENTE */
IF {DD<=0) S=DERI;
C=1;
OK=0;
ENQUANTO {OK==0}
PAR_NOVO=PAR+C*S;
PARAM(PAR_NOVO);
CALC();
CALCL(};
IMPRIME {iterac MAXI {(PAR’) LOGL} $
("iterac, MAX(DERI1),L1,L12,D,logl.");
SE (LOGL>LOGL1) {LOGL1=LOGL; OK=1;}
CC {C=Cr2;}
SE (C<0.000001) {ESTAN=1; OK=l;}
}
DERIV1()};
DERI={(D1_11,D1_L12,D1_D};
MAXI=MAX(ABS(DER1));
ITERAC=ITERACH+1;
}
ANOTE "PARQU POR :™;
SE (ESTAN==0) ANOTE" NORMA DO GRADIENTE SUFICIENTEMENTE PEQUENA.";
CC ANOTE"ESTRANGULAMENTO.";
DP(3); /* DESVIOS PADROES DOS 3 PARAMETROS */
logs=logl;

PROC SARKARD(){
/* ESTE PROCEDIMENTO CALCULA AS ESTIMATIVAS DOS PARAMETROS
LAMBDA! E LAMDAI12 SOB A HIPOTESE DE IGUALDAE DAS MARGINAIS, ISTO E’,
DELTA = 0 */

ANOTE"I“"‘!‘l“*l!****“*l*‘**l*****lK!l'!lK!lll‘*lﬁ‘!l"*!‘";

ANOTE" ESTIMACAQ SOB HO:DELTA=0 :";

ANOTE" %;

L=N/{SX1+5Y2};

Li=(2*L1-D}/2;/* CHUTE INICIAL USANDO AS ESTIMATIVAS ENCONTRADAS
NO PROCEDIMENTO ANTERIOR */ '

L12=L-2%LI;

SE (L12<0) LI12=0;
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PAR={LI1,L12,0}; /* CHUNTE INICIAL */
PARAM(PAR);
CALC():
CALCL();
DERIVI(});
DER1={D{_L1,D1_L12};
IMPRIME {Lt L12 LOGL} $ ("LAMBDA1,LAMBDAI12,logl."};
LOGL1=LOGL;
ITERAC=];
EPS=1E-6;
MAXI=MAX(ABS(DER1));
MAXIO=MAX{{l,MAXI}*EPS;
ITERAC=];
ESTAN=0;
ENQUANTO ((MAXI>=MAXIO) && {ITERAC<S0} && (estan==0)){
PAR={L1,L12,0};
CALC();
CALCL):
DERIV2();
DER2={ D2_L1 D2_LIL1Z,
Dz_LlL12 D2_L12 )
S = -INV(DER2)*DER];
DD=S'*DERI;
IF (DD<=0} S=DERI;
3={5,0}
C=l;
OK=0;
ENQUANTO (0K==0}
PAR_NOVQ=PAR+C*S;
PARAM(PAR_NOVO};
CALC();
CALCL():
IMPRIME {ITERAC C MAXI (PAR’) LOGL} $
{"ITERAC,C,MAX(DERI),L1,L12,D,logL"};
SE (LOGL>LOGL1) {LOGL1=LOGL; OK=1;}
CC {C=C/2;}
SE {C<0.000001) {ESTAN=1; OK=l;}
}
DERIVI();
DERI={D1_L1,D1_L12};
MAXI=MAX{ABS{DERI!});
ITERAC=ITERACH*];
}
ANQTE "PAROU POR :";
SE (ESTAN==0) ANOTE" NORMA DO GRADIENTE SUFICIENTEMENTE FEQUENA.";
CC ANOTE"ESTRANGULAMENTO. "
logD=logl;
ANOTE" AS ESTIMATIVAS DOS PARAMETROS SAQ:";
IMPRIME {L1 L12 LOGL} 10:4 ("LAMBDAI,LAMBDAI2,logl"};
ANOTE" "; :
dp(2);
U={D1_D,DERI1}/SQRT(N);
I1=-D2_D/n;
112=-({D2_L1D D2_L12D}/n;
121=112";
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122=-DER2/n;
= 112, 121 122)%
TEST=U'*INV(1)*U;
SE (TEST<0) FINAL=9.9999;
CC FINAL=XPROB(test,1);
RAOD={TEST FINAL};

}

PROC SARKARLI12(}{
/* ESTE PROCEDIMENTO CALCULA AS ESTIMATIVAS DE LAMBDAL EDELTA, SOB A
HIFOTESE DE LAMBDAIZ=0 %/
ANOTE"-‘!!‘**!K!*‘!llK-l—lI-l**l‘!‘l*lll—****llll"l*ii**i*lﬁ‘**‘ﬂ‘ii***";
ANOTE" ESTIMACAC SOB HO:L12=0";
ANOTE" "; :
Li=N/SX:
L2=N/SY;
LOGL=N*LOG(L1)+N*LOG(L2)-L1*SX-L2*SY-SX-SY;
D=L1-L2;
L12=0;
IMPRIME (L1 D LOGL)} i6:4 {"LAMDBDAL DULTALGGL"Y
loglliZ=logl;
PARAM{{L1,0,D}});
DERIV1();
DERIV2{};
DERZ={D2_L1D2_L1D,
D2_L1D D2_D};
U={DI_L12, DI1_L1, D1_D}/sqrt(n);
1= -D2_L12/n;
2= -{D2_LILi2 D2_Li2D}/n;
121=112";
122=-DERZ/N;
I={111 112,121 122}
TEST=U'*INV(I)*L;
SE (TESTCO} FINAL=9.9999:
CC FINAL=XPROB(TEST,1};
RAQL1Z2={TEST FINALL
DP(2);
}

PROC TESTEL(){

/* ESTE PROCEDIMENTC REALIZA O TESTE DA RAZAQ DE VEROSSIMILHANCA */
ANOTE"I!!ll!!!lliil!!!!l!!l!!*!llit!!!!IIll!!l!lllllilll!illlilllll";
ANOTE"++++++++++ TESTE DA RAZAO DE VEROSSIMILHANCA ++++++++4++4444+44";
ANCTE" ™
ANQTE"TESTE DE INDEPENDIENCIA DE X E Y (HO: LAMBDAL2=0) :";
G=-2*(LOGL12-L0OGS); /* ESTATISTICA DO TESTE */

P=XPROB{G,1):

IMPRIME {G P} ${("-2logG,P_value");

ANOTE" ";

ANOQTE"TESTE DE IGUALDADE DE DISTRIBUICCESDE XE Y (HO;DELTA=0) ;";
G=-2*{LOGD-LOGS);

P=XPROB(G,1);

IMPRIME {G P} $ ("-2l0gG,P_value");
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FROC TESTEZ(N

/* ESTE PROCEDIMENTO REALIZA O TESTE DE RAQ */
ANOTE".“!!I‘lliﬂ*’l‘l‘ll‘l.‘ll“i".Il!lillll‘!l“lii!!!!"&‘!.'l“;
ANOTE"+++++++4++++4+4+++ TESTE DE RAQ (SCORE) ++#+++++++++-t+4++4+44™
ANOTE"TESTE DE INDEPENDENCIA DE X E Y (HO:LAMBDA12=0) :";
IMPRIME RAOLI2 10:4 ("R,P_value");
ANOTE" "
ANOTE"TESTE DE IGUALDADE DE DISTRIBUICOES DE X E Y (HO:DELTA=0) :*;
IMPRIME RAOD 10:4 ("R,P_value");

}

INICIA{AA);
SARKAR();
CMD"PAUSE";
SARKARD():
CMD"PAUSE";
SARKARLI12();
CMD"PAUSE";
TESTEL();

P Tialls T R R o Eall
iy rnuarc. ,

TESTEZ();

PROGRAMA 4, BLOCKC.FRG

/* PROGRAMA ESCRITO EM MODULO IML DO SAS */
/* ESTE PROGRAMA ESTIMA 05 PARAMETROS DA DISTRIBUICAO SARKAR COM
PRESENCA DE CENSURAS. TRES MODELOS SAO CONSIDERADOS: IRRESTRITO,
INDEPENDENCIA E IGUALDADES DAS DISTRIBUICAO MARGINAIS. TESTES DE
HIPOTESES SAO REALIZADOS USANDO O TESTE DA R.V., DE RAO E DE WALD */
LIBNAME LIB ’c:\';
DATA DADOS;

~ /* COMANDQS SAS */
RUN:

PROC IML WORKSIZE=150;
START INICIA;
USE DADOGS;
READ ALL VAR{X Y} WHERE(T>=1 & CENS=0) INTO Pl; /* X<Y,FALHA */
READ ALL VAR{X Y} WHERE(T<1 & CENS=0) INTO P2; /* X>Y,FALHA */
READ ALL VAR{X Y} WHERE(T>=l & CENS=1} INTO P3; /* X<Y,CENSURA */
READ ALL VAR{(X Y} WHERE(T<1 & CENS=1} INTO P4; /* X>Y,CENSURA */

X1=Pi[,1]; X2=pP2[,1}; X3=P3(,1}; X4=P4[,1];
Y1=PIl,2]); Y2=p2{,2); Y3=P3[,2); Y4=P4[,2];
N1=NROW(P1}); /* numero de linhas de Pl */

N2=NROW(P2);

N3=NROW(P3);

N4=NROW(P4);
N=N1+N2+N3+N4; PRINT NI N2 N3 N4;
SX1=SUM(X1); SX2=SUM(X2); SX3=SUM(X3); SX4=SUM{(X4);
SY1=SUM(Y1); SYZ=SUM(Y2); SY3=SUM(Y3); SY4=SUM(Y4),
SX = SX1+SX2+5X3+5X4;
SY = SYI+5Y2+5Y3;
SK = SY1+5X2+5Y3+5X4;
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L=N/{SX1+5Y2+SX3+5Y4);

/*LI=N/SX; .

D=L1-N/(SY+5Y4};

L12=L-2*L1-D; IF L!12¢0 THEN L12=1;*/
FINISH;

START FUN;
/* ESTE PROCEDIMENTO ATRIBUI VALORES FARA 0OS PARAMETROS E CALCULA
O VALCOR DO LOG DA FUNCAO DE VEROSSIMILHANCA */
Li=PARI(1,];
L12=PARI{2,];
D=PARI[3, ];
L2=L1-D;
L=L1+L2+L12;
K=L1+L2;
Ki=L1+L12;
K2=L2+L12;
EY = EXP(-L2*Y4);
EX = EXP(-1.2*X4});
A = KI*EY - LI12*EX;
F = N*LOGI(L} - N*LOG(K) + NI*LOG{LI1) + NI1*LOG(K2) + N2*L0OG(L2)
+ NZ2*LOG(K1) + N3*LOG(LI) - L1*{SX +SY) + D*SY -L12*SK
+ SUM(LOG(A)); /* LOG DA FUNCAO DE VEROSSIMILHANCA */
FINISH;

START DERJ;
/* ESTE PROCEDIMENTO CALCULA A DERIVADA NUMERICA DO LLOG DA FUNC. DE
VEROSSIMILHANCA COM RELACAQ A0S PARAMETROS */

PARA=PAR;

D1=J{NP,1,0); /7* D1 = CRIA UMA MATR!Z DE TAMANHO NP*] */

DI[I, ]=10##{-4*PARAI[L };

IF (PARA[1,]=0) THEN DIll1,]=0.000001;

PAR=PARA+DI;

RUN FUN;

RESI=F,;

PAR=PARA-DI;

RUN FUN;

RES2=F;

DEI={RESI-RESZ2)/(2*D1l1,1});
FINISH;

START DER2; :
/* ESTE PROCEDIMENTO CALCULA A SEGUNDA DERIVADA NUMERICA, ATRAVES DA
DERIVADA PRIMEIRA %/

PARB=PAR;

D2=J(NP,1,0);

D21J,1=104##(-4)*PARBLJ, I;

IF (PARBI(J,1=0) THEN D2[J,1=0.000001;

PAR=PARB+D2;

RUN DERY;

RES3=DEL;

PAR=PARB-D2;

RUN DERI;

RES4=DEI;

DE2=(RES3-RES4)/(2*D2(J,1);
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FINISH;

START CDERI;
/®* CALCULA O VETOR ESCORE */
DERIV1=J(NP,1,0);
DO 1=1 TO NP;
RUN DER];
DERIVIIL, ]=DE];
END;
FINISH;

START CDERZ;

/®* CALCULA A MATRIZ DE VARIANCIA E COVARIANCIA v/
DERIVZ=J(NP,NP,0);
DO1=1TO NP;

DOJI=1T0 ],
RUN DERZ;
DERIV2{],J}=DE2;
DERIVZ2[),1}=DEZ2:
END;
END;
FINISH;

START DP;
/% CALCULA O DESVIO PADRAO PARA UM VETOR DE PARAMETROS DE TAMANHO NP
*/
IND=KNP,1,1};
DESVIO=SQRT{DIAG{-INV(DERIV2)))*IND;
PRINT DESVID;
FINISH;

START NEWTON;
/* PROCEDIMENTO ITERATIVO NEWTON-RAPHSON */
RUN FUN;
LOGL=F;
RUN CDERI;
RUN CDER2;
DELTA=SOLVE(DERIV2,DERIV1]);
IF (ITER=! : LOG)<=LOGL) THEN D{;
PRINT ITER (PARF') LOGL;
PARF=PARF-DELTA;
LOG1=LOGL;
END;
ELSE DO;
PRINT ITER (PARF') LOGL, , "XXXXXXXXXXXXXXXXXX",,:
PARF=PARF -0.5*DELTA;
1LOGI=1.0GL;
END;
FINISH;

START BLOCK;
L1=0.0115;
L12=0.0003;
D=0.009;
NP=3;
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PAR=L1//L12//D;
PARF=PAR;
DO;

ITER=I;

MAX=I;

LOGI=0;

DO WHILE (ITER<=30 & MAX>0.0001 & LDO};
RUN NEWTON;
PAR=FPARF;
MAX=MAX(ABS(DERIV1)});
ITER=ITER+};

END;
PRINT L1 L12 D;
IND=J(NP,:.1);
DP=SQRT{DIAG(-INV(DER]VZ2)))*IND;
PRINT DERIVI " " DP;

END;

LOGS=LOGL;

MID=-((DERIV2[3,3]):} DERIV2[3,1]:! DERIV2(3,2})//
(DERIVZ2{1,3]!} DERIV2[1,11ii DERIVZ{1,21)/7
(DERIVZ2{2,3): DERIV2I2,1]ii DERIV2[2,2]1));

/* MATRIZ DE INFORMACAO DE FISHER SOB O MODELO IRRESTRITO COM RELACAO

A DELTAY/

MID=INV(MID){1,1};

WALD=D##2/MID; /* ESTATISTICA DE WALD */

P_VALUE = 1-PROBCHI{WALD, 1);

WALDD=WALD!!P_VALUE;

PRINT WALDD;

MIL1Z=-({DERIV2{2,2);: DERIV2[2,1]ii DERIV2[2,3})//
(DERIVZ(1,2)ii DERIVZIL,1]ii  DERIVZ2{1,31)/7/
(DERIV2[3,2]i! DERIV2[3,1}i{ DERIV2{3,3]});

/* MATRIZ DE INFORMACAO DE FISHER SOB O MODELO IRRESTRITO COM RELACAO

A LAMBDAIZ */

MIL12=INV{MIL12}[1,1];

WALD=LI12##2/MIL12;

P_VALUE=1-PROBCHI(WALD,1);

WALDLI12=WALD!!P_VALUE;

PRINT WALDL12;

FINISH;

RUN INICIA;
RUN BLOCK;

PROGRAMA 5. SARKARC.PRG

/* ESTE PROGRAMA ESTIMA 0S PARAMETROS DA DISTRIBUICAO DE SARKAR COM
PRESENCA DE DADOS CENSURADOS SOB 0S MODELOS; IRRESTRITO, DELTA=0LE
LAMBDA12=0, TESTES DE HIPOTESES SAO REALIZADOS USANDO OS TESTES DA
R.V., DE RAO E DE WALD*/

LIBNAME LIB 'C:\';
DATA DADOS;



/7*COMANDO SAS */
RUN;

PROC IML WORKSIZE=150;
START INICIA;
USE DADOS;

READ ALL VAR{X Y} WHERE{T>=1 & CENS=0) INTO Pl; /* X<Y,FALHA */
READ ALL VAR{X Y} WHERE(T<1 & CENS=0} INTO P2; /* X>Y,FALHA */
READ ALL VAR{X Y} WHERE(T>=] & CENS=]1} INTO P3; /% X<Y,CENSURA *
READ ALL VAR{X Y} WHERE(T<1 & CENS=l1) INTO P4; /* X>Y,CENSURA %/
X1=Pi[,1]; X2=r2[,1]; X3=P3[,1} X4=P4l[,1];
Y1=Pil[,2]; Y2=p2[,2]; Y3=P3[,2]; Y4=P4[,2];
N1=NROW(P1);
N2=NROW(P2);
N3=NROW(FP3);
N4=NROW(P4);
N=N1+N2;
SX1=SUM(X1); SX2=SUM(X2); SX3=SUM(X3); SX4=SUM(X4);
SY1=SUM({Y1); SY2=SUM(Y2); SY3=SUM{Y3); SY4=SLUM{Y4)-
SX=SX1+5X2; SY=SY1+SY2; '
L=(N+N3+N4)/(SX1+SY2+5X3+5Y4);
1.I=L-(N+N3+N4)/(SY1+SY2+SY3+SY4);
D=LI1-(L-(N+N3+N4)}/{SX1+SX2+SX3+5X4}));
L12=L-2*L1+D;
NP=3;
LI=0.0116; L12=0.0002; D=0;
PAR=L1//L12//d;

: PARF=PAR;

FINISH;

START FUN;

/7% CALCULA O LOG DA FUNCAO DE VEROSSIMILHANCA */
L1=PAR[L1;
L12=PAR[2,];
D=pari3.,l;
L2=L1-D;
L=2*1.1-D+L12;
K=11+L2; .
SE1=FEXP(-L1*X1}; SEZ2=EXP(-L2*X2);
TEI=EXP{-L1*Y1); TEZ2=EXP(~L2*Y2};
SL1=LOG(1-SE1}); SL2=L0G{1-SE2);
TL1=LLOG(1-TE1); TL2=LOG({1-TE2);
SSL1=SUMI(SL1}): SSL2=SUM(SL.2);
STL1=SUM(TL1}; STL2=SUM(TLZ2);

A=K*{L2+L12) - L2*L*TE};

B=K*(L1+L12) - LI*L*SEZ2;

G=L12/K; Kl=LIl+L12;

SE4=EXP(-1.2%X4); SE41=1-8E4; TE41=1-EXP(-L2*Y4);

F NI*LOG(L!) + N2*L.OG(L2)} + N*LOG(L) - 2*N*LOG(K)

— L1*(SX+SY) + D*SY - LI12*(SY1+SX2)

+ SUM(LOG(A)) + SUM{LOG(B)} + (L12/K)*(SSL1+STL2)

(1+L12/K)*(STL1+SSLZ2)-SX~-SY

{L2+L12)*5Y3 ~ G*SUM(LOG(1-EXP(-L1*Y3))}

N3*LOG(1+G) + G*SUM(LOG(1-EXP{-L1*X3))) + N3*LOG(L1) - L1*s5X3
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~ KI1*SX4 + SUM(LOG(KI-SE41##{~G)4TE41##(1+G)
#(K1+G*SEA18#(-1)H#{L2*SE4)));
FINISH;

START DERIL;
/* DERIVADA PRIMEIRA DO LOG DA FUNCAO DE VEROSSIMILHANCA COM RELACAQ
AOS PARAMETROS */
PARA=PAR;
D1=J(NP,1,0); -
Di1[1, }=104##(-4)*PARA[L];
IF (PARAI[I,])=0) THEN Di{I,}=0.00000};
PAR=PARA+D];
RUN FUN;
RESI=F;
PAR=PARA-DI;
RUN FUN;
RES2=F;
DE1=(RESI-RES2)/(2*DI[1,));
FINISH;

START DERZ;

/% DERIVADA SEGUNDA CALCULADA ATRAVES DA DERIVADA PRIMEIRA */
PARB=PAR;
D2=I(NP,1,0);
D2[J,1=10#$#{-4)*PARBI[J,];
IF (PARB[J,]=0) THEN D2[J,]=0.000001;
PAR=PARE+D2;
RUN DERI;
RES3=DEL;
PAR=PARB-D2;
RUN DERI;
RES4=DE];
DE2=(RES3-RES4)/(2*D2[J,]);

FINISH;

DO,

ITER=];

MAX=];

LOGI=0;

RUN INICIA;

DO WHILE (ITER<=50 & MAX>0.0001 & LD>O});
RUN FUN,;
LOGL=F;
DERIV1=J(NP,1,0);
DO I=1 TO NP;
RUN DERI;
DERIVIIL, |=DEJ;
END;
DERIV2=}(NP,NP,0);
DG 1 =1TO NP;
DOJ=1T0 I
RUN DERZ;
DERIV2[1,J]=DE2;
DERIV2[J,1]=DE2;
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END;
END;

DELTA=SOLVE(DERIV2,DERIVI);

IF {ITER=1 ! LOGIK=LOGL) THEN DO;
PRINT ITER LI L12 D LOGL;
PARF=PARF-DELTA;

LOGI=LOGL,;

END;

ELSE DO;
PRINT ITER L1 L12 D LOGL,,"XXXXXXXXXXXXXXXXXX",,;
PARF= PARF -0.5*DELTA;
1.OG1=LOGL;
END;
if parf[2,K0 then parfl2,}=0.00001;
if (parfl1,)-parfl3,])X=0 then parf[3,]=0.00001;
PAR=FPARF;
MAX=MAX(ABS(DERIVI}): _
FRIiv: par gerivl " " derive;
ITER=ITER+];
end;
PRINT Li L12 D
IF L12¢0 THEN PRINT "COND. N. SATISFEITA";
IND=J(NP,1,1};
DP=SQRT(DIAG(-INV(DERIV2)))*IND;
PRINT DP,

MID=-((DERIV2[3,3]:! DERIVZ2[3,1]:! DERIV2[3,2])//
(DERIV2{1,3]:! DERIV2[1,1)! DERIV2[1,2])//
(DERIV2[2,3]):! DERIVZ{Z,1)ii DERIV2[2,2])):

/7* MATRIZ DE INFORMACAO DE FISHER COM RELACAO A DELTA */

MID=INV(MID)[1,1];

WALD=D#$#2/MID;

P_VALUE = 1-PROBCHI{WALD,1};

WALDD=WALD\:P_VALUE;

PRINT WALDL,; -

MIL12=-({DERIV2(2,2)!: DERIV2[2,1]!! DERIV2(2,3])//

(DERIV2[],2])" DERIV2[1,1])!! DERIV2[1,3})//
(DERIV2{3,2]:: DERIV2{3,1]i! DERIV2[3,3]));
/* MATRIZ DE INFORMACAO DE FISHER COM RELACAC A LAMBDAIZ */

MIL12=INV(MILI12)[1,1};

WALD=L12##2/MIL12;

P_VALUE=1-PROBCHI(WALD,1);

WALDLI1Z=WALDIIP_VALUE;

PRINT WALDLI1Z2;

PROGRAMA 6. COVEXP.PRG
/* ESTE PROGR. ESTIMA OS COEF. DE COV. DA DISTR. EXP INDEPENDENTE.
E FAZ TESTE DE IGUALDADE DOS COEF. */

LIBNAME LIC *C:\';
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DATA DADOS;
/* COMANDOS SAS %/
/* CONSIDERANDC UM ARQUIVO DE DADOS COM UMA COVARIAVEL */

RUN;

PROC IML WORKSIZE=100;
USE DADOS;

START INICIA;
READ ALL VAR{X Y Z} INTO POF;
X=POP,1); SX=SUM(X);
Y=POP[,2];SY=SUM(Y);
Z=POP[,3);SZ=SUM(Z);Z2=Z##2;
N=NROW(POP}; XM=SX/N; YM=SY/N; ZM=SZ/N;
FINISH;

START CHUTES;
BO=LOG(1/AM);
R1=(};

FINISH;

START CALCS;/* CALC. DAS DERIV. SEM NENHUMA RESTRICAG */
CONST=A$EXP(BO+Z*Bl);
SCONST=SUM(CONST);
DER1_BO=N - SCONST;
DER2_BO=-SCONST;
DER1_B1=SZ -~ SUM(Z#CONST);
DER2_ Bl=-SUM(Z2#CONST);
DER2_BO1=-SUM(Z#CONST);
DERI=DER!_BO//DERI_BI;
DER2=(DER2_BO:“DER2_B01)//(DER2_BO1:DER2_B1);
FINISH;

START DESV]O;
UM=J(NP,1,1);
DP=SQRT(-DIAG(INV(DER2))*UM;
PRINT DP;

FINISH;

START NEWTONS;

RUN CHUTES;

PAR=BO//Bl;

DO WHILE (ITER<=1S & MAX>0.0001);
RUN CALCS;
PRINT,ITER PAR DER! DER2;
DELTA=SOLVE(DER2,DER1});
PAR=PAR-DELTA;
ITER=ITER+;
MAX=MAX(ABS({DERI1});
BO=PAR([1,];
B1=PAR]2,];

END;

PRINT, 1TER PAR DER1 DER2;

NP=2;

RUN DESVIO;
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FINISH;

START CHUTEIG: /* CHUTE SOB A HIPOTESE DE IGUALDADE DAS MARGINAIS */
BX0=LOG(1/XM);
BYO=LOG{1/YM);
Bl1=0;

FINISH;

START CALCIG:; /* CALC. DAS DERIV. SOB HO BETAX1=BETAYIi=BETAl */
CONSTI=X#EXP(BX0+Z*B1); SCONST1=SUM(CONSTI),
CONSTZ2=Y#EXP(BY0O+Z*B1}; SCONST2=SUM(CONSTZ);
D1_BX0=N - SCONST!;
D1_BYO=N - SCONST2;
D1_B1=2*SZ - SUM(Z#CONST1) - SUM(Z#CONST2};
D2_BX0=-SCONSTI;
D2_BYQ=-SCONSTZ;
D2_B1=-SUM(Z2#CONST1} - SUM(Z2#CONST2);
D2_BXY0=0;
D2_BIX0=-SUM(Z#CONSTI1);
DZ_BlY0=~-SUM{Z#CONST2};
DERI=D1_BX0//D1_BY0//DI_BI;
DER2=(DZ__BXOHDZ_BXYO::DZ_BlXO)//{DZ_BXYO::DZ__BYO::DZ_B]YO]

//{D2_BIX0::D2_B1Y0:DZ_Bl});
FINISH;

START NEWTONIG; /* PROC. ITERAT. NEWTON-RAPHSON PARA O MODELO DE
IGUALDADE DAS MARGINAIS */ '
RUN CHUTEIG;
PAR=BX0//BYO//Bl;
DO WHILE (ITER<=15 & MAX>D.0001);
RUN CALCIG;
PRINT,ITER PAR DERI] DERZ;
DELTA=SOLVE(DERZ,DER1});
PAR=PAR-DELTA;
ITER=ITER+];
MAX=MAX(ABS(DERI));
BX0=PAR[1,];
BYO=PARIZ,];
BI=PAR{3,];
END;
PRINT, ITER PAR DER! DERZ;
NP=3;
RUN DESVIO;
FINISH;

START TESTE; /* TESTE DE HIPOTESE */

PRINT,, "TESTE DA R.V. PARA HO:BXI=BYI=0:",;

G=-2*(LOGIN-LOGS);

P_VALUE=1-PROBCHI(G,1);

PRINT G " " P_VALUE;

PRINT "TESTE DA R.V. PARA HO:BX1=BYI=BI:",;
=-2*{LOGIG-LOGS);

P_VALUE=1-PROBCHI(G,1);

PRINT G ™ " P_VALUE;

FINISH;
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START FINAL;

DO; _
PRINT "ESTIMACAOQ SEM BIPOTESE",;
ITER=1;
MAX=l;
RUN INICIA;
A=X: SA=SX; AM=XM;
PRINT,, "ESTIMACAO DE BETA_X";
RUN NEWTONS;
BX0=B0; BX1=BJ;

PRINT,,,;
ITER=];
MAX=];
A=Y; SA=SY; AM=YM;
PRINT,, "ESTIMACAC DE BETA_Y";
RUN NEWTONS;
BY0=BO; BYi=BI;
LOGS=N*{BXO+BYOQ} + (BX1+BY1)*SZ - SUM(X#EXP(BX0+BXI1*Z))

-SUM{YH#EXP(BYO+BYI1*Z));

PRINT LOGS;

END;

DO;
PRINT,, "ESTIMACAOQ SOB HO:BETAXI=BETAY1=BETAl";
ITER=];
MAX=1;
RUN NEWTONIG;
LOGIG=N*(BX0+BY0) + 2*B1*S5Z - SUM(X$EXP(BX0+BI*Z))
-SUM(YHEXP(BYO+BL*Z));
PRINT ,LOGIG;
END;
DO
PRINT,,"ESTIMACAQ SOB HO:BETAXI=BETAY1=0";
BX0=LOG(1/XM};
BYO=LOG(1/YM);
CONSTX=SUM(X#EXP{(BX0));
CONSTY=SUM(Y#EXP(BYQ));
LOGIN=N*{BX0+BY0Q) - CONSTX - CONSTY;
DPX=SQRT{1/CONSTX);
DPY=SQRT{1/CONSTY);
PRINT BXO BYO ,DPX DPY LOGIN;
END;
RUN TESTE;
FINISH;

RUN FINAL;

PROGRAMA 7. COVBB.PRG

/* ESTE PROGRAMA ESTIMA OS$ COEFICIENTES DOS PARAMETROS DA DISTR.
BLOCK-BASU E FAZ OS TESTES DE HIPOTESE DE HO:B11=B21=B3!=0 E
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HO: Bl11=B21 %/

LIBNAME 5SD 'C:\";
DATA DADOS;

/* COMANDOS SAS, CRIA UM ARQUIVO DE DADOS COM UMA COVARIAVEL */
RUN; :

PROC IML. WORKSIZE=100;
START INICIA;
USE DADOS; -

'READ ALL VAR{X Y Z} WHERE(T>=1) INTO P1; /* X<Y */
READ ALL VAR{X Y Z} WHERE{T<1) INTO P2; /* X>Y */
Nt = NROW(P1); /* N1 = NUM. DE POP. DE P1 */
N2 = NROW(P2); /* N2 = NUM. DE POP. DE P2 */
PRINT N1 " " N2z;

N = NI+N2Z;

Xi=Pl[,1); /* X1 = X T.Q. X<Y */
X2=P2[,1]; /* X2 = X T.Q. XoY %/
Y1=PIll[,21; /* Yl = Y T.Q. OX %/
Y2=P2! 21 SYNVE - Y T.Q. YXX ¢/

Ul=J(NL1,1); /* VETOR NIX1 DE UNS */
U2=J(N2,1,1); /* VETOR N2X1 DE UNS */
FINISH;

START CHUTEQ; /* CHUTE INICIAL SEM HO */
Z1=U1iP1(,3); /* MATRIZ NIX2 DE (1,Z) */
Z2=U20P2[,3]; /* MATRIZ N2X2 DE (1,Z} */
NP=6; /* NUM. DE PARAMETROS = 5 */
Bl12=-1//0.01;
BETAI={-LOG{SUM(XI1//X2)}/(Z1[+,1))'; /7* VETOR 2X1 */
BETA2=(-LOG(SUM(Y1//Y2})/(Z22][+,]1))%; /* VETOR 2X1 */
PAR=BI2//BETAl//BETAZ; /* PAR = (BETAI1Z2,Bi0,BI11,B20,B21)" */
PARF=PAR;

FINISH;

START CHUTE); /* CHUTE INICIAL COM HO:BETAIL1=BETAZ21=0 */
Z1=U1;
Z2=U2;
NP=3;
B12=0,01;
BETA1=-LOG_(SUM(X1//X2])/N;
BETA2=-LOG{SUM(Y1//Y2)}/N;
PAR=RBI12//BETAl//BETAZ; /* PAR = (BETAI2,Bi0,B20)’ */
PARF=PAR;

FINISH;

START CHUTEZ; /* CHUTE INICIAL COM HO:BETA11=BETAIZ */
Z1=U11Pi[,3);
Z2=U21P2[,3];
NP=5;
B12=0.01//0.01;
BETAl=-LOG{SUM(X1//X2))/\;
BETAZ=-LOG(SUM{Y1//Y2))/N;
BETA=-LOG(SUM((XI1+Y1)//(X2+Y2)))/SUM(F1l,31/7P21,3));
PAR=B12//BETA1//BETA2/§BETA; /* PAR = (BETA12,B10,B20,B) */
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PARF=PAR;
FINISH;

START CALCO;
B12=PAR{{}] 2},];
BETA1=PAR[{3 4},); /* BETAI = (Bl10,Bll)" */
BETA2=PAR[{S &},): /* BETAZ = (B20,B21)' */
FINISH;

START CALCY;
B12=PARI1,];
BETA1=PAR[2,); /* BETAI = BlO */
BETA2=PARI{3,); /* BETAZ = B20 */

FINISH;
START CALC2;
B12=PARI[{l 2},];
BETA1=PAR[{3 5},};: /* BETAl = (BIO,B) */
BETAZ=PAR[{4 5),1; /* BETAlL =

{(B20.R)' */
FINISH; :

START FUN;/* CALCULA 0 LOG DA FUNC. DE VEROS. */
JF TIPO=0 THEN RUN CALCO;
ELSE IF TIPO=] THEN DO; RUN CALCI; END;
ELSE DO; RUN CALC2; END;
Z1B3=Z1*B12;
Z2B3=Z2*B12;
Z1B1=Z1*BETAI;
Z1B2=Z1*BETAZ2;
Z2B1=Z2*BETAI;
Z2B2=Z2*BETAZ;
EZ1B3=EXP(Z1B3);
EZ2B3=EXP{Z2B3);
EZ1BI1=EXP(ZI1B1);
EZIB2=EXP(Z1B2);
EZZ2B1=EXP(Z2R1);
EZ2B2=EXP(Z2B2);
K=(EZ1BI1+EZ1B2)//(EZ2BI+EZ2B2);
L=K+{EZ1B3//EZ2B3};
Ki=EZ1B2+EZ1B3:
K2=EZ2B1+EZ2B3;
F= SUM(LOG(L)) - SUM(LOG(K}) + SUM(Z1B1+LOG{K1)) + SUM{Z2B2+L0OG{K2))
- SUM(XHI#EZIB] + Y1#K1) - SUM(X2#K2 + Y2#EZ2B2);
FINISH ;

START DERI;
PARA=PAR;
DI=J(NP,1,0); /* DI = VETOR NPX1 DE ZEROS */
Di1[1,)=104##{-4)*PARAI[l,]; /* DEFINE G TAMANHO DE DELTA */
PAR=PARA+D];
RUN FUN;
RESI=F; /* F(BETAI+DELTAI) */
PAR=PARA-DI;
RUN FUN;:
RESZ2=F; /* F(BETAI-DELTAI) */
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DE1={RESI-RES2}/(2*D1{],1}; i
FINISH;

START DER2;
PARB=PAR;
D2=J(NP,1,0);
D2(J, }=104#(-4)*PARBI ], );
PAR=PARB+D2;
RUN DERY;
RES3=DEI;
PAR=PARB-D2;
RUN DERI;
RES4=DEl;
DE2=(RES3-RES4)/(2*D2[J,1);
FINISH;

START NEWTON;
ITER =];
LOGK=0;
MAX=l;
DO WHILE (ITER<=30 & MAX>0.00001});
RUN FUN;
LOGL=F;
DERIV1=J(NP,1,0);
DO I=1 TO NP;
RUN DER1;
DERIVII], J=DE1;
END;
DERIV2=J(NP,NP,0);
DO I =1 TO NP;
DOJ=1TO I
RUN DERZ;
DERIV2[I, J]=DE2;
DERIV2[],1]=DE2;
END;
END;
DELTA=SOLVE(DERIV2,DERIV1};
IF (ITER=] ! LOGK<=LOGL) THEN DO;
PRINT ITER (PARF') LOGL, ,:
PARF=PARF-DELTA;
MAX=MAX(ABS{DERIV1});
LOGK=L0GL;
END;
ELSE DO;
FRINT ITER (PARF*) LOGL;
PARF=PARF-0.5*DELTA;
MAX=MAX({ARBS(DERIV1));
LOGK=1L.0GL;

{F(BI+DI}-F(BI+DI}}/2DI

TR EEEREFF R RN W TN TET R,
PRINT :

END;
PAR=PARF;
ITER=ITER+];
END;
IND=J(NP,1,1);
DP=SQRT(DIAG(-INV(DERIV2)}*IND);
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PRINT DERIV1 " " DP;
FINISH;

START TESTEL
PRINT "TESTE DA RAZAO DE VEROSSIMILHANCA PARA HO:B11=B21=B31=0",;
G=-2%(LOG1-LOGO);
P_VALUE=1- PROBCHI(G,3);
PRINT G" " P_VALUE;
FINISH;

START TESTEZ;
PRINT "TESTE DA RAZAO DE VEROSSIMILHANCA PARA HO:B1i=B21",;
G=-2*(LOG2-LOGO);

P_VALUE=1-PROBCHI(G,1};
PRINT G*" " P_VALUE;
FINISH; -

DO;
RUN INICIA;
TIPO=0;
RUN CHUTEQG;
RUN NEWTON;
PRINT,,,...:
LOGO=L0GL,;
TIPO=1;
RUN CHUTE];
RUN NEWTON;
PRINT, 11555
LOGI1=LOGL;
TIPO=2;
RUN CHUTEZ;
RUN NEWTON;
LOG2=L0GL;
PRINT ,....;
RUN TESTE];
RUN TESTEZ;
END;

PROGRAMA 8. COVSAR.PRG

/% ESTE PROGR. ESTIMA 0S COEF. DAS COV. EM DISTR. SARKAR
E FAZ 0S TESTES DE HIPOTESE DE HO:BI1=B21=0 E HO:B11=B21*/

LIBNAME SSD *C:\’;
DATA DADOS;

/* COMANDOS SAS */
RUN;

PROC IML WORKSIZE=100;
START INICIA;
USE LIXO;
READ ALL VAR{X Y Z} WHERE(T>=1) INTO Pl; /* XY */
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READ ALL VAR{X Y Z} WHERE{T<1) INTO P2; /* X>Y */
N1 = NROW(PI);
N2 = NROW(P2);
N = NI+N2;
X1=P1[,1}; X2=P2[,1);
Y!=PIl,2}; Y2=P2[,2);
Ul=3(N1,1,1}; U2=J3(N2,1,1);
FINISH;
START CHUTEOQ;
Z1=U1:\P1[,31]; Z2=U2:1P2(,3};
NFP=6;
Bi2=0.01//0.01;
BETAI=(-LOG(SUM{X1//X21)/(21(+,1})%;
BETA2=(-LOG(SUM(Y1//Y2)}/(Z2[+, 1)}
PAR=B12//BETA]//BETA2;
PARF=PAR;
FINISH;
START CHUTE];
Z1=U1;
Z2=U2Z;
NP=3;
B12=0.01;
BETAl=-LOG(SUM{X1//X2})/N;
BETA2=-LOG(SUMI(Y1//Y2)}/N;
PAR=B12//BETAl//BETAZ2;
PARF=PAR;
FINISH;
START CHUTE2; .
Z1=U1:Pil,3L Z2=U2\P2[,3];
NP=5;
B12=0.01//0.01;
BETAl=-LOG(SUM(X1//X2))/N;
BETAZ=-LOG(SUM(Y1//Y2))/N;
BETA=-LOG({SUM((XI+Y1)//(X2+Y2))}/SUM(P1L,31//P2[,31}:
PAR=B12//BETAl//BETA2//BETA;
PARF=PAR;
FINISH;
START CALCO;
BI2=PARI[{l 2},];
BETA1=PAR[{3 4},};
BETA2=PARI{5 6},];
FINISH;
START CALCI;
B12=PARI[L,};
BETA1=PAR{2,};
BETA2=PAR[3,];
FINISH;
START CALC2;
BI2=PAR[{1 2} L
BETAI=PAR[{3 5},];
BETA2=PAR[{4 S5}
FINISH; :

START FUN;/* CALCULA O LOG DA FUNC. DE VEROS. */
IF TIPO=0 THEN RUN CALCO;
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ELSE IF TIPO={ THEN RUN CALC};

ELSE RUN CALC2;
Z1B3=Z1*BI12;

Z2B3=Z22*B12;
Z1B1=ZI1*BETA};
ZiB2=Z1*BETAZ;
Z2B1=Z2*BETAL;
Z2B2=Z2*BETAZ;
EZIB3=EXP(Z183);
EZ2B3=EXP{Z2B3);
EZ1B1=EXP{Z1B1};
EZ1B2=EXP(Z1B2};
EZ2Bl=EXP(Z2B1};
EZ2B2=EXP(Z2B2);
KI1=EZ1BI+EZ1B2;
1.1=K1+EZIB3;
KL1=EZ1B2+EZIB3;
XBl=-XI#EZ1BI;
YBI=EXP(-YI#EZIB]);

Al = KI#KL}I - £ZibzsL1®1B);
GAM1=EZ1B3/K];

A2 = GAMI#LOG(1-EXP(XB1));
A3 = (1+GAMI)#LOG(1-YBI1);
K2=EZ2BI1+EZ2BZ;
L2=K2+EZ2B3;
KL2=FEZ2B1+EZ2B3;
XB2=EXP(-X2#EZ2B2);
YB2=-Y2#EZ2BZ;

Bl= K2#K1L2-EZ2BI#L2#XB2;
GAM2=EZ2B3/K2;

B2= GAM2#LOG(1-EXP(YB2));
B3= (1+GAM2M#1.0G(1-XB2);

F = SUM(ZIBI+LOG(L1) - 2*LOG(K1)+XB1

- YI#KL!1 + LOG(Al) +A2- A3)

+ SUM(Z2B2+L0OG(L2) - 2*LOG{K2)+YB2

— X2%KL2 +LOG(Bl) +B2 -B3);
FINISH ;

START DERJ;
PARA=PAR;
D1=J(NP,1,0);
Dil1, 1=108##{-4)*PARAIL};
PAR=PARA+D1;
RUN FUN;
RES1=F: /* F(BETAI+DELTAI) */
PAR=PARA-D];
RUN FUN;
RES2=F; /* F(BETAI-DELT.I) */
DE1=(RESI-RES2)/(2*D1{1,]); ’*
FINISH;

START DERZ;
PARB=PAR;
D2=3(NP,},0);
D2[],]1=10##(-4)*PARBIJ,];
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PAR=PARB+D2;

RUN DER];

RES3=DE};

PAR=PARB-D2;

RUN DERI;

RES4=DE];
DE2=(RES3~-RES4)/(2*D2[J,});

FINISH; '

START NEWTON;
ITER=];
LOGK=0;
MAX=1;
DO WHILE (3TER<=30 & MAX>0.00001);
RUN FUN;
LOGL=F;
DERIV1=I(NP,1,0);
LO I=1 TO NP;
RUN DER];
peRIVLH, I=DE];
END;
DERIVZ2=J(NP,NP,0};
DO I =1TO NP;
DO J =1TOI;
RUN DERZ;
DERIVZ{i, J}=DEZ;
DERIV2{J,1}=DEZ;
END;
END:
DELTA=SOLVE(DERIVZ,DERIVI1); .
IF (ITER=1 i LOGK<=1.0GL) THEN D(Q;
PRINT ITER (PARF‘) LOGL, ,;
PARF=PARF-DELTA;
MAX=MAX{ABS(DERIV1));
LOGK=LOGL;
END;
ELSE DO;
PRINT ITER (PARF') LOGL,;
PARF=PARF~0.5*DELTA;
MAX=MAX{ABS(DERIV1)};
LOGK=L0OGL;
PRIN‘]""*‘***“!“I’*l*‘*i**!******i*";
END;
PAR=PARF;
ITER=ITER+1;
END;
IND=J(NP,1,1);
DP=SQRT(DIAG{-INV(DERIVZ2))*IND);
PRINT DERIV] " " DP,,..;
FINISH;

START TESTEL
PRINT "TESTE DA RAZAO DE VEROSSIMILHANCA PARA HO:B11=B21=B31=0:",;
G=-2*(L.OGI-L.OGO);
P_VALUE=!-PROBCHI(G,3);
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PRINT G " " P_VALUE,;
FINISH;

START TESTEZ;
PRINT "TESTE DA RAZAO DE VEROSSIMILHANCA PARA HO:B11=B21:";
G=-2*(LOG2-L.0GO);
P_VALUE=1-PROBCHI(G,1);
PRINT G" " P_VALUE:
FINISH;

DO;
RUN INICIA;
TIPO=0;
RUN CHUTEQ;
RUN NEWTON;
LOGO=LOGL;
TIPO=1;
RUN CHUTEL;
RUN NEWTON;
LOGI=LOGL,;
TIPO=2;
RUN CHUTE2Z;
RUN NEWTON;
1L0G2=1.0GL;
RUN TESTEL
RUN TESTEZ;
END;
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