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Resumo

Neste trabalho estudamos o conceito de solucao fraca de equagoes que modelam fluidos ideais in-
compressiveis. Mais precisamente, estudamos exemplos que evidenciam deficiéncias na defini¢ao
de solucao fraca das equagoes de Euler. Um exemplo é o fluxo de Shnirelman, que é uma solucao
fraca das equacoes de Euler, no toro bidimensional, com suporte compacto no tempo. Isso im-
plica que as solugoes fracas das equacoes de Euler nao sao unicas. Nesse trabalho construimos
uma aproximacao numérica do fluxo de Shnirelman, com o objetivo de obter uma visualizagao
da estrutura do fluxo. Em um trabalho conjunto com Shnirelman, modificamos a construcao
original a fim de obter um fluxo com uma estrutura fisica mais interessante e através da qual
a visualizagao da cascata inversa de energia se torna mais clara. Recentemente, De Lellis e
Székelyhidi também construiram solucoes fracas das equacgoes de Euler, no espaco todo, com
suporte compacto no tempo e espago. A técnica utilizada por eles é inovadora e se mostrou
eficiente na construcao de contra-exemplos variados. Utilizamos a técnica desenvolvida por De
Lellis e Székelyhidi para construir solugoes fracas das equagoes de Euler 2D com tragador pas-
sivo que tenham suporte compacto no tempo e espaco. Por fim, em nosso trabalho também
estudamos as equagoes de Euler com simetria helicoidal, tendo demonstrado existéncia global,
no tempo, de solugoes fracas, na auséncia de rodopio helicoidal, desde que a vorticidade inicial
esteja em LP, com p > 4/3, e seja de suporte compacto no plano, periédico na direcdo axial.
Este resultado representa uma melhoria em relacao ao estado da arte, devido a Ettinger e Titi,

que é a boa-colocagao no caso de dominio limitado e com vorticidade inicial limitada.
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Abstract

In this work we study the concept of weak solution of the incompressible ideal flow equations.
More precisely, we study examples that highlight the shortcomings of the definition of weak
solution for the Euler equations. An example is Shnirelman’s flow, which is a weak solution of
the Euler equations, on the bidimensional torus, compactly supported in time. This implies that
weak solutions of the Euler equations are not unique. In this work we construct a numerical
approximation of Shnirelman’s flow, in order to visualize the structure of the flow. In joint
work with Shnirelman, we modified the original construction in order to obtain a flow with more
interesting physical structure whereby the visualization of the inverse energy cascade is clearer.
Recently, De Lellis and Székelyhidi also constructed weak solutions of the Euler equations, in the
whole space, with compact support in time and space. The technique used by them is innovative
and has proved to be very effective in the construction of several counter-examples. We used
the technique developed by De Lellis and Székelyhidi in order to construct weak solutions of
the 2D Euler equations, coupled with a passive tracer, which are compactly supported in time
and space. Finally, in our work we also studied the Euler equations with helical symmetry; we
proved global existence, in time, of weak solutions, in the absence of helical swirl, provided that
the initial vorticity lies in LP, with p > 4/3, and has compact support in the plane, periodic in
the axial direction. This result represents an improvement with respect to the state of art, due
to Ettinger and Titi, who established the well-posedness, for bounded helical domains, assuming

that the initial vorticity is bounded.

xiil



Sumario

Resumo xi
Abstract xiii
Introducao 1
1 Introducao as equacoes de Euler 7
1.1 Deducao das equagoes de Euler . . . . . . . ... oo 8

1.2 Equacao de vorticidade . . . . . . . ... 13

1.3 Quantidades conservadas . . . . . . . .. .. Lo 15
1.4 Resultados de existéncia e unicidade para Euler 2D e 3D . . . .. ... ... .. 17

1.5 Demonstracao do teorema de existéncia e unicidade . . . . . . .. ... ... .. 18

1.6 Outros exemplos de escoamentos com simetria . . . . . . ... .. ... .. ... 24
1.7 Formacao de Singularidade . . . . . . . . ..o 34

2 O escoamento de Shnirelman 35
2.1 Construcao do escoamento de Shnirelman . . . . . . . . ... ... ... .. ... 36
2.1.1 Aconstrugdo . . . ... 36

2.1.2 A cascata inversa de energia . . . . . ... ... 38

2.1.3 Trabalhos numéricos . . . . . . . . . ... 39

2.2 Construcao do escoamento modificado . . . . . . .. ... L oo 42
2.2.1 Estimativas para os termos da solucao assintética . . . . . . . . .. . .. 43

2.2.2  Espectro dos termos da solucao assintética . . . . . . . ... ... 50

XV



2.2.3 Teorema de Decomposicao . . . . . . . . .. ... Lo 53

224 Aconstrucdo . . ... 54

2.2.5 Estimativas . . . . . ..o 58

2.2.6  Trabalhos numéricos . . . . . . . . ... oo Lo 62

3 Euler 2D com tragador passivo 65
3.1 Inclusao diferencial e integracao convexa . . . . . . .. .. ... ... 65
3.2 Nao unicidade de solugoes fracas das equacgoes de Euler com tracador passivo . . 71

3.2.1 As equagoes de Euler com tracador passivo como uma inclusao diferencial 73

3.2.2 Ondas planas localizadas . . . . . . . ... ... ... ... 76
3.2.3 Ingredientes necessarios para realizar a integracao convexa . . . . . . . . 79
3.2.4 Demonstragao do teorema principal . . . . . ... ..o 86

3.3 Aplicagao as equagoes da magnetohidrodinamica . . . . . . . .. ... ... ... 88
4 Euler 3D com simetria helicoidal 91
4.1 Notagdo . . . . . . e 91
4.2  Definigoes e resultados no sentido das distribuigoes . . . . . .. ... ... 92
4.3 Funcaode Green . . . . . . . . ... 95
4.4 Estimativa para o ntucleo K . . . . . ... oL 101
4.5 Leide Biot-Savart . . . . . . .. L 107
4.6 Definicoes de solucao fraca e equivaléncia entre elas . . . . . . . . ... ... .. 116
4.7 Sequéncia de aproXimagoes . . . . . . ... e e e e e 122
4.8 Teorema de existéncia I: vorticidade balanceada . . . . . . . . .. ... ... .. 127
4.9 Teorema de existéncia II: caso geral . . . . . . . ... ... ... L. 138
4.10 Apéndice . . . . .. 145

Xvi



Introducao

Este trabalho trata do conceito de solugao fraca das equacoes de Euler que modelam fluidos ide-
ais incompressiveis. Os fenomenos fisicos presentes na dinamica dos fluidos sao frequentemente
irregulares, portanto a nogao de solucao fraca é importante pois permite que escoamentos irregu-
lares, até mesmo turbulentos, sejam estudados como solucoes de equacoes diferenciais parciais.
Esta area tem atraido muito interesse, em parte devido a sua aplicagao a problemas cotidia-
nos. Ressaltamos a atualidade do assunto, lembrando que um dos sete problemas do milénio,
propostos pelo Clay Institute, é justamente o de verificar se as solugoes suaves das equacoes de
Navier-Stokes tridimensionais existem globalmente no tempo ou demonstrar que ocorre formagao
de singularidade em tempo finito. A mesma pergunta pode ser formulada para as equagoes de
Euler em trés dimensoes, sendo este um problema em aberto de grande relevancia. Muitos
avancos foram feitos nesta area devido ao desenvolvimento de novas ferramentas analiticas para
o tratamento de problemas nao lineares, bem como ao avango na modelagem computacional.
Neste trabalho tratamos da existéncia e unicidade de solucoes fracas das equacgoes de fluidos
ideais e incompressiveis, que sao problemas fundamentais da area. Primeiramente, investiga-
mos a unicidade, ou melhor, a nao unicidade das solugoes fracas das equagoes de Euler incom-
pressiveis. Inicialmente discutimos um exemplo especifico, construido por Shnirelman em [32],
de nao unicidade de solugao. Shnirelman construiu uma solucao fraca, nao nula, das equagoes de
Euler, no toro bidimensional, com suporte compacto no tempo. Tendo em vista que o escoamento
identicamente nulo é solucao das equacoes de Euler, temos que a construcao de Shnirelman for-
nece um exemplo de nao unicidade. Vale ressaltar que o escoamento construido por Shnirelman

estd apenas em L?(L?). Devido a estrutura indutiva da construgao feita por Shnirelman pude-



mos, usando ferramentas computacionais, construir uma aproximagao explicita do escoamento
de Shnirelman através da qual pudemos visualizar a estrutura do escoamento. A construcao de
Shnirelman foi baseada no fenomeno da cascata inversa de energia em 2D. A ideia de Shnirelman
foi construir uma sequéncia de solucoes fracas das equagoes de Euler com forgcamentos que imi-
tassem a cascata inversa de energia. Isto foi feito tomando uma sequéncia de forcamentos cada
vez mais oscilatérios de tal forma que estes forcamentos convergissem a zero e que a sequéncia
de solucoes destes problemas nao homogéneos convergisse para uma solucao do problema ho-
mogéneo em L? no tempo e no espaco. Em um trabalho em conjunto com A. Shnirelman nds
modificamos a construcgao original, obtendo ainda assim uma solucao fraca das equacoes de Euler
com suporte compacto no tempo e espago. A proposta inicial era obter um escoamento através
do qual a visualizacao da cascata inversa de energia fosse mais clara. Apesar de nao termos
atingido a proposta inicial, o problema gerou resultados tecnicamente interessantes, justificando
assim sua inclusao neste trabalho.

Em um trabalho mais recente, De Lellis e Székelyhidi também construiram um exemplo de
nao unicidade de solucao fraca das equacoes de Euler. Porém o escoamento construido por
eles ¢ fisicamente mais relevante por pertencer a L°(L?). Na verdade, o exemplo é ainda mais
surpreendente pois, primeiro, a construcao deles pode ser feita em qualquer dimensao e, segundo,
a velocidade e pressao obtidas sao limitadas no espaco e no tempo. Além disso, a ferramenta
utilizada por De Lellis e Székelyhidi é inovadora, mostrando-se eficiente na construcao de contra-
exemplos variados. Eles reescrevem as equagoes de Euler como uma inclusao diferencial e usam
integracao convexa para obter uma solucao fraca das equacoes de Euler com suporte compacto no
espaco e no tempo. Neste trabalho consideramos as equacoes de Euler 2D com tracador passivo,
tendo construido um exemplo de nao unicidade de solugao fraca utilizando tal ferramenta. Mais

precisamente, considere as equagoes de Euler bidimensionais com tracador passivo,

Ou+ (u-V)u+Vp=0
divu=0

onde u = u(t,z) € R?* é o campo de velocidades, p = p(t,z) € R é a pressao, b = b(t,z) e R é o



tragador passivo e (t,r) € R x R?

O resultado que demonstramos foi o seguinte:

Teorema 0.0.1. Seja Q C R x R? aberto e limitado. Entao, existe (u,b,p) € L¥(R x R?* R? x

R x R) solugdo fraca das equagies de Euler com tragador passivo tal que
o |u(t,x)| =1 ¢e|b(t,x)| =1 qt.p. (t,z)€Q,

o u(t,z)=0,0b(t,x)=0ep(t,z) =0 qt.p. (t,z) € R x R?\ Q.

Para além dos trabalhos mencionados acima, investigamos também existéncia de solucoes
globais das equagoes de Euler 3D com simetria adicional. Qualquer resultado nesta direcao é de
extrema importancia haja visto que o problema de existéncia global no tempo de solugoes fracas
das equagoes de Euler 3D estd completamente em aberto. Em alguns casos especificos, ao se
impor que as equagoes preservem algumas simetrias, o problema pode tornar-se analiticamente
tratavel. Por exemplo, é sabido que, ao se impor simetria axial as equacoes de Euler 3D e
uma condi¢ao geométrica adicional, obtém-se solucoes fracas das equagoes de Euler que existem
globalmente no tempo. Outra simetria que pode ser imposta ao problema é a chamada simetria
helicoidal, em que o escoamento é covariante relativo a rotacoes e translacoes simultaneas em
relacao ao eixo de simetria. Uma quantidade importante no caso de simetria helicoidal é a
chamada velocidade de rodopio, que é componente da velocidade tangente as hélices. Ao se
impor a simetria helicoidal na auséncia de velocidade de rodopio pode-se demonstrar existéncia
global de solucao. O estudo de solucoes fracas das equacoes de Euler com simetria helicoidal
na auséncia de rodopio foi iniciado por Ettinger e Titi, em um trabalho recente, veja [15]. Os
autores provaram a boa-colocagao das equacoes de Euler 3D com simetria helicoidal sem rodopio
no caso de dominio limitado e vorticidade inicial limitada. Em nosso trabalho, determinamos a
regularidade critica que a vorticidade inicial deve satisfazer para se obter existéncia global das
solugoes fracas. Mais precisamente, demonstramos que, se a vorticidade inicial pertence a LP,
com p > 4/3, tem suporte compacto nos planos axiais e é periédica na direcao axial entao existe

uma solugao fraca globalmente no tempo.



Descreveremos agora a disposicao deste trabalho. No primeiro capitulo fazemos uma breve
introducao as equacoes de Euler. Iniciamos com a deducao das equacgoes de Euler incompressiveis
nas formulagoes em termos da velocidade e da vorticidade. Em seguida, vemos que tanto a ener-
gia quanto a norma L? da vorticidade (no caso bidimensional) sdo conservadas. A conservacao
de energia serve como estimativa a prior: na demonstracao do teorema de existéncia local de
solugoes das equagoes de Euler, que é apresentada na se¢ao 1.5 usando o método de energia. Ja
a conservagao da norma LP da vorticidade no caso bidimensional é utilizada juntamente com o
critério de continuacao de Beale-Kato-Majda para demonstrar existéncia global de solucoes no
caso bidimensional. Introduzimos também a nocao de solucao fraca e enunciamos o teorema de
Yudovich, que estabelece existéncia e unicidade de solugao fraca em 2D. Além disso, estudamos
exemplos de escoamentos com simetria. No caso de simetria axial sem rodopio vemos que a
solugao existe globalmente no tempo, o que nao acontece necessariamente no caso com rodo-
pio. Outro exemplo estudado foi o dos escoamentos com simetria helicoidal, novamente no caso
sem rodopio tem-se existéncia global no tempo de solu¢gao em dominios limitados. No final do
capitulo discutimos o problema de formacao de singularidade.

No segundo capitulo discutimos o exemplo de nao unicidade das equacoes de Euler no toro
bidimensional. O capitulo divide-se em duas secoes. Na primeira explicamos a construcao
original de Shnirelman e apresentamos os resultados numéricos que obtivemos. Na segunda segao,
explicamos a modificagao feita na construgao original, demonstramos os resultados necessérios
para obter a convergéncia da sequéncia gerada através desta construcao modificada e, por fim,
exibimos os resultados numeéricos.

No terceiro capitulo, construimos um exemplo de nao unicidade de solugoes fracas para Euler
2D com tragador passivo. Iniciamos o capitulo com a descrigao da ferramenta desenvolvida por
De Lellis e Székelyhidi, que une inclusao diferencial e integracao convexa. Em seguida aplicamos
esta ferramenta ao nosso problema e ao longo da secao demonstramos apenas os resultados onde
foram feitas modificacoes em relacao ao trabalho de De Lellis e Székelyhidi. No final da segao
mostramos a nao unicidade de solugoes fracas para as equagoes da magnetohidrodinamica 3D,

com uma certa simetria como um corolario do resultado principal.



Por fim, no tdltimo capitulo, nés demonstramos existéncia global de solugoes fracas das
equacoes de Euler 3D com simetria helicoidal, sem rodopio, assumindo que a vorticidade inicial
esteja em LP| para algum p > 4/3, que tenha suporte compacto no plano e seja periddica na
direcao axial. O capitulo é iniciado introduzindo-se as definicoes e resultados conhecidos no sen-
tido das distribuicoes. Em seguida, exprimimos uma férmula para a funcao de Green associada
ao Laplaciano em R?, periédico na terceira componente. Isso é feito com o intuito de obter
a Lei de Biot-Savart, para expressar a velocidade em termos da vorticidade, no caso em que
temos periodicidade em relagao a terceira componente. Com esta férmula em maos, na segao
seguinte, introduzimos a definicao de solucao fraca para as equacoes de Euler com simetria heli-
coidal sem rodopio. Em seguida, provamos a boa-colocacao do problema no caso suave. Assim,
construimos uma sequéncia de solugoes suaves e passamos a um limite fraco, provamos que o
limite fraco obtido é solucao fraca do problema em questao. Inicialmente isso é feito no caso de
vorticidade balanceada, isto é, de integral zero. Finalmente, introduzimos uma nova definigao
de solucao fraca, para o caso em que a vorticidade nao é balanceada, e demonstramos o teorema

de existéncia também para este caso.



Capitulo 1

Introducao as equacoes de Euler

As equacoes de Euler, introduzidas por Leonhard Euler em 1757 no artigo “Principes generaux du
mouvement des fluides”, descrevem o movimento dos fluidos. Podemos dividir os escoamentos
em duas categorias, os incompressiveis, que preservam volume, e os compressiveis, que nao
preservam volume. Os escoamentos hidrodinamicos sao tipicamente incompressiveis e podem
ser modelados pelas equacoes de Euler incompressiveis.

Além da interpretacao fisica das equacoes de Euler como um modelo para o movimento de
fluidos incompressiveis existe também uma interpretacao geométrica, introduzida por Arnold
em [1] e estudada por Ebin e Marsden em [14], onde as solugoes cléssicas das equagoes de Euler
incompressiveis podem ser vistas como geodésicas no grupo de todos os difeomorfismos que
preservam volume.

Neste capitulo faremos uma introducao a teoria das equacoes de Euler incompressiveis.
Comecaremos pela deducao das equagoes de Euler em termos da velocidade e da vorticidade
e em seguida exprimiremos as quantidades conservadas, que serao estimativas a priori para
demonstracao de teoremas de existéncia e unicidade. Por fim, estudaremos exemplos de esco-
amentos com simetrias e trataremos do problema de singularidade. O contetido deste capitulo
foi extraido dos livros [6], [23], [28] e das notas de aula da Professora Helena Lopes referentes a

disciplina de Dinamica dos Fluidos.



1.1. Deducao das equacoes de Euler

1.1 Deducao das equacoes de Euler

O movimento de um fluido pode ser descrito através de dois pontos de vista, o Lagrangiano e o
Euleriano. Na descricao Lagrangiana fixamos a atencao em um elemento do fluido e estudamos
sua evolucao ao longo do tempo. Ja na descricao Euleriana, fixamos a atencao num instante t e
posicao z e estudamos as quantidades de interesse (e.g., o campo de velocidades) neste instante
e posicao. Visto que na dedugao das equacoes de FEuler trabalharemos tanto com a descrigao
Lagrangiana quanto com a Euleriana inicialmente vamos introduzir ambas descricoes e estudar
a relacao existente entre elas.

Seja D C RY a regiao ocupada pelo fluido. Na descricao Lagrangiana o movimento do fluido
é representado pelo mapa X = X(¢, «), chamado de mapa Lagrangiano, onde o € D é uma

particula do fluido no tempo ¢t = 0. Temos que o mapa Lagrangiano X satisfaz o seguinte

sistema,
X
X _ u(t, X)
dt (1.1)
X(0,a) = a.

Na descricao Euleriana, o movimento do fluido é descrito em termos de funcoes dependen-
tes de z e t (aqui x e t sdo varidveis independentes) e ndo de X (t,a) e t. Sendo assim, se
uma quantidade tem representagdo FEuleriana f(¢,z) entao sua representacao Lagrangiana sera

g(t,a) = f(t, X(t,)) e, fixado a € D, sua derivada serd dada por

d Df
%g(ta O‘) - D_t(tv X(ta Oé))
onde D = % + (u - V) é chamada de derivada material (ou derivada convectiva). De fato,
d 0 _of of 0
Solt.a) = (70X (00) = 0,0 ) + 210X ()2 X (10)
e por (1.1) temos que,
d 0 of , 0
Lo o0 o

— f— u f—
a! "ot Tan" T o
A fim de exprimir a mudanca de coordenadas Lagrangianas para Eulerianas e vice-versa

vamos introduzir o Jacobiano da mudanca de varidveis, J(t, a) = det[D,X]|(t, ), e estudar suas

propriedades.
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Lema 1.1.1. O Jacobiano J satisfaz as sequintes propriedades:
(1) J(0,0) = 1;
o d ‘
(i) 5 7(t.0) = [(div ) (1, X (¢, )} (1, 0);
(111) se divu =0 entdo J(t,a) =1 para todo t > 0.

A demonstracao do lema 1.1.1 é simples e pode ser encontrada em [6].

Agora faremos a deducao das equagoes de Euler para fluidos incompressiveis ou seja, fluidos
em que o campo de velocidades u satisfaz a condigao de incompressibilidade divu = 0. A
deducgao que apresentaremos serd baseada nas leis de conservagao de massa e de momento.

Antes de iniciarmos a deducao das equagoes de Euler, vamos demonstrar o Teorema do
Transporte que é uma ferramenta necessaria na deducao das equagoes de Euler.

Seja Wy um subconjunto de D. Um dominio material é um conjunto da forma
Wy={z=X(t,a):ac Wy} (1.2)

Supondo que u seja suave temos que, pelo teorema de Existéncia e Unicidade de solucoes para

EDO’s, Wy possui um unico dominio material W; associado.

Lema 1.1.2. Suponha que u seja suave. Sejam Wy C D um aberto limitado com fronteira suave

e f uma funcdo suave. Se f satisfaz a sequinte propriedade:
f(t,x)de =0,  para todo dominio material Wy associado a Wy,
Wy
entao f = 0.

Demonstragio. Fixe s > 0 e tome U C D um aberto qualquer. Defina Wy = (X(s,-)) 1 (U) e
seja W; o dominio material associado a Wj. Como u é suave segue que Wy = U. Logo, temos

que
0= f(s,x)dex = / f(s,x)dz,
Ws U

ou seja, a integral de f(s,-) se anula para qualquer aberto U. Portanto, f(s,x) = 0 para todo

x € D mas, como s é arbitrario, temos que f = 0. O]
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Teorema 1.1.1 (Teorema do Transporte). Sejam u = u(t,z) uma func¢ao suave e f = f(t,x)
uma funcio em C*([0,T],D). Seja Wy C D um aberto limitado com fronteira suave e Wy o

dominio material associado a Wy. Entao

d of :
7 fd /Wt (E + div (uf)) dx

Demonstracao. Comecamos aplicando a mudanca de variaveis Eulerianas para Lagrangianas,

depois usamos o lema 1.1.1 e por fim voltamos as variaveis Eulerianas,

d d
dt f(t x)dx T f(t X(t,a))J(t,a)da =
- /W (g—{(t,x(m)) + V. f(t, X(t,Q)) - %X(t,a)) J(t, a)da + . f(t,X(t,a))%m, a)da =
- f(th(t, Oé))le U(t,X(t, Oé))J(t, Oé)dCY =
a % v x) - ult, x x)div u(t, x)dxr =
- /W (at (t,2) + Vaf(t,2) - ult, >) dot | (b 2)div ut,2)d
- /W 2{@ ) + div (f(t, z)u(t, z))dx.
O

Observagao . Se div u = 0 entao

D
i/ fdx = fdx
dt Jy, w, Dt

e portanto vol(W;) = vol(Wy). De fato,

d d D1
Lol =L [ 1de= | Zdz—o.
gVl = dt/ = L, o™

Agora vamos retomar a deducao das equacoes de Euler incompressiveis. No que segue,
assumimos suavidade do campo de velocidades u = u(t, z), da densidade p = p(t, z) e da pressao
p = p(t,x). Além disso, assumimos que os dominios materiais W, sao interiores a D.

A Lei de Conservagao de Massa diz que

10
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i), p(t,x)dV (x) = 0. (1.3)

Pela Lei de Conservacao de Massa e pelo teorema do Transporte temos que

9 . B
/I/Vt (E + div (up)) dv =0,

como esta identidade vale para todo Wy, pelo lema 1.1.2, obtemos a chamada Fquac¢ao de Con-

tinuidade

dp | ..
e + div (up) = 0.

A Lei de Conservacao de Momento diz que a taxa de variacao do momento linear total em

W, é igual a forca resultante agindo sobre W;, ou seja,

il p(t, )u(t, z)dz = Frou(t). (1.4)

Existem dois tipos de forca:

(i) for¢a de volume: sao forgas que agem a distancia.

Estas forgas podem ser representadas por

| ottty
Wi
onde g pode ser a densidade da forca gravitacional, eletromagnética, entre outras.

(i) for¢a superficial: sado forgas provenientes do contato do fluido em W; com um fluido externo

a W; ou com as paredes do recipiente.

No caso de fluidos ideais estas forcas sao perpendiculares a fronteira dW; e podem ser

representadas por
—/ p(t, z)n(x)dS(x)
oW,

onde p é a pressao e n é o vetor unitario normal exterior a dW;.

11



1.1. Deducao das equacoes de Euler

Primeiro, usando o teorema do Transporte e a equacao de Continuidade, reescrevemos o lado

esquerdo da equacao (1.4) como

d

pr . pu'dr = /Wt %(puz) +div (pu'u)dz =

B op .. ; ou ; B ou ;
—/Wt<(a+d1v(up))u +(8t+u Vu)p)d:c—/m(at—i-u Vu)pda:,

ou seja,
d ou
7 thudx—/w (E—l—u-VU) pdzx.

Observe que segue do teorema da divergéncia que
/ p(t, 2)n(@)dS(@) = [ Vp(t,x)de.
BWt Wt

Portanto, a partir da Segunda Lei de Newton, concluimos que

/ <% +u- Vu) pdr = / (pg — Vp)dz.
Wt t Wt

Como a identidade acima vale para todo W;, pelo lema 1.1.2, segue que

Du

—— = pg— Vp,
th P9 p
esta equacao leva o nome de Equacao do Momento.

No caso de fluidos incompressiveis (div u = 0) e homogéneos (p = 1) obtemos o seguinte

sistema de equagoes

D
F;L =—-Vp+g9 Fquacao de Momento
divu =20 Equacao de Continuidade

Portanto, temos que as equacoes de Euler ideais e incompressiveis se escrevem como

ou
(B) E—l—(wV)u—l—Vp—g

divu=0

12



1.2. Equacao de vorticidade

1.2 Equacao de vorticidade

A vorticidade é o vetor que mede a quantidade infinitesimal de rotagao de um fluido e aponta
na direcao do eixo de rotagao do fluido. Em escoamentos bidimensionais a vorticidade é perpen-
dicular ao plano. A vorticidade ¢ calculada como o rotacional da velocidade. E através desta
caracterizagao que deduzimos a equacao de vorticidade em termos da vorticidade e da veloci-
dade. No entanto, veremos que podemos expressar a velocidade em termos da vorticidade e com

isso podemos escrever a equacao de vorticidade apenas em termos da vorticidade.

Definigao 1.2.1. Seja u = u(t,x) € R® um campo de velocidades, entio a vorticidade w =

w(t,z) € R® associada a u € definida por
w = rot u.

Aplicando o rotacional as equacoes de Euler tridimensionais e usando o fato que div u = 0
obtemos a equacao de vorticidade,
Ow

E+(u-V)w—(w-V)u:O.

A equagao acima deve ser acoplada ao seguinte sistema elitico com coeficientes constantes

rot u = w
div u = 0.

Podemos simplificar a equacao de vorticidade eliminando a velocidade. Para fazer isso basta
inverter o sistema elitico acima. Como a resolucao de sistemas eliticos envolve condig¢oes de
fronteira especificas vamos trabalhar apenas com o caso em que nosso fluido ocupa o R? todo.

Seja u uma solucao suave das equacoes de Euler em todo R? que se anula no infinito. Como
u tem divergente nulo segue que existe um potencial ¥ tal que u = —rot ¥. Portanto, ¥ satisfaz

o sistema AV = w em todo R3. Invertemos o Laplaciano no espaco todo e obtemos que

1 W(t;y)
Ut = —— dy + H(t .
(,yc) 4 /]1{3 |I—y| Y (,x)

onde H é uma funcao harmonica qualquer. Logo,

1 T —y
U(t,l’) = E/R3 m X w(t,y)dy—l—rot H(t,l’)

13



1.2. Equacao de vorticidade

1 T —
Suponha que w tenha suporte compacto. Entao, temos que a integral yp / ﬁ X w(t,y)dy
T Jr3 | T — Y

se anula para |z| — oco. De fato, fixe R > 0 tal que supp w C Bg(0). Para todo z e y tais que
|z _ ||

lyl < Rel|z| > 2R temos que |z —y| > || — |y| > |z| = R > |z| — — = 5 Sendo assim,
1 / x—y 1 1 C
— | —= X w(t,y)dy‘ < —/ —|w(t,y)|dy < — — 0 quando |z| — oc.
Am Jrs v —y[? AT Jiy<r |z —y|? |z [?

Como por hipétese u se anula no infinito entao rot H também se anula no infinito. Logo,
rot H é uma fungao harmonica, limitada e que se anula no infinito. Portanto, pelo teorema de
Liouville (veja [2], capitulo 2) rot H é constante, mas como rot H se anula no infinito temos que
rot H =0.

Assim, obtemos a Lei de Biot-Savart

1 r—y
ta)=— | — xuw(ty)d
u(t, x) 47T/Rg P w(t,y)dy

que expressa a velocidade em termos da vorticidade.

Introduziremos agora a nocao de escoamentos bidimensionais como escoamentos tridimensi-

onais que possuem a seguinte forma especial
u=u(t, o1, 79, 23) = (u'(t, 21, 22), u*(t, 21, T2), 0).
Observe que neste caso temos que a vorticidade associada a u é dada por
w=w(t, o1, 29, 23) = (0,0, 00u(t, 21, T3) — Oou' (L, z1,15)).

Vamos identificar a vorticidade com sua terceira componente e com isso definimos a vortici-
dade associada a escoamentos bidimensionais como sendo o campo escalar w = w(t, x1,x2) =
O1u?(t, xy, w9) — out(t, x1, 22). Sendo assim, temos que a equacao de vorticidade para escoamen-
tos bidimensionais ¢ dada por

E‘i‘(UwV)w:O

acoplada ao sistema elitico com coeficientes constantes

rot u =w

divu =0.

14
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Neste caso também podemos simplificar a equacao de vorticidade eliminando a velocidade. No

caso bidimensional a Lei de Biot-Savart fica

tr) =5 [ &9 e, y)dy.

2 s |z —yl?

E através da equacao de vorticidade que vemos a diferenca entre fluidos bidimensionais e tri-
dimensionais. A equacao de vorticidade para fluidos bidimensionais é uma equacao de transporte
que nos diz que a vorticidade é transportada pelo fluido. No entanto, na equacao de vorticidade
para fluidos tridimensionais aparece o termo adicional (w - V)u, chamado de estiramento de

vorticidade, que é responsavel por um possivel aumento e acumulacao da vorticidade.

1.3 Quantidades conservadas

Nesta se¢ao demonstraremos que a energia para escoamentos bidimensionais e tridimensionais e
que a norma LP da vorticidade associada a escoamentos bidimensionais sao conservadas. Estes
resultados sao utilizados como estimativas a priori na demonstracao dos teoremas de existéncia

e unicidades de solucoes.
Conservagao de energia para escoamentos 2D e 3D

Seja u uma solucao suave das equagoes de Euler. A fim de obter uma estimativa para a

norma L? de u fazemos o produto interno da equacao do Momento por u e integramos em z,

d

@) lu(t, )|?dr = — /n((u(t, x) - Vu(t,z)) - u(t,z)dx — Vp(t,z) - u(t, z)dx

]Rn
Temos que os dois termos do lado direito da equagao acima se anulam. De fato, como

div u = 0 segue que (u - V)u' = div (u‘u) e portanto

/((u V)u udz—Z/ div (u'u) - u'de = — Z/nuu Vudx——/((u-V)u)-udx,

n

donde concluimos que / ((u- V)u) - udz = 0. Temos também que u - Vp = div (pu), logo

n

Vp - ude = / div (pu)dz = 0.
RTL n

15
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Com isso, temos que

d

@ ). lu(t, z)|*dx =0

donde segue que

Ju(t, )2 = [|w(0, )] 2
Conservagao da norma LP da vorticidade de escoamentos 2D

Lembre que a equacao de vorticidade para escoamentos bidimensionais é dada por

0
a—L: + (u-V)w=0.
Observe que podemos reescrever a equagao acima em coordenadas Lagrangianas,
Ow
E(tv X(t7 O[)) + (u(ta X(tv Oé)) ) V)W(t, X(ta a)) =0.

Ow
ot

do mapa Lagrangiano ¢é igual a velocidade, ou seja,

(t,X(t,a))—I—d—X

o (t,) - Vw(t, X(t, ), mas a derivada

d
Agora, note que Ew(t,X(t, a)) =

d ow
Ew(t,X(t, a)) = E@’X(t’ a)) +u(t,a) - Vw(t, X (¢, a)).

Portanto, pela equacao de vorticidade, segue que
d (t,X(t,a)) =0
—uw(t, ,a)) = 0.
dt
Logo, a vorticidade é constante ao longo das trajetoria de particulas, isto ¢,
w(t, X (t,a)) = w(0, ) = const.

Segue da identidade acima que a norma L> da vorticidade é conservada. O mesmo vale para
as normas LP, para todo 1 < p < oco. De fato, seja f uma fungao mensuravel qualquer. Como
div u = 0 temos que, pelo lema 1.1.1, o Jacobiano da mudanga de coordenadas Eulerianas para
Lagrangianas ¢é igual a 1, logo para qualquer dominio material €; temos que vale a seguinte
identidade

Fllt,2)de = [ f@(0,a))da.
Qt Q0
Como o dominio € do fluido é sempre um dominio material temos que, em particular, as

normas LP sdo conservadas.
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1.4 Resultados de existéncia e unicidade para Euler 2D

e 3D

Nesta secao enunciaremos os principais resultados de existéncia e unicidade de solugoes para
Euler 2D e 3D. Comecaremos com o resultado de existéncia e unicidade de solugoes classicas,
em seguida introduziremos a noc¢ao de solucao fraca para poder enunciar o teorema de Yudovich
que estabelece a existéncia e unicidade de solugoes fracas para vorticidade inicial limitada e com
suporte compacto. Por fim, veremos o critério de Beale-Kato-Majda que diz que se uma solugao
nao pode ser continuada entao a integral no tempo da norma L> da vorticidade é infinita.
Antes de enunciar os teoremas vamos introduzir os espacos de funcoes que serao utilizados

ao longo do texto.

Definigao 1.4.1. Sejam n € N e m € NU {0}, definimos
o H™(R") ={u € L*R"): D € L*(R"),0 < |a] < m},
o V"(R") ={ue€ H™(R"™) : div u = 0}.

O teorema a seguir é devido a T. Kato, veja [21]. No entanto, o enunciado, da forma que

estd, foi extraido do livro [23], capitulo 2, segao 2.

Teorema 1.4.1 (Kato). Seja ug € V™, com m > [g] + 2. Entao existe Ty = To(||ug||gm) > 0

tal que para todo T < Ty existe uma tinica solu¢io u € CH([0,T]; V™) das equagoes de Euler com

dado inicial u,
Ou+ (u-V)u=—-Vp

divu=0
u(0, ) = ug

|u| — 0 quando |z| — co.

\

Abaixo introduzimos a definicao de solucao fraca e enunciamos o resultado de existéncia e

unicidade de solugoes fracas para as equagdes de Euler devido a V. Yudovich, veja [36].
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1.5. Demonstracao do teorema de existéncia e unicidade

Definigao 1.4.2. Sejawy € LP(R%R) e T > 0 fizo. Entio, w = w(t,x) € L>([0,T); L=(R?*R))
¢ uma solucao fraca da formulacdo em termos da vorticidade das equacoes de Fuler se, para toda

¢ € C2([0,T] x R R) temos que
T T
/ / wopdxdt + / / (u-Vo)wdzdt — | &(T,z)w(T,x)dx+ | &(0,2)wo(x)dx =0
o Jr2 o Jr2 R? R?
1 [ -y
onde u(t,x) = Dy /}R3 mw(t,y)dy.

Teorema 1.4.2 (Yudovich). Dado wy € L (R%* R) existe uma tnica solugdo fraca das equagoes

de Euler no sentido da defini¢ao 1.4.2.

A definicao de solugao fraca e o enunciado do teorema de Yudovich foram extraidos do
capitulo 3, segdo 2, do livro [23], onde encontra-se também a demonstracao do teorema.

Por fim, vamos enunciar o critério de continuacao de Beale-Kato-Majda (veja [4]). O enun-
ciado do teorema foi extraido do livro [23], capitulo 2, secao 3. Este resultado é utilizado na
demonstracao da existéncia global no tempo das solucoes suaves de Euler 2D.

n
2
CH[0,T); V™) a solugdo das equagdes de Euler com dado inicial uy e seja w = rot u a vorti-

Teorema 1.4.3 (Beale-Kato-Majda). Seja vy € V™, com m > [ } + 2. Considere u €

cidade associada. Seja T™ o tempo mdzrimo de existéncia da solugao dentro dessa classe. Entao,

se T" < oo tem-se que

.
/ oo, )| et = 00
0

Corolario 1.4.1. Seja ug € V™, com m > 3. Entao a solucao u das equagoes de Fuler 2D com

dado inicial ug existe globalmente e u € C'([0, +00); V™).

1.5 Demonstracao do teorema de existéncia e unicidade

Nesta secao, apresentamos a demonstracao do teorema de existéncia e unicidade de solugao
local no tempo das equagoes de Euler em duas e trés dimensoes, via método de energia. Vamos
seguir a demonstragao dada em [23], capitulo 2, segdo 2. Uma demonstracao mais detalhada

encontra-se em [28], capitulo 3, segao 2.
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1.5. Demonstracao do teorema de existéncia e unicidade

Enunciamos alguns resultados que serao utilizados no decorrer desta se¢cao porém omitiremos

suas demonstracoes:

Lema 1.5.1 (Aubin-Lions). Sejam X, Y e Z espacos de Banach tais que X — Y — Z, onde
a primeira imersao é compacta. Sejam T > 0 e {u,} uma sequéncia limitada em L*>([0,T]; X).
Suponha que a sequéncia {u"} € equicontinua como fungoes definidas em [0,T] com valores em

Z. Entdao a sequéncia {uy,} € relativamente compacta em C([0,T];Y).

Este resultado foi extraido do livro [23],capitulo 2, se¢do 2, onde encontra-se demonstrado e

sua demonstracao é devido a H. Nussenzveig Lopes.
Lema 1.5.2. Sejam u,v € H™(R"), com m € N.

(1) Se u,v sdo limitadas e continuas entdao existe uma constante C > 0 tal que

[wo]|gm < C(fJull Lo [[D™ 0] 2 + [Jvl| oo [[ D™ u]] 22),

(2) Se u,v e Vu sao limitadas e continuas entdo existe uma constante C' > 0 tal que

Y 1D () = uD®l 2 < C([Vullz= | D™ 0] g2 + o]l | D™ ul] 12).

0<|al<m

Seja u € L*(R"), a molificagio M°u de u é dada pela seguinte convolugao
Meula) = (7 x (@) = [ @~ 0)f(0)dy

1
onde p € C'° é o molificador usual e p*(z) = —p (f) :
en \¢
Lema 1.5.3. Propriedades dos molificadores

(i) para toda u € C(R"™), M®u — u uniformemente em compactos e

Ml < lull o<

(i1) para toda v € H™

DMy = MDY,  Y|a| < m;
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1 1
(71i) para toda uw € LP(R™), v € LYR™), — + - =1,
p q

/ (MPujvde = / u(Mev)da;

(iv) para toda v € H*(R™), M®u — u em H® e a taza de convergéncia na norma H*™' € linear

em €,

[Mu = ulls—1 < Cellulls;
(v) para toda w € H™(R™), k€ N ee > 0,

Cmk Ck
Ml < ZEfull,  [MEDF e < Tl

Lema 1.5.4 (Decomposigao de Hodge em H™). Todo campo vetorial u € H™(R™), m € NU{0},

pode ser decomposto de modo unico como
u=w+ Vo,

onde divw = 0. Além disso, esta decomposicio é ortogonal em L*.

O projetor de Leray, definido por

P:LI*? — VY (1.6)

u — Pu=w, (1.7)
comuta com derivadas, convolugoes e mapeia H® em V?.

A ideia da demonstracao de existéncia de solucao é provar existéncia de uma sequéncia de
solucoes de problemas suavizados e depois passar ao limite e provar que o limite da sequéncia é
solugao das equacoes de Euler.

Considere a versao molificada das equacoes de Euler,

Oput + Me(((Meuf) - V)(MEuf)) = =Vp°
divut=0

u®(0, z) = up(x).
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1.5. Demonstracao do teorema de existéncia e unicidade

Agora, aplicamos o projetor de Leray na versao molificada das equacoes de Euler e obtemos,

Opu® = —PIME((MFuf) - V) (M)
Pu* =0 (1.8)
uf(0, ) = up(x).

No lema a seguir provamos existéncia e unicidade para a versao molificada das equacoes de

Euler:

Lema 1.5.5. Dados ug € V™, com m € N, e ¢ > 0 existe T° > 0 e uma solucao u°® €

C([0,T%); V™) do problema (1.8).

Demonstracao. Para mostrar existéncia de solugao usaremos o Teorema de existéncia local de

Picard para EDO’s em espagos de Banach. Para isso precisamos mostrar que F., dada por

F.(u) = —P[M*(((M*u) - V)(M°*u))], satisfaz
(i) F.: V™ —Vvm
(ii) F. é localmente Lipschitz.

Claramente div F.(u) = 0 para todo u € V™, logo, para mostrar (i), basta verificarmos que

F.(u) € H™ para todo u € V™, mas isso segue da estimativa abaixo

1F=(w)]

wm < ME((MPu) - V) (MEw))|[gm < CME(div (Mu @ M) <
C. ... A C
< Cmeue Mol < Sl
Para (iz), observe que
[Fe(u) = Fe(v)l[am < [[ME((MTu) - V)(MTu)) = ME((MT0) - V)(M0)) [l am <
C 3 3 £ £ C
< Z(IMPu@ M (u = v) [ + M0 @ M (u = 0) e < 5 (lullzn + vl lu = vl

donde concluimos que F. é localmente Lipschitz. [

Lema 1.5.6. Seja u € C([0,T); V™) solugdo de (1.8). Entdo
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1.5. Demonstracao do teorema de existéncia e unicidade

Demonstracao. Para cada multi-indice o temos que

1
L4 pou(t, 2)Pde = — | DOuPMEDO(MEW) - V) (MEwE))dir =
2 dt R" ]Rn

= — [ DOMUD (M) - V) (Meu))de =

— / DUME((D (M) - V(M) = (M) - V) D" Meu)dz,

Agora, somando sob todos os multi-indices 0 < |a| < m e usando lema 1.5.2 (iz) obtemos

que

d
al\UH?qm <2 ) [DMeul ] [(D* (M) - V) (MEuF)) — (MFu) - V) D Meul 2 <
0<]al<m
< COllullgm (IVMEul| 1 (D™ DMEul| g2 + || D™ M| 2| VM| o) < ClIVMEul| oo ||| 7.
]

Demonstracao do Teorema 1.4.1. Na demonstracao do lema anterior obtivemos a seguinte
estimativa

d
e < CIIV M| poe 0 .

Seja m > g + 1, entao

VM| oo < [V e <[V || mar < luf][ .

d d
Logo, %H%”%m < Cl|uf]]3m e portanto %HUEHHm < Cl|uf]|%m. Com isso, obtemos a se-

guinte estimativa da norma H™ de u:

l|uol| £rm

U€ t, ° m S
(M < TG

para todo 0 <t < T onde T < Ty = (C||ug||g=)~"'. Em outras palavras, para todo 0 < T < T

temos que {u®} é limitada em L*([0,T]; H™(R")). Temos também que
|0wuf| g1 = || F-(u®) || gm—1 < Cl|div (M u® @ M*u®)|| gm-1 < C||Mu® @ MU || gm-—1 <
< C|IM oo | D™ M) [ 2 < Clu[fm.
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1.5. Demonstracao do teorema de existéncia e unicidade

Portanto, a sequéncia {uf} é limitada em Lip([0,T]; H™ (R")) para todo T' < Tp. Fixamos
R > 0 e usamos o lema de Aubin-Lions com X = H™(B(0,R) eY = Z = H™ ! para concluir que
sequéncia {uf} é relativamente compacta em C([0,T]; H™1(B(0, R))). Tome R}, uma sequéncia
de numeros positivos tal que Ry — co. Usando o argumento da diagonal de Cantor concluimos
que {uf} possui subsequéncia que converge fortemente em C([0, T]; H;” ' (R™)), a um limite u.

Além disso, como m > g + 2, a convergéncia e o limite estao de fato em C([0, T]; C..(R™)).

Vamos reescrever a equagao (1.8) como
t
u® = ug —|—/ F.(u®)ds.
0

Defina F(u) := P[(u- V)u]. Entao, F.(u®) — F(u) em C([0,T];Co.(R™)). Portanto, para todo

/Ot Fu(u)ds — /OtF(u)ds

Como temos que ||[u® — || Lo (jo,11x B(0,r)) — 0 segue que

R >0,

t
u® — g —/ F(u)ds
0

L>([0,T1xB(0,R)) ‘ L>(]0,T)xB(0,R))

t
u:u0+/ F(u)ds,
0

o que, a posteriori, mostra que u € C*([0,T];CL.(R")). Diferenciando a identidade acima no

tempo, obtemos que u é solugao do seguinte sistema

Owu+ Pl(u-V)u] =0
divu=0
U(Oa ) = Ug

|u| — 0 quando |z| — oo.

\

Agora, aplicando o lema 1.5.4 para dyu + (u - V)u obtemos que
Ou+ (u-V)u=w+ Vp
com Plw] = w e P[Vp| = 0. Portanto,
0= 0w+ Pl(u-V)u] = PlOyu+ (u-V)u] = w,
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1.6. Outros exemplos de escoamentos com simetria

donde concluimos que

Ou+ (u-V)u=—Vp.

Agora, provaremos unicidade de solugao. Para isso, suponha que existam duas solugoes do
problema (1.5), uy e ug, em L*([0,T]; V™ (R™)), com a mesma velocidade inicial u. Entéo temos
que

O(uy — ug) + P[(uy - V)uy — (ug - V)ug] =0,

com (u; —u2)(0,-) = 0. Multiplicamos a equagao acima por u; — us e integramos no espago para

obter que

d

pr lug — u2|2dx = —/ (up —ug)((ug - V)ug — (ug - V)ug)dx =
Rn R3

= —/ (w1 — u2)(((ur — w2) - VY )dz < [V || poolluy — wal|72 < Cllun|lzml|uy — ua|[7.
R3

Usando o lema de Gronwall concluimos que u; — us = 0. Portanto a solucao é unica. O

1.6 Outros exemplos de escoamentos com simetria

Nesta secao estudaremos outros exemplos de escoamentos com simetria: escoamentos com si-
metria axial com e sem rodopio (casos em que a componente de rodopio da velocidade, que é a
componente tangente aos circulos, é diferente de zero ou nao, respectivamente) e escoamentos
com simetria helicoidal sem rodopio (caso em que a velocidade é ortogonal as hélices). Escoa-
mentos com simetria axial sem rodopio sao similares a escoamentos bidimensionais e para este
tipo de escoamento existem resultados de existéncia e unicidade de solugoes. Por outro lado, es-
coamentos com simetria axial com rodopio possuem comportamento tridimensional nao trivial e
estes podem apresentar singularidades em tempo finito. Os escoamentos com simetria helicoidal
sem rodopio sao mais parecidos com escoamentos bidimensionais e existem alguns resultados de
existéncia e unicidade de solugoes global no tempo.

As definigbes e resultados que apresentaremos a seguir foram extraidos do livro [28], capitulo

2, secao 3.
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1.6. Outros exemplos de escoamentos com simetria

Considere o sistema de coordenadas cilindricas
r1 =1cosl, ro =1rsinf, x3 = x3
e sua base ortonormal usual,
e" = (cosf,sin®,0), e’ = (—sinf,cosh,0), ¢ = (0,0,1),

onde 1 = /a? + 3.

Seja v = v(t, z1, x9, r3) um campo vetorial.
u=u(t,r,0,23) = u"(t,r,0,x3)e" +u’(t,r,0,25)e’ +u(t, 1,0, 25)e>

Definicao 1.6.1. Um campo vetorial v tem simetria axial se se nao depende de 8, ou seja,

v=0"(t,r,x3) = 0" (t,r,x3)e" + Ug(t, r, :1:3)69 +03(t, x3)63.

Dizemos que um escoamento tem simetria axial se o campo de velocidades u e a pressao p
tem simetria axial.

Em escoamentos com simetria axial escrevemos o campo de velocidades u como
— 7 T r 0 0 3 3
w=u"(t,r,x3) = u"(t,r,x3)e" +u’(t,r,x3)e’ +u’(t,r, xr3)e’,

e chamamos u’ de componente de rodopio da velocidade. Se em um escoamento com simetria
axial o termo v’ # 0 dizemos que este escoamento tem rodopio e se u’ = 0 dizemos que o
escoamento nao tem rodopio.
Agora vamos escrever as equacoes de Euler para escoamentos com simetria axial. Primeiro
0
vejamos que o operador u - V em coordenadas cilindricas se escreve como u"0, + “789 + u30s.
De fato,

u-V =u'0) + 1?0y + u0s = (u’"ﬂ + u9ﬁ> 01 + (—u’"ﬁ + u9£> Dy + 10y =
r r r r

6
— (ﬂal + ﬂfb) +ul (—ﬁal + ﬂaQ) + Uty = WO, + —0p + uds.
T T T T r

Portanto, usando as seguintes identidades



1.6. Outros exemplos de escoamentos com simetria

Ope” = e, 0pe? = —e", 9pe® = 0,
Dse" = 03¢’ = 0,05¢> = 1,
Ogu” = Ogu? = 9gu® = Opp = 0,
temos que
(u-V)u= (u’“&n + u;@g + u383) (u’"er +ule? + u363) =

9
=u" (@u’"er + oue? + 3ru363) + u—(uree —ufe") +u? (83u’"er + 0sule? + 83u3e3) =
r

012 0
= (u’"@ru” + uP0qu" — ﬂ) e’ + (u’"@rue + u?ogu? + u—u”) e’ + (uou’ + uP0su?) € =
r T
o

0\2
= <(u7"8r + u383) u" — () ) e + ((ur& + u383) u’ + u—ur) e + (uT&q + u383) uded.

r r

Por fim, observe que

T

1
divu=V- -u= (e’"&a + =0y + 6383> (u"e” +ule? +ute?) = 0u" + L + O5u®
r r

e  Vp=0,pe" + Ospe’.

Entao, em coordenadas cilindricas, as equagoes de Euler com simetria axial se escrevem

( 0\2
atur + (urar + U383) ur _ (ur> = —d.p
89+(’“8+38)9+u6ur 0
U u" 0, +u U =
' ° r (1.9)

O + (U0, + ulds) ud = —d3p

oyu” + v + Osu? = 0.
r

\

Escoamentos com simetria axial com rodopio

Nesta secao estamos considerando escoamentos com simetria axial com rodopio, ou seja, es-

coamentos com simetria axial onde u? # 0. Comecaremos calculando a vorticidade de tais

escoamentos,
1
w=Vxu= <er&. + e~ + 6383> x (u"e” +ule? +uled) =
r

1 . ;
=" (Oue” + 0ule® + 0,uPe®) + e’ = (u"Oge” 4 u’Ope?) + €3(Osue” + Osu’e’ + Osued) =
r
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1.6. Outros exemplos de escoamentos com simetria

1 ) ) 1
= (0,u’e® — 0,uPe?) + ~ule® + (Osue’ — Osu’e”) = —0sule” + (Osu” — 0,u)e’ + (—ua + &ue) el
r r

Portanto, a vorticidade é dada por,
1
w = —0su’e” +wle + =0,(ru’)e? (1.10)
r
onde
Wl = Osu” — O’

Agora vamos deduzir uma equacio para a vorticidade escalar w?. Para isso, derivamos a primeira
equagao de (1.9) com respeito a 3 e a terceira com respeito a r e subtraimos as duas equagoes

obtidas:

9\2
O’ + (W0, +u03) W’ + (Ou” + O5u®)w’ = 05 <<u ) ) .

r

Agora, usando a uiltima equacdo de (1.9) temos que

r 0\2
O’ + (W0, +ud3) w’ — %we =04 (ﬂ> .

r

Observe que a equacao acima pode ser reescrita da seguinte forma

O (w—e) + (w0, +u’ds) (w;) = %483((1“119)2).

r
D : ; . L .
Seja Di = 0; + u"0, + u’03 a derivada material agindo apenas no plano axial. Logo,
D [uf 1
— (=) = =0s((ru”)?). 1.11
5 (%) = o (L11)

Além disso, a equagao para a velocidade de rodopio pode ser reescrita como

D
Di (Tue) =0. (1.12)

Da equacdo (1.11) conclufmos que a quantidade w?/r nao é conservada ao longo das tra-
jetérias de particulas e o responsavel por essa variacao é a velocidade de rodopio u?.
As equagoes (1.11) e (1.12) descrevem completamente a dindmica de vértices. De fato, da

condicao de incompressibilidade segue que existe um fungao ¢» = (¢, r, z3) tal que

7»_83w 3 _ arw
uw = —, U

r r
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A funcao corrente 1) é definida pela vorticidade w? através da equacao,

onde L é seguinte operador elitico linear
1 1 1
L=-0, (—&) + —283%.
r r r

Portanto, resolvendo a equacao para ¢ em termos da vorticidade w?, depois calculando

3

as velocidades u” e u” e substituindo nas equagoes (1.11) e (1.12) nds obtemos a equagao de

vorticidade para w? e u’.

Proposicao 1.6.1. Seja u = u(t,r, x3) um escoamento com simetria axial com rodopio,
u=u"e" +ule? +ude?,
com vorticidade correspondente dada dada por
0 _r o0, 1 0y .3
w=—03u’e" +w’e’ + —0,.(ru’)e
r

Para tais escoamentos as equacgoes de Euler tridimensionais sao equivalentes a formulacdo de

2(2) = Jaceen,

vorticidade,

D
E(ru(’) =0,
0
sz_)
r
r_aiﬂb 3 _ aﬂ/}
u = —, ut = — ,
r r

D
onde Di ¢ a deriwada material dada por D= Oy +u"0, +1u30s e L € o operador elitico linear
1 1 1
L=-0, (—&) + —23??.
r r r

Escoamentos com simetria axial sem rodopio
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O sistema de equacdes que modelam escoamentos com simetria axial sem rodopio (u = 0) é

o seguinte
ou” + (u" 0, + uPds) u" = —d,p
Opu® 4 (u"0, + u?0s) u® = —sp (1.13)
r

Substituindo u? = 0 em (1.10) obtemos que a vorticidade é dada por

onde w? := (Osu” — d,u?). E substituindo v’ = 0 em (1.11) obtemos que

D 0
= (W_) — 0.
Dt \ r

A condigdao de incompressibilidade pode ser reescrita como 9,(ru”) + d3(ru®) = 0. Logo,

existe ¢» = ¥(t,r, r3) com simetria axial tal que

. Osd X
U = —, U

T r

0 1 1 1
Logo, como w? = dsu” — 0,u® temos que L) = hadl onde L = -0, (—@) + —28§
r r r r

Proposicao 1.6.2. Seja u = u(t,r,z3) um escoamento com simetria axial sem rodopio,

u=u"e" +ude3,

com vorticidade correspondente dada por w = w?e’. Para tais escoamentos as equacies de Euler

tridimensionais sao equivalentes a formulacdo de vorticidade,

Dw9_0
Dt\r ) 7

0

L=,

T
Y R X
u =—, u = — ,
T T

D D
onde o € a deriwada material dada por D= Oy +u"0, +u05 e L € o operador elitico linear
1 1 1
L=-0, (—&) + —283%.
r r r
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O teorema a seguir, devido a Majda, estabelece existéncia global de soluc¢ao para escoamentos
com simetria axial sem rodopio. O enunciado e a demonstracao de tal resultado foi extraido de

126].

3
Teorema 1.6.1. Seja up € H*(R?), s > B + 1, com simetria axial sem rodopio e seja wy = W

a vorticidade associada. Assuma que a vorticidade escalar wf satisfaz
(i) lwi(r,zs)] < cr,

(ii) wf(r,x3) >0,

(iii) wi(r,x3) tem suporte compacto.

Entao a solugao u, com dado inicial ug, existe globalmente no tempo.

0

Demonstracao. Como a quantidade adl ¢é conservada ao longo da trajetéria de particulas X =
r
X(t, ) segue que
Wt X(ta)  wie)
(X1t ), X2(t )| [(eh,a?))
logo,
6 _ 1 2 wp(a) 1 2
0 S w (t,X(t7OZ)) - |<X (t,O{),X (t,O[))| |(O./1 012>| S C|<X (t,&),X (t,Oé))|
Defina,
R(t)= sup [X(t,q)
a€ Supp w?
e observe que
d R(t) < 4 x (t,a)| <
— su —X(t,a)| <
dt - aESUpII)D w? dt

<c | X(t,0) — gl 2 (1, )dy <
a€SUpPP w? J|X (t,a)—y|<2R(t)

<CR(t)+C sup

/ IX(t0) — y| 20 (¢, y)dy <
aesupp w? J1<|X (t,a)—y|<2R(t)

ot z
<CR(t)+C sup (/ | X (t, ) — y\4%dy) P2 < CR(t)+ M,
aesupp w® \J1<|X (t,0)—y|<2R(t) [(yh, y2)]
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1.6. Outros exemplos de escoamentos com simetria

onde P = [0 w’(t,y)[(y',y?)|dy = [ro o’ (0)|(y", y*)|dy < oo.
Entdo, pela desigualdade de Gronwall, temos que R(t) < Me®t. Portanto, ||wf(t, )|z~ <

cMe®t e com isto termina a demonstracao. ]
Escoamentos com simetria helicoidal sem rodopio

Comecaremos com a definicao de simetria helicoidal. Usaremos a notacao introduzida em

[15]. Sejam Ry, a transformagao de rota¢ao em torno do eixo Z por um angulo 0, dada por

cosf  sinf 0
Ry=| —sinf cosf 0
0 0 1
e Sy, a superposicao da rotacao Ry e uma translacao ao longo do eixo Z de tamanho x6, dada

por
0

Se(x) = Re(z)+ | 0
K0
Definigao 1.6.2. Um campo vetorial v : R® — R? ¢ helicoidal se
v(Spx) = Ryv(x) para todo 6 € R. (1.14)
Definigao 1.6.3. Um campo vetorial v : R® — R? ¢ ortogonal as hélices se
v(z) - &(x) =0
onde {(x) = (—x2, 21, K).
Observagoes . 1) Se k = 0, a condigao de simetria helicoidal é equivalente & condigao de

simetria axial. Além disso, neste caso a condi¢ao de ser ortogonal as hélices é equivalente

a de nao ter rodopio no caso axial.

2) Se v tem simetria helicoidal com x > 0 entdo v ndo tem simetria axial. Além disso,
v ¢é periddico na direcao Z. De fato, como u tem simetria helicoidal entao v satisfaz
(1.14) para todo #. Em particular, para § = 27 temos que v(Sy,x) = Rozv(x), isto é,

v(x1, T9, x5 + 2wK) = v(21, T2, x3). Portanto v é periédico na diregdo Z com periodo 2k.
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A seguir enunciaremos alguns resultados de escoamentos suaves com simetria helicoidal que

podem ser encontrados demonstrados em [15].

Lema 1.6.1. Um campo vetorial suave v : R? — R3 tem simetria helicoidal se e somente se

(&(z) - V)v(z) = (—ve(x),v1(x),0), isto €,

— 22010' (1) + 11050 () + KOsV () = —v*(2); (1.15)

—29010% (1) + 2100%(2) + KOsv%(2) = v*(2); (1.16)

—xgalv?’(m) + x132v3(x) + mﬁgvg(x) =0. (1.17)

Lema 1.6.2. Seja w = rot u a vorticidade associada ao campo de velocidades suave u que

¢ solucao das equacoes de Fuler 3D, tem simetria helicoidal e € ortogonal as hélices. Entao,
w(z) = 2w3(2)¢(x) onde w?(z) = d1u?(z) — dou' () e w € solugdo da sequinte equagdo,

D 3
FC; - %Ru = 0. (1.18)

ondeR=11 0 0

Demonstracao. Primeiro provaremos que w = %w‘gf . Para isso, usaremos a defini¢ao de simetria

ortogonal e o lema 1.6.1,
w = rot u = (Oou® — Ogu?, Ogu' — O, 01u® — Oyut) =
como u-& =0

1 1
= (—02(:E2u1 — z1u?) — Osu?, Osu' — —0) (zout — z1u?), Ou? — 82u1> =
K K

1 1
= (—(x282u1 +ut — 2100u?) — Osu?, Osut — = (1200u' — 1101u* — u?), O1u® — 32u1) =
K K

pelo lema 1.6.1

3
= (%(27282’&1 — x281u2), —%(—Qﬁaﬂﬂ + .’L’lagul), 81u2 — (%ul) = l(ﬁluz — 82U1)§ = %f

K
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3
w

Portanto, w = —¢&. Agora provaremos que w ¢é solugao de (1.18). Lembre que a equagao de
K

vorticidade para escoamentos tridimensionais ¢ dada por

D~ (w-V)u =0, (1.19)

e é claro do lema 1.6.1 que
Ly L g
(w-V)u=—-w’(§-V)u=—-wRu.
K K
Isto completa a demonstracao. [

Corolario 1.6.1. Seja w = rot u a vorticidade associada ao campo de velocidades suave u que

¢ solucao das equacoes de Fuler 3D, tem simetria helicoidal e € ortogonal as hélices. Entao,

3

w = +w3€ onde w? = G1u? — dhu' e w® ¢ solugdo da sequinte equagdio,

Dw?

=0, 1.20
Dt (1.20)

Proposicao 1.6.3. Seja w a vorticidade associada ao campo de velocidades suave u que tem

simetria helicoidal e é ortogonal as hélices. Entao, (u,w) € solugcdo de

D 3
Fi - %Ru — 0. (1.21)

se e somente se, (u,w?®) € solugao de

D 3
7“; ~0. (1.22)

Demonstracao. A demonstracao da implicacao direta é trivial. Reciprocamente, suponha que
w? é solucdo da seguinte equacao

Duw?

- —0. 1.23

3
w

observe também que do lema 1.6.2 temos que w = —¢&. Portanto,
K

Dw w3 Dw¥é DWW Wi Duws & wd oWl
Ry = B S W P9 00— L Ru—0. (124
Dt+/<; “ DtK+Dt/i Pl Dt%+(u2’u1’)/€ Pl (1.24)
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1.7 Formacao de Singularidade

Ao longo das secoes anteriores vimos que solugoes das equacoes de FEuler, com dado inicial suave
e energia cinética finita, nao desenvolvem singularidade em tempo finito quando a dimensao do
espaco é n = 2. De fato, como ja observado anteriormente, neste caso temos que a equacao de
vorticidade se escreve como FC: = 0, logo w(t, X(t,a)) = wp() e portanto ||w||r = ||wol|Lr
para todo 1 < p < co. Logo, por Beale-Kato-Majda, concluimos que a solugao permanece suave
para todo tempo. Ja para n = 3 o problema de formagao de singularidade estd em aberto. A

dificuldade aparece devido ao termo de estiramento presente na equacao de vorticidade para

n = 3, podendo assim haver aumento e acumulacao de vorticidade.

34



Capitulo 2

O escoamento de Shnirelman

No capitulo anterior enunciamos e provamos alguns resultados de existéncia e unicidade de
solucoes das equagoes de Euler. Agora, apresentaremos o exemplo de um escoamento que implica
na nao unicidade de solugoes fracas das equagoes de Euler. Tal exemplo é conhecido como o
escoamento de Shnirelman, e foi construido por Shnirelaman em [32]. A n&o unicidade de
solucao fraca segue do fato que o escoamento de Shnirelman é uma solucao fraca das equagoes
de Euler em T? com suporte compacto no tempo, mas ¢ claro que a velocidade identicamente
nula também é uma solucao deste problema. Esse exemplo é fundamental pois mostra que a
nocao usual de solucao fraca para as equacoes de Euler incompressiveis nao é forte o suficiente
para garantir a unicidade. No entanto esse nao é o primeiro exemplo, em [30] Scheffer construiu
uma solucao fraca para as equagoes de Euler bidimensionais com suporte compacto no tempo
e espaco. No entanto, a construcao de Shnirelman é mais clara e elementar do que a feita
por Scheffer. Também exibiremos nesta secao uma visualizagao da estrutura do escoamento
de Shnirelman feita através da construcao de uma aproximacao explicita do escoamento que
obtivemos utilizando ferramentas computacionais, veja [5]. Em particular, como a construcao
do escoamento de Shnirelman foi baseada no uso da cascata inversa de energia em 2D, poderemos
visualizar o papel da cascata inversa de energia na construcao. No final da secao, faremos uma

modificagao na construcao original. Este foi um trabalho feito em conjunto com A. Shnirelman.
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2.1. Construcao do escoamento de Shnirelman

2.1 Construcao do escoamento de Shnirelman

Considere as equacoes de Euler incompressiveis bidimensionais no toro T? com forcamento,

O+ (u-Vu+Vp=f
divu =0
onde u = u(t, z) é o campo de velocidade, p = p(t, x) é a pressao, f = f(t,x) é uma forga externa
dada e (t,r) € R x T?%
A definicao de solucao fraca que sera usada ao longo desta secao é a seguinte:

2

2 (R x T*R?) € uma solugao fraca das

Defini¢ao 2.1.1. Um campo wvetorial v = u(t,x) € L
equacoes de Euler incompressiveis com forcamento f € D' se, para toda fung¢do teste ¢ =

o(t,r) € CX(R x T3 R) e ¢ = ¢(t,z) € C°(R x T2, R?) tal que div ¢ = 0, tivermos

_//[u~%+(u®u)~v¢] dxdt://f«<;§dxdt
e//u-V@dxdt—O.

O resultado principal de [32] é o seguinte:

Teorema 2.1.1 (Shnirelman, 1997). Eziste uma solugdo fraca ndo nula para as equagoes de
Euler homogéneas (ou seja, f =0), u = u(t,z) € L*(R x T%R?) tal que u(t,z) =0, |t| > C,

para alguma constante C' > 0.

Em particular, esse teorema implica que as solucoes fracas das equacoes de Euler incom-

pressiveis em 2D, no sentido da definicao 2.1.1, nao sao unicas.

2.1.1 A construcao

A construgao é baseada no seguinte resultado: se {u;}; é uma solugao fraca de Euler 2D com
forcamento {fi}; tal que f; — 0 em D’ e u; — u fortemente em L? entdo u é solugao fraca de
Euler 2D sem forcamento.

A ideia entao é construir uma sequéncia {u;}; de campos de velocidade com suporte compacto

no tempo de tal forma que u; seja uma solugao fraca de Euler 2D com forcamento f;, f; — 0 em
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2.1. Construcao do escoamento de Shnirelman

D' e u; — u fortemente em L?. Com isso, usando o resultado enunciado anteriormente, teremos
que o limite u da sequéncia {u;}; é uma solucdo fraca das equagoes de Euler 2D homogéneas e
com suporte compacto no tempo.

Para construir tal sequéncia, considere 1 uma solugao suave arbitraria nao nula das equacoes

de Euler. Definimos o primeiro termo da sequéncia {u;}; por

UO(taI)7 |t| <1
0, [t] > 1

A construgao de w; 1 (¢, ) a partir de u;(¢, ) é feita da seguinte forma: Suponha que u;(t, )
seja uma solucao suave das equagoes de Euler no intervalo ¢;; < t < ¢; 41, descontinua em
t=ti;,j=1,2,...,J;, etal que w;(t,x) =0 parat < t;; et >t entdo u,(t,z) é solugdo fraca

das equagoes de Euler com forcamento

Zflj 7.7)

Para construir o campo vetorial u;41(¢,2) inserimos lacunas no tempo de tamanho 7; via
translacoes da solugao u; do intervalo (¢; ;,¢; j+1) para o intervalo (¢; ; + jT5,t; j+1 + j1;). Depois
subdividimos as lacunas de tamanho 7; em um nimero finito de subintervalos nos quais u; 1 (t, )
serd solucao suave das equagoes de Euler e sera descontinua nos extremos destes subintervalos.
Entao, u;11(t, z) serd uma solugao fraca das equagdes de Euler com forgamento

Ji  Pij

fis(t, ) Z Z figp(a — tijp),

j=1 p=1

onde
fi,j,p($) = Uz’+1($7 t:j,p) - ui+1($v ti_,j,p)'

Note que no lugar de cada pulso f; ;(z) gerar o salto da velocidade em t = ¢t; ;, nds inserimos
uma série de pulsos f; ;,(z) em ¢; j, com o mesmo resultado final porém com retardo temporal.
Observe que a funcao wu;y1(t, ) é construida independentemente em cada lacuna, logo a
construgao pode ser descrita completamente se nos restringirmos ao caso de uma solugao fraca

das equagoes de Euler com forgamento f(t,x2) = f(x)d(t — to), onde f(x) = uy(z) —u_(x) e
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2.1. Construcao do escoamento de Shnirelman

us(r) = u(x, tF). A construcio entdo fornecerd um campo vetorial U (¢, z) tal que f(t,z) é trans-
formado em uma série de pulsos possuindo o mesmo efeito que f. A construcao se resume em de-
finir os pulsos Fj que serdo aplicados nos instantes t; e em definir U(z,t; ) = Sy, —,_, (U(x,t]_,))
e U(x, tj) =Ulx, tj_) + F}, onde S; representa o operador soluc¢ao das equacgoes de Euler incom-
pressiveis.

Os pulsos sao escolhidos de forma que convirjam fracamente a 0 em D’ e a0 mesmo tempo
forcem a solugao de u;(z,t; ;) para u;(r, t: ;). A cascata inversa de energia, apesar de nio explicita

na construcao, explica como isso de fato ocorre.

2.1.2 A cascata inversa de energia

As duas principais ferramentas que fazem esta construgao funcionar sdo: o escoamento de Kol-
mogorov modulado e uma decomposigao especial do pulso f.

O escoamento de Kolmogorov modulado é um escoamento altamente instavel e oscilatério
que tem sido muito utilizado no estudo da cascata inversa de energia.

Ao longo desta segao usaremos o operador diferencial V+ definido por V+ := (—dy, 9;).

Dado uma velocidade inicial vy = v(x)+w(x) onde, v(z) = VX9 (z), ¥ (z) = k~1+b(z) sin(ka-
x) e w é um polinémio trigonométrico, existe uma solucdo assintdtica que nds truncamos obtendo

assim o escoamento de Kolmogorov aproximado
oV (t,z) = vo(x) + (t — to)vy(z) + ...+ (t — to)Nun (),

tal que
o)
ot

onde A(v,w) = —P[(v- V)w],

= A(™) o™y 4y

e P ¢ o projetor ortogonal de L?(T? R?) no subespago de campos vetoriais de divergente nulo.

O segundo termo vy (x) da série v™¥) (¢, x) pode ser decomposto da seguinte forma
1
vi(z) = l<:2°‘§P[(aL -VB)a'] + termos oscilatérios com frequéncia dependendo de k,

onde B(z) = (b(x))>.
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2.1. Construcao do escoamento de Shnirelman

O resultado de decomposi¢ao que mencionamos no inicio desta segao é o seguinte:

Teorema 2.1.2. Seja f € L*(T?) um campo vetorial tal que div f = 0 e [ f(x)dz = 0.
Entao existem vetores ay e as, fungdes suaves positivas By(x) e By(x), e dois operadores pseudo-
diferenciais ®1 e @ tais que B; = ®;f e f pode ser escrita como

2

F=>Y %P[(a; - VB))a}].

j=1
2.1.3 Trabalhos numéricos

A construcao de Shnirelman é feita através de uma sequéncia infinita de passos, mas explorando
apenas os primeiros passos, por meios computacionais, podemos ter uma boa ideia da estrutura
basica resultante da solucao limite. Para construir as solugoes aproximadas para as equacgoes de
Euler utilizamos o esquema de diferencgas finitas centrada de segunda ordem de Levy-Tadmor na
formulagao de vorticidade das equagoes de Euler, veja [22], juntamente com a inversao espectral
do Laplaciano.

No nosso exemplo numérico, usamos o seguinte campo de velocidades como velocidade inicial
para obter uma aproximagao de uma solucao suave das equacoes de Euler que depois sera
truncada dando origem ao primeiro termo da sequéncia {u; };,

u(t, x)
) = T,
L

Y

onde
(tanh(2(y — 7)), 0.05sin(z) ), y<m
u(t,z) =
(tanh(22(3F —y)), 0.05sin(z) ), y >
As figuras 2.1 (a), (b) e (c) representam a energia, calculada numericamente, de uy, us e
ug, respectivamente. Como esperado, podemos ver através das figuras que quando passamos do
primeiro para o segundo passo, alguns dos pulsos que foram inseridos possuem energia maior do

que o pulso inicial. Esses pulsos sao campos vetoriais oscilatérios com alta frequéncia e isto é sua

propriedade principal ja que implica que estes pulsos convergem fracamente a zero e ainda assim
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2.1. Construgao do escoamento de Shnirelman

sao transformados em um campo de velocidade nao nulo nas grandes escalas via o escoamento

de Euler.

1.8}
1.2} 1.6} _
1 1.4}
1.2
0.8
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e 06y 2 o8}
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Figura 2.1: Energia F;(t) versus tempo t do campo de velocidade w;.

Agora, usando vy = v +w com w = 0 e v = V1, onde
1
Y(x) = k~1b(2) sin(ka - ), b(x) = §(sinx2 +1), k=4, a=2/3 ea=(1,-1),

temos que

1
B(zx) = Z(Sm2 To+ 2sinxe + 1) e
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2.1. Construgao do escoamento de Shnirelman

1
(v1,v]) = k’Q“iP[(OLL -V B)a*] + termos oscilatérios (k) =
2a 1 : . /o
=k g(sm 229 4+ 2 cos x2),0 | 4 termos oscilatérios(k).

Abaixo temos o grafico de g(x2) = k**§(sin 225 4 2 cos 3) como fungao de ;.

25

function g

Figura 2.2: Gréfico de g(x3) = k:2aé(sin 219 + 2 COS Tg) VEIsus Ts.

Numericamente, obtivemos o seguinte grafico de v{ como fungao de (1, zs).

Figura 2.3: Grafico de v{ versus x; e xs.

Através das figuras 2.2 e 2.3 vemos que a aproximagcao numérica esta de acordo com a teoria.
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2.2. Construcao do escoamento modificado

Shnirelman usou o Teorema 2.1.2 para construir pulsos que imitassem o fenomeno de cascata
inversa. Veremos que o escoamento de Kolmogorov modulado possui um comportamento de du-
plicacao de periodo, e portanto, os pulsos definidos usando o Teorema 2.1.2 também apresentarao
esse comportamento.

As figuras abaixo representam as curvas de nivel da vorticidade associada ao escoamento de

Kolmogorov aproximado v.

:
%
s

X1

Figura 2.4: Curvas de nivel da vorticidade

2.2 Construcao do escoamento modificado

Nesta segao vamos apresentar uma modificacao na construgao do escoamento de Shnirelman. O
objetivo inicial era o de obtermos um novo escoamento onde a visualizacao da cascata inversa
de energia fosse mais clara. Apesar de nao termos atingido a proposta inicial, o problema gerou
resultados tecnicamente interessantes justificando assim sua inclusao neste trabalho.

A modificacao é feita na velocidade inicial usada na construcao do escoamento de Kolmogo-
rov. Em particular, o escoamento obtido também sera uma solucgao fraca das equacoes de Euler
no toro T? com suporte compacto no tempo.

A construcao deste novo escoamento segue a mesma estrutura da construcao original de
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2.2. Construcao do escoamento modificado

Shnirelman e que foi discutida na segdo 2.1. Em [32], Shnirelman demonstrou que para uma
velocidade inicial vy dada por

vo(z) = Vo + w(z)

onde ¢(z) = k*'b(z) sin(ka - ), w é um polindmio trigonométricos e b suave, o escoamento de

Kolmogorov
N (t,z) = vo(x) + (t — to)vi(x) + ...+ (t — to)"vn(z) + ... (2.1)

6 uma série assintética no intervalo (tg — k™2, to+k**), se 3 < a < 1 e k suficientemente grande.

Para construir o novo escoamento usaremos o seguinte campo vetorial como velocidade inicial
vo(z) = P71Vt sin(p(z)) + w(z) (2.2)
onde
o(x) =ka -z +k*f(x),

1

—<a<l

g S

204+ > 3,

w, f € C®(T?).

Observe que a diferenca entre a velocidade inicial utilizada na construcao original e a que
usaremos agora é que no nosso caso permitimos que o argumento do seno (que é o responsavel

pelo comportamento altamente oscilatério) seja nao linear.

2.2.1 Estimativas para os termos da solucao assintdética

O préximo resultado mostra que o escoamento de Kolmogorov (2.1), com vy dado por (2.2), é
uma série assintotica em um intervalo de tempo pequeno e fornece estimativas para os termos

VU, € 0 resto ry.

Teorema 2.2.1. Seja vy dado por (2.2), com [ e w independentes de k. Entao, para k — oo,

existem constantes ¢, = c,(f,w) tais que
[Vp]|oo < cuketHDBIn=2 yp —1 9 e (2.3)
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2.2. Construcao do escoamento modificado

7n]lse < enk™N, para algum o >0 se |t —to] <k @25V ca 45> 2. (2.4)
Demonstracio. Defina v(x) = k°~V+ sin(p(z)), entao vo(z) = v(z) + w(z) e
v1(z) = A(v, v9) = A(v + w, v +w) = A(v,v) + A(v,w) + A(w,v) + A(w,w) =

= —P[Dvv] — P[Dvw| — P[Dwv] — P[Dww].

Podemos ainda reescrever v como v(z) = k°V+9(x) cos(o(z)) onde ¥(x) = a -z + k* L f(x).

Com o objetivo de estimar o termo v; iremos inicialmente calcular Dvwv,

_ _ _ a2 _
Do = 120 ) cos(p) e —Ya | K sin(o) Vothy  —13 cos() g _
Y Y U Pty (00

— oty + V30 )
¢%¢2 - ?/)1@/)2101

1202 — Yty
=112 + a1ty

= k% cos® () ( ) + k27 cos(ip) sin(p) (

= k2 cos?(y) Y129 — Pty
—119 + a1ty

= k% cos?(p) ( R fia(ag + RO f) = BT fao(ar + KOTLA) )

—k fii(ag + k71 fo) + k7 for(ag + RO f)

21 00g2 () ( fra(ag + k71 fo) = faa(ar + k71 f1) )

—fu(as + k*7 1 fo) + for(ar + k471 f)

= ko271 cos? () ( fra02 = fror + frok® 7 fo = fk Ty )

—fi1as + foray — fuk®tfo + fork® T fi

EPPETERNETS —(a* - V) fy — kY (VEf V) fy
(@t - V)i + kN (V- V) A

_ pot2s1 1 Cos(2p) cos(2p) [ —(a” V)1 | j20t28-2 1+cos(2p) [ —(Vof-V)fs
2 (at - V) fy 2 (VLS V) fi
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2.2. Construcao do escoamento modificado

_ a2 LF C(;S( ©) (at-V)VLf 4 k2a+2,8—2+c+<90)(va V)V

_ ka+25_1%(aL . V)vlf + k?oH_ZB_lM(CLL . V)vlf + k2a+25—2Ls(290)(va . v)va

2 2
Logo,
1 1
P[Duvv] = 51{,‘0“+2’8_1IE”[(CLL V)V + 5k:o‘“ﬁ_lIP’[Cos(ng)(aL V)V 1+

+%k2a+2ﬁ_2p[(1 + cos(2¢)) (V4 f - V)V 1.

Observe que div((at - V)V*f) = 0 e portanto P[(a* - V)VL f] = (a* - V)VLf. Desta forma,

podemos reescrever P[Dvv] como
1 1
P[Duvv] = ikaﬂﬂ’l(aL V)V + 5k"”rw’llP’[cos(2<p)((JLl V)V f]+
1
+§/{2°‘+25_2P[(1 + cos(20)) (V£ - V)VES].
Afirmagao: Se v nao depende de uma poténcia positiva de k temos que

Plv(z) cos(p(x))] = pla)v(z) cos(p(z)) + o(k™H"), (2.5)

Plv(z) sin(p(x))] = p(a)v(z) sin(p(z)) + o(k~).

A demonstragao da afirmacao acima sera postergada até o fim desta demonstracgao.

Usando (2.5) concluimos que
1
BDu] = Sk (0t V)VES 4 pla)(a - V)V ) cos(2p) + olk) 4 ofkH)
Observe também que como w € C*(T?) temos as seguintes estimativas

P[Dww] < C,

Duwk?” cos(yp) ( & )] -
(G}
(o] rerloe ()
Dw cos(o) | +k P | Dw cos(p) | =
ay fl
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2.2. Construcao do escoamento modificado

—a
= k’p(a) Dw ’ cos(p) + o(k™1TP) = o(kP),
a1
— — _ 2
P =P [ icos(o) [ 02 T ) Sk [ 0 T ) L] =
Y Ym U iy
2
- - —aoa1 —a
= kfre-ip cos(p) frz fon w| — KPP sin(¢) o 2wl =
Ju  fa a?  ayap
—a —a —2a _ 2
—kTHP | sin(p) Sk o w| — KPP [sin(p) ah | w
2ay fi ai fo + asf2 2 A
2
—asa; —a
—_ _k5+1 p(a) 201 2 ’LUSln(QO) + O<k71+a) — 0(]{?5+1>,
a?  aia
1 102

Por hipétese, temos que 2a+ 25 —2 > f+ 1 > (. Entao, juntando todas as estimativas

anteriores, obtemos que
vl(x) — pot28-1 ((al- . V)VJ-f —I—p(a)(al ) V)VJ‘f) COS(QQO)) + 0(k2a+2572)'

Defina BY(z) = (at - V)V*f e B¥(x) = p(a)(a* - V)VLf), entdo podemos colocar v; na
forma
v1(x) = kPP (BY(2) + cos(2¢) By (x)) + o(k**T2072)
onde B{, j = 0,2 nao depende de k. Sendo assim, a estimativa (2.3) estd provada para n = 1.
Agora vamos estimar vy. Lembre que vy(x) = 2(A(vo,v1) + A(v1, 1)) = —3(P[Dvgvy] +

P[Dv1p]), portanto precisamos calcular Dvy. Observe que

DUl(l’) = ka+2ﬁ sin(2gp)B%(a:) 4 0(k2a+2ﬁ_1)

onde B? nao dependem de k.

Lembre que

¥ cos(p) +w = k” cos(p) + w + K7t e cos(yp) + w.

P a1 f1

—a
vo(z) = kP ’
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2.2. Construcao do escoamento modificado

Defina B} = a' e reescreva vy como
vo(x) = kP Bl cos(p) + o(k*TF71).
Agora calcularemos os termos Duvgv; € Duyuy,

Duyv; = {kﬁH Sin(tp)éé + o(kﬁ)} {k:o‘”ﬁ_l (BY(z) + cos(2¢) B (z)) + 0(k2°‘+25_2)} =

= o3 (sm(go)éngJ + Sm(S“’); Sm(@éng) + (kP81

Duyvy = {k"*w sin(2) B2(z) + 0(1{:2‘”26_1)} {kP cos(¢)By +w} =

_ pat3s (sin(3<p)2— sin(SO)BN%Bé) + o(k2et301y,

Usando (2.5) e as contas acima concluimos que
va(w) = k™ (sin(ip) By + sin(3p) BY) + o(k* )

onde Bf nao depende de k. Com isso, temos que a estimativa (2.3) estd provada também para
n=2.

Por fim, vamos reescrever vz como a soma de um termo dominante, termos oscilatérios e
termos de baixa ordem, da mesma forma que fizemos com v; e vo. Com isso em maos tentaremos
deduzir uma férmula para um termo v, qualquer e depois demonstrar que tal férmula é valida
através de um argumento de indugdo em n. Lembre que vs(x) = —3(P[Duvgvo] + P[Dvyvy] +

P[Dvsvy]), logo comegaremos calculando Dus,
Duy(x) = ko38+1 (cos(gp)é% - Cos(3gp)]§§’> + o(k*35),
Agora vamos estimar os termos Duvgvs, Dviv; € Dugvy,

Dugvy = {kﬁ“ sin() Bt + o(k:ﬁ)} {k*% (sin(p) By + sin(3¢) By ) + o(k** 371} =

s (LB gy col20) oot ) e

Duvvy = {k“”ﬁ sin(2gp)é% + 0(/{2“*25’1)} {ko‘wﬁ’l (B? + cos(2g0)Bf) + 0(/€2°‘+25’2)} =

- in(4 -
= e () B0+ U B 4 o),
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2.2. Construcao do escoamento modificado

Duvovg = {ka”’ﬁ“ (cos(gp)B}l + cos(3<p)B~§’> + 0(k2a+35)} {k° cos(p)By +w} =

— jotaB+l (1 +coslzy) C;S(Qw)Béé; + cos(2¢) —; cos(de) éng) + o(k*T18).,

Portanto, temos que

vg = koHasH (Bg + Cos(2g0)B§ + Cos(4g0)B§) + 0(k2a+4ﬁ)
onde Bz-j nao dependem de k.

Abaixo temos a féormula para um termo v, qualquer, observe que a formula muda se n for

par ou impar,

Vg = kT (Em+1DE+2m=2 (sin(y) By, + sin(3p) B3, + ... + sin((2m + 1)) Bom ™) +

+0(k2a+(2m+1),5+2m73)

Va1 = kOFEMEDIRINT (Bt cos(20) B, pq + -+ cos((2m + 2)p) BT ) +

+O(k2a+(2m+2)ﬁ+2m—2)
onde B’ nio dependem de k.

Nao é dificil mostrar que a formula acima é verdadeira. Isso pode ser feito através de inducao
em n, porém iremos omitir a demonstragao.

Falta ainda estimar o resto ry(t,z) para |t — to| < k=(@+26-1),

2N 2N

Irn(t, )| < Z It — tol |v;(z)| < Z It — to| KOTUHDAI=2 <
j=N j=N
2N N .
Z kotUH1A+I—2=(a426-1); — Z JU=D(=F-a+2) < Z }2N(—B-0+2) < o k=N
j:N j:N j:N

onde 0 =28+ 2a—4 > 0 como o+ 3 > 2.

Portanto,
Iry(t,z)| < Onk™°N,  paraalgum o >0 se [t —to| <k @D o o4 5>2

Prova da Afirmagao: Seja v um campo vetorial em R?. Inicialmente vamos escrever P[u]

como sua série de Fourier e depois usaremos a féormula da série de Fourier encontrada para
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2.2. Construcao do escoamento modificado

demonstrar que P[v(-)e™**)](z) = p(a)v(x)e*** +o(k™'). Em seguida, usando a férmula obtida,
demonstraremos a identidade desejada para P[v(x)e™@)], onde ¢(z) = ka - x + k* f(z).

PI() = 13 Y r0(0 = 3 6) [ ate e = 3 [ ieyatuyetecy

£ez? £ez? ¢ez2

2
miene— L) n[ & %)
0 1 SN

Tome u(y) = v(y)e™**¥, onde v é um campo vetorial em R? e a € Z?. Logo,

'Lk :v Z / zka-yei(zfy){dy _

£ez?

/ > b u(y)e vy = / Pl = oly)e vy =
T2

ez?

= [ #te =) (0 + V) (= )+ 50 0) (= ) By =

_ /Tgﬁ(x - ) {v(x) + Z g—;(x)(y] i)+
) afaxk ()5 = ) (g — 70) + } ey =
= (/W Pz — y)ere (v z)dy) v(x)e*r 4 (/Wﬁ(x —9) Z a_;(x)(y] — x;)e*a (y x)dy) eika |

= p(ka)v(x)e™™® 4 hy(p(ka), v(x))e**® + %hg(p(ka), v(z))e*r 4 . =

= pla)o(@)e™® + K ha(pla), v())e T + Sk ha(pla), v(@)e™ 4. =
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2.2. Construcao do escoamento modificado

onde

Portanto temos que

Plo(2)e®*] = p(a)v(z)e™™ ™ 4 o(k™1).

Precisamos estimar P[u] quando u(x) = v(z)e*®, onde v é um campo vetorial em R?, a € Z?
e () = ka-z+k" f(x). Podemos reescrever o campo vetorial u como u(z) = (v(z)e**/(®)) gk,

Dessa forma, usando as contas anteriores, concluimos que

. - . 1. - . .
Plo(2)e'?™] = playo(a)e™ D £~ — kI h;(p(a), v(a)e™ T D)e*e® = p(ajv(x)e?™)+

=17

+) Ly (hi(p(a),v(2))e™ @) 4 iki®h;(p(a), f(x))v(z)e® @) 4 ) eher =
= pla)o(@)e? + ofk™)
E claro que vale o seguinte
Plo(x)e®™] = p(a)v(z)e?@ + o(k~1F9),

donde segue que

Plv(z) cos(e(x))] = pla)v(z) cos(p(x)) + o(k™F7),

Plv(z) sin(p(x))] = p(a)v(z) sin(p(z)) + o(k~).

2.2.2 Espectro dos termos da solucao assintdtica

Nesta secao investigaremos o espectro dos termos v, da solucao assintética v para k — oo.

Faremos isso através do estudo dos coeficientes de Fourier de cada termo v,,.
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2.2. Construcao do escoamento modificado

Lembre que vo(x) = kP~ 'Visin(ka - + k®f(x)) + w(z), onde f,w € C>®(T?). Entdo,
podemos reescrever vy como vo(x) = kP71 (kat + k®VLf) cos(ka - x + k“f(x)) + w(x). Defina
((z) = cos(ka -z + k* f(x)).

Para exprimir o espectro de vy vamos calcular g¢ para g(z) = V-f e g(z) = a. Note que
1

W6 =5 ([ e g et [ e @) 2o
T2 T2

Como os dois termos do lado esquerdo de (2.6) sao andlogos iremos calcular apenas o primeiro.

Para isso, suponha que & € Z? seja tal que |ka — & > k7[|V ]|, para algum o < v < 1.

Neste caso temos que ou |ka; — &| > KY||Vf]le ou |kas — &| > k7||V f|leo. Suponha que
|kay — &1 | > K7||V f|lo entao integrando por partes obtemos que

/ ei(ka-:}chk"‘f(w))g<x>efi§-xdx _ /
T2

T2

6i(ka—§)~z af ag ) -
= | ————— k()= + == | * @y =
/Tz i(ka; — &) ( 9l )0:171

ei(lmfg)-:pg(x)eik"f(a:)d‘r —

8351

_k'a ) —£). af 1 ag e
= i(ka—§)-x L i f(2) J o —
kal - 51 /'HQ ¢ (g(m) (9.1'1 * 1k 8:61> ¢ v

ke \? . of\?> 2 9g 0 02 1 02 -
= .

ik® Oy Oz, ik 922 ' (ik*)? Da?

ko \Y ke N
== — eika=Oe gy (2)e* @ dy < C (—) Grlle <
(kal — 51) /’JI‘2 v(a) =N |kay — & | 1Gnllee <

o N
< Cy (—) 9l l VA1 < Cnk@DN < Cyk~oN 0 > 0
\ka — &
onde

(o) = o) (21 4 () () 28 g (2 ot

- = €x
ke ) oz g 0xq
Portanto temos que

/ ei(kaw-‘rkaf(x))g(l‘)e_i&xdl‘ < CMk_M7 VM.
T2

Observe que a mesma estimativa vale para o segundo termo de ﬁ Logo,
9C(€)] < Cuk™™ ¥M  para [¢] > kla| + p,

onde p = kY||Vf||L~. Em outras palavras |§Z(£)] < Cyk™ para & ¢ B(—ka,p)U B(ka,p).
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2.2. Construcao do escoamento modificado

Como vy(x) = kPat((x) + kPHoIVL f(2)((x) + w(x), com w € C®(T?) segue que
[00(6)] < Curk™ para € ¢ B(—ka, p) U B(ka, p). (2.7)

Lembre da definigdo dos termos da solucao assintética v(t, z) e que

Ao, w)(€) = > (in, 8(6 — 1)) Peid(n).

0
Além disso, para £ ¢ B(—2ka,2p) U B(0,2p) U B(2ka,2p) e n € B(—ka, p) U B(ka, p) temos
que £ —n ¢ B(—ka, p) U B(ka,p). Logo, para { ¢ B(—2ka,2p) U B(0,2p) U B(2ka, 2p)

—

[A(v,0)(€)] < >, [nllo(€ = llo(n)] + > nllo(€ = nllo(n)] <

n€B(—ka,p)UB(ka,p) ng¢B(—ka,p)UB(ka,p)

5 (93 (93 V|1
< Coup?kk™ max [0] + 3 ol [gmz H_5 ;
n¢B(—ka,p)UB(ka,p) = G172 — <2

< Ok M L Oy kM |92 0P || < Cork M.

1 X2

CM]{Z_M <

Para ¢ ¢ B(—ka,2p) U B(ka,2p) e n € B(0,p) temos que & —n ¢ B(—ka,p) U B(ka, p).
Portanto, para £ ¢ B(—ka,2p) U B(ka,2p)

A w)©I < Y llloe —mllal+ Y Il - mlldm)

neB(0,p) n¢B(0,p)

< Cyp*pk™ max || + Z In||6(& = n)|Cark™ < Cprk™™.
n¢B(0,p)
Para & ¢ B(—ka,2p)UB(ka,2p) e n € B(—ka, p)UB(ka, p) temos que £ —n ¢ B(0, p). Logo,

—

[ A(w, v)(§)] < > [l (€ —mllo(n)] + > [l (€ —=mn)l[o(n)]

n€B(—ka,p)UB(ka,p) n¢B(—ka,p)UB(ka,p)

< Cup’pk M max 0]+ Y [nlli(€ - n)|Cak™™ < Cork™.
n¢B(0,p)
Para £ ¢ B(0,2p) e n € B(0, p) temos que & —n ¢ B(0, p). Portanto,

[ Alw, w)(&)] < S Il =n)llaem+ D Inlld (€ —n)lli(n)]
n€B(0,p) n¢B(0,p)

< CypPpk™ M max ||+ Y [nl|b(€ —n)|Cuk™ < Cyk.
n¢B(0,p)

52



2.2. Construcao do escoamento modificado

Logo,
2
61(&)| < Cuk™ para & ¢ | B(jka,2p).
j=—2

Por indugao podemos provar que

n+1
[0,(6)] < Cark™ para £¢ U B(ka, (n+1)p).

=—(n+1)

Juntando este resultado com o teorema 2.2.1 obtemos a seguinte caracterizacao do espectro

dos termos v,

C kot DBin=2 g ¢ ¢ Un+1 ) B(jka, (n+1)p)
0,(8)] < (2.8)
Curk™, se €¢ Ui ) Bljka, (n+ 1))

onde p = kY||Vf|lLe e v > a.

2.2.3 Teorema de Decomposicao

Teorema 2.2.2. Eristem dois vetores A, B € Z* tais que para todo campo vetorial v € L*(T?)

de divergente nulo, com [v(z)dx =0, existem fung¢oes suaves ®1 e Py tais que

1
v(z) = —é(AL V)V, — L.V)VED,

—(B
5
Demonstracao. Escolha dois vetores A, B € 7?2 tais que eles ndo sejam colineares e duas funcoes

$1(€) e ¢2(€) satisfazendo
* ¢;(§) = 0;
* 91(§) + ¢2(8) = 1;
e ¢;(£) = 0 em alguma vizinhanca conica das retas {tA}, {tB}, {tA*} e {tB*}.

Como v tem divergente nulo temos que 9(€) e £+ sao colineares. Portanto existe um tnico
nimero complexo A(£) tal que 6(£) = A\(€)EL.
Para ¢ € Z* \ {0}, definimos
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2.2. Construcao do escoamento modificado

B1(6) = 251L0(6) © Baf) =2

A6)
Bl ¢

$2(£)
Vamos verificar que A, B, ®; e $, satisfazem o teorema:

(~50A% - DITH0L =SB OITER O = A% IO - 5B i€)iE bu(o

— —%ZQ(AL LE)et (in\f?)ggbl(f)) - %Z'Q(BL LE)E <2B)\i(€->§¢2(§)) =

= MEEH(41(€) + 2(€)) = M(EE™ = 0(¢)

2.2.4 A construcao

A construcao tem a mesma estrutura que a construcao original de Shnirelman. Como jé dito
antes, a diferenca estda na definicao dos pulsos. Lembre que a construcao original gerava um
campo de velocidades U(t,x) tal que f(t,z) era transformada em uma série de pulsos com
o mesmo efeito que f. Portanto, ja sabemos que é suficiente definir os pulsos F; que serao
aplicados nos instantes t; e que U(z,t;) = Sy, ,(U(z,t]_,)) e U(x,t]) = U(z,t;) + Fj, onde

S; é operador solucao das equacoes de Euler incompressiveis.

Inicialmente decompomos o pulso f usando o teorema 2.2.2

f@)=21f + Zof (2.9)
Z\f = —%(Al V)V, (2.10)
Zof = —%(Bl V)V, (2.11)

Definimos f; = k? 'V (sin(kA -z + k*®,)) e fo = kP~ IVL(sin(kB - v + k*®,)). Aplicamos

o pulso fi(z)d(t — tg) ao campo vetorial u_ para obter

Uz, t§)=fr +u_.
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2.2. Construcao do escoamento modificado

Definimos vy = U(x,t]), logo temos que

v(t,z) ~ Y (@)t —to), [t —to < k7T (2.12)
7=0
N
Nit, o) =) i)t —to), o St <o+ k@0 (2.13)
7=0

A ideia agora é aproximar v"¥ por uma solucdo que tenha a estrutura descrita anteriormente,
ou seja, uma solucao que ¢ solugao suave das equagoes de Euler homogéneas no interior dos

intervalos e descontinua nos pontos extremos dos intervalos.

Teorema 2.2.3. Seja v = v(t,z) uma solu¢ao suave das equagoes de Euler com for¢amento
f = f(t,x) no intervalo (ty,to+ 7). Considere uma subdivisao do intervalo (to,to + 7), digamos
to <ty < ..<t,=1to+ T, e um campo vetorial continua por partes tal que u(z,t;) = v(z,t;) e

tal que u satisfaz as equagoes de Euler homogéneas em todo intervalo (t;,t;11), 1=0,...,n— 1.
(i) Se max(tit1 —t;) — 0, entdo sup, <;<s,+, ||u(-,t) —v(-,1)||s = 0 para todo s,

(ii) o campo vetorial v(t,x) € solugdo fraca da sequinte equagao

ov
E—Avv Zfz ot —t;)

onde fi(x) = f(z,tim1)(t; — tic1) + @i e ||dslls < Cslts — ti1)?,
(iii) e,
to+7
lim Z Il = [ 1Ol

max t —t;— 1

Usando o teorema anterior para v(t, z) = v (¢, x) obtemos que, para todo s e ¢, uma sequéncia
to <t < ... <t, =ty + k2071 ¢ uma sequéncia de forcas gi(z), ..., gn(z) € C* tais que se
u(t, x) é solucao fraca das solugoes de Euler com forcamento dado por g(t,x) = > g:(z)d(t —t;),

entao

(1) SUPy<ictointaraa— [[u(, 1) =0V (- )lls <€
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2.2. Construcao do escoamento modificado

(i) i llgi(z)|ls < Ck™* para algum g > 0 independente de v e k.

Agora, definamos U(t,x) = u(t,x) para ty < t < t; = to + k=21 logo U(x,t;) =

oV (z,t7) = vy + k~(@+20= Dy + o/, Lembre que

CkP, se ¢elU;__,B(jka,p)
[00(8)] < (2.14)
Ck™M, se ¢ ¢ U, B(jka,p)

C, se €€ U?:_g B(jka,2p)
k@210, (6)] < (2.15)

Ck™ se £¢ U?:_QB(jka, 2p)

Ok(l_N)(a+’B_2), se f S U;V:—i__l(N_H) B(]kaa (N + 1)p)
PO < (210)
Ck_M’ se f ¢ UN+1(N+1) B(jkav (N + 1)p>

J==

Agora, definamos
gy =—f1— k7O — myp) o1 — (I = T(v41)0)0
e aplicamos este pulso no instante ¢t = t;. Entao obtemos que
Uz, tf) =vo + k72 Dy 40/ + ¢ =u_ + Zof + 0
onde w’ é limitada em L. De fato, lembre que
0i(@) = kP (—(AS - V)V T (@) — p(A) (AL - V)V F (@) cos(2p(a)) + o(k*2),

e defina F(z) = p(A)(At - V)V f(z). Primeiro provaremos que ma,(F cos(2p)) pode ser feito

arbitrariamente pequeno para k — oco. Entdo, como w' = k=2 Uy o, — Z, f + TNtV €

Ta,(—(A+ - V)VE f(x)) pode ser tomado arbitrariamente perto de Z; f para p suficientemente
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2.2. Construcao do escoamento modificado

grande (o que significa tomar k suficientemente grande ja que p = k7||V f]|s0, @ < ¥ < 1) temos
que max |w'| pode ser feito arbitrariamente pequeno para k — oo.

Comegaremos calculando a transformada de Fourier de F cos(2¢),

—

Fcos(2¢)(&) = /W F(x)cos(2p(z))e“ dr =

e 8Ty =

i2ka-x+i2k* f (z) —i2ka-x—i2k® f(x)
/ Flz) e +e
- 2
1

— _/ (F(aj)eiQkaf(x)e—iw(f—Qka) + F(x)e—iZkD‘f(x)e—iﬂf'(f-‘era)) dr =
2 )

integrando por partes

1 OF . af ope e~ i@ (§—2ka)
_ 1 oF ora () O (0 gizkesa €T
2 /1r2 { <8$1 (@) + 2k (x)affl (93)) ‘ —i(&§ — 27€@1)+

OF , of ey € iT(EH2R)
() — 2k F ()= 2k f(x) = —
+ <3x1 (x) 02k («T) axl <x)) © —2(51 + 2k§a1) du

integrando por partes

(_1)N —iz-(£—2ka)

= =~ "7 k,Na 2k f(x) €
2 / G NG~ 2ha)y

e—ia:~(§+2ka)

Sl e
N 2k f () dr =
- 2 T2 2(T)e (=) (& + 2kaq)N v

kNa

T 2iN(&) — 2ka)N
kNa

T2 (e 1 2kan)

/ Gl (x>€i2kaf(r)e—ix~(§—2ka) dx+
T2

/ GQ(x)e—iQkO‘f(x)6—ix~($+2ka)daj.
T2

onde Gy e G4 sao funcoes dependentes das derivadas até ordem N de F' e f e nao dependem de
uma poténcia positiva de k.

Observe que, para || < 2p, temos que

Entao, |ng(\290)(§)\ < OkN(G1%) para [€] < 2p e para todo N. Portanto,

‘WQP(F 005(2(70))’ _ Z Fgé(\zp)(f)eixf < Crp2kN(—l+oa) _ C«kQ’H-Noz—N < CkL=°
1€1<2p
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onde o > 0 para N grande o suficiente.

Agora aplicamos S; em U(x,t]) e obtemos que U(x,t,) = S;(U(x,t])) onde t, = t; + 7.
E entao, neste instante, aplicamos o pulso com amplitude u_ + Z; f — S, (U(x,t])) que pode
ser tomado arbitrariamente préximo de —w’(x), bastando para isso tomar 7 suficientemente

pequeno. Dessa forma, obtemos

Uz, t3) =u_+ Z.f

Repetimos a construgao dos pulsos porém agora usando o operador ®, ao invés de ®;. Com
isso obtemos uma série de pulsos "fracos” h;(z)é(t — S;),i = 1,...,m, onde t3 < S} < ... <
Sy < ty, ty =ty + k(@21 oty = t3 4 7, e dois pulsos "fortes” fo(x)d(t —t3) e f4(2)0(t —t4).
Portanto, temos que

Uz, tf) =u_+ Z1f + Zof =u_+ f = uy.

Por fim obtemos uma solucao fraca das equagoes de Euler com forca externa dada por

Si(@)o(t=ta)+3 21, 9i(2)6(t—s5:)+f1 ()6 (E—ta) +fow) 0 (E—ts)+ D0 ()0 (t=5)+ f5(x)d(t—ts).
Agora, devemos escolher uma quadrupla (7, N, d, k) apropriada em cada passo para garantir a

convergencia da sequéncia obtida nesta construcao.

2.2.5 Estimativas

Vamos escolher as quadruplas (7;, IV;, d;, k;), para todo i € N, tal que

i1 — wil|p2 < 27° (2.17)

s <27 (2.18)

> Maa

q1;--59i

para algum s > 0 independente de 3.

A segunda condigao assegura que f; — 0 em D’ quando 7 — o0.

Provaremos (2.17) e (2.18) por indugdo. Suponha que (2.17) e (2.18) valhaparal <i<mn—1
entao provaremos que esta condi¢ao permanece verdadeira para ¢ = n escolhendo uma quéadrupla
(Tns Ni, O, k) adequada.

Comegaremos fixando a notagao,
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2.2. Construcao do escoamento modificado

e (q1,...,q;) := lista associada ao pulso do i—ésimo escoamento;
o T, := 2k, T 4 op

hd d(lh,m,qz') ::#{(pla cee 7pi) : t(phm,pi) < t(Q17--~7qz')};

Lgi1) -= O segmento entre t(,, . q) € 0 momento do proximo pulso;

I(q17~--,qi71) = ligy,gion) T Ed(ql""vqi);

® Ja,..qi.) = o intervalo de tamanho 7; que € inserido no lugar do ponto ¢, . 4 ;) NnO

1—ésimo passo;

b K(q1,~--»qz’—1) = I(

Q1,~~~,qz'—1) N I/

(15menri—1)
o L(‘]la-wq'ifl) = (I(QIw-»Qi—l)A‘[th..,,qi,l)) \ J(q1,-~-7qi—1)‘

Portanto temos que,

/ |t (£, ) — Up_1 (£, 2)|Pdadt < Z /K |un(t,x) — Uy (t, ) Pdzdt+

q17 - qn— 1) (a1,

/ (tn(t, 2)[2 + [+ (£, 2)[2) dzdt+
TQ

2 Y /, /|un (t2)Pdedt+2 Y /,

(q15eqn—1) © (@100 -1) (q1yeesqn—1) ~ “la1s-

/ |, (t, ) |Pdadt

Os trés primeiros termos do lado direito da ultima desigualdade podem ser feitos menores
que 272 tomando T}, pequeno, isto é, tomando 7,, pequeno e k, grande. A razao pela qual
isto pode ser feito é que o primeiro termo é uma integral de uma funcao menos sua translagao
por 7,, o segundo termo ¢ uma integral em um intervalo de tamanho 71},dg, ... 4,) de uma funcao
limitada e o terceiro termo é uma integral em um intervalo de tamanho 7,, de funcao limitada.
Agora, vamos estimar o ultimo termo da desigualdade acima.

Fixe um indice {¢i,...,¢,} e, por simplicidade, denote o conjunto {tq, 4. 1 G1s---sqn-1}

por {t1,ta,...,tym}. Observe que

(5 62 = llun (5 87) + fillee < Hlun( )z + 1 fillze = lun (6D 2 + 11 fillz2 =

29



2.2. Construcao do escoamento modificado

= Jun(, tiq) + fictllze + | fill2 < Nun( - D2 + 1 ficallez + | fill 2 < -0 <

< Gtz + Y Mfsllee, Vi=1,...om

j=1

Portanto, para todo 2 = 1,...,m temos que

i 2 i
Jun (- ) |72 < (Hun('7t1)HL2 +) !Ifme) < 2|un (-t )72 42 (Z Hfij)
=1 j=1

2

Logo,
m—1
[ [ )Pt = Y s = ) ) <
Jt11 77777 qan T2 =1
m—1 % 2
<3t — 1) 2||un<~7t;>r|%2+2(anjnm) -
i=1 j=1

i 2
= 2ffu (-, 1) |2t — 1) +2Z i+1 — )(ZHfHIm)

+2k7 OB (| f 120+ (1 fillze + I fallze)? + oo+ (L fallee + -+ [ fnmallz2)?) <

m—1 m—1
< gk~ (2P (Hun(-,tf)lliz + > ilAlG + ) ilfllie 4 (m - 1)||fm_1||iz> <
7j=1 j=2

< 2k OB g (- 472 + 2k Z 1 fillZe <
m(m—1 st
A %W”B“ > IAlie+
m(m —1) _ 05
I =D o250 2, 4 2 + el + 121
Portanto,
m(m — 1) =
/ fun (b, @) Pddt < 2020y (-, 7) [F + =5k~ S il 42.19)

J‘Il vvvvv an TQ ’L:1

m(m — 1) k,—(a-i—?ﬁ—l)(

5 1fillZe + 1£02e + W f2lZe + 1 £511Z2)

_I_
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Note que u, (1) = up_1(x,t,, . ). Como |lujy1 —ugl|2 < 27" paratodoi =1,...,n—2
temos que
()72 = N1ty D2 < Nneallfe < 27072 4 Jluns| 7 <
n—2
<272 4 27 oy, g7 < <) 277 <L
j=1

Logo, escolhendo k suficientemente grande podemos fazer o primeiro termo do lado direito
de (2.19) tao pequeno quanto se queira

Como Y ", °] fill3: < Cn k™, também podemos fazer o segundo termo do lado direito de
(2.19) bem pequeno escolhendo k suficientemente grande.

Para estimar o terceiro termo do lado direito de (2.19) primeiro lembre que
fi = kP (AT + Eo7IV D)) cos(kA - x + k*®y),
entao observe que
111125 < B2 (AY + 7'V D)) cos(kA - o + k9|2, < Ok
Portanto,
2RIV o122 + 122 + (L fellZe + (L fal7e) < 20k OP2DCORY < Okt

Finalmente, escolhendo k suficientemente grande podemos fazer o ultimo termo tao pequeno

quanto se queira. Logo, escolhendo um k apropriado obtemos que

Z / [ (t, ) Pdwdt < 272
Ta

2
q1,---qn ~ "4l T

donde segue que

/ [ (£, ) — Up—1 (t, ) Pdadt < 27771
R JT?

flhwwa‘

Para isso, observe que estimar os pulsos ”fracos” é simples, basta escolher apropriadamente os

_s < 27% para algum s > 0 independente de i.

Agora vamos mostrar que »_
ERREEE {2
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2.2. Construcao do escoamento modificado

parametros 7;, N;, 9; e k;. Para os pulsos ”fortes”, note que pelas estimativas obtidas em 2.2.1 e

(2.7), temos que se f; é um pulso "forte” entao

A0 < Cikl,  para &€ B(—kA,p)UB(kA, p)
T | ok, para € ¢ B(—kA,p) UB(kA, p)

Portanto, tomando s > 8 obtemos que || f;||_s < C’ikf ~* — 0 quando k; — oo. Assim, podemos

fQIwai

e < 278

escolher um k; suficientemente grande de tal forma que —

2.2.6 Trabalhos numéricos

Usando vg = v +w com w = 0 e v = V+1) onde
Y(x) = kP sin(ka - o + k° f(2)), f(z) =sin(zy), a=(1,-1), k=4, « =099 e =12,

temos que
(vi,0%) = kT2 (ot - V)V f + termos oscilatérios (k) =
= kT2~ (sin 25, 0) + termos oscilatérios(k).

As figuras abaixo representam as curvas de nivel da vorticidade associada ao escoamento de

Kolmogorov aproximado v.

(a) t=0 (b) t = 0.04
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2.2. Construcao do escoamento modificado

(c) t=0.08

(d) t=0.1

Através dessas figuras podemos visualizar o comportamento de duplicacao de periodo do

fluxo de Kolmogorov modulado.
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Capitulo 3

Euler 2D com tracador passivo

Ainda no espirito de investigar unicidade de solucoes fracas, neste capitulo demonstraremos que
as solucoes fracas das equacoes de Euler 2D com tracador passivo nao sao unicas. Para isso,
utilizaremos uma técnica introduzida por De Lellis e Székelyhidi em [8]. Neste artigo os autores
demonstram que solugoes fracas das equacoes de Euler nao sao tunicas. Apesar deste resultado
ja ter sido demonstrado anteriormente por Scheffer em [30] e por Shnirelman em [32], De Lellis
e Székelyhidi demonstraram o resultado em R"™ e a solugao obtida por eles é limitada. Além
disso, a técnica utilizada é inovadora, utilizando uma reformulagao das equacoes de Euler como
uma inclusao diferencial e elementos da integragao convexa para construgao de solugoes fracas

das equagoes de Euler com suporte compacto no espaco e tempo.

3.1 Inclusao diferencial e integracao convexa

Para utilizar a técnica desenvolvida por De Lellis e Székelyhidi em [8] precisamos introduzir os
seguintes conceitos: inclusao diferencial, ondas planas e integracao convexa.

Comecaremos definindo a inclusdo diferencial. Seja w € Wy ™(Q, I*(R™)), onde I*(R™) é o
conjunto das k-formas em R" com 0 < k <n—1e Q C R" é um conjunto aberto limitado. Uma

inclusao diferencial é uma relagao do seguinte tipo

dw(z) € K q.t.p.
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3.1. Inclusao diferencial e integracao convexa

onde K C I'*(R") é dado.

Observe que no caso em que n = 3 e k = 1 a inclusao diferencial pode ser escrita como

rot w(z) € K q.t.p..

Definindo z = rot w temos que z satisfaz a seguinte equacao linear acoplada com uma
restricao
div z = 0,
z € K q.t.p..

Logo, o sistema acima, com z = rot w, é equivalente a inclusao diferencial dw(z) € K q.t.p..

Motivados por este ultimo calculo, dizemos que um sistema de equagoes diferenciais parciais
nao lineares £(u) pode ser reescrito como uma inclusdo diferencial se pudermos reescrever o
sistema nao linear como um sistema de equagoes diferenciais parciais lineares £(z) acoplada com
uma restri¢io nao linear z(x) € K, onde K C R? é chamado de conjunto de restrigies.

Apéds reescrever um sistema nao linear como uma inclusao diferencial temos em maos um
sistema linear. Uma classe de solucoes importantes de sistemas lineares sao as chamadas ondas

planas que definiremos a seguir. Considere o seguinte sistema linear com m equagoes
n
ZAZ&-Z =0, (3.1)
i=1

onde z: Q CR" — R? e para cada i = 1,2,...,n, A; é uma matriz m x d.

Uma onda plana do sistema acima é uma solug¢ao que possui a seguinte forma

z(x) = ah(x - §)

onde h : R — R. Introduziremos agora o cone de onda, que é o conjunto de todos estados a € R?
para os quais existe £ € R"™ \ {0} tal que, para todo h, a onda plana z(z) = ah(z - £) é solucao

do sistema linear (3.1). E facil ver que o cone de onda pode ser escrito como
A=<aeR': I e R\ {0} tal que » &Aia=0
i=1

A fim de descrever os passos da integracao convexa vamos introduzir o conceito de envoltoria

A-convexa de um conjunto K. Mas para isso precisamos da definicao abaixo:
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3.1. Inclusao diferencial e integracao convexa

Definicao 3.1.1. Seja A C RY. Uma funcdo f: R? — R é A-convera se

flta+ (1 —t)b) < tf(a)+ (1L —1t)f(b)
vt € [0,1] e Va,b € R? tais que b —a € A.

E fAcil ver que toda fungdo convexa é A-convexa, para qualquer A. O contrario nem sempre
¢ verdade. De fato, seja A = {0} CRe f: R — R dada por f(z) = —z? E claro que para todo
a,b € R tais que b—a € A, ou seja, a = b, tem-se que f(ta+(1—t)b) = f(a) =tf(a)+(1—1t)f(b),
Vt € [0, 1], no entanto a fungao f nao é convexa. Por outro lado, existem conjuntos A para os
quais toda fun¢do A-convexa é convexa. Por exemplo, para o conjunto A = [0, 1] vale que toda
fungdo A-convexa é convexa. De fato, seja f uma fungao A-convexa qualquer, com A = [0, 1],

vamos verificar que para todo a,b € R vale que

Como f é A-convexa ja sabemos que a identidade acima vale para todo a,b € R tal que b —a €
[0,1]. Considere entdo, a,b € R tal que b — a ¢ [0, 1]. Inicialmente consideraremos a, b tais que

1 < b—a <2. Neste caso, temos que a < b—1<a+ 1 <b. Observe que
fla+1)=f{t"a+ (1 —17)b) <t"f(a) + (1 —t7)f(b) (32)

1
com t* = 1—b—, t* € (0,1). De fato, tome t' = b—a—1 e observe que a+1 = t'(b—1)+(1—t)b,
—a

t' € (0,1], e, como b — (b— 1) € [0,1], vale que
fla+1)=f'0-1)+ 1 =t)b) <t'f(b—1)+ (1 —t)f(b).
Por outro lado, comoa <b—1<a+1e (a+1)—a € [0,1] vale que
fo=1)=f(sa+ (1 =s)(a+1) <sf(a)+(1—s)fla+1),
com s =2— (b—a), s €[0,1). Por fim, temos que

flat1) < Ef0-1)+ A =t)f(b) <t(sfla) + (A —s)fla+1))+ (1 =1)f(b) =
= t'(I=s)fla+1)+t'sf(a) + (1= 1)f(b),
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3.1. Inclusao diferencial e integracao convexa

logo,
t's (1—1t)
N ——— ———f(b
. , t's (1-1) ,
e, segue das definicoes de t/,s e t* que —— =t e —————— =1 —t*, ou seja,
1—t(1—2s) 1—-t(1—ys)

Fla+1) = f(ta+ (1= ) <t f(a) + (1 )£ (b).

Agora, dado t € (0,1) temos que a < ta+ (1 —t)b <a+1loua+1<ta+ (1—1t)b<hb.
Para o primeiro caso, temos que ta + (1 —t)b =ra+ (1 —7r)(a+1),comr=1— (1 —¢)(b— a),

r € (0,1). Portanto,
flta+ (1=t)b) = flra+ (1 —r)(a+1)) <rf(a)+ (1 —r)f(a+1).
Usando (3.2) obtemos que

flta+(1=1)b) <7 fla)+ (=)t fla)+ (A=t f()) = (r+ (1 =r)t") f(a) + (1 —r)(1 =) f (D).

Pelas definigdes de r e t* obtemos que r + (1 —r)t* =t e (1 —r)(1 —t*) = 1 — t. Logo,

flta+ (1 —=1)b) <tf(a)+ (1 —1)f(b).

No segundo caso, ou seja, quando a+ 1 < ta+ (1 —t)b < b, podemos escrever at + (1 —t)b =
b—a

tla+ 1)+ (1—%)b t=t——
(a+1)+( )b, com P——

, t € (0,1]. Logo,

fta+ (1 —=t)b) = ft(a+1)+ (1 =8 b)) <tf(a+1)+ (1 —1)f(b).

Usando (3.2) obtemos que

flta+ (1 —=1)b) <Et*f(a) + (1 =) f(b)) + (1 — 1) f(b) = tt* f(a) + (1 — it*) f (D).

Pelas definices de £ e t* obtemos que t* = t. Logo,

flta+ (1 =1)b) <tf(a)+ (L —1)f(b).

Usando indugao, podemos mostrar que para todo a,b € R tal que n < b—a < n+ 1, para

algum n € N| vale que
flta+ (L =)b) <tf(a) + (1 —1)f(b).

68



3.1. Inclusao diferencial e integracao convexa

A afirmacao ja foi demonstrada para n = 1. Agora suponha que a afirmacao vale para todo
k € N, tal que £k < n — 1. Vejamos que a afirmacao é verdadeira para £k = n > 1, ou seja,
vamos mostrar que para todo a,b € R tal que n < b—a < n+ 1 vale que f(ta + (1 —t)b) <
tf(a)+ (1 —t)f(b). Vamos usar a mesma técnica aplicada na demonstracao da afirmagao para

n = 1. Seja t € [0,1], defina ¢(t) = at + (1 —t)b. Se a < ¢(t) < a + n entdo reescrevemos

(1—t)(a—b)+n

c(t) =sa+ (1 —s)(a+n), onde s = - , s €10,1]. No caso em que a+n < c(t) < b,

podemos reescrever ¢(t) = r(a+n) + (1 —r)b, com r = b’:(?gle), r e [0,1].
Além disso, como a <b—1<a+ne (a+n)—a=n, podemos usar a hipétese de indugao

e concluir que

Fb—1) = f(ra+(1—7)(a+n)) < 7f(a)+ (1 —7)f(a+n), com T = %_b“ relo1],

e,comob—1<a+n<beb—(b—1)=1, podemos usar a hipétese de indugao para obter que
flatn)=fcb=1)+1=¢b) <cf(b—=1)+ (1 =<)f(b), com¢=b—a—n, c€0,1].
Portanto, usando as contas acima, concluimos que

fla+n) <<(rf(a) + (L =7)f(a+n))+(1-)f()

logo,
ST

fla+n) <t'f(a)+ (1 —1t)f(b), comt = m

, t' e 0,1].

Comegaremos com o caso em que a < ¢(t) < a+ n. Lembre que podemos rescrever ¢(t) =
sa+(1—=s)(a+n), s €0,1]. Como (a+n) —a = n, podemos usar a hipétese de indugao para

obter que
flta+ (1 =1t)b) = f(sa+ (1 —s)(a+n)) <sf(a)+ (1 —=3s)f(a+n) <

< sf(a) + (1=s)(t'f(a) + (1 =) f(b)) = (s + (L= s)t') f(a) + (1 = 5)(L = 1) (D).
Usando as definigdes de s e t' pode-se mostrar que s + (1 —s)t’ =te (1 —s)(1 —t)=1—(s+
(1—s)t') =1—t, logo

flta+ (1 —1)b) < tf(a)+ (L —t)f(b).
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3.1. Inclusao diferencial e integracao convexa

Agora, no caso em que a +n < c(t) < b, podemos reescrever c(t) = r(a + n) + (1 — r)b,

r € [0,1]. Como 0 <b— (a+n) <1, podemos usar que f é [0, 1]-convexa e concluir que
flta+ (1 =8)b) = f(r(a+n)+ 1 —r)b) <rfla+n)+(1—1r)f(b) <

<r('f(a) + (L=1)f(0)) + (L=r)f(b) = rt'f(a) + (r(1 =) + (1 = 7)) f (D).
Usando as definigoes de r e t' pode-se mostrar que rt' =ter(1—t)+(1—r)=1—1rt' =1 —1t,
logo

flta+ (1 =1)b) < if(a)+ (1 —1)f(b).

Logo, temos que para todo a,b € R, tal que n < b —a < n+ 1 para algum n € N, vale que
flta+ (1 =1)b) <tf(a) + (1 —t)f(b).
Analogamente, pode-se demonstrar que para todo a,b € R, tal que b — a < 0, tem-se que
flta+ (1 —6)b) <tf(a)+ (1 —12t)f(b), Vtel0,1].

Portanto, temos que a funcao f é convexa.

Agora definimos a envoltéria A-convexa de um conjunto K.

Definicao 3.1.2. Seja A C R? ¢ K C R, A enwoltéria A-conveza de K € o conjunto K definido
por

K ={a e R%: fla) <sup f, Vf:R* - R A-convezxa}.
K

Observe que K C K* e que K* C K%, onde K® é a envoltéria convexa de K (o menor
convexo que contém KC). De fato, tome k € K e observe que f(k) < Sllépf para toda funcao f
A-convexa logo K € K*. Por fim, observe que se f é uma funcio convexa entdo ela é também
uma funcao A-convexa, para qualquer conjunto A € R? donde segue que K* C K.

A técnica de integragao convexa consiste dos seguintes passos (como descrito por C. Villani
em [35])

Integracao conveza: Seja €(u) uma equagao nao linear. A integracao convexa se resume aos

seguintes passos:
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3.2. Nao unicidade de solucoes fracas das equagoes de Euler com tragador passivo

(i) reescreva £(u) como uma inclusao diferencial L(z) A (z € K), onde L(z) é a equagao linear

e z € K é a restricao nao linear;

(ii) introduza z, subsolugao estrita do sistema, ou seja, que verifique £(2g) e 2o € int/C®, onde

K é a envoltéria convexa, em um sentido adequado de K (e.g., a envoltdria A-convexa);

(iii) construa uma sequéncia {zj}ren, definida recursivamente via operagoes lineares, que se

aproxima da fronteira de K.

(iv) passe ao limite, possivelmente depois de ter modificado a sequéncia {z;} para assegurar a

convergencia adequada.

3.2 Nao unicidade de solucoes fracas das equacoes de Eu-
ler com tracador passivo

Motivados pelo trabalho de De Lellis e Székelyhidi, vamos construir uma solugao fraca nao nula,
com suporte compacto no espaco e no tempo, para as equacoes de Euler com tracador passivo,
que ¢ um sistema formado pelas equagoes de Euler acopladas com uma equagao de transporte.
Assim como no caso das equagcoes de Euler, a existéncia de tal solugao implica na nao unicidade
de solucgoes fracas. A ideia entao é reescrever as equagoes de Euler com tragador passivo como
uma inclusao diferencial e, usando integracao convexa, construir uma solugao fraca nao nula
com suporte compacto no espago e no tempo. No artigo [8], De Lellis e Székelyhidi, incialmente
mostram a existéncia de uma solugao fraca nao nula, com suporte compacto no espaco e no
tempo, para as equacoes de Euler utilizando o teorema de categoria de Baire, ao invés da
integracao convexa, e ressaltam que, para o problema deles, esta técnica seria mais eficiente
e elegante. Como uma demonstragao alternativa, os autores utilizam a técnica de integragao
convexa e alegam que, via esse método, é mais facil "visualizar” as solugoes construidas. No
nosso trabalho, optamos pelo método de integragao convexa por ser mais construtivo e porque
temos a opcao de, no futuro, construir aproximacoes numéricas. Nosso trabalho é uma adaptacao,

muitas vezes direta, do trabalho de De Lellis e Székelyhidi. Por isso, seguiremos a estrutura do
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3.2. Nao unicidade de solucoes fracas das equagoes de Euler com tragador passivo

artigo [8], fazendo apenas as adaptagdes necessirias e em alguns momentos faremos apenas
referéncia a resultados que podem ser encontrados em [8].

Considere as equacoes de Euler bidimensionais com tragador passivo,

Ou+ (u-V)u+Vp=0
div u=0

onde u = u(t,z) € R? é o campo de velocidades, p = p(t,z) € R é a pressao, b = b(t,z) ER é o
tragador passivo e (t,z) € R>.

A defini¢ao de solucao fraca de (3.3) que estamos utilizando é a seguinte:

Definigao 3.2.1. Um campo vetorial (u,b) = (u,b)(t,x) € L} (R* R* x R) é uma solugdo fraca

das equagoes de Euler com tragador passivo se, para toda fungdo teste ¢ = p(t,x) € C°(R3,R),
¢ =¢(t,z) € C(R*R) e ® =D(t,x) € C(R3 R?) tal que div ® = 0, tivermos que

//[u-@tfb—i-(u@u)-D@]dxdt:(),

/ / b0, + bu - V] dadt = 0,

//(u -V)dzdt = 0.

Observe que, ao tomarmos b = 0 em (3.3) obtemos exatamente as equagdes de Euler 2D.
Portanto, se considerarmos u € L>(R?) uma solugao fraca nao nula, com suporte compacto no
espaco e no tempo, das equagoes de Euler entao o par (u,0) é uma solugao fraca nao nula, com
suporte compacto no espago e no tempo, das equacoes de Euler com tracador passivo. Logo, a
nao unicidade de solugdes fracas para o sistema (3.3) ja estd estabelecido. No entanto, demons-
traremos um resultado mais forte. Vamos construir uma solucao fraca das equacoes de Euler com
tracador passivo, de suporte compacto no espaco e no tempo, onde b nao é identicamente nulo.
Em particular vamos construir um exemplo de uma solucao fraca para a equagao do transporte
que tem suporte compacto no tempo e no espacgo. Isso sé pode ser feito pois v é muito irregular,
estando apenas em L®(R x R?), caso contrario, poderfamos usar o teorema de DiPerna-Lions

(veja [10]), que diz que, dado T > 0, se u € L'(0,T; W,2H(R?)), div u € L'(0,T; L>=(R?)), e

loc

72



3.2. Nao unicidade de solucoes fracas das equagoes de Euler com tragador passivo

w(l+ |z|)~t € LY(0,T; L*(R?)) + L*(0,T; L>°(R?)), para algum 1 < p < oo, entdo existe uma
tinica solucao fraca b € L>(0,T; LP(R?)) de 0;b +u - Vb = 0.

Mais especificamente, o resultado que demonstraremos ao longo dessa secao é o seguinte:

Teorema 3.2.1. Seja Q C R? aberto e limitado. Entdo, existe (u,b,p) € L°(R* R?* x R x R)

solugdo fraca das equagoes de Euler com tragador passivo (3.3) tal que
o |u(t,x)| =1 e |b(t,x)| =1 q.t.p para (t,z) € Q,
o u(t,z) =0, b(t,x) =0 e p(t,z) =0 qt.p para (t,z) € R\ Q,

Mais ainda, existe uma sequéncia de funcgoes (uk, by, pr, fr, gr) € C°(Q2) tal que
Opu + (u - V)ug + Vpg = fi

O + (ug - V)b, = gi

div uy, =0

e f1. e gr converge para 0 em H™!,
o ||ugl|ze + ||brllze + || fellze € uniformemente limitada,

o (ug,br,pr) — (u,b,p) em L7 para todo q < 0.

3.2.1 As equacoes de Euler com tracador passivo como uma inclusao

diferencial

Temos que as equagoes de Fuler com tragador passivo podem ser reescritas como

2 2
Owu + div (U@U—%Ig) +V<p+%> =0

b+ div (bu) =0
div u = 0.
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3.2. Nao unicidade de solucoes fracas das equagoes de Euler com tragador passivo

[uf?

2
Observe que os termos —div (%[2) eV ( 5

). De fato, eles s6 foram adicionados para
Juf® o
que o termo | u® u — 712 fosse uma matriz simétrica de traco nulo.
ul? |u? . . .
Defina M =: u®u — TIQ, vi=bueq:=p+ o Logo, o sistema acima pode ser reescrito

CcOo1mo

u+ div M +Vqg=0

b+ divv=0 (3.4)
div u = 0.
Agora defina
M+qly u
U:= u' 0
vt b

Considere y = (xy,72,t) € R® como novo sistema de coordenadas e observe que o sistema
(3.4) reduz-se a
div,U = 0.

Assim, o cone de onda correspondente a (3.4) é dado por
A= {(b,v,u,M,q) e Rx R* x R* x §§ x R: 3¢ € R*\ {0} tal que U =0},

onde S% é o conjunto das matrizes simétricas 2 x 2 de trago nulo.

Vamos provar que o cone de onda A ¢ grande. Dados u € R? e M € S% é facil ver que existe

q € R tal que
M+ qly u
det i =0
ul 0
Portanto, existe & € R3 tal que
&1
M + qu u
& | =0
ut 0
&3
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3.2. Nao unicidade de solucoes fracas das equagoes de Euler com tragador passivo

Dado b € R existe v € R? satisfazendo

&1
(v' b) & | =0
&s

Entao, dados b € R, u € R? e M € S} existem ¢ € R e v € R? tais que (b,v,u, M,q) € A,
revelando que o cone de onda é grande.

Portanto, a inclusao diferencial obtida para as equagoes nao lineares (3.3) foi:
o z=(bv,u, M, q) € R x R? x R? x S2 x R;
e L(z) = sistema linear (3.4);

e K=Kx[-1,1]onde K = {(b,v,u, M) € {-1,1} x S*x S'XxSZ : M = u®@u—1L,v=bu}

e S! é a esfera de dimensao um.

Observe que na defini¢do do conjunto de restrigdes K nds impusemos que [b| = |u| = |¢| = 1.
Isso foi feito para garantir que a solugao que construiremos nao seja identicamente nula. Além
disso, ao impor |b| = |u| = |¢| = 1 garantimos que o conjunto K é fechado.

O lema abaixo estabelece sob quais hipdteses solugoes do sistema de equacoes nao lineares

(3.3) sao solugoes das equagoes lineares (3.4) e vice-versa.

Lema 3.2.1. Seja (b,v,u, M,q) € L*(R* R x R?> x R? x S2 x R) solugdo de (3.4) no sentido

das distribuicoes. Se, além disso, valer que

1
M:u®u—§|u\212 e v=>bu qtpem R:xR, (3.5)

2
u
entao u, b e p:=q— ‘7 sao solugdo de (3.3).
Inversamente, se u, b e p sio solugio de (3.3) no sentido das distribuicoes, entdo u, b,
Juf® Jul®

M=u®u-— T[g, vi=bueq:=p+ =5 sao solugao de (3.4) e (3.5).
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3.2.2 Ondas planas localizadas

Uma solucao exata do tipo onda plana possui suporte compacto se e somente se é identicamente
zero. Logo nao podemos trabalhar com esse tipo de solugao pois estamos interessados em solucoes
nao nulas com suporte compacto. Portanto, iremos trabalhar com solugoes de (3.4) que estao
proximas de solugoes do tipo onda plana em algum sentido. O seguinte resultado lida com essa

questao.

Proposicao 3.2.1. Seja a = (bo, vo, uo, Mo, q0) € A tal que ug # 0 e by # 0. Denote por o o
segmento de reta em R x R? x R? x S2 xR ligando o0s pontos —a e a. Entdo, existe uma constante
a > 0 tal que para todo € > 0 existe uma solu¢do suave (b,v,u, M,q) de (3.4) satisfazendo as

sequintes propriedades:
e supp (b,v,u, M,q) C Bi(0);
o Im (b,v,u, M,q) C e-vizinhan¢a de o;

. / u(y)ldy > aluo| ¢ / by)ldy > albo
R3 R3

Por questao de simplicidade, vamos reescrever a proposicao acima em linguagem matricial.
Com isso, poderemos demonstrar a proposicao utilizando a teoria de Algebra Linear.
Denote por M o conjunto das matrizes A simétricas 3 x 3 tais que As3 = 0 e observe que as

transformacoes abaixo sao isomorfismos lineares

R? x S§ x R — M

M+qgl, w
(u,M,q) +— U= 172
ut 0

RxR? — R3

(bv) —W=(0v b)
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Proposigao 3.2.2. Seja U € M e W € R3? tal que existe £ € R*\ {0} com UE =0 e W = 0.
Suponha também que Ues # 0 e Wtes # 0. Denote por o o segmento de reta em R? x M ligando
0s pontos —(W,U) e (W,U). Entdo, existe uma constante o > 0 tal que para todo € > 0 existe
dois campos vetoriais suaves U : R? — M e W : R? — R3, de divergente nulo, satisfazendo as

sequintes propriedades:
e o suporte de U e W estao contidos em B1(0) C R% x Ry;
e a tmagem de U e W estao contidas na e-vizinhang¢a de o;
o [|U(y)es|dy > a|Ues| e [|W(y)'esldy > a|W'es|.

Demonstracao. A parte envolvendo U ja foi demonstrada em [8], na proposi¢ao 3.2. Sendo assim
vamos provar a proposigao apenas para W e seguiremos a estrutura da demonstragao feita em [8].
Inicialmente, supomos que W = (0, ws, w3) com ws # 0. Em seguida, consideremos ¢ : R® — R

uma funcao tal que
o o[ <1
e ¢ =1on By, (0)

e supp (¢) C B1(0)

e definimos
Oy (w2 sin(Ny1)) + 0fs (w3 ¢ sin(Ny1))
Wi(y) = 2 —0? (wyppsin(Nyy))
— 0% (wagsin(Ny1))
Note que W é um campo vetorial de divergente nulo com suporte contido em B;(0). Além
disso, para y € By 2(0), temos que W (y) = W sin(Ny;). Portanto,

Jwwredsz [ Wweldy =il [ jsinOald 2

B1/2(0)

> |[Whes| sin(Ny;)?dy = a|W'es],
B /2(0)

77



3.2. Nao unicidade de solucoes fracas das equagoes de Euler com tragador passivo

para alguma constante « = a(n) para N suficientemente grande. Esta constante surge a partir

da seguinte estimativa

/ sin(Ny;)*dy =
B /2(0)

1 2N 1
/ o cos( yl)dy — =|B1/2(0)| quando N — oo.
By 5(0) 2
1/2

2
0
Agora, defina W = wy sin(Nyy) e observe que
ws sin(Ny; )

~ C
W = ¢W]|e < N||¢||C2-

Entao, tomando N suficientemente grande, temos que ||[W — QSWHOO <e.

Finalmente, como |¢| < 1 e W toma valores em o, entdo a imagem de ¢W estd contida em
o. Portanto, a imagem de W esta contida na e-vizinhanga de o.

Consideremos agora o caso geral. Seja W dado tal que W¢ = 0 e Wes # 0, para algum
¢ € R3\ {0}. Claramente, ¢ e e3 sio linearmente independentes. Tome n € R3\ {0} de tal forma
que {&, 7, e3} seja uma base de R? e considere a matriz A tal que AE = ey, An = ey e Aes = e3.

Defina V = A'W. E claro que V € R3, Vle; = 0 e Vles # 0. Logo, podemos utilizar as
contas feitas para o caso anterior, obtendo assim um mapa suave V : R* — R3? com suporte
compacto em B;(0) e com imagem na ||A||~!e-vizinhanca do segmento de reta 7 com extremos
—VeV.

Agora, tome W (y) = (A71)'V(A'y). Primeiro observe que W esté suportado em (A1) B;(0).
Como o isomorfismo T : X — (A™')!X mapeia 7 em o temos que a imagem de W estd contida
na e-vizinhanca de o. Através de um calculo simples podemos provar que W tem divergente

nulo. Temos ainda que

[ weldy= [ AV ey -
(A=1)*B1(0) (A=1)!B1(0)

- dz a((A7)'V) es| _ af(W)'es]
— A 1\t t > —
/Bl@ ATVVE) el G2 2 = Jaetal |det Al

Por fim, temos que reescalar W. Isso pode ser feito de maneira simples, veja o final demons-

tragao da proposigao 3.2, em [8]. ]
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3.2.3 Ingredientes necessarios para realizar a integracao convexa
Lembre que
1
K :={bv,u, M) e {-1,1} x S' x S' xS M =u®@u— 5[2,1) = bu}.

Definicao 3.2.2.
U = int(K° x [—1,1])

onde int denota o interior topoldgico do conjunto em R x R? x R? x Sz x R e K® denota a

envoltoria convexa de K.
Lema 3.2.2. O conjunto U nao € vazio.

Demonstracao. Considere a aplicagao

T:C(S°xS") —RxR*xR* xS}

1
o > / / (b, bu, u,u @ u — _IQ) o(b, u)dp(u)dv(b)
w0 Jo 2
onde p é a medida de Haar em S!' e v é a medida em S° = {—1,1} definida por v({1}) =
v({-1}) =1, v({-1,1}) =1 e v() = 0. Logo, T(¢) pode ser reescrito como

T(¢) = %/ (1,u,u,u @ u— %[2> (1, u)dp(u)+

Sl

1 1
+-= / (—1, —U, U, U R U — —Ig) o(—1,u)dp(u).
2 Jo 2

E claro que se

p>0e /50 . (b, u)dpu(u)dv(b) = 1 entao T(¢) € K. (3.6)

Logo, como

1

1 1 1
T(1) = 2/51 (1,u,u,u®u—§fz) du(u)+§/51 (—1,—u,u,u®u—§lg> du(u) =

1
:/ (0,0,u,u@u——[z) du(u) =0
s 2

entao 0 € K.
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Para mostrar que 0 € int K° primeiro provaremos que T é uma aplicagao aberta via o
Teorema da Aplicacao Aberta. Depois veremos que existe uma vizinhanca aberta de 1 em
C(S° x S1) que é levada por T' a uma vizinhanga aberta de 0 em K.

Para T estar nas hipoteses do Teorema da Aplicacao Aberta s6 falta verificar que T é uma
aplicacao sobrejetora. Para isso vamos exibir os elementos ¢ € C(SY x S!) tal que via T eles

geram R x R? x R? x S.
1
T(¢) = —/ <1,u,u,u Qu— —]2) widp(u) +
2 Ja 2

N —

1
/ ( 1, —u,u,u @u — —Ig) widp(u) =
o 2

:/ <() 0, uu;, u @ uu; — —Iguz> du(u) = £1(0,0,€;,0)
Sl
onde iy = [ wldu(u)

(i) ¢(b,u) = by,
T(¢) = %/ (1,u,u,u ®u— %_[2) widp(u)+
S1

1 1
+—/ (—1, —U, Uy U QU — —[2> (—u;)dp(u) =
2 Ja 2
= / (u;, uuy, 0,0) du(u) = £1(0,¢€;,0,0)
S1

(iii) ¢(b,u) = ujusg
1

1
T(¢) = 5/ <1,U7U,u R u — 512) uyuadp(u)+
Sl

+% /51 (—1, —U, U, U QU — %IQ) uugdp(u) =
- /S (O’ 0, utiaup, u @ vurus — %fwm) dp(u) = B2(0,0,0, €1 ® ey 4 €3 @ €1)
onde £y = [ uudp
(iv) ¢(b,u) = buyuy

1 1
T(e) =5 /S <1uuu ®u— 55) uyupdpe(u)+

1 1
+= / <—1, — Uy Uy, U @ U — —Ig) (—uyug)du(u) =
2 /s 2

:/ (uyug, uuiusg, 0,0) du(u) = P(1,0,0,0)
Sl
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(v) ¢(b,u) =u? — %

o
=
I

[ (0 (s2-2) (sou=1n) (5=1) ot -

= B?)(Ov 07 07 e1®e —er® 62)
2
onde 83 = [o (v — 1) du(uw)
Temos que as imagens obtidas em (iv), (i7), (i) e (4ii) + (iv), nessa ordem, geram R x R? x
R? x S3.

Afirmamos que se ¢ € C(S° x S') ¢ tal que

aim 1= [ [ vaduin®) = [l (37)
SO 1
entdo ¢ = a+ 1) satisfaz (3.6) e portanto T'(¢)) € K. De fato, como ¢ = a+1) > [[1)]|c(soxs1) +
Vv2>0e [o [qoddpdy =1— [o [ bdpudv+ [4 [ thdpudy = 1 entdo ¢ satisfaz (3.6) e portanto
T(¢) € K. Além disso, temos que T(¢) = T(a+¢) =T(a) + T(¢) = aT (1) + T'(Y) = T'(¢)
donde segue que T'(¢) € K.

entao 1 satisfaz (3.7). Portanto temos que para

Em particular, se ¢ é tal que [|[¢]|c(soxs1) < 3

A= {1 eC(S"x 8" : |[¢]lesoxsty < 3}, pelas contas anteriores, temos que 0 € T(A) C K e

T(A) é um conjunto aberto em K. O

Lema 3.2.3. Eriste uma constante C' > 0 tal que, para cada (b,v,u, M,q) € U, existe (b, v, u, M)
€ R x R* x R? x S tal que

o (b,v,u,M,0) € A;

e 0 segmento de reta que liga os pontos (b,v,u, M, q) £ (b,w,,4,0) estd contida em U

[(@,0)] < C(2 = (|uf* +[b]*). (3.8)

Demonstragao. Seja h = (b,v,u, M) € int K. Pelo teorema de Carathéodory h esta no interior

de simplexo em R x R? x R? x S2 gerado por elementos K. Em outras palavras

N+1

h:}j&m
i=1
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onde \; € (0,1), h; = (b;,vi,ui, M;) € K, SN\ =1 e N =7 é adimensio de R x R x R? x S2.

Suponha que A\; = max \; e defina ¢* o indice tal que

A (

Uje — u1|2 + by — bl|2) = max{)\?(|ui — u1|2 + |b; — b1|2) ci=1,...,8}

Observe que como h =35 Nhi e h—hy = 320, Ai(hi — hy) obtemos que

8
](u—ul,b—bl)\: Zkz(ul—ul,b@—bl) S
=2
8 8
S s — b= b)) = 3 Ny — w2+ [~ ba?) <
=2 =2

+ by — b1]?)

< Ty fmax{ N2 (ju; — w2 4 b —bif?) i = 1,...,8) =

Logo,

|U — U1’2 + |b — 61‘2 S 49)\12*( Uix — U,1’2 + ‘bl* — 61‘2).

Entdo, definindo h := i« (hy — hy) temos que

1
2

1 2 2
o Tl D)) < Toms (U T[S (L ) (1) + (LB (1= 1)

1 1 1
<—(1- 1= (b)) < s VRV = TulP 4 (=P < o Vlu— w4 o= b <
_98\/5(( ul) + (1= [0])) < \/_\/( Jul)® + ( ||)_98\/|U ur|? +[b—bi? <
< %49)\ A | = w2+ b — by 2 = —|)\z‘*(ui* — ug, b — by)| < (@, b)]
Portanto,
1 L
52— (P + 7)) < |(@.B)
E facil ver que (h,0) = (b,9,u, M,0) € A. De fato, tome
uf —u? upud — uju?
=|—— g?a 527 — L 5)
(o p—
entao
0l @ (ui)? — (u1)? wiud —uwjuf i —u
Ve t T e- Ly viuy —utu;  (ud)? — (ud)? ui —ud £=0
= | u 0 |&=h =
B up — uj ud —u? 0
v b
bl*u}* - blu% bl*U?* blul bl* - b1
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Observacgao . Na prova do lema 3.2.3 mostramos que se z1, 2o € K entao z; — 2o € A. Portanto,

a envoltéria A-convexa de K coincide com a envoltdria convexa de K.

Definigao 3.2.3. Dado Q C R x R? aberto e limitado, definimos
Xo = Xo(Q) = {(b,v,u, M,q) € C*(R2 x R,) : (i), (i) e (iii) abaizo valem

(1) supp(b,v,u, M, q) € €,
(11) (b,v,u, M,q) € solucio de (3.4) em R3?,
(iii) (b,v,u, M,q)(t,z) € U para todo (t,x) € R3}.

Considere Xy munido da topologia da convergéncia fraca® em L* de (b,v,u,M,q) e defina X

como o fecho de Xy nesta topologia.

Lema 3.2.4. O conjunto X com a topologia da convergéncia fraca™ L™ é um espago metrizdvel

nao vazio. Além disso, se (b,v,u, M, q) € X € tal que
lu(t,x)| =1, |[b(t,x)| =1 para quase todo (t,x) € €,

2
entdou,bep::q—u

¢ uma solugao fraca de (3.3) em R3 tal que
u(t,r) =0, b(t,x) =0 e p(t,x)=0 paratodo (t,x)€ R\ Q.
Demonstragao. A demonstragao é uma adaptagao trivial da demonstragao do lema 4.4 de [8]. [

O resultado a seguir nos fornece as estimativas necessaria para realizar a integracao convexa.

Lema 3.2.5. Eziste uma constante f = B(n) > 0 com seguinte propriedade:

Dado (by, vo, uo, My, qo) € Xo existe uma sequéncia (bg, Vg, ur, My, qr) € Xo tal que
urllZz + [1Bel72 > Nluoll3 + [1boll5 + B2I2] = (NuollZ2(q) + Iboll72(0)))”

e (bk,vk,uk,Mm%)L(boyvt)’Uo;Mo’(Jo) em L.
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Demonstragao. 1° Passo Seja (bg, vo, g, Mo, qo) € Xo. Observe que como (bg, vg, ug, Mo, go) tem
suporte compacto entao a imagem de (bg, vg, ug, My, qo) é um conjunto compacto em U portanto

podemos aplicar o lema 3.2.3 e obter que para todo (t,x) € Q) existe uma dire¢ao
(b,v,1, M)(t,r) € R x R* x R* x S}
tal que o segmento de reta ligando os pontos
(bo, vo, g, Mo, qo)(t, z) £ (b,v,u, M,0)(t, )

esta contido em U, e

[to(t, )| + [bo(t, z)| > \/!ﬂo(t,x)l2 + [bo(t, )2 > C(2 = (Juo(t, 2)[* + [bo(t, 2)[*)).

Pela construcao de (b, v,u, M) e como (by, vo, uy, My, qo) é uniformemente continua, existe
e > 0 tal que para todo (t,z), (xg,to) € Q com |x — x|+ |t —to| < €, a e-vizinhanga do segmento

de reta ligando os pontos
(607 Vo, U, M07 %)(t; ZU) + (l_)a 1_}7 ﬁ, Mu O)(CE(), tO)

também estd contido em U.

2° Passo Para (zg,ty) € 2 fixado defina
a = (l_?, v, U, M, O)(xo, to) e A

Use proposi¢ao 3.2.1 com este a e £ > 0 para obter uma solugao suave (b, v, u, M, q) de (3.4)

com as propriedades enunciadas na proposicao 3.2.1, e para r < € seja

— t—1
(bes sty Mo 00)(E ) — (b, 0,0, M, q) (“”” Zo ) |

r r

Entao (b, v, u,, M,, q.) também é uma solucao suave de (3.4), com as seguinte propriedades
e o suporte de (b, v, u, M,, q,) estd contido em B, (zg,ty) C R2 x Ry,

e a imagem de (b,, v, u,, M,,q,) esta contida na e-vizinhanca do segmento de reta ligando

+(b, v, u, M,0)(t,z),
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/|ur(t,:1:)|d:rdt > alu(zg, to)||Br(xo, to)],
/|br(t,x)|dmdt > al|b(zo, to)||Br (0, to)|

Em particular, para todo r < € temos (bg, vo, ug, Mo, qo) + (b, Uy, tr, My, q,) € Xo.
3° Passo. Agora, observe que como vy € uniformemente continuo, existe ro > 0 tal que para

todo r < rq existe uma familia finita de bolas disjuntas B, (z;,t;) C € com r; < r tal que

/Q(Z = (Juo(t, 2)* + [bo(t, 2)[*))dzdt < 2 2(2 = (luo(ws, )" + lbo (. 1)) By, (x5,1)]. (3.9)

J
Fixe k € N com ; < min{ro, e} e escolha uma familia finita de bolas duas a duas disjuntas

By, (g, te;) C Q com raio ry; < 1 tal que (3.9) vale. Em cada bola By, (2;,t5,;) aplicamos

Tk,j

a construgao anterior e obtemos (b ;, k. j, Uk j, Mk j, qr.;), € em particular temos entao que

(b vk ks M, gi) = (bo, o, o, Mo, @o) + D (brjs ks ks Mg, @i j) € Xo

J

/(|uk(t,x) —ug(t, z)| + |br(t, x) — bo(t, x)|)dzdt =
= Z/(Iuk,j(t,x)l + by (t, )| )dwdt >

> oy (@, trg)| + (0@, te) ) Bry (0, b )| >
j

> Cary (1= (luo(@rg, tag)|* + [bo(@hs teg) ) Br, (@his ti )| >

J

> Oa/ﬂ(?—(|u0(t,x)\2+|b0(t,x)|2)dxdt. (3.10)

N | —

Finalmente observe que fazendo k — 0o, a construcao produz uma sequéncia

(bk,'Uk,Uk, Mk'7 Qk) € XO tal que
(bg, Uk, wge, My, qi;) R (bo, vo, uo, Mo, qo) em L.

Logo,
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h,?_l)glf(||uk||%2 + 110k]|72) = lluoll3 + h]?_l)glf(Q(Uo, (uk — uo))2 + lluk — uol)3)+
+1|boll3 + h,ggg}f(?@o, (be — bo))2 + b, — boll3) =
= [Juoll3 + lim inf |lux — uoll3 + ||bol|3 + lim inf ||by — bo|3 >
k—o0 k—o0

> o + 1Bl + o imm inf (s — o3 ) + [k — Boll210) >

1
1]

> |luoll3 + [|boll3 + Lim mf (fluy —woll () + [[bx — boll 2 ()’ (3.11)

1
210]
Combinando (3.10) e (3.11) temos

. ) CQ 2
lim inf ([fug |22 + [1bxlI72) > [luoll5 + 1boll3 + 0] —or 2121 = (luollZa@) + 1bollz2@))*
Portanto nds provamos o lema com 3 = iTSf . O

3.2.4 Demonstracao do teorema principal

Demonstragao do Teorema 3.2.1: Vamos construir uma sequéncia {zx = (bg, Vg, Ug, Mg, qr)} €

Xy tal que
(i) existe z = (b,v,u, M,q) € X tal que z; — z fortemente em L*(R? x R;);

(ii) ||Uk+1||L2 @ T ||bk+1||L2 @ = ||Uk||L2 + ||bk||%2(9) + 8212 - (||Uk||i2(9) + ||bk||%2(9)))2 para
todo k € N.

Entao, usando (i) podemos passar ao limite em (7i) de tal forma a obter

[l ) + IBl1Z2) > HlullZa) + 1BlIZ2) + B2IQI = (lullZ2@) + 1blZ2@))”

e portanto ||u||L2(Q + ||b||L2(Q 2|Q2. Como |u|] < 1, |b] < 1 em Q e eles tem suporte em
Q, concluimos que |u| = 1lg = |b|. Claramente (b,v,u, M) € K q.t.p. (t,z) € Q pois
(b,v,u, M,q) € X. Isto implica que (b,v,u, M) € K q.t.p. (t,z) € Q.

Agora falta construir uma sequéncia {2} € X, satisfazendo (7) e (7). Construimos indutiva-
mente uma sequéncia (by, vg, ug, My, qx) € Xo e uma sequéncia de niimeros 7 > 0 como segue.

Seja p. o molificador usual em R2 x R; e tome (by, vy, ur, My, q1) =0 em R2 x R;.
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Depois de obtidos z; := (b;, vj, u;, Mj, q;) para j < k e n, ..., n,—1 escolhemos
< 27" (3.12)
de tal forma que
2% — 2k * pug || 22() < 27" (3.13)

Entao aplicamos o lema (3.2.5) para obter que zx11 = (bgr1, Vk+1, Ub+1, Mrt1, Qee1) € Xo tal

que

||Uk+1||%2(9) + ku+1||%2(9) = ||Uk||2L2(Q) + ||bk||%2(g) + B(2|1Q] - (||Uk||2L2(Q) + ||bk||%2(9)))2 (3.14)

| (zrr1 — 2&) * o, || 20 < 27F forall j<k. (3.15)

2

2 x Ry) podemos assumir, tomando uma sub-

Como a sequéncia {z;} é limitada em L*>(R
sequencia, que

2=z in L[R2 xR,

para algum z = (b,v,u, M, q) € X, e que a sequéncia {z;} e a sequéncia {7} correspondente

satisfazem as propriedades (3.12), (3.13), (3.14) e (3.15). Entao para todo k € N

o0
12 % oo, = 2% pullz2@) < D 25 # Po — Ztsen * Pullzze) <
=0

< Z 9~ (ki) < g=ht1,

=0
e como

2k = 2llz2@) < N2k = 20 % oo ll2c@) + 126 % oo = 2% oyl 22 + 112 % oy = 2]l 2@,
concluimos que z; — 2z fortemente em L?((2). O
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3.3. Aplicacao as equacoes da magnetohidrodinamica

3.3 Aplicacao as equacoes da magnetohidrodinamica

Nesta secao veremos que solugoes fracas das equagoes da magnetohidrodinamica ideais e in-
compressiveis em trés dimensoes (MHD 3D) nao s@o tnicas. Este resultado é um coroldrio do
teorema 3.2.1. Preferimos esta ordem de apresentacao apesar da ordem cronoldgica da demons-
tracao de tais resultados estar trocada. Inicialmente haviamos tentado provar o resultado de
nao-unicidade para MHD 3D entretanto a técnica nao se aplicava de maneira direta. A ideia
entao foi demonstrar a nao-unicidade dentro de uma classe de solucao que preservavam uma
certa simetria. Obtivemos que a reducao das equacoes MHD 3D com respeito a esta simetria
especial podia ser interpretada como as equacoes de Euler com um tragador passivo.

Considere as equagoes MHD 3D,

(

Ou~+ (u-V)u—(rot b) x b+ Vp=0

Ob — rot (uxb)=0
(3.16)
diwu=0

divb=0

0
onde u = u(t,r) € R® é a velocidade, b = b(t,z) € R3 é a densidade do escoamento magnético,
p=p(t,zr) € R éapressao e (t,z) € RL

O sistema (3.16) descreve o movimento de um fluido ideal incompressivel condutor interagindo
com um campo magnético. Observe que se tomarmos b = 0 em (3.16) nés obtemos as equagoes
de Euler. Portanto é natural tentar estender os resultados conhecidos das equagoes de Euler
para (3.16).

A defini¢ao de solucao fraca de (3.16) que utilizamos foi a seguinte,

Definigao 3.3.1. Um campo vetorial (u,b) = (u,b)(t,x) € L (R:; R x R?) € uma solugio
fraca das equagoes MHD 3D se, para toda fungdo teste ¢ = p(t,x) € C°(RY,R), o = (t, z) €
CX(RYR), & = &(t,z) € C*(RY,R?) tal que div @ = 0 e ¥ = ¥U(t,x) € C(RY,R3) tal que

div ¥ = 0 tivermos que:

//—[u-8t®+(u®u—b®b)-Dq)]dxdt:O
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3.3. Aplicacao as equacoes da magnetohidrodinamica

//—[b-atlll+(u®b—b®u)-D\If]dmdtzo

//(u~Vg0)da:dt:0
/ / (b- Vib)dadt = 0.

O sistema (3.16) pode ser expresso como uma inclusdo diferencial, no entanto quando tenta-
mos adaptar o tralhado feito em [8] para este caso obtivemos um cone de onda A e um conjunto
de restri¢oes IC para os quais nao conseguimos provar que a envoltoria A-convexa de I é igual
a envoltéria convexa de K. Por isso, tentamos nos restringir a uma classe de solugoes que

preservam a seguinte simetria:
u=u(t,x) = (us(t, x),us(t, x),0),

b= b(t, l’) = (07 0, b(t, I))?
(t,7) = (w1, 22,t) € R X Ry,

A redugao de (3.16) por esta simetria é:

2
Ou+ (u-Vyu+V <p+%) =0
b+ (u-V)b=0 (3.17)

div u=0
Observe que esta equacao pode ser reescrita como no formato das equacgoes de Euler com
tracador passivo e com isso, pelo teorema 3.2.1, concluimos que as solugoes fracas destas equacoes

nao sao unicas. Em particular, solugoes de (3.17) sao solugoes da MHD 3D, donde concluimos

que solucoes fracas das equacoes MHD 3D nao sao tnicas.
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Capitulo 4

Euler 3D com simetria helicoidal

Nos capitulos 2 e 3 vimos exemplos de escoamentos irregulares que implicavam na nao unicidade
de solugoes fracas das equacgoes de Euler e Euler com tracador passivo. Com o objetivo de
continuar o estudo de solugoes irregulares, neste capitulo, demonstraremos existéncia global no
tempo de solugoes fracas das equagoes de Euler tridimensionais com simetria helicoidal sem
rodopio (ou seja, quando a velocidade é ortogonal as hélices), com vorticidade inicial em LP,
para todo p > 4/3, com suporte compacto nos planos axiais e peridédica na dire¢ao axial. Este
resultado é uma melhoria do resultado demonstrado por B. Ettinger e E. Titi em [15], onde os
autores provam existéncia e unicidade global de solugoes fracas para o mesmo problema, porém

em dominios limitados e com vorticidade inicial limitada.

4.1 Notacao

Usaremos a notacao cldssica para o espaco das distribuicoes D’. Os espacos de Sobolev em L2
com k derivadas serdo denotados por H*.

Seja u : R — R. Dizemos que u € D’ é periddica, com periodo T, se (u(-), ¢(+)) = (u(-), ¢(- +
T)) para toda ¢ € C°(R) e para todo t € R.

Seja 0 = R? x [—km, k). Abaixo definimos os espacos de funcdes que serdo utilizados ao

longo deste capitulo.
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4.2. Definicoes e resultados no sentido das distribuicoes

o L7 ,..(Q) ={ue€ LP(Q) : u tem suporte compacto em 7 e é periédica em w3};
i Lﬁer(Q) ={u € LP() : u é periddica em x3};

° Hjjer = {u € H¥(Q) : u tem suporte compacto em 7 e é periddica em z3};

o VE(Q)={ue H: (Q):divu=0}

4.2 Definicoes e resultados no sentido das distribuigoes

Na secao 1.6 introduzimos o conceito de simetria helicoidal e escoamentos com e sem rodopio
para funcoes suaves. Nosso objetivo agora é estender estas conceitos para fungoes nos espagos
L9, para qualquer 1 < ¢ < oo. Para isso, escreveremos as defini¢oes no sentido das distribuigoes.

Ao longo de todo o capitulo, denotaremos o dominio das funcoes por €, onde Q = R? x

[—km, k7.

Definigao 4.2.1. Um campo vetorial u : Q@ — R® u € LI(Q;R3), tem simetria helicoidal se,

para toda funcao teste U e C(2;R3), tivermos que

/Q\P(S_gx) cu(z)dr = / R_yVU(z) - u(z)dx para todo 0 € R.

Q
Observe que se u : Q — R? é helicoidal entao u é periddico em x3 (com periodo 27k) no

sentido das distribuigoes.

Definigao 4.2.2. Um campo vetorial v : @ — R3, v € LY(;R3), € ortogonal as hélices se
u(x) - &(x) =0 q.t.p. emQ,

onde &(x) = (x9, —21, K).

Como ja observado na segao 1.6, a condicao acima ¢ andloga a condi¢ao de velocidade de

rodopio ser nula no caso de escoamentos com simetria axial, caso em que k = 0.
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4.2. Definicoes e resultados no sentido das distribuicoes

Lema 4.2.1. Seja u € LY(2;R3). Entdo, u tem simetria helicoidal se e somente se

/ DV (z)¢(z) - u(z)dr = / RY(z) - u(x)dx, (4.1)
Q Q
para toda U € C°(Q;R3).

Demonstragdo. Suponha que v tenha simetria helicoidal. Logo, para toda ¥ € C°(Q; R?), temos
que
/ U(S_gz) - u(x)de = / R_y¥(x) - u(z)dr paratodo 6 € R. (4.2)
Q Q
Agora, diferenciamos o lado esquerdo da ultima expressao em relacao a e avaliamos em

6 = 0. Logo, obtemos que

d

a0 . ~u(x)dr =

0=0

U(S_pz) - u(x)dz

d
= /Q @\I’(S_gl‘)

u(w)dz = /Q DU(2)(~£(x)) - ulz)da.

0=0

dS_gl’
= DU (S_
/Q (S-01) =45

Procedendo da mesma forma no lado direito da expressao (4.2) obtemos o seguinte

0=0

_4
~ a0

4
o J

d
- [ LR
/Qde 0

Das duas 1ltimas expressoes segue que, para toda U € C°(Q; R3),

6=0

U(S_pz) - u(x)dx

R_g¥(z) - u(z)dx

0=0

U(z) - u(z)de = / (—R)U(x) - u(z)dz.

Q

0=0

/ DY (z)é(x) - u(x)dr = / RY(x) - u(z)dz,
Q Q

como queriamos.

Reciprocamente, suponha que

/Q DU(2)e(x) - ulz)dr /Q RU(x) - u(z)dz,

para toda U € C°(Q;R3). Fixe uma ¥ € C(2; R3) qualquer e defina

_(Vi(z) + Us(z) —Vi(x) + Ua(x)
Oy (x) = ( 5 , 5 ,0)
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4.2. Definicoes e resultados no sentido das distribuicoes

Dy(x) = ( 5 ,O)

’ 2
$3(x) = (0,0, ¥s3(x)).
Defina também
Fi(0) = /Q(I)i(S_g:z) ~u(z)de, 1=1,2,3. (4.3)
Entao, temos que

—x18in8 + x4 cos b
dS_QCL’
D(I) S,QLU (l’)d&l = D(I)Z(S,QSL’) -1 cosf — To sin @ . u(x)da: =
Q

—K

/ D®:(S_g2)E(S_ o) - / RS ) - ulx)dz

Para obter a tltima igualdade usamos a hipdtese que

/Q DU()e(x) - u(x)dz — /Q RU(z) - u(z)dz

com U(x) = ®;(S_pz) (observe que DV (x){(x) = DP;(S_gx)E(S—_px)).

Com isso, obtivemos o seguinte sistema de EDO’s

.

Fi(0) = —F»(0)

]?2(6) = F1(0) (4.4)
Fy(6) = 0

Fi(0) = [, ®i(x) - u(x)dz, i=1,2,3.

\

Usando o teorema de existéncia e unicidade de solugoes para EDQO’s concluimos que
Fy(0) = F1(0) cos(0) — F5(0) sin(0),
F5(0) = F1(0) sin(0) + F5(0) cos(0),
F3(0) = F3(0).

Portanto, obtemos que

Fi(8) + Fy(6) + Fy(6 /R (@) - ulx)de.



4.3. Fungao de Green

Por outro lado, como @4 (x) + ®o(z) + P3(z) = ¥(x) e por (4.3), temos que
Fi(0) + F5(0) + F3(0) = / U(S_gx) - u(x)dx.
Q

Logo, para toda ¥ € C°(Q, R?) temos que

/Q U(S_gz) - u(z)de = /Q R_g¥(z) - u(z)dx

que ¢é a definicao de u ter simetria helicoidal. ]

4.3 Funcao de Green

Nosso objetivo nesta secao é exprimir a funcao de Green correspondente ao seguinte problema:
(P) Seja F : Q — R? uma distribuigao periédica em x3 com perfodo 27k. Suponha também
que F € L2(Q) N LY(N fQ z)dz = 0. Nosso problema é encontrar uma distribuigao N que
seja solugao da equacao AN = F no sentido das distribuigoes.
Vamos abordar o problema usando Anélise de Fourier. Seguem abaixo os espacos e as de-

finigoes que iremos utilizar ao longo desta secao.

Definicao 4.3.1. Seja 1 < p < oo, denotamos o espago das sequéncia complexas cuja a soma

da p-ésima poténcia € limitada por P = IP(Z), ou seja,

PZ)=4{u:Z— C: Z|u )P < oo}

nez

Definimos também o sequinte espaco
LP={u:R*xZ— C®:¥n € Zu(-,n) € LP(R?) e Vi € R* u(7,-) € I’(Z)}

Definigao 4.3.2. Seja f: Q — R3 uma funcao em L}, (Q). A transformada de Fourier de f ¢é

per (

definida por
1 ™ —ipg —ing
)= G |, S e

para todon € Z e n € R?.
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4.3. Fungao de Green

Definigao 4.3.3. Seja g : R? x Z — C3 uma funcao em L. A transformada inversa de Fourier
de g € definida por
(Flg)(@) =Y (F, ' 9)(@ n)esms
nez

onde
1

o
Py~ f(n, n)ex"dn.

(F,'9)(@n) =

Q) N L2 (Q) tal que f € L. Entio

per

Teorema 4.3.1. Seja f : Q@ — R3 uma funcao em L}

FLf = f qtp., isto é

per (

]. “~ [ 7
flz) = — ( f(n,n)en”xdn) ex" q.t.p. x € .
nez, \/R?

27K

Demonstracao. Sabemos da teoria classica de transformada de Fourier (veja [16], capitulo 7)
que se h € LY(R?) e h € L'(R?) entdo vale a férmula de inversdo, isto é, F~1(h) = h ¢.t.p. Além
disso, existe uma tinica extensao para a transformada de Fourier de L? para L%, onde a férmula
de inversao ainda é vélida. J& para séries de Fourier temos o teorema de Carleson-Hunt (veja

[20]), que diz que: se g € LP([—m,n]), para algum 1 < p < oo, entao g(z Zg e, q.t.p.
neZ

1 K .
z € [=m, 7], onde g(n) = —/ g(z)e " dz.

2m —TK
Como f € L!..(Q) N L2, (Q), entdo f(-,x3) € L}

per per

Ll () N L2,(Q), q.tp. o5 € [~2nm, k] o

f(z,)e L (Q)NL2 . (Q), qt.p. T € R2 Isso segue facilmente do fato que se uma fungao tem

per per

integral finita entao o conjunto onde a funcao tem valor infinito tem medida zero.
Com isso temos que, pela formula de inversao para transformada de Fourier cléssica,
f(ja Ig) = f_l(f('a Z‘g))(«%) = f(777 x3>ei775d777 q.t.p. TS IR27
RQ

X 1 i~
onde f(n,x3) = e /R2 f(g,z3)e"=¥"dyg, e , pelo teorema de Carleson-Hunt,

f(&,x3) fon s qt.p. € R,
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4.3. Fungao de Green

Portanto, usando as identidades acima e o Teorema de Fubini (veja, por exemplo, [3]), temos

1 TR ' i
T == e 7 —inz nws
27m (/ F (f(,2)(@)e” dZ) en"
5 / f(n 5‘53)6“ dn | em7dz | enn®s =
27m o g2 )
1 . ) i
~ 2mn (/ ( ( f (5 @s)e” ”"ydy) e”"””dﬁ) ¢ ”‘Zdz) ennTs =
TR
1 Zny —inz Lin inas
ey 2 R2 f y; x3)€ K dde er dn ex —

1
= ?Z </ en" dn) " qut.p. x e Q.

nez

que

]

Proposigao 4.3.1. Seja f € L. (Q) N L2,.(Q), entdo f e L£? e a transformada de Fourier,

definida em 4.3.2, restrita a LW,HL2 possue uma unica extensao para um isomorfismo unitdrio

per’
de L?,.(Q) para L?(2).

per

Demonstracao. Basta combinar o teorema de Plancharel para a transforma de Fourier e para a

série de Fourier. O]

Agora, podemos definir a transforma de Fourier para qualquer f € L

per(Q) utilizando a

proposicao anterior. Com isso, obtemos o seguinte resultado.

Corolério 4.3.1. Seja f : Q — R® uma fungao em L2, (). Entao F~'(Ff) = f ¢.t.p., onde

F L2 — L? € o unico isomorfismo unitdrio tal que F’Ll

ver coincide com a transformada

NL2

per per

de Fourier definida em 4.3.2.

Aplicando a transformada de Fourier a equagao AN = F obtemos que

— 5l + 7N, m) = F(,m). (4.5)
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4.3. Fungao de Green

Entao, para todo n € R?\ {0} e para todo n € Z\ {0}, temos que

F(n,n)

W) = -2 )
) =

(4.6)

Como, por hipétese, F/(0,0) = Jo F(x)dz = 0 entdo a equacao acima estd bem definida para
n=0en=0.
Usando a transformada inversa de Fourier e a seguinte identidade

—

frg=0mr)fg

obtemos que

1
472

N(z) = (G % F)() (4.7)

1

onde G(l’) == fil (W

) (z). Chamamos G de funcao de Green para o laplaciano em €2 e
periodico em x3.

A seguir, exprimimos a formula para a funcao de Green G em termos de fungoes de Bessel.

1

Lema 4.3.1. Para cada n € Z \ {0} considere a funcao G,(n) = T
nz+n

. A transformada

wmversa de Fourier de G, ¢ dada por

1
42

(Fy ' Gn) (@) = Ko(2m|Z[|n)),

onde K, ¢ a funcao de Bessel modificada do sequndo tipo e de ordem v.

Demonstracao. Sejan € Z \ {0}. Considere a fungao

_t#? w2

g(j’}) = e 2 _2m2t.

Temos que

2 nz
) = e ths

De fato, observe que g _ —tx;g. Portanto,

0x;
0
g
= 4 trag =0
D2y + 29
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4.3. Fungao de Green

Aplicando a transformada de Fourier no sistema acima obtemos que
) 96
—171 g+ tin—Y = 0
6771
Jg
—7’]29 +tik=— =0
oy
A solucao do sistema acima é,

2 _ %2 w2

g(n) = 7@ 2r2t  2r2t

Portanto, (g, ¢) = (g, q§> para toda ¢ € D', isto é,

2 In|? 172 a2~
Tﬂ-e_ 22% 2.»@275 Qﬁ( )dn = / e_t 2 22 qb(fi’)dff’
]RZ

R2

Multiplicando a ultima expressao por % e integrando em t de 0 até co obtemos que

1 _m? 1 _ui?_ w2 2oy o
27 —e 2% 2~2tdt gb( Ydn = —e 2 aZdt| o(%)dx
g |Jo r2 |Jo ¢

-~

(D) (In)

2
. S +
Para calcular (/) faremos a seguinte mudanca de varidveis: 7 = |77|2—2t Logo, temos que
K
00 2 2 2 2
)= [ e =
o [n*+n > +n
Para (11), a mudanga de varidveis utilizada é:
tlz|2  n? |z]> n?
= — 4 — dr = — — dt.
> "o T\ 2 e
Observe que
dt dr B dr
t il w2
t 2 T 2% T2 HQK‘?'Q

Portanto,
(I1) = / e Tdr.
\x\ln\ 2 _ n2|z|2

Agora, fazendo uma nova mudanga de varidveis, o =

concluimos que
!l’\ Inl

<1 _Inllal |Z||n|
= =K .
/1 Vor—1 7= Ho ( K
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4.3. Fungao de Green

Logo,
2r° Z[|n] -
2 _— dn = K 7)dI.
o [ ot =[x () Gy
1 1Z||n\ ) . 1 i PR 1 |Z||n]
Portanto, <47m2K0( . (n) = Wt Entdo, (F,'G,)(T) = 477/@2[(0 )
O]
Lema 4.3.2. Seja Go(n) = W a distribuicao definida por
n
(Go, b) :F.P./(b(@dn.
7]
A transformada de Fourier de Gy € dada por
- 1 -
Go(7) = ~5 log | Z|.
Demonstracao. Veja capitulo 10, se¢ao 2, de [16]. ]

Lema 4.3.3. A func¢do de Green correspondente ao problema (P) é dada por

- |Z|n nTs 1 _
Gle) = 2mK? 21 Ko (T) cos (T)  27mk? log |2,

n=

onde a série converge pontualmente para todo x € (R*\ {0}) x [—7k, k] e uniformemente em

Ds = {x € R* X [—7k, 7K : |Z| > &}, para cada § > 0.

Demonstracao. Segue dos lemas 4.3.1 e 4.3.2 que

() = S (F G @™ + (F1Go) (@) = 3 —— Ky ('"%”7”) pinas _ ﬁ log | 7] =

2T K2 K
nez nez
n#0 n#0

- |Z|n nTs 1 _
- Ko (2 ) cos (B22) = — loglal.
2mK? ; 0 ( K ) P\ w orR? 8 2

Dado 6 > 0, vamos verificar que a série é uniformemente convergente em Dg. Observe que, como

Ky é uma funcao positiva e decrescente, temos que para todo x € Ds vale que
x )
K K
T x
‘Ko (|—|n) cos <—3n>
K K
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4.4. Estimativa para o nucleo KC

Além disso,

— K 0 K ) )

Vamos resumir os resultados obtidos na proposicao a seguir.

Proposicao 4.3.2. Seja F : Q — R3 uma distribuicdo periddica em x3, com periodo 27k, e com

suporte compacto em . Suponha que F € L*(Q fQ x)dx = 0. Entdo, a distribui¢ao

N_——G*F

472

¢ solucao da equacao AN = F no sentido das distribuicoes. Onde

1 — 1Z|n nTs 1 N
G(z) = Ko (7 ) cos (222) = - loglal.
(=) 27 K2 ; 0 ( K )COS K 27 K2 o8 |2

Demonstracao. Veja os lemas 4.3.1, 4.3.2, 4.3.3 e as contas que precedem os lemas. ]

Finalmente, obtemos uma estimativa para a funcao de Green G.

Lema 4.3.4. Seja G a funcdo de Green definida na ultima proposicao. FEntao, G satisfaz a

sequinte estimativa,
G(z)| < C (’ | + \log]xH) Vo e Q1 #0.

Demonstragcao. Temos que a fungao de Bessel Ky é positiva e decrescente, logo

|Z|n 1 ~ 1 |x|t
61 < 5o >0 (B00) s+ soalion o < s [ (50 ) ot -

1 1
log |F]| = —— 1
27m|a:]/ )T+ 77&2’ og || 4;@]:Z’| 27 /<;2’ og |71l

4.4 Estimativa para o ntcleo I

Definicao 4.4.1. Definimos o nicleo K como sendo o gradiente da funcao de Green G definida

no lema 4.3.3. Ou seja,

K(z) = LVG( ) onde G(z)= ! ZKO (@) cos (%) S log |Z|.

472 2T K2




4.4. Estimativa para o nucleo KC

Lema 4.4.1. O nicleo KC satisfaz a estimativa abairo

K(z)| < C <# + %) |

Além disso, K € L; (), com 1 < s < §

2
Demonstracao. Como K(z) = 4—7T2VG( z) temos que
K(z) = ZK |x|n (nx3) 11 (7.0)
87?3/12 0 K 8mir2 [z2
Portanto,
|Z|n ns 1 1
K s -
K] = 87T3Ii2 <Z O( ( K ) * 8m3k? | 7|

Para estimar a série envolvendo a funcao de Bessel usaremos a seguinte expansao em série

de Schloeminch,

i Ko(ny) cos(nyt) = %ln <%> + g i

n=1 m=1




4.4. Estimativa para o nucleo KC

Para obter a estimativa para o nicleo K precisamos estimar o gradiente da série em (4.9).

Para isto, definimos

2 1 - (4.10)
= IE? + 2rrm —a3)? 2mKm '

e
Z 1 1 (4.11)
m=1 VIZ2+ 2rrm + x3)? C 2mEm | :

Nao ¢ dificil ver que as séries (4.10) e (4.11) convergem pontualmente para = € (R?\ {0}) x

[—km, k7.

(@) = S0

. Para isto provamos que )

£(z) para todo i = 1,2,3, onde fE(z) =
1

2kn £ x3)?

~(x) é uniformemente conver-

2TKN

VIE? + (

gente para todo z € (R? \ {0}) x [—mk, 7K].
Temos que
0 —T1
2 ) - :
0x1 (z) (12> + (27Kn £ x3)2)%
—Iy
fi )
Oxs (z) = (12> + (27Kn £ 56‘3)2)%
fi( - (F1)(2mkn £ x3)
(3 + (2 £ a5)?)
Observe que
0 .. |1 1 1
oy < < ;
9,7 O = G G £ g} = P+ @ £y = @wn £ 1,7
0 .. |2 1 1
oy < = < ;
Oxy™" )] < (122 + (2mkn £ 25)2)2 ~ T[>+ (2mkn £ 23)2 — (2mRn £ 23)?
ifi(x) < [2mrin £ < ! < !
Oxz™" — (|22 + (270 £ Ig)g)% T 2P+ (2mRn £ a3)* T (27kn £ 23)?

Como —7k < z3 < 7k temos que Tk(2n — 1) < 2wrn 23 < TR(2n + 1), logo [2mkn + 23| >

mk(2n — 1). Portanto,

Ax)‘ <

b
(mk(2n — 1))?

103

0
= ; 8_:vlf"i(x>

é uniformemente convergente;



4.4. Estimativa para o nucleo KC

— ff(a:)‘ < m Z % f#(x) é uniformemente convergente;

E 8_ f*(x) é uniformemente convergente.
x

~(x), para i = 1,2,3. Logo,

\Y (nio:l K, (%n) cos (%n)) = 2‘;2@,0) 2\3:|3 (Z Vi )+§O:1Vf;;(x)> :

Agora vamos estimar a série presente na ultima identidade. Lembre que

1

(|2]% + (27kn £+ 23)?)
1

(|Z]2 + (2mkt + x5)2)2

V() =

E (—x1, —xa, (F1)(2mRn £ x3)).

Defina h*(t) = e observe que

+3
1 YY) >0 < t< =<
ogo  (h*)(1) <5<

-3 227wkt £ x3)271K
2 (|22 + (27Kt £ 235)2)2

[\Dll—l

(h*)'(t) =

Entao, h é decrescente para todo t > 1. Agora, para 0 <t < 1 temos que

1
o= T3 < — é ponto critico;
2K
1 1
ht(0) = ———— e h*¥(1) =

(|7]? + 22)> S (|72 + (27K & 24)?)2

Entao, h*(0) > h*(1) se e somente se |7|2 + 27k + x3)? > |7|> + 22 <= |27k £ 23] > |23].
Como |z3] < 7 temos que |27k £+ x3| > 7 > |o3] portanto h(0) > h(1).

Logo, podemos estimar a série por sua integral correspondente como segue (veja figura 4.1)

Z i S/ 1 dt (7-:27r:nt:|:x3)
— (|z]> + 27mm:|:x3) )2 o (|Z)> + 27kt £ 3)?)2

w

1 [ L 11 T >

= — —_—aT = — — —
27K Jwy (|E2+ 725 20R |3 /JER + 72,

1 1 +x3 B 1 x| £ < 1

- omk|Z)2 2mK|T[? /|Z)2 + 22 C 2kl |x] T wk|E)?
Logo,
1

S o <
— (|Z|> + (2mKkm £ x3)? )z~ mRlZ?

(4.12)
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4.4. Estimativa para o nucleo KC

h() &
h(0)

h(1)

Z—J’»—L X‘
Figura 4.1: Grafico de h
2mKt £
Defina g*(t) = ULESEL - e observe que
(|22 + (27Kt £ x3)%)2
() (1) = 2P + (2t & 73)%)% — (2mut & x3)3(17 +

(2mkt + 13)2)22(2mkt + 5)27k

2|2

+ (2mkt £ x3)2) 2 { (|72 +

(12> +

(2Kt £ 23)2)° -

(27Kt + 23)?) — 3(2wkt & x3)?}

Entao, (¢%)'(t) <0 < |7]? — 2(2nkt £ 23)% <

1
e — (u F x3) > 1 temos que separar a série da seguinte forma
21k \ /2

(IZ]2 + (27t £ 25)2)3 a
_ 2mk(|Z]? — 2(2mkt £ 25)?)
(|Z]2 + 27kt £ x5)2)5
= 21k \ V2

2wkn £ T3

D

o0

>

n=ar (217 +

2mkn £ 3
(2mkn £ 23)?)

[N

2wkt £+ 13

dt =

— (2mkn + x4)?)? — (|2 + (2mkn £ z3)2)2
de d A (aqui, [] 6 a funci o1 intei )
onde d = | — T aqui, [.] é a funcao o maior inteiro menor que).
Gy \/5 + T3 qui, ¢ q
> 2Tkn & T3 d 2rkd £+ x3
= (|z]> + (2mrn £ 3)? )% |z +

2rkd £ 23 1

T T
(27kd £+ 23)?)2 /d (|z]2

+ (2mkt + 23)?)2

e}

1

(17> +

(2mkd + 25)2)2

2k \/|7[% +
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B 2rkd + x5

4.4. Estimativa para o nucleo KC

n 1 1 2mkd £ T3 1 1 <
(|22 + (2mkd + 23)2)3 21k (/|72 + (2mkd + 23)? |Z|? 21k |T|
1 /|7
20— | — +
< L(h, " (3 7) .
S5k \/§:F 3 BE

: 21 (2‘\/{’> \/_1|x|2

1
Para a tultima desigualdade observe que como ——

27K

7] 7] 2||
— 22kt a3 > Tk > Fr3 = —Fx —_—.
NG 3 3 /2 3 < 5
Portanto,
- 2mkn + 11
e e (4.13)
2 (3 + @ran £ 2g)?) 7]
1 -
Se Imr (% F 323) <1 é claro que
f: 2rkm £ x5 < 27k + x5 4 /°° 2kt & x5 gt —
= (122 4+ 2rem £ 23)?)2 (|2 + (27K £ 23)%)2 1 (|22 + (27Kt £ 23)?)2
97k + 24 1 1 o
(|Z]2 + (2rk £ x5)2)2 276 /|22 + (2mkt £ x3)?
B 2Tk *+ 13 1 1
(|22 + 27k £ x5)2)2 276 /|22 + (27K £ 23)?2
1 ( 2mk + x3 1 )
= — + <
VIR + 2rk £ x3)? \ >+ e £ a3)? 27k
1 ( 1 1 )
< + <
VIE2 + @rr £ x3)2 \2rk a3 27k
1 3 3
< < —.
\/|gz|2 + (27K £ x3)2 27K 27k| T |
Finalmente, juntando (4.12) e (4.13) obtemos
- 11 31 51
\Y V()| <2( 49 2 - 7 -
2 Vinle)t Z )] = 2+ Vel i+ 2 ]~ 7T
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4.5. Lei de Biot-Savart

Portanto,

3
Por fim, ¢é claro que K € L; (2), com 1 < s < 5 De fato, seja U € {2 compacto. Logo,
existe R > 0 tal que se z € U entdo |z| < R. Portanto, usando a estimativa que obtivemos

acima e a desigualdade de Minkowski, obtemos que

1 1/s 1 1/s
=C ( P dx) + ( o ) .
Ls(U) v |zl v |Z|

Mudando para coordenadas esféricas, ou seja, 1 = rsinflcosp,xy = rcosflcosp e x3 =

1K

. H||2 G

rsin ¢, obtemos a seguinte estimativa

2m
/mzs / / / —:T % sin pdpdrd =

1
= 27T/ —r?dr = r?7%
0

r2s |0

3
= R37%, para1§s<§.

Para estimar o outro termo, observe que

- / / —da:d:t:g, = 2/@7?/ —d:z:’.
U |$| |Z|<R |7 |Z|<R ||

Agora, mudando para coordenadas polares, temos que

2w
/ —d:z:—/ / —rdrd6:27rr2 S}O =271R*™*, paral<s <2
|Z|<R |.Z’|
3
Portanto, se 1 < s < 3 entdo para todo compacto U € ), temos que [|K| @) < C(U).
3
Logo, K € L} (), para 1 < s < 3 O

4.5 Leil de Biot-Savart

Lema 4.5.1. Seja ® € C°(;R?) um campo vetorial periddico em x3 com periodo 2wk e com

média nula. A integral definida por
= /Q’C(x —y) X (y)dy
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4.5. Lei de Biot-Savart

se anula para |T| — oo. Além disso, |I(x)| = O(|Z|~?) para || — co.

Demonstracao. Como ® tem suporte compacto, existe R > 0 tal que supp ® C B(0, R).

Lembre que

|Z|n nas I N

Ma) = 87r3/<52 (Z KO( COS( K ) 83 k2 |£[2<x’0) B
= L (e (M o () 2 (Y g () Y ) L L L g
 8m3k2 £ k) s sl 0\ K i k) K 8m3k2 [Z27

) = lCl(a:) — K:Q(l’)

Comecamos estimando Ki:

I &n |Z|n |Z|n
< —— S 0 (R (EE) 4ok (2
[Ki(z)] < STR2 £ & < 1 ( - ) + Ko ( -
1 e |Z|t ||t 1 /°° SK K
_— _ = —_— —_— g
s (0 (5~ 0 (50)) o= om0 o g

IN

1 1 *° C
:87T—3/£W/ S(K1(8)+KQ(S))dS< W
Entao,
//Cl(x —y) X @(y)dy‘ = O(|#|7?) para |#| — oo. (4.14)
Q
Por outro lado, para |Z| > 2R temos que
|z — 9|7 =27+ O(|z[ )
entao
_ d y,0) x ®(y)dy =
/QICQ(x )X ( 877352/ ’m_yP - Y, )X (y) Y
1 ~1—2 ~1—2
- a0 ¢ [ @)y + 003 = 01l ),
Portanto, |I(x)| = O(|z|7?) para |z| > 2R. O

Corolario 4.5.1. Seja ® € L2 _ (Q;R?*)NC>(Q;R?) para algum p > 1 e tal que [, P(x)dz = 0.

cper(

Entdo o campo vetorial definido por

= /Q’C(x—y) x O(y)dy
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4.5. Lei de Biot-Savart

1 1 1
pertence a L"(Q;R?) onde — +1 = -+ - el < s <
r

: 6 .
Em particular, se p > - entao
p s )

DN W

u € L2 R3).

Demonstragio. Como ® € LP(Q;R3), existe R > 0 tal que supp w C B(0,R). Segue da
demonstracao do lema 4.5.1 que |u(z)| = O(|Z|72) para |Z| > 2R. Logo, u € L" (2N (B(0,2R)))
para todo r > 1. Por outro lado, aplicando a desigualdade de Young generalizada com U =

QN B(0,3R) temos que, para K € L*(U) e w € LP(U) vale
1 wllrwy < K| s l|w]l 2oy

1 1 1 3
onde — + — =1+ —. Mas segue do lema 4.4.1 que K € L*(U) para todo s tal que 1 < s < 5
p S r

Sep>5tom63:

3
32 logo s < 3 er =2, ouseja, u € L*(;R3). ]

Lema 4.5.2. Sejam v : Q — R3, v € LIQM(Q), um campo vetorial suave de divergente nulo em

ef:Q—=R, fel?, (), uma fungio escalar suave, tais que

o(@)If(@)] = O(z|™), |i| — oc.

Entao v e Vf sio ortogonais em L*(Q), ou seja,

/U-Vfda::().
Q

Demonstracao. Pelo Teorema da Divergéncia temos que

/ / v-Vfdr = / / fv-ndS + / f(&, —km)v(Z, —Km) - n1dS+
—k7 J B(0O,R) —km J S(0,R) S(0,R)

+/ f(&, km)v(Z, k) - ngdS — / / div v fdz,
S(0,R) —km J B(O,R)

onde n(z) = |i7|, n1(z) = (0,0,—1) e na(Z) = (0,0,1). Como div v =0 e v e f sdo periddicas

em x3 com periodo 2k temos que

/ / U-Vfdx:/ / fv-ndS.
—kw J B(0,R) —rm J S(0,R)
Por outro lado,

‘/ / fv-ndS‘ < / / [v|| flIn|dS < / / C|z|~2dS < CR™".
—km J S(0,R) —km J S(0,R) —km J S(0,R)
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4.5. Lei de Biot-Savart

Portanto,

/U-Vfdx:hm/ / U-Vfdatzlim/ / fv-ndS =0.
Q R—=oo J_wr JB(O,R) R—oo J i JS(0,R)

[

Proposigao 4.5.1. Seja ® € C°(%;R3) um campo vetorial periddico em x3 com periodo 27k

tal que div ® =0 e / ®dx = 0. Entao, existe uma unica solucao suave de
Q

(
rot u = ®

divu =0
. (4.15)
|u(x)| — 0 quando || — 0

u periodico em T3
\

dada por
() = /QIC(J: ) x B(y)dy.

Demonstracao. Como div u = 0, segue da decomposicao de Helmholtz que existe W tal que

u = —rot W. Portanto, a condicao rot u = ® pode ser reescrita como
—rot rot ¥ = .
Observe que vale a seguinte identidade,
—rot rot ¥ = AV — Vdiv V. (4.16)

1
A estratégia é mostrar que ¥ = _ﬂG x @, solucao de AV = & | é tal que Vdiv ¥ = 0.
0
Com isso, concluimos que ¥ é solugao de —rot rot ¥ = ®. De fato, defina f = Vdiv V¥ e
g = —rot rot W. Pelo lema 4.5.1 temos que |rot ¥(z)| = O(]Z|~?). Observe que, como & €
C (2R3, A(div ¥) = div @ e A(rot ¥) = rot P, entao
1
flz)=V (_EG * div CID) (x) = —/ K(z —y)div ®(y)dy
n Q
472

4(z) = —rot (—LG " <1>> (z) = /QIC(x — ) x rot (y)dy.

110



4.5. Lei de Biot-Savart

Portanto, ainda pelo lema 4.5.1, concluimos que f = O(|z]7?) e g = O(|z]|7?). Portanto, f e
g pertencem a L?. Agora, fazemos o produto interno de L?(Q) entre a identidade (4.16) e f e

obtemos que
(fuf)Z = ((I)7f)2 - (g7f)2

Temos que f é o gradiente de div ¥, div g = 0 e, por hipdtese, div & = 0. Logo, pelo lema
4.5.2 temos que (P, f)2 = (g, f)2 = 0. Portanto, (f, f)2 = 0 donde segue que f = 0.

Com isso, temos que u(z) = rot ¥(z) = [, K(z —y) x ®(y)dy é solucao de (4.15).

Para mostrar que esta é a tnica solugao suponha que temos duas solugdes u; e uy de (4.15).

Logo, U := u; — us satisfaz

(

rot U =0
divU =0
(4.17)
|U(z)| = O(]Z] %) quando |Z| — oo
U periédico em x3.
\
Novamente podemos usar que div U = 0 se e somente se existe U tal que U = —rot V.

Portanto, o problema reduz-se a encontrar ¥ tal que —rot rot ¥ = 0. Mas pela identidade
(4.16) temos que
—rot rot ¥ = AV — Vdiv V.

Seja ¥ solugao de AV = 0 e |rot ¥| = O(|Z|7?) quando |Z] — oo. Logo, h = rot ¥ satisfaz o

seguinte problema
Ah =0

|h(z)] = O(]Z| %) quando |Z| — oo
h periodico em x3.

Para cada R > 0, h possui um méximo em S' x B(0, R), onde S' é o circulo obtido iden-
tificando os pontos extremos do intervalo [—km, k7], pois h é suave. Além disso, temos que
h ¢ harmonica na variedade Riemanniana S' x R2. Portanto, usando o Principio do Maximo
Forte (veja [29], capitulo 9) aplicado a cada S' x B(0, R), concluimos que h é constante em

St x B(0,R), para todo R > 0, mas como h se anula no infinito segue que h = 0. Portanto,
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existe 1 tal que ¥ = Vi donde segue que tal ¥ satisfaz AV — Vdiv ¥ = 0. Por fim, concluimos

que U = —rot W = 0 ¢ a tnica solugao de (4.17). O

Proposigao 4.5.2. Sejam w € L2 (4 R3) e u(t, z)

D per (K % w)(t,z). Entdo, u tem simetria

Il

helicoidal e é ortogonal as hélices se e somente se w =

(Orug — Oayuy )€ em D'(;R3).

Demonstragdo. Primeiro observe que, como w =rot u em D', para todo ¥ € C(Q;R3) temos

que

(w,¥) = (rot u, ¥) = — /Q(U3($)82\I’1(ZL‘) — ug ()03 (x)+

+up (2)BVs(x) — uz(x)Oy Wa(x) 4+ ug ()01 ¥s(x) — uy(x)02¥3(x))de = (u,rot U)
Suponha que u tenha simetria helicoidal e seja ortogonal as hélices no sentido das defini¢oes
4.2.1 e 4.2.2, respectivamente.

Como u - ¢ = 0 temos que

(w,T) = — /Q (5’32“1(93) = 2192(2) 5 4 () — ()00 () +

K

Touy (T) — xyuz(x)

—|—u1(:p)(‘93\112(x) - . 81\1/2(.1‘) + u2(m)81\113(x) - Ul(l‘)ag\lfg(fb)) dr =
- _% /Q (zou1(2)02 V1 () + Truz(2) 1 Va(T) + Kug(2)01 V(1) — Kuy(2)02Vs(x)) do— (4.18)
1

- /ﬂ (—z1uz ()W (x) — Kug(x)03V 1 () + Kuy(x)03Vs () — zous ()0 Ve(x)) d.

Observe que a segunda integral do lado direito de (4.18) pode ser reescrita como

—l/ (—x1us(2) 0oV () — Kug ()31 (x) 4+ kuy(x)03Ws(x) — xouy ()01 Vs (z)) da =
Q

K

1

= /Q(—uz(x)(—xzal + 2102 + kO03) V1 () + up () (—x20) + 2102 + KO3)Va(x))dar—

1
1 /Q (—2as(2) 004 (2) — 101 (2) Dy Wy () )z =

K

1 1
=2 [ D), (0. 060) ute)ts — & [ (—raa(a)0004(0) = 1)t -

R

= | RO, 20 @).0) e — L ()00 (5) — 10 ()0 =

K
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= —l/(ul(x)llll(x) + ug(2)Wa(x) — xous(x)01 V1 (x) — x1uq (2)0e Vs (z))dx.
Q

K
Agora, substituindo o que obtivemos acima em (4.18) concluimos que

(w,¥) = —% /Q (xouy (2)0V () + zus ()01 Wa(x) + Kue(z)01 Vs () — Kuy (2)0aVs(2)) do—

1

— /Q(ul(a:)\lll(x) + uz () Vo (x) — wous ()01 V1 (x) — zyuy ()00 Vs (x))dr =

= _% /Q(UQ(I)31(—I2\I’1(I)+x1\112(x)+/-@‘1f3($))—U1(I)82(—$2‘1’1($)+$1‘1’2(l‘)+’f‘1’3($)))dx =

-1 / (Oruz(x) — Dyur ()€ (x) - V() = / REE) W) = <l“’5’ ‘I’> |

QR K
Portanto, para toda ¥ € C°(2; R?) temos que

(w, ¥) = <§w§,\D>.

) 1
Reciprocamente, suponha que w = —w& em D', onde w = dyuy — Ouq em D',
K

Primeiro observe que (rot w) - £ = 2w em D’. De fato,

(ot w) &) = [

th w(r)-(§(7)p(z))dr = (rot w,{p) = (w, 10t (p)) = (W, prot £+ Vi x§)

— (0,9(0.0.2) + T x &) = (106, 0.0.20) + Vi x €) = (1€ ((0.0.20) 4 Vo x ) =

— (S dmp + € (T ) = (2us)

Como w = rot u e div u = 0 em D’ temos também a seguinte identidade,
rot w=—Auem D'
Como A(u-&)=Au-&+u- AN+ 225’:1 Vu; - V& em D' e AE = 0 obtemos que

3
Au-§) = Auf—l—ZZVui V& = —rot w- &+ 2(ug — Gauy) =0 em D',
i=1
Portanto, u - £ é solucao da seguinte equagao em D’
Au-£)=0 em
u(z) - £(z) — 0 quando T — oo

u - & periddica em x3.
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Vejamos que u-§ = 0. Primeiro, como u-£ satisfaz A(u-£) = 0 entao u-& € C*(2,R?). Logo, a
equacao ¢ satisfeita no sentido cldssico. Além disso, segue do lema 4.5.1 que |(u-&)(z)| = O(|z|™)
para |Z| — oco. Portanto, podemos aplicar o Principio do Méximo Forte (veja [29], capitulo 9) e
concluir que u - £ = 0.

Agora provaremos que u tem simetria helicoidal. Para isso, provaremos que para toda ¥ €
C (S R?)

/Q (@) - (DU (2)E(x))dar — /Q () - (RU(x))dz, (4.19)

com isso o resultado seguird do lema (4.2.1).

Tome ¥ € C°(Q; R3) e considere
/ u(z) - DY (x)¢(z)dx = —/(ul(x)(x281\111(x) — 1102V (2) + KO3V (x))+ (4.20)
Q Q

Fug () (201 Vo (x) — 2102 Vs(x) + KO3Vo (7)) + us(x) (2201 V3(x) — 210:W3(x) + KO3 V3(x)))dx.

Primeiro, provaremos que para toda ¥ € C°(€);R3),

[)(Ug(.f)([[‘gal\l/g(JZ) - IL‘laQ\Pg(CC) + Hagll/g(lf))dl’ =0. (421)
De fato, como w(z) = %(au?(x) — Qouy ())€(x) temos que para toda @ € C°(€); R3)
/QUJ(:L’) . q)(l‘) = —% /Q(Ug(l‘)(l’gaﬂbl(ﬂﬂ — 1‘181@2(1') — (I)Q(l’) + m@lég(x))— (422)

—U1 (a:)(:c282<1>1(:c) + (Dl (37) — 1'182(1)2(33) + Hagq)g(l')))dl'

Por outro lado, da defini¢ao de w = rot u temos que para toda ® € C°(R3 x R;; R3)

[ o@)-0() = = [ (@) @) - @)oo (4.23)
+uy (2)03Po(2) — us(x)01Po(x) + ua(x)01P3(x) — uy ()02 P3(x))dz.

Agora, tome U € C°(; R?) e considere ®(x) = (1, 72,0)V3(z) entdo (4.22) torna-se

/Qw(a:) - P(z) = 1 /Q(UQ(.T)(ZL’Qal(ZIIl\Pg(ZL‘)) — 112901 V3(x) — 2U3(2))—

K

—uy (2)(xew102V3(x) + 21 P3(x) — 2102 (22 Vs(x)))dz = 0.
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Por outro lado, a expressao (4.23) torna-se,

/w(m) - P(z) = —/(ug(x)xlég\llg(x) — ug(x)x103V3(x)+
Q Q

§u=0

+uq (I)x283\1f3(x) - u3(x)x281\113(x))dx = /Q(Uzg(x)(l’gal - x132 + lﬁa:;)‘l’:;(l’))dl’

As duas tltimas identidades juntas provam (4.21). Portanto, para provar que u tem simetria

helicoidal é suficiente provar que

- /Q(ul(x)(xgﬁl\lfl(x) — 2109V () + KO3V (x))+ (4.24)

+ug () (2001 Ws(x) — 210,V (x))da = / RY () - u(x)d.
Q
Como u - £ = 0 podemos reescrever (4.23)como,

/Q w(z) - B(z) = — /Q (211n(x) — w201 () 0Dy () — ruin () By (2)+ (4.25)

K
+ruy (2)03Pa(x) — (x1us(x) — 2oy (7)) 01 P2 () + Kug(x)01Ps(2) — Kuy (2)02Ps(x)) d.
Agora, como (4.22) é igual a (4.25) obtemos que

—% /Q (912 (2)01 D1 () + r11n ()0, B () — 1un() o () —
—up ()P (x) + 21Uy ()02 Po(x) — Kuy ()02 P3(x))dx =

= —1 /Q (1’1U2($)82(I)1($C) — /<;u2(x)(93(1>1(x) + /iul(ﬂf)agq)g(x) + Q32U1<SL’)81(I)2(13)+

R

+rug(2)01 P () — Kuy (2)02P3(x)) de.

Em particular, a dltima expressao vale para ®(x) = (Vo(x), =V (x), U3(x)). Portanto,

_% /Q(azzuz(:t)al\lfg(x) + Rug(2)01 Vs () + ug () ¥y () —

—up () Vs () — xquy () 0V () — Kuy ()0 Ws(x))de =

- /Q (21ua(2) 0 V2 (2) — Kua(2)03Wa(z) — Kun (2)03 W1 (x) — waur ()01 Ui (z)+

K

+rug ()01 V3(x) — kuy (2)02Vs(2)) de,
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que é equivalente a

/Q(x2u2(a:)81\112(95) — z1u ()W (x) — zquz(x)0 Wy (x)+

+KU2(IL‘)83\I/2(I’) + Iiul(l‘)ag\ljl(l') + l’gul(l’)al\I]l(ZE))dlE =

_1 /Q (—us ()W, (2) + w1 () Vs () da (: / RV (x) -u(w)dx).

K

Agora, combinando a tultima expressao com (4.20) e (4.21) provamos (4.24), isto é,

/Q DV (2)é(z) - u(z)da = / RY(z) - u(z)d.

4.6 Definicoes de solucgao fraca e equivaléncia entre elas

Nesta secao introduziremos a definicao de solucao fraca para as equagoes de Euler 3D com
simetria helicoidal e sem rodopio. Usualmente, para introduzir uma nogao de solucao fraca, faz-
se o produto interno das equagoes com funcoes teste, integra-se no tempo e no espaco e depois
integra-se por partes com o objetivo de transferir as derivadas da incognita para as funcoes teste.
Devido a simetria do problema, seremos capazes de ir um pouco além, usando uma técnica de
simetrizacao das integrais presentes na definicao de solucao fraca e com isso permitir que fungoes
com menos regularidade sejam solugoes fracas da equagao.

Comecaremos introduzindo a definigao de solucao fraca para a equacao de vorticidade
Ow~+ (u-V)w =

com dado inicial w°. Para isso, tome ¢ € C°([0,T) x Q;R) e faga o produto interno da equagao
acima com esta funcao teste e integre no tempo e no espago. Em seguida faga integracao por

partes para obter que

//@z)tm tmdmdt—i—/ /Vl/)tx ult, )w tmdmdt—k/@bxo = 0.

Wi, 5()) (x) e portanto,

K

/OT/Q/QVML“’) -u(t, z)w(t, z)drdt =
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[ Vot o) - (K@ —y) x S0t 1) ) wit, 2)dwdydt.
I NALEN ﬁ

Usando que K é uma funcao impar e que = e y sao varidaveis mudas, obtemos que vale a

seguinte identidade

/Q/QW(t, x) - (IC(:I: —y) X %) w(t,y)w(t, z)dedy =

—— [ [wutn- (k=) x ) wtopete pasan

K

Agora, usando que a - (b x ¢) = —b- (a X ¢) e a identidade acima, obtemos que

/Q/va(t, x) (IC(x —y) x ij)) w(t,y)w(t, z)dxdy =

B / / @ (Ely) % (V(t, o) — Vit y))w(t, y)w(t, ) dedy—
- /Q /Q W - ((E(x) = £(y)) x Vo(t,y)w(t, y)w(t, z)dzdy.

1
Defina Hy (1, 2,y) == 5-K(z —y)- (€s) % (V(t,2) = Vo(t,)) — (€() — () x Vi(t,p)).
A regularidade que w tem que satisfazer vird das estimativas obtidas para H,.
Introduziremos a definigao de solucao fraca para a equagao de vorticidade associada a terceira

componente guiados pelas contas formais feitas acima.

4
Definicao 4.6.1. Seja w € L? .. (S R), para algum p > — 3 tal que fQ x)dx = 0. Um campo

escalar w = w(t, z) € solucao fraca de
— =0 (4.26)
com dado inicial W, se

(i) we L=([0,T), L2, (% R) N LL_ (% R)) |

per per

(ii) o campo de wvelocidades, dado por u(t,x) = /IC(x —y) X %w(t, y)dy, pertence a

L=(0,T), I, (% RY), '

per

(i1i) e, para toda fungao teste 1 € C([0,T) x ;R), tivermos que
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/OT /Q (L, x)w(t, z)dzdt + /OT /Q /Q Hy(t, 2, y)w(t, y)w(t, z)dydzdt + /Q Wz, 0)w(x)dz = 0

onde

Hy(t, 2, y) = i’C(x —y) - (E(y) x (V(t, ) = Vib(t,y)) — (§(z) — £(y) x Vb(t,y)) .

Analogamente, introduzimos a definicao de solucao fraca para a equacao de vorticidade total

CcOomo segue.

0 4
Definigao 4.6.2. Seja w® = w'(z) = d (x)f(x), com W’ € L (Q;R?), para algum p > 3 tal
que fQ x)dx = 0. Um campo vetorial w = w(t,x) € solugdo fraca de
Dw
2 YRu=0 4.27
Dt kT ( )

com dado inicial W°, se

w(t, x)

(i) w(t,z) = &(x) comw e L>([0,T), LF, (Q;R3) N LL (4 R)),

» per per

(i) o campo de velocidades u(t,z) = [, K(xz—y) xw(t,y)dy pertence a L>([0,T), L2,.(S; R?)),

per

(iii) e, para toda funcao teste W € C([0,T) x Q;R3), tivermos que

/ /\I/ttx txdde/ //H\p (4, )t y)o(t, ) dadydi+ (4.28)

—|—/0 /QHq,(t,x,y)w(t,x)w(t,y)dxdt+/Q\II(O,x) cw (x)dr =0,

onde Hy(t,z,y) =
= @’C = Z{é VUi(t, x) = &(y) Vit ) — &(y)(E(x) — £(y)) x VGi(t,y)}

%’C(ﬂf —y) - [(€(y) = &(x)) x RU(t, z) — &(x) x (RY(t,y) — RY(L, x))].

€ H\Il(tvx7y) = 2%

Observagao . As integrais presentes nas definigoes (4.6.1) e (4.6.2) estao bem definidas. De fato,

para as integrais abaixo, usando a desigualdade de Hélder, obtemos que

(t,z)w t:vdxdt—{—/@/}mO x)dx

< [l ooy lwll oo oy 19 (0, | 2ol 20 < 00,
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\Ilt t,x) wlt a:)dxdt+/\11(0,x) cwP(z)dx| <
Q

< H‘I’t~£//€HLOO<Lq>||wHLw<LP> {10, )|z [w |z < 00,

1 1
onde — + - = 1.
p q

Ainda falta mostrar que as seguintes integrais sao limitadas,

/0 ' /Q /Q Hot, 2, ) (t, y)(t, z)dydadt, /0 ' /Q /Q Hy (£, 2, y)oo(t, y)o(t, o) dxdydt,

/OT/QH‘I’@’“‘Vy)w(tafﬁ)w(t,y)da:dt.

A ideia da demonstracao é dividir cada uma das integrais acima em trés integrais calculadas
em regioes especificas, a saber, Ry = {(z,y) € Q@ x Q : |z —y| < §}, Ry = {(z,y) € A x Q:
|t —y| > 6,|x] < R} e Ry = {(z,y) € A xQ: |xr—y| > |z] > R}. As técnicas utilizadas
para demonstrar que em cada uma dessas regioes as integrais sao limitadas estao descritas em

detalhes na demonstracao da proposicao 4.8.1, por isso estas contas serao omitidas aqui.

O resultado a seguir diz que basta resolver a equacao de vorticidade para terceira componente
e é esse resultado que nos permite obter existéncia global no tempo de solucoes fracas ja que a

equagcao de vorticidade para terceira componente é uma equacao de transporte.

Proposicao 4.6.1. Uma fungao escalar w = w(t,z) € solugao fraca de (4.32) (no sentido da
1

definicdo 4.6.1) se e somente se w, definida por w(t,x) = —&(x)w(t,z), for solu¢ao fraca de
K

(4.27) (no sentido da definicdo 4.6.2).

Demonstragdo. Suponha que w seja solugao fraca de (4.32), entao w € L>([0,T), LE_ (Q;R3) N

per

L..(R)), o campo de velocidades u(t,z) = [,K(z —y) x w(t,y)dy pertence ao espaco

per

L>=([0,T), L2,,(€;R3)) e para toda funcao teste 1 € C°([0,T) x 2;R) temos que

per
//wtta: tazdazdt—l—/ //H¢txy (t,y)w (txdyda:dt—l—/wxo =0.
w(t, ) :
Portanto, w(t,z) = Tﬁ( x) satisfaz as condigbes (i) e (ii) da defini¢ao 4.6.2. Assim,

para mostrar que w é solucao fraca de (4.27) resta apenas verificar que toda fungao tese ¥ €

C>®(R3 x Ry;R?), vale a seguinte identidade,

/OT/Q\I;t(t,q;)~w(t,x)dxdt+/OT/Q/QH\I,(@;(;yy)w(t,y)w(t,:c)d:cdt—i—
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—l—/o /S)H\p(t,x,y)w(t,x)w(t,y)d:vdydt—|—/Q\II(O,x) -w(z)dr =0

Observe que,

/ /\I/tt:v w(t, x)dxdt = / /\I/ttx (x9, —21, K ) wit, x)dxdt
K

/ /{ (oW1 (t, ) + (—21 Vo), (t, ) + (I{\Ifg)t(t,fﬂ)}@dl'dt.

1
Defina ®4(t,z) = —:EQ\I/ (t,x), Po(t,x) = ——21Vs(t, z) e P3(t,x) = V3(t,z). Substituindo
K

Dy, Py e O3 na ultlma expressao obtemos que

Wt ) s —

/0 /Q{(xz\lfl)t(t,x) + (—21Wo)(t, ) + (kV3),(t, )}

/0 /Q (P1)e(t, 7) + (Do)s(t, ) + (P3)s(t, 7)) w(t, ¥)dwdt =

—Z// w(t, z)dxdt.

Além disso, é facil ver que

Hy(t, 2, 9) Zg Ui(t, z) — &Gi(y) V(L y))—
Z ) % E(y) V(L y) =
-5 D= &) x (VEi(tx) = Vi(t.y) — R(V(1,2) — W(t.y)))-
w S () — E)) x (Vi(t,y) — RU(L, ).

=1

Portanto, da ultima identidade e da definicao de H segue que

/OT / /JHW’ ©.y) + Ha(t,2.9))olt, o) (t, y)dudyds =

_Z / / / X (Vi(t, x) — Vi(t, ) (t, y)o(t, ) dadydt—
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T K(x —
B 121/0 /Q/Q% ((&(x) —E(y)) x VO,(t,y))w(t, y)w(t, z)drdydt =

= ZZS;/OT/Q/QH@(:C,y,t)w(t,y)w(t,x)dxdydt.

Por fim, é claro que

0(0,1) - w(@)de = | U(0,2) - (22, —1, H)de - 23: 0,(0, 1) (x)da.
J J

K
i=1 Y

Logo,

/T/\Ilt(t,$)-w(t,$)dxdt+/T//Hq,(t,ﬂi,y)w(t,y)w(t’x)dxdt_i_

/ Hy (t, z,y)w(t, x)w(t, y)d:cdydt—l—/Q\I/(O,x) cw(z)dr =

// Wt 2)w tmdmdt+2/ //H¢tmy (t, y)w(t, z)dzdydt+

—I-Z;/QQ(O,x)wo(w)da:

Mas é claro que a expressao acima ¢ igual a zero ja que w é solugao fraca de (4.32) e cada

uma das fungoes ®; é funcao teste. Portanto, w é solugao fraca de (4.27).

t
Reciprocamente, suponha que w seja solugao fraca de (4.27). Entao, w(t,x) = wl ’x)é“(x)
K
com w € L>([0,T), L2, (Q;R*) N L. (2 R)), o campo de velocidades u(t, z) = [, K(z —y)

w(t,y)dy pertence a L>([0,T), L2, (Q;R?)) e para toda fungao teste ¥ € Cffo([O, T)x Q;R3), w
verifica (4.28). Portanto, w satisfaz as condigoes (i) e (i) da defini¢do 4.6.1. Assim, para mostrar
que w é solucao fraca de (4.32) resta apenas verificar que toda funcgao teste » € C2°([0,T) x ; R),

temos que

/OT/Q@Dt<t,$)w(t,$)d$dt+/oT/ﬂ/Q’}-[w(t;p’y)w(t,y)w(t,fﬂ)dyd{l?dt+/Q@/J(%O)wo(x)dx:0.

Observe que w verifica (4.28) para toda fungao teste ¥ € C°([0,T) x ;R?), e em particular,
para toda funcao teste da forma W(¢t,z) = (0,0,¢(t,z)). Portanto, para toda fungao teste
e CX(]0,T) x Q;R) podemos definir W(¢,x) = (0,0,9(t,x)) e obter que

O:/OT/Q\I/t(t,x) -w(t,x)d:cdt—i—/OT/Q/QH\p(t,:c,y)w(t,y)w(t,:c)d:cdt—i—
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_|_/OT/Q/Q]I-]Lp(t,x,y)w(t,x)w(t,x)dmdt+/Q‘IJ(U,H?)'wo(l")dx,

como, neste caso, RV = 0 e Hy = Hy, segue que

O:/OT/th(t,x)w(t,x)dxdtnL/OT/Q/QHw(t,x,y)w(t,x)w(t,y)dxdydt—|—/Q@D(O,x)wo(x)dx.

Portanto, w é solugao fraca de (4.32). O

4.7 Sequéncia de aproximacoes

Nesta secao vamos ver como construir uma sequéncia de solugoes suaves para a equacao de
vorticidade e obter estimativas desta sequéncia com o intuito de obter convergéncia da sequéncia
no espaco adequado. Com estas estimativas em maos provaremos na proxima se¢ao que o limite
obtido serd uma solugao fraca do problema.

Considere ¢ o molificador usual em R?, i.e., p € C°(R*;R), 0 > 0 e [p, o(x)dz = 1, e defina
on(z) = n®o(nz). Considere também ¢ € C*(R;R) tal que ¢ > 0, [, <(t)dt = 1, com suporte
compacto em (—km, k7) e defina

+o0
Gu(t)=n Z s(n(t — 2mki)).
i=—00
Logo, pn(x) = 0n(Z)sn(23) é um molificador em R? periédico em z3. Seja w € LY, .(Q), definimos

sua molificagao por w,(z) = (p, * w)(x). Temos que w, satisfaz as seguintes propriedades
(1) w, € C=(Q;RY),

(i) wp(r) = w(z) em LI, ().

per

Recordamos a notacao introduzida no inicio do capitulo que serd utilizada no teorema a

seguir, V. (R?) = {u € H,.(R?) : div u = 0}.

per

Teorema 4.7.1. Dada u® € V% (), com k > 4 eziste T° = T°(||u’|| gr)) > 0 tal que, para

per
todo T' < T° existe uma tnica solugao u € C'([0,T];V,\.(Q)) das equagées de Euler 3D. Além

disso, se u® tiver simetria helicoidal e for ortogonal as hélices entdo a solucdo u também terd

simetria helicoidal e serd ortogonal as hélices.
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Demonstracao. Fixe 6 € R e defina v(t,z) = R_gu(t, Spx) e q(t,z) = p(t, Spx). Observe que

valem as seguintes relagoes
Ow(t, z) = Oy (R_gu(t, Spz)) = R_gOu(t, Spx),

(v(t,z) - V)v(t,x) = (R_gu(t, Spx)) - V)(R_gu(t, Spx)) =
=R o((u- V)u)(t, Sex)
e Vq(t,x) = V(p(t, Sex)) = R_4gVp(t, Spx).

Portanto,

Ow(t, )+ (v(t,z) - Vv(t,x) + Vq(t,z) =
= R_g[0u+ (u-V)u+ Vpl(t, Spx) = 0.

Como u° tem simetria helicoidal entao u®(z) = R_gu®(Spz). Por outro lado, v(0, z) = R_yu’(Syx).
Portanto, por unicidade de solugao, temos que u(t,z) = v(t,z) = R_gu(t, Spx) donde segue que
u tem simetria helicoidal.

Agora, observe que u - £ satisfaz a seguinte equagao de transporte,
Dhu-€) + (u-V)(u-€) =0

com u suave e com dado inicial (u-&)(t = 0) = u°-¢ = 0. Entao, u-£ = 0, ou seja, u é ortogonal

as hélices. O]

Teorema 4.7.2. Seja {w)}, uma sequéncia de campos escalares suaves em L? . (Q,R®) para

algum p > 3. Entdo, para cada n € N, existe uma solu¢ao suave w, € L>®([0,00); L2 ..(Q,R))

de (4.32) com dado inicial W°. Além disso, a sequéncia {w,}, € uniformemente limitada em

L®(R,, L2, (4 R)).

per

n

1

Demonstracdo. Par cada n € N defina vl (z) = /lC(x —y) X (—f(y)wg(y)) dy. Entao, pelo
Q K

coroldrio 4.5.1, temos que u € Vp’“er(Q) para todo £ € N. Sendo assim, podemos aplicar o

teorema 4.7.1 e obter que, para cada n, existe T° > 0 tal que, para todo T < T existe uma

tinica solucao u, € C'([0,T];V,;.(Q)) das equagoes de Euler 3D. Além disso, para cada n, uy,
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tem simetria helicoidal e é ortogonal as hélices. Portanto, para cada n, w, = rot u, ¢é solucao

de (4.27) e portanto, pela proposigao 4.6.1, w, é solugao de (4.32). Logo, wy(t, X (a,t)) = wl(a)

n

onde X (a,t) é a trajetoria de particulas definida por

dX (a,t)
dt
X(Oé, t) ‘t=0 =

= u(X(a,t))

Disso segue que
/ |wn (t, 2)|dx = |w? (a)|9de, Vg >1
Qt Q0
e como {2 é um dominio material temos que

lwn(t, )l zr@) = llwnllze) < C:

Além disso, temos que

lwn(t, Mz (@) = llwnllze@o) < C)]w’lz,,

per’

De fato,

jwn(@)] =

[ onte =y <>dy'g(/|pnx— |pdy) (/|w |de) "

<ot ([ et - istotes —vrar) ([ rwray) <
<o ( R3|g<s><<z3>|p’%dz)1/p/ ([ 1wra) " < on g,

Como € é um dominio material e [|w°|| 1z, (o) < C temos que [|wy(t, )|z < C(n).

Como w,(t,z) = lwn(t, x)&(x) entao,
K

lwn(t; )l = —Hwn( JEC) e = = sup WL(@E(X (1 a))] =

K (IS

~ 1w [wa(@)E(X (8, a))| < Cllwpllz~  sup  [X(ta)l.

K ae supp wd a€ supp wd

Defina R,(t) = sup |X(t,«a)| e observe que para todo o/ € supp w?, temos que

a€ supp wl

<

iX(t, @)

d /
— <
dt|X(t’a )| < sup \X(t a)| sup |-

a€ supp w9 dt a€ supp wl
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< s / KX (2 ) — )IE@W) lon () |dy <
| X (t,0)—y|<2R™(t)

a€ supp wh

< sup / (X (2, 0) — 9)]1€(0) oon (9) [dy+
| X (t,0)—y|<drm

a€ supp wd

+  sup X (E @) = )lIE)]|wn(y)|dy <

a€ supp wd /457r§|X(t,a)—y|§2R”(t)

1
< sup /
a€ supp w J | X (t,a)—y|<dkm |X<t7 O'/) - y)

|2(I’t] = X(t, )] + [E(X(t, @))])wa () dy+

1 5 ~
+ sup / B —r T I e
o€ supp wd J| X (t,o)—y|<dkm |X(t7 Oé) - y)|

+C  sup

/ ) llen(w)ldy <
a€ supp wd J 4k <| X (t,a)—y|<2R™ (t)

WpllLe  su - - §(X(ta)) E(X(t, a))
IO ORI U v o R O il <)

+OR,(t)|wnl[ 21 < C(lJwnllze + llwnll1) Ba(t) < C(n) Ra(t).

Logo,

d

SIX(t,0')] < Cn)Ra(t).
Portanto,

| X (¢, )] <]X(0,a)] +C’(n)/0 R, (s)ds.

Tomando o supremo em o € supp w® da identidade acima, obtemos que
t
Ra(t) < C + C(n) / Ro(s)ds.
0

Assim, pelo lema de Gronwall (veja, por exemplo, [19]) temos que R, (t) < Ce“™* Donde
concluimos que [|w,(t, )|z~ < A(n)eC™.
Entao,

t t
/ Hwn(57 ')”LoodS < A(n)/ ec(”)sds < A(n)eC(n)t.
0 0
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Portanto, pelo teorema de Beale-Kato-Majda (teorema 1.4.3) concluimos que as solugoes
suaves w, existem para todo t € [0, c0). Disso segue que as solugoes suaves w;,, de (4.32) existem

globalmente no tempo para todo n. O]

Corolario 4.7.1. A sequéncia {wy,},, obtida no dltimo teorema, converge fraco-x para w em

L>(R; LP, (4 R?)). Além disso, lw(t, )y, < C.

per

Demonstragao. Como temos que |lw,(t, )|z, < C para todo t entdo existe um subsequeéncia,
que denotaremos por w,, que converge fraco-* em LOO(R Ly, (€ R3)) para um limite w.
Para provar que [|w(t, )| < C, defina p,,(E) = [, wy(x)dz para todo E € B(2),que é uma

medida de Radon finitas quando w, € L. Lembre que a defini¢do da variacao total de uma

medida v é
|V|(E) = sup {Z |V(E;)| : E; dois a dois disjuntos , E = UfLEz} :
Se v é uma medida de Radon finita a seguinte igualdade vale:

W|(E) = sup {/Qudy € Co(E), |Julle < 1} |

Primeiro provaremos que |p,|(Q2) = ||wn(t,-)||1. Tome u € C.(2), entao

/Qudun = /QU(l’)wn(t r)dr < J|ulloollwn(t, )l < [lon(t, )l

portanto |u,|(Q) < |lwn(t, )|

Para a desigualdade oposta usaremos a definigao de variacao total. Considere F; = {x € Q :
wa(z) < 0} e By = {2 € Q: wy(x) > 0}. E claro que Ey e E sdo disjuntos, By U Ey, = Q e
|n (Ex)| + | (E2)| = [lwn(t, -)[[1, portanto [un[(€2) = [lwa(Z, )]s

Lembre que BM, o espaco de todas medidas de Radon finita, é fraco-*x compacto. Como
|1n] () = |lwn(t,-)]|1 < C temos que existe uma subsequéncia, denotada por u™, que converge

fraco-* para p, o que significa que para toda u € Cy(€)

lim /ud,un:/ud,u.

/Qud,un:/gu(a:)wn(x)d:c
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4.8. Teorema de existéncia I: vorticidade balanceada

e como why(t,-) = w(t,-) em LP entdo dy = w(x)dz.
Como a variagao total de uma medida é uma funcao semicontinua inferior com respeito a
topologia fraca-* e j, — p segue que |u|() < lim,_, |u.](Q) < C. Mas nés ja sabemos que

lw(t, )llr = [ul(2) portanto [jwn(t, )l < C. O

4.8 Teorema de existéncia I: vorticidade balanceada

Nesta secao provaremos o teorema de existéncia de solucao fraca para Euler 3D com simetria

helicoidal sem rodopio como segue enunciado abaixo.

4
Teorema 4.8.1. Sejaw® € [P (Q;R), para algum p > 3 tal que [, w°(y)dy = 0. Entdo existe

c,per

uma solugao fraca w = w(t, ) de (4.32) no sentido da defini¢io 4.6.2.

A condicao de vorticidade balanceada é uma hipdtese necessaria pois apenas neste caso
podemos escrever a velocidade em termos da vorticidade usando a lei de Biot-Savart introduzida
na secao 4.5.

A demonstragao do teorema se resume aos seguinte passos:

(i) construir uma sequéncia de aproximagcoes do dado inicial;

(ii) construir uma sequéncia de solugdes para a sequéncia de dados iniciais obtida no primeiro

passo;
(iii) provar que a sequéncia de solugoes converge;

(iv) provar que o limite é solucao fraca do problema em questao;

Os trés primeiros passos ja foram feitos na segdo anterior. A proposi¢ao a seguir fornecera o

ultimo passo da demonstracao.

Proposicao 4.8.1. Seja {w,}22, uma sequéncia suave de solugoes de (4.32) satisfazendo as

sequintes propriedades

(i) w, € L2 (2 R), para todon, e {w,}5°, € uniformemente limitada L>([0, 00), L, (2; R))

c,per per

para p > %,’
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4.8. Teorema de existéncia I: vorticidade balanceada

Y 00
(i) o campo de velocidades u,(t,x) = [, K( ) x E(y) (/@ >dy € L>=([0,00), L2, (4 R?)),

tem simetria helicoidal (no sentido da definicdo 4.2.1) e € ortogonal as hélices.

Entdo, w, — w em L*([0,00), L2 (% R)) e o limite w é uma solugio de (4.32) no sentido da

(QR?) e u(t,z) = [, K(xz —y)

per(

definigio 4.6.1. Além disso, up, — u em L>([0,00), Lj,, v
w(t,y

)04y

Demonstragdo. Como por hipétese temos que |||, < C uniformemente em n, entdo w, — w
em L>([0,00), L2, (R?*; R?)). Para ver que o limite w ¢ solucao fraca de (4.32) observe que, como

per

wy € solucdo de (4.32), vale a seguinte expressao

/0 N /Q Vi (t, ) wn (t, ¥)dxdt + /0 N /Q /Q Hoy(t, 2, y)wn(t, y)wn(t, z)dydedt+

—l—/Qw(O,x)wn(O,:v)d:B =0,

para toda funcao teste ¢ € C°([0,00) x ©;R). Se provarmos que podemos passar ao limite a

ultima expressao para n — oo e que vale a seguinte identidade

lim {/Ooo/gzwt(t,x)wn(t,x)d:pdtJr/OOO/Q/S)H¢(t,x,y)wn(t,y)wn(t,x)dydde (4.29)

—|—/Qw(0,:v)wn(0,x)dx} :/Ooo/gzwt(t,x)w(t,x)dxdt+

v /O b /Q /Q Holt, 2, 9w (t, y)olt, @) dydadt + /Q 0(0, 2)w(0, 2)dx

entdo obteremos que w é solucao de (4.32) no sentido da defini¢ao 4.6.1.

Como w, — w em LP_ (), é claro que

per

nh—flolo/o [)wt(t,x)wn(t,x)dxdt:/o Awt(t,x)w(t,x)dxdt

lim @D(OanOwdm—/wOm (0,x)d

n—oo Q
para toda funcao teste ¢ € C°(R x ; R).
Agora sé falta passar ao limite o termo / / / Hy(t, z, y)w(t, y)w(t, x)dydedt.
aJo
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4.8. Teorema de existéncia I: vorticidade balanceada

Tome 1) € C(R x ;R). Fixe p > 0 tal que supp ¥ C C(p), onde C(p) = {z € R3: |z] <
p elrs| < wr}. Defina

1
oy = ———
16m3K3

1
o= ——
1673 K3

/ on ()t ()i,
C(p)

/ w(@)0st(2)da,
C(p)

E claro que a, — o e do coroldrio 4.7.1 temos que |a| < C.
Dado 0 < 0 < 1 e R > 2max{p,2rk} defina as fungdes ¢s : [0,00) — [0,1] e (g : Q@ — [0, 1]

CcOomo

1, r<§
s(r) =4 suavee <1, §<r<2§ (4.30)
0, r > 20.
1, || <R
Cr(z) = ¢ suavee <1, R<|z|<2R (4.31)
0, |z| > 2R.

Agora, considere a seguinte decomposi¢ao
//Hw(t,x,y)wn(t,y)wn(t,x)dydm://H¢(t,x,y)g05(|x—y|)wn(t,y)wn(t,x)dydx+
QJao Jao

+/ / Hy(t, z,y)(1 — ps(|z — y]))wn(t, y)wn(t, 2)dyde = I + I}
aJo

Lembre da definicao de H,:

Hy(t, 2, y) = i’C(x —y) - (E(y) x (V(t,z) = Vi(t,y)) — (§(z) — E(y)) x Vb(t,y)) .

Observe que

7| < / / Ho(t, 2, 9 0s(( — ) wn(t, )| b, 2) dyde <

1 1
SC//( 4+ — +1) x —y|)|wn(t,y)||wn(t, x)|dyde <
[ (g g+ L) #olle — ket )t 2)
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4.8. Teorema de existéncia I: vorticidade balanceada

laon (2, )l <

/

p

H K_ T 1) ws(l-1) *wn] (t, )

usando a desigualdade de Young generalizada para — + — =1+ —
s P p

HC—+ 1) el

lleon (¢, )l lloon (2, )l

S

Para s < 2 temos que

(GREEREE
///255@5 81n9drd9d¢+/_m/ /25( +1)|¢(r+|z|)|rdrd9dz_
—n [t van [T (L1) ot s irara: <

26 25 /1
< 47/ r2=Sdr 4+ 27r/ / (— + 1> rdrdz <
0 —7Kk J O re

26 r2-s r2 26
+ 47K ( + —) <CO* 7+ 875+ 6%).
0 2—s 2

1 1
< [ (e +1) lostiabrae -
. ’SL’|S 7|s

3—s

<Ar

4
Portanto, |I7'| < C(6*7°46°*+0%)||lwa(t,-)||2. Lembre que parap > 3 temos que [jwy (¢, )|, < C.

2
Além disso, como p = 5 i ] (isto segue da desigualdade de Young generalizada) e p > 3 temos
5 —

3
que s < 5. Portanto, I = O(0).

Agora vamos estimar I3. Como [, w,(t,z)dz = 0, podemos escrever I} como
ng/(/ﬁwwawu—wxm—m»MUWMy—%)wﬂwa
o \Jo

Decompomos [} como

1 = [ (] Hoteana = osle = sDhen(t)dy - ) Gulohen (v, )t

—l—/Q (/Q Hy(t, 2, y) (1 — ws( — y]))wn(t, y)dy — Oén) (1 = Cr(@))wn(t, x)dx = I3y + I3.

Comecaremos estimando [3;. Decompomos a integral como

i = [ ([ et = ealle — iD)Ga)ontt, ) ) a2+
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4.8. Teorema de existéncia I: vorticidade balanceada

—i—/Q (/Q Hoy(t, 2, y)(1 = ws(|lz —y))(1 = Cr(y))wn(t, y)dy — an> Cr(z)wp(t,x)de =1"+ J"

Podemos reescrever I como

1= [ Holta)(1 = eslle = sD)GR)Cr) 8 )it 2)

Observe que a funcao f(t,z,y) = Hy(t, 2, y)(1 — os(Jr — y]))Cr(y)Cr(z) € CX(R x Q x Q).

Portanto podemos passar o limite quando n — oo e obter que

tim 1= [ [ Halt. )0 = gl = uD)CR)Cale)et p)ett D)y

Vamos estimar H, em J". O integrando de J" se anula para todo |y| < R. Portanto,
1
y € C(p)° e entao Hy(t,z,y) = Q—IC(x —vy) - (&(y) x V(t, z)). Agora, observe que Vi) se anula
K
para todo x € C(p)°. Portanto, é suficiente estimar #H,, para |y| > R e x € C(p). Neste caso,
lyl

- lyl
|;z:—y|2|y|—\x]276|x—y|2]9£—y[—27mzz. Logo,

Holts,9) = 5 Klw = y) - (€)X Vo(6,2)) = 5-Kae = ) - (€(y) x Vib(t,2)) -

5Kl = 3) - (600) X T9(0:2) = Gr = s TV (€ly) x Tule o) =
= Gl - 167:3/€3 |fi‘ _1 ?j|2 ((j: - g: 0) ’ (g> 0)83¢(25,!L‘) + H(Zi‘ - ga O) : (_aQw(twr)a 81w(t7$)’ O)) -

P SN o
=Gy 167313 If—gJIQ( |$ yl a3¢(t,x)+(x y,O) (17,0)8377/)(t,x)+

1
+41(Z = §,0) - (=020(t, ), 01(t, 2),0)) = G1 + maﬂb(ta z) + Ga
onde
1 1
61l = | peFate =) (6t x Vutea)| < c 2 < oo
€
1 . .
6ol = | St = (@ = 300 (5. 0)0hw )+

1

+ K(j - ﬂ,O) ’ (—82’9Z)(t,$),81’17/}(t,$),0))| < C’y‘ .

Entao podemos reescrever J" como

7= [ Hottr.)(1 = Gnlo)on b, 0)Cala)in(t )y = v, [ ot ) =
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4.8. Teorema de existéncia I: vorticidade balanceada

-/ ( / m(t,x,y)cm)wn(t,a:)dx) (1= Ganlu)n(t: )y = s [ G, 2)do =
= [([(©:+ Gointwnntt. )iz ) (1= Gantyen(t )i+
# [ ([ gmmmubtta)iatelonta)is ) (1= rlo))on(tn)d - an | Crlolint oo =
= [ ([ 61+ Godiutoronttsanis ) (1= o))ty
[ anlt = calwan(t. iy — e [ Crloan(e, )i

e obtemos a seguinte estimativa

<

] < / / (1G] + Gal)Ca (@) [wa b, 2)[(1 — Cor(y))|wn(t, ) dxdy +

/CR x)wy (t, x)d
lim/CR(x)wn(t,x)dx :/CR(x)w(t x)dx
moJa Q

Usando o Teorema da Convergéncia Dominada e o corolério 4.7.1 obtemos que

lim /CR txdx—/ w(t,z)dz = 0.
R—o

Para estimar I}, observe que 1 — (g(z) = 0 para todo x € Q tal que |z| < R. Portanto é

ap, /Q Cr(x)wy(t, x)dx

< S
~ R

C /Q Cr(@)wn(t, 2)dz | .

C
< Fllent, I+

E claro que

suficiente estimar H,, for || > R. Como R > 2p temos que

i’C(%‘ —y) - (€(y) x (=V¥(t,y)) = (£(x) = £(y)) x V(L. y)).

Hw(t,a:,y) = Ve

Entao H,(t,z,y) = 0 para todo y € 2 tal que y € C(p)“.

||

Para |z| > R ey € C(p) temos que |z —y| > % e |z —gl=|r—y|l—2mk > e Entao,

1= gs(jz —yl) =

Podemos reescrever H,, como
Hy(t, 2, y) = i(lﬁ(aﬂ —y) = Kalz —y)) - (§(y) x (=V(t,y)) — (&(z) — &(y) x V(t,y)) =

= i(iﬁ(w —y) - (=E(y) x Vp(t,y) — (E(x) — E(y)) X V(t,y)) + Kalz —y) - £(y) x VO (t,y))+
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4.8. Teorema de existéncia I: vorticidade balanceada

o Kalr —y) - ((6(2) — ) X Vi(tp) = Fi + B

Observe que para |x| > R ey € C(p),

1 1 1 1
il <C r— <C
RSOyl + 1 =i + =l < C (75 + 3)

1 (@-90)

F, =
2T 1mkd 7 - g

(6) =€) % Tulty) = 100t )

Logo,

%ﬂséémwmmmmu—@mm%mmwm+

+

(/C(p) Fow,(t,y)dy — an) (1 — Cr(2))wn(t, 2)dz| <

// ( > |wn (&, I(1 = Cr(@))|lwn(t, 2)|dydz <

<C (% }1%) lm(®, )2 < C (}; + ;%) O(R™).

Até agora obtivemos as seguintes estimativas:

/g;/ﬂ%d;(t, x, Y)wn(t, y)wy, (t, x)dydx = I + 13,
I = 0(),
=1+ 1,
=1+ e

1= [ [ Holta)(1 = eslle = sD)Gr(0)Cr)n b )it 2) e,

)

J"=0FR ") +C

[ entt.a)iatarts

I = O(R™).

Agora, podemos passar ao limite quando n — oo e obter que

lim / / Hy(t, x, y)wn(t, y)wn(t, 2)dyde = lim (17 + 1"+ J" + 13,) =
QO n—oo

n—oo

=49®)+1m1/1/?ﬂﬁt%yxl—qwﬂx—yDﬂh@DﬁwﬂwMty%m@ﬁwdmm+

n—oo 0
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4.8. Teorema de existéncia I: vorticidade balanceada

+O(R™") + C lim

n—o0

— /Q/QHw(t,a:, ) (1 = o5z — y)))Cr(y)Cr(z)w(t, y)w(t, 2)dyda+

+O(R™) =

[ entt.a)iatorts

+O() + O(R™) + C

[ tt.o)iata)aa

Portanto,

n—o0

lim /Q /QHw(t7 T, y>wn(t, y)wn(t, x)dydgj =
— /Q/QHw(t,x, ) (1= @5z = y]))Crly)Cr(z)w(t, y)w(t, )dyda+

+O00) +O(R Y +C

/w(t,z)CR(a:)da:
Q

Como o lado direito da ltima igualdade nao depende de R e  podemos passar ao limite

quando R — o0 e § — 0,

lim//Hw(t,x,y)wn(t,y)wn(t,x)dydx:
aJa

n—o0

_— (/ / m@,x,yxl—m\x—y\>><R<y><R<m>w<t,y>w<t,a:)dydx)+

R—00,0—0

=t (] Aottt = eslle = sD)or() ettt s ).

R—00,6—0

+  lim (0(5)+(9(R—1)+C

R—00,0—0

[ tt.o)iala)aa

Temos que
/Q/Qm(t,x,y)w(t,y)w(t,x)dydx = /Q/Qm(t,x,y)%Qx Dt y)w(t, 2)dyda+
[ ol )1 = slle = s G(0) o)t gl )+
+/Q (/Q Ho(t, 2, 9) (1 — @5l — y) (1 = Crly))w(t, y)dy — a) Cal@)w(t, 2)do+
+/Q (/Q Hy(t, 2, 9) (1 — o5(Jz — y|))w(t, y)dy — a) (1 — Cala))w(t, 2)dz =

usando o mesmo raciocinio usado para provar as estimativas envolvendo a sequéncia w,,
=00 + [ [ Holtwp)(1 = galle = sD)Cnw)Caloalt, yholt,z)dydo
Ja
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4.8. Teorema de existéncia I: vorticidade balanceada

+ (O(R_l) +C /Qw(t,x)CR(x)dx ) +O(R™).
Portanto,
/Q/Q”HT/,(t, z,y)w(t, y)w(t, z)dydx =
= im0 gl = D)r)Cale)et y)o(t 2y

Finalmente, concluimos que

lim//H¢(t,x,y)wn(t,y)wn(t,x)dydx://Hw(t,x,y)w(t,y)w(t,x)dydm.
"o JaJa QJQ

Agora, vamos mostrar que u,, — u em L>([0,00), L2 (Q;R3)) e u(t,z) = / K(x —y) x
Q

loc,per
w(t,y) : _ s . .
¢(y)——dy. Fixe R > 0 e defina Up = {x € Q : |Z] < R}. Sejam 0 < § < R e s, definida
K

em (4.30), logo

) = utt Moy = || [ 1t = ) x Wi ft.) - wtepay| do <
<2 [ | [ este =t =) x S wn0.0) — ottt s
e2 [ ][0 gute = piie =) x S (t) —wtt)ay| do =70+

Comecaremos estimando Z7'. Observe que como o integrando em 77" é diferente de zero

apenas quando |z — y| < 2J entao [£(y)| < |x — y| + || <20 + R < 2R, logo

7 < C(R) / ( / s — 9)|IK(x — )] wnlt, ) —w(t,y>|dy) dx < O(R) 05K allwn — oo

Ur
.y . . . . 11 1
na tultima desigualdade utilizamos a desigualdade de Young generalizada, onde 1 + 5= 7 + —.
qg P
4 4 3
Como p > 3 entao ¢ < 3<% logo ||psKllLe = O(6°%), com s > 0. Além disso, ||w, — w|[zr <

llwnllze + ||w||» < C. Portanto,
I = 0O(6°) = 0, quando § — 0.
Agora vamos estimar Z3. Lembre que K = Ky 4 K, logo

1y < 4/U /Q(l —ps(z —y))Ki(x —y) X gsf—y)(wn(t,y) —w(t,y))dy| da+
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9 0 1,0) ol ))dy| e =

4 /
Ur

/Q (1 - pslz — 9)Kalz — y) x

:4/ |f;(t,x)|2da;+4/ | F2(t, x)|*d.
UR UR

Vejamos que Fl(t,x) e F2(t,x) convergem a zero quando n — oco. De fato, observe que como

1 — @s(x —y) é diferente de zero apenas para |z — y| > J entao

(1= @s(z —y)Ki(z —y) x &) = [(1 — s —y)Ki(z —y) x (£(y) — &(x) +&(x)) <

1 L 1 1
< Ol -l + lga)) scm)( " )

[z -9l |z—g

Logo, (1 — ps(x — y))K1(z —y) x £(y) € L7, para todo r > 2. Além disso, w, — w em L¢, para
todo 1 < ¢ < p, logo, podemos escolher ¢ de tal forma que 1 < ¢ < p e ¢ > 2 e portanto temos
que FL(t,z) — 0 quando n — oco.

Agora vamos provar a convergéncia de F2. Fixe M > 0, M > R e considere (y, definida

em 4.31. Vamos dividir a integral da seguinte maneira

Flt0) = [ (1= e = )Mt =) x S 1) — wlt )t

£(y)

+ /Q(l —ps(r —y))(1 = Cur(y)) Koz —y) ¥ T(wn(t, y) —w(t,y)dy = J'(t,z) + T5' (¢, z)

~ . *
Para mostrar a convergéncia de J! lembre que w, — w em L' e observe que f,(y) =

(1 —ws(x—y)Cu(y)Ka(x —y) x W) € Cy(92) para todo = € Ug, logo

K
Ta(t,x) = /Qfx(y)(wn(t, y) —w(t,y))dy — 0 quando n — oo.

Finalmente, observe que

Kalo =) % S — = 0.0) X (600) ~ €0) €)=
-t T (6= 3,0) X £(2)

16733 16m3K3 [T — g|?
Além disso, como x € Ug entao (1 — ps(x —y))(1 — (u(y)) = (1 — Cu(y)). Logo,

1

 1673K3

T2t 7)) < ‘ = Gttt ) — it o))y +
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4.8. Teorema de existéncia I: vorticidade balanceada

n / (1= Culy))

(lon (&, 9)] + |w(t, y))dy <

L
| — g

C
/(1 — () (wn(t,y) - w(t,y))dy' +

< |-
_‘ 1673 K3

Observe que, como [, wy(t,y)dy = 0= [, w(t,y)dy e (ur € L” entdo

lim [ (1 —Cu(y)(wn(t,y) —w(t,y))dy = — lim / Cv(y)(wn(t,y) —w(t,y))dy = 0.

n—oo Q n—o0

Logo, lim J2(t,x) = O(M™").
n—oo
Portanto,

lim F2(¢t,z) = lim lim (J.(t,2) + J2(t,z)) = 0.

n—00 M—00 n—r00
Dessa forma, mostramos que F.(t,x) e F2(t,x) convergem a zero quando n — oco. Além

disso, segue dos célculos anteriores que

1 1
Pt )| < Cll(L = @5)Ka(z = ) X &l o [lwn — w]lza < C(5), onde Ty basred>2

1
P20 17300 17200 < (Il + 7 ) len = ol < OO

Portanto, pelo teorema da Convergéncia Dominada, concluimos que

lim (/ |]:é(t,a:)|2d:v+/ |.7:2(t,$)|2dx) =0.
n—00 Un Un

Finalmente, concluimos que

lim [ (1, ) = u(t, |2y = lin (T3 +T3) = 0.

n—o0

Nao é dificil ver que todas estimativas utilizadas eram uniformes em ¢ e portanto,

T lfun(t, ) = u(t, 2wl oo = 0.

Logo, u, — u em L*>([0,00); L (Q,R3)). O

loc,per
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4.9 Teorema de existéncia II: caso geral

Nesta secao, provaremos o teorema de existéncia de solugoes fracas das equagoes de Euler 3D
com simetria helicoidal sem rodopio no caso em que a integral da vorticidade inicial nao é nula.
Na secao anterior provamos o teorema de existéncia de solugao no caso de vorticidade balanceada
pois apenas neste caso podemos escrever a velocidade em termos da vorticidade usando a Lei
de Biot-Savart introduzida na secao 4.5. Para lidar com este problema precisamos de uma nova
definicao de solucao fraca no caso em que a vorticidade nao é balanceada. Para isso vamos
decompor a vorticidade em dois termos, um de integral nula e outro estacionario.

O campo estacionario que iremos utilizar deve ser suave, ter simetria helicoidal, ser ortogonal
as hélices e ser uma solucao estacionaria da equacao de vorticidade. O campo que introduziremos
agora satisfaz todas estas propriedades. Seja w € L2 ()N L. () tal que [,w(z)dz # 0.

per per
Primeiro, observe que pelo Teorema de Fubini (veja, por exemplo, [3]), como w € L, (Q) N

per

Ll (9) entao a fungao definida q.t.p por

per

Flan) = [ (o)t

/Q w(z)de = / i F(ws)dzs.

Seja ¢ € [—km, k] um ponto onde f estd definida e tem integral finita. Tome ¢ € C2°((0, 00))

/000 o(r)rdr = /R2 w(z, c)dz.

A escolha de ¢ independe de ¢. De fato, isso segue facilmente da identidade abaixo

tem integral finita e satisfaz

arbitraria tal que

/ w(T,a)dz = / w(z,b)dz, para quase todo a,b € [—km, k7],
R2 R2

cuja demonstracao sera feita no lema 4.9.1.

Defina ¢ = ¢(z) = ¢(|Z]) e ~
. (%K) /0 " o)

Temos que u tem simetria helicoidal, é ortogonal as hélices, é uma solucao estacionaria das

equagoes de Euler e que rot u = ?5. Disto segue que % - V¢ = 0.
K
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Lema 4.9.1. Sejaw € LP, (Q) N L., (Q) e ¢ a fungao construida acima. Entdo,

per per

/ﬂ o(x)dz = /Q w(z)dz.

/Q é(x)dz = 27k /0 " o(ryrdr = 27k / w(,0)di.

R2

Demonstracao. Observe que

Portanto, basta verificar que

/Qw(x)dx = 21 /ng(:z,om.

Para isso, vamos demonstrar que para quase todo a,b € [—7k, wk] vale que

/RQ w(#,a)dF = /R w(#, b)dz.

Primeiro, observe que a transformacao x +— Sypx é inversivel com inversa dada por y — S_gy.
Dado y = (7,b) tome 6 € R de modo que b = k0 + a. Defina x = S_yy. Logo, = (Z,a) com
T = R_py. Além disso, como w tem simetria helicoidal, temos que w(7, b) = w(Z, a) = w(R_47, a).
Portanto,

[wtai = [ wlrag.ad

RQ

e, fazendo a mudanca de variaveis T = R_y7, obtemos que

/RQ w(§,b)dj = /R w(7, a)d7.
]

Abaixo temos uma defini¢ao de solugao fraca no caso em que a vorticidade nao é balanceada.

4
Definicao 4.9.1. Dados w° € L2 .. (4 R), para algum p > 3 €9 € C((0,00)) tal que
o(r)rdr = / w’(7,0)dz
0 R2
defina @° = w® — ¢, onde ¢ = ¢(x) = p(|Z|).

Uma fungao escalar w = w(t, x) é solugao fraca de
Dw
— =0 4.32
D (4.32)
se
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(i) o= ed e L0, T), L2, (%),
(i1) o campo de velocidades dado por u(t,x) = u(t, x)+u(x), onde u(x) = (%, Ii) Olil o(r)rdr
= [, K( ) X Mw(t y)dy for tal que i € L>([0,T), L3, (Q; R?)),
(i1i) e @ for solugdo fraca de

0@+ (@ Vo + (@ - V)a+ (@ V)p=0
7 = JoKta =) < ot )y (4.3
#(0.2) = 0°(2),

isto €, para toda funcgao teste v € C°([0,T) x ; R)

Ui(t, z)0(t, x)dxdt + Hy(t, z, y)o(t, y)w(t, x)dydedt+
[ [ /
/ /V@b (t,x) Ywo(t, x)dxdt+

+/0T/Q/va(t,x). <IC(x —y) X ij)) Q(t,y)o(x)dydadt + /wa, 0)@°(x)dz = 0

onde

i/C(%’ —y) - (€(y) x (V(t, ) = Vip(t,y) — (§(2) = €(y) x V(L y)).

Hy(t,z,y) = o

Observagao . A definicao anterior nao depende da escolha de ¢. Para ver isso, considere @1, o €

/0 " ou(r)rdr = /0 " pa(ryrdr = /]R P, 0)di

~ _
Seja w; = w — ¢; onde ¢; = ¢;(z) = ¢i(|Z]) e u; = (|x|2,n> O\rl @i(r)rdr, para i = 1,2. Agora,

C((0,00)) tal que

basta demonstrar que

T T
/0 /Q alt, ) (1, ) dadt + /O /Q /Q Moot 2, 9)51 (£ 9)0n (4, @) dydedi+

+ /0 ' /Q V(t, 2) -y (2)(t, 2) dadi+
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+/OT/Q/va(t,a:) : (lc(a:—y) X ij)) (Z)l(t,y)gbl(x)dydxdt_i_/g;w(x’ 0)& (x)dx —

/0 g /Q Ui (t, 2)wa (¢, x)dxdt + /OT /Q /Q Hy(t, m,y)0a(t, y)@a(t, z)dydzdt+
+/0T/QV¢<’5?“’) Ay ()@ (¢, x)dudt+

L /O ! /Q /Q Vo(t,z) - (]C(a;—y) X §<y>>@2(t,y)¢2(x)dydxdt+ /Q W (z,0)0°(z)dx = 0.

K
Esta identidade pode ser verificada através de uma conta longa e tediosa que sera omitida.

Precisaremos do resultado abaixo na demonstracao do teorema principal.

=1 E

Teorema 4.9.1. Dado ¢ € C2°((0,00)) definau = (%, /4;) / o(r)rdr. Sejaty € C=(;R?*)N
x 0

L;er(Q;R?’), tal que div ug = 0, Uy tem simetria helicoidal e é ortogonal as hélices. Entao existe

tnica solugdo i € C*([0,00) x Q;R?) N L2,.([0,00) x 4 R?) para o sistema de equagoes abaizo

(

O+ (a-V)a+ (- Va+ (u-V)a+Vp=0

divu =0
(4.34)
(0, x) = tg(x)

\ |t|(x) — 0 quando |Z| — oo.

Além disso, u tem simetria helicoidal e € ortogonal as hélices.

Demonstracao. A demonstragao de existéncia e unicidade de solucao cldssica para o problema
acima pode ser feita através do método de energia, assim como foi feito para as equacoes de Euler
na secao 1.5. Além disso, temos que as equagoes acima sao invariantes pela simetria helicoidal
e portanto, junto com a unicidade de solucao, podemos concluir que @ é helicoidal. Sejam @ e p
solugdo do problema (4.34). De fato, defina v(t,x) = R_pu(t, Spx) e q(t,x) = p(t, Spz). Vejamos

que v e q sao solucao do problema

/

ov+ (v-Vv+ (v-V)u+ (u-V)o+Vg=0

divo=0
(4.35)
0(0,z) = up(z)

|0|(z) — 0 quando |z| — oo.
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Para isso, observe que da definigao de @ segue que R_yu(Spz) = u. Além disso, temos que
V(p(t, Sex)) = R-gVp(t, Spx)

Oi(R_gi(t, Spx)) = R_gdyu(t, Sp)
((R_pi(t, Spx)) - V)(R_gti(t, Spx)) = R_o((@ - V)@)(t, Syz)
((R_gu(t, Spx)) - V)a(x) = ((R_g@i(t, Spz)) - V)(R_gtu(t, Sox)) = R_g((@ - V)a)(t, Spx)
(a(x) - V)(R_ga(t, Spx)) = ((R_gti(Spx)) - V)(R_gai(t, Sox)) = R_o((@ - V)@)(t, Spx)
Portanto,
ow(t,x) + (v(t,z) - Vv(t,z) + (v(t,z) - V)u(x) + (a(x) - V)v(t,z) + Vq(t,x) =
= 0,(R_gi(t, Spx)) + ((R_gti(t, Spz)) - V)(R_gi(t, Sox)) + ((R_gi(t, Spx)) - V)a(x)+
+(a(x) - V)(R_gu(t, Spx)) + V(B(t, Sox)) =
= R_y[0yai(t, Sox) + ((@- V)a)(t, Spx) + R_g((@- V)a)(t, Spx) + ((@- V)a@)(t, Soz) + Vi(t, Spz)] =
=R y[0si+ (0~ V)i + (- V)a+ (a- V)i + Vp|(t, Spx) = 0

Agora, como a solugdo do problema 4.34 é tnica segue que v = wu e portanto u(t,z) =
R_gu(t, Spz). Donde concluimos que u é helicoidal.

Além disso, observe que u - £ satisfaz a seguinte equacao
O(u-&) + (u-V)(u-£§) =0

com dado inicial (u - &)(t = 0) = ug - £ = 0. Portanto, u - £ = 0, ou seja, u é ortogonal as

hélices. O]

4
Teorema 4.9.2. Dado w° € LE .. (4 R), para algum p > 3 existe uma solugdo fraca w = w(t, )

de (4.82) no sentido da definigao 4.6.2.

Demonstragio. Para o caso em que [w’dz =0 o teorema ji foi demonstrado na se¢ao anterior.

Agora, suponha que [w’dz # 0. Neste caso, fixe ¢ € C°((0,00)) tal que

/Ooo o(r)rdr — /R (3, 0)di
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e defina @° = w" — ¢, onde ¢ = ¢(x) = p(|7]). Agora, vamos definir a sequéncia de aproximacoes
@? por

Dy =wy— ¢

onde w é a sequéncia de molificadores definida por w)) = p, *w’. Observe que [, @odx = 0 para

todo n. Logo, para todo n podemos definir o campo de velocidades associado a w? através da

iy = K * <w2§) :
K

Pelo corolario 4.5.1 temos que, em particular, @0 € C*(Q;R3) N L2, (Q; R?) para todo n.

per

Lei de Biot-Savart,

Observe que para cada n, @2 satisfaz as condigoes do teorema 4.9.1, portanto, para cada n,

existe uma unica 4, solugdo do problema (4.34). Agora defina

7L ||
Up =Ty +u onde u= (W’ Ii) / o(r)rdr.
Z 0
Temos que o campo de velocidades u,, satisfaz as seguintes propriedades

(i) para cada n, u, é solugao do seguinte problema

(

Ou+ (u-Vu+Vp=0

divu=0
(4.36)
uw(0,x) = ul(x) + u(x)

|(u1,u2)|(z) = 0 e |us|(x) — a quando || — oo.
\
onde a =k [ p(r)rdr e p=p+ p.
(ii) wu, tem simetria helicoidal para todo n;

(iii) rot u, = wn§ para todo n.
K

De fato, da definicao de u, e pela proposi¢ao 4.5.2 segue que u, tem simetria helicoidal, é
ortogonal as hélices e rot u,, = @,. Por outro lado é facil ver que @ tem simetria helicoidal, é

ortogonal as hélices e rot u = (bé Portanto, como w,, = 4, + , temos que u,, satisfaz (i), (ii) e
K

(iid).
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Vejamos que para cada n, u, é inica. Para isso fixe n e suponha que existe v que seja solucao
de (4.36). Defina o = v — . E claro que © satisfaz (4.34), mas jd sabemos que o problema (4.34)
tem solugao unica u,, logo v = u,, e portanto v = u,.

Retomando a sequéncia de aproximagoes temos agora definida a sequéncia {u,} de solugoes
das equagoes de Euler tal que u,(t,z) = (IC * (d},é)) (t,z) + u(x).

Como w,, = @, + ¢ é solucao de (4.32) vale que

T T
/O /Q at, ) (1, 7)dadt + /O /Q /Q Moo (b, 2, y)on (b, y)on (t, ) dydadi+

. /0 ' /Q Vot x) - a(x)on(t, ) dedi+

T
+/ //Vw(t,a:) : (IC(Q; — ) X #) Wn(t, y)o(z)dydxdt + / U(z,0)00 (x)dz = 0.

o JalJa Q
Temos que provar que podemos passar o limite na iltima expressao para n — oo e que vale

a seguinte identidade

T T
lim {/ /wt(t,x)(bn(t,x)dxdth/ //Hw(t,a:,y)&)n(t,y)&)n(t,:E)dyd:vdt—l—
nee Lo Ja 0 JaJa

_|_/OT/QV¢(t,a:) - u(x)wy, (t, x)dedt+

+/0T/Q/Qv¢(t,x) : (/c(x —y) X i:)) On(t,y)o(z)dydzdt +

_ /0 ' /Q bt 2ot )dedt + [ /Q /Q Ho(t, 2, ) (t, ), ) dydadt+

S~

W%O)@%(x)dx} _

. /0 ! /Q Vit x) - a(e)o(t, o) dedi+

—i—/T/ / Vi(t,x) - (/C(x —y) X @> (t, y)o(x)dydxdt + / Y(z,0)0" (z)dr.
o JaJo K Q

Dessa forma obteremos que w ¢é solucao fraca de (4.32).

Observe que como / wpdr = 0 a demonstracao de que o limite da soma dos dois primeiros
termos e do ultimo term?) converge e converge para o termo certo ja foi feita na demonstracao do

teorema 4.8.1. Para o terceiro termo basta usar desigualdade de Holder e para o quarto termo

a desigualdade de Young generalizada. O
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4.10 Apéndice

Abaixo vamos enunciar algumas propriedades das fungoes de Bessel modificadas de segundo tipo

e de ordem v, denotadas por K,,, que podem ser encontradas no livro [18],

e K, é positiva e decrescente para todo v > 0;

OKy(t
0o s
o [TtKo(t)dt = 1;

o [CLK,(t)dt = g
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Consideracoes Finais

Destacamos dois possiveis trabalhos futuros. Primeiro, gostariamos de construir uma apro-
ximagao numérica do escoamento obtido no capitulo 3, que é uma solucao das equacoes de Euler
com tragador passivo. Com isso, poderiamos entender melhor a construgao do escoamento e a
técnica de integracao convexa. Outro trabalho relaciona-se ao resultado de Serre (veja [31]) que
estabelece que se uma solucao suave u das equagoes de Euler 3D com simetria axial com rodopio
existe globalmente no tempo, entao w = rot u nao permanece limitado. O objetivo seria adaptar

tal resultado para as equagoes de Euler 3D com simetria helicoidal com rodopio.
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