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Resumo

Neste trabalho estudamos o conceito de solução fraca de equações que modelam fluidos ideais in-

compresśıveis. Mais precisamente, estudamos exemplos que evidenciam deficiências na definição

de solução fraca das equações de Euler. Um exemplo é o fluxo de Shnirelman, que é uma solução

fraca das equações de Euler, no toro bidimensional, com suporte compacto no tempo. Isso im-

plica que as soluções fracas das equações de Euler não são únicas. Nesse trabalho constrúımos

uma aproximação numérica do fluxo de Shnirelman, com o objetivo de obter uma visualização

da estrutura do fluxo. Em um trabalho conjunto com Shnirelman, modificamos a construção

original a fim de obter um fluxo com uma estrutura f́ısica mais interessante e através da qual

a visualização da cascata inversa de energia se torna mais clara. Recentemente, De Lellis e

Székelyhidi também constrúıram soluções fracas das equações de Euler, no espaço todo, com

suporte compacto no tempo e espaço. A técnica utilizada por eles é inovadora e se mostrou

eficiente na construção de contra-exemplos variados. Utilizamos a técnica desenvolvida por De

Lellis e Székelyhidi para construir soluções fracas das equações de Euler 2D com traçador pas-

sivo que tenham suporte compacto no tempo e espaço. Por fim, em nosso trabalho também

estudamos as equações de Euler com simetria helicoidal, tendo demonstrado existência global,

no tempo, de soluções fracas, na ausência de rodopio helicoidal, desde que a vorticidade inicial

esteja em Lp, com p > 4/3, e seja de suporte compacto no plano, periódico na direção axial.

Este resultado representa uma melhoria em relação ao estado da arte, devido a Ettinger e Titi,

que é a boa-colocação no caso de domı́nio limitado e com vorticidade inicial limitada.
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Abstract

In this work we study the concept of weak solution of the incompressible ideal flow equations.

More precisely, we study examples that highlight the shortcomings of the definition of weak

solution for the Euler equations. An example is Shnirelman’s flow, which is a weak solution of

the Euler equations, on the bidimensional torus, compactly supported in time. This implies that

weak solutions of the Euler equations are not unique. In this work we construct a numerical

approximation of Shnirelman’s flow, in order to visualize the structure of the flow. In joint

work with Shnirelman, we modified the original construction in order to obtain a flow with more

interesting physical structure whereby the visualization of the inverse energy cascade is clearer.

Recently, De Lellis and Székelyhidi also constructed weak solutions of the Euler equations, in the

whole space, with compact support in time and space. The technique used by them is innovative

and has proved to be very effective in the construction of several counter-examples. We used

the technique developed by De Lellis and Székelyhidi in order to construct weak solutions of

the 2D Euler equations, coupled with a passive tracer, which are compactly supported in time

and space. Finally, in our work we also studied the Euler equations with helical symmetry; we

proved global existence, in time, of weak solutions, in the absence of helical swirl, provided that

the initial vorticity lies in Lp, with p > 4/3, and has compact support in the plane, periodic in

the axial direction. This result represents an improvement with respect to the state of art, due

to Ettinger and Titi, who established the well-posedness, for bounded helical domains, assuming

that the initial vorticity is bounded.
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4.10 Apêndice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

xvi



Introdução

Este trabalho trata do conceito de solução fraca das equações de Euler que modelam fluidos ide-

ais incompresśıveis. Os fenômenos f́ısicos presentes na dinâmica dos fluidos são frequentemente

irregulares, portanto a noção de solução fraca é importante pois permite que escoamentos irregu-

lares, até mesmo turbulentos, sejam estudados como soluções de equações diferenciais parciais.

Esta área tem atráıdo muito interesse, em parte devido a sua aplicação a problemas cotidia-

nos. Ressaltamos a atualidade do assunto, lembrando que um dos sete problemas do milênio,

propostos pelo Clay Institute, é justamente o de verificar se as soluções suaves das equações de

Navier-Stokes tridimensionais existem globalmente no tempo ou demonstrar que ocorre formação

de singularidade em tempo finito. A mesma pergunta pode ser formulada para as equações de

Euler em três dimensões, sendo este um problema em aberto de grande relevância. Muitos

avanços foram feitos nesta área devido ao desenvolvimento de novas ferramentas anaĺıticas para

o tratamento de problemas não lineares, bem como ao avanço na modelagem computacional.

Neste trabalho tratamos da existência e unicidade de soluções fracas das equações de fluidos

ideais e incompresśıveis, que são problemas fundamentais da área. Primeiramente, investiga-

mos a unicidade, ou melhor, a não unicidade das soluções fracas das equações de Euler incom-

presśıveis. Inicialmente discutimos um exemplo espećıfico, constrúıdo por Shnirelman em [32],

de não unicidade de solução. Shnirelman construiu uma solução fraca, não nula, das equações de

Euler, no toro bidimensional, com suporte compacto no tempo. Tendo em vista que o escoamento

identicamente nulo é solução das equações de Euler, temos que a construção de Shnirelman for-

nece um exemplo de não unicidade. Vale ressaltar que o escoamento constrúıdo por Shnirelman

está apenas em L2
t (L

2
x). Devido à estrutura indutiva da construção feita por Shnirelman pude-
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mos, usando ferramentas computacionais, construir uma aproximação expĺıcita do escoamento

de Shnirelman através da qual pudemos visualizar a estrutura do escoamento. A construção de

Shnirelman foi baseada no fenômeno da cascata inversa de energia em 2D. A ideia de Shnirelman

foi construir uma sequência de soluções fracas das equações de Euler com forçamentos que imi-

tassem a cascata inversa de energia. Isto foi feito tomando uma sequência de forçamentos cada

vez mais oscilatórios de tal forma que estes forçamentos convergissem a zero e que a sequência

de soluções destes problemas não homogêneos convergisse para uma solução do problema ho-

mogêneo em L2 no tempo e no espaço. Em um trabalho em conjunto com A. Shnirelman nós

modificamos a construção original, obtendo ainda assim uma solução fraca das equações de Euler

com suporte compacto no tempo e espaço. A proposta inicial era obter um escoamento através

do qual a visualização da cascata inversa de energia fosse mais clara. Apesar de não termos

atingido a proposta inicial, o problema gerou resultados tecnicamente interessantes, justificando

assim sua inclusão neste trabalho.

Em um trabalho mais recente, De Lellis e Székelyhidi também constrúıram um exemplo de

não unicidade de solução fraca das equações de Euler. Porém o escoamento constrúıdo por

eles é fisicamente mais relevante por pertencer a L∞
t (L2

x). Na verdade, o exemplo é ainda mais

surpreendente pois, primeiro, a construção deles pode ser feita em qualquer dimensão e, segundo,

a velocidade e pressão obtidas são limitadas no espaço e no tempo. Além disso, a ferramenta

utilizada por De Lellis e Székelyhidi é inovadora, mostrando-se eficiente na construção de contra-

exemplos variados. Eles reescrevem as equações de Euler como uma inclusão diferencial e usam

integração convexa para obter uma solução fraca das equações de Euler com suporte compacto no

espaço e no tempo. Neste trabalho consideramos as equações de Euler 2D com traçador passivo,

tendo constrúıdo um exemplo de não unicidade de solução fraca utilizando tal ferramenta. Mais

precisamente, considere as equações de Euler bidimensionais com traçador passivo,





∂tu+ (u · ∇)u+∇p = 0

∂tb+ (u · ∇)b = 0

div u = 0

onde u = u(t, x) ∈ R2 é o campo de velocidades, p = p(t, x) ∈ R é a pressão, b = b(t, x) ∈ R é o
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traçador passivo e (t, x) ∈ R× R2

O resultado que demonstramos foi o seguinte:

Teorema 0.0.1. Seja Ω ⊂ R×R2 aberto e limitado. Então, existe (u, b, p) ∈ L∞(R×R2;R2 ×

R× R) solução fraca das equações de Euler com traçador passivo tal que

• |u(t, x)| = 1 e |b(t, x)| = 1 q.t.p. (t, x) ∈ Ω,

• u(t, x) = 0, b(t, x) = 0 e p(t, x) = 0 q.t.p. (t, x) ∈ R× R2 \ Ω.

Para além dos trabalhos mencionados acima, investigamos também existência de soluções

globais das equações de Euler 3D com simetria adicional. Qualquer resultado nesta direção é de

extrema importância haja visto que o problema de existência global no tempo de soluções fracas

das equações de Euler 3D está completamente em aberto. Em alguns casos espećıficos, ao se

impor que as equações preservem algumas simetrias, o problema pode tornar-se analiticamente

tratável. Por exemplo, é sabido que, ao se impor simetria axial às equações de Euler 3D e

uma condição geométrica adicional, obtém-se soluções fracas das equações de Euler que existem

globalmente no tempo. Outra simetria que pode ser imposta ao problema é a chamada simetria

helicoidal, em que o escoamento é covariante relativo a rotações e translações simultâneas em

relação ao eixo de simetria. Uma quantidade importante no caso de simetria helicoidal é a

chamada velocidade de rodopio, que é componente da velocidade tangente às hélices. Ao se

impor a simetria helicoidal na ausência de velocidade de rodopio pode-se demonstrar existência

global de solução. O estudo de soluções fracas das equações de Euler com simetria helicoidal

na ausência de rodopio foi iniciado por Ettinger e Titi, em um trabalho recente, veja [15]. Os

autores provaram a boa-colocação das equações de Euler 3D com simetria helicoidal sem rodopio

no caso de domı́nio limitado e vorticidade inicial limitada. Em nosso trabalho, determinamos a

regularidade cŕıtica que a vorticidade inicial deve satisfazer para se obter existência global das

soluções fracas. Mais precisamente, demonstramos que, se a vorticidade inicial pertence a Lp,

com p > 4/3, tem suporte compacto nos planos axiais e é periódica na direção axial então existe

uma solução fraca globalmente no tempo.
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Descreveremos agora a disposição deste trabalho. No primeiro caṕıtulo fazemos uma breve

introdução às equações de Euler. Iniciamos com a dedução das equações de Euler incompresśıveis

nas formulações em termos da velocidade e da vorticidade. Em seguida, vemos que tanto a ener-

gia quanto a norma Lp da vorticidade (no caso bidimensional) são conservadas. A conservação

de energia serve como estimativa a priori na demonstração do teorema de existência local de

soluções das equações de Euler, que é apresentada na seção 1.5 usando o método de energia. Já

a conservação da norma Lp da vorticidade no caso bidimensional é utilizada juntamente com o

critério de continuação de Beale-Kato-Majda para demonstrar existência global de soluções no

caso bidimensional. Introduzimos também a noção de solução fraca e enunciamos o teorema de

Yudovich, que estabelece existência e unicidade de solução fraca em 2D. Além disso, estudamos

exemplos de escoamentos com simetria. No caso de simetria axial sem rodopio vemos que a

solução existe globalmente no tempo, o que não acontece necessariamente no caso com rodo-

pio. Outro exemplo estudado foi o dos escoamentos com simetria helicoidal, novamente no caso

sem rodopio tem-se existência global no tempo de solução em domı́nios limitados. No final do

caṕıtulo discutimos o problema de formação de singularidade.

No segundo caṕıtulo discutimos o exemplo de não unicidade das equações de Euler no toro

bidimensional. O caṕıtulo divide-se em duas seções. Na primeira explicamos a construção

original de Shnirelman e apresentamos os resultados numéricos que obtivemos. Na segunda seção,

explicamos a modificação feita na construção original, demonstramos os resultados necessários

para obter a convergência da sequência gerada através desta construção modificada e, por fim,

exibimos os resultados numéricos.

No terceiro caṕıtulo, constrúımos um exemplo de não unicidade de soluções fracas para Euler

2D com traçador passivo. Iniciamos o caṕıtulo com a descrição da ferramenta desenvolvida por

De Lellis e Székelyhidi, que une inclusão diferencial e integração convexa. Em seguida aplicamos

esta ferramenta ao nosso problema e ao longo da seção demonstramos apenas os resultados onde

foram feitas modificações em relação ao trabalho de De Lellis e Székelyhidi. No final da seção

mostramos a não unicidade de soluções fracas para as equações da magnetohidrodinâmica 3D,

com uma certa simetria como um corolário do resultado principal.
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Por fim, no último caṕıtulo, nós demonstramos existência global de soluções fracas das

equações de Euler 3D com simetria helicoidal, sem rodopio, assumindo que a vorticidade inicial

esteja em Lp, para algum p > 4/3, que tenha suporte compacto no plano e seja periódica na

direção axial. O caṕıtulo é iniciado introduzindo-se as definições e resultados conhecidos no sen-

tido das distribuições. Em seguida, exprimimos uma fórmula para a função de Green associada

ao Laplaciano em R3, periódico na terceira componente. Isso é feito com o intuito de obter

a Lei de Biot-Savart, para expressar a velocidade em termos da vorticidade, no caso em que

temos periodicidade em relação à terceira componente. Com esta fórmula em mãos, na seção

seguinte, introduzimos a definição de solução fraca para as equações de Euler com simetria heli-

coidal sem rodopio. Em seguida, provamos a boa-colocação do problema no caso suave. Assim,

constrúımos uma sequência de soluções suaves e passamos a um limite fraco, provamos que o

limite fraco obtido é solução fraca do problema em questão. Inicialmente isso é feito no caso de

vorticidade balanceada, isto é, de integral zero. Finalmente, introduzimos uma nova definição

de solução fraca, para o caso em que a vorticidade não é balanceada, e demonstramos o teorema

de existência também para este caso.
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Caṕıtulo 1

Introdução às equações de Euler

As equações de Euler, introduzidas por Leonhard Euler em 1757 no artigo “Principes generaux du

mouvement des fluides”, descrevem o movimento dos fluidos. Podemos dividir os escoamentos

em duas categorias, os incompresśıveis, que preservam volume, e os compresśıveis, que não

preservam volume. Os escoamentos hidrodinâmicos são tipicamente incompresśıveis e podem

ser modelados pelas equações de Euler incompresśıveis.

Além da interpretação f́ısica das equações de Euler como um modelo para o movimento de

fluidos incompresśıveis existe também uma interpretação geométrica, introduzida por Arnold

em [1] e estudada por Ebin e Marsden em [14], onde as soluções clássicas das equações de Euler

incompresśıveis podem ser vistas como geodésicas no grupo de todos os difeomorfismos que

preservam volume.

Neste caṕıtulo faremos uma introdução à teoria das equações de Euler incompresśıveis.

Começaremos pela dedução das equações de Euler em termos da velocidade e da vorticidade

e em seguida exprimiremos as quantidades conservadas, que serão estimativas a priori para

demonstração de teoremas de existência e unicidade. Por fim, estudaremos exemplos de esco-

amentos com simetrias e trataremos do problema de singularidade. O conteúdo deste caṕıtulo

foi extráıdo dos livros [6], [23], [28] e das notas de aula da Professora Helena Lopes referentes à

disciplina de Dinâmica dos Fluidos.
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1.1. Dedução das equações de Euler

1.1 Dedução das equações de Euler

O movimento de um fluido pode ser descrito através de dois pontos de vista, o Lagrangiano e o

Euleriano. Na descrição Lagrangiana fixamos a atenção em um elemento do fluido e estudamos

sua evolução ao longo do tempo. Já na descrição Euleriana, fixamos a atenção num instante t e

posição x e estudamos as quantidades de interesse (e.g., o campo de velocidades) neste instante

e posição. Visto que na dedução das equações de Euler trabalharemos tanto com a descrição

Lagrangiana quanto com a Euleriana inicialmente vamos introduzir ambas descrições e estudar

a relação existente entre elas.

Seja D ⊂ RN a região ocupada pelo fluido. Na descrição Lagrangiana o movimento do fluido

é representado pelo mapa X = X(t, α), chamado de mapa Lagrangiano, onde α ∈ D é uma

part́ıcula do fluido no tempo t = 0. Temos que o mapa Lagrangiano X satisfaz o seguinte

sistema,




dX

dt
= u(t,X)

X(0, α) = α.
(1.1)

Na descrição Euleriana, o movimento do fluido é descrito em termos de funções dependen-

tes de x e t (aqui x e t são variáveis independentes) e não de X(t, α) e t. Sendo assim, se

uma quantidade tem representação Euleriana f(t, x) então sua representação Lagrangiana será

g(t, α) = f(t,X(t, α)) e, fixado α ∈ D, sua derivada será dada por

d

dt
g(t, α) =

Df

Dt
(t,X(t, α))

onde
D

Dt
:=

∂

∂t
+ (u · ∇) é chamada de derivada material (ou derivada convectiva). De fato,

d

dt
g(t, α) =

∂

∂t
(f(t,X(t, α))) =

∂f

∂t
(t,X(t, α)) +

∂f

∂xi
(t,X(t, α))

∂

∂t
X i(t, α)

e por (1.1) temos que,

d

dt
g =

∂f

∂t
+
∂f

∂xi
ui =

∂f

∂t
+ (u · ∇)f.

A fim de exprimir a mudança de coordenadas Lagrangianas para Eulerianas e vice-versa

vamos introduzir o Jacobiano da mudança de variáveis, J(t, α) = det[DαX](t, α), e estudar suas

propriedades.
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1.1. Dedução das equações de Euler

Lema 1.1.1. O Jacobiano J satisfaz as seguintes propriedades:

(i) J(0, α) = 1;

(ii)
d

dt
J(t, α) = [(div u)(t,X(t, α))]J(t, α);

(iii) se div u = 0 então J(t, α) = 1 para todo t > 0.

A demonstração do lema 1.1.1 é simples e pode ser encontrada em [6].

Agora faremos a dedução das equações de Euler para fluidos incompresśıveis ou seja, fluidos

em que o campo de velocidades u satisfaz a condição de incompressibilidade div u = 0. A

dedução que apresentaremos será baseada nas leis de conservação de massa e de momento.

Antes de iniciarmos a dedução das equações de Euler, vamos demonstrar o Teorema do

Transporte que é uma ferramenta necessária na dedução das equações de Euler.

Seja W0 um subconjunto de D. Um domı́nio material é um conjunto da forma

Wt = {x = X(t, α) : α ∈ W0}. (1.2)

Supondo que u seja suave temos que, pelo teorema de Existência e Unicidade de soluções para

EDO’s, W0 possui um único domı́nio material Wt associado.

Lema 1.1.2. Suponha que u seja suave. Sejam W0 ⊂ D um aberto limitado com fronteira suave

e f uma função suave. Se f satisfaz a seguinte propriedade:

∫

Wt

f(t, x)dx = 0, para todo domı́nio material Wt associado a W0,

então f ≡ 0.

Demonstração. Fixe s > 0 e tome U ⊂ D um aberto qualquer. Defina W0 = (X(s, ·))−1(U) e

seja Wt o domı́nio material associado a W0. Como u é suave segue que Ws = U . Logo, temos

que

0 =

∫

Ws

f(s, x)dx =

∫

U

f(s, x)dx,

ou seja, a integral de f(s, ·) se anula para qualquer aberto U . Portanto, f(s, x) = 0 para todo

x ∈ D mas, como s é arbitrário, temos que f ≡ 0.
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1.1. Dedução das equações de Euler

Teorema 1.1.1 (Teorema do Transporte). Sejam u = u(t, x) uma função suave e f = f(t, x)

uma função em C1([0, T ],D). Seja W0 ⊂ D um aberto limitado com fronteira suave e Wt o

domı́nio material associado a W0. Então

d

dt

∫

Wt

fdx =

∫

Wt

(
∂f

∂t
+ div (uf)

)
dx.

Demonstração. Começamos aplicando a mudança de variáveis Eulerianas para Lagrangianas,

depois usamos o lema 1.1.1 e por fim voltamos as variáveis Eulerianas,

d

dt

∫

Wt

f(t, x)dx =
d

dt

∫

W0

f(t,X(t, α))J(t, α)dα =

=

∫

W0

(
∂f

∂t
(t,X(tα)) +∇xf(t,X(t, α)) · d

dt
X(t, α)

)
J(t, α)dα +

∫

W0

f(t,X(t, α))
d

dt
J(t, α)dα =

=

∫

W0

(
∂f

∂t
(t,X(t, α)) +∇xf(t,X(t, α)) · u(t,X(t, α))

)
J(t, α)dα+

+

∫

W0

f(t,X(t, α))div u(t,X(t, α))J(t, α)dα =

=

∫

Wt

(
∂f

∂t
(t, x) +∇xf(t, x) · u(t, x)

)
dx+

∫

Wt

f(t, x)div u(t, x)dx =

=

∫

Wt

∂f

∂t
(t, x) + div (f(t, x)u(t, x))dx.

Observação . Se div u = 0 então

d

dt

∫

Wt

fdx =

∫

Wt

Df

Dt
dx

e portanto vol(Wt) = vol(W0). De fato,

d

dt
vol(Wt) =

d

dt

∫

Wt

1dx =

∫

Wt

D1

Dt
dx = 0.

Agora vamos retomar a dedução das equações de Euler incompresśıveis. No que segue,

assumimos suavidade do campo de velocidades u = u(t, x), da densidade ρ = ρ(t, x) e da pressão

p = p(t, x). Além disso, assumimos que os domı́nios materiais Wt são interiores a D.

A Lei de Conservação de Massa diz que
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1.1. Dedução das equações de Euler

d

dt

∫

Wt

ρ(t, x)dV (x) = 0. (1.3)

Pela Lei de Conservação de Massa e pelo teorema do Transporte temos que

∫

Wt

(
∂ρ

∂t
+ div (uρ)

)
dV = 0,

como esta identidade vale para todo Wt, pelo lema 1.1.2, obtemos a chamada Equação de Con-

tinuidade

∂ρ

∂t
+ div (uρ) = 0.

A Lei de Conservação de Momento diz que a taxa de variação do momento linear total em

Wt é igual à força resultante agindo sobre Wt, ou seja,

d

dt

∫

Wt

ρ(t, x)u(t, x)dx = Ftotal(t). (1.4)

Existem dois tipos de força:

(i) força de volume: são forças que agem à distância.

Estas forças podem ser representadas por

∫

Wt

ρ(t, x)g(t, x)dx

onde g pode ser a densidade da força gravitacional, eletromagnética, entre outras.

(ii) força superficial: são forças provenientes do contato do fluido emWt com um fluido externo

a Wt ou com as paredes do recipiente.

No caso de fluidos ideais estas forças são perpendiculares à fronteira ∂Wt e podem ser

representadas por

−
∫

∂Wt

p(t, x)n(x)dS(x)

onde p é a pressão e n é o vetor unitário normal exterior a ∂Wt.
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1.1. Dedução das equações de Euler

Primeiro, usando o teorema do Transporte e a equação de Continuidade, reescrevemos o lado

esquerdo da equação (1.4) como

d

dt

∫

Wt

ρuidx =

∫

Wt

∂

∂t
(ρui) + div (ρuiu)dx =

=

∫

Wt

((
∂ρ

∂t
+ div (uρ)

)
ui +

(
∂u

∂t
+ u · ∇ui

)
ρ

)
dx =

∫

Wt

(
∂u

∂t
+ u · ∇ui

)
ρdx,

ou seja,

d

dt

∫

Wt

ρudx =

∫

Wt

(
∂u

∂t
+ u · ∇u

)
ρdx.

Observe que segue do teorema da divergência que

∫

∂Wt

p(t, x)n(x)dS(x) =

∫

Wt

∇p(t, x)dx.

Portanto, a partir da Segunda Lei de Newton, conclúımos que

∫

Wt

(
∂u

∂t
+ u · ∇u

)
ρdx =

∫

Wt

(ρg −∇p)dx.

Como a identidade acima vale para todo Wt, pelo lema 1.1.2, segue que

ρ
Du

Dt
= ρg −∇p,

esta equação leva o nome de Equação do Momento.

No caso de fluidos incompresśıveis (div u = 0) e homogêneos (ρ = 1) obtemos o seguinte

sistema de equações

Du

Dt
= −∇p+ g Equação de Momento

div u = 0 Equação de Continuidade

Portanto, temos que as equações de Euler ideais e incompresśıveis se escrevem como

(E)





∂u

∂t
+ (u · ∇)u+∇p = g

div u = 0
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1.2. Equação de vorticidade

1.2 Equação de vorticidade

A vorticidade é o vetor que mede a quantidade infinitesimal de rotação de um fluido e aponta

na direção do eixo de rotação do fluido. Em escoamentos bidimensionais a vorticidade é perpen-

dicular ao plano. A vorticidade é calculada como o rotacional da velocidade. É através desta

caracterização que deduzimos a equação de vorticidade em termos da vorticidade e da veloci-

dade. No entanto, veremos que podemos expressar a velocidade em termos da vorticidade e com

isso podemos escrever a equação de vorticidade apenas em termos da vorticidade.

Definição 1.2.1. Seja u = u(t, x) ∈ R3 um campo de velocidades, então a vorticidade ω =

ω(t, x) ∈ R3 associada a u é definida por

ω = rot u.

Aplicando o rotacional às equações de Euler tridimensionais e usando o fato que div u = 0

obtemos a equação de vorticidade,

∂ω

∂t
+ (u · ∇)ω − (ω · ∇)u = 0.

A equação acima deve ser acoplada ao seguinte sistema eĺıtico com coeficientes constantes




rot u = ω

div u = 0.

Podemos simplificar a equação de vorticidade eliminando a velocidade. Para fazer isso basta

inverter o sistema eĺıtico acima. Como a resolução de sistemas eĺıticos envolve condições de

fronteira espećıficas vamos trabalhar apenas com o caso em que nosso fluido ocupa o R3 todo.

Seja u uma solução suave das equações de Euler em todo R3 que se anula no infinito. Como

u tem divergente nulo segue que existe um potencial Ψ tal que u = −rot Ψ. Portanto, Ψ satisfaz

o sistema ∆Ψ = ω em todo R3. Invertemos o Laplaciano no espaço todo e obtemos que

Ψ(t, x) = − 1

4π

∫

R3

ω(t, y)

|x− y|dy +H(t, x).

onde H é uma função harmônica qualquer. Logo,

u(t, x) =
1

4π

∫

R3

x− y

|x− y|3 × ω(t, y)dy + rot H(t, x).
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1.2. Equação de vorticidade

Suponha que ω tenha suporte compacto. Então, temos que a integral
1

4π

∫

R3

x− y

|x− y|3 ×ω(t, y)dy

se anula para |x| → ∞. De fato, fixe R > 0 tal que supp ω ⊂ BR(0). Para todo x e y tais que

|y| ≤ R e |x| ≥ 2R temos que |x− y| ≥ |x| − |y| ≥ |x| − R ≥ |x| − |x|
2

=
|x|
2
. Sendo assim,

∣∣∣∣
1

4π

∫

R3

x− y

|x− y|3 × ω(t, y)dy

∣∣∣∣ ≤
1

4π

∫

|y|≤R

1

|x− y|2 |ω(t, y)|dy ≤ C

|x|2 → 0 quando |x| → ∞.

Como por hipótese u se anula no infinito então rot H também se anula no infinito. Logo,

rot H é uma função harmônica, limitada e que se anula no infinito. Portanto, pelo teorema de

Liouville (veja [2], caṕıtulo 2) rot H é constante, mas como rot H se anula no infinito temos que

rot H ≡ 0.

Assim, obtemos a Lei de Biot-Savart

u(t, x) =
1

4π

∫

R3

x− y

|x− y|3 × ω(t, y)dy

que expressa a velocidade em termos da vorticidade.

Introduziremos agora a noção de escoamentos bidimensionais como escoamentos tridimensi-

onais que possuem a seguinte forma especial

u = u(t, x1, x2, x3) = (u1(t, x1, x2), u
2(t, x1, x2), 0).

Observe que neste caso temos que a vorticidade associada a u é dada por

ω = ω(t, x1, x2, x3) = (0, 0, ∂1u
2(t, x1, x2)− ∂2u

1(t, x1, x2)).

Vamos identificar a vorticidade com sua terceira componente e com isso definimos a vortici-

dade associada a escoamentos bidimensionais como sendo o campo escalar ω = ω(t, x1, x2) =

∂1u
2(t, x1, x2)−∂2u1(t, x1, x2). Sendo assim, temos que a equação de vorticidade para escoamen-

tos bidimensionais é dada por

∂ω

∂t
+ (u · ∇)ω = 0

acoplada ao sistema eĺıtico com coeficientes constantes





rot u = ω

div u = 0.
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1.3. Quantidades conservadas

Neste caso também podemos simplificar a equação de vorticidade eliminando a velocidade. No

caso bidimensional a Lei de Biot-Savart fica

u(t, x) =
1

2π

∫

R3

(x− y)⊥

|x− y|2 ω(t, y)dy.

É através da equação de vorticidade que vemos a diferença entre fluidos bidimensionais e tri-

dimensionais. A equação de vorticidade para fluidos bidimensionais é uma equação de transporte

que nos diz que a vorticidade é transportada pelo fluido. No entanto, na equação de vorticidade

para fluidos tridimensionais aparece o termo adicional (ω · ∇)u, chamado de estiramento de

vorticidade, que é responsável por um posśıvel aumento e acumulação da vorticidade.

1.3 Quantidades conservadas

Nesta seção demonstraremos que a energia para escoamentos bidimensionais e tridimensionais e

que a norma Lp da vorticidade associada a escoamentos bidimensionais são conservadas. Estes

resultados são utilizados como estimativas a priori na demonstração dos teoremas de existência

e unicidades de soluções.

Conservação de energia para escoamentos 2D e 3D

Seja u uma solução suave das equações de Euler. A fim de obter uma estimativa para a

norma L2 de u fazemos o produto interno da equação do Momento por u e integramos em x,

d

dt

∫

Rn

|u(t, x)|2dx = −
∫

Rn

((u(t, x) · ∇)u(t, x)) · u(t, x)dx−
∫

Rn

∇p(t, x) · u(t, x)dx

Temos que os dois termos do lado direito da equação acima se anulam. De fato, como

div u = 0 segue que (u · ∇)ui = div (uiu) e portanto

∫

Rn

((u · ∇)u) · udx =
n∑

i=1

∫

Rn

div (uiu) · uidx = −
n∑

i=1

∫

Rn

uiu · ∇uidx = −
∫

Rn

((u · ∇)u) · udx,

donde conclúımos que

∫

Rn

((u · ∇)u) · udx = 0. Temos também que u · ∇p = div (pu), logo

∫

Rn

∇p · udx =

∫

Rn

div (pu)dx = 0.
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1.3. Quantidades conservadas

Com isso, temos que

d

dt

∫

Rn

|u(t, x)|2dx = 0

donde segue que

‖u(t, ·)‖L2 = ‖u(0, ·)‖L2

Conservação da norma Lp da vorticidade de escoamentos 2D

Lembre que a equação de vorticidade para escoamentos bidimensionais é dada por

∂ω

∂t
+ (u · ∇)ω = 0.

Observe que podemos reescrever a equação acima em coordenadas Lagrangianas,

∂ω

∂t
(t,X(t, α)) + (u(t,X(t, α)) · ∇)ω(t,X(t, α)) = 0.

Agora, note que
d

dt
ω(t,X(t, α)) =

∂ω

∂t
(t,X(t, α))+

dX

dt
(t, α) ·∇ω(t,X(t, α)), mas a derivada

do mapa Lagrangiano é igual a velocidade, ou seja,

d

dt
ω(t,X(t, α)) =

∂ω

∂t
(t,X(t, α)) + u(t, α) · ∇ω(t,X(t, α)).

Portanto, pela equação de vorticidade, segue que

d

dt
ω(t,X(t, α)) = 0.

Logo, a vorticidade é constante ao longo das trajetória de part́ıculas, isto é,

ω(t,X(t, α)) = ω(0, α) ≡ const.

Segue da identidade acima que a norma L∞ da vorticidade é conservada. O mesmo vale para

as normas Lp, para todo 1 ≤ p < ∞. De fato, seja f uma função mensurável qualquer. Como

div u = 0 temos que, pelo lema 1.1.1, o Jacobiano da mudança de coordenadas Eulerianas para

Lagrangianas é igual a 1, logo para qualquer domı́nio material Ωt temos que vale a seguinte

identidade ∫

Ωt

f(ω(t, x))dx =

∫

Ω0

f(ω(0, α))dα.

Como o domı́nio Ω do fluido é sempre um domı́nio material temos que, em particular, as

normas Lp são conservadas.
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1.4. Resultados de existência e unicidade para Euler 2D e 3D

1.4 Resultados de existência e unicidade para Euler 2D

e 3D

Nesta seção enunciaremos os principais resultados de existência e unicidade de soluções para

Euler 2D e 3D. Começaremos com o resultado de existência e unicidade de soluções clássicas,

em seguida introduziremos a noção de solução fraca para poder enunciar o teorema de Yudovich

que estabelece a existência e unicidade de soluções fracas para vorticidade inicial limitada e com

suporte compacto. Por fim, veremos o critério de Beale-Kato-Majda que diz que se uma solução

não pode ser continuada então a integral no tempo da norma L∞ da vorticidade é infinita.

Antes de enunciar os teoremas vamos introduzir os espaços de funções que serão utilizados

ao longo do texto.

Definição 1.4.1. Sejam n ∈ N e m ∈ N ∪ {0}, definimos

• Hm(Rn) = {u ∈ L2(Rn) : Dαu ∈ L2(Rn), 0 ≤ |α| ≤ m},

• V m(Rn) = {u ∈ Hm(Rn) : div u = 0}.

O teorema a seguir é devido a T. Kato, veja [21]. No entanto, o enunciado, da forma que

está, foi extráıdo do livro [23], caṕıtulo 2, seção 2.

Teorema 1.4.1 (Kato). Seja u0 ∈ V m, com m ≥
[n
2

]
+ 2. Então existe T0 = T0(‖u0‖Hm) > 0

tal que para todo T < T0 existe uma única solução u ∈ C1([0, T ];V m) das equações de Euler com

dado inicial u0,





∂tu+ (u · ∇)u = −∇p

div u = 0

u(0, ·) = u0

|u| → 0 quando |x| → ∞.

(1.5)

Abaixo introduzimos a definição de solução fraca e enunciamos o resultado de existência e

unicidade de soluções fracas para as equações de Euler devido à V. Yudovich, veja [36].
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1.5. Demonstração do teorema de existência e unicidade

Definição 1.4.2. Seja ω0 ∈ L∞
c (R2;R) e T > 0 fixo. Então, ω = ω(t, x) ∈ L∞([0, T );L∞(R2;R))

é uma solução fraca da formulação em termos da vorticidade das equações de Euler se, para toda

φ ∈ C∞
c ([0, T ]× R2;R) temos que

∫ T

0

∫

R2

ωφtdxdt+

∫ T

0

∫

R2

(u · ∇φ)ωdxdt−
∫

R2

φ(T, x)ω(T, x)dx+

∫

R2

φ(0, x)ω0(x)dx = 0

onde u(t, x) =
1

2π

∫

R3

(x− y)⊥

|x− y|2 ω(t, y)dy.

Teorema 1.4.2 (Yudovich). Dado ω0 ∈ L∞
c (R2;R) existe uma única solução fraca das equações

de Euler no sentido da definição 1.4.2.

A definição de solução fraca e o enunciado do teorema de Yudovich foram extráıdos do

caṕıtulo 3, seção 2, do livro [23], onde encontra-se também a demonstração do teorema.

Por fim, vamos enunciar o critério de continuação de Beale-Kato-Majda (veja [4]). O enun-

ciado do teorema foi extráıdo do livro [23], caṕıtulo 2, seção 3. Este resultado é utilizado na

demonstração da existência global no tempo das soluções suaves de Euler 2D.

Teorema 1.4.3 (Beale-Kato-Majda). Seja u0 ∈ V m, com m ≥
[n
2

]
+ 2. Considere u ∈

C1([0, T ];V m) a solução das equações de Euler com dado inicial u0 e seja ω = rot u a vorti-

cidade associada. Seja T ∗ o tempo máximo de existência da solução dentro dessa classe. Então,

se T ∗ <∞ tem-se que ∫ T ∗

0

‖ω(·, t)‖L∞dt = ∞.

Corolário 1.4.1. Seja u0 ∈ V m, com m ≥ 3. Então a solução u das equações de Euler 2D com

dado inicial u0 existe globalmente e u ∈ C1([0,+∞);V m).

1.5 Demonstração do teorema de existência e unicidade

Nesta seção, apresentamos a demonstração do teorema de existência e unicidade de solução

local no tempo das equações de Euler em duas e três dimensões, via método de energia. Vamos

seguir a demonstração dada em [23], caṕıtulo 2, seção 2. Uma demonstração mais detalhada

encontra-se em [28], caṕıtulo 3, seção 2.
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1.5. Demonstração do teorema de existência e unicidade

Enunciamos alguns resultados que serão utilizados no decorrer desta seção porém omitiremos

suas demonstrações:

Lema 1.5.1 (Aubin-Lions). Sejam X, Y e Z espaços de Banach tais que X →֒ Y →֒ Z, onde

a primeira imersão é compacta. Sejam T > 0 e {un} uma sequência limitada em L∞([0, T ];X).

Suponha que a sequência {un} é equicont́ınua como funções definidas em [0, T ] com valores em

Z. Então a sequência {un} é relativamente compacta em C([0, T ];Y ).

Este resultado foi extráıdo do livro [23],caṕıtulo 2, seção 2, onde encontra-se demonstrado e

sua demonstração é devido a H. Nussenzveig Lopes.

Lema 1.5.2. Sejam u, v ∈ Hm(Rn), com m ∈ N.

(1) Se u, v são limitadas e cont́ınuas então existe uma constante C > 0 tal que

‖uv‖Hm ≤ C(‖u‖L∞‖Dmv‖L2 + ‖v‖L∞‖Dmu‖L2),

(2) Se u, v e ∇u são limitadas e cont́ınuas então existe uma constante C > 0 tal que

∑

0≤|α|≤m

‖Dα(uv)− uDαv‖L2 ≤ C(‖∇u‖L∞‖Dm−1v‖L2 + ‖v‖L∞‖Dmu‖L2).

Seja u ∈ L2(Rn), a molificação Mεu de u é dada pela seguinte convolução

Mεu(x) = (ρε ∗ u)(x) =
∫

Rn

ρε(x− y)f(y)dy

onde ρ ∈ C∞
c é o molificador usual e ρε(x) =

1

εn
ρ
(x
ε

)
.

Lema 1.5.3. Propriedades dos molificadores

(i) para toda u ∈ C(Rn), Mεu→ u uniformemente em compactos e

‖Mεu‖L∞ ≤ ‖u‖L∞ ;

(ii) para toda u ∈ Hm

DαMεu = MεDαu, ∀|α| ≤ m;
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1.5. Demonstração do teorema de existência e unicidade

(iii) para toda u ∈ Lp(Rn), v ∈ Lq(Rn),
1

p
+

1

q
= 1,

∫

Rn

(Mεu)vdx =

∫

Rn

u(Mεv)dx;

(iv) para toda u ∈ Hs(Rn), Mεu→ u em Hs e a taxa de convergência na norma Hs−1 é linear

em ε,

‖Mεu− u‖s−1 ≤ Cε‖u‖s;

(v) para toda u ∈ Hm(Rn), k ∈ N e ε > 0,

‖Mεu‖m+k ≤
cmk
εk

‖u‖m, ‖MεDku‖L∞ ≤ ck
εn/2+k

‖u‖L2 .

Lema 1.5.4 (Decomposição de Hodge em Hm). Todo campo vetorial u ∈ Hm(Rn), m ∈ N∪{0},

pode ser decomposto de modo único como

u = ω +∇ϕ,

onde div ω = 0. Além disso, esta decomposição é ortogonal em L2.

O projetor de Leray, definido por

P : L2 −→ V 0 (1.6)

u 7−→ Pu = ω, (1.7)

comuta com derivadas, convoluções e mapeia Hs em V s.

A ideia da demonstração de existência de solução é provar existência de uma sequência de

soluções de problemas suavizados e depois passar ao limite e provar que o limite da sequência é

solução das equações de Euler.

Considere a versão molificada das equações de Euler,





∂tu
ε +Mε(((Mεuε) · ∇)(Mεuε)) = −∇pε

div uε = 0

uε(0, x) = u0(x).
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Agora, aplicamos o projetor de Leray na versão molificada das equações de Euler e obtemos,





∂tu
ε = −P [Mε(((Mεuε) · ∇)(Mεuε))]

Puε = 0

uε(0, x) = u0(x).

(1.8)

No lema a seguir provamos existência e unicidade para a versão molificada das equações de

Euler:

Lema 1.5.5. Dados u0 ∈ V m, com m ∈ N, e ε > 0 existe T ε > 0 e uma solução uε ∈

C1([0, T ε);V m) do problema (1.8).

Demonstração. Para mostrar existência de solução usaremos o Teorema de existência local de

Picard para EDO’s em espaços de Banach. Para isso precisamos mostrar que Fε, dada por

Fε(u) = −P [Mε(((Mεu) · ∇)(Mεu))], satisfaz

(i) Fε : V
m → V m,

(ii) Fε é localmente Lipschitz.

Claramente div Fε(u) = 0 para todo u ∈ V m, logo, para mostrar (i), basta verificarmos que

Fε(u) ∈ Hm para todo u ∈ V m, mas isso segue da estimativa abaixo

‖Fε(u)‖Hm ≤ ‖Mε(((Mεu) · ∇)(Mεu))‖Hm ≤ C‖Mε(div (Mεu⊗Mεu))‖Hm ≤

≤ C

ε
‖Mεu⊗Mεu‖Hm ≤ C

ε3/2
‖u‖2Hm .

Para (ii), observe que

‖Fε(u)− Fε(v)‖Hm ≤ ‖Mε(((Mεu) · ∇)(Mεu))−Mε(((Mεv) · ∇)(Mεv))‖Hm ≤

≤ C

ε
(‖Mεu⊗Mε(u− v)‖Hm + ‖Mεv ⊗Mε(u− v)‖Hm ≤ C

ε3/2
(‖u‖Hm + ‖v‖Hm)‖u− v‖Hm ,

donde conclúımos que Fε é localmente Lipschitz.

Lema 1.5.6. Seja u ∈ C1([0, T );V m) solução de (1.8). Então

‖u‖Hm ≤ ‖u0‖HmeC
∫ t
0 ‖∇Mεu‖L∞ds.
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1.5. Demonstração do teorema de existência e unicidade

Demonstração. Para cada multi-́ındice α temos que

1

2

d

dt

∫

Rn

|Dαu(t, x)|2dx = −
∫

Rn

DαuP [MεDα(((Mεuε) · ∇)(Mεuε))]dx =

= −
∫

Rn

DαMεuDα(((Mεuε) · ∇)(Mεuε))dx =

= −
∫

Rn

DαMεu((Dα(Mεuε)) · ∇)(Mεuε))− ((Mεu) · ∇)DαMεu)dx.

Agora, somando sob todos os multi-́ındices 0 ≤ |α| ≤ m e usando lema 1.5.2 (ii) obtemos

que

d

dt
‖u‖2Hm ≤ 2

∑

0≤|α|≤m

‖DαMεu‖L2‖(Dα(Mεuε)) · ∇)(Mεuε))− ((Mεu) · ∇)DαMεu‖L2 ≤

≤ C‖u‖Hm(‖∇Mεu‖L∞‖(Dm−1DMεu‖L2 + ‖DmMεu‖L2‖∇Mεu‖L∞) ≤ C‖∇Mεu‖L∞‖u‖2Hm .

Demonstração do Teorema 1.4.1. Na demonstração do lema anterior obtivemos a seguinte

estimativa

d

dt
‖uε‖2Hm ≤ C‖∇Mεuε‖L∞‖uε‖2Hm .

Seja m >
n

2
+ 1, então

‖∇Mεuε‖L∞ ≤ ‖∇uε‖L∞ ≤ ‖∇uε‖Hm−1 ≤ ‖uε‖Hm .

Logo,
d

dt
‖uε‖2Hm ≤ C‖uε‖3Hm e portanto

d

dt
‖uε‖Hm ≤ C‖uε‖2Hm . Com isso, obtemos a se-

guinte estimativa da norma Hm de u:

‖uε(t, ·)‖Hm ≤ ‖u0‖Hm

1− CT‖u0‖Hm

para todo 0 ≤ t ≤ T onde T < T0 ≡ (C‖u0‖Hm)−1. Em outras palavras, para todo 0 < T < T0

temos que {uε} é limitada em L∞([0, T ];Hm(Rn)). Temos também que

‖∂tuε‖Hm−1 = ‖Fε(uε)‖Hm−1 ≤ C‖div (Mεuε ⊗Mεuε)‖Hm−1 ≤ C‖Mεuε ⊗Mεuε‖Hm−1 ≤

≤ C‖Mεuε‖L∞‖DmMεuε)‖L2 ≤ C‖uε‖2Hm .
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Portanto, a sequência {uε} é limitada em Lip([0, T ];Hm−1(Rn)) para todo T < T0. Fixamos

R > 0 e usamos o lema de Aubin-Lions comX = Hm(B(0, R) e Y = Z = Hm−1 para concluir que

sequência {uε} é relativamente compacta em C([0, T ];Hm−1(B(0, R))). Tome Rk uma sequência

de números positivos tal que Rk → ∞. Usando o argumento da diagonal de Cantor conclúımos

que {uε} possui subsequência que converge fortemente em C([0, T ];Hm−1
loc (Rn)), a um limite u.

Além disso, como m >
n

2
+ 2, a convergência e o limite estão de fato em C([0, T ]; C1

loc(R
n)).

Vamos reescrever a equação (1.8) como

uε = u0 +

∫ t

0

Fε(u
ε)ds.

Defina F (u) := P [(u · ∇)u]. Então, Fε(u
ε) → F (u) em C([0, T ]; Cloc(Rn)). Portanto, para todo

R > 0,

∥∥∥∥uε − u0 −
∫ t

0

F (u)ds

∥∥∥∥
L∞([0,T ]×B(0,R))

=

∥∥∥∥
∫ t

0

Fε(u
ε)ds−

∫ t

0

F (u)ds

∥∥∥∥
L∞([0,T ]×B(0,R))

ε→0−−→ 0.

Como temos que ‖uε − u‖L∞([0,T ]×B(0,R)) → 0 segue que

u = u0 +

∫ t

0

F (u)ds,

o que, a posteriori, mostra que u ∈ C1([0, T ]; C1
loc(R

n)). Diferenciando a identidade acima no

tempo, obtemos que u é solução do seguinte sistema





∂tu+ P [(u · ∇)u] = 0

div u = 0

u(0, ·) = u0

|u| → 0 quando |x| → ∞.

Agora, aplicando o lema 1.5.4 para ∂tu+ (u · ∇)u obtemos que

∂tu+ (u · ∇)u = w +∇p

com P [w] = w e P [∇p] = 0. Portanto,

0 = ∂tu+ P [(u · ∇)u] = P [∂tu+ (u · ∇)u] = w,
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1.6. Outros exemplos de escoamentos com simetria

donde conclúımos que

∂tu+ (u · ∇)u = −∇p.

Agora, provaremos unicidade de solução. Para isso, suponha que existam duas soluções do

problema (1.5), u1 e u2, em L∞([0, T ];V m(Rn)), com a mesma velocidade inicial u0. Então temos

que

∂t(u1 − u2) + P [(u1 · ∇)u1 − (u2 · ∇)u2] = 0,

com (u1−u2)(0, ·) = 0. Multiplicamos a equação acima por u1−u2 e integramos no espaço para

obter que

d

dt

∫

Rn

|u1 − u2|2dx = −
∫

R3

(u1 − u2)((u1 · ∇)u1 − (u2 · ∇)u2)dx =

= −
∫

R3

(u1 − u2)(((u1 − u2) · ∇)u1)dx ≤ ‖∇u1‖L∞‖u1 − u2‖2L2 ≤ C‖u1‖Hm‖u1 − u2‖2L2 .

Usando o lema de Gronwall conclúımos que u1 − u2 ≡ 0. Portanto a solução é única. �

1.6 Outros exemplos de escoamentos com simetria

Nesta seção estudaremos outros exemplos de escoamentos com simetria: escoamentos com si-

metria axial com e sem rodopio (casos em que a componente de rodopio da velocidade, que é a

componente tangente aos ćırculos, é diferente de zero ou não, respectivamente) e escoamentos

com simetria helicoidal sem rodopio (caso em que a velocidade é ortogonal às hélices). Escoa-

mentos com simetria axial sem rodopio são similares a escoamentos bidimensionais e para este

tipo de escoamento existem resultados de existência e unicidade de soluções. Por outro lado, es-

coamentos com simetria axial com rodopio possuem comportamento tridimensional não trivial e

estes podem apresentar singularidades em tempo finito. Os escoamentos com simetria helicoidal

sem rodopio são mais parecidos com escoamentos bidimensionais e existem alguns resultados de

existência e unicidade de soluções global no tempo.

As definições e resultados que apresentaremos a seguir foram extráıdos do livro [28], caṕıtulo

2, seção 3.
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1.6. Outros exemplos de escoamentos com simetria

Considere o sistema de coordenadas ciĺındricas

x1 = r cos θ, x2 = r sin θ, x3 = x3

e sua base ortonormal usual,

er = (cos θ, sin θ, 0) , eθ = (− sin θ, cos θ, 0) , e3 = (0, 0, 1),

onde r =
√
x21 + x22.

Seja v = v(t, x1, x2, x3) um campo vetorial.

u = u(t, r, θ, x3) = ur(t, r, θ, x3)e
r + uθ(t, r, θ, x3)e

θ + u3(t, r, θ, x3)e
3

Definição 1.6.1. Um campo vetorial v tem simetria axial se se não depende de θ, ou seja,

v = vr(t, r, x3) = vr(t, r, x3)e
r + vθ(t, r, x3)e

θ + v3(t, r, x3)e
3.

Dizemos que um escoamento tem simetria axial se o campo de velocidades u e a pressão p

tem simetria axial.

Em escoamentos com simetria axial escrevemos o campo de velocidades u como

u = ur(t, r, x3) = ur(t, r, x3)e
r + uθ(t, r, x3)e

θ + u3(t, r, x3)e
3,

e chamamos uθ de componente de rodopio da velocidade. Se em um escoamento com simetria

axial o termo uθ 6= 0 dizemos que este escoamento tem rodopio e se uθ = 0 dizemos que o

escoamento não tem rodopio.

Agora vamos escrever as equações de Euler para escoamentos com simetria axial. Primeiro

vejamos que o operador u · ∇ em coordenadas ciĺındricas se escreve como ur∂r +
uθ

r
∂θ + u3∂3.

De fato,

u · ∇ = u1∂1 + u2∂2 + u3∂3 =
(
ur
x1
r

+ uθ
x2
r

)
∂1 +

(
−urx2

r
+ uθ

x1
r

)
∂2 + u3∂3 =

= ur
(x1
r
∂1 +

x2
r
∂2

)
+ uθ

(
−x2
r
∂1 +

x1
r
∂2

)
+ u3∂3 = ur∂r +

uθ

r
∂θ + u3∂3.

Portanto, usando as seguintes identidades

∂re
r = ∂re

θ = ∂re
3 = 0,
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∂θe
r = eθ, ∂θe

θ = −er, ∂θe3 = 0,

∂3e
r = ∂3e

θ = 0, ∂3e
3 = 1,

∂θu
r = ∂θu

θ = ∂θu
3 = ∂θp = 0,

temos que

(u · ∇)u =

(
ur∂r +

uθ

r
∂θ + u3∂3

)(
urer + uθeθ + u3e3

)
=

= ur
(
∂ru

rer + ∂ru
θeθ + ∂ru

3e3
)
+
uθ

r
(ureθ − uθer) + u3

(
∂3u

rer + ∂3u
θeθ + ∂3u

3e3
)
=

=

(
ur∂ru

r + u3∂3u
r − (uθ)2

r

)
er +

(
ur∂ru

θ + u3∂3u
θ +

uθ

r
ur
)
eθ +

(
ur∂ru

3 + u3∂3u
3
)
e3 =

=

((
ur∂r + u3∂3

)
ur − (uθ)2

r

)
er +

((
ur∂r + u3∂3

)
uθ +

uθ

r
ur
)
eθ +

(
ur∂r + u3∂3

)
u3e3.

Por fim, observe que

div u = ∇ · u =

(
er∂r + eθ

1

r
∂θ + e3∂3

)
(urer + uθeθ + u3e3) = ∂ru

r +
ur

r
+ ∂3u

3

e ∇p = ∂rpe
r + ∂3pe

3.

Então, em coordenadas ciĺındricas, as equações de Euler com simetria axial se escrevem




∂tu
r + (ur∂r + u3∂3) u

r − (uθ)2

r
= −∂rp

∂tu
θ + (ur∂r + u3∂3) u

θ +
uθur

r
= 0

∂tu
3 + (ur∂r + u3∂3) u

3 = −∂3p

∂ru
r +

ur

r
+ ∂3u

3 = 0.

(1.9)

Escoamentos com simetria axial com rodopio

Nesta seção estamos considerando escoamentos com simetria axial com rodopio, ou seja, es-

coamentos com simetria axial onde uθ 6= 0. Começaremos calculando a vorticidade de tais

escoamentos,

ω = ∇× u =

(
er∂r + eθ

1

r
∂θ + e3∂3

)
× (urer + uθeθ + u3e3) =

= er(∂ru
rer + ∂ru

θeθ + ∂ru
3e3) + eθ

1

r
(ur∂θe

r + uθ∂θe
θ) + e3(∂3u

rer + ∂3u
θeθ + ∂3u

3e3) =
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= (∂ru
θe3− ∂ru

3eθ)+
1

r
uθe3+(∂3u

reθ− ∂3u
θer) = −∂3uθer+(∂3u

r− ∂ru
3)eθ+

(
1

r
uθ + ∂ru

θ

)
e3

Portanto, a vorticidade é dada por,

ω = −∂3uθer + ωθeθ +
1

r
∂r(ru

θ)e3 (1.10)

onde

ωθ = ∂3u
r − ∂ru

3.

Agora vamos deduzir uma equação para a vorticidade escalar ωθ. Para isso, derivamos a primeira

equação de (1.9) com respeito a x3 e a terceira com respeito a r e subtráımos as duas equações

obtidas:

∂tω
θ +

(
ur∂r + u3∂3

)
ωθ + (∂ru

r + ∂3u
3)ωθ = ∂3

(
(uθ)2

r

)
.

Agora, usando a última equação de (1.9) temos que

∂tω
θ +

(
ur∂r + u3∂3

)
ωθ − ur

r
ωθ = ∂3

(
(uθ)2

r

)
.

Observe que a equação acima pode ser reescrita da seguinte forma

∂t

(
ωθ

r

)
+
(
ur∂r + u3∂3

)(ωθ
r

)
=

1

r4
∂3((ru

θ)2).

Seja
D̃

Dt
:= ∂t + ur∂r + u3∂3 a derivada material agindo apenas no plano axial. Logo,

D̃

Dt

(
ωθ

r

)
=

1

r4
∂3((ru

θ)2). (1.11)

Além disso, a equação para a velocidade de rodopio pode ser reescrita como

D̃

Dt

(
ruθ
)
= 0. (1.12)

Da equação (1.11) conclúımos que a quantidade ωθ/r não é conservada ao longo das tra-

jetórias de part́ıculas e o responsável por essa variação é a velocidade de rodopio uθ.

As equações (1.11) e (1.12) descrevem completamente a dinâmica de vórtices. De fato, da

condição de incompressibilidade segue que existe um função ψ = ψ(t, r, x3) tal que

ur =
∂3ψ

r
, u3 = −∂rψ

r
.
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A função corrente ψ é definida pela vorticidade ωθ através da equação,

Lψ =
ωθ

r

onde L é seguinte operador eĺıtico linear

L =
1

r
∂r

(
1

r
∂r

)
+

1

r2
∂23 .

Portanto, resolvendo a equação para ψ em termos da vorticidade ωθ, depois calculando

as velocidades ur e u3 e substituindo nas equações (1.11) e (1.12) nós obtemos a equação de

vorticidade para ωθ e uθ.

Proposição 1.6.1. Seja u = u(t, r, x3) um escoamento com simetria axial com rodopio,

u = urer + uθeθ + u3e3,

com vorticidade correspondente dada dada por

ω = −∂3uθer + ωθeθ +
1

r
∂r(ru

θ)e3

Para tais escoamentos as equações de Euler tridimensionais são equivalentes à formulação de

vorticidade,

D̃

Dt

(
ωθ

r

)
=

1

r4
∂3((ru

θ)2),

D̃

Dt

(
ruθ
)
= 0,

Lψ =
ωθ

r
,

ur =
∂3ψ

r
, u3 = −∂rψ

r
,

onde
D̃

Dt
é a derivada material dada por

D̃

Dt
= ∂t + ur∂r + u3∂3 e L é o operador eĺıtico linear

L =
1

r
∂r

(
1

r
∂r

)
+

1

r2
∂23 .

Escoamentos com simetria axial sem rodopio
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1.6. Outros exemplos de escoamentos com simetria

O sistema de equações que modelam escoamentos com simetria axial sem rodopio (uθ = 0) é

o seguinte




∂tu
r + (ur∂r + u3∂3) u

r = −∂rp

∂tu
3 + (ur∂r + u3∂3)u

3 = −∂3p

∂ru
r +

ur

r
+ ∂3u

3 = 0.

(1.13)

Substituindo uθ = 0 em (1.10) obtemos que a vorticidade é dada por

ω = ωθeθ

onde ωθ := (∂3u
r − ∂ru

3). E substituindo uθ = 0 em (1.11) obtemos que

D̃

Dt

(
ωθ

r

)
= 0.

A condição de incompressibilidade pode ser reescrita como ∂r(ru
r) + ∂3(ru

3) = 0. Logo,

existe ψ = ψ(t, r, x3) com simetria axial tal que

ur =
∂3ψ

r
, u3 = −∂rψ

r
.

Logo, como ωθ = ∂3u
r − ∂ru

3 temos que Lψ =
ωθ

r
onde L =

1

r
∂r

(
1

r
∂r

)
+

1

r2
∂23

Proposição 1.6.2. Seja u = u(t, r, x3) um escoamento com simetria axial sem rodopio,

u = urer + u3e3,

com vorticidade correspondente dada por ω = ωθeθ. Para tais escoamentos as equações de Euler

tridimensionais são equivalentes à formulação de vorticidade,

D̃

Dt

(
ωθ

r

)
= 0,

Lψ =
ωθ

r
,

ur =
∂3ψ

r
, u3 = −∂rψ

r
,

onde
D̃

Dt
é a derivada material dada por

D̃

Dt
= ∂t + ur∂r + u3∂3 e L é o operador eĺıtico linear

L =
1

r
∂r

(
1

r
∂r

)
+

1

r2
∂23 .
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1.6. Outros exemplos de escoamentos com simetria

O teorema a seguir, devido à Majda, estabelece existência global de solução para escoamentos

com simetria axial sem rodopio. O enunciado e a demonstração de tal resultado foi extráıdo de

[26].

Teorema 1.6.1. Seja u0 ∈ Hs(R3), s >
3

2
+ 1, com simetria axial sem rodopio e seja ω0 = ωθ0

a vorticidade associada. Assuma que a vorticidade escalar ωθ0 satisfaz

(i) |ωθ0(r, x3)| ≤ cr,

(ii) ωθ0(r, x3) ≥ 0,

(iii) ωθ0(r, x3) tem suporte compacto.

Então a solução u, com dado inicial u0, existe globalmente no tempo.

Demonstração. Como a quantidade
ωθ

r
é conservada ao longo da trajetória de part́ıculas X =

X(t, α) segue que

ωθ(t,X(t, α))

|(X1(t, α), X2(t, α))| =
ωθ0(α)

|(α1, α2))|
logo,

0 ≤ ωθ(t,X(t, α)) = |(X1(t, α), X2(t, α))| ωθ0(α)

|(α1, α2)| ≤ C|(X1(t, α), X2(t, α))|.

Defina,

R(t) = sup
α∈ supp ωθ

|X(t, α)|

e observe que

d

dt
R(t) ≤ sup

α∈supp ωθ

∣∣∣∣
d

dt
X(t, α)

∣∣∣∣ ≤

≤ C sup
α∈supp ωθ

∫

|X(t,α)−y|≤2R(t)

|X(t, α)− y|−2ωθ(t, y)dy ≤

≤ CR(t) + C sup
α∈supp ωθ

∫

1≤|X(t,α)−y|≤2R(t)

|X(t, α)− y|−2ωθ(t, y)dy ≤

≤ CR(t) + C sup
α∈supp ωθ

(∫

1≤|X(t,α)−y|≤2R(t)

|X(t, α)− y|−4 ω
θ(t, y)

|(y1, y2)|dy
) 1

2

P
1
2 ≤ CR(t) +M,
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1.6. Outros exemplos de escoamentos com simetria

onde P =
∫
R3 ω

θ(t, y)|(y1, y2)|dy =
∫
R3 ω

θ(y)|(y1, y2)|dy <∞.

Então, pela desigualdade de Gronwall, temos que R(t) ≤ MeCt. Portanto, ‖ωθ(t, ·)‖L∞ ≤

cMeCt e com isto termina a demonstração.

Escoamentos com simetria helicoidal sem rodopio

Começaremos com a definição de simetria helicoidal. Usaremos a notação introduzida em

[15]. Sejam Rθ, a transformação de rotação em torno do eixo ẑ por um ângulo θ, dada por

Rθ =




cos θ sin θ 0

− sin θ cos θ 0

0 0 1




e Sθ, a superposição da rotação Rθ e uma translação ao longo do eixo ẑ de tamanho κθ, dada

por

Sθ(x) = Rθ(x) +




0

0

κθ


 .

Definição 1.6.2. Um campo vetorial v : R3 → R3 é helicoidal se

v(Sθx) = Rθv(x) para todo θ ∈ R. (1.14)

Definição 1.6.3. Um campo vetorial v : R3 → R3 é ortogonal às hélices se

v(x) · ξ(x) = 0

onde ξ(x) = (−x2, x1, κ).

Observações . 1) Se κ = 0, a condição de simetria helicoidal é equivalente à condição de

simetria axial. Além disso, neste caso a condição de ser ortogonal às hélices é equivalente

a de não ter rodopio no caso axial.

2) Se v tem simetria helicoidal com κ > 0 então v não tem simetria axial. Além disso,

v é periódico na direção ẑ. De fato, como u tem simetria helicoidal então v satisfaz

(1.14) para todo θ. Em particular, para θ = 2π temos que v(S2πx) = R2πv(x), isto é,

v(x1, x2, x3 + 2πκ) = v(x1, x2, x3). Portanto v é periódico na direção ẑ com peŕıodo 2κπ.
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1.6. Outros exemplos de escoamentos com simetria

A seguir enunciaremos alguns resultados de escoamentos suaves com simetria helicoidal que

podem ser encontrados demonstrados em [15].

Lema 1.6.1. Um campo vetorial suave v : R3 → R3 tem simetria helicoidal se e somente se

(ξ(x) · ∇)v(x) = (−v2(x), v1(x), 0), isto é,

− x2∂1v
1(x) + x1∂2v

1(x) + κ∂3v
1(x) = −v2(x); (1.15)

−x2∂1v2(x) + x1∂2v
2(x) + κ∂3v

2(x) = v1(x); (1.16)

−x2∂1v3(x) + x1∂2v
3(x) + κ∂3v

3(x) = 0. (1.17)

Lema 1.6.2. Seja ω = rot u a vorticidade associada ao campo de velocidades suave u que

é solução das equações de Euler 3D, tem simetria helicoidal e é ortogonal às hélices. Então,

ω(x) = 1
κ
ω3(x)ξ(x) onde ω3(x) = ∂1u

2(x)− ∂2u
1(x) e ω é solução da seguinte equação,

Dω

Dt
− ω3

κ
Ru = 0. (1.18)

onde R =




0 −1 0

1 0 0

0 0 0


.

Demonstração. Primeiro provaremos que ω = 1
κ
ω3ξ. Para isso, usaremos a definição de simetria

ortogonal e o lema 1.6.1,

ω = rot u = (∂2u
3 − ∂3u

2, ∂3u
1 − ∂1u

3, ∂1u
2 − ∂2u

1) =

como u · ξ = 0

=

(
1

κ
∂2(x2u

1 − x1u
2)− ∂3u

2, ∂3u
1 − 1

κ
∂1(x2u

1 − x1u
2), ∂1u

2 − ∂2u
1

)
=

=

(
1

κ
(x2∂2u

1 + u1 − x1∂2u
2)− ∂3u

2, ∂3u
1 − 1

κ
(x2∂1u

1 − x1∂1u
2 − u2), ∂1u

2 − ∂2u
1

)
=

pelo lema 1.6.1

=

(
1

κ
(x2∂2u

1 − x2∂1u
2),−1

κ
(−x1∂1u2 + x1∂2u

1), ∂1u
2 − ∂2u

1

)
=

1

κ
(∂1u

2 − ∂2u
1)ξ =

ω3

κ
ξ
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1.6. Outros exemplos de escoamentos com simetria

Portanto, ω =
ω3

κ
ξ. Agora provaremos que ω é solução de (1.18). Lembre que a equação de

vorticidade para escoamentos tridimensionais é dada por

Dω

Dt
− (ω · ∇)u = 0, (1.19)

e é claro do lema 1.6.1 que

(ω · ∇)u =
1

κ
ω3(ξ · ∇)u =

1

κ
ω3Ru.

Isto completa a demonstração.

Corolário 1.6.1. Seja ω = rot u a vorticidade associada ao campo de velocidades suave u que

é solução das equações de Euler 3D, tem simetria helicoidal e é ortogonal às hélices. Então,

ω = 1
κ
ω3ξ onde ω3 = ∂1u

2 − ∂2u
1 e ω3 é solução da seguinte equação,

Dω3

Dt
= 0. (1.20)

Proposição 1.6.3. Seja ω a vorticidade associada ao campo de velocidades suave u que tem

simetria helicoidal e é ortogonal às hélices. Então, (u, ω) é solução de

Dω

Dt
− ω3

κ
Ru = 0. (1.21)

se e somente se, (u, ω3) é solução de

Dω3

Dt
= 0. (1.22)

Demonstração. A demonstração da implicação direta é trivial. Reciprocamente, suponha que

ω3 é solução da seguinte equação

Dω3

Dt
= 0. (1.23)

observe também que do lema 1.6.2 temos que ω =
ω3

κ
ξ. Portanto,

Dω

Dt
+
ω3

κ
Ru =

Dω3

Dt

ξ

κ
+
Dξ

Dt

ω3

κ
− ω3

κ
Ru =

Dω3

Dt

ξ

κ
+ (−u2, u1, 0)

ω3

κ
− ω3

κ
Ru = 0. (1.24)
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1.7. Formação de Singularidade

1.7 Formação de Singularidade

Ao longo das seções anteriores vimos que soluções das equações de Euler, com dado inicial suave

e energia cinética finita, não desenvolvem singularidade em tempo finito quando a dimensão do

espaço é n = 2. De fato, como já observado anteriormente, neste caso temos que a equação de

vorticidade se escreve como
Dω

Dt
= 0, logo ω(t,X(t, α)) = ω0(α) e portanto ‖ω‖Lp = ‖ω0‖Lp

para todo 1 ≤ p ≤ ∞. Logo, por Beale-Kato-Majda, conclúımos que a solução permanece suave

para todo tempo. Já para n = 3 o problema de formação de singularidade está em aberto. A

dificuldade aparece devido ao termo de estiramento presente na equação de vorticidade para

n = 3, podendo assim haver aumento e acumulação de vorticidade.
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Caṕıtulo 2

O escoamento de Shnirelman

No caṕıtulo anterior enunciamos e provamos alguns resultados de existência e unicidade de

soluções das equações de Euler. Agora, apresentaremos o exemplo de um escoamento que implica

na não unicidade de soluções fracas das equações de Euler. Tal exemplo é conhecido como o

escoamento de Shnirelman, e foi constrúıdo por Shnirelaman em [32]. A não unicidade de

solução fraca segue do fato que o escoamento de Shnirelman é uma solução fraca das equações

de Euler em T2 com suporte compacto no tempo, mas é claro que a velocidade identicamente

nula também é uma solução deste problema. Esse exemplo é fundamental pois mostra que a

noção usual de solução fraca para as equações de Euler incompresśıveis não é forte o suficiente

para garantir a unicidade. No entanto esse não é o primeiro exemplo, em [30] Scheffer construiu

uma solução fraca para as equações de Euler bidimensionais com suporte compacto no tempo

e espaço. No entanto, a construção de Shnirelman é mais clara e elementar do que a feita

por Scheffer. Também exibiremos nesta seção uma visualização da estrutura do escoamento

de Shnirelman feita através da construção de uma aproximação expĺıcita do escoamento que

obtivemos utilizando ferramentas computacionais, veja [5]. Em particular, como a construção

do escoamento de Shnirelman foi baseada no uso da cascata inversa de energia em 2D, poderemos

visualizar o papel da cascata inversa de energia na construção. No final da seção, faremos uma

modificação na construção original. Este foi um trabalho feito em conjunto com A. Shnirelman.
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2.1. Construção do escoamento de Shnirelman

2.1 Construção do escoamento de Shnirelman

Considere as equações de Euler incompresśıveis bidimensionais no toro T2 com forçamento,




∂tu+ (u · ∇)u+∇p = f

div u = 0

onde u = u(t, x) é o campo de velocidade, p = p(t, x) é a pressão, f = f(t, x) é uma força externa

dada e (t, x) ∈ R× T2.

A definição de solução fraca que será usada ao longo desta seção é a seguinte:

Definição 2.1.1. Um campo vetorial u = u(t, x) ∈ L2
loc(R × T2;R2) é uma solução fraca das

equações de Euler incompresśıveis com forçamento f ∈ D′ se, para toda função teste ϕ =

ϕ(t, x) ∈ C∞
c (R× T2,R) e φ = φ(t, x) ∈ C∞

c (R× T2,R2) tal que div φ = 0, tivermos

−
∫ ∫ [

u · ∂φ
∂t

+ (u⊗ u) · ∇φ
]
dxdt =

∫ ∫
f · φdxdt

e

∫ ∫
u · ∇ϕdxdt = 0.

O resultado principal de [32] é o seguinte:

Teorema 2.1.1 (Shnirelman, 1997). Existe uma solução fraca não nula para as equações de

Euler homogêneas (ou seja, f ≡ 0), u = u(t, x) ∈ L2(R × T2;R2) tal que u(t, x) ≡ 0, |t| > C,

para alguma constante C > 0.

Em particular, esse teorema implica que as soluções fracas das equações de Euler incom-

presśıveis em 2D, no sentido da definição 2.1.1, não são únicas.

2.1.1 A construção

A construção é baseada no seguinte resultado: se {ui}i é uma solução fraca de Euler 2D com

forçamento {fi}i tal que fi ⇀ 0 em D′ e ui → u fortemente em L2 então u é solução fraca de

Euler 2D sem forçamento.

A ideia então é construir uma sequência {ui}i de campos de velocidade com suporte compacto

no tempo de tal forma que ui seja uma solução fraca de Euler 2D com forçamento fi, fi ⇀ 0 em
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2.1. Construção do escoamento de Shnirelman

D′ e ui → u fortemente em L2. Com isso, usando o resultado enunciado anteriormente, teremos

que o limite u da sequência {ui}i é uma solução fraca das equações de Euler 2D homogêneas e

com suporte compacto no tempo.

Para construir tal sequência, considere u0 uma solução suave arbitrária não nula das equações

de Euler. Definimos o primeiro termo da sequência {ui}i por

u1(t, x) =





u0(t, x), |t| < 1

0, |t| > 1

A construção de ui+1(t, x) a partir de ui(t, x) é feita da seguinte forma: Suponha que ui(t, x)

seja uma solução suave das equações de Euler no intervalo ti,j < t < ti,j+1, descont́ınua em

t = ti,j, j = 1, 2, ..., Ji, e tal que ui(t, x) = 0 para t < ti,1 e t > ti,Ji então ui(t, x) é solução fraca

das equações de Euler com forçamento

fi(t, x) =

Ji∑

j=1

fi,j(x)δ(t− ti,j).

Para construir o campo vetorial ui+1(t, x) inserimos lacunas no tempo de tamanho Ti via

translações da solução ui do intervalo (ti,j, ti,j+1) para o intervalo (ti,j + jTi, ti,j+1 + jTi). Depois

subdividimos as lacunas de tamanho Ti em um número finito de subintervalos nos quais ui+1(t, x)

será solução suave das equações de Euler e será descont́ınua nos extremos destes subintervalos.

Então, ui+1(t, x) será uma solução fraca das equações de Euler com forçamento

fi+1(t, x) =

Ji∑

j=1

pij∑

p=1

fi,j,p(x)δ(t− ti,j,p),

onde

fi,j,p(x) = ui+1(x, t
+
i,j,p)− ui+1(x, t

−
i,j,p).

Note que no lugar de cada pulso fi,j(x) gerar o salto da velocidade em t = ti,j, nós inserimos

uma série de pulsos fi,j,p(x) em ti,j,p com o mesmo resultado final porém com retardo temporal.

Observe que a função ui+1(t, x) é constrúıda independentemente em cada lacuna, logo a

construção pode ser descrita completamente se nos restringirmos ao caso de uma solução fraca

das equações de Euler com forçamento f(t, x) = f(x)δ(t − t0), onde f(x) = u+(x) − u−(x) e
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2.1. Construção do escoamento de Shnirelman

u±(x) = u(x, t±0 ). A construção então fornecerá um campo vetorial U(t, x) tal que f(t, x) é trans-

formado em uma série de pulsos possuindo o mesmo efeito que f . A construção se resume em de-

finir os pulsos Fj que serão aplicados nos instantes tj e em definir U(x, t−j ) = Stj−tj−1
(U(x, t+j−1))

e U(x, t+j ) = U(x, t−j ) +Fj, onde St representa o operador solução das equações de Euler incom-

presśıveis.

Os pulsos são escolhidos de forma que convirjam fracamente a 0 em D′ e ao mesmo tempo

forcem a solução de ui(x, t
−
i,j) para ui(x, t

+
i,j). A cascata inversa de energia, apesar de não expĺıcita

na construção, explica como isso de fato ocorre.

2.1.2 A cascata inversa de energia

As duas principais ferramentas que fazem esta construção funcionar são: o escoamento de Kol-

mogorov modulado e uma decomposição especial do pulso f .

O escoamento de Kolmogorov modulado é um escoamento altamente instável e oscilatório

que tem sido muito utilizado no estudo da cascata inversa de energia.

Ao longo desta seção usaremos o operador diferencial ∇⊥ definido por ∇⊥ := (−∂2, ∂1).

Dado uma velocidade inicial v0 = v(x)+w(x) onde, v(x) = ∇⊥ψ(x), ψ(x) = k−1+αb(x) sin(ka·

x) e w é um polinômio trigonométrico, existe uma solução assintótica que nós truncamos obtendo

assim o escoamento de Kolmogorov aproximado

vN(t, x) = v0(x) + (t− t0)v1(x) + . . .+ (t− t0)
NvN(x),

tal que

∂v(N)

∂t
= A(v(N), v(N)) + rN

onde A(v, w) = −P [(v · ∇)w],

e P é o projetor ortogonal de L2(T2,R2) no subespaço de campos vetoriais de divergente nulo.

O segundo termo v1(x) da série v(N)(t, x) pode ser decomposto da seguinte forma

v1(x) = k2α
1

2
P [(a⊥ · ∇B)a⊥] + termos oscilatórios com frequência dependendo de k,

onde B(x) = (b(x))2.
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2.1. Construção do escoamento de Shnirelman

O resultado de decomposição que mencionamos no ińıcio desta seção é o seguinte:

Teorema 2.1.2. Seja f ∈ L2(T2) um campo vetorial tal que div f = 0 e
∫
f(x)dx = 0.

Então existem vetores a1 e a2, funções suaves positivas B1(x) e B2(x), e dois operadores pseudo-

diferenciais Φ1 e Φ2 tais que Bj = Φjf e f pode ser escrita como

f =
2∑

j=1

1

2
P [(a⊥j · ∇Bj)a

⊥
j ].

2.1.3 Trabalhos numéricos

A construção de Shnirelman é feita através de uma sequência infinita de passos, mas explorando

apenas os primeiros passos, por meios computacionais, podemos ter uma boa ideia da estrutura

básica resultante da solução limite. Para construir as soluções aproximadas para as equações de

Euler utilizamos o esquema de diferenças finitas centrada de segunda ordem de Levy-Tadmor na

formulação de vorticidade das equações de Euler, veja [22], juntamente com a inversão espectral

do Laplaciano.

No nosso exemplo numérico, usamos o seguinte campo de velocidades como velocidade inicial

para obter uma aproximação de uma solução suave das equações de Euler que depois será

truncada dando origem ao primeiro termo da sequência {ui}i,

u0(t, x) =
u(t, x)

‖u‖2L2

,

onde

u(t, x) =





( tanh(15
π
(y − π

2
)), 0.05 sin(x) ), y ≤ π

( tanh(15
π
(3π

2
− y)), 0.05 sin(x) ), y > π

As figuras 2.1 (a), (b) e (c) representam a energia, calculada numericamente, de u1, u2 e

u3, respectivamente. Como esperado, podemos ver através das figuras que quando passamos do

primeiro para o segundo passo, alguns dos pulsos que foram inseridos possuem energia maior do

que o pulso inicial. Esses pulsos são campos vetoriais oscilatórios com alta frequência e isto é sua

propriedade principal já que implica que estes pulsos convergem fracamente a zero e ainda assim

39



2.1. Construção do escoamento de Shnirelman

são transformados em um campo de velocidade não nulo nas grandes escalas via o escoamento

de Euler.
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Figura 2.1: Energia Ei(t) versus tempo t do campo de velocidade ui.

Agora, usando v0 = v + w com w = 0 e v = ∇⊥ψ, onde

ψ(x) = k−1+αb(x) sin(ka · x), b(x) = 1

2
(sin x2 + 1), k = 4, α = 2/3 e a = (1,−1),

temos que

B(x) =
1

4
(sin2 x2 + 2 sinx2 + 1) e

40



2.1. Construção do escoamento de Shnirelman

(v11, v
2
1) = k2α

1

2
P [(a⊥ · ∇B)a⊥] + termos oscilatórios (k) =

= k2α
(
1

8
(sin 2x2 + 2 cosx2), 0

)
+ termos oscilatórios(k).

Abaixo temos o gráfico de g(x2) = k2α 1
8
(sin 2x2 + 2 cosx2) como função de x2.
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Figura 2.2: Gráfico de g(x2) = k2α 1
8
(sin 2x2 + 2 cosx2) versus x2.

Numericamente, obtivemos o seguinte gráfico de v11 como função de (x1, x2).

Figura 2.3: Gráfico de v11 versus x1 e x2.

Através das figuras 2.2 e 2.3 vemos que a aproximação numérica está de acordo com a teoria.
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2.2. Construção do escoamento modificado

Shnirelman usou o Teorema 2.1.2 para construir pulsos que imitassem o fenômeno de cascata

inversa. Veremos que o escoamento de Kolmogorov modulado possui um comportamento de du-

plicação de peŕıodo, e portanto, os pulsos definidos usando o Teorema 2.1.2 também apresentarão

esse comportamento.

As figuras abaixo representam as curvas de ńıvel da vorticidade associada ao escoamento de

Kolmogorov aproximado v.
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Figura 2.4: Curvas de ńıvel da vorticidade

2.2 Construção do escoamento modificado

Nesta seção vamos apresentar uma modificação na construção do escoamento de Shnirelman. O

objetivo inicial era o de obtermos um novo escoamento onde a visualização da cascata inversa

de energia fosse mais clara. Apesar de não termos atingido a proposta inicial, o problema gerou

resultados tecnicamente interessantes justificando assim sua inclusão neste trabalho.

A modificação é feita na velocidade inicial usada na construção do escoamento de Kolmogo-

rov. Em particular, o escoamento obtido também será uma solução fraca das equações de Euler

no toro T2 com suporte compacto no tempo.

A construção deste novo escoamento segue a mesma estrutura da construção original de
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2.2. Construção do escoamento modificado

Shnirelman e que foi discutida na seção 2.1. Em [32], Shnirelman demonstrou que para uma

velocidade inicial v0 dada por

v0(x) = ∇⊥ϕ+ w(x)

onde ϕ(x) = kα−1b(x) sin(ka · x), w é um polinômio trigonométricos e b suave, o escoamento de

Kolmogorov

vN(t, x) = v0(x) + (t− t0)v1(x) + . . .+ (t− t0)
nvn(x) + . . . (2.1)

é uma série assintótica no intervalo (t0−k−2α, t0+k
2α), se 1

2
< α < 1 e k suficientemente grande.

Para construir o novo escoamento usaremos o seguinte campo vetorial como velocidade inicial

v0(x) = kβ−1∇⊥ sin(ϕ(x)) + w(x) (2.2)

onde

ϕ(x) = ka · x+ kαf(x),

1

2
< α < 1,

2α + β > 3,

w, f ∈ C∞(T2).

Observe que a diferença entre a velocidade inicial utilizada na construção original e a que

usaremos agora é que no nosso caso permitimos que o argumento do seno (que é o responsável

pelo comportamento altamente oscilatório) seja não linear.

2.2.1 Estimativas para os termos da solução assintótica

O próximo resultado mostra que o escoamento de Kolmogorov (2.1), com v0 dado por (2.2), é

uma série assintótica em um intervalo de tempo pequeno e fornece estimativas para os termos

vn e o resto rN .

Teorema 2.2.1. Seja v0 dado por (2.2), com f e w independentes de k. Então, para k → ∞,

existem constantes cn = cn(f, w) tais que

||vn||∞ ≤ cnk
α+(n+1)β+n−2 ∀n = 1, 2, . . . , e (2.3)
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2.2. Construção do escoamento modificado

||rN ||∞ ≤ cNk
−σN , para algum σ > 0 se |t− t0| ≤ k−(α+2β−1) e α + β > 2. (2.4)

Demonstração. Defina v(x) = kβ−1∇⊥ sin(ϕ(x)), então v0(x) = v(x) + w(x) e

v1(x) = A(v0, v0) = A(v + w, v + w) = A(v, v) + A(v, w) + A(w, v) + A(w,w) =

= −P[Dvv]− P[Dvw]− P[Dwv]− P[Dww].

Podemos ainda reescrever v como v(x) = kβ∇⊥ψ(x) cos(ϕ(x)) onde ψ(x) = a · x+ kα−1f(x).

Com o objetivo de estimar o termo v1 iremos inicialmente calcular Dvv,

Dvv = k2β



cos(ϕ)


 −ψ12 −ψ22

ψ11 ψ21


− k1 sin(ϕ)


 −ψ2ψ1 −ψ2

2

ψ2
1 ψ1ψ2





 cos(ϕ)


 −ψ2

ψ1


 =

= k2β cos2(ϕ)


 ψ12ψ2 − ψ22ψ1

−ψ11ψ2 + ψ21ψ1


+ k2β+1 cos(ϕ) sin(ϕ)


 −ψ2ψ1ψ2 + ψ2

2ψ1

ψ2
1ψ2 − ψ1ψ2ψ1


 =

= k2β cos2(ϕ)


 ψ12ψ2 − ψ22ψ1

−ψ11ψ2 + ψ21ψ1


 =

= k2β cos2(ϕ)


 kα−1f12(a2 + kα−1f2)− kα−1f22(a1 + kα−1f1)

−kα−1f11(a2 + kα−1f2) + kα−1f21(a1 + kα−1f1)


 =

= kα+2β−1 cos2(ϕ)


 f12(a2 + kα−1f2)− f22(a1 + kα−1f1)

−f11(a2 + kα−1f2) + f21(a1 + kα−1f1)


 =

= kα+2β−1 cos2(ϕ)


 f12a2 − f22a1 + f12k

α−1f2 − f22k
α−1f1

−f11a2 + f21a1 − f11k
α−1f2 + f21k

α−1f1


 =

= kα+2β−1 cos2(ϕ)


 −(a⊥ · ∇)f2 − kα−1(∇⊥f · ∇)f2

(a⊥ · ∇)f1 + kα−1(∇⊥f · ∇)f1


 =

= kα+2β−11 + cos(2ϕ)

2


 −(a⊥ · ∇)f2

(a⊥ · ∇)f1


+ k2α+2β−21 + cos(2ϕ)

2


 −(∇⊥f · ∇)f2

(∇⊥f · ∇)f1


 =
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2.2. Construção do escoamento modificado

= kα+2β−11 + cos(2ϕ)

2
(a⊥ · ∇)∇⊥f + k2α+2β−21 + cos(2ϕ)

2
(∇⊥f · ∇)∇⊥f

= kα+2β−11

2
(a⊥ · ∇)∇⊥f + kα+2β−1 cos(2ϕ)

2
(a⊥ · ∇)∇⊥f + k2α+2β−21 + cos(2ϕ)

2
(∇⊥f · ∇)∇⊥f.

Logo,

P[Dvv] =
1

2
kα+2β−1P[(a⊥ · ∇)∇⊥f ] +

1

2
kα+2β−1P[cos(2ϕ)(a⊥ · ∇)∇⊥f ]+

+
1

2
k2α+2β−2P[(1 + cos(2ϕ))(∇⊥f · ∇)∇⊥f ].

Observe que div((a⊥ · ∇)∇⊥f) = 0 e portanto P[(a⊥ · ∇)∇⊥f ] = (a⊥ · ∇)∇⊥f . Desta forma,

podemos reescrever P[Dvv] como

P[Dvv] =
1

2
kα+2β−1(a⊥ · ∇)∇⊥f +

1

2
kα+2β−1P[cos(2ϕ)(a⊥ · ∇)∇⊥f ]+

+
1

2
k2α+2β−2P[(1 + cos(2ϕ))(∇⊥f · ∇)∇⊥f ].

Afirmação: Se v não depende de uma potência positiva de k temos que

P[v(x) cos(ϕ(x))] = p(a)v(x) cos(ϕ(x)) + o(k−1+α), (2.5)

P[v(x) sin(ϕ(x))] = p(a)v(x) sin(ϕ(x)) + o(k−1+α).

A demonstração da afirmação acima será postergada até o fim desta demonstração.

Usando (2.5) conclúımos que

P[Dvv] =
1

2
kα+2β−1

(
(a⊥ · ∇)∇⊥f + p(a)((a⊥ · ∇)∇⊥f) cos(2ϕ) + o(k−1+α)

)
+ o(k2α+2β−2).

Observe também que como w ∈ C∞(T2) temos as seguintes estimativas

P[Dww] ≤ C,

P[Dwv] = P


Dwkβ cos(ϕ)


 −ψ2

ψ1




 =

= kβP


Dw


 −a2

a1


 cos(ϕ)


+ kβ+α−1P


Dw


 −f2

f1


 cos(ϕ)


 =
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2.2. Construção do escoamento modificado

= kβp(a)Dw


 −a2

a1


 cos(ϕ) + o(k−1+α+β) = o(kβ),

P[Dvw] = P





k

β cos(ϕ)


 −ψ12 −ψ22

ψ11 ψ21


− kβ+1 sin(ϕ)


 −ψ2ψ1 −ψ2

2

ψ2
1 ψ1ψ2





w


 =

= kβ+α−1P


cos(ϕ)


 −f12 −f22

f11 f21


w


− kβ+1P


sin(ϕ)


 −a2a1 −a22

a21 a1a2


w


−

−kβ+αP


sin(ϕ)


 −a2f1 − a1f2 −2a2f2

2a1f1 a1f2 + a2f2


w


− kβ+2α−1P


sin(ϕ)


 −f2f1 −f 2

2

f 2
1 f1f2


w




= −kβ+1


p(a)


 −a2a1 −a22

a21 a1a2


w sin(ϕ) + o(k−1+α)


 = o(kβ+1).

Por hipótese, temos que 2α + 2β − 2 > β + 1 > β. Então, juntando todas as estimativas

anteriores, obtemos que

v1(x) = kα+2β−1
(
(a⊥ · ∇)∇⊥f + p(a)(a⊥ · ∇)∇⊥f) cos(2ϕ)

)
+ o(k2α+2β−2).

Defina B0
1(x) = (a⊥ · ∇)∇⊥f e B2

1(x) = p(a)(a⊥ · ∇)∇⊥f), então podemos colocar v1 na

forma

v1(x) = kα+2β−1
(
B0

1(x) + cos(2ϕ)B2
1(x)

)
+ o(k2α+2β−2)

onde Bj
1, j = 0, 2 não depende de k. Sendo assim, a estimativa (2.3) está provada para n = 1.

Agora vamos estimar v2. Lembre que v2(x) = 1
2
(A(v0, v1) + A(v1, v0)) = −1

2
(P[Dv0v1] +

P[Dv1v0]), portanto precisamos calcular Dv1. Observe que

Dv1(x) = kα+2β sin(2ϕ)B̃2
1(x) + o(k2α+2β−1)

onde B̃2
1 não dependem de k.

Lembre que

v0(x) = kβ


 −ψ2

ψ1


 cos(ϕ) + w = kβ


 −a2

a1


 cos(ϕ) + w + kβ+α−1


 −f2

f1


 cos(ϕ) + w.
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Defina B1
0 = a⊥ e reescreva v0 como

v0(x) = kβB1
0 cos(ϕ) + o(kα+β−1).

Agora calcularemos os termos Dv0v1 e Dv1v0,

Dv0v1 =
{
kβ+1 sin(ϕ)B̃1

0 + o(kβ)
}{

kα+2β−1
(
B0

1(x) + cos(2ϕ)B2
1(x)

)
+ o(k2α+2β−2)

}
=

= kα+3β

(
sin(ϕ)B̃1

0B
0
1 +

sin(3ϕ) + sin(ϕ)

2
B̃1

0B
2
1

)
+ o(k2α+3β−1),

Dv1v0 =
{
kα+2β sin(2ϕ)B̃2

1(x) + o(k2α+2β−1)
}{

kβ cos(ϕ)B1
0 + w

}
=

= kα+3β

(
sin(3ϕ)− sin(ϕ)

2
B̃2

1B
1
0

)
+ o(k2α+3β−1).

Usando (2.5) e as contas acima conclúımos que

v2(x) = kα+3β
(
sin(ϕ)B1

2 + sin(3ϕ)B3
2

)
+ o(k2α+3β−1)

onde Bj
i não depende de k. Com isso, temos que a estimativa (2.3) está provada também para

n = 2.

Por fim, vamos reescrever v3 como a soma de um termo dominante, termos oscilatórios e

termos de baixa ordem, da mesma forma que fizemos com v1 e v2. Com isso em mãos tentaremos

deduzir uma fórmula para um termo vn qualquer e depois demonstrar que tal fórmula é válida

através de um argumento de indução em n. Lembre que v3(x) = −1
3
(P[Dv0v2] + P[Dv1v1] +

P[Dv2v0]), logo começaremos calculando Dv2,

Dv2(x) = kα+3β+1
(
cos(ϕ)B̃1

2 + cos(3ϕ)B̃3
2

)
+ o(k2α+3β).

Agora vamos estimar os termos Dv0v2, Dv1v1 e Dv2v0,

Dv0v2 =
{
kβ+1 sin(ϕ)B̃1

0 + o(kβ)
}{

kα+3β
(
sin(ϕ)B1

2 + sin(3ϕ)B3
2

)
+ o(k2α+3β−1)

}
=

= kα+4β+1

(
1− cos(2ϕ)

2
B1

0B
1
2 +

cos(2ϕ)− cos(4ϕ)

2
B1

0B
3
2

)
+ o(k2α+4β),

Dv1v1 =
{
kα+2β sin(2ϕ)B̃2

1 + o(k2α+2β−1)
}{

kα+2β−1
(
B0

1 + cos(2ϕ)B2
1

)
+ o(k2α+2β−2)

}
=

= k2α+4β−1

(
sin(2ϕ)B̃2

1B
0
1 +

sin(4ϕ)

2
B2

1B̃
2
1

)
+ o(k3α+4β−2),
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Dv2v0 =
{
kα+3β+1

(
cos(ϕ)B̃1

2 + cos(3ϕ)B̃3
2

)
+ o(k2α+3β)

}{
kβ cos(ϕ)B1

0 + w
}
=

= kα+4β+1

(
1 + cos(2ϕ)

2
B1

0B̃
1
2 +

cos(2ϕ) + cos(4ϕ)

2
B̃3

2B
1
0

)
+ o(k2α+4β).

Portanto, temos que

v3 = kα+4β+1
(
B0

3 + cos(2ϕ)B2
3 + cos(4ϕ)B4

3

)
+ o(k2α+4β)

onde Bj
i não dependem de k.

Abaixo temos a fórmula para um termo vn qualquer, observe que a fórmula muda se n for

par ou ı́mpar,

v2m = kα+(2m+1)β+2m−2
(
sin(ϕ)B1

2m + sin(3ϕ)B3
2n + ...+ sin((2m+ 1)ϕ)B2m+1

2m

)
+

+o(k2α+(2m+1)β+2m−3)

v2m+1 = kα+(2m+2)β+2m−1
(
B0

2m+1 + cos(2ϕ)B2
2m+1 + ...+ cos((2m+ 2)ϕ)B2m+2

2m+1

)
+

+o(k2α+(2m+2)β+2m−2)

onde Bj
i não dependem de k.

Não é dif́ıcil mostrar que a fórmula acima é verdadeira. Isso pode ser feito através de indução

em n, porém iremos omitir a demonstração.

Falta ainda estimar o resto rN(t, x) para |t− t0| ≤ k−(α+2β−1),

|rN(t, x)| ≤
2N∑

j=N

|t− t0|j|vj(x)| ≤
2N∑

j=N

|t− t0|jkα+(j+1)β+j−2 ≤

2N∑

j=N

kα+(j+1)β+j−2−(α+2β−1)j =
2N∑

j=N

k(j−1)(−β−α+2) ≤
2N∑

j=N

k2N(−β−α+2) ≤ CNk
−σN

onde σ = 2β + 2α− 4 > 0 como α + β > 2.

Portanto,

|rN(t, x)| ≤ CNk
−σN , para algum σ > 0 se |t− t0| ≤ k−(α+2β−1) e α + β > 2.

Prova da Afirmação: Seja u um campo vetorial em R2. Inicialmente vamos escrever P[u]

como sua série de Fourier e depois usaremos a fórmula da série de Fourier encontrada para
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demonstrar que P[v(·)eika·(·)](x) = p(a)v(x)eika·x+o(k−1). Em seguida, usando a fórmula obtida,

demonstraremos a identidade desejada para P[v(x)eiϕ(x)], onde ϕ(x) = ka · x+ kαf(x).

P[u](x) =
1

4π2

∑

ξ∈Z2

p(ξ)û(ξ)eix·ξ =
∑

ξ∈Z2

p(ξ)

∫

T2

u(y)e−iy·ξdyeix·ξ =
∑

ξ∈Z2

∫

T2

p(ξ)u(y)ei(x−y)·ξdy

onde p(ξ) =


 1 0

0 1


− 1

|ξ|2


 ξ21 ξ1ξ2

ξ1ξ2 ξ22


.

Tome u(y) = v(y)eika·y, onde v é um campo vetorial em R2 e a ∈ Z2. Logo,

P[v(x)eik·x] =
∑

ξ∈Z2

∫

T2

p(ξ)v(y)eika·yei(x−y)·ξdy =

=

∫

T2

∑

ξ∈Z2

p(ξ)ei(x−y)·ξv(y)eika·ydy =

∫

T2

p̌(x− y)v(y)eika·ydy =

=

∫

T2

p̌(x− y)

(
v(x) + v′(x) · (y − x) +

1

2
v′′(x) · (y − x)2 + ...

)
eika·ydy =

=

∫

T2

p̌(x− y)

{
v(x) +

2∑

j=1

∂v

∂xj
(x)(yj − xj)+

+
1

2

2∑

j,k=1

∂2v

∂xj∂xk
(x)(yj − xj)(yk − xk) + ...

}
eika·ydy =

=

(∫

T2

p̌(x− y)eika·(y−x)dy

)
v(x)eika·x +

(∫

T2

p̌(x− y)
2∑

j=1

∂v

∂xj
(x)(yj − xj)e

ika·(y−x)dy

)
eika·x+

(∫

T2

p̌(x− y)
1

2

2∑

j,k=1

∂2v

∂xj∂xk
(x)(yj − xj)(yk − xk)e

ika·(y−x)dy

)
eika·x + ... =

=

(∫

T2

p̌(x− y)eika·(y−x)dy

)
v(x)eika·x +

(∫

T2

2∑

j=1

1

i

(
∂p

∂ξj

)
(̌x− y)

∂v

∂xj
(x)eika·(y−x)dy

)
eika·x+

(∫

T2

1

−2i2

2∑

j,k=1

(
∂2p

∂ξj∂ξk

)
(̌x− y)

∂2v

∂xj∂xk
(x)eika·(y−x)dy

)
eika·x + ... =

= p(ka)v(x)eika·x + h1(p(ka), v(x))e
ika·x +

1

2
h2(p(ka), v(x))e

ika·x + ... =

= p(a)v(x)eika·x + k−1h1(p(a), v(x))e
ika·x +

1

2
k−2h2(p(a), v(x))e

ika·x + ... =
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= p(a)v(x)eika·x +
∞∑

j=1

1

j!
k−jhj(p(a), v(x))e

ika·x = p(a)v(x)eika·x + o(k−1)

onde

hj(p(a), v(x)) =

|β|=j∑

β,|β|=1

Cβ
∂βp

∂ξβ
(a)

∂βv

∂xβ
(x) com Cβ = −i|β|.

Portanto temos que

P[v(x)eik·x] = p(a)v(x)eika·x + o(k−1).

Precisamos estimar P[u] quando u(x) = v(x)eiϕ(x), onde v é um campo vetorial em R2, a ∈ Z2

e ϕ(x) = ka·x+kαf(x). Podemos reescrever o campo vetorial u como u(x) =
(
v(x)eik

αf(x)
)
eika·x.

Dessa forma, usando as contas anteriores, conclúımos que

P[v(x)eiϕ(x)] = p(a)v(x)eik
αf(x)eika·x +

∞∑

j=1

1

j!
k−jhj(p(a), v(x)e

ikαf(x))eika·x = p(a)v(x)eiϕ(x)+

+
∞∑

j=1

1

j!
k−j

(
hj(p(a), v(x))e

ikαf(x) + ikjαhj(p(a), f(x))v(x)e
ikαf(x) + ...

)
eika·x =

= p(a)v(x)eiϕ(x) + o(kα−1)

É claro que vale o seguinte

P[v(x)eiϕ(x)] = p(a)v(x)eiϕ(x) + o(k−1+α),

donde segue que

P[v(x) cos(ϕ(x))] = p(a)v(x) cos(ϕ(x)) + o(k−1+α),

P[v(x) sin(ϕ(x))] = p(a)v(x) sin(ϕ(x)) + o(k−1+α).

2.2.2 Espectro dos termos da solução assintótica

Nesta seção investigaremos o espectro dos termos vn da solução assintótica vN para k → ∞.

Faremos isso através do estudo dos coeficientes de Fourier de cada termo vn.
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Lembre que v0(x) = kβ−1∇⊥ sin(ka · x + kαf(x)) + w(x), onde f, w ∈ C∞(T2). Então,

podemos reescrever v0 como v0(x) = kβ−1(ka⊥ + kα∇⊥f) cos(ka · x + kαf(x)) + w(x). Defina

ζ(x) = cos(ka · x+ kαf(x)).

Para exprimir o espectro de v0 vamos calcular ĝζ para g(x) = ∇⊥f e g(x) = a⊥. Note que

ĝζ(ξ) =
1

2

(∫

T2

ei(ka·x+k
αf(x))g(x)e−iξ·xdx+

∫

T2

e−i(ka·x+k
αf(x))g(x)e−iξ·xdx

)
. (2.6)

Como os dois termos do lado esquerdo de (2.6) são análogos iremos calcular apenas o primeiro.

Para isso, suponha que ξ ∈ Z2 seja tal que |ka − ξ| ≥ kγ‖∇f‖∞, para algum α < γ < 1.

Neste caso temos que ou |ka1 − ξ1| ≥ kγ‖∇f‖∞ ou |ka2 − ξ2| ≥ kγ‖∇f‖∞. Suponha que

|ka1 − ξ1| ≥ kγ‖∇f‖∞ então integrando por partes obtemos que

∫

T2

ei(ka·x+k
αf(x))g(x)e−iξ·xdx =

∫

T2

ei(ka−ξ)·xg(x)eik
αf(x)dx =

= −
∫

T2

ei(ka−ξ)·x

i(ka1 − ξ1)

(
ikαg(x)

∂f

∂x1
+

∂g

∂x1

)
eik

αf(x)dx =

=
−kα

ka1 − ξ1

∫

T2

ei(ka−ξ)·x
(
g(x)

∂f

∂x1
+

1

ikα
∂g

∂x1

)
eik

αf(x)dx =

=

( −kα
ka1 − ξ1

)2 ∫

T2

ei(ka−ξ)·x

(
g(x)

(
∂f

∂x1

)2

+
2

ikα
∂g

∂x1

∂f

∂x1
+
g(x)

ikα
∂2f

∂x21
+

1

(ikα)2
∂2g

∂x21

)
eik

αf(x)dx =

= · · · =
( −kα
ka1 − ξ1

)N ∫

T2

ei(ka−ξ)·xGN(x)e
ikαf(x)dx ≤ CN

(
kα

|ka1 − ξ1|

)N
‖GN‖∞ ≤

≤ CN

(
kα

|ka1 − ξ1|

)N
‖g‖∞‖∇f‖N∞ ≤ CNk

(α−γ)N ≤ CNk
−σN , σ > 0

onde

GN(x) = g(x)

(
∂f

∂x1

)N
+

1

ikα
∂g

∂x1

(
∂f

∂x1

)N−1

+ · · ·+
(

1

ikα

)N
∂Ng

∂xN1
= g(x)

(
∂f

∂x1

)N
+o(k−α).

Portanto temos que

∣∣∣∣
∫

T2

ei(ka·x+k
αf(x))g(x)e−iξ·xdx

∣∣∣∣ ≤ CMk
−M , ∀M.

Observe que a mesma estimativa vale para o segundo termo de ĝζ. Logo,

|ĝζ(ξ)| ≤ CMk
−M ∀M para |ξ| ≥ k|a|+ ρ,

onde ρ = kγ‖∇f‖L∞ . Em outras palavras |ĝζ(ξ)| ≤ CMk
−M para ξ /∈ B(−ka, ρ) ∪ B(ka, ρ).
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Como v0(x) = kβa⊥ζ(x) + kβ+α−1∇⊥f(x)ζ(x) + w(x), com w ∈ C∞(T2) segue que

|v̂0(ξ)| ≤ CMk
−M para ξ /∈ B(−ka, ρ) ∪ B(ka, ρ). (2.7)

Lembre da definição dos termos da solução assintótica v(t, x) e que

Â(v, w)(ξ) =
∑

η

(iη, v̂(ξ − η))Pξŵ(η).

Além disso, para ξ /∈ B(−2ka, 2ρ) ∪B(0, 2ρ) ∪B(2ka, 2ρ) e η ∈ B(−ka, ρ) ∪B(ka, ρ) temos

que ξ − η /∈ B(−ka, ρ) ∪ B(ka, ρ). Logo, para ξ /∈ B(−2ka, 2ρ) ∪ B(0, 2ρ) ∪B(2ka, 2ρ)

|Â(v, v)(ξ)| ≤
∑

η∈B(−ka,ρ)∪B(ka,ρ)

|η||v̂(ξ − η)||v̂(η)|+
∑

η/∈B(−ka,ρ)∪B(ka,ρ)

|η||v̂(ξ − η)||v̂(η)| ≤

≤ CMρ
2kk−M max |v̂|+

∑

η/∈B(−ka,ρ)∪B(ka,ρ)

|η| ‖∂3x1∂3x2v‖L1

|η1 − ξ1|3|η2 − ξ2|3
CMk

−M ≤

≤ CMk
2γ+1−M+β + CMk

−M‖∂3x1∂
3
x2
v‖L1 ≤ CMk

−M̄ .

Para ξ /∈ B(−ka, 2ρ) ∪ B(ka, 2ρ) e η ∈ B(0, ρ) temos que ξ − η /∈ B(−ka, ρ) ∪ B(ka, ρ).

Portanto, para ξ /∈ B(−ka, 2ρ) ∪B(ka, 2ρ)

|Â(v, w)(ξ)| ≤
∑

η∈B(0,ρ)

|η||v̂(ξ − η)||ŵ(η)|+
∑

η/∈B(0,ρ)

|η||v̂(ξ − η)||ŵ(η)|

≤ CMρ
2ρk−M max |ŵ|+

∑

η/∈B(0,ρ)

|η||v̂(ξ − η)|CMk−M ≤ CMk
−M̄ .

Para ξ /∈ B(−ka, 2ρ)∪B(ka, 2ρ) e η ∈ B(−ka, ρ)∪B(ka, ρ) temos que ξ−η /∈ B(0, ρ). Logo,

|Â(w, v)(ξ)| ≤
∑

η∈B(−ka,ρ)∪B(ka,ρ)

|η||ŵ(ξ − η)||ṽ(η)|+
∑

η/∈B(−ka,ρ)∪B(ka,ρ)

|η||ŵ(ξ − η)||v̂(η)|

≤ CMρ
2ρk−M max |v̂|+

∑

η/∈B(0,ρ)

|η||ŵ(ξ − η)|CMk−M ≤ CMk
−M̄ .

Para ξ /∈ B(0, 2ρ) e η ∈ B(0, ρ) temos que ξ − η /∈ B(0, ρ). Portanto,

|Â(w,w)(ξ)| ≤
∑

η∈B(0,ρ)

|η||ŵ(ξ − η)||ŵ(η)|+
∑

η/∈B(0,ρ)

|η||ŵ(ξ − η)||ŵ(η)|

≤ CMρ
2ρk−M max |ŵ|+

∑

η/∈B(0,ρ)

|η||ŵ(ξ − η)|CMk−M ≤ CMk
−M̄ .
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Logo,

|v̂1(ξ)| ≤ CMk
−M para ξ /∈

2⋃

j=−2

B(jka, 2ρ).

Por indução podemos provar que

|v̂n(ξ)| ≤ CMk
−M para ξ /∈

n+1⋃

j=−(n+1)

B(jka, (n+ 1)ρ).

Juntando este resultado com o teorema 2.2.1 obtemos a seguinte caracterização do espectro

dos termos vn,

|v̂n(ξ)| ≤





Cnk
α+(n+1)β+n−2, se ξ ∈

⋃n+1
j=−(n+1)B(jka, (n+ 1)ρ)

CMk
−M , se ξ /∈

⋃n+1
j=−(n+1)B(jka, (n+ 1)ρ)

(2.8)

onde ρ = kγ‖∇f‖L∞ e γ > α.

2.2.3 Teorema de Decomposição

Teorema 2.2.2. Existem dois vetores A,B ∈ Z2 tais que para todo campo vetorial v ∈ L2(T2)

de divergente nulo, com
∫
v(x)dx = 0, existem funções suaves Φ1 e Φ2 tais que

v(x) = −1

2
(A⊥ · ∇)∇⊥Φ1 −

1

2
(B⊥ · ∇)∇⊥Φ2

Demonstração. Escolha dois vetores A,B ∈ Z2 tais que eles não sejam colineares e duas funções

φ1(ξ) e φ2(ξ) satisfazendo

• φj(ξ) ≥ 0;

• φ1(ξ) + φ2(ξ) = 1;

• φj(ξ) = 0 em alguma vizinhança cônica das retas {tA}, {tB}, {tA⊥} e {tB⊥}.

Como v tem divergente nulo temos que v̂(ξ) e ξ⊥ são colineares. Portanto existe um único

número complexo λ(ξ) tal que v̂(ξ) = λ(ξ)ξ⊥.

Para ξ ∈ Z2 \ {0}, definimos
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Φ̂1(ξ) = 2
λ(ξ)

A⊥ · ξφ1(ξ) e Φ̂2(ξ) = 2
λ(ξ)

B⊥ · ξφ2(ξ)

Vamos verificar que A, B, Φ1 e Φ2 satisfazem o teorema:

(
−1

2
(A⊥ · ∇)∇⊥Φ1 −

1

2
(B⊥ · ∇)∇⊥Φ2

)
̂(ξ) = −1

2
(A⊥ · iξ)iξ⊥Φ̂1(ξ)−

1

2
(B⊥ · iξ)iξ⊥Φ̂2(ξ)

= −1

2
i2(A⊥ · ξ)ξ⊥

(
2
λ(ξ)

A⊥ · ξφ1(ξ)

)
− 1

2
i2(B⊥ · ξ)ξ⊥

(
2
λ(ξ)

B⊥ · ξφ2(ξ)

)
=

= λ(ξ)ξ⊥(φ1(ξ) + φ2(ξ)) = λ(ξ)ξ⊥ = v̂(ξ)

2.2.4 A construção

A construção tem a mesma estrutura que a construção original de Shnirelman. Como já dito

antes, a diferença está na definição dos pulsos. Lembre que a construção original gerava um

campo de velocidades U(t, x) tal que f(t, x) era transformada em uma série de pulsos com

o mesmo efeito que f . Portanto, já sabemos que é suficiente definir os pulsos Fj que serão

aplicados nos instantes tj e que U(x, t−j ) = Stj−tj−1
(U(x, t+j−1)) e U(x, t

+
j ) = U(x, t−j ) + Fj, onde

St é operador solução das equações de Euler incompresśıveis.

Inicialmente decompomos o pulso f usando o teorema 2.2.2

f(x) = Z1f + Z2f (2.9)

Z1f = −1

2
(A⊥ · ∇)∇⊥Φ1 (2.10)

Z2f = −1

2
(B⊥ · ∇)∇⊥Φ2 (2.11)

Definimos f1 = kβ−1∇⊥(sin(kA · x+ kαΦ1)) e f2 = kβ−1∇⊥(sin(kB · x+ kαΦ2)). Aplicamos

o pulso f1(x)δ(t− t0) ao campo vetorial u− para obter

U(x, t+0 ) = f1 + u−.
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Definimos v0 = U(x, t+0 ), logo temos que

v(t, x) ∼
∞∑

j=0

vj(x)(t− t0)
j, |t− t0| < k−(α+2β−1) (2.12)

vN(t, x) =
N∑

j=0

vj(x)(t− t0)
j, t0 ≤ t ≤ t0 + k−(α+2β−1) (2.13)

A ideia agora é aproximar vN por uma solução que tenha a estrutura descrita anteriormente,

ou seja, uma solução que é solução suave das equações de Euler homogêneas no interior dos

intervalos e descont́ınua nos pontos extremos dos intervalos.

Teorema 2.2.3. Seja v = v(t, x) uma solução suave das equações de Euler com forçamento

f = f(t, x) no intervalo (t0, t0 + τ). Considere uma subdivisão do intervalo (t0, t0 + τ), digamos

t0 < t1 < ... < tn = t0 + τ , e um campo vetorial cont́ınua por partes tal que u(x, t+i ) = v(x, ti) e

tal que u satisfaz as equações de Euler homogêneas em todo intervalo (ti, ti+1), i = 0, . . . , n− 1.

(i) Se max(ti+1 − ti) → 0, então supt0≤t≤t0+τ ‖u(·, t)− v(·, t)‖s → 0 para todo s,

(ii) o campo vetorial v(t, x) é solução fraca da seguinte equação

∂v

∂t
− A(v, v) =

n∑

i=1

fi(x)δ(t− ti)

onde fi(x) = f(x, ti−1)(ti − ti−1) + φi e ‖φi‖s ≤ Cs(ti − ti−1)
2,

(iii) e,

lim
max(ti−ti−1)→0

n∑

i=1

‖fi‖s =
∫ t0+τ

t0

‖f(., t)‖sdt.

Usando o teorema anterior para v(t, x) = vN(t, x) obtemos que, para todo s e ǫ, uma sequência

t0 < t1 < ... < tn = t0 + k−(α+2β−1) e uma sequência de forças g1(x), ..., gn(x) ∈ C∞ tais que se

u(t, x) é solução fraca das soluções de Euler com forçamento dado por g(t, x) =
∑
gi(x)δ(t− ti),

então

(i) supt0≤t≤t0+k−(α+2β−1) ‖u(·, t)− vN(·, t)‖s < ǫ;
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(ii)
∑n

i=1 ‖gi(x)‖s < Ck−µ para algum µ > 0 independente de v e k.

Agora, definamos U(t, x) = u(t, x) para t0 < t < t1 := t0 + k−(α+2β−1), logo U(x, t−1 ) =

vN(x, t−1 ) = v0 + k−(α+2β−1)v1 + v′. Lembre que

|v̂0(ξ)| ≤





Ckβ, se ξ ∈ ⋃1
j=−1B(jka, ρ)

Ck−M , se ξ /∈
⋃1
j=−1B(jka, ρ)

(2.14)

k−(α+2β−1)|v̂1(ξ)| ≤





C, se ξ ∈
⋃2
j=−2B(jka, 2ρ)

Ck−M , se ξ /∈ ⋃2
j=−2B(jka, 2ρ)

(2.15)

|v̂′(ξ)| ≤





Ck(1−N)(α+β−2), se ξ ∈
⋃N+1
j=−(N+1)B(jka, (N + 1)ρ)

Ck−M , se ξ /∈
⋃N+1
j=−(N+1)B(jka, (N + 1)ρ)

(2.16)

Agora, definamos

g′1 = −f1 − k−(α+2β−1)(I − π2ρ)v1 − (I − π(N+1)ρ)v
′

e aplicamos este pulso no instante t = t1. Então obtemos que

U(x, t+1 ) = v0 + k−(α+2β−1)v1 + v′ + g′1 = u− + Z1f + w′

onde w′ é limitada em L∞. De fato, lembre que

v1(x) = kα+2β−1
(
−(A⊥ · ∇)∇⊥f(x)− p(A)(A⊥ · ∇)∇⊥f(x) cos(2ϕ(x))

)
+ o(k2α+2β−2),

e defina F (x) = p(A)(A⊥ · ∇)∇⊥f(x). Primeiro provaremos que π2ρ(F cos(2ϕ)) pode ser feito

arbitrariamente pequeno para k → ∞. Então, como w′ = k−(α+2β−1)π2ρv1 − Z1f + π(N+1)ρv
′ e

π2ρ(−(A⊥ · ∇)∇⊥f(x)) pode ser tomado arbitrariamente perto de Z1f para ρ suficientemente
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grande (o que significa tomar k suficientemente grande já que ρ = kγ‖∇f‖∞, α < γ < 1) temos

que max |w′| pode ser feito arbitrariamente pequeno para k → ∞.

Começaremos calculando a transformada de Fourier de F cos(2ϕ),

̂F cos(2ϕ)(ξ) =

∫

T2

F (x)cos(2ϕ(x))e−iξ·xdx =

=

∫

T2

F (x)
ei2ka·x+i2k

αf(x) + e−i2ka·x−i2k
αf(x)

2
e−iξ·xdx =

=
1

2

∫

T2

(
F (x)ei2k

αf(x)e−ix·(ξ−2ka) + F (x)e−i2k
αf(x)e−ix·(ξ+2ka)

)
dx =

integrando por partes

= −1

2

∫

T2

{(
∂F

∂x1
(x) + i2kαF (x)

∂f

∂x1
(x)

)
ei2k

αf(x) e−ix·(ξ−2ka)

−i(ξ1 − 2ka1)
+

+

(
∂F

∂x1
(x)− i2kαF (x)

∂f

∂x1
(x)

)
e−i2k

αf(x) e−ix·(ξ+2ka)

−i(ξ1 + 2ka1)

}
dx =

integrando por partes

= . . . =
(−1)N

2

∫

T2

kNαG1(x)e
i2kαf(x) e−ix·(ξ−2ka)

(−i)N(ξ1 − 2ka1)N
+

+
(−1)N

2

∫

T2

kNαG2(x)e
−i2kαf(x) e−ix·(ξ+2ka)

(−i)N(ξ1 + 2ka1)N
dx =

=
kNα

2iN(ξ1 − 2ka1)N

∫

T2

G1(x)e
i2kαf(x)e−ix·(ξ−2ka)dx+

+
kNα

2iN(ξ1 + 2ka1)N

∫

T2

G2(x)e
−i2kαf(x)e−ix·(ξ+2ka)dx.

onde G1 e G2 são funções dependentes das derivadas até ordem N de F e f e não dependem de

uma potência positiva de k.

Observe que, para |ξ| < 2ρ, temos que

|2ka1 ± ξ1| ≥ 2k|a1| − |ξ| > 2k|a1| − 2kγ‖∇f‖∞ = Ck.

Então, | ̂F cos(2ϕ)(ξ)| ≤ CkN(−1+α) para |ξ| < 2ρ e para todo N . Portanto,

|π2ρ(F cos(2ϕ))| =

∣∣∣∣∣∣
∑

|ξ|<2ρ

̂F cos(2ϕ)(ξ)eix·ξ

∣∣∣∣∣∣
≤ Cρ2kN(−1+α) = Ck2γ+Nα−N ≤ Ck−σ
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onde σ > 0 para N grande o suficiente.

Agora aplicamos Sτ em U(x, t+1 ) e obtemos que U(x, t−2 ) = Sτ (U(x, t
+
1 )) onde t2 = t1 + τ .

E então, neste instante, aplicamos o pulso com amplitude u− + Z1f − Sτ (U(x, t
+
1 )) que pode

ser tomado arbitrariamente próximo de −w′(x), bastando para isso tomar τ suficientemente

pequeno. Dessa forma, obtemos

U(x, t+2 ) = u− + Z1f

Repetimos a construção dos pulsos porém agora usando o operador Φ2 ao invés de Φ1. Com

isso obtemos uma série de pulsos ”fracos” hi(x)δ(t − Si), i = 1, . . . ,m, onde t3 < S1 < . . . <

Sm < t4, t3 := t2 + k−(α+2β−1 e t4 := t3 + τ , e dois pulsos ”fortes” f2(x)δ(t− t3) e f
′
2(x)δ(t− t4).

Portanto, temos que

U(x, t+4 ) = u− + Z1f + Z2f = u− + f = u+.

Por fim obtemos uma solução fraca das equações de Euler com força externa dada por

f1(x)δ(t−t1)+
∑n

i=1 gi(x)δ(t−si)+f ′
1(x)δ(t−t2)+f2(x)δ(t−t3)+

∑m
i=1 hi(x)δ(t−Si)+f ′

2(x)δ(t−t4).

Agora, devemos escolher uma quadrupla (τ,N, δ, k) apropriada em cada passo para garantir a

convergência da sequência obtida nesta construção.

2.2.5 Estimativas

Vamos escolher as quadruplas (τi, Ni, δi, ki), para todo i ∈ N, tal que

‖ui+1 − ui‖L2 < 2−i (2.17)

∑

q1,...,qi

‖fq1,...,qi‖−s < 2−i (2.18)

para algum s > 0 independente de i.

A segunda condição assegura que fi → 0 em D′ quando i→ ∞.

Provaremos (2.17) e (2.18) por indução. Suponha que (2.17) e (2.18) valha para 1 ≤ i ≤ n−1

então provaremos que esta condição permanece verdadeira para i = n escolhendo uma quádrupla

(τn, Nn, δn, kn) adequada.

Começaremos fixando a notação,
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• (q1, . . . , qi) := lista associada ao pulso do i−ésimo escoamento;

• Ti := 2k
−(α+2β−1)
i + 2τi;

• d(q1,...,qi) :=#{(p1, . . . , pi) : t(p1,...,pi) < t(q1,...,qi)};

• I(q1,...,qi−1) := o segmento entre t(q1,...,qi) e o momento do próximo pulso;

• I ′(q1,...,qi−1)
:= I(q1,...,qi−1) + Tid(q1,...,qi);

• J(q1,...,qi−1) := o intervalo de tamanho Ti que é inserido no lugar do ponto t(q1,...,qi−1) no

i−ésimo passo;

• K(q1,...,qi−1) := I(q1,...,qi−1) ∩ I ′(q1,...,qi−1)
;

• L(q1,...,qi−1) := (I(q1,...,qi−1)∆I
′
(q1,...,qi−1)

) \ J(q1,...,qi−1).

Portanto temos que,

∫

R

∫

T2

|un(t, x)− un−1(t, x)|2dxdt ≤
∑

(q1,...,qn−1)

∫

K(q1,...,qn−1)

∫

T2

|un(t, x)− un−1(t, x)|2dxdt+

+2
∑

(q1,...,qn−1)

∫

L(q1,...,qn−1)

∫

T2

(|un(t, x)|2 + |un−1(t, x)|2)dxdt+

+2
∑

(q1,...,qn−1)

∫

J(q1,...,qn−1)

∫

T2

|un−1(t, x)|2dxdt+ 2
∑

(q1,...,qn−1)

∫

J(q1,...,qn−1)

∫

T2

|un(t, x)|2dxdt

Os três primeiros termos do lado direito da última desigualdade podem ser feitos menores

que 2−n−2 tomando Tn pequeno, isto é, tomando τn pequeno e kn grande. A razão pela qual

isto pode ser feito é que o primeiro termo é uma integral de uma função menos sua translação

por τn, o segundo termo é uma integral em um intervalo de tamanho Tnd(q1,...,qn) de uma função

limitada e o terceiro termo é uma integral em um intervalo de tamanho Tn de função limitada.

Agora, vamos estimar o último termo da desigualdade acima.

Fixe um ı́ndice {q1, . . . , qn} e, por simplicidade, denote o conjunto {tq1,...,qn−1 : q1, . . . , qn−1}

por {t1, t2, . . . , tm}. Observe que

‖un(·, t+i )‖L2 = ‖un(·, t−i ) + fi‖L2 ≤ ‖un(·, t−i )‖L2 + ‖fi‖L2 = ‖un(·, t+i−1)‖L2 + ‖fi‖L2 =
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= ‖un(·, t−i−1) + fi−1‖L2 + ‖fi‖L2 ≤ ‖un(·, t+i−1)‖L2 + ‖fi−1‖L2 + ‖fi‖L2 ≤ . . . ≤

≤ ‖un(·, t−1 )‖L2 +
i∑

j=1

‖fj‖L2 , ∀i = 1, . . . ,m

Portanto, para todo i = 1, . . . ,m temos que

‖un(·, t+i )‖2L2 ≤
(
‖un(·, t−1 )‖L2 +

i∑

j=1

‖fj‖L2

)2

≤ 2‖un(·, t−1 )‖2L2 + 2

(
i∑

j=1

‖fj‖L2

)2

.

Logo, ∫

Jq1,...,qn

∫

T2

|un(t, x)|2dxdt =
m−1∑

i=1

(ti+1 − ti)‖un(·, t+i )‖2L2 ≤

≤
m−1∑

i=1

(ti+1 − ti)


2‖un(·, t−1 )‖2L2 + 2

(
i∑

j=1

‖fj‖L2

)2

 =

= 2‖un(·, t−1 )‖2L2(tm − t1) + 2
m−1∑

i=1

(ti+1 − ti)

(
i∑

j=1

‖fj‖L2

)2

≤

≤ 2|Jq1,...,qn|


‖un(·, t−1 )‖2L2 +

m−1∑

i=1

(
i∑

j=1

‖fj‖L2

)2

 ≤ 2k−(α+2β−1)‖un(·, t−1 )‖2L2+

+2k−(α+2β−1)
(
‖f1‖2L2 + (‖f1‖L2 + ‖f2‖L2)2 + . . .+ (‖f1‖L2 + . . .+ ‖fm−1‖L2)2

)
≤

≤ 2k−(α+2β−1)

(
‖un(·, t−1 )‖2L2 +

m−1∑

j=1

j‖f1‖2L2 +
m−1∑

j=2

j‖f2‖2L2 + . . .+ (m− 1)‖fm−1‖2L2

)
≤

≤ 2k−(α+2β−1)‖un(·, t−1 )‖2L2 + 2k−(α+2β−1)m(m− 1)

2

m−1∑

i=1

‖fi‖2L2 ≤

≤ 2k−(α+2β−1)‖un(·, t−1 )‖2L2 +
m(m− 1)

2
k−(α+2β−1)

m−5∑

i=1

‖fi‖2L2+

+
m(m− 1)

2
k−(α+2β−1)(‖f1‖2L2 + ‖f ′

1‖2L2 + ‖f2‖2L2 + ‖f ′
2‖2L2)

Portanto,

∫

Jq1,...,qn

∫

T2

|un(t, x)|2dxdt ≤ 2k−(α+2β−1)‖un(·, t−1 )‖2L2 +
m(m− 1)

2
k−(α+2β−1)

m−5∑

i=1

‖fi‖2L2 +(2.19)

+
m(m− 1)

2
k−(α+2β−1)(‖f1‖2L2 + ‖f ′

1‖2L2 + ‖f2‖2L2 + ‖f ′
2‖2L2)
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Note que un(x, t
−
1 ) = un−1(x, t

−
q1,...,qn−1

). Como ‖ui+1−ui‖L2 < 2−i para todo i = 1, . . . , n− 2

temos que

‖un(·, t−1 )‖2L2 = ‖un−1(·, t−q1,...,qn−1
)‖2L2 ≤ ‖un−1‖2L2 ≤ 2−(n−2) + ‖un−2‖2L2 ≤

≤ 2−(n−2) + 2−(n−3) + ‖un−3‖2L2 ≤ . . . ≤
n−2∑

j=1

2−j ≤ 1.

Logo, escolhendo k suficientemente grande podemos fazer o primeiro termo do lado direito

de (2.19) tão pequeno quanto se queira

Como
∑m−5

i=1 ‖fi‖2L2 ≤ CN,sk
−µ, também podemos fazer o segundo termo do lado direito de

(2.19) bem pequeno escolhendo k suficientemente grande.

Para estimar o terceiro termo do lado direito de (2.19) primeiro lembre que

f1 = kβ(A⊥ + kα−1∇⊥Φ1) cos(kA · x+ kαΦ1),

então observe que

‖f1‖2L2 ≤ k2β‖(A⊥ + kα−1∇⊥Φ1) cos(kA · x+ kαΦ1)‖2L2 ≤ Ck2β

Portanto,

2n+1k−(α+2β−1)(‖f1‖2L2 + ‖f ′
1‖2L2 + ‖f2‖2L2 + ‖f ′

2‖2L2) ≤ 2n+1k−(α+2β−1)Ck2β ≤ Ck−α+1

Finalmente, escolhendo k suficientemente grande podemos fazer o último termo tão pequeno

quanto se queira. Logo, escolhendo um k apropriado obtemos que

∑

q1,...,qn

∫

Jq1,...,qn

∫

T2

|un(t, x)|2dxdt ≤ 2−n−2

donde segue que ∫

R

∫

T2

|un(t, x)− un−1(t, x)|2dxdt ≤ 2−n−1.

Agora vamos mostrar que
∑

q1,...,qi
‖fq1,...,qi‖−s < 2−i para algum s > 0 independente de i.

Para isso, observe que estimar os pulsos ”fracos” é simples, basta escolher apropriadamente os
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parâmetros τi, Ni, δi e ki. Para os pulsos ”fortes”, note que pelas estimativas obtidas em 2.2.1 e

(2.7), temos que se fi é um pulso ”forte” então

|f̂i(ξ)| ≤





Cik
β
i , para ξ ∈ B(−kA, ρ) ∪B(kA, ρ)

Cik
−M
i , para ξ /∈ B(−kA, ρ) ∪B(kA, ρ)

Portanto, tomando s > β obtemos que ‖fi‖−s ≤ Cik
β−s
i → 0 quando ki → ∞. Assim, podemos

escolher um ki suficientemente grande de tal forma que
∑

q1,...,qi
‖fq1,...,qi‖−s < 2−i.

2.2.6 Trabalhos numéricos

Usando v0 = v + w com w = 0 e v = ∇⊥ψ onde

ψ(x) = kβ−1 sin(ka · x+ kαf(x)), f(x) = sin(x2), a = (1,−1), k = 4, α = 0.99 e β = 1.2,

temos que

(v11, v
2
1) = kα+2β−1(a⊥ · ∇)∇⊥f + termos oscilatórios (k) =

= kα+2β−1(sin x2, 0) + termos oscilatórios(k).

As figuras abaixo representam as curvas de ńıvel da vorticidade associada ao escoamento de

Kolmogorov aproximado v.
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(a) t = 0
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(b) t = 0.04
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0 1 2 3 4 5 6
0

1

2

3

4

5

6

(c) t = 0.08
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(d) t = 0.1

Através dessas figuras podemos visualizar o comportamento de duplicação de peŕıodo do

fluxo de Kolmogorov modulado.
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Caṕıtulo 3

Euler 2D com traçador passivo

Ainda no esṕırito de investigar unicidade de soluções fracas, neste caṕıtulo demonstraremos que

as soluções fracas das equações de Euler 2D com traçador passivo não são únicas. Para isso,

utilizaremos uma técnica introduzida por De Lellis e Székelyhidi em [8]. Neste artigo os autores

demonstram que soluções fracas das equações de Euler não são únicas. Apesar deste resultado

já ter sido demonstrado anteriormente por Scheffer em [30] e por Shnirelman em [32], De Lellis

e Székelyhidi demonstraram o resultado em Rn e a solução obtida por eles é limitada. Além

disso, a técnica utilizada é inovadora, utilizando uma reformulação das equações de Euler como

uma inclusão diferencial e elementos da integração convexa para construção de soluções fracas

das equações de Euler com suporte compacto no espaço e tempo.

3.1 Inclusão diferencial e integração convexa

Para utilizar a técnica desenvolvida por De Lellis e Székelyhidi em [8] precisamos introduzir os

seguintes conceitos: inclusão diferencial, ondas planas e integração convexa.

Começaremos definindo a inclusão diferencial. Seja ω ∈ W 1,∞
0 (Ω,Γk(Rn)), onde Γk(Rn) é o

conjunto das k-formas em Rn com 0 ≤ k ≤ n−1 e Ω ⊂ Rn é um conjunto aberto limitado. Uma

inclusão diferencial é uma relação do seguinte tipo

dw(x) ∈ K q.t.p.
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3.1. Inclusão diferencial e integração convexa

onde K ⊂ Γk+1(Rn) é dado.

Observe que no caso em que n = 3 e k = 1 a inclusão diferencial pode ser escrita como

rot ω(x) ∈ K q.t.p..

Definindo z = rot ω temos que z satisfaz a seguinte equação linear acoplada com uma

restrição

div z = 0,

z ∈ K q.t.p..

Logo, o sistema acima, com z = rot ω, é equivalente a inclusão diferencial dω(x) ∈ K q.t.p..

Motivados por este último cálculo, dizemos que um sistema de equações diferenciais parciais

não lineares E(u) pode ser reescrito como uma inclusão diferencial se pudermos reescrever o

sistema não linear como um sistema de equações diferenciais parciais lineares L(z) acoplada com

uma restrição não linear z(x) ∈ K, onde K ⊂ Rd é chamado de conjunto de restrições.

Após reescrever um sistema não linear como uma inclusão diferencial temos em mãos um

sistema linear. Uma classe de soluções importantes de sistemas lineares são as chamadas ondas

planas que definiremos a seguir. Considere o seguinte sistema linear com m equações

n∑

i=1

Ai∂iz = 0, (3.1)

onde z : Ω ⊂ Rn → Rd e para cada i = 1, 2, . . . , n, Ai é uma matriz m× d.

Uma onda plana do sistema acima é uma solução que possui a seguinte forma

z(x) = ah(x · ξ)

onde h : R → R. Introduziremos agora o cone de onda, que é o conjunto de todos estados a ∈ Rd

para os quais existe ξ ∈ Rn \ {0} tal que, para todo h, a onda plana z(x) = ah(x · ξ) é solução

do sistema linear (3.1). É fácil ver que o cone de onda pode ser escrito como

Λ :=

{
a ∈ Rd : ∃ξ ∈ Rn \ {0} tal que

n∑

i=1

ξiAia = 0

}
.

A fim de descrever os passos da integração convexa vamos introduzir o conceito de envoltória

Λ-convexa de um conjunto K. Mas para isso precisamos da definição abaixo:
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Definição 3.1.1. Seja Λ ⊂ Rd. Uma função f : Rd → R é Λ-convexa se

f(ta+ (1− t)b) ≤ tf(a) + (1− t)f(b)

∀t ∈ [0, 1] e ∀a, b ∈ Rd tais que b− a ∈ Λ.

É fácil ver que toda função convexa é Λ-convexa, para qualquer Λ. O contrário nem sempre

é verdade. De fato, seja Λ = {0} ⊂ R e f : R → R dada por f(x) = −x2. É claro que para todo

a, b ∈ R tais que b−a ∈ Λ, ou seja, a = b, tem-se que f(ta+(1−t)b) = f(a) = tf(a)+(1−t)f(b),

∀t ∈ [0, 1], no entanto a função f não é convexa. Por outro lado, existem conjuntos Λ para os

quais toda função Λ-convexa é convexa. Por exemplo, para o conjunto Λ = [0, 1] vale que toda

função Λ-convexa é convexa. De fato, seja f uma função Λ-convexa qualquer, com Λ = [0, 1],

vamos verificar que para todo a, b ∈ R vale que

f(ta+ (1− t)b) ≤ tf(a) + (1− t)f(b), ∀t ∈ [0, 1].

Como f é Λ-convexa já sabemos que a identidade acima vale para todo a, b ∈ R tal que b− a ∈

[0, 1]. Considere então, a, b ∈ R tal que b− a /∈ [0, 1]. Inicialmente consideraremos a, b tais que

1 < b− a ≤ 2. Neste caso, temos que a < b− 1 ≤ a+ 1 < b. Observe que

f(a+ 1) = f(t∗a+ (1− t∗)b) ≤ t∗f(a) + (1− t∗)f(b) (3.2)

com t∗ = 1− 1

b− a
, t∗ ∈ (0, 1). De fato, tome t′ = b−a−1 e observe que a+1 = t′(b−1)+(1−t′)b,

t′ ∈ (0, 1], e, como b− (b− 1) ∈ [0, 1], vale que

f(a+ 1) = f(t′(b− 1) + (1− t′)b) ≤ t′f(b− 1) + (1− t′)f(b).

Por outro lado, como a < b− 1 < a+ 1 e (a+ 1)− a ∈ [0, 1] vale que

f(b− 1) = f(sa+ (1− s)(a+ 1) ≤ sf(a) + (1− s)f(a+ 1),

com s = 2− (b− a), s ∈ [0, 1). Por fim, temos que

f(a+ 1) ≤ t′f(b− 1) + (1− t′)f(b) ≤ t′(sf(a) + (1− s)f(a+ 1)) + (1− t′)f(b) =

= t′(1− s)f(a+ 1) + t′sf(a) + (1− t′)f(b),
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logo,

f(a+ 1) ≤ t′s

1− t′(1− s)
f(a) +

(1− t′)

1− t′(1− s)
f(b)

e, segue das definições de t′, s e t∗ que
t′s

1− t′(1− s)
= t∗ e

(1− t′)

1− t′(1− s)
= 1− t∗, ou seja,

f(a+ 1) = f(t∗a+ (1− t∗)b) ≤ t∗f(a) + (1− t∗)f(b).

Agora, dado t ∈ (0, 1) temos que a < ta + (1 − t)b < a + 1 ou a + 1 ≤ ta + (1 − t)b < b.

Para o primeiro caso, temos que ta+ (1− t)b = ra+ (1− r)(a+ 1), com r = 1− (1− t)(b− a),

r ∈ (0, 1). Portanto,

f(ta+ (1− t)b) = f(ra+ (1− r)(a+ 1)) ≤ rf(a) + (1− r)f(a+ 1).

Usando (3.2) obtemos que

f(ta+(1− t)b) ≤ rf(a)+(1− r)(t∗f(a)+(1− t∗)f(b)) = (r+(1−r)t∗)f(a)+(1−r)(1− t∗)f(b).

Pelas definições de r e t∗ obtemos que r + (1− r)t∗ = t e (1− r)(1− t∗) = 1− t. Logo,

f(ta+ (1− t)b) ≤ tf(a) + (1− t)f(b).

No segundo caso, ou seja, quando a+1 ≤ ta+(1− t)b < b, podemos escrever at+(1− t)b =

t̃(a+ 1) + (1− t̃)b, com t̃ = t
b− a

b− a− 1
, t̃ ∈ (0, 1]. Logo,

f(ta+ (1− t)b) = f(t̃(a+ 1) + (1− t̃)(b)) ≤ t̃f(a+ 1) + (1− t̃)f(b).

Usando (3.2) obtemos que

f(ta+ (1− t)b) ≤ t̃(t∗f(a) + (1− t∗)f(b)) + (1− t̃)f(b) = t̃t∗f(a) + (1− t̃t∗)f(b).

Pelas definições de t̃ e t∗ obtemos que t̃t∗ = t. Logo,

f(ta+ (1− t)b) ≤ tf(a) + (1− t)f(b).

Usando indução, podemos mostrar que para todo a, b ∈ R tal que n < b − a ≤ n + 1, para

algum n ∈ N, vale que

f(ta+ (1− t)b) ≤ tf(a) + (1− t)f(b).
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A afirmação já foi demonstrada para n = 1. Agora suponha que a afirmação vale para todo

k ∈ N, tal que k ≤ n − 1. Vejamos que a afirmação é verdadeira para k = n > 1, ou seja,

vamos mostrar que para todo a, b ∈ R tal que n < b − a ≤ n + 1 vale que f(ta + (1 − t)b) ≤

tf(a) + (1− t)f(b). Vamos usar a mesma técnica aplicada na demonstração da afirmação para

n = 1. Seja t ∈ [0, 1], defina c(t) = at + (1 − t)b. Se a < c(t) < a + n então reescrevemos

c(t) = sa + (1 − s)(a + n), onde s = (1−t)(a−b)+n
n

, s ∈ [0, 1]. No caso em que a + n < c(t) < b,

podemos reescrever c(t) = r(a+ n) + (1− r)b, com r = t(b−a)
b−(a+n)

, r ∈ [0, 1].

Além disso, como a < b− 1 < a+ n e (a+ n)− a = n, podemos usar a hipótese de indução

e concluir que

f(b− 1) = f(τa+ (1− τ)(a+ n)) ≤ τf(a) + (1− τ)f(a+ n), com τ =
n+ 1− b+ a

n
, τ ∈ [0, 1],

e, como b− 1 < a+ n < b e b− (b− 1) = 1, podemos usar a hipótese de indução para obter que

f(a+ n) = f(ς(b− 1) + (1− ς)b) ≤ ςf(b− 1) + (1− ς)f(b), com ς = b− a− n, ς ∈ [0, 1].

Portanto, usando as contas acima, conclúımos que

f(a+ n) ≤ ς(τf(a) + (1− τ)f(a+ n)) + (1− ς)f(b)

logo,

f(a+ n) ≤ t′f(a) + (1− t′)f(b), com t′ =
ςτ

1− ς(1− τ)
, t′ ∈ [0, 1].

Começaremos com o caso em que a < c(t) < a + n. Lembre que podemos rescrever c(t) =

sa+ (1− s)(a+ n), s ∈ [0, 1]. Como (a+ n)− a = n, podemos usar a hipótese de indução para

obter que

f(ta+ (1− t)b) = f(sa+ (1− s)(a+ n)) ≤ sf(a) + (1− s)f(a+ n) ≤

≤ sf(a) + (1− s)(t′f(a) + (1− t′)f(b)) = (s+ (1− s)t′)f(a) + (1− s)(1− t′)f(b).

Usando as definições de s e t′ pode-se mostrar que s+ (1− s)t′ = t e (1− s)(1− t′) = 1− (s+

(1− s)t′) = 1− t, logo

f(ta+ (1− t)b) ≤ tf(a) + (1− t)f(b).
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Agora, no caso em que a + n < c(t) < b, podemos reescrever c(t) = r(a + n) + (1 − r)b,

r ∈ [0, 1]. Como 0 < b− (a+ n) ≤ 1, podemos usar que f é [0, 1]-convexa e concluir que

f(ta+ (1− t)b) = f(r(a+ n) + (1− r)b) ≤ rf(a+ n) + (1− r)f(b) ≤

≤ r(t′f(a) + (1− t′)f(b)) + (1− r)f(b) = rt′f(a) + (r(1− t′) + (1− r))f(b).

Usando as definições de r e t′ pode-se mostrar que rt′ = t e r(1− t′) + (1− r) = 1− rt′ = 1− t,

logo

f(ta+ (1− t)b) ≤ tf(a) + (1− t)f(b).

Logo, temos que para todo a, b ∈ R, tal que n < b− a ≤ n+ 1 para algum n ∈ N, vale que

f(ta+ (1− t)b) ≤ tf(a) + (1− t)f(b).

Analogamente, pode-se demonstrar que para todo a, b ∈ R, tal que b− a < 0, tem-se que

f(ta+ (1− t)b) ≤ tf(a) + (1− t)f(b), ∀t ∈ [0, 1].

Portanto, temos que a função f é convexa.

Agora definimos a envoltória Λ-convexa de um conjunto K.

Definição 3.1.2. Seja Λ ⊂ Rd e K ⊂ Rd. A envoltória Λ-convexa de K é o conjunto KΛ definido

por

KΛ := {a ∈ Rd : f(a) ≤ sup
K
f, ∀f : Rd → R Λ-convexa}.

Observe que K ⊂ KΛ e que KΛ ⊂ Kco, onde Kco é a envoltória convexa de K (o menor

convexo que contém K). De fato, tome k ∈ K e observe que f(k) ≤ sup
K
f para toda função f

Λ-convexa logo K ∈ KΛ. Por fim, observe que se f é uma função convexa então ela é também

uma função Λ-convexa, para qualquer conjunto Λ ∈ Rd, donde segue que KΛ ⊂ Kco.

A técnica de integração convexa consiste dos seguintes passos (como descrito por C. Villani

em [35])

Integração convexa: Seja E(u) uma equação não linear. A integração convexa se resume aos

seguintes passos:
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(i) reescreva E(u) como uma inclusão diferencial L(z)∧ (z ∈ K), onde L(z) é a equação linear

e z ∈ K é a restrição não linear;

(ii) introduza z0 subsolução estrita do sistema, ou seja, que verifique L(z0) e z0 ∈ intKco, onde

Kco é a envoltória convexa, em um sentido adequado de K (e.g., a envoltória Λ-convexa);

(iii) construa uma sequência {zk}k∈N, definida recursivamente via operações lineares, que se

aproxima da fronteira de Kco.

(iv) passe ao limite, possivelmente depois de ter modificado a sequência {zk} para assegurar a

convergência adequada.

3.2 Não unicidade de soluções fracas das equações de Eu-

ler com traçador passivo

Motivados pelo trabalho de De Lellis e Székelyhidi, vamos construir uma solução fraca não nula,

com suporte compacto no espaço e no tempo, para as equações de Euler com traçador passivo,

que é um sistema formado pelas equações de Euler acopladas com uma equação de transporte.

Assim como no caso das equações de Euler, a existência de tal solução implica na não unicidade

de soluções fracas. A ideia então é reescrever as equações de Euler com traçador passivo como

uma inclusão diferencial e, usando integração convexa, construir uma solução fraca não nula

com suporte compacto no espaço e no tempo. No artigo [8], De Lellis e Székelyhidi, incialmente

mostram a existência de uma solução fraca não nula, com suporte compacto no espaço e no

tempo, para as equações de Euler utilizando o teorema de categoria de Baire, ao invés da

integração convexa, e ressaltam que, para o problema deles, esta técnica seria mais eficiente

e elegante. Como uma demonstração alternativa, os autores utilizam a técnica de integração

convexa e alegam que, via esse método, é mais fácil ”visualizar” as soluções constrúıdas. No

nosso trabalho, optamos pelo método de integração convexa por ser mais construtivo e porque

temos a opção de, no futuro, construir aproximações numéricas. Nosso trabalho é uma adaptação,

muitas vezes direta, do trabalho de De Lellis e Székelyhidi. Por isso, seguiremos a estrutura do
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artigo [8], fazendo apenas as adaptações necessárias e em alguns momentos faremos apenas

referência a resultados que podem ser encontrados em [8].

Considere as equações de Euler bidimensionais com traçador passivo,





∂tu+ (u · ∇)u+∇p = 0

∂tb+ (u · ∇)b = 0

div u = 0

(3.3)

onde u = u(t, x) ∈ R2 é o campo de velocidades, p = p(t, x) ∈ R é a pressão, b = b(t, x) ∈ R é o

traçador passivo e (t, x) ∈ R3.

A definição de solução fraca de (3.3) que estamos utilizando é a seguinte:

Definição 3.2.1. Um campo vetorial (u, b) = (u, b)(t, x) ∈ L2
loc(R

3;R2×R) é uma solução fraca

das equações de Euler com traçador passivo se, para toda função teste ϕ = ϕ(t, x) ∈ C∞
c (R3,R),

φ = φ(t, x) ∈ C∞
c (R3,R) e Φ = Φ(t, x) ∈ C∞

c (R3,R2) tal que div Φ = 0, tivermos que

∫ ∫
[u · ∂tΦ + (u⊗ u) ·DΦ] dxdt = 0,

∫ ∫
[b∂tφ+ bu · ∇φ] dxdt = 0,

∫ ∫
(u · ∇ϕ)dxdt = 0.

Observe que, ao tomarmos b ≡ 0 em (3.3) obtemos exatamente as equações de Euler 2D.

Portanto, se considerarmos u ∈ L∞(R2) uma solução fraca não nula, com suporte compacto no

espaço e no tempo, das equações de Euler então o par (u, 0) é uma solução fraca não nula, com

suporte compacto no espaço e no tempo, das equações de Euler com traçador passivo. Logo, a

não unicidade de soluções fracas para o sistema (3.3) já está estabelecido. No entanto, demons-

traremos um resultado mais forte. Vamos construir uma solução fraca das equações de Euler com

traçador passivo, de suporte compacto no espaço e no tempo, onde b não é identicamente nulo.

Em particular vamos construir um exemplo de uma solução fraca para a equação do transporte

que tem suporte compacto no tempo e no espaço. Isso só pode ser feito pois u é muito irregular,

estando apenas em L∞(R × R2), caso contrário, podeŕıamos usar o teorema de DiPerna-Lions

(veja [10]), que diz que, dado T > 0, se u ∈ L1(0, T ;W 1,1
loc (R

2)), div u ∈ L1(0, T ;L∞(R2)), e
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u(1 + |x|)−1 ∈ L1(0, T ;L1(R2)) + L1(0, T ;L∞(R2)), para algum 1 ≤ p ≤ ∞, então existe uma

única solução fraca b ∈ L∞(0, T ;Lp(R2)) de ∂tb+ u · ∇b = 0.

Mais especificamente, o resultado que demonstraremos ao longo dessa seção é o seguinte:

Teorema 3.2.1. Seja Ω ⊂ R3 aberto e limitado. Então, existe (u, b, p) ∈ L∞(R3;R2 × R × R)

solução fraca das equações de Euler com traçador passivo (3.3) tal que

• |u(t, x)| = 1 e |b(t, x)| = 1 q.t.p para (t, x) ∈ Ω,

• u(t, x) = 0, b(t, x) = 0 e p(t, x) = 0 q.t.p para (t, x) ∈ R3 \ Ω,

Mais ainda, existe uma sequência de funções (uk, bk, pk, fk, gk) ∈ C∞
c (Ω) tal que





∂tuk + (uk · ∇)uk +∇pk = fk

∂tbk + (uk · ∇)bk = gk

div uk = 0

e

• fk e gk converge para 0 em H−1,

• ‖uk‖L∞ + ‖bk‖L∞ + ‖fk‖L∞ é uniformemente limitada,

• (uk, bk, pk) → (u, b, p) em Lq para todo q <∞.

3.2.1 As equações de Euler com traçador passivo como uma inclusão

diferencial

Temos que as equações de Euler com traçador passivo podem ser reescritas como





∂tu+ div

(
u⊗ u− |u|2

2
I2

)
+∇

(
p+

|u|2
2

)
= 0

∂tb+ div (bu) = 0

div u = 0.
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Observe que os termos −div

( |u|2
2
I2

)
e ∇

( |u|2
2

)
. De fato, eles só foram adicionados para

que o termo

(
u⊗ u− |u|2

2
I2

)
fosse uma matriz simétrica de traço nulo.

Defina M =: u⊗u− |u|2
2
I2, v := bu e q := p+

|u|2
2

. Logo, o sistema acima pode ser reescrito

como





∂tu+ div M +∇q = 0

∂tb+ div v = 0

div u = 0.

(3.4)

Agora defina

U :=




M + qI2 u

ut 0

vt b


 .

Considere y = (x1, x2, t) ∈ R3 como novo sistema de coordenadas e observe que o sistema

(3.4) reduz-se a

divyU = 0.

Assim, o cone de onda correspondente a (3.4) é dado por

Λ :=
{
(b, v, u,M, q) ∈ R× R2 × R2 × S2

0 × R : ∃ξ ∈ R3 \ {0} tal que Uξ = 0
}
,

onde S2
0 é o conjunto das matrizes simétricas 2× 2 de traço nulo.

Vamos provar que o cone de onda Λ é grande. Dados u ∈ R2 e M ∈ S2
0 é fácil ver que existe

q ∈ R tal que

det


 M + qI2 u

ut 0


 = 0

Portanto, existe ξ ∈ R3 tal que


 M + qI2 u

ut 0







ξ1

ξ2

ξ3


 = 0
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Dado b ∈ R existe v ∈ R2 satisfazendo

(vt b)




ξ1

ξ2

ξ3


 = 0

Então, dados b ∈ R, u ∈ R2 e M ∈ S2
0 existem q ∈ R e v ∈ R2 tais que (b, v, u,M, q) ∈ Λ,

revelando que o cone de onda é grande.

Portanto, a inclusão diferencial obtida para as equações não lineares (3.3) foi:

• z = (b, v, u,M, q) ∈ R× R2 × R2 × S2
0 × R;

• L(z) = sistema linear (3.4);

• K = K× [−1, 1] onde K = {(b, v, u,M) ∈ {−1, 1}×S1×S1×S2
0 :M = u⊗u− 1

2
I2, v = bu}

e S1 é a esfera de dimensão um.

Observe que na definição do conjunto de restrições K nós impusemos que |b| = |u| = |q| = 1.

Isso foi feito para garantir que a solução que construiremos não seja identicamente nula. Além

disso, ao impor |b| = |u| = |q| = 1 garantimos que o conjunto K é fechado.

O lema abaixo estabelece sob quais hipóteses soluções do sistema de equações não lineares

(3.3) são soluções das equações lineares (3.4) e vice-versa.

Lema 3.2.1. Seja (b, v, u,M, q) ∈ L∞(R3;R × R2 × R2 × S2
0 × R) solução de (3.4) no sentido

das distribuições. Se, além disso, valer que

M = u⊗ u− 1

2
|u|2I2 e v = bu q.t.p em R2

x × Rt (3.5)

então u, b e p := q − |u|2
2

são solução de (3.3).

Inversamente, se u, b e p são solução de (3.3) no sentido das distribuições, então u, b,

M := u⊗ u− |u|2
2
I2, v := bu e q := p+

|u|2
2

são solução de (3.4) e (3.5).
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3.2.2 Ondas planas localizadas

Uma solução exata do tipo onda plana possui suporte compacto se e somente se é identicamente

zero. Logo não podemos trabalhar com esse tipo de solução pois estamos interessados em soluções

não nulas com suporte compacto. Portanto, iremos trabalhar com soluções de (3.4) que estão

próximas de soluções do tipo onda plana em algum sentido. O seguinte resultado lida com essa

questão.

Proposição 3.2.1. Seja a = (b0, v0, u0,M0, q0) ∈ Λ tal que u0 6= 0 e b0 6= 0. Denote por σ o

segmento de reta em R×R2×R2×S2
0×R ligando os pontos −a e a. Então, existe uma constante

α > 0 tal que para todo ε > 0 existe uma solução suave (b, v, u,M, q) de (3.4) satisfazendo as

seguintes propriedades:

• supp (b, v, u,M, q) ⊂ B1(0);

• Im (b, v, u,M, q) ⊂ ε-vizinhança de σ;

•
∫

R3

|u(y)|dy ≥ α|u0| e
∫

R3

|b(y)|dy ≥ α|b0| .

Por questão de simplicidade, vamos reescrever a proposição acima em linguagem matricial.

Com isso, poderemos demonstrar a proposição utilizando a teoria de Álgebra Linear.

Denote por M o conjunto das matrizes A simétricas 3× 3 tais que A33 = 0 e observe que as

transformações abaixo são isomorfismos lineares

R2 × S2
0 × R −→ M

(u,M, q) 7−→ U =


 M + qI2 u

ut 0




R× R2 −→ R3

(b, v) 7−→W =
(
vt b

)
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Proposição 3.2.2. Seja Ū ∈ M e W̄ ∈ R3 tal que existe ξ ∈ R3 \ {0} com Ūξ = 0 e W̄ tξ = 0.

Suponha também que Ūe3 6= 0 e W̄ te3 6= 0. Denote por σ o segmento de reta em R3×M ligando

os pontos −(W̄ , Ū) e (W̄ , Ū). Então, existe uma constante α > 0 tal que para todo ε > 0 existe

dois campos vetoriais suaves U : R3 → M e W : R3 → R3, de divergente nulo, satisfazendo as

seguintes propriedades:

• o suporte de U e W estão contidos em B1(0) ⊂ R2
x × Rt;

• a imagem de U e W estão contidas na ε-vizinhança de σ;

•
∫
|U(y)e3|dy ≥ α|Ūe3| e

∫
|W (y)te3|dy ≥ α|W̄ te3|.

Demonstração. A parte envolvendo U já foi demonstrada em [8], na proposição 3.2. Sendo assim

vamos provar a proposição apenas paraW e seguiremos a estrutura da demonstração feita em [8].

Inicialmente, supomos que W̄ = (0, w2, w3) com w3 6= 0. Em seguida, consideremos φ : R3 → R

uma função tal que

• |φ| ≤ 1

• φ = 1 on B1/2(0)

• supp (φ) ⊂ B1(0)

e definimos

W (y) =
1

N2




∂212(w2φ sin(Ny1)) + ∂213(w3φ sin(Ny1))

−∂211(w2φ sin(Ny1))

−∂211(w3φ sin(Ny1))


 .

Note que W é um campo vetorial de divergente nulo com suporte contido em B1(0). Além

disso, para y ∈ B1/2(0), temos que W (y) = W̄ sin(Ny1). Portanto,

∫
|W (y)te3|dy ≥

∫

B1/2(0)

|W (y)te3|dy = |W̄ te3|
∫

B1/2(0)

| sin(Ny1)|dy ≥

≥ |W̄ te3|
∫

B1/2(0)

sin(Ny1)
2dy = α|W̄ te3|,
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para alguma constante α = α(n) para N suficientemente grande. Esta constante surge a partir

da seguinte estimativa

∫

B1/2(0)

sin(Ny1)
2dy =

∫

B1/2(0)

1 + cos(2Ny1)

2
dy −→ 1

2
|B1/2(0)| quando N → ∞.

Agora, defina W̃ =




0

w2 sin(Ny1)

w3 sin(Ny1)


 e observe que

||W − φW̃ ||∞ ≤ C

N
||φ||C2 .

Então, tomando N suficientemente grande, temos que ||W − φW̃ ||∞ < ε.

Finalmente, como |φ| ≤ 1 e W̃ toma valores em σ, então a imagem de φW̃ está contida em

σ. Portanto, a imagem de W está contida na ε-vizinhança de σ.

Consideremos agora o caso geral. Seja W̄ dado tal que W̄ ξ = 0 e W̄e3 6= 0, para algum

ξ ∈ R3 \{0}. Claramente, ξ e e3 são linearmente independentes. Tome η ∈ R3 \{0} de tal forma

que {ξ, η, e3} seja uma base de R3 e considere a matriz A tal que Aξ = e1, Aη = e2 e Ae3 = e3.

Defina V̄ = AtW̄ . É claro que V̄ ∈ R3, V̄ te1 = 0 e V̄ te3 6= 0. Logo, podemos utilizar as

contas feitas para o caso anterior, obtendo assim um mapa suave V : R3 → R3 com suporte

compacto em B1(0) e com imagem na ||A||−1ε-vizinhança do segmento de reta τ com extremos

−V̄ e V̄ .

Agora, tomeW (y) = (A−1)tV (Aty). Primeiro observe queW está suportado em (A−1)tB1(0).

Como o isomorfismo T : X 7→ (A−1)tX mapeia τ em σ temos que a imagem de W está contida

na ε-vizinhança de σ. Através de um cálculo simples podemos provar que W tem divergente

nulo. Temos ainda que

∫

(A−1)tB1(0)

|W (y)te3|dy =

∫

(A−1)tB1(0)

|((A−1)tV (Aty))te3|dy =

=

∫

B1(0)

|((A−1)tV (z))te3|
dz

| detA| ≥
α|((A−1)tV̄ )te3|

|detA| =
α|(W̄ )te3|
|detA| .

Por fim, temos que reescalar W . Isso pode ser feito de maneira simples, veja o final demons-

tração da proposição 3.2, em [8].
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3.2.3 Ingredientes necessários para realizar a integração convexa

Lembre que

K := {(b, v, u,M) ∈ {−1, 1} × S1 × S1 × S2
0 :M = u⊗ u− 1

2
I2, v = bu}.

Definição 3.2.2.

U = int(Kco × [−1, 1])

onde int denota o interior topológico do conjunto em R × R2 × R2 × S2
0 × R e Kco denota a

envoltória convexa de K.

Lema 3.2.2. O conjunto U não é vazio.

Demonstração. Considere a aplicação

T : C(S0 × S1) −→ R× R2 × R2 × S2
0

φ 7−→
∫

S0

∫

S1

(
b, bu, u, u⊗ u− 1

2
I2

)
φ(b, u)dµ(u)dν(b)

onde µ é a medida de Haar em S1 e ν é a medida em S0 = {−1, 1} definida por ν({1}) =

ν({−1}) = 1
2
, ν({−1, 1}) = 1 e ν(∅) = 0. Logo, T (φ) pode ser reescrito como

T (φ) =
1

2

∫

S1

(
1, u, u, u⊗ u− 1

2
I2

)
φ(1, u)dµ(u)+

+
1

2

∫

S1

(
−1,−u, u, u⊗ u− 1

2
I2

)
φ(−1, u)dµ(u).

É claro que se

φ ≥ 0 e

∫

S0

∫

S1

φ(b, u)dµ(u)dν(b) = 1 então T (φ) ∈ Kco. (3.6)

Logo, como

T (1) =
1

2

∫

S1

(
1, u, u, u⊗ u− 1

2
I2

)
dµ(u) +

1

2

∫

S1

(
−1,−u, u, u⊗ u− 1

2
I2

)
dµ(u) =

=

∫

S1

(
0, 0, u, u⊗ u− 1

2
I2

)
dµ(u) = 0

então 0 ∈ Kco.
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Para mostrar que 0 ∈ int Kco primeiro provaremos que T é uma aplicação aberta via o

Teorema da Aplicação Aberta. Depois veremos que existe uma vizinhança aberta de 1 em

C(S0 × S1) que é levada por T a uma vizinhança aberta de 0 em Kco.

Para T estar nas hipóteses do Teorema da Aplicação Aberta só falta verificar que T é uma

aplicação sobrejetora. Para isso vamos exibir os elementos φ ∈ C(S0 × S1) tal que via T eles

geram R× R2 × R2 × S2
0.

(i) φ(b, u) = ui

T (φ) =
1

2

∫

S1

(
1, u, u, u⊗ u− 1

2
I2

)
uidµ(u) +

1

2

∫

S1

(
−1,−u, u, u⊗ u− 1

2
I2

)
uidµ(u) =

=

∫

S1

(
0, 0, uui, u⊗ uui −

1

2
I2ui

)
dµ(u) = β1(0, 0, ei, 0)

onde β1 =
∫
S1 u

2
1dµ(u)

(ii) φ(b, u) = bui

T (φ) =
1

2

∫

S1

(
1, u, u, u⊗ u− 1

2
I2

)
uidµ(u)+

+
1

2

∫

S1

(
−1,−u, u, u⊗ u− 1

2
I2

)
(−ui)dµ(u) =

=

∫

S1

(ui, uui, 0, 0) dµ(u) = β1(0, ei, 0, 0)

(iii) φ(b, u) = u1u2

T (φ) =
1

2

∫

S1

(
1, u, u, u⊗ u− 1

2
I2

)
u1u2dµ(u)+

+
1

2

∫

S1

(
−1,−u, u, u⊗ u− 1

2
I2

)
u1u2dµ(u) =

=

∫

S1

(
0, 0, uu1u2, u⊗ uu1u2 −

1

2
I2u1u2

)
dµ(u) = β2(0, 0, 0, e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1)

onde β2 =
∫
S1 u

2
1u

2
2dµ(u)

(iv) φ(b, u) = bu1u2

T (φ) =
1

2

∫

S1

(
1, u, u, u⊗ u− 1

2
I2

)
u1u2dµ(u)+

+
1

2

∫

S1

(
−1,−u, u, u⊗ u− 1

2
I2

)
(−u1u2)dµ(u) =

=

∫

S1

(u1u2, uu1u2, 0, 0) dµ(u) = β2(1, 0, 0, 0)
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(v) φ(b, u) = u2i − 1
2

T (φ) =

∫

S1

(
0, 0, u

(
u2i −

1

2

)
,

(
u⊗ u− 1

2
I2

)(
u2i −

1

2

))
dµ(u) =

= β3(0, 0, 0, e1 ⊗ e1 − e2 ⊗ e2)

onde β3 =
∫
S1

(
u21 − 1

2

)2
dµ(u)

Temos que as imagens obtidas em (iv), (ii), (i) e (iii) + (iv), nessa ordem, geram R× R2 ×

R2 × S2
0.

Afirmamos que se ψ ∈ C(S0 × S1) é tal que

α := 1−
∫

S0

∫

S1

ψ(b, u)dµ(u)dν(b) ≥ ‖ψ‖C(S0×S1) (3.7)

então φ = α+ψ satisfaz (3.6) e portanto T (ψ) ∈ Kco. De fato, como φ = α+ψ ≥ ‖ψ‖C(S0×S1)+

ψ ≥ 0 e
∫
S0

∫
S1 φdµdν = 1−

∫
S0

∫
S1 ψdµdν +

∫
S0

∫
S1 ψdµdν = 1 então φ satisfaz (3.6) e portanto

T (φ) ∈ Kco. Além disso, temos que T (φ) = T (α + ψ) = T (α) + T (ψ) = αT (1) + T (ψ) = T (ψ)

donde segue que T (ψ) ∈ Kco.

Em particular, se ψ é tal que ‖ψ‖C(S0×S1) ≤ 1
2
então ψ satisfaz (3.7). Portanto temos que para

A = {ψ ∈ C(S0 × S1) : |ψ‖C(S0×S1) ≤ 1
2
}, pelas contas anteriores, temos que 0 ∈ T (A) ⊂ Kco e

T (A) é um conjunto aberto em Kco.

Lema 3.2.3. Existe uma constante C > 0 tal que, para cada (b, v, u,M, q) ∈ U , existe (b̄, v̄, ū, M̄)

∈ R× R2 × R2 × S2
0 tal que

• (b̄, v̄, ū, M̄ , 0) ∈ Λ;

• o segmento de reta que liga os pontos (b, v, u,M, q)± (b̄, w̄, v̄, ū, 0) está contida em U

• e

|(ū, b̄)| ≤ C(2− (|u|2 + |b|2)). (3.8)

Demonstração. Seja h = (b, v, u,M) ∈ intKco. Pelo teorema de Carathéodory h está no interior

de simplexo em R× R2 × R2 × S2
0 gerado por elementos K. Em outras palavras

h =
N+1∑

i=1

λihi
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onde λi ∈ (0, 1), hi = (bi, vi, ui,Mi) ∈ K,
∑N+1

i=1 λi = 1 e N = 7 é a dimensão de R×R2×R2×S2
0.

Suponha que λ1 = maxλi e defina i∗ o ı́ndice tal que

λ2i∗(|ui∗ − u1|2 + |bi∗ − b1|2) = max{λ2i (|ui − u1|2 + |bi − b1|2) : i = 1, . . . , 8}

Observe que como h =
∑8

i=1 λihi e h− h1 =
∑8

i=2 λi(hi − h1) obtemos que

|(u− u1, b− b1)| =
∣∣∣∣∣

8∑

i=2

λi(ui − u1, bi − b1)

∣∣∣∣∣ ≤

8∑

i=2

|λi(ui − u1, bi − b1)| =
8∑

i=2

√
λ2i (|ui − u1|2 + |bi − b1|2) ≤

≤ 7
√
max{λ2i (|ui − u1|2 + |bi − b1|2) : i = 1, . . . , 8} = 7

√
λ2i∗(|ui∗ − u1|2 + |bi∗ − b1|2)

Logo,

|u− u1|2 + |b− b1|2 ≤ 49λ2i∗(|ui∗ − u1|2 + |bi∗ − b1|2).

Então, definindo h̄ := 1
2
λi∗(hi∗ − h1) temos que

1

196
√
2
(2−(|u|2+ |b|2)) ≤ 1

196
√
2
(1−|u|2+1−|b|2) ≤ 1

196
√
2
((1+ |u|)(1−|u|)+(1+ |b|)(1−|b|))

≤ 1

98
√
2
((1− |u|) + (1− |b|)) ≤ 1

98
√
2

√
2
√
(1− |u|)2 + (1− |b|)2 ≤ 1

98

√
|u− u1|2 + |b− b1|2 ≤

≤ 1

98
49λi∗

√
|ui∗ − u1|2 + |bi∗ − b1|2 =

1

2
|λi∗(ui∗ − u1, bi∗ − b1)| ≤ |(ū, b̄)|

Portanto,

1

196
√
2
(2− (|u|2 + |b|2)) ≤ |(ū, b̄)|

É fácil ver que (h̄, 0) = (b̄, v̄, ū, M̄ , 0) ∈ Λ. De fato, tome

ξ =

(
−u

2
i∗ − u21
u1i∗ − u11

ξ2, ξ2 ,−
u1i∗u

2
1 − u11u

2
i∗

u1i∗ − u11
ξ2

)

então

V ξ =




M̄ + 0I2 ū

ūt 0

v̄ b̄


 ξ =

1

2
λi∗




(u1i∗)
2 − (u11)

2 u1i∗u
2
i∗ − u11u

2
1 u1i∗ − u11

u2i∗u
1
i∗ − u21u

1
1 (u2i∗)

2 − (u21)
2 u2i∗ − u21

u1i∗ − u11 u2i∗ − u21 0

bi∗u
1
i∗ − b1u

1
1 bi∗u

2
i∗ − b1u

2
1 bi∗ − b1



ξ = 0
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Observação . Na prova do lema 3.2.3 mostramos que se z1, z2 ∈ K então z1 − z2 ∈ Λ. Portanto,

a envoltória Λ-convexa de K coincide com a envoltória convexa de K.

Definição 3.2.3. Dado Ω ⊂ R× R2 aberto e limitado, definimos

X0 = X0(Ω) = {(b, v, u,M, q) ∈ C∞(R2
x × Rt) : (i), (ii) e (iii) abaixo valem

(i) supp(b, v, u,M, q) ∈ Ω,

(ii) (b, v, u,M, q) é solução de (3.4) em R3,

(iii) (b, v, u,M, q)(t, x) ∈ U para todo (t, x) ∈ R3}.

Considere X0 munido da topologia da convergência fraca* em L∞ de (b, v, u,M, q) e defina X

como o fecho de X0 nesta topologia.

Lema 3.2.4. O conjunto X com a topologia da convergência fraca* L∞ é um espaço metrizável

não vazio. Além disso, se (b, v, u,M, q) ∈ X é tal que

|u(t, x)| = 1, |b(t, x)| = 1 para quase todo (t, x) ∈ Ω,

então u, b e p := q − |u|2
2

é uma solução fraca de (3.3) em R3 tal que

u(t, x) = 0, b(t, x) = 0 e p(t, x) = 0 para todo (t, x) ∈ R3 \ Ω.

Demonstração. A demonstração é uma adaptação trivial da demonstração do lema 4.4 de [8].

O resultado a seguir nos fornece as estimativas necessária para realizar a integração convexa.

Lema 3.2.5. Existe uma constante β = β(n) > 0 com seguinte propriedade:

Dado (b0, v0, u0,M0, q0) ∈ X0 existe uma sequência (bk, vk, uk,Mk, qk) ∈ X0 tal que

‖uk‖2L2 + ‖bk‖2L2 ≥ ‖u0‖22 + ‖b0‖22 + β(2|Ω| − (‖u0‖2L2(Ω) + ‖b0‖2L2(Ω)))
2

e (bk, vk, uk,Mk, qk)
∗
⇀ (b0, v0, u0,M0, q0) em L∞.
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Demonstração. 1o Passo Seja (b0, v0, u0,M0, q0) ∈ X0. Observe que como (b0, v0, u0,M0, q0) tem

suporte compacto então a imagem de (b0, v0, u0,M0, q0) é um conjunto compacto em U portanto

podemos aplicar o lema 3.2.3 e obter que para todo (t, x) ∈ Ω existe uma direção

(b̄, v̄, ū, M̄)(t, x) ∈ R× R2 × R2 × S2
0

tal que o segmento de reta ligando os pontos

(b0, v0, u0,M0, q0)(t, x)± (b̄, v̄, ū, M̄ , 0)(t, x)

está contido em U , e

|ū0(t, x)|+ |b̄0(t, x)| ≥
√

|ū0(t, x)|2 + |b̄0(t, x)|2 ≥ C(2− (|u0(t, x)|2 + |b0(t, x)|2)).

Pela construção de (b̄, v̄, ū, M̄) e como (b0, v0, u0,M0, q0) é uniformemente cont́ınua, existe

ε > 0 tal que para todo (t, x), (x0, t0) ∈ Ω com |x−x0|+ |t− t0| < ε, a ε-vizinhança do segmento

de reta ligando os pontos

(b0, v0, u0,M0, q0)(t, x)± (b̄, v̄, ū, M̄ , 0)(x0, t0)

também está contido em U .

2o Passo Para (x0, t0) ∈ Ω fixado defina

a = (b̄, v̄, ū, M̄ , 0)(x0, t0) ∈ Λ.

Use proposição 3.2.1 com este a e ε > 0 para obter uma solução suave (b, v, u,M, q) de (3.4)

com as propriedades enunciadas na proposição 3.2.1, e para r < ε seja

(br, vr, ur,Mr, qr)(t, x) = (b, v, u,M, q)

(
x− x0
r

,
t− t0
r

)
.

Então (br, vr, ur,Mr, qr) também é uma solução suave de (3.4), com as seguinte propriedades

• o suporte de (br, vr, ur,Mr, qr) está contido em Br(x0, t0) ⊂ R2
x × Rt,

• a imagem de (br, vr, ur,Mr, qr) está contida na ε-vizinhança do segmento de reta ligando

±(b̄, v̄, ū, M̄ , 0)(t, x),
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• e ∫
|ur(t, x)|dxdt ≥ α|ū(x0, t0)||Br(x0, t0)|,

∫
|br(t, x)|dxdt ≥ α|b̄(x0, t0)||Br(x0, t0)|

Em particular, para todo r < ε temos (b0, v0, u0,M0, q0) + (br, vr, ur,Mr, qr) ∈ X0.

3o Passo. Agora, observe que como v0 é uniformemente cont́ınuo, existe r0 > 0 tal que para

todo r < r0 existe uma famı́lia finita de bolas disjuntas Brj(xj, tj) ⊂ Ω com rj < r tal que

∫

Ω

(2− (|u0(t, x)|2 + |b0(t, x)|2))dxdt ≤ 2
∑

j

(2− (|u0(xj, tj)|2 + |b0(xj, tj)|2))|Brj(xj, tj)|. (3.9)

Fixe k ∈ N com 1
k
< min{r0, ε} e escolha uma famı́lia finita de bolas duas a duas disjuntas

Brk,j(xk,j , tk,j) ⊂ Ω com raio rk,j <
1
k
tal que (3.9) vale. Em cada bola Brk,j(xk,j , tk,j) aplicamos

a construção anterior e obtemos (bk,j, vk,j, uk,j ,Mk,j, qk,j), e em particular temos então que

(bk, vk, uk,Mk, qk) := (b0, v0, u0,M0, q0) +
∑

j

(bk,j, vk,j, uk,j,Mk,j, qk,j) ∈ X0

e ∫
(|uk(t, x)− u0(t, x)|+ |bk(t, x)− b0(t, x)|)dxdt =

=
∑

j

∫
(|uk,j(t, x)|+ |bk,j(t, x)|)dxdt ≥

≥ α
∑

j

(|ū(xk,j, tk,j)|+ |b̄(xk,j , tk,j)|)|Brk,j(xk,j, tk,j)| ≥

≥ Cα
∑

j

(1− (|u0(xk,j , tk,j)|2 + |b0(xk,j , tk,j)|2))|Brk,j(xk,j , tk,j)| ≥

≥ 1

2
Cα

∫

Ω

(2− (|u0(t, x)|2 + |b0(t, x)|2)dxdt. (3.10)

Finalmente observe que fazendo k → ∞, a construção produz uma sequência

(bk, vk, uk,Mk, qk) ∈ X0 tal que

(bk, vk, uk,Mk, qk)
∗
⇀ (b0, v0, u0,M0, q0) em L∞.

Logo,
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lim inf
k→∞

(‖uk‖2L2 + ‖bk‖2L2) = ‖u0‖22 + lim inf
k→∞

(2〈u0, (uk − u0)〉2 + ‖uk − u0‖22)+

+‖b0‖22 + lim inf
k→∞

(2〈b0, (bk − b0)〉2 + |bk − b0‖22) =

= ‖u0‖22 + lim inf
k→∞

‖uk − u0‖22 + ‖b0‖22 + lim inf
k→∞

‖bk − b0‖22 ≥

≥ ‖u0‖22 + ‖b0‖22 +
1

|Ω| lim inf
k→∞

(‖uk − u0‖2L1(Ω) + ‖bk − b0‖2L1(Ω)) ≥

≥ ‖u0‖22 + ‖b0‖22 +
1

2|Ω| lim inf
k→∞

(‖uk − u0‖L1(Ω) + ‖bk − b0‖L1(Ω))
2. (3.11)

Combinando (3.10) e (3.11) temos

lim inf
k→∞

(‖uk‖2L2 + ‖bk‖2L2) ≥ ‖u0‖22 + ‖b0‖22 +
C2α2

4|Ω| (2|Ω| − (‖u0‖2L2(Ω) + ‖b0‖2L2(Ω)))
2.

Portanto nós provamos o lema com β = C2α2

4|Ω|
.

3.2.4 Demonstração do teorema principal

Demonstração do Teorema 3.2.1: Vamos construir uma sequência {zk = (bk, vk, uk,Mk, qk)} ∈

X0 tal que

(i) existe z = (b, v, u,M, q) ∈ X tal que zk → z fortemente em L2(R2
x × Rt);

(ii) ‖uk+1‖2L2(Ω) + ‖bk+1‖2L2(Ω) ≥ ‖uk‖2L2(Ω) + ‖bk‖2L2(Ω) + β(2|Ω| − (‖uk‖2L2(Ω) + ‖bk‖2L2(Ω)))
2 para

todo k ∈ N.

Então, usando (i) podemos passar ao limite em (ii) de tal forma a obter

‖u‖2L2(Ω) + ‖b‖2L2(Ω) ≥ ‖u‖2L2(Ω) + ‖b‖2L2(Ω) + β(2|Ω| − (‖u‖2L2(Ω) + ‖b‖2L2(Ω)))
2

e portanto ‖u‖2L2(Ω) + ‖b‖2L2(Ω) = 2|Ω|. Como |u| ≤ 1, |b| ≤ 1 em Ω e eles tem suporte em

Ω, conclúımos que |u| = 1Ω = |b|. Claramente (b, v, u,M) ∈ Kco q.t.p. (t, x) ∈ Ω pois

(b, v, u,M, q) ∈ X. Isto implica que (b, v, u,M) ∈ K q.t.p. (t, x) ∈ Ω.

Agora falta construir uma sequência {zk} ∈ X0 satisfazendo (i) e (ii). Constrúımos indutiva-

mente uma sequência (bk, vk, uk,Mk, qk) ∈ X0 e uma sequência de números ηk > 0 como segue.

Seja ρε o molificador usual em R2
x × Rt e tome (b1, v1, u1,M1, q1) ≡ 0 em R2

x × Rt.
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Depois de obtidos zj := (bj, vj, uj,Mj, qj) para j ≤ k e η1, . . . , ηk−1 escolhemos

ηk < 2−k (3.12)

de tal forma que

‖zk − zk ∗ ρηk‖L2(Ω) < 2−k. (3.13)

Então aplicamos o lema (3.2.5) para obter que zk+1 = (bk+1, vk+1, uk+1,Mk+1, qk+1) ∈ X0 tal

que

‖uk+1‖2L2(Ω) + ‖bk+1‖2L2(Ω) ≥ ‖uk‖2L2(Ω) + ‖bk‖2L2(Ω) + β(2|Ω| − (‖uk‖2L2(Ω) + ‖bk‖2L2(Ω)))
2 (3.14)

e

‖(zk+1 − zk) ∗ ρηj‖L2(Ω) < 2−k for all j ≤ k. (3.15)

Como a sequência {zk} é limitada em L∞(R2
x × Rt) podemos assumir, tomando uma sub-

sequência, que

zk
∗
⇀ z in L∞(R2

x × Rt)

para algum z = (b, v, u,M, q) ∈ X, e que a sequência {zk} e a sequência {ηk} correspondente

satisfazem as propriedades (3.12), (3.13), (3.14) e (3.15). Então para todo k ∈ N

‖zk ∗ ρηk − z ∗ ρηk‖L2(Ω) ≤
∞∑

j=0

‖zk+j ∗ ρηk − zk+j+1 ∗ ρηk‖L2(Ω) ≤

≤
∞∑

j=0

2−(k+j) ≤ 2−k+1,

e como

‖zk − z‖L2(Ω) ≤ ‖zk − zk ∗ ρηk‖L2(Ω) + ‖zk ∗ ρηk − z ∗ ρηk‖L2(Ω) + ‖z ∗ ρηk − z‖L2(Ω),

conclúımos que zk → z fortemente em L2(Ω). �
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3.3 Aplicação às equações da magnetohidrodinâmica

Nesta seção veremos que soluções fracas das equações da magnetohidrodinâmica ideais e in-

compresśıveis em três dimensões (MHD 3D) não são únicas. Este resultado é um corolário do

teorema 3.2.1. Preferimos esta ordem de apresentação apesar da ordem cronológica da demons-

tração de tais resultados estar trocada. Inicialmente hav́ıamos tentado provar o resultado de

não-unicidade para MHD 3D entretanto a técnica não se aplicava de maneira direta. A ideia

então foi demonstrar a não-unicidade dentro de uma classe de solução que preservavam uma

certa simetria. Obtivemos que a redução das equações MHD 3D com respeito a esta simetria

especial podia ser interpretada como as equações de Euler com um traçador passivo.

Considere as equações MHD 3D,





∂tu+ (u · ∇)u− (rot b)× b+∇p = 0

∂tb− rot (u× b) = 0

div u = 0

div b = 0

(3.16)

onde u = u(t, x) ∈ R3 é a velocidade, b = b(t, x) ∈ R3 é a densidade do escoamento magnético,

p = p(t, x) ∈ R é a pressão e (t, x) ∈ R4.

O sistema (3.16) descreve o movimento de um fluido ideal incompresśıvel condutor interagindo

com um campo magnético. Observe que se tomarmos b = 0 em (3.16) nós obtemos as equações

de Euler. Portanto é natural tentar estender os resultados conhecidos das equações de Euler

para (3.16).

A definição de solução fraca de (3.16) que utilizamos foi a seguinte,

Definição 3.3.1. Um campo vetorial (u, b) = (u, b)(t, x) ∈ L2
loc(R

4;R3 × R3) é uma solução

fraca das equações MHD 3D se, para toda função teste ϕ = ϕ(t, x) ∈ C∞
c (R4,R), ψ = ψ(t, x) ∈

C∞
c (R4,R), Φ = Φ(t, x) ∈ C∞

c (R4,R3) tal que div Φ = 0 e Ψ = Ψ(t, x) ∈ C∞
c (R4,R3) tal que

div Ψ = 0 tivermos que:

∫ ∫
− [u · ∂tΦ + (u⊗ u− b⊗ b) ·DΦ] dxdt = 0
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∫ ∫
− [b · ∂tΨ+ (u⊗ b− b⊗ u) ·DΨ] dxdt = 0

∫ ∫
(u · ∇ϕ)dxdt = 0

∫ ∫
(b · ∇ψ)dxdt = 0.

O sistema (3.16) pode ser expresso como uma inclusão diferencial, no entanto quando tenta-

mos adaptar o tralhado feito em [8] para este caso obtivemos um cone de onda Λ e um conjunto

de restrições K para os quais não conseguimos provar que a envoltória Λ-convexa de K é igual

a envoltória convexa de K. Por isso, tentamos nos restringir a uma classe de soluções que

preservam a seguinte simetria:

u = u(t, x) = (u1(t, x), u2(t, x), 0),

b = b(t, x) = (0, 0, b(t, x)),

(t, x) = (x1, x2, t) ∈ R2
x × Rt.

A redução de (3.16) por esta simetria é:





∂tu+ (u · ∇)u+∇
(
p+

|b|2
2

)
= 0

∂tb+ (u · ∇)b = 0

div u = 0

(3.17)

Observe que esta equação pode ser reescrita como no formato das equações de Euler com

traçador passivo e com isso, pelo teorema 3.2.1, conclúımos que as soluções fracas destas equações

não são únicas. Em particular, soluções de (3.17) são soluções da MHD 3D, donde conclúımos

que soluções fracas das equações MHD 3D não são únicas.
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Caṕıtulo 4

Euler 3D com simetria helicoidal

Nos caṕıtulos 2 e 3 vimos exemplos de escoamentos irregulares que implicavam na não unicidade

de soluções fracas das equações de Euler e Euler com traçador passivo. Com o objetivo de

continuar o estudo de soluções irregulares, neste caṕıtulo, demonstraremos existência global no

tempo de soluções fracas das equações de Euler tridimensionais com simetria helicoidal sem

rodopio (ou seja, quando a velocidade é ortogonal às hélices), com vorticidade inicial em Lp,

para todo p > 4/3, com suporte compacto nos planos axiais e periódica na direção axial. Este

resultado é uma melhoria do resultado demonstrado por B. Ettinger e E. Titi em [15], onde os

autores provam existência e unicidade global de soluções fracas para o mesmo problema, porém

em domı́nios limitados e com vorticidade inicial limitada.

4.1 Notação

Usaremos a notação clássica para o espaço das distribuições D′. Os espaços de Sobolev em L2

com k derivadas serão denotados por Hk.

Seja u : R → R. Dizemos que u ∈ D′ é periódica, com peŕıodo T , se 〈u(·), φ(·)〉 = 〈u(·), φ(·+

T )〉 para toda φ ∈ C∞
c (R) e para todo t ∈ R.

Seja Ω = R2 × [−κπ, κπ]. Abaixo definimos os espaços de funções que serão utilizados ao

longo deste caṕıtulo.
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4.2. Definições e resultados no sentido das distribuições

• Lpc,per(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : u tem suporte compacto em x̃ e é periódica em x3};

• Lpper(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : u é periódica em x3};

• Hk
per = {u ∈ Hk(Ω) : u tem suporte compacto em x̃ e é periódica em x3};

• V k
per(Ω) = {u ∈ Hk

per(Ω) : div u = 0}.

4.2 Definições e resultados no sentido das distribuições

Na seção 1.6 introduzimos o conceito de simetria helicoidal e escoamentos com e sem rodopio

para funções suaves. Nosso objetivo agora é estender estas conceitos para funções nos espaços

Lq, para qualquer 1 ≤ q ≤ ∞. Para isso, escreveremos as definições no sentido das distribuições.

Ao longo de todo o caṕıtulo, denotaremos o domı́nio das funções por Ω, onde Ω = R2 ×

[−κπ, κπ].

Definição 4.2.1. Um campo vetorial u : Ω → R3, u ∈ Lq(Ω;R3), tem simetria helicoidal se,

para toda função teste Ψ ∈ C∞
c (Ω;R3), tivermos que

∫

Ω

Ψ(S−θx) · u(x)dx =

∫

Ω

R−θΨ(x) · u(x)dx para todo θ ∈ R.

Observe que se u : Ω → R3 é helicoidal então u é periódico em x3 (com peŕıodo 2πκ) no

sentido das distribuições.

Definição 4.2.2. Um campo vetorial u : Ω → R3, u ∈ Lq(Ω;R3), é ortogonal às hélices se

u(x) · ξ(x) = 0 q.t.p. em Ω,

onde ξ(x) = (x2,−x1, κ).

Como já observado na seção 1.6, a condição acima é análoga à condição de velocidade de

rodopio ser nula no caso de escoamentos com simetria axial, caso em que κ = 0.
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4.2. Definições e resultados no sentido das distribuições

Lema 4.2.1. Seja u ∈ Lq(Ω;R3). Então, u tem simetria helicoidal se e somente se

∫

Ω

DΨ(x)ξ(x) · u(x)dx =

∫

Ω

RΨ(x) · u(x)dx, (4.1)

para toda Ψ ∈ C∞
c (Ω;R3).

Demonstração. Suponha que u tenha simetria helicoidal. Logo, para toda Ψ ∈ C∞
c (Ω;R3), temos

que

∫

Ω

Ψ(S−θx) · u(x)dx =

∫

Ω

R−θΨ(x) · u(x)dx para todo θ ∈ R. (4.2)

Agora, diferenciamos o lado esquerdo da última expressão em relação a θ e avaliamos em

θ = 0. Logo, obtemos que

d

dθ

∫

Ω

Ψ(S−θx) · u(x)dx
∣∣∣∣
θ=0

=

∫

Ω

d

dθ
Ψ(S−θx)

∣∣∣∣
θ=0

· u(x)dx =

=

∫

Ω

DΨ(S−θx)
dS−θx

dθ

∣∣∣∣
θ=0

· u(x)dx =

∫

Ω

DΨ(x)(−ξ(x)) · u(x)dx.

Procedendo da mesma forma no lado direito da expressão (4.2) obtemos o seguinte

d

dθ

∫

Ω

Ψ(S−θx) · u(x)dx
∣∣∣∣
θ=0

=
d

dθ

∫

Ω

R−θΨ(x) · u(x)dx
∣∣∣∣
θ=0

=

=

∫

Ω

d

dθ
R−θ

∣∣∣∣
θ=0

Ψ(x) · u(x)dx =

∫

Ω

(−R)Ψ(x) · u(x)dx.

Das duas últimas expressões segue que, para toda Ψ ∈ C∞
c (Ω;R3),

∫

Ω

DΨ(x)ξ(x) · u(x)dx =

∫

Ω

RΨ(x) · u(x)dx,

como queŕıamos.

Reciprocamente, suponha que

∫

Ω

DΨ(x)ξ(x) · u(x)dx =

∫

Ω

RΨ(x) · u(x)dx,

para toda Ψ ∈ C∞
c (Ω;R3). Fixe uma Ψ ∈ C∞

c (Ω;R3) qualquer e defina

Φ1(x) =

(
Ψ1(x) + Ψ2(x)

2
,
−Ψ1(x) + Ψ2(x)

2
, 0

)
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4.2. Definições e resultados no sentido das distribuições

Φ2(x) =

(
Ψ1(x)−Ψ2(x)

2
,
Ψ1(x) + Ψ2(x)

2
, 0

)

Φ3(x) = (0, 0,Ψ3(x)).

Defina também

Fi(θ) =

∫

Ω

Φi(S−θx) · u(x)dx, i = 1, 2, 3. (4.3)

Então, temos que

d

dθ
Fi(θ) =

∫

Ω

DΦi(S−θx)
dS−θx

dθ
· u(x)dx =

∫

Ω

DΦi(S−θx)




−x1 sin θ + x2 cos θ

−x1 cos θ − x2 sin θ

−κ


 · u(x)dx =

= −
∫

Ω

DΦi(S−θx)ξ(S−θx) · u(x)dx = −
∫

Ω

RΦi(S−θx) · u(x)dx.

Para obter a última igualdade usamos a hipótese que

∫

Ω

DΨ(x)ξ(x) · u(x)dx =

∫

Ω

RΨ(x) · u(x)dx

com Ψ(x) = Φi(S−θx) (observe que DΨ(x)ξ(x) = DΦi(S−θx)ξ(S−θx)).

Com isso, obtivemos o seguinte sistema de EDO’s




Ḟ1(θ) = −F2(θ)

Ḟ2(θ) = F1(θ)

Ḟ3(θ) = 0

Fi(0) =
∫
Ω
Φi(x) · u(x)dx, i = 1, 2, 3.

(4.4)

Usando o teorema de existência e unicidade de soluções para EDO’s conclúımos que

F1(θ) = F1(0) cos(θ)− F2(0) sin(θ),

F2(θ) = F1(0) sin(θ) + F2(0) cos(θ),

F3(θ) = F3(0).

Portanto, obtemos que

F1(θ) + F2(θ) + F3(θ) =

∫

Ω

R−θΨ(x) · u(x)dx.
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4.3. Função de Green

Por outro lado, como Φ1(x) + Φ2(x) + Φ3(x) = Ψ(x) e por (4.3), temos que

F1(θ) + F2(θ) + F3(θ) =

∫

Ω

Ψ(S−θx) · u(x)dx.

Logo, para toda Ψ ∈ C∞
c (Ω,R3) temos que

∫

Ω

Ψ(S−θx) · u(x)dx =

∫

Ω

R−θΨ(x) · u(x)dx

que é a definição de u ter simetria helicoidal.

4.3 Função de Green

Nosso objetivo nesta seção é exprimir a função de Green correspondente ao seguinte problema:

(P) Seja F : Ω → R3 uma distribuição periódica em x3 com peŕıodo 2πκ. Suponha também

que F ∈ L2(Ω) ∩ L1(Ω) e
∫
Ω
F (x)dx = 0. Nosso problema é encontrar uma distribuição N que

seja solução da equação ∆N = F no sentido das distribuições.

Vamos abordar o problema usando Análise de Fourier. Seguem abaixo os espaços e as de-

finições que iremos utilizar ao longo desta seção.

Definição 4.3.1. Seja 1 ≤ p < ∞, denotamos o espaço das sequência complexas cuja a soma

da p-ésima potência é limitada por lp = lp(Z), ou seja,

lp(Z) = {u : Z → C :
∑

n∈Z

|u(n)|p <∞}

Definimos também o seguinte espaço

Lp = {u : R2 × Z → C3 : ∀n ∈ Z u(·, n) ∈ Lp(R2) e ∀x̃ ∈ R2 u(x̃, ·) ∈ lp(Z)}

Definição 4.3.2. Seja f : Ω → R3 uma função em L1
per(Ω). A transformada de Fourier de f é

definida por

f̂(η, n) =
1

(2πκ)2

∫ πκ

−πκ

∫

R2

f(x)e−
i
κ
ηx̃e−

i
κ
nx3dx,

para todo n ∈ Z e η ∈ R2.
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4.3. Função de Green

Definição 4.3.3. Seja g : R2×Z → C3 uma função em L1. A transformada inversa de Fourier

de g é definida por

(F−1g)(x) =
∑

n∈Z

(F−1
η g)(x̃, n)e

i
κ
nx3

onde

(F−1
η g)(x̃, n) =

1

2πκ

∫

R2

f(η, n)e
i
κ
ηx̃dη.

Teorema 4.3.1. Seja f : Ω → R3 uma função em L1
per(Ω) ∩ L2

per(Ω) tal que f̂ ∈ L1. Então

F−1f̂ = f q.t.p., isto é,

f(x) =
1

2πκ

∑

n∈Z

(∫

R2

f̂(η, n)e
i
κ
ηx̃dη

)
e

i
κ
nx3 , q.t.p. x ∈ Ω.

Demonstração. Sabemos da teoria clássica de transformada de Fourier (veja [16], caṕıtulo 7)

que se h ∈ L1(R2) e ĥ ∈ L1(R2) então vale a fórmula de inversão, isto é, F−1(ĥ) = h q.t.p. Além

disso, existe uma única extensão para a transformada de Fourier de L2 para L2, onde a fórmula

de inversão ainda é válida. Já para séries de Fourier temos o teorema de Carleson-Hunt (veja

[20]), que diz que: se g ∈ Lp([−π, π]), para algum 1 < p ≤ ∞, então g(z) =
∑

n∈Z

ĝ(n)einz, q.t.p.

z ∈ [−π, π], onde ĝ(n) = 1

2π

∫ πκ

−πκ

g(z)e−inzdz.

Como f ∈ L1
per(Ω) ∩ L2

per(Ω), então f(·, x3) ∈ L1
per(Ω) ∩ L2

per(Ω), q.t.p. x3 ∈ [−2κπ, κπ] e

f(x̃, ·) ∈ L1
per(Ω) ∩ L2

per(Ω), q.t.p. x̃ ∈ R2. Isso segue facilmente do fato que se uma função tem

integral finita então o conjunto onde a função tem valor infinito tem medida zero.

Com isso temos que, pela fórmula de inversão para transformada de Fourier clássica,

f(x̃, x3) = F−1(f̂(·, x3))(x̃) =
∫

R2

f̂(η, x3)e
i
κ
ηx̃dη, q.t.p. x̃ ∈ R2,

onde f̂(η, x3) =
1

(2πκ)2

∫

R2

f(ỹ, x3)e
− i

κ
ỹηdỹ, e , pelo teorema de Carleson-Hunt,

f(x̃, x3) =
∑

n∈Z

f̂(x̃, n)e
i
κ
nx3 , q.t.p. x̃ ∈ R2,

onde f̂(x̃, n) =
1

2πκ

∫ κπ

−κπ

f(x̃, z)e−
i
κ
zndz.
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4.3. Função de Green

Portanto, usando as identidades acima e o Teorema de Fubini (veja, por exemplo, [3]), temos

que

f(x̃, x3) =
∑

n∈Z

(
1

2πκ

∫ πκ

−πκ

f(x̃, z)e−inzdz

)
e

i
κ
nx3 =

=
1

2πκ

∑

n∈Z

(∫ πκ

−πκ

F−1(f̂(·, z))(x̃)e−inzdz
)
e

i
κ
nx3 =

=
1

2πκ

∑

n∈Z

(∫ πκ

−πκ

(∫

R2

f̂(η, x3)e
i
κ
x̃ηdη

)
e−inzdz

)
e

i
κ
nx3 =

=
1

2πκ

∑

n∈Z

(∫ πκ

−πκ

(∫

R2

(∫

R2

f(ỹ, x3)e
− i

κ
ηỹdỹ

)
e

i
κ
x̃ηdη

)
e−inzdz

)
e

i
κ
nx3 =

=
1

2πκ

∑

n∈Z

(∫

R2

(∫ πκ

−πκ

∫

R2

f(ỹ, x3)e
− i

κ
ηỹe−inzdỹdz

)
e

i
κ
x̃ηdη

)
e

i
κ
nx3 =

=
1

2πκ

∑

n∈Z

(∫

R2

f̂(η, n)e
i
κ
ηx̃dη

)
e

i
κ
nx3 , q.t.p. x ∈ Ω.

Proposição 4.3.1. Seja f ∈ L1
per(Ω) ∩ L2

per(Ω), então f̂ ∈ L2 e a transformada de Fourier,

definida em 4.3.2, restrita a L1
per∩L2

per, possue uma única extensão para um isomorfismo unitário

de L2
per(Ω) para L2(Ω).

Demonstração. Basta combinar o teorema de Plancharel para a transforma de Fourier e para a

série de Fourier.

Agora, podemos definir a transforma de Fourier para qualquer f ∈ L2
per(Ω) utilizando a

proposição anterior. Com isso, obtemos o seguinte resultado.

Corolário 4.3.1. Seja f : Ω → R3 uma função em L2
per(Ω). Então F̄−1(F̄f) = f q.t.p., onde

F̄ : L2
per → L2 é o único isomorfismo unitário tal que F̄

∣∣
L1
per∩L

2
per

coincide com a transformada

de Fourier definida em 4.3.2.

Aplicando a transformada de Fourier à equação ∆N = F obtemos que

− 1

κ2
(|η|2 + n2)N̂(η, n) = F̂ (η, n). (4.5)
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4.3. Função de Green

Então, para todo η ∈ R2 \ {0} e para todo n ∈ Z \ {0}, temos que

N̂(η, n) = −κ2 F̂ (η, n)|η|2 + n2
. (4.6)

Como, por hipótese, F̂ (0, 0) =
∫
Ω
F (x)dx = 0 então a equação acima está bem definida para

η = 0 e n = 0.

Usando a transformada inversa de Fourier e a seguinte identidade

f̂ ∗ g = (2πκ)2f̂ ĝ

obtemos que

N(x) = − 1

4π2
(G ∗ F )(x) (4.7)

onde G(x) = F−1

(
1

|η|2 + n2

)
(x). Chamamos G de função de Green para o laplaciano em Ω e

periódico em x3.

A seguir, exprimimos a fórmula para a função de Green G em termos de funções de Bessel.

Lema 4.3.1. Para cada n ∈ Z \ {0} considere a função Gn(η) =
1

|η|2 + n2
. A transformada

inversa de Fourier de Gn é dada por

(F−1
η Gn)(x̃) =

1

4πκ2
K0(2π|x̃||n|),

onde Kν é a função de Bessel modificada do segundo tipo e de ordem ν.

Demonstração. Seja n ∈ Z \ {0}. Considere a função

g(x̃) = e−
t|x̃|2

2
− n2

2κ2t .

Temos que

ĝ(η) =
2π

t
e−

|η|2

2κ2t
− n2

2κ2t .

De fato, observe que
∂g

∂xi
= −txig. Portanto,





∂g

∂x1
+ tx1g = 0

∂g

∂x2
+ tx2g = 0
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4.3. Função de Green

Aplicando a transformada de Fourier no sistema acima obtemos que





i

κ
η1ĝ + tiκ

∂ĝ

∂η1
= 0

i

κ
η2ĝ + tiκ

∂ĝ

∂η2
= 0

A solução do sistema acima é,

ĝ(η) =
2π

t
e−

|η|2

2κ2t
− n2

2κ2t .

Portanto, 〈ĝ, φ〉 = 〈g, φ̂〉 para toda φ ∈ D′, isto é,

∫

R2

2π

t
e−

|η|2

2κ2t
− n2

2κ2tφ(η)dη =

∫

R2

e−
t|x̃|2

2
− n2

2κ2t φ̂(x̃)dx̃.

Multiplicando a última expressão por 1
t
e integrando em t de 0 até ∞ obtemos que

2π

∫

R2




∫ ∞

0

1

t2
e−

|η|2

2κ2t
− n2

2κ2tdt

︸ ︷︷ ︸
(I)


φ(η)dη =

∫

R2




∫ ∞

0

1

t
e−

t|x̃|2

2
− n2

2κ2tdt

︸ ︷︷ ︸
(II)


 φ̂(x̃)dx̃.

Para calcular (I) faremos a seguinte mudança de variáveis: τ =
|η|2 + n2

2κ2t
. Logo, temos que

(I) =

∫ ∞

0

2κ2

|η|2 + n2
e−τdτ =

2κ2

|η|2 + n2
.

Para (II), a mudança de variáveis utilizada é:

τ =
t|x̃|2
2

+
n2

2κ2t
, dτ =

( |x̃|2
2

− n2

2κ2t2

)
dt.

Observe que

dt

t
=

dτ
t|x̃|2

2
− n2

2κ2t

=
dτ√

τ 2 − n2|x̃|2

κ2

.

Portanto,

(II) =

∫ ∞

|x̃||n|
κ

1√
τ 2 − n2|x̃|2

κ2

e−τdτ.

Agora, fazendo uma nova mudança de variáveis, σ =
τκ

|x̃||n| , conclúımos que

(II) =

∫ ∞

1

1√
σ2 − 1

e−
|n||x̃|

κ
σdσ = K0

( |x̃||n|
κ

)
.
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4.3. Função de Green

Logo,

2π

∫

R2

2κ2

|η|2 + n2
φ(η)dη =

∫

R2

K0

( |x̃||n|
κ

)
φ̂(x̃)dx̃.

Portanto,

(
1

4πκ2
K0

( |x̃||n|
κ

))
(̂η) =

1

|η|2 + n2
. Então, (F−1

η Gn)(x̃) =
1

4πκ2
K0

( |x̃||n|
κ

)
.

Lema 4.3.2. Seja G0(η) =
1

|η|2 a distribuição definida por

〈G0, φ〉 = F.P.

∫
φ(η)

|η|2 dη.

A transformada de Fourier de G0 é dada por

G0(x̃) = − 1

2πκ2
log |x̃|.

Demonstração. Veja caṕıtulo 10, seção 2, de [16].

Lema 4.3.3. A função de Green correspondente ao problema (P ) é dada por

G(x) =
1

2πκ2

∞∑

n=1

K0

( |x̃|n
κ

)
cos
(nx3
κ

)
− 1

2πκ2
log |x̃|,

onde a série converge pontualmente para todo x ∈ (R2 \ {0}) × [−πκ, πκ] e uniformemente em

Dδ = {x ∈ R2 × [−πκ, πκ] : |x̃| ≥ δ}, para cada δ > 0.

Demonstração. Segue dos lemas 4.3.1 e 4.3.2 que

G(x) =
∑

n∈Z

n 6=0

(F−1
η Gn)(x̃)e

i
κ
nx3 + (F−1

η G0)(x̃) =
∑

n∈Z

n6=0

1

2πκ2
K0

( |x̃||n|
κ

)
e

i
κ
nx3 − 1

2πκ2
log |x̃| =

=
1

2πκ2

∞∑

n=1

K0

( |x̃|n
κ

)
cos
(nx3
κ

)
− 1

2πκ2
log |x̃|.

Dado δ > 0, vamos verificar que a série é uniformemente convergente em Dδ. Observe que, como

K0 é uma função positiva e decrescente, temos que para todo x ∈ Dδ vale que

K0

( |x̃|
κ
n

)
≤ K0

(
δ

κ
n

)

e portanto ∣∣∣∣K0

( |x̃|
κ
n

)
cos
(x3
κ
n
)∣∣∣∣ ≤ K0

(
δ

κ
n

)
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Além disso,
∞∑

n=1

K0

(
δ

κ
n

)
≤
∫ ∞

0

K0

(
δ

κ
t

)
dt =

κ

δ

∫ ∞

0

K0(τ)dτ ≤ C

δ
.

Vamos resumir os resultados obtidos na proposição a seguir.

Proposição 4.3.2. Seja F : Ω → R3 uma distribuição periódica em x3, com peŕıodo 2πκ, e com

suporte compacto em x̃. Suponha que F ∈ L2(Ω) e
∫
Ω
F (x)dx = 0. Então, a distribuição

N = − 1

4π2
G ∗ F

é solução da equação ∆N = F no sentido das distribuições. Onde

G(x) =
1

2πκ2

∞∑

n=1

K0

( |x̃|n
κ

)
cos
(nx3
κ

)
− 1

2πκ2
log |x̃|.

Demonstração. Veja os lemas 4.3.1, 4.3.2, 4.3.3 e as contas que precedem os lemas.

Finalmente, obtemos uma estimativa para a função de Green G.

Lema 4.3.4. Seja G a função de Green definida na última proposição. Então, G satisfaz a

seguinte estimativa,

|G(x)| ≤ C

(
1

|x̃| + | log |x̃||
)

∀x ∈ Ω, x̃ 6= 0.

Demonstração. Temos que a função de Bessel K0 é positiva e decrescente, logo

|G(x)| ≤ 1

2πκ2

∞∑

n=1

K0

( |x̃|n
κ

)
+

1

2πκ2
| log |x̃|| ≤ 1

2πκ2

∫ ∞

0

K0

( |x̃|t
κ

)
dt+

1

2πκ2
| log |x̃|| =

=
1

2πκ|x̃|

∫ ∞

0

K0(τ)dτ +
1

2πκ2
| log |x̃|| = 1

4κ|x̃| +
1

2πκ2
| log |x̃||.

4.4 Estimativa para o núcleo K

Definição 4.4.1. Definimos o núcleo K como sendo o gradiente da função de Green G definida

no lema 4.3.3. Ou seja,

K(z) :=
1

4π2
∇G(z) onde G(x) =

1

2πκ2

∞∑

n=1

K0

( |x̃|n
κ

)
cos
(nx3
κ

)
− 1

2πκ2
log |x̃|.
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Lema 4.4.1. O núcleo K satisfaz a estimativa abaixo

|K(x)| ≤ C

(
1

|x|2 +
1

|x̃|

)
.

Além disso, K ∈ Lsloc(Ω), com 1 ≤ s <
3

2
.

Demonstração. Como K(z) =
1

4π2
∇G(z) temos que

K(z) =
1

8π3κ2
∇
(

∞∑

n=1

K0

( |x̃|n
κ

)
cos
(nx3
κ

))
− 1

8π3κ2
1

|x̃|2 (x̃, 0).

Portanto,

|K(z)| ≤ 1

8π3κ2

∣∣∣∣∣∇
(

∞∑

n=1

K0

( |x̃|n
κ

)
cos
(nx3
κ

))∣∣∣∣∣+
1

8π3κ2
1

|x̃| .

Para estimar a série envolvendo a função de Bessel usaremos a seguinte expansão em série

de Schloeminch,

∞∑

n=1

K0(ny) cos(nyτ) =
1

2
ln
(γy
4π

)
+
π

2

∞∑

m=1

[
1√

y2 + (2πm− τy)2
− 1

2πm

]
+ (4.8)

+
π

2y
√
1 + τ 2

+
π

2

∞∑

m=1

[
1√

y2 + (2πm+ τy)2
− 1

2πm

]
.

Aplicamos a fórmula (4.8) com y =
|x̃|
κ

e τ =
x3
|x̃| para obter que

∞∑

n=1

K0

( |x̃|
κ
n

)
cos
(x3
κ
n
)
=

1

2
ln

(
γ|x̃|
4πκ

)
+
π

2

∞∑

m=1




1√
|x̃|2
κ2

+
(
2πm− x3

κ

)2 − 1

2πm


+

+
πκ

2
√
|x̃|2 + x23

+
π

2

∞∑

m=1




1√
|x̃|2
κ2

+
(
2πm− x3

κ

)2 − 1

2πm


 =

=
1

2

(
ln
( γ

4πκ

)
+ ln |x̃|

)
+

πκ

2|x| +
πκ

2

∞∑

m=1

[
1√

|x̃|2 + (2πκm− x3)2
− 1

2πκm

]
+ (4.9)

+
πκ

2

∞∑

m=1

[
1√

|x̃|2 + (2πκm+ x3)2
− 1

2πκm

]
.
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Para obter a estimativa para o núcleo K precisamos estimar o gradiente da série em (4.9).

Para isto, definimos

S−(x) :=
∞∑

m=1

[
1√

|x̃|2 + (2πκm− x3)2
− 1

2πκm

]
(4.10)

e

S+(x) :=
∞∑

m=1

[
1√

|x̃|2 + (2πκm+ x3)2
− 1

2πκm

]
. (4.11)

Não é dif́ıcil ver que as séries (4.10) e (4.11) convergem pontualmente para x ∈ (R2 \ {0})×

[−κπ, κπ].

A seguir provaremos que
∂

∂xi
S±(x) =

∑
n

∂

∂xi
f±
n (x) para todo i = 1, 2, 3, onde f±

n (x) =

1√
|x̃|2 + (2πκn± x3)2

− 1

2πκn
. Para isto provamos que

∑
n

∂

∂xi
f±
n (x) é uniformemente conver-

gente para todo x ∈ (R2 \ {0})× [−πκ, πκ].

Temos que

∂

∂x1
f±
n (x) =

−x1
(|x̃|2 + (2πκn± x3)2)

3
2

;

∂

∂x2
f±
n (x) =

−x2
(|x̃|2 + (2πκn± x3)2)

3
2

;

∂

∂x3
f±
n (x) =

(∓1)(2πκn± x3)

(|x̃|2 + (2πκn± x3)2)
3
2

.

Observe que

∣∣∣∣
∂

∂x1
f±
n (x)

∣∣∣∣ ≤
|x1|

(|x̃|2 + (2πκn± x3)2)
3
2

≤ 1

|x̃|2 + (2πκn± x3)2
≤ 1

(2πκn± x3)2
;

∣∣∣∣
∂

∂x2
f±
n (x)

∣∣∣∣ ≤
|x2|

(|x̃|2 + (2πκn± x3)2)
3
2

≤ 1

|x̃|2 + (2πκn± x3)2
≤ 1

(2πκn± x3)2
;

∣∣∣∣
∂

∂x3
f±
n (x)

∣∣∣∣ ≤
|2πκn± x3|

(|x̃|2 + (2πκn± x3)2)
3
2

≤ 1

|x̃|2 + (2πκn± x3)2
≤ 1

(2πκn± x3)2
.

Como −πκ ≤ x3 ≤ πκ temos que πκ(2n− 1) ≤ 2πκn± x3 ≤ πκ(2n+ 1), logo |2πκn± x3| ≥

πκ(2n− 1). Portanto,

∣∣∣∣
∂

∂x1
f±
n (x)

∣∣∣∣ ≤
1

(πκ(2n− 1))2
⇒
∑

n

∂

∂x1
f±
n (x) é uniformemente convergente;
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∣∣∣∣
∂

∂x2
f±
n (x)

∣∣∣∣ ≤
1

(πκ(2n− 1))2
⇒
∑

n

∂

∂x2
f±
n (x) é uniformemente convergente;

∣∣∣∣
∂

∂x3
f±
n (x)

∣∣∣∣ ≤
1

(πκ(2n− 1))2
⇒
∑

n

∂

∂x3
f±
n (x) é uniformemente convergente.

Portanto, temos que
∂

∂xi
S±(x) =

∑
n

∂

∂xi
f±
n (x), para i = 1, 2, 3. Logo,

∇
(

∞∑

n=1

K0

( |x̃|
κ
n

)
cos
(x3
κ
n
))

=
1

2|x̃|2 (x̃, 0)−
πκ

2|x|3x+
πκ

2

(
∞∑

m=1

∇f−
m(x) +

∞∑

m=1

∇f+
m(x)

)
.

Agora vamos estimar a série presente na última identidade. Lembre que

∇f±
m(x) =

1

(|x̃|2 + (2πκn± x3)2)
3
2

(−x1,−x2, (∓1)(2πκn± x3)).

Defina h±(t) =
1

(|x̃|2 + (2πκt± x3)2)
3
2

e observe que

(h±)′(t) =
−3

2

2(2πκt± x3)2πκ

(|x̃|2 + (2πκt± x3)2)
3
2

logo (h±)′(t) ≥ 0 ⇐⇒ t ≤ ∓x3
2πκ

≤ 1

2
.

Então, h é decrescente para todo t ≥ 1. Agora, para 0 ≤ t ≤ 1 temos que

• t =
∓x3
2πκ

≤ 1

2
é ponto cŕıtico;

• h±(0) =
1

(|x̃|2 + x23)
3
2

e h±(1) =
1

(|x̃|2 + (2πκ± x3)2)
3
2

.

Então, h±(0) ≥ h±(1) se e somente se |x̃|2 + (2πκ± x3)
2 ≥ |x̃|2 + x23 ⇐⇒ |2πκ± x3| ≥ |x3|.

Como |x3| ≤ π temos que |2πκ± x3| ≥ π ≥ |x3| portanto h(0) ≥ h(1).

Logo, podemos estimar a série por sua integral correspondente como segue (veja figura 4.1)

∞∑

m=1

1

(|x̃|2 + (2πκm± x3)2)
3
2

≤
∫ ∞

0

1

(|x̃|2 + (2πκt± x3)2)
3
2

dt
(τ=2πκt±x3)

=

=
1

2πκ

∫ ∞

±x3

1

(|x̃|2 + τ 2)
3
2

dτ =
1

2πκ

1

|x̃|2
τ√

|x̃|2 + τ 2

∣∣∣∣∣

∞

±x3

=

=
1

2πκ|x̃|2 − 1

2πκ|x̃|2
±x3√
|x̃|2 + x23

=
1

2πκ|x̃|2
|x| ± x3

|x| ≤ 1

πκ|x̃|2 .

Logo,

∞∑

m=1

1

(|x̃|2 + (2πκm± x3)2)
3
2

≤ 1

πκ|x̃|2 . (4.12)
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Figura 4.1: Gráfico de h

Defina g±(t) =
2πκt± x3

(|x̃|2 + (2πκt± x3)2)
3
2

e observe que

(g±)′(t) =
2πκ(|x̃|2 + (2πκt± x3)

2)
3
2 − (2πκt± x3)

3
2
(|x̃|2 + (2πκt± x3)

2)
1
22(2πκt± x3)2πκ

(|x̃|2 + (2πκt± x3)2)3
=

=
2πκ(|x̃|2 + (2πκt± x3)

2)
1
2{(|x̃|2 + (2πκt± x3)

2)− 3(2πκt± x3)
2}

(|x̃|2 + (2πκt± x3)2)3
=

=
2πκ(|x̃|2 − 2(2πκt± x3)

2)

(|x̃|2 + (2πκt± x3)2)
5
2

.

Então, (g±)′(t) ≤ 0 ⇐⇒ |x̃|2 − 2(2πκt± x3)
2 ≤ 0 ⇐⇒ t ≥ 1

2πκ

( |x̃|√
2
∓ x3

)
.

Se
1

2πκ

( |x̃|√
2
∓ x3

)
≥ 1 temos que separar a série da seguinte forma

∞∑

n=1

2πκn± x3

(|x̃|2 + (2πκn± x3)2)
3
2

=
d∑

n=1

2πκn± x3

(|x̃|2 + (2πκn± x3)2)
3
2

+
∞∑

n=d+1

2πκn± x3

(|x̃|2 + (2πκn± x3)2)
3
2

onde d =

[
1

2πκ

( |x̃|√
2
∓ x3

)]
(aqui, [.] é a função o maior inteiro menor que).

∞∑

n=1

2πκn± x3

(|x̃|2 + (2πκn± x3)2)
3
2

≤ d
2πκd± x3

(|x̃|2 + (2πκd± x3)2)
3
2

+

∫ ∞

d

2πκt± x3

(|x̃|2 + (2πκt± x3)2)
3
2

dt =

= d
2πκd± x3

(|x̃|2 + (2πκd± x3)2)
3
2

− 1

2πκ

1√
|x̃|2 + (2πκt± x3)2

∣∣∣∣∣

∞

d

=
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= d
2πκd± x3

(|x̃|2 + (2πκd± x3)2)
3
2

+
1

2πκ

1√
|x̃|2 + (2πκd± x3)2

≤ d
2πκd± x3

|x̃|3 +
1

2πκ

1

|x̃| ≤

≤ 1

2πκ

( |x̃|√
2
∓ x3

) 2πκ
1

2πκ

( |x̃|√
2
∓ x3

)
± x3

|x̃|3 +
1

2πκ

1

|x̃| =
1

2πκ

( |x̃|√
2
∓ x3

)
1√
2|x̃|2

+
1

2πκ

1

|x̃| ≤

≤ 1

2πκ

(
2|x̃|√
2

)
1√
2|x̃|2

+
1

2πκ

1

|x̃| =
1

πκ

1

|x̃| .

Para a última desigualdade observe que como
1

2πκ

( |x̃|√
2
∓ x3

)
≥ 1 então

|x̃|√
2
≥ 2πκ± x3 ≥ πκ ≥ ∓x3 ⇒ |x̃|√

2
∓ x3 ≤

2|x̃|√
2
.

Portanto,

∞∑

n=1

2πκn± x3

(|x̃|2 + (2πκn± x3)2)
3
2

≤ 1

πκ

1

|x̃| . (4.13)

Se
1

2πκ

( |x̃|√
2
∓ x3

)
≤ 1 é claro que

∞∑

m=1

2πκm± x3

(|x̃|2 + (2πκm± x3)2)
3
2

≤ 2πκ± x3

(|x̃|2 + (2πκ± x3)2)
3
2

+

∫ ∞

1

2πκt± x3

(|x̃|2 + (2πκt± x3)2)
3
2

dt =

=
2πκ± x3

(|x̃|2 + (2πκ± x3)2)
3
2

− 1

2πκ

1√
|x̃|2 + (2πκt± x3)2

∣∣∣∣∣

∞

1

=

=
2πκ± x3

(|x̃|2 + (2πκ± x3)2)
3
2

+
1

2πκ

1√
|x̃|2 + (2πκ± x3)2

=

=
1√

|x̃|2 + (2πκ± x3)2

(
2πκ± x3

|x̃|2 + (2πκ± x3)2
+

1

2πκ

)
≤

≤ 1√
|x̃|2 + (2πκ± x3)2

(
1

2πκ± x3
+

1

2πκ

)
≤

≤ 1√
|x̃|2 + (2πκ± x3)2

3

2πκ
≤ 3

2πκ|x̃| .

Finalmente, juntando (4.12) e (4.13) obtemos

∣∣∣∣∣
∞∑

m=1

∇f−
m(x) +

∞∑

m=1

∇f+
m(x)

∣∣∣∣∣ ≤ 2(|x1|+ |x2|)
1

πκ

1

|x̃|2 + 2
3

2πκ

1

|x̃| =
5

πκ

1

|x̃| .

106



4.5. Lei de Biot-Savart

Portanto,
∣∣∣∣∣∇
(

∞∑

n=1

K0

( |x̃|
κ
n

)
cos
(x3
κ
n
))∣∣∣∣∣ ≤=

1

2|x̃| +
πκ

2|x|2 +
2

|x̃| ≤ C

(
1

|x|2 +
1

|x̃|

)
.

e

|K(z)| ≤ C

(
1

|x|2 +
1

|x̃|

)
.

Por fim, é claro que K ∈ Lsloc(Ω), com 1 ≤ s <
3

2
. De fato, seja U ∈ Ω compacto. Logo,

existe R > 0 tal que se x ∈ U então |x| ≤ R. Portanto, usando a estimativa que obtivemos

acima e a desigualdade de Minkowski, obtemos que

‖K‖Ls(U) ≤ C

∥∥∥∥
1

|x|2 +
1

|x̃|

∥∥∥∥
Ls(U)

= C

((∫

U

1

|x|2sdx
)1/s

+

(∫

U

1

|x̃|sdx
)1/s

)
.

Mudando para coordenadas esféricas, ou seja, x1 = r sin θ cosϕ, x2 = r cos θ cosϕ e x3 =

r sinϕ, obtemos a seguinte estimativa
∫

U

1

|x|2sdx =

∫ 2π

0

∫ R

0

∫ π

0

1

r2s
r2 sinϕdϕdrdθ =

= 2π

∫ R

0

1

r2s
r2dr = r3−2s

∣∣R
0
= R3−2s, para 1 ≤ s <

3

2
.

Para estimar o outro termo, observe que
∫

U

1

|x̃|sdx ≤
∫ κπ

−κπ

∫

|x̃|≤R

1

|x̃|sdx̃dx3 = 2κπ

∫

|x̃|≤R

1

|x̃|sdx̃.

Agora, mudando para coordenadas polares, temos que
∫

|x̃|≤R

1

|x̃|sdx̃ =

∫ 2π

0

∫ R

0

1

rs
rdrdθ = 2π r2−s

∣∣R
0
= 2πR2−s, para 1 ≤ s < 2.

Portanto, se 1 ≤ s <
3

2
, então para todo compacto U ∈ Ω, temos que ‖K‖Ls(U) ≤ C(U).

Logo, K ∈ Lsloc(Ω), para 1 ≤ s <
3

2
.

4.5 Lei de Biot-Savart

Lema 4.5.1. Seja Φ ∈ C∞
c (Ω;R3) um campo vetorial periódico em x3 com peŕıodo 2πκ e com

média nula. A integral definida por

I(x) :=

∫

Ω

K(x− y)× Φ(y)dy
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se anula para |x̃| → ∞. Além disso, |I(x)| = O(|x̃|−2) para |x̃| → ∞.

Demonstração. Como Φ tem suporte compacto, existe R > 0 tal que supp Φ ⊂ B(0, R).

Lembre que

K(x) =
1

8π3κ2
∇
(

∞∑

n=1

K0

( |x̃|n
κ

)
cos
(nx3
κ

))
− 1

8π3κ2
1

|x̃|2 (x̃, 0) =

=
−1

8π3κ2

(
∞∑

n=1

(
K1

( |x̃|n
κ

)
cos
(nx3
κ

) nx̃

κ|x̃| , K0

( |x̃|n
κ

)
sin
(nx3
κ

) n
κ

))
− 1

8π3κ2
1

|x̃|2 (x̃, 0) =

= K1(x)−K2(x).

Começamos estimando K1:

|K1(x)| ≤
1

8π3κ2

∞∑

n=1

n

κ

(
K1

( |x̃|n
κ

)
+K0

( |x̃|n
κ

))
≤

1

8π3κ3

∫ ∞

0

t

(
K1

( |x̃|t
κ

)
+K0

( |x̃|t
κ

))
dt =

1

8π3κ3

∫ ∞

0

sκ

|x̃| (K1(s) +K0(s))
κ

|x̃|ds =

=
1

8π3κ

1

|x̃|2
∫ ∞

0

s (K1(s) +K0(s)) ds ≤
C

|x̃|2 .

Então,

∣∣∣∣
∫

Ω

K1(x− y)× Φ(y)dy

∣∣∣∣ = O(|x̃|−2) para |x̃| → ∞. (4.14)

Por outro lado, para |x̃| ≥ 2R temos que

|x̃− ỹ|−2 = |x̃|−2 +O(|x̃|−3)

então ∫

Ω

K2(x− y)× Φ(y)dy =
1

8π3κ2

∫

Ω

1

|x̃− ỹ|2 (x̃− ỹ, 0)× Φ(y)dy =

=
1

8π3κ2
1

|x̃|2 (x̃, 0)×
∫

Ω

Φ(y)dy +O(|x̃|−2) = O(|x̃|−2).

Portanto, |I(x)| = O(|x̃|−2) para |x̃| ≥ 2R.

Corolário 4.5.1. Seja Φ ∈ Lpc,per(Ω;R
3)∩C∞(Ω;R3) para algum p ≥ 1 e tal que

∫
Ω
Φ(x)dx = 0.

Então o campo vetorial definido por

u(x) :=

∫

Ω

K(x− y)× Φ(y)dy
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pertence a Lr(Ω;R3) onde
1

r
+ 1 =

1

p
+

1

s
e 1 ≤ s <

3

2
. Em particular, se p >

6

5
então

u ∈ L2(Ω;R3).

Demonstração. Como Φ ∈ Lpc(Ω;R
3), existe R > 0 tal que supp ω ⊂ B(0, R). Segue da

demonstração do lema 4.5.1 que |u(x)| = O(|x̃|−2) para |x̃| ≥ 2R. Logo, u ∈ Lr(Ω∩ (B(0, 2R)c))

para todo r > 1. Por outro lado, aplicando a desigualdade de Young generalizada com U =

Ω ∩B(0, 3R) temos que, para K ∈ Ls(U) e ω ∈ Lp(U) vale

‖K ∗ ω‖Lr(U) ≤ ‖K‖Ls(U)‖ω‖Lp(U)

onde
1

p
+

1

s
= 1 +

1

r
. Mas segue do lema 4.4.1 que K ∈ Ls(U) para todo s tal que 1 ≤ s <

3

2
.

Se p >
6

5
tome s =

2p

3p− 2
logo s <

3

2
e r = 2, ou seja, u ∈ L2(Ω;R3).

Lema 4.5.2. Sejam v : Ω → R3, v ∈ L2
per(Ω), um campo vetorial suave de divergente nulo em

e f : Ω → R, f ∈ L2
per(Ω), uma função escalar suave, tais que

|v(x)||f(x)| = O(|x̃|−2), |x̃| → ∞.

Então v e ∇f são ortogonais em L2(Ω), ou seja,

∫

Ω

v · ∇fdx = 0.

Demonstração. Pelo Teorema da Divergência temos que

∫ κπ

−κπ

∫

B(0,R)

v · ∇fdx =

∫ κπ

−κπ

∫

S(0,R)

fv · ηdS +

∫

S(0,R)

f(x̃,−κπ)v(x̃,−κπ) · n1dS+

+

∫

S(0,R)

f(x̃, κπ)v(x̃, κπ) · n2dS −
∫ κπ

−κπ

∫

B(0,R)

div vfdx,

onde η(x) =
x̃

|x̃| , n1(x̃) = (0, 0,−1) e n2(x̃) = (0, 0, 1). Como div v = 0 e v e f são periódicas

em x3 com peŕıodo 2κπ temos que

∫ κπ

−κπ

∫

B(0,R)

v · ∇fdx =

∫ κπ

−κπ

∫

S(0,R)

fv · ηdS.

Por outro lado,

∣∣∣∣
∫ κπ

−κπ

∫

S(0,R)

fv · ηdS
∣∣∣∣ ≤

∫ κπ

−κπ

∫

S(0,R)

|v||f ||η|dS ≤
∫ κπ

−κπ

∫

S(0,R)

C|x̃|−2dS ≤ CR−1.
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Portanto,

∫

Ω

v · ∇fdx = lim
R→∞

∫ κπ

−κπ

∫

B(0,R)

v · ∇fdx = lim
R→∞

∫ κπ

−κπ

∫

S(0,R)

fv · ηdS = 0.

Proposição 4.5.1. Seja Φ ∈ C∞
c (Ω;R3) um campo vetorial periódico em x3 com peŕıodo 2πκ

tal que div Φ = 0 e

∫

Ω

Φdx = 0. Então, existe uma única solução suave de





rot u = Φ

div u = 0

|u(x)| → 0 quando |x̃| → 0

u periódico em x3

(4.15)

dada por

u(x) :=

∫

Ω

K(x− y)× Φ(y)dy.

Demonstração. Como div u = 0, segue da decomposição de Helmholtz que existe Ψ tal que

u = −rot Ψ. Portanto, a condição rot u = Φ pode ser reescrita como

−rot rot Ψ = Φ.

Observe que vale a seguinte identidade,

− rot rot Ψ = ∆Ψ−∇div Ψ. (4.16)

A estratégia é mostrar que Ψ = − 1

4π2
G ∗ Φ, solução de ∆Ψ = Φ , é tal que ∇div Ψ = 0.

Com isso, conclúımos que Ψ é solução de −rot rot Ψ = Φ. De fato, defina f = ∇div Ψ e

g = −rot rot Ψ. Pelo lema 4.5.1 temos que |rot Ψ(x)| = O(|x̃|−2). Observe que, como Φ ∈

C∞
c (Ω;R3), ∆(div Ψ) = div Φ e ∆(rot Ψ) = rot Φ, então

f(x) = ∇
(
− 1

4π2
G ∗ div Φ

)
(x) = −

∫

Ω

K(x− y)div Φ(y)dy

g(x) = −rot

(
− 1

4π2
G ∗ Φ

)
(x) =

∫

Ω

K(x− y)× rot Φ(y)dy.
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Portanto, ainda pelo lema 4.5.1, conclúımos que f = O(|x̃|−2) e g = O(|x̃|−2). Portanto, f e

g pertencem a L2. Agora, fazemos o produto interno de L2(Ω) entre a identidade (4.16) e f e

obtemos que

(f, f)2 = (Φ, f)2 − (g, f)2.

Temos que f é o gradiente de div Ψ, div g = 0 e, por hipótese, div Φ = 0. Logo, pelo lema

4.5.2 temos que (Φ, f)2 = (g, f)2 = 0. Portanto, (f, f)2 = 0 donde segue que f ≡ 0.

Com isso, temos que u(x) = rot Ψ(x) =
∫
Ω
K(x− y)× Φ(y)dy é solução de (4.15).

Para mostrar que esta é a única solução suponha que temos duas soluções u1 e u2 de (4.15).

Logo, U := u1 − u2 satisfaz





rot U = 0

div U = 0

|U(x)| = O(|x̃|−2) quando |x̃| → ∞

U periódico em x3.

(4.17)

Novamente podemos usar que div U = 0 se e somente se existe Ψ tal que U = −rot Ψ.

Portanto, o problema reduz-se a encontrar Ψ tal que −rot rot Ψ = 0. Mas pela identidade

(4.16) temos que

−rot rot Ψ = ∆Ψ−∇div Ψ.

Seja Ψ solução de ∆Ψ = 0 e |rot Ψ| = O(|x̃|−2) quando |x̃| → ∞. Logo, h = rot Ψ satisfaz o

seguinte problema 



∆h = 0

|h(x)| = O(|x̃|−2) quando |x̃| → ∞

h periódico em x3.

Para cada R > 0, h possui um máximo em S1 × B(0, R), onde S1 é o ćırculo obtido iden-

tificando os pontos extremos do intervalo [−κπ, κπ], pois h é suave. Além disso, temos que

h é harmônica na variedade Riemanniana S1 × R2. Portanto, usando o Prinćıpio do Máximo

Forte (veja [29], caṕıtulo 9) aplicado a cada S1 × B(0, R), conclúımos que h é constante em

S1 × B(0, R), para todo R > 0, mas como h se anula no infinito segue que h ≡ 0. Portanto,
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existe ψ tal que Ψ = ∇ψ donde segue que tal Ψ satisfaz ∆Ψ−∇div Ψ = 0. Por fim, conclúımos

que U = −rot Ψ ≡ 0 é a única solução de (4.17).

Proposição 4.5.2. Sejam ω ∈ Lpc,per(Ω;R
3) e u(t, x) = (K ∗ ω)(t, x). Então, u tem simetria

helicoidal e é ortogonal às hélices se e somente se ω =
1

κ
(∂1u2 − ∂2u1)ξ em D′(Ω;R3).

Demonstração. Primeiro observe que, como ω =rot u em D′, para todo Ψ ∈ C∞
c (Ω;R3) temos

que

〈ω,Ψ〉 = 〈rot u,Ψ〉 = −
∫

Ω

(u3(x)∂2Ψ1(x)− u2(x)∂3Ψ1(x)+

+u1(x)∂3Ψ2(x)− u3(x)∂1Ψ2(x) + u2(x)∂1Ψ3(x)− u1(x)∂2Ψ3(x))dx = 〈u, rot Ψ〉

Suponha que u tenha simetria helicoidal e seja ortogonal às hélices no sentido das definições

4.2.1 e 4.2.2, respectivamente.

Como u · ξ = 0 temos que

〈ω,Ψ〉 = −
∫

Ω

(
x2u1(x)− x1u2(x)

κ
∂2Ψ1(x)− u2(x)∂3Ψ1(x)+

+u1(x)∂3Ψ2(x)−
x2u1(x)− x1u2(x)

κ
∂1Ψ2(x) + u2(x)∂1Ψ3(x)− u1(x)∂2Ψ3(x)

)
dx =

= −1

κ

∫

Ω

(x2u1(x)∂2Ψ1(x) + x1u2(x)∂1Ψ2(x) + κu2(x)∂1Ψ3(x)− κu1(x)∂2Ψ3(x)) dx− (4.18)

−1

κ

∫

Ω

(−x1u2(x)∂2Ψ1(x)− κu2(x)∂3Ψ1(x) + κu1(x)∂3Ψ2(x)− x2u1(x)∂1Ψ2(x)) dx.

Observe que a segunda integral do lado direito de (4.18) pode ser reescrita como

−1

κ

∫

Ω

(−x1u2(x)∂2Ψ1(x)− κu2(x)∂3Ψ1(x) + κu1(x)∂3Ψ2(x)− x2u1(x)∂1Ψ2(x)) dx =

= −1

κ

∫

Ω

(−u2(x)(−x2∂1 + x1∂2 + κ∂3)Ψ1(x) + u1(x)(−x2∂1 + x1∂2 + κ∂3)Ψ2(x))dx−

−1

κ

∫

Ω

(−x2u2(x)∂1Ψ1(x)− x1u1(x)∂2Ψ2(x))dx =

= −1

κ

∫

Ω

D(Ψ2(x),−Ψ1(x), 0)ξ(x) · u(x)dx−
1

κ

∫

Ω

(−x2u2(x)∂1Ψ1(x)− x1u1(x)∂2Ψ2(x))dx =

= −1

κ

∫

Ω

R(Ψ2(x),−Ψ1(x), 0) · u(x)dx−
1

κ

∫

Ω

(−x2u2(x)∂1Ψ1(x)− x1u1(x)∂2Ψ2(x))dx =
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= −1

κ

∫

Ω

(u1(x)Ψ1(x) + u2(x)Ψ2(x)− x2u2(x)∂1Ψ1(x)− x1u1(x)∂2Ψ2(x))dx.

Agora, substituindo o que obtivemos acima em (4.18) conclúımos que

〈ω,Ψ〉 = −1

κ

∫

Ω

(x2u1(x)∂2Ψ1(x) + x1u2(x)∂1Ψ2(x) + κu2(x)∂1Ψ3(x)− κu1(x)∂2Ψ3(x)) dx−

−1

κ

∫

Ω

(u1(x)Ψ1(x) + u2(x)Ψ2(x)− x2u2(x)∂1Ψ1(x)− x1u1(x)∂2Ψ2(x))dx =

= −1

κ

∫

Ω

(u2(x)∂1(−x2Ψ1(x)+x1Ψ2(x)+κΨ3(x))−u1(x)∂2(−x2Ψ1(x)+x1Ψ2(x)+κΨ3(x)))dx =

=
1

κ

∫

Ω

(∂1u2(x)− ∂2u1(x))ξ(x) ·Ψ(x)dx =

∫

Ω

1

κ
ω(x)ξ(x) ·Ψ(x)dx =

〈
1

κ
ωξ,Ψ

〉
.

Portanto, para toda Ψ ∈ C∞
c (Ω;R3) temos que

〈ω,Ψ〉 =
〈
1

κ
ωξ,Ψ

〉
.

Reciprocamente, suponha que ω =
1

κ
ωξ em D′, onde ω = ∂1u2 − ∂2u1 em D′.

Primeiro observe que (rot ω) · ξ = 2ω em D′. De fato,

〈(rot ω) ·ξ, ϕ〉 =
∫

Ω

rot ω(x) ·(ξ(x)ϕ(x))dx = 〈rot ω, ξϕ〉 = 〈ω, rot (ξϕ)〉 = 〈ω, ϕrot ξ+∇ϕ×ξ〉

= 〈ω, ϕ(0, 0, 2) +∇ϕ× ξ〉 =
〈
1

κ
ωξ, (0, 0, 2ϕ) +∇ϕ× ξ

〉
=

〈
1

κ
ω, ξ · ((0, 0, 2ϕ) +∇ϕ× ξ)

〉
=

=

〈
1

κ
ω, 2κϕ+ ξ · (∇ϕ× ξ)

〉
= 〈2ω, ϕ〉

Como ω = rot u e div u = 0 em D′ temos também a seguinte identidade,

rot ω = −△u em D′.

Como △(u · ξ) = △u · ξ + u · △ξ + 2
∑3

i=1 ∇ui · ∇ξi em D′ e △ξ = 0 obtemos que

△(u · ξ) = △u · ξ + 2
3∑

i=1

∇ui · ∇ξi = −rot ω · ξ + 2(∂1u2 − ∂2u1) = 0 em D′.

Portanto, u · ξ é solução da seguinte equação em D′





△(u · ξ) = 0 em Ω

u(x) · ξ(x) → 0 quando x̃→ ∞

u · ξ periódica em x3.

113



4.5. Lei de Biot-Savart

Vejamos que u·ξ = 0. Primeiro, como u·ξ satisfaz△(u·ξ) = 0 então u·ξ ∈ C∞(Ω,R3). Logo, a

equação é satisfeita no sentido clássico. Além disso, segue do lema 4.5.1 que |(u·ξ)(x)| = O(|x̃|−1)

para |x̃| → ∞. Portanto, podemos aplicar o Prinćıpio do Máximo Forte (veja [29], caṕıtulo 9) e

concluir que u · ξ ≡ 0.

Agora provaremos que u tem simetria helicoidal. Para isso, provaremos que para toda Ψ ∈

C∞
c (Ω;R3)

∫

Ω

u(x) · (DΨ(x)ξ(x))dx =

∫

Ω

u(x) · (RΨ(x))dx, (4.19)

com isso o resultado seguirá do lema (4.2.1).

Tome Ψ ∈ C∞
c (Ω;R3) e considere

∫

Ω

u(x) ·DΨ(x)ξ(x)dx = −
∫

Ω

(u1(x)(x2∂1Ψ1(x)− x1∂2Ψ1(x) + κ∂3Ψ1(x))+ (4.20)

+u2(x)(x2∂1Ψ2(x)− x1∂2Ψ2(x) + κ∂3Ψ2(x)) + u3(x)(x2∂1Ψ3(x)− x1∂2Ψ3(x) + κ∂3Ψ3(x)))dx.

Primeiro, provaremos que para toda Ψ ∈ C∞
c (Ω;R3),

∫

Ω

(u3(x)(x2∂1Ψ3(x)− x1∂2Ψ3(x) + κ∂3Ψ3(x))dx = 0. (4.21)

De fato, como ω(x) =
1

κ
(∂1u2(x)− ∂2u1(x))ξ(x) temos que para toda Φ ∈ C∞

c (Ω;R3)

∫

Ω

ω(x) · Φ(x) = −1

κ

∫

Ω

(u2(x)(x2∂1Φ1(x)− x1∂1Φ2(x)− Φ2(x) + κ∂1Φ3(x))− (4.22)

−u1(x)(x2∂2Φ1(x) + Φ1(x)− x1∂2Φ2(x) + κ∂2Φ3(x)))dx.

Por outro lado, da definição de ω = rot u temos que para toda Φ ∈ C∞
c (R3

x × Rt;R
3)

∫

Ω

ω(x) · Φ(x) = −
∫

Ω

(u3(x)∂2Φ1(x)− u2(x)∂3Φ1(x)+ (4.23)

+u1(x)∂3Φ2(x)− u3(x)∂1Φ2(x) + u2(x)∂1Φ3(x)− u1(x)∂2Φ3(x))dx.

Agora, tome Ψ ∈ C∞
c (Ω;R3) e considere Φ(x) = (x1, x2, 0)Ψ3(x) então (4.22) torna-se

∫

Ω

ω(x) · Φ(x) = −1

κ

∫

Ω

(u2(x)(x2∂1(x1Ψ3(x))− x1x2∂1Ψ3(x)− x2Ψ3(x))−

−u1(x)(x2x1∂2Ψ3(x) + x1Φ3(x)− x1∂2(x2Ψ3(x)))dx = 0.
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Por outro lado, a expressão (4.23) torna-se,

∫

Ω

ω(x) · Φ(x) = −
∫

Ω

(u3(x)x1∂2Ψ3(x)− u2(x)x1∂3Ψ3(x)+

+u1(x)x2∂3Ψ3(x)− u3(x)x2∂1Ψ3(x))dx
ξ·u=0
=

∫

Ω

(u3(x)(x2∂1 − x1∂2 + κ∂3)Ψ3(x))dx.

As duas últimas identidades juntas provam (4.21). Portanto, para provar que u tem simetria

helicoidal é suficiente provar que

−
∫

Ω

(u1(x)(x2∂1Ψ1(x)− x1∂2Ψ1(x) + κ∂3Ψ1(x))+ (4.24)

+u2(x)(x2∂1Ψ2(x)− x1∂2Ψ2(x))dx =

∫

Ω

RΨ(x) · u(x)dx.

Como u · ξ = 0 podemos reescrever (4.23)como,

∫

Ω

ω(x) · Φ(x) = −1

κ

∫

Ω

((x1u2(x)− x2u1(x))∂2Φ1(x)− κu2(x)∂3Φ1(x)+ (4.25)

+κu1(x)∂3Φ2(x)− (x1u2(x)− x2u1(x))∂1Φ2(x) + κu2(x)∂1Φ3(x)− κu1(x)∂2Φ3(x)) dx.

Agora, como (4.22) é igual a (4.25) obtemos que

−1

κ

∫

Ω

(x2u2(x)∂1Φ1(x) + κu2(x)∂1Φ3(x)− u2(x)Φ2(x)−

−u1(x)Φ1(x) + x1u1(x)∂2Φ2(x)− κu1(x)∂2Φ3(x))dx =

= −1

κ

∫

Ω

(x1u2(x)∂2Φ1(x)− κu2(x)∂3Φ1(x) + κu1(x)∂3Φ2(x) + x2u1(x)∂1Φ2(x)+

+κu2(x)∂1Φ3(x)− κu1(x)∂2Φ3(x)) dx.

Em particular, a última expressão vale para Φ(x) = (Ψ2(x),−Ψ1(x),Ψ3(x)). Portanto,

−1

κ

∫

Ω

(x2u2(x)∂1Ψ2(x) + κu2(x)∂1Ψ3(x) + u2(x)Ψ1(x)−

−u1(x)Ψ2(x)− x1u1(x)∂2Ψ1(x)− κu1(x)∂2Ψ3(x))dx =

= −1

κ

∫

Ω

(x1u2(x)∂2Ψ2(x)− κu2(x)∂3Ψ2(x)− κu1(x)∂3Ψ1(x)− x2u1(x)∂1Ψ1(x)+

+κu2(x)∂1Ψ3(x)− κu1(x)∂2Ψ3(x)) dx,
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que é equivalente a
∫

Ω

(x2u2(x)∂1Ψ2(x)− x1u1(x)∂2Ψ1(x)− x1u2(x)∂2Ψ2(x)+

+κu2(x)∂3Ψ2(x) + κu1(x)∂3Ψ1(x) + x2u1(x)∂1Ψ1(x))dx =

=
1

κ

∫

Ω

(−u2(x)Ψ1(x) + u1(x)Ψ2(x))dx

(
=

∫

Ω

RΨ(x) · u(x)dx
)
.

Agora, combinando a última expressão com (4.20) e (4.21) provamos (4.24), isto é,
∫

Ω

DΨ(x)ξ(x) · u(x)dx =

∫

Ω

RΨ(x) · u(x)dx.

4.6 Definições de solução fraca e equivalência entre elas

Nesta seção introduziremos a definição de solução fraca para as equações de Euler 3D com

simetria helicoidal e sem rodopio. Usualmente, para introduzir uma noção de solução fraca, faz-

se o produto interno das equações com funções teste, integra-se no tempo e no espaço e depois

integra-se por partes com o objetivo de transferir as derivadas da incógnita para as funções teste.

Devido a simetria do problema, seremos capazes de ir um pouco além, usando uma técnica de

simetrização das integrais presentes na definição de solução fraca e com isso permitir que funções

com menos regularidade sejam soluções fracas da equação.

Começaremos introduzindo a definição de solução fraca para a equação de vorticidade

∂tω + (u · ∇)ω = 0

com dado inicial ω0. Para isso, tome ψ ∈ C∞
c ([0, T )×Ω;R) e faça o produto interno da equação

acima com esta função teste e integre no tempo e no espaço. Em seguida faça integração por

partes para obter que
∫ T

0

∫

Ω

ψt(t, x)ω(t, x)dxdt+

∫ T

0

∫

Ω

∇ψ(t, x) · u(t, x)ω(t, x)dxdt+
∫

Ω

ψ(x, 0)ω0(x)dx = 0.

No caso em que

∫

Ω

ω(t, x)dx = 0 temos que u(t, x) =

(
K ∗ ω(t, ·)

κ
ξ(·)
)
(x) e portanto,

∫ T

0

∫

Ω

∫

Ω

∇ψ(t, x) · u(t, x)ω(t, x)dxdt =
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=

∫ T

0

∫

Ω

∫

Ω

∇ψ(t, x) ·
(
K(x− y)× ξ(y)

κ
ω(t, y)

)
ω(t, x)dxdydt.

Usando que K é uma função ı́mpar e que x e y são variáveis mudas, obtemos que vale a

seguinte identidade

∫

Ω

∫

Ω

∇ψ(t, x) ·
(
K(x− y)× ξ(y)

κ

)
ω(t, y)ω(t, x)dxdy =

= −
∫

Ω

∫

Ω

∇ψ(t, y) ·
(
K(x− y)× ξ(x)

κ

)
ω(t, x)ω(t, y)dxdy.

Agora, usando que a · (b× c) = −b · (a× c) e a identidade acima, obtemos que

∫

Ω

∫

Ω

∇ψ(t, x) ·
(
K(x− y)× ξ(y)

κ

)
ω(t, y)ω(t, x)dxdy =

=

∫

Ω

∫

Ω

K(x− y)

2κ
· (ξ(y)× (∇ψ(t, x)−∇ψ(t, y)))ω(t, y)ω(t, x)dxdy−

−
∫

Ω

∫

Ω

K(x− y)

2κ
· ((ξ(x)− ξ(y))×∇ψ(t, y))ω(t, y)ω(t, x)dxdy.

Defina Hψ(t, x, y) :=
1

2κ
K(x− y) · (ξ(y)× (∇ψ(t, x)−∇ψ(t, y))− (ξ(x)− ξ(y))×∇ψ(t, y)).

A regularidade que ω tem que satisfazer virá das estimativas obtidas para Hψ.

Introduziremos a definição de solução fraca para a equação de vorticidade associada a terceira

componente guiados pelas contas formais feitas acima.

Definição 4.6.1. Seja ω0 ∈ Lpc,per(Ω;R), para algum p >
4

3
, tal que

∫
Ω
ω0(x)dx = 0. Um campo

escalar ω = ω(t, x) é solução fraca de

Dω

Dt
= 0 (4.26)

com dado inicial ω0, se

(i) ω ∈ L∞([0, T ), Lpper(Ω;R) ∩ L1
per(Ω;R)) ,

(ii) o campo de velocidades, dado por u(t, x) =

∫

Ω

K(x − y) × ξ(y)

κ
ω(t, y)dy, pertence a

L∞([0, T ), L2
per(Ω;R

3)),

(iii) e, para toda função teste ψ ∈ C∞
c ([0, T )× Ω;R), tivermos que
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∫ T

0

∫

Ω

ψt(t, x)ω(t, x)dxdt+

∫ T

0

∫

Ω

∫

Ω

Hψ(t, x, y)ω(t, y)ω(t, x)dydxdt+

∫

Ω

ψ(x, 0)ω0(x)dx = 0

onde

Hψ(t, x, y) =
1

2κ
K(x− y) · (ξ(y)× (∇ψ(t, x)−∇ψ(t, y))− (ξ(x)− ξ(y))×∇ψ(t, y)) .

Analogamente, introduzimos a definição de solução fraca para a equação de vorticidade total

como segue.

Definição 4.6.2. Seja ω
0 = ω

0(x) =
ω0(x)

κ
ξ(x), com ω0 ∈ Lpc,per(Ω;R

3), para algum p >
4

3
, tal

que
∫
Ω
ω0(x)dx = 0. Um campo vetorial ω = ω(t, x) é solução fraca de

Dω

Dt
− ω

κ
Ru = 0 (4.27)

com dado inicial ω0, se

(i) ω(t, x) =
ω(t, x)

κ
ξ(x) com ω ∈ L∞([0, T ), Lpper(Ω;R

3) ∩ L1
per(Ω;R)),

(ii) o campo de velocidades u(t, x) =
∫
Ω
K(x−y)×ω(t, y)dy pertence a L∞([0, T ), L2

per(Ω;R
3)),

(iii) e, para toda função teste Ψ ∈ C∞
c ([0, T )× Ω;R3), tivermos que

∫ T

0

∫

Ω

Ψt(t, x) · ω(t, x)dxdt+

∫ T

0

∫

Ω

∫

Ω

HΨ(t, x, y)ω(t, y)ω(t, x)dxdydt+ (4.28)

+

∫ T

0

∫

Ω

HΨ(t, x, y)ω(t, x)ω(t, y)dxdt+

∫

Ω

Ψ(0, x) · ω0(x)dx = 0,

onde HΨ(t, x, y) =

=
1

2κ2
K(x− y) ·

3∑

i=1

{ξ(y)× (ξi(x)∇Ψi(t, x)− ξi(y)∇Ψi(t, y))− ξi(y)(ξ(x)− ξ(y))×∇Ψi(t, y)}

e HΨ(t, x, y) =
1

2κ2
K(x− y) · [(ξ(y)− ξ(x))×RΨ(t, x)− ξ(x)× (RΨ(t, y)−RΨ(t, x))].

Observação . As integrais presentes nas definições (4.6.1) e (4.6.2) estão bem definidas. De fato,

para as integrais abaixo, usando a desigualdade de Hölder, obtemos que

∣∣∣∣
∫ T

0

∫

Ω

ψt(t, x)ω(t, x)dxdt+

∫

Ω

ψ(x, 0)ω0(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ‖ψt‖L∞(Lq)‖ω‖L∞(Lp)+‖ψ(0, ·)‖Lq‖ω0‖Lp <∞,
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∣∣∣∣
∫ T

0

∫

Ω

Ψt(t, x) · ω(t, x)dxdt+

∫

Ω

Ψ(0, x) · ω0(x)dx

∣∣∣∣ ≤

≤ ‖Ψt · ξ/κ‖L∞(Lq)‖ω‖L∞(Lp) + ‖Ψ(0, ·)‖Lq‖ω0‖Lp <∞,

onde
1

p
+

1

q
= 1.

Ainda falta mostrar que as seguintes integrais são limitadas,
∫ T

0

∫

Ω

∫

Ω

Hψ(t, x, y)ω(t, y)ω(t, x)dydxdt,

∫ T

0

∫

Ω

∫

Ω

HΨ(t, x, y)ω(t, y)ω(t, x)dxdydt,

∫ T

0

∫

Ω

HΨ(t, x, y)ω(t, x)ω(t, y)dxdt.

A ideia da demonstração é dividir cada uma das integrais acima em três integrais calculadas

em regiões espećıficas, a saber, R1 = {(x, y) ∈ Ω × Ω : |x − y| < δ}, R2 = {(x, y) ∈ Ω × Ω :

|x − y| ≥ δ, |x| < R} e R3 = {(x, y) ∈ Ω × Ω : |x − y| ≥ δ, |x| ≥ R}. As técnicas utilizadas

para demonstrar que em cada uma dessas regiões as integrais são limitadas estão descritas em

detalhes na demonstração da proposição 4.8.1, por isso estas contas serão omitidas aqui.

O resultado a seguir diz que basta resolver a equação de vorticidade para terceira componente

e é esse resultado que nos permite obter existência global no tempo de soluções fracas já que a

equação de vorticidade para terceira componente é uma equação de transporte.

Proposição 4.6.1. Uma função escalar ω = ω(t, x) é solução fraca de (4.32) (no sentido da

definição 4.6.1) se e somente se ω, definida por ω(t, x) :=
1

κ
ξ(x)ω(t, x), for solução fraca de

(4.27) (no sentido da definição 4.6.2).

Demonstração. Suponha que ω seja solução fraca de (4.32), então ω ∈ L∞([0, T ), Lpper(Ω;R
3) ∩

L1
per(Ω;R)), o campo de velocidades u(t, x) =

∫
Ω
K(x − y) × ω(t, y)dy pertence ao espaço

L∞([0, T ), L2
per(Ω;R

3)) e para toda função teste ψ ∈ C∞
c ([0, T )× Ω;R) temos que

∫ T

0

∫

Ω

ψt(t, x)ω(t, x)dxdt+

∫ T

0

∫

Ω

∫

Ω

Hψ(t, x, y)ω(t, y)ω(t, x)dydxdt+

∫

Ω

ψ(x, 0)ω0(x)dx = 0.

Portanto, ω(t, x) =
ω(t, x)

κ
ξ(x) satisfaz as condições (i) e (ii) da definição 4.6.2. Assim,

para mostrar que ω é solução fraca de (4.27) resta apenas verificar que toda função tese Ψ ∈

C∞
c (R3

x × Rt;R
3), vale a seguinte identidade,

∫ T

0

∫

Ω

Ψt(t, x) · ω(t, x)dxdt+

∫ T

0

∫

Ω

∫

Ω

HΨ(t, x, y)ω(t, y)ω(t, x)dxdt+
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+

∫ T

0

∫

Ω

HΨ(t, x, y)ω(t, x)ω(t, y)dxdydt+

∫

Ω

Ψ(0, x) · ω0(x)dx = 0

Observe que,

∫ T

0

∫

Ω

Ψt(t, x) · ω(t, x)dxdt =

∫ T

0

∫

Ω

Ψt(t, x) · (x2,−x1, κ)
ω(t, x)

κ
dxdt

=

∫ T

0

∫

Ω

{(x2Ψ1)t(t, x) + (−x1Ψ2)t(t, x) + (κΨ3)t(t, x)}
ω(t, x)

κ
dxdt.

Defina Φ1(t, x) =
1

κ
x2Ψ1(t, x), Φ2(t, x) = −1

κ
x1Ψ2(t, x) e Φ3(t, x) = Ψ3(t, x). Substituindo

Φ1, Φ2 e Φ3 na última expressão obtemos que

∫ T

0

∫

Ω

{(x2Ψ1)t(t, x) + (−x1Ψ2)t(t, x) + (κΨ3)t(t, x)}
ω(t, x)

κ
dxdt =

∫ T

0

∫

Ω

((Φ1)t(t, x) + (Φ2)t(t, x) + (Φ3)t(t, x))ω(t, x)dxdt =

=
3∑

i=1

∫ T

0

∫

Ω

(Φi)t(t, x)ω(t, x)dxdt.

Além disso, é fácil ver que

HΨ(t, x, y) =
K(x− y)

2κ2
·

3∑

i=1

ξ(y)× (ξi(x)∇Ψi(t, x)− ξi(y)∇Ψi(t, y))−

−K(x− y)

2κ2
·

3∑

i=1

(ξ(x)− ξ(y))× ξi(y)∇Ψi(t, y) =

=
K(x− y)

2κ
·

3∑

i=1

ξ(y)× (∇Φi(t, x)−∇Φi(t, y)−R(Ψ(t, x)−Ψ(t, y)))−

−K(x− y)

2κ
·

3∑

i=1

(ξ(x)− ξ(y))× (∇Φi(t, y)−RΨ(t, y)).

Portanto, da última identidade e da definição de H segue que

∫ T

0

∫

Ω

∫

Ω

(HΨ(t, x, y) +HΨ(t, x, y))ω(t, x)ω(t, y)dxdydt =

=
3∑

i=1

∫ T

0

∫

Ω

∫

Ω

K(x− y)

2κ
· (ξ(y)× (∇Φi(t, x)−∇Φi(t, y)))ω(t, y)ω(t, x)dxdydt−
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−
3∑

i=1

∫ T

0

∫

Ω

∫

Ω

K(x− y)

2κ
· ((ξ(x)− ξ(y))×∇Φi(t, y))ω(t, y)ω(t, x)dxdydt =

=
3∑

i=1

∫ T

0

∫

Ω

∫

Ω

HΦi
(x, y, t)ω(t, y)ω(t, x)dxdydt.

Por fim, é claro que

∫

Ω

Ψ(0, t) · ω0(x)dx =

∫

Ω

Ψ(0, x) · (x2,−x1, κ)
ω0(x)

κ
dx =

3∑

i=1

∫

Ω

Φi(0, x)ω
0(x)dx.

Logo,

∫ T

0

∫

Ω

Ψt(t, x) · ω(t, x)dxdt+

∫ T

0

∫

Ω

∫

Ω

HΨ(t, x, y)ω(t, y)ω(t, x)dxdt+

+

∫ T

0

∫

Ω

HΨ(t, x, y)ω(t, x)ω(t, y)dxdydt+

∫

Ω

Ψ(0, x) · ω0(x)dx =

=
3∑

i=1

∫ T

0

∫

Ω

(Φi)t(t, x)ω(t, x)dxdt+
3∑

i=1

∫ T

0

∫

Ω

∫

Ω

HΦi
(t, x, y)ω(t, y)ω(t, x)dxdydt+

+
3∑

i=1

∫

Ω

Φi(0, x)ω
0(x)dx.

Mas é claro que a expressão acima é igual a zero já que ω é solução fraca de (4.32) e cada

uma das funções Φi é função teste. Portanto, ω é solução fraca de (4.27).

Reciprocamente, suponha que ω seja solução fraca de (4.27). Então, ω(t, x) =
ω(t, x)

κ
ξ(x)

com ω ∈ L∞([0, T ), Lpper(Ω;R
3) ∩ L1

per(Ω;R)), o campo de velocidades u(t, x) =
∫
Ω
K(x − y) ×

ω(t, y)dy pertence a L∞([0, T ), L2
per(Ω;R

3)) e para toda função teste Ψ ∈ C∞
c ([0, T )× Ω;R3), ω

verifica (4.28). Portanto, ω satisfaz as condições (i) e (ii) da definição 4.6.1. Assim, para mostrar

que ω é solução fraca de (4.32) resta apenas verificar que toda função teste ψ ∈ C∞
c ([0, T )×Ω;R),

temos que

∫ T

0

∫

Ω

ψt(t, x)ω(t, x)dxdt+

∫ T

0

∫

Ω

∫

Ω

Hψ(t, x, y)ω(t, y)ω(t, x)dydxdt+

∫

Ω

ψ(x, 0)ω0(x)dx = 0.

Observe que ω verifica (4.28) para toda função teste Ψ ∈ C∞
c ([0, T )×Ω;R3), e em particular,

para toda função teste da forma Ψ(t, x) = (0, 0, ψ(t, x)). Portanto, para toda função teste

ψ ∈ C∞
c ([0, T )× Ω;R) podemos definir Ψ(t, x) = (0, 0, ψ(t, x)) e obter que

0 =

∫ T

0

∫

Ω

Ψt(t, x) · ω(t, x)dxdt+

∫ T

0

∫

Ω

∫

Ω

HΨ(t, x, y)ω(t, y)ω(t, x)dxdt+
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+

∫ T

0

∫

Ω

∫

Ω

HΨ(t, x, y)ω(t, x)ω(t, x)dxdt+

∫

Ω

Ψ(0, x) · ω0(x)dx,

como, neste caso, RΨ = 0 e HΨ = Hψ, segue que

0 =

∫ T

0

∫

Ω

ψt(t, x)ω(t, x)dxdt+

∫ T

0

∫

Ω

∫

Ω

Hψ(t, x, y)ω(t, x)ω(t, y)dxdydt+

∫

Ω

ψ(0, x)ω0(x)dx.

Portanto, ω é solução fraca de (4.32).

4.7 Sequência de aproximações

Nesta seção vamos ver como construir uma sequência de soluções suaves para a equação de

vorticidade e obter estimativas desta sequência com o intuito de obter convergência da sequência

no espaço adequado. Com estas estimativas em mãos provaremos na próxima seção que o limite

obtido será uma solução fraca do problema.

Considere ̺ o molificador usual em R2, i.e., ̺ ∈ C∞
c (R2;R), ̺ ≥ 0 e

∫
R2 ̺(x)dx = 1, e defina

̺n(x) = n2̺(nx). Considere também ς ∈ C∞(R;R) tal que ς ≥ 0,
∫
R
ς(t)dt = 1, com suporte

compacto em (−κπ, κπ) e defina

ςn(t) = n
+∞∑

i=−∞

ς(n(t− 2πκi)).

Logo, ρn(x) = ̺n(x̃)ςn(x3) é um molificador em R3 periódico em x3. Seja ω ∈ Lqper(Ω), definimos

sua molificação por ωn(x) = (ρn ∗ ω)(x). Temos que ωn satisfaz as seguintes propriedades

(i) ωn ∈ C∞(Ω;R3),

(ii) ωn(x) → ω(x) em Lqper(Ω).

Recordamos a notação introduzida no ińıcio do caṕıtulo que será utilizada no teorema a

seguir, V k
per(R

3) = {u ∈ Hk
per(R

3) : div u = 0}.

Teorema 4.7.1. Dada u0 ∈ V k
per(Ω), com k ≥ 4 existe T 0 = T 0(‖u0‖Hk(Ω)) > 0 tal que, para

todo T < T 0 existe uma única solução u ∈ C1([0, T ];V k
per(Ω)) das equações de Euler 3D. Além

disso, se u0 tiver simetria helicoidal e for ortogonal às hélices então a solução u também terá

simetria helicoidal e será ortogonal às hélices.
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Demonstração. Fixe θ ∈ R e defina v(t, x) = R−θu(t, Sθx) e q(t, x) = p(t, Sθx). Observe que

valem as seguintes relações

∂tv(t, x) = ∂t(R−θu(t, Sθx)) = R−θ∂tu(t, Sθx),

(v(t, x) · ∇)v(t, x) = ((R−θu(t, Sθx)) · ∇)(R−θu(t, Sθx)) =

= R−θ((u · ∇)u)(t, Sθx)

e ∇q(t, x) = ∇(p(t, Sθx)) = R−θ∇p(t, Sθx).

Portanto,

∂tv(t, x) + (v(t, x) · ∇)v(t, x) +∇q(t, x) =

= R−θ[∂tu+ (u · ∇)u+∇p](t, Sθx) = 0.

Como u0 tem simetria helicoidal então u0(x) = R−θu
0(Sθx). Por outro lado, v(0, x) = R−θu

0(Sθx).

Portanto, por unicidade de solução, temos que u(t, x) = v(t, x) = R−θu(t, Sθx) donde segue que

u tem simetria helicoidal.

Agora, observe que u · ξ satisfaz a seguinte equação de transporte,

∂t(u · ξ) + (u · ∇)(u · ξ) = 0

com u suave e com dado inicial (u · ξ)(t = 0) = u0 · ξ = 0. Então, u · ξ = 0, ou seja, u é ortogonal

às hélices.

Teorema 4.7.2. Seja {ω0
n}n uma sequência de campos escalares suaves em Lpc,per(Ω,R

3) para

algum p > 4
3
. Então, para cada n ∈ N, existe uma solução suave ωn ∈ L∞([0,∞);Lpc,per(Ω,R))

de (4.32) com dado inicial ω0
n. Além disso, a sequência {ωn}n é uniformemente limitada em

L∞(Rt, L
p
per(Ω;R)).

Demonstração. Par cada n ∈ N defina u0n(x) =

∫

Ω

K(x − y) ×
(
1

κ
ξ(y)ω0

n(y)

)
dy. Então, pelo

corolário 4.5.1, temos que u0n ∈ V k
per(Ω) para todo k ∈ N. Sendo assim, podemos aplicar o

teorema 4.7.1 e obter que, para cada n, existe T 0
n > 0 tal que, para todo T < T 0

n existe uma

única solução un ∈ C1([0, T ];V k
per(Ω)) das equações de Euler 3D. Além disso, para cada n, un
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tem simetria helicoidal e é ortogonal às hélices. Portanto, para cada n, ωn = rot un é solução

de (4.27) e portanto, pela proposição 4.6.1, ωn é solução de (4.32). Logo, ωn(t,X(α, t)) = ω0
n(α)

onde X(α, t) é a trajetória de part́ıculas definida por





dX(α, t)

dt
= u(X(α, t))

X(α, t) |t=0 = α

Disso segue que ∫

Ωt

|ωn(t, x)|qdx =

∫

Ω0

|w0
n(α)|qdα, ∀q ≥ 1

e como Ω é um domı́nio material temos que

‖ωn(t, ·)‖Lp(Ω) = ‖ω0
n‖Lp(Ω0) ≤ C.

Além disso, temos que

‖ωn(t, ·)‖L∞(Ω) = ‖ω0
n‖L∞(Ω0) ≤ C(n)‖ω0‖Lp

per
.

De fato,

|ω0
n(x)| =

∣∣∣∣
∫

Ω

ρn(x− y)ω0(y)dy

∣∣∣∣ ≤
(∫

Ω

|ρn(x− y)|p′dy
)1/p′ (∫

Ω

|ω0(y)|pdy
)1/p

≤

≤ n3

(∫

Ω

|̺(n(x̃− ỹ))ς(n(x3 − y3))|p
′

dy

)1/p′ (∫

Ω

|ω0(y)|pdy
)1/p

≤

≤ n3

(∫

R3

|̺(z̃)ς(z3)|p
′ 1

n3
dz

)1/p′ (∫

Ω

|ω0(y)|pdy
)1/p

≤ Cn3−3/p′‖ω0‖Lp
per
.

Como Ω é um domı́nio material e ‖ω0‖Lp
per(Ω) ≤ C temos que ‖ωn(t, ·)‖L∞(Ω) ≤ C(n).

Como ωn(t, x) =
1

κ
ωn(t, x)ξ(x) então,

‖ωn(t, ·)‖L∞ =
1

κ
‖ωn(t, ·)ξ(·)‖L∞ =

1

κ
sup
α∈Ω0

|ω0
n(α)ξ(X(t, α))| =

=
1

κ
sup

α∈ supp w0
n

|ω0
n(α)ξ(X(t, α))| ≤ C‖ω0

n‖L∞ sup
α∈ supp ω0

n

|X(t, α)|.

Defina Rn(t) = sup
α∈ supp ω0

n

|X(t, α)| e observe que para todo α′ ∈ supp ω0
n, temos que

d

dt
|X(t, α′)| ≤ sup

α∈ supp ω0
n

d

dt
|X(t, α)| ≤ sup

α∈ supp ω0
n

∣∣∣∣
d

dt
X(t, α)

∣∣∣∣ ≤
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≤ sup
α∈ supp w0

n

∫

|X(t,α)−y|≤2Rn(t)

|K(X(t, α)− y)||ξ(y)||ωn(y)|dy ≤

≤ sup
α∈ supp w0

n

∫

|X(t,α)−y|≤4κπ

|K(X(t, α)− y)||ξ(y)||ωn(y)|dy+

+ sup
α∈ supp w0

n

∫

4κπ≤|X(t,α)−y|≤2Rn(t)

|K(X(t, α)− y)||ξ(y)||ωn(y)|dy ≤

≤ sup
α∈ supp w0

n

∫

|X(t,α)−y|≤4κπ

1

|X(t, α)− y)|2 (|ỹ − X̃(t, α)|+ |ξ(X(t, α))|)|ωn(y)|dy+

+ sup
α∈ supp w0

n

∫

|X(t,α)−y|≤4κπ

1

|X̃(t, α)− ỹ)|
(|ỹ − X̃(t, α)|+ |ξ(X(t, α))|)|ωn(y)|dy+

+C sup
α∈ supp w0

n

∫

4κπ≤|X(t,α)−y|≤2Rn(t)

|ξ(y)||ωn(y)|dy ≤

≤ ‖ωn‖L∞ sup
α∈ supp w0

n

∫

|X(t,α)−y|≤4κπ

(
1

|X(t, α)− y)| + 1 +
ξ(X(t, α))

|X(t, α)− y)|2 +
ξ(X(t, α))

|X̃(t, α)− ỹ)|

)
dy+

+CRn(t)‖ωn‖L1 ≤ C(‖ωn‖L∞ + ‖ωn‖L1)Rn(t) ≤ C(n)Rn(t).

Logo,

d

dt
|X(t, α′)| ≤ C(n)Rn(t).

Portanto,

|X(t, α′)| ≤ |X(0, α′)|+ C(n)

∫ t

0

Rn(s)ds.

Tomando o supremo em α′ ∈ supp w0
n da identidade acima, obtemos que

Rn(t) ≤ C + C(n)

∫ t

0

Rn(s)ds.

Assim, pelo lema de Gronwall (veja, por exemplo, [19]) temos que Rn(t) ≤ CeC(n)t. Donde

conclúımos que ‖ωn(t, ·)‖L∞ ≤ A(n)eC(n)t.

Então, ∫ t

0

‖ωn(s, ·)‖L∞ds ≤ A(n)

∫ t

0

eC(n)sds ≤ A(n)eC(n)t.
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Portanto, pelo teorema de Beale-Kato-Majda (teorema 1.4.3) conclúımos que as soluções

suaves ωn existem para todo t ∈ [0,∞). Disso segue que as soluções suaves ωn de (4.32) existem

globalmente no tempo para todo n.

Corolário 4.7.1. A sequência {ωn}n, obtida no último teorema, converge fraco-∗ para ω em

L∞(R;Lpper(Ω;R
3)). Além disso, ‖ω(t, ·)‖L1

per
≤ C.

Demonstração. Como temos que ‖ωn(t, ·)‖Lp
per

≤ C para todo t então existe um subsequência,

que denotaremos por ωn, que converge fraco-∗ em L∞(R;Lpper(Ω;R
3)) para um limite ω.

Para provar que ‖ω(t, ·)‖1 ≤ C, defina µn(E) =
∫
E
ωn(x)dx para todo E ∈ B(Ω),que é uma

medida de Radon finitas quando ωn ∈ L1
per. Lembre que a definição da variação total de uma

medida ν é

|ν|(E) = sup

{
∞∑

i=1

|ν(Ei)| : Ei dois a dois disjuntos , E = ∪∞
i=1Ei

}
.

Se ν é uma medida de Radon finita a seguinte igualdade vale:

|ν|(E) = sup

{∫

Ω

udν : u ∈ Cc(E), ‖u‖∞ ≤ 1

}
.

Primeiro provaremos que |µn|(Ω) = ‖ωn(t, ·)‖1. Tome u ∈ Cc(Ω), então

∫

Ω

udµn =

∫

Ω

u(x)ωn(t, x)dx ≤ ‖u‖∞‖ωn(t, ·)‖1 ≤ ‖ωn(t, ·)‖1

portanto |µn|(Ω) ≤ ‖ωn(t, ·)‖1.

Para a desigualdade oposta usaremos a definição de variação total. Considere E1 = {x ∈ Ω :

ωn(x) ≤ 0} e E2 = {x ∈ Ω : ωn(x) > 0}. É claro que E1 e E2 são disjuntos, E1 ∪ E2 = Ω e

|µn(E1)|+ |µn(E2)| = ‖ωn(t, ·)‖1, portanto |µn|(Ω) ≥ ‖ωn(t, ·)‖1.

Lembre que BM, o espaço de todas medidas de Radon finita, é fraco-∗ compacto. Como

|µn|(Ω) = ‖ωn(t, ·)‖1 ≤ C temos que existe uma subsequência, denotada por µn, que converge

fraco-∗ para µ, o que significa que para toda u ∈ C0(Ω)

lim
n→∞

∫

Ω

udµn =

∫

Ω

udµ.

Observe que, ∫

Ω

udµn =

∫

Ω

u(x)ωn(x)dx
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e como ωn(t, ·) ∗
⇀ ω(t, ·) em Lp então dµ = ω(x)dx.

Como a variação total de uma medida é uma função semicont́ınua inferior com respeito a

topologia fraca-∗ e µn
∗
⇀ µ segue que |µ|(Ω) ≤ limn→ |µn|(Ω) ≤ C. Mas nós já sabemos que

‖ω(t, ·)‖1 = |µ|(Ω) portanto ‖ωn(t, ·)‖1 ≤ C.

4.8 Teorema de existência I: vorticidade balanceada

Nesta seção provaremos o teorema de existência de solução fraca para Euler 3D com simetria

helicoidal sem rodopio como segue enunciado abaixo.

Teorema 4.8.1. Seja ω0 ∈ Lpc,per(Ω;R), para algum p >
4

3
, tal que

∫
Ω
ω0(y)dy = 0. Então existe

uma solução fraca ω = ω(t, x) de (4.32) no sentido da definição 4.6.2.

A condição de vorticidade balanceada é uma hipótese necessária pois apenas neste caso

podemos escrever a velocidade em termos da vorticidade usando a lei de Biot-Savart introduzida

na seção 4.5.

A demonstração do teorema se resume aos seguinte passos:

(i) construir uma sequência de aproximações do dado inicial;

(ii) construir uma sequência de soluções para a sequência de dados iniciais obtida no primeiro

passo;

(iii) provar que a sequência de soluções converge;

(iv) provar que o limite é solução fraca do problema em questão;

Os três primeiros passos já foram feitos na seção anterior. A proposição a seguir fornecerá o

último passo da demonstração.

Proposição 4.8.1. Seja {ωn}∞n=1 uma sequência suave de soluções de (4.32) satisfazendo as

seguintes propriedades

(i) ωn ∈ Lpc,per(Ω;R), para todo n, e {ωn}∞n=1 é uniformemente limitada L∞([0,∞), Lpper(Ω;R))

para p > 4
3
;
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(ii) o campo de velocidades un(t, x) =
∫
Ω
K(x− y)× ξ(y)

ωn(t, y)

κ
dy ∈ L∞([0,∞), L2

per(Ω;R
3)),

tem simetria helicoidal (no sentido da definição 4.2.1) e é ortogonal às hélices.

Então, ωn
∗
⇀ ω em L∞([0,∞), Lpper(Ω;R)) e o limite ω é uma solução de (4.32) no sentido da

definição 4.6.1. Além disso, un → u em L∞([0,∞), L2
loc,per(Ω;R

3)) e u(t, x) =
∫
Ω
K(x − y) ×

ξ(y)
ω(t, y)

κ
dy.

Demonstração. Como por hipótese temos que ‖ωn‖p ≤ C uniformemente em n, então ωn
∗
⇀ ω

em L∞([0,∞), Lpper(R
3;R3)). Para ver que o limite ω é solução fraca de (4.32) observe que, como

ωn é solução de (4.32), vale a seguinte expressão

∫ ∞

0

∫

Ω

ψt(t, x)ωn(t, x)dxdt+

∫ ∞

0

∫

Ω

∫

Ω

Hψ(t, x, y)ωn(t, y)ωn(t, x)dydxdt+

+

∫

Ω

ψ(0, x)ωn(0, x)dx = 0,

para toda função teste ψ ∈ C∞
c ([0,∞) × Ω;R). Se provarmos que podemos passar ao limite a

última expressão para n→ ∞ e que vale a seguinte identidade

lim
n→∞

{∫ ∞

0

∫

Ω

ψt(t, x)ωn(t, x)dxdt+

∫ ∞

0

∫

Ω

∫

Ω

Hψ(t, x, y)ωn(t, y)ωn(t, x)dydxdt+ (4.29)

+

∫

Ω

ψ(0, x)ωn(0, x)dx

}
=

∫ ∞

0

∫

Ω

ψt(t, x)ω(t, x)dxdt+

+

∫ ∞

0

∫

Ω

∫

Ω

Hψ(t, x, y)ω(t, y)ω(t, x)dydxdt+

∫

Ω

ψ(0, x)ω(0, x)dx.

então obteremos que ω é solução de (4.32) no sentido da definição 4.6.1.

Como ωn
∗
⇀ ω em Lpper(Ω), é claro que

lim
n→∞

∫ ∞

0

∫

Ω

ψt(t, x)ωn(t, x)dxdt =

∫ ∞

0

∫

Ω

ψt(t, x)ω(t, x)dxdt

e

lim
n→∞

∫

Ω

ψ(0, x)ωn(0, x)dx =

∫

Ω

ψ(0, x)ω(0, x)dx

para toda função teste ψ ∈ C∞
c (R× Ω;R).

Agora só falta passar ao limite o termo

∫ ∞

0

∫

Ω

∫

Ω

Hψ(t, x, y)ω(t, y)ω(t, x)dydxdt.
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Tome ψ ∈ C∞
c (R × Ω;R). Fixe ρ > 0 tal que supp ψ ⊂ C(ρ), onde C(ρ) = {x ∈ R3 : |x̃| ≤

ρ e|x3| ≤ πκ}. Defina

αn :=
1

16π3κ3

∫

C(ρ)

ωn(x)∂3ψ(x)dx,

α :=
1

16π3κ3

∫

C(ρ)

ω(x)∂3ψ(x)dx,

É claro que αn → α e do corolário 4.7.1 temos que |α| ≤ C.

Dado 0 < δ ≪ 1 e R ≫ 2max{ρ, 2πκ} defina as funções ϕδ : [0,∞) → [0, 1] e ζR : Ω → [0, 1]

como

ϕδ(r) =





1, r ≤ δ

suave e ≤ 1, δ < r ≤ 2δ

0, r > 2δ.

(4.30)

ζR(x) =





1, |x| ≤ R

suave e ≤ 1, R < |x| ≤ 2R

0, |x| > 2R.

(4.31)

Agora, considere a seguinte decomposição

∫

Ω

∫

Ω

Hψ(t, x, y)ωn(t, y)ωn(t, x)dydx =

∫

Ω

∫

Ω

Hψ(t, x, y)ϕδ(|x− y|)ωn(t, y)ωn(t, x)dydx+

+

∫

Ω

∫

Ω

Hψ(t, x, y)(1− ϕδ(|x− y|))ωn(t, y)ωn(t, x)dydx = In1 + In2

Lembre da definição de Hψ:

Hψ(t, x, y) =
1

2κ
K(x− y) · (ξ(y)× (∇ψ(t, x)−∇ψ(t, y))− (ξ(x)− ξ(y))×∇ψ(t, y)) .

Observe que

|In1 | ≤
∫

Ω

∫

Ω

|Hψ(t, x, y)|ϕδ(|x− y|)|ωn(t, y)||ωn(t, x)|dydx ≤

≤ C

∫

Ω

∫

Ω

(
1

|x− y| +
1

|x̃− ỹ| + 1

)
ϕδ(|x− y|)|ωn(t, y)||ωn(t, x)|dydx ≤
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C

∥∥∥∥
[(

1

| · | +
1

|̃·| + 1

)
ϕδ(| · |) ∗ ωn

]
(t, ·)

∥∥∥∥
p′
‖ωn(t, ·)‖p ≤

usando a desigualdade de Young generalizada para
1

s
+

1

p
= 1 +

1

p′

≤ C

∥∥∥∥
(

1

| · | +
1

|̃·| + 1

)
ϕδ(| · |)

∥∥∥∥
s

‖ωn(t, ·)‖p‖ωn(t, .)‖p

Para s < 2 temos que

∥∥∥∥
(

1

| · | +
1

|̃·| + 1

)
ϕδ(| · |)

∥∥∥∥
s

≤
∫

Ω

(
1

|x|s +
1

|x̃|s + 1

)
|ϕδ(|x|)|sdx =

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ 2δ

0

1

rs
|ϕδ(r)|sr2 sin θdrdθdφ+

∫ πκ

−πκ

∫ 2π

0

∫ 2δ

0

(
1

rs
+ 1

)
|ϕ(r + |z|)|srdrdθdz =

= 4π

∫ 2δ

0

|ϕδ(r)|sr2−sdr + 2π

∫ πκ

−πκ

∫ 2δ

0

(
1

rs
+ 1

)
|ϕ(r + |z|)|srdrdz ≤

≤ 4π

∫ 2δ

0

r2−sdr + 2π

∫ πκ

−πκ

∫ 2δ

0

(
1

rs
+ 1

)
rdrdz ≤

≤ 4π
r3−s

3− s

∣∣∣∣
2δ

0

+ 4π2κ

(
r2−s

2− s
+
r2

2

)∣∣∣∣
2δ

0

≤ C(δ2−s + δ3−s + δ2).

Portanto, |In1 | ≤ C(δ2−s+δ3−s+δ2)‖ωn(t, ·)‖2p. Lembre que para p >
4

3
temos que ‖ωn(t, ·)‖p ≤ C.

Além disso, como p =
2s

2s− 1
(isto segue da desigualdade de Young generalizada) e p >

4

3
temos

que s <
3

2
. Portanto, I1 = O(δ).

Agora vamos estimar In2 . Como
∫
Ω
ωn(t, x)dx = 0, podemos escrever In2 como

In2 =

∫

Ω

(∫

Ω

Hψ(t, x, y)(1− ϕδ(|x− y|))ωn(t, y)dy − αn

)
ωn(t, x)dx.

Decompomos In2 como

In2 =

∫

Ω

(∫

Ω

Hψ(t, x, y)(1− ϕδ(|x− y|))ωn(t, y)dy − αn

)
ζR(x)ωn(t, x)dx+

+

∫

Ω

(∫

Ω

Hψ(t, x, y)(1− ϕδ(|x− y|))ωn(t, y)dy − αn

)
(1− ζR(x))ωn(t, x)dx = In21 + In22.

Começaremos estimando In21. Decompomos a integral como

In21 =

∫

Ω

(∫

Ω

Hψ(t, x, y)(1− ϕδ(|x− y|))ζR(y)ωn(t, y)dy
)
ζR(x)ωn(t, x)dx+
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+

∫

Ω

(∫

Ω

Hψ(t, x, y)(1− ϕδ(|x− y|))(1− ζR(y))ωn(t, y)dy − αn

)
ζR(x)ωn(t, x)dx = In + Jn

Podemos reescrever In como

In =

∫

Ω

∫

Ω

Hψ(t, x, y)(1− ϕδ(|x− y|))ζR(y)ζR(x)ωn(t, y)ωn(t, x)dydx.

Observe que a função f(t, x, y) = Hψ(t, x, y)(1 − ϕδ(|x − y|))ζR(y)ζR(x) ∈ C∞
c (R × Ω × Ω).

Portanto podemos passar o limite quando n→ ∞ e obter que

lim
n→∞

In =

∫

Ω

∫

Ω

Hψ(t, x, y)(1− ϕδ(|x− y|))ζR(y)ζR(x)ω(t, y)ω(t, x)dydx

Vamos estimar Hψ em Jn. O integrando de Jn se anula para todo |y| ≤ R. Portanto,

y ∈ C(ρ)c e então Hψ(t, x, y) =
1

2κ
K(x− y) · (ξ(y)×∇ψ(t, x)). Agora, observe que ∇ψ se anula

para todo x ∈ C(ρ)c. Portanto, é suficiente estimar Hψ para |y| > R e x ∈ C(ρ). Neste caso,

|x− y| ≥ |y| − |x| ≥ |y|
2

e |x̃− ỹ| ≥ |x− y| − 2πκ ≥ |y|
4
. Logo,

Hψ(t, x, y) =
1

2κ
K(x− y) · (ξ(y)×∇ψ(t, x)) = 1

2κ
K1(x− y) · (ξ(y)×∇ψ(t, x))−

− 1

2κ
K2(x− y) · (ξ(y)×∇ψ(t, x)) = G1 −

1

16π3κ3
(x̃− ỹ, 0)

|x̃− ỹ|2 · (ξ(y)×∇ψ(t, x)) =

= G1 −
1

16π3κ3
1

|x̃− ỹ|2 ((x̃− ỹ, 0) · (ỹ, 0)∂3ψ(t, x) + κ(x̃− ỹ, 0) · (−∂2ψ(t, x), ∂1ψ(t, x), 0)) =

= G1 −
1

16π3κ3
1

|x̃− ỹ|2
(
−|x̃− ỹ|2∂3ψ(t, x) + (x̃− ỹ, 0) · (x̃, 0)∂3ψ(t, x)+

+κ(x̃− ỹ, 0) · (−∂2ψ(t, x), ∂1ψ(t, x), 0)) = G1 +
1

16π3κ3
∂3ψ(t, x) +G2

onde

|G1| =
∣∣∣∣
1

2κ
K1(x− y) · (ξ(y)×∇ψ(t, x))

∣∣∣∣ ≤ C
1

|x̃− ỹ|2 |y| ≤ C
1

|y|
e

|G2| =
∣∣∣∣

1

16π3κ3|x̃− ỹ|2 ((x̃− ỹ, 0) · (x̃, 0)∂3ψ(t, x)+

+ κ(x̃− ỹ, 0) · (−∂2ψ(t, x), ∂1ψ(t, x), 0))| ≤ C
1

|y| .

Então podemos reescrever Jn como

Jn =

∫

Ω

∫

Ω

Hψ(t, x, y)(1− ζ2R(y))ωn(t, y)ζR(x)ωn(t, x)dydx− αn

∫

Ω

ζR(x)ωn(t, x)dx =

131



4.8. Teorema de existência I: vorticidade balanceada

=

∫

Ω

(∫

Ω

Hψ(t, x, y)ζR(x)ωn(t, x)dx

)
(1− ζ2R(y))ωn(t, y)dy − αn

∫

Ω

ζR(x)ωn(t, x)dx =

=

∫

Ω

(∫

Ω

(G1 +G2)ζR(x)ωn(t, x)dx

)
(1− ζ2R(y))ωn(t, y)dy+

+

∫

Ω

(∫

Ω

1

16π3κ3
∂3ψ(t, x)ζR(x)ωn(t, x)dx

)
(1− ζ2R(y))ωn(t, y)dy − αn

∫

Ω

ζR(x)ωn(t, x)dx =

=

∫

Ω

(∫

Ω

(G1 +G2)ζR(x)ωn(t, x)dx

)
(1− ζ2R(y))ωn(t, y)dy+

+

∫

Ω

αn(1− ζR(y))ωn(t, y)dy − αn

∫

Ω

ζR(x)ωn(t, x)dx

e obtemos a seguinte estimativa

|Jn| ≤
∫

Ω

∫

Ω

(|G1|+ |G2|)ζR(x)|ωn(t, x)|(1− ζ2R(y))|ωn(t, y)|dxdy +
∣∣∣∣αn

∫

Ω

ζR(x)ωn(t, x)dx

∣∣∣∣ ≤

≤ C

R
‖ωn(t, .)‖21 +

∣∣∣∣αn
∫

Ω

ζR(x)ωn(t, x)dx

∣∣∣∣ ≤
C

R
+ C

∣∣∣∣
∫

Ω

ζR(x)ωn(t, x)dx

∣∣∣∣ .

É claro que

lim
n

∫

Ω

ζR(x)ωn(t, x)dx =

∫

Ω

ζR(x)ω(t, x)dx.

Usando o Teorema da Convergência Dominada e o corolário 4.7.1 obtemos que

lim
R→∞

∫

Ω

ζR(x)ω(t, x)dx =

∫

Ω

ω(t, x)dx = 0.

Para estimar In22 observe que 1 − ζR(x) = 0 para todo x ∈ Ω tal que |x| ≤ R. Portanto é

suficiente estimar Hψ for |x| > R. Como R ≫ 2ρ temos que

Hψ(t, x, y) =
1

2κ
K(x− y) · (ξ(y)× (−∇ψ(t, y))− (ξ(x)− ξ(y))×∇ψ(t, y)) .

Então Hψ(t, x, y) = 0 para todo y ∈ Ω tal que y ∈ C(ρ)c.

Para |x| > R e y ∈ C(ρ) temos que |x − y| ≥ |x|
2

e |x̃ − ỹ| = |x − y| − 2πκ ≥ |x|
4
. Então,

1− ϕδ(|x− y|) = 1.

Podemos reescrever Hψ como

Hψ(t, x, y) =
1

2κ
(K1(x− y)−K2(x− y)) · (ξ(y)× (−∇ψ(t, y))− (ξ(x)− ξ(y))×∇ψ(t, y)) =

=
1

2κ
(K1(x− y) · (−ξ(y)×∇ψ(t, y)− (ξ(x)− ξ(y))×∇ψ(t, y)) +K2(x− y) · ξ(y)×∇ψ(t, y))+
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+
1

2κ
K2(x− y) · ((ξ(x)− ξ(y))×∇ψ(t, y)) = F1 + F2.

Observe que para |x| > R e y ∈ C(ρ),

|F1| ≤ C
1

|x̃− ỹ|2 (|y|+ |x̃− ỹ|) + 1

|x̃− ỹ| |y| ≤ C

(
1

R2
+

1

R

)

e F2 =
1

16π3κ3
(x̃− ỹ, 0)

|x̃− ỹ|2 · ((ξ(x)− ξ(y))×∇ψ(t, y) = 1

16π3κ3
∂3ψ(t, y).

Logo,

|In22| ≤
∫

Ω

∫

C(ρ)

|F1||ωn(t, y)||(1− ζR(x))||ωn(t, x)|dydx+

+

∣∣∣∣
∫

Ω

(∫

C(ρ)

F2ωn(t, y)dy − αn

)
(1− ζR(x))ωn(t, x)dx

∣∣∣∣ ≤

≤
∫

Ω

∫

C(ρ)

C

(
1

R2
+

1

R

)
|ωn(t, y)||(1− ζR(x))||ωn(t, x)|dydx ≤

≤ C

(
1

R2
+

1

R

)
‖ωn(t, ·)‖21 ≤ C

(
1

R2
+

1

R

)
= O(R−1).

Até agora obtivemos as seguintes estimativas:

∫

Ω

∫

Ω

Hψ(t, x, y)ωn(t, y)ωn(t, x)dydx = In1 + In2 ,

In1 = O(δ),

In2 = In21 + In22,

In21 = In + Jn,

In =

∫

Ω

∫

Ω

Hψ(t, x, y)(1− ϕδ(|x− y|))ζR(y)ζR(x)ωn(t, y)ωn(t, x)dydx,

Jn = O(R−1) + C

∣∣∣∣
∫

Ω

ωn(t, x)ζR(x)dx

∣∣∣∣ ,

In22 = O(R−1).

Agora, podemos passar ao limite quando n→ ∞ e obter que

lim
n→∞

∫

Ω

∫

Ω

Hψ(t, x, y)ωn(t, y)ωn(t, x)dydx = lim
n→∞

(In1 + In + Jn + In22) =

= O(δ) + lim
n→∞

∫

Ω

∫

Ω

Hψ(t, x, y)(1− ϕδ(|x− y|))ζR(y)ζR(x)ωn(t, y)ωn(t, x)dydx+
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+O(R−1) + C lim
n→∞

∣∣∣∣
∫

Ω

ωn(t, x)ζR(x)dx

∣∣∣∣+O(R−1) =

=

∫

Ω

∫

Ω

Hψ(t, x, y)(1− ϕδ(|x− y|))ζR(y)ζR(x)ω(t, y)ω(t, x)dydx+

+O(δ) +O(R−1) + C

∣∣∣∣
∫

Ω

ω(t, x)ζR(x)dx

∣∣∣∣ .

Portanto,

lim
n→∞

∫

Ω

∫

Ω

Hψ(t, x, y)ωn(t, y)ωn(t, x)dydx =

=

∫

Ω

∫

Ω

Hψ(t, x, y)(1− ϕδ(|x− y|))ζR(y)ζR(x)ω(t, y)ω(t, x)dydx+

+O(δ) +O(R−1) + C

∣∣∣∣
∫

Ω

ω(t, x)ζR(x)dx

∣∣∣∣ .

Como o lado direito da última igualdade não depende de R e δ podemos passar ao limite

quando R → ∞ e δ → 0,

lim
n→∞

∫

Ω

∫

Ω

Hψ(t, x, y)ωn(t, y)ωn(t, x)dydx =

= lim
R→∞,δ→0

(∫

Ω

∫

Ω

Hψ(t, x, y)(1− ϕδ(|x− y|))ζR(y)ζR(x)ω(t, y)ω(t, x)dydx
)
+

+ lim
R→∞,δ→0

(
O(δ) +O(R−1) + C

∣∣∣∣
∫

Ω

ω(t, x)ζR(x)dx

∣∣∣∣
)

=

= lim
R→∞,δ→0

(∫

Ω

∫

Ω

Hψ(t, x, y)(1− ϕδ(|x− y|))ζR(y)ζR(x)ω(t, y)ω(t, x)dydx
)
.

Temos que

∫

Ω

∫

Ω

Hψ(t, x, y)ω(t, y)ω(t, x)dydx =

∫

Ω

∫

Ω

Hψ(t, x, y)ϕδ(|x− y|)ω(t, y)ω(t, x)dydx+

+

∫

Ω

∫

Ω

Hψ(t, x, y)(1− ϕδ(|x− y|))ζR(y)ζR(x)ω(t, y)ω(t, x)dydx+

+

∫

Ω

(∫

Ω

Hψ(t, x, y)(1− ϕδ(|x− y|))(1− ζR(y))ω(t, y)dy − α

)
ζR(x)ω(t, x)dx+

+

∫

Ω

(∫

Ω

Hψ(t, x, y)(1− ϕδ(|x− y|))ω(t, y)dy − α

)
(1− ζR(x))ω(t, x)dx =

usando o mesmo racioćınio usado para provar as estimativas envolvendo a sequência ωn,

= O(δ) +

∫

Ω

∫

Ω

Hψ(t, x, y)(1− ϕδ(|x− y|))ζR(y)ζR(x)ω(t, y)ω(t, x)dydx+
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+

(
O(R−1) + C

∣∣∣∣
∫

Ω

ω(t, x)ζR(x)dx

∣∣∣∣
)
+O(R−1).

Portanto, ∫

Ω

∫

Ω

Hψ(t, x, y)ω(t, y)ω(t, x)dydx =

= lim
R→∞,δ→0

∫

Ω

∫

Ω

Hψ(t, x, y)(1− ϕδ(|x− y|))ζR(y)ζR(x)ω(t, y)ω(t, x)dydx.

Finalmente, conclúımos que

lim
n→∞

∫

Ω

∫

Ω

Hψ(t, x, y)ωn(t, y)ωn(t, x)dydx =

∫

Ω

∫

Ω

Hψ(t, x, y)ω(t, y)ω(t, x)dydx.

Agora, vamos mostrar que un → u em L∞([0,∞), L2
loc,per(Ω;R

3)) e u(t, x) =

∫

Ω

K(x − y) ×

ξ(y)
ω(t, y)

κ
dy. Fixe R > 0 e defina UR = {x ∈ Ω : |x̃| ≤ R}. Sejam 0 < δ ≪ R e ϕδ, definida

em (4.30), logo

‖un(t, ·)− u(t, ·)‖L2(UR) =

∫

UR

∣∣∣∣
∫

Ω

K(x− y)× ξ(y)

κ
(ωn(t, y)− ω(t, y))dy

∣∣∣∣
2

dx ≤

≤ 2

∫

UR

∣∣∣∣
∫

Ω

ϕδ(x− y)K(x− y)× ξ(y)

κ
(ωn(t, y)− ω(t, y))dy

∣∣∣∣
2

dx+

+2

∫

UR

∣∣∣∣
∫

Ω

(1− ϕδ(x− y))K(x− y)× ξ(y)

κ
(ωn(t, y)− ω(t, y))dy

∣∣∣∣
2

dx = In1 + In2 .

Começaremos estimando In1 . Observe que como o integrando em In1 é diferente de zero

apenas quando |x− y| < 2δ então |ξ(y)| ≤ |x− y|+ |x| ≤ 2δ +R ≤ 2R, logo

In1 ≤ C(R)

∫

UR

(∫

Ω

|ϕδ(x− y)||K(x− y)||ωn(t, y)− ω(t, y)|dy
)2

dx ≤ C(R)‖ϕδK‖Lq‖ωn − ω‖Lp

na última desigualdade utilizamos a desigualdade de Young generalizada, onde 1 +
1

2
=

1

q
+

1

p
.

Como p >
4

3
então q <

4

3
<

3

2
, logo ‖ϕδK‖Lq = O(δs), com s > 0. Além disso, ‖ωn − ω‖Lp ≤

‖ωn‖Lp + ‖ω‖Lp ≤ C. Portanto,

In1 = O(δs) → 0, quando δ → 0.

Agora vamos estimar In2 . Lembre que K = K1 +K2, logo

In2 ≤ 4

∫

UR

∣∣∣∣
∫

Ω

(1− ϕδ(x− y))K1(x− y)× ξ(y)

κ
(ωn(t, y)− ω(t, y))dy

∣∣∣∣
2

dx+
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+4

∫

UR

∣∣∣∣
∫

Ω

(1− ϕδ(x− y))K2(x− y)× ξ(y)

κ
(ωn(t, y)− ω(t, y))dy

∣∣∣∣
2

dx =

= 4

∫

UR

|F1
n(t, x)|2dx+ 4

∫

UR

|F2
n(t, x)|2dx.

Vejamos que F1
n(t, x) e F2

n(t, x) convergem a zero quando n → ∞. De fato, observe que como

1− ϕδ(x− y) é diferente de zero apenas para |x− y| > δ então

|(1− ϕδ(x− y))K1(x− y)× ξ(y)| = |(1− ϕδ(x− y))K1(x− y)× (ξ(y)− ξ(x) + ξ(x)) ≤

≤ C
1

|x̃− ỹ|2 (|ỹ − x̃|+ |ξ(x)|) ≤ C(R)

(
1

|x̃− ỹ| +
1

|x̃− ỹ|2
)
.

Logo, (1− ϕδ(x− y))K1(x− y)× ξ(y) ∈ Lr, para todo r > 2. Além disso, ωn
∗
⇀ ω em Lq, para

todo 1 < q ≤ p, logo, podemos escolher q de tal forma que 1 < q ≤ p e q′ > 2 e portanto temos

que F1
n(t, x) → 0 quando n→ ∞.

Agora vamos provar a convergência de F2
n. Fixe M > 0, M ≫ R e considere ζM , definida

em 4.31. Vamos dividir a integral da seguinte maneira

F2
n(t, x) =

∫

Ω

(1− ϕδ(x− y))ζM(y)K2(x− y)× ξ(y)

κ
(ωn(t, y)− ω(t, y))dy+

+

∫

Ω

(1− ϕδ(x− y))(1− ζM(y))K2(x− y)× ξ(y)

κ
(ωn(t, y)− ω(t, y))dy = J n

1 (t, x) + J n
2 (t, x)

Para mostrar a convergência de J 1
n lembre que ωn

∗
⇀ ω em L1 e observe que fx(y) :=

(1− ϕδ(x− y))ζM(y)K2(x− y)× ξ(y)

κ
∈ C0(Ω) para todo x ∈ UR, logo

J 1
n (t, x) =

∫

Ω

fx(y)(ωn(t, y)− ω(t, y))dy → 0 quando n→ ∞.

Finalmente, observe que

K2(x− y)× ξ(y)

κ
=

1

16π3κ3
1

|x̃− ỹ|2 (x̃− ỹ, 0)× (ξ(y)− ξ(x) + ξ(x)) =

= − 1

16π3κ3
+

1

16π3κ3
1

|x̃− ỹ|2 (x̃− ỹ, 0)× ξ(x)

Além disso, como x ∈ UR então (1− ϕδ(x− y))(1− ζM(y)) = (1− ζM(y)). Logo,

|J 2
n (t, x)| ≤

∣∣∣∣−
1

16π3κ3

∫

Ω

(1− ζM(y))(ωn(t, y)− ω(t, y))dy

∣∣∣∣+
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+

∫

Ω

(1− ζM(y))
1

|x̃− ỹ|(|ωn(t, y)|+ |ω(t, y)|)dy ≤

≤
∣∣∣∣−

1

16π3κ3

∫

Ω

(1− ζM(y))(ωn(t, y)− ω(t, y))dy

∣∣∣∣+
C

M

Observe que, como
∫
Ω
ωn(t, y)dy = 0 =

∫
Ω
ω(t, y)dy e ζM ∈ Lp

′
então

lim
n→∞

∫

Ω

(1− ζM(y))(ωn(t, y)− ω(t, y))dy = − lim
n→∞

∫

Ω

ζM(y)(ωn(t, y)− ω(t, y))dy = 0.

Logo, lim
n→∞

J 2
n (t, x) = O(M−1).

Portanto,

lim
n→∞

F2
n(t, x) = lim

M→∞
lim
n→∞

(J 1
n (t, x) + J 2

n (t, x)) = 0.

Dessa forma, mostramos que F1
n(t, x) e F2

n(t, x) convergem a zero quando n → ∞. Além

disso, segue dos cálculos anteriores que

|F1
n(t, x)| ≤ C‖(1− ϕδ)K1(x− ·)× ξ‖Lq′‖ωn − ω‖Lq ≤ C(δ), onde

1

q
+

1

q′
= 1, q ≤ p e q′ > 2

|F2
n(t, x)| ≤ |J 1

n (t, x)|+ |J 2
n (t, x)| ≤

(
‖fx‖L∞ +

1

M

)
‖ωn − ω‖L1 ≤ C(M).

Portanto, pelo teorema da Convergência Dominada, conclúımos que

lim
n→∞

(∫

UR

|F1
n(t, x)|2dx+

∫

UR

|F2
n(t, x)|2dx

)
= 0.

Finalmente, conclúımos que

lim
n→∞

‖un(t, ·)− u(t, ·)‖L2(UR) = lim
n→∞

(In1 + In2 ) = 0.

Não é dif́ıcil ver que todas estimativas utilizadas eram uniformes em t e portanto,

lim
n→∞

‖‖un(t, ·)− u(t, ·)‖L2(UR)‖L∞([0,∞)) = 0.

Logo, un → u em L∞([0,∞);L2
loc,per(Ω,R

3)).

137



4.9. Teorema de existência II: caso geral

4.9 Teorema de existência II: caso geral

Nesta seção, provaremos o teorema de existência de soluções fracas das equações de Euler 3D

com simetria helicoidal sem rodopio no caso em que a integral da vorticidade inicial não é nula.

Na seção anterior provamos o teorema de existência de solução no caso de vorticidade balanceada

pois apenas neste caso podemos escrever a velocidade em termos da vorticidade usando a Lei

de Biot-Savart introduzida na seção 4.5. Para lidar com este problema precisamos de uma nova

definição de solução fraca no caso em que a vorticidade não é balanceada. Para isso vamos

decompor a vorticidade em dois termos, um de integral nula e outro estacionário.

O campo estacionário que iremos utilizar deve ser suave, ter simetria helicoidal, ser ortogonal

às hélices e ser uma solução estacionária da equação de vorticidade. O campo que introduziremos

agora satisfaz todas estas propriedades. Seja ω ∈ Lpper(Ω) ∩ L1
per(Ω) tal que

∫
Ω
ω(x)dx 6= 0.

Primeiro, observe que pelo Teorema de Fubini (veja, por exemplo, [3]), como ω ∈ Lpper(Ω) ∩

L1
per(Ω) então a função definida q.t.p por

f(x3) :=

∫

R2

ω(x̃, x3)dx̃

tem integral finita e satisfaz ∫

Ω

ω(x)dx =

∫ κπ

−κπ

f(x3)dx3.

Seja c ∈ [−κπ, κπ] um ponto onde f está definida e tem integral finita. Tome ϕ ∈ C∞
c ((0,∞))

arbitrária tal que ∫ ∞

0

ϕ(r)rdr =

∫

R2

ω(x̃, c)dx̃.

A escolha de ϕ independe de c. De fato, isso segue facilmente da identidade abaixo
∫

R2

ω(x̃, a)dx̃ =

∫

R2

ω(x̃, b)dx̃, para quase todo a, b ∈ [−κπ, κπ],

cuja demonstração será feita no lema 4.9.1.

Defina φ = φ(x) = ϕ(|x̃|) e

ū =

(
x̃⊥

|x̃|2 , κ
)∫ |x̃|

0

ϕ(r)rdr.

Temos que ū tem simetria helicoidal, é ortogonal às hélices, é uma solução estacionária das

equações de Euler e que rot ū =
φ

κ
ξ. Disto segue que ū · ∇φ = 0.
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Lema 4.9.1. Seja ω ∈ Lpper(Ω) ∩ L1
per(Ω) e φ a função constrúıda acima. Então,
∫

Ω

φ(x)dx =

∫

Ω

ω(x)dx.

Demonstração. Observe que
∫

Ω

φ(x)dx = 2πκ

∫ ∞

0

ϕ(r)rdr = 2πκ

∫

R2

ω(x̃, 0)dx̃.

Portanto, basta verificar que
∫

Ω

ω(x)dx = 2πκ

∫

R2

ω(x̃, 0)dx̃.

Para isso, vamos demonstrar que para quase todo a, b ∈ [−πκ, πκ] vale que
∫

R2

ω(x̃, a)dx̃ =

∫

R2

ω(x̃, b)dx̃.

Primeiro, observe que a transformação x 7→ Sθx é inverśıvel com inversa dada por y → S−θy.

Dado y = (ỹ, b) tome θ ∈ R de modo que b = κθ + a. Defina x = S−θy. Logo, x = (x̃, a) com

x̃ = R−θỹ. Além disso, como ω tem simetria helicoidal, temos que ω(ỹ, b) = ω(x̃, a) = ω(R−θỹ, a).

Portanto, ∫

R2

ω(ỹ, b)dỹ =

∫

R2

ω(R−θỹ, a)dỹ,

e, fazendo a mudança de variáveis x̃ = R−θỹ, obtemos que
∫

R2

ω(ỹ, b)dỹ =

∫

R2

ω(x̃, a)dx̃.

Abaixo temos uma definição de solução fraca no caso em que a vorticidade não é balanceada.

Definição 4.9.1. Dados ω0 ∈ Lpc,per(Ω;R), para algum p >
4

3
, e ϕ ∈ C∞

c ((0,∞)) tal que

∫ ∞

0

ϕ(r)rdr =

∫

R2

ω0(x̃, 0)dx̃

defina ω̃0 = ω0 − φ, onde φ = φ(x) = ϕ(|x̃|).

Uma função escalar ω = ω(t, x) é solução fraca de

Dω

Dt
= 0 (4.32)

se
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(i) ω = ω̃ − φ e ω̃ ∈ L∞([0, T ), Lpc,per(Ω;R)),

(ii) o campo de velocidades dado por u(t, x) = ũ(t, x)+ū(x), onde ū(x) =

(
x̃⊥

|x̃|2 , κ
)∫ |x̃|

0
ϕ(r)rdr

e ũ(t, x) =
∫
Ω
K(x− y)× ξ(y)

κ
ω̃(t, y)dy for tal que ũ ∈ L∞([0, T ), L2

per(Ω;R
3)),

(iii) e ω̃ for solução fraca de





∂tω̃ + (ũ · ∇)ω̃ + (ū · ∇)w̃ + (ũ · ∇)φ = 0

ũ(t, x) =
∫
Ω
K(x− y)× ξ(y)

κ
ω̃(t, y)dy

w̃(0, x) = w̃0(x),

(4.33)

isto é, para toda função teste ψ ∈ C∞
c ([0, T )× Ω;R)

∫ T

0

∫

Ω

ψt(t, x)ω̃(t, x)dxdt+

∫ T

0

∫

Ω

∫

Ω

Hψ(t, x, y)ω̃(t, y)ω̃(t, x)dydxdt+

+

∫ T

0

∫

Ω

∇ψ(t, x) · ū(x)ω̃(t, x)dxdt+

+

∫ T

0

∫

Ω

∫

Ω

∇ψ(t, x) ·
(
K(x− y)× ξ(y)

κ

)
ω̃(t, y)φ(x)dydxdt+

∫

Ω

ψ(x, 0)ω̃0(x)dx = 0

onde

Hψ(t, x, y) =
1

2κ
K(x− y) · (ξ(y)× (∇ψ(t, x)−∇ψ(t, y))− (ξ(x)− ξ(y))×∇ψ(t, y)) .

Observação . A definição anterior não depende da escolha de ϕ. Para ver isso, considere ϕ1, ϕ2 ∈

C∞
c ((0,∞)) tal que ∫ ∞

0

ϕ1(r)rdr =

∫ ∞

0

ϕ2(r)rdr =

∫

R2

ω0(x̃, 0)dx̃.

Seja ω̃i = ω − φi onde φi = φi(x) = ϕi(|x̃|) e ūi =
(
x̃⊥

|x̃|2 , κ
)∫ |x̃|

0
ϕi(r)rdr, para i = 1, 2. Agora,

basta demonstrar que

∫ T

0

∫

Ω

ψt(t, x)ω̃1(t, x)dxdt+

∫ T

0

∫

Ω

∫

Ω

Hψ(t, x, y)ω̃1(t, y)ω̃1(t, x)dydxdt+

+

∫ T

0

∫

Ω

∇ψ(t, x) · ū1(x)ω̃(t, x)dxdt+
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+

∫ T

0

∫

Ω

∫

Ω

∇ψ(t, x) ·
(
K(x− y)× ξ(y)

κ

)
ω̃1(t, y)φ1(x)dydxdt+

∫

Ω

ψ(x, 0)ω̃0(x)dx =

∫ T

0

∫

Ω

ψt(t, x)ω̃2(t, x)dxdt+

∫ T

0

∫

Ω

∫

Ω

Hψ(t, x, y)ω̃2(t, y)ω̃2(t, x)dydxdt+

+

∫ T

0

∫

Ω

∇ψ(t, x) · ū2(x)ω̃(t, x)dxdt+

+

∫ T

0

∫

Ω

∫

Ω

∇ψ(t, x) ·
(
K(x− y)× ξ(y)

κ

)
ω̃2(t, y)φ2(x)dydxdt+

∫

Ω

ψ(x, 0)ω̃0(x)dx = 0.

Esta identidade pode ser verificada através de uma conta longa e tediosa que será omitida.

Precisaremos do resultado abaixo na demonstração do teorema principal.

Teorema 4.9.1. Dado ϕ ∈ C∞
c ((0,∞)) defina ū =

(
x̃⊥

|x̃|2 , κ
)∫ |x̃|

0

ϕ(r)rdr. Seja ũ0 ∈ C∞(Ω;R3)∩

L2
per(Ω;R

3), tal que div ũ0 = 0, ũ0 tem simetria helicoidal e é ortogonal às hélices. Então existe

única solução ũ ∈ C∞([0,∞)× Ω;R3) ∩ L2
per([0,∞)× Ω;R3) para o sistema de equações abaixo





∂tũ+ (ũ · ∇)ũ+ (ũ · ∇)ū+ (ū · ∇)ũ+∇p̃ = 0

div ũ = 0

ũ(0, x) = ũ0(x)

|ũ|(x) → 0 quando |x̃| → ∞.

(4.34)

Além disso, ũ tem simetria helicoidal e é ortogonal às hélices.

Demonstração. A demonstração de existência e unicidade de solução clássica para o problema

acima pode ser feita através do método de energia, assim como foi feito para as equações de Euler

na seção 1.5. Além disso, temos que as equações acima são invariantes pela simetria helicoidal

e portanto, junto com a unicidade de solução, podemos concluir que ũ é helicoidal. Sejam ũ e p̃

solução do problema (4.34). De fato, defina v(t, x) = R−θũ(t, Sθx) e q(t, x) = p(t, Sθx). Vejamos

que v e q são solução do problema




∂tv + (v · ∇)v + (v · ∇)ū+ (ū · ∇)v +∇q = 0

div ṽ = 0

ṽ(0, x) = ũ0(x)

|ṽ|(x) → 0 quando |x̃| → ∞.

(4.35)
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Para isso, observe que da definição de ū segue que R−θū(Sθx) = ū. Além disso, temos que

∇(p̃(t, Sθx)) = R−θ∇p̃(t, Sθx)

∂t(R−θũ(t, Sθx)) = R−θ∂tũ(t, Sθx)

((R−θũ(t, Sθx)) · ∇)(R−θũ(t, Sθx)) = R−θ((ũ · ∇)ũ)(t, Sθx)

((R−θũ(t, Sθx)) · ∇)ū(x) = ((R−θũ(t, Sθx)) · ∇)(R−θū(t, Sθx)) = R−θ((ũ · ∇)ū)(t, Sθx)

(ū(x) · ∇)(R−θũ(t, Sθx)) = ((R−θū(Sθx)) · ∇)(R−θũ(t, Sθx)) = R−θ((ū · ∇)ũ)(t, Sθx)

Portanto,

∂tv(t, x) + (v(t, x) · ∇)v(t, x) + (v(t, x) · ∇)ū(x) + (ū(x) · ∇)v(t, x) +∇q(t, x) =

= ∂t(R−θũ(t, Sθx)) + ((R−θũ(t, Sθx)) · ∇)(R−θũ(t, Sθx)) + ((R−θũ(t, Sθx)) · ∇)ū(x)+

+(ū(x) · ∇)(R−θũ(t, Sθx)) +∇(p̃(t, Sθx)) =

= R−θ[∂tũ(t, Sθx)+ ((ũ ·∇)ũ)(t, Sθx)+R−θ((ũ ·∇)ū)(t, Sθx)+ ((ū ·∇)ũ)(t, Sθx)+∇p̃(t, Sθx)] =

= R−θ[∂tũ+ (ũ · ∇)ũ+ (ũ · ∇)ū+ (ū · ∇)ũ+∇p̃](t, Sθx) = 0

Agora, como a solução do problema 4.34 é única segue que v ≡ u e portanto u(t, x) =

R−θu(t, Sθx). Donde conclúımos que u é helicoidal.

Além disso, observe que u · ξ satisfaz a seguinte equação

∂t(u · ξ) + (u · ∇)(u · ξ) = 0

com dado inicial (u · ξ)(t = 0) = u0 · ξ = 0. Portanto, u · ξ = 0, ou seja, u é ortogonal às

hélices.

Teorema 4.9.2. Dado ω0 ∈ Lpc,per(Ω;R), para algum p >
4

3
, existe uma solução fraca ω = ω(t, x)

de (4.32) no sentido da definição 4.6.2.

Demonstração. Para o caso em que
∫
ω0dx = 0 o teorema já foi demonstrado na seção anterior.

Agora, suponha que
∫
ω0dx 6= 0. Neste caso, fixe ϕ ∈ C∞

c ((0,∞)) tal que

∫ ∞

0

ϕ(r)rdr =

∫

R2

ω0(x̃, 0)dx̃
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e defina ω̃0 = ω0−φ, onde φ = φ(x) = ϕ(|x̃|). Agora, vamos definir a sequência de aproximações

ω̃0
n por

ω̃0
n = ω0

n − φ

onde ω0
n é a sequência de molificadores definida por ω0

n = ρn ∗ω0. Observe que
∫
Ω
ω̃0
ndx = 0 para

todo n. Logo, para todo n podemos definir o campo de velocidades associado a ω0
n através da

Lei de Biot-Savart,

ũ0n = K ∗
(
ω̃0
n

ξ

κ

)
.

Pelo corolário 4.5.1 temos que, em particular, ũ0n ∈ C∞(Ω;R3) ∩ L2
per(Ω;R

3) para todo n.

Observe que para cada n, ũ0n satisfaz as condições do teorema 4.9.1, portanto, para cada n,

existe uma única ũn solução do problema (4.34). Agora defina

un = ũn + ū onde ū =

(
x̃⊥

|x̃|2 , κ
)∫ |x̃|

0

ϕ(r)rdr.

Temos que o campo de velocidades un satisfaz as seguintes propriedades

(i) para cada n, un é solução do seguinte problema





∂tu+ (u · ∇)u+∇p = 0

div u = 0

u(0, x) = ũ0n(x) + ū(x)

|(u1, u2)|(x) → 0 e |u3|(x) → α quando |x̃| → ∞.

(4.36)

onde α = κ
∫
ϕ(r)rdr e p = p̃+ p̄.

(ii) un tem simetria helicoidal para todo n;

(iii) rot un = ωn
ξ

κ
para todo n.

De fato, da definição de ũn e pela proposição 4.5.2 segue que ũn tem simetria helicoidal, é

ortogonal às hélices e rot ũn = ω̃n. Por outro lado é fácil ver que ū tem simetria helicoidal, é

ortogonal às hélices e rot ū = φ
ξ

κ
. Portanto, como un = ũn + ū, temos que un satisfaz (i), (ii) e

(iii).
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Vejamos que para cada n, un é única. Para isso fixe n e suponha que existe v que seja solução

de (4.36). Defina ṽ = v− ū. É claro que ṽ satisfaz (4.34), mas já sabemos que o problema (4.34)

tem solução única ũn, logo ṽ = ũn e portanto v = un.

Retomando a sequência de aproximações temos agora definida a sequência {un} de soluções

das equações de Euler tal que un(t, x) =

(
K ∗

(
ω̃n
ξ

κ

))
(t, x) + ū(x).

Como ωn = ω̃n + φ é solução de (4.32) vale que

∫ T

0

∫

Ω

ψt(t, x)ω̃n(t, x)dxdt+

∫ T

0

∫

Ω

∫

Ω

Hψ(t, x, y)ω̃n(t, y)ω̃n(t, x)dydxdt+

+

∫ T

0

∫

Ω

∇ψ(t, x) · ū(x)ω̃n(t, x)dxdt+

+

∫ T

0

∫

Ω

∫

Ω

∇ψ(t, x) ·
(
K(x− y)× ξ(y)

κ

)
ω̃n(t, y)φ(x)dydxdt+

∫

Ω

ψ(x, 0)ω̃0
n(x)dx = 0.

Temos que provar que podemos passar o limite na última expressão para n → ∞ e que vale

a seguinte identidade

lim
n→∞

{∫ T

0

∫

Ω

ψt(t, x)ω̃n(t, x)dxdt+

∫ T

0

∫

Ω

∫

Ω

Hψ(t, x, y)ω̃n(t, y)ω̃n(t, x)dydxdt+

+

∫ T

0

∫

Ω

∇ψ(t, x) · ū(x)ω̃n(t, x)dxdt+

+

∫ T

0

∫

Ω

∫

Ω

∇ψ(t, x) ·
(
K(x− y)× ξ(y)

κ

)
ω̃n(t, y)φ(x)dydxdt+

∫

Ω

ψ(x, 0)ω̃0
n(x)dx

}
=

=

∫ T

0

∫

Ω

ψt(t, x)ω̃(t, x)dxdt+

∫ T

0

∫

Ω

∫

Ω

Hψ(t, x, y)ω̃(t, y)ω̃(t, x)dydxdt+

+

∫ T

0

∫

Ω

∇ψ(t, x) · ū(x)ω̃(t, x)dxdt+

+

∫ T

0

∫

Ω

∫

Ω

∇ψ(t, x) ·
(
K(x− y)× ξ(y)

κ

)
ω̃(t, y)φ(x)dydxdt+

∫

Ω

ψ(x, 0)ω̃0(x)dx.

Dessa forma obteremos que ω é solução fraca de (4.32).

Observe que como

∫

Ω

w̃ndx = 0 a demonstração de que o limite da soma dos dois primeiros

termos e do último termo converge e converge para o termo certo já foi feita na demonstração do

teorema 4.8.1. Para o terceiro termo basta usar desigualdade de Hölder e para o quarto termo

a desigualdade de Young generalizada.
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4.10 Apêndice

Abaixo vamos enunciar algumas propriedades das funções de Bessel modificadas de segundo tipo

e de ordem ν, denotadas por Kν , que podem ser encontradas no livro [18],

• Kν é positiva e decrescente para todo ν > 0;

• ∂K0(t)

∂t
= −K1(t);

•
∫∞

0
K0(t)dt =

π

2
;

•
∫∞

0
tK0(t)dt = 1;

•
∫∞

0
tK1(t)dt =

π

2
.
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Considerações Finais

Destacamos dois posśıveis trabalhos futuros. Primeiro, gostaŕıamos de construir uma apro-

ximação numérica do escoamento obtido no caṕıtulo 3, que é uma solução das equações de Euler

com traçador passivo. Com isso, podeŕıamos entender melhor a construção do escoamento e a

técnica de integração convexa. Outro trabalho relaciona-se ao resultado de Serre (veja [31]) que

estabelece que se uma solução suave u das equações de Euler 3D com simetria axial com rodopio

existe globalmente no tempo, então ω = rot u não permanece limitado. O objetivo seria adaptar

tal resultado para as equações de Euler 3D com simetria helicoidal com rodopio.
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