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RESUMO

0Os métodos de diagndsticos de observacdes discrepantes na
analise de regressfo linear miltipla baseiam-se na eliminacio de apenas
uma observacdo de cada vez. Existem também métodos nos quais se elimina
mais de uma observacdo de cada vez, mals sdo pouco aplicados devido aos
problemas combinatorios envolvidos.

Por outro lado, existem conjuntos de dados com um padrdo de
miltiplas observa¢fes discrepantes os quais nfo s8o revelados pelos
métodos de elimina¢do de uma observacdo de cada vez. Nestes casos
dizemos que aconteceu um problema de "mascaramento”. Neste trabalho
estudamos métodos exploratdérios de identificac¢3o de miUltiplas observa-
¢Oes discrepantes usando estimadores com alto ponto de ruptura, isto
&, estimadores gue além de ndo serem afetados no caso de existir
miltiplas observa¢Oes discrepantes no conjunto de dados, sejan

Uteis para identifica-los.
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CAPITULO 1

INTRODUCKO

Consideremos o modelo de regressdo linear multipla

= O + 0 + ... +0 + & .
1 ¥y 2%z K (1.1)
onde Y & uma variavel aleatéria (respostal, Xpo X0 coay X sdo as
variaveis regressoras ou varifveis independentes, 81, 82, cees Gk sdo
pardametros desconhecidos, Gj cR ¥ j=1.2, .... 'k e €¢& um erro

aleatério com distribui¢do de probabilidade F, onde F € {Ft T € T},

N é
11250 ,zn}, onde z,

Seja o conjunto de observac¢Ses Z = {?

um vetor k+1 dimensional com elementos Z.= [yi, Xi1""’xik] gque se

relacionam segundo o modelo {(1.1). Expressando-o matricialmente temos

y=X6+ §, {3.1)

onde y . € o vetor de respostas observadas, ank a matriz do modelo.
nx

Qkxl o vetor de paridmetros desconhecidos, Enx] o vetor de erros



aleatdrios independentes, e identicamente distribuidos com distribuic¢io
acumulada F. Supoe-se que o vetor de residuos ou erros € resuitado de
variacdes aleatdrias na populacio considerada. Estas variacbes podem
ser efeitos devidos ao modelo suposto, erros de medic¢do ou observacio.
variaveis regressoras nio consideradas no modele, etc.

Em geral Xj, Xz' veas Xk sd40 variavelis aleatdrias, no
entanto em regressdo essas variaveis sfo consideradas fixas e todos os

resultados que se derivam sfo validos sob esta suposicido.

Existe uma infinidade de métodos de estimac¢io dos parimetros
do modelo (1.1). Alguns desses métodos consistem em obter estimacles
minimizando uma certa funcdo do vetor de residuos. Boscovich em 1757
propds um método de estimacHdo dos para@metros de um modelo de regressdo

linear simples minimizando a soma dos valores absolutos dos residuos,

n 2
Min E: ‘y . 2 N X,
961!.\’@ P21 j=1 J 1

Este método nio foi muito usado naquela €poca devido as dificuldades
computacionais, mesmo para modelos relativamente simples. Legendre
em 1805 e posteriormente Gauss em 1808 propuseram estimadores para
os parametros do modelo de regressfSo linear minimizando a soma de

guadrados dos residuos, isto &,

n k 2
( ]
Mink E: vy, - E g x.  |. {(1.4)
OeR’ . ogsn

Este método ainda € muito popular pela facilidade dos calculos e pelo
fato de que quando os residuos sdo varidveis aleatdrias independentes,
e identicamente distribuidas com distribuicdo normal. o estimador de
Gauss e Legendre denominado estimador de minimos quadrados € o estima-
dor nfc viciado de minima variincia, alias, ele @ equivalente ao esti-

mador de maxima verossimilhanca. Na pratica, essas suposicles nem

b



sempre sdo atendidas. Por exemplo, pode existir no conjunto de dados
uma certa propor¢do de observacdes que ndo provém da distribuicfo
normal mas de uma distribuic¢do com caudas mais longas (Laplace, Cauchy,
etc.), ou gue existam problemas de multicolinearidade, depend@ncia dos
erros, etc. O nfo cumprimento das suposi¢les manifesta-se em muitos
casos através da discrepincia de uma ou mais observaces com respeito
ao conjunto de dados. Foi amplamente comprovado que estas observacSes
discrepantes podem distorcer os resultados da andlise e consequente-
mente as conclusdes. Portanto, precisamos utilizar métodos de diagn6s-—
ticos para verificarmos se as suposicOes estabelecidas na formulacio do

modeio estdo realmente sendo atendidas.

Nos Ultimos anos desenvolveram-se métodos de diagndsticos de
observacdes discrepantes e influentes baseados nos residuos do ajuste e
caracteristicas da matriz X. Assim por exempio Belsley, Kuh e Welsch
{1980), Cook e Weisberg (1982) e outros, propuseram e estudaram
diferentes tipos de diagnisticos baseados no método de minimos
gquadrados. Muitos desses diagnOsticos ja& formam parte dos pacotes
computacionais desenvolvidos para analise de regressdo. Porém, a
maioria deles sHo Uteis somente para identificar observacOes discrepan-
tes individuais, e em muitos casos praticos apenas uma observacdo
fortemente discrepante pode mascarar outras que também est3o
influenciando no ajuste. Este problema € conhecido como efeito de
mascaramento € existem métodos de diagndsticos baseados no ajuste de
minimos quadrados para estudar estes casos, mas eles sdo pouco

factiveis de serem implementados computacionalmente,

Uma forma alternativa para detecclo de miltiplas observactes
discrepantes e influentes, que produz bons resultados, € através da
utilizacido de métodos robustos. Existem diferentes critérios de
robustez que sd¢ usados tanto para construir, quanto para avaliar

estimadores (Hampel (1971}).

Um dos objetivos deste trabalho ¢ estudar estimadores robus-

tos., no sentido de nd3o serem muito afetados se o conjunto de dados



contém uma certa proporcio de observacdes discrepantes, Esta proprieda-

de do estimador & chamada de ponto de ruptura.

Pela estrutura dos dados envolvidos na andlise de regressio,
a discrepiancia de uma observacio pode dever-se 3as discrepincias na
direcdo das vari8vels regressoras, da variavel resposta, ou em ambas
dire¢Oes. Logo., precisamos de metodos com alte ponto de ruptura tanto
para estimac¢do dos pardmetros de regressdo quanto para obtermos
estatisticas que detectam discrepincias na direcdo da matriz do

modelo X.

Qutro objetivo, é apresentar métodos exploratérios robustos
para identificacdo de miltiplas observaclGes discrepantes. Estes diag-
ndésticos sdo muito Uteis e podem ser usados conjuntamente com aqueles

produzidos pelo método de minimos guadrados.

Os diagndsticos baseados em estimadores com alto pontce de
ruptura sdo menos usados quando comparados com aqueles baseados no
método de minimos quadrados. Isso pode se dever a dificuldade
computacional envolvida no calculo dos primeiros. Um dos principais
problemas a serem resolvidos para que esses diagndsticos robustos
facam parte das ferramentas de analise do pesquisador € a producio

de algoritmos que utilizem pouco espa¢o e tempo computacional.

No capitule 2, introduzimos alguns conceitos de robustez que
mesmo ndo sendo wutilizados no capitulos seguintes, consideramos
necessarios para uma melhor comprensfo do estimador aqui eleito para

detecclio de observagles discrepantes.

No capitulo 3 abordamos o problema das observacdes discrepan—
tes na analise de regressdo linear mUltipla. Neste mesmo capitulo,
fizemos uma ligeira revisdo dos metodos de diagndsticos de observagies
discrepantes que geralmente encontram-se disponiveis no pacotes
computacionais usados para analise de regressio pelo método de minimos

guadrados.

No capitulo 4 estudamos as caracteristicas dos estimadores de



regressdo norma Lp. Em seguida apresentamos uma familia de estimadores
de regressdo linear miltipla com alto ponto de ruptura, cujos membros
sdo obtidos mudando a geometria das bolas associadas aos estimadcores
norma Lp. Um membro desta familia € o estimador minima mediana dos
guadrados dos resicduos (LMS)}, proposto por Rousseeuw (1984) e
pasteriormente estudado e implementado computacionalmente por Rousseeuw

e Leroy {1987) e outros.

No capitulo 5 apresentamos métodos robustos de estimacdo dos
pardmetros de posicdo e dispersdo multivariados. A finalidade do mesmo
é apresentar uma distlncia robusta alternativa 4 distdncia de
Mahalanobis e consequentemente aos elementos da diagonal da matriz de
projecdo usados na andlise de regressdo pelo método de minimos

quadrados,

No capitulo 6, apresentamos alguns algoritmos que foram

desenvolvidos para obtencdo de estimativas com alto ponto de ruptura.

No caplitulo 7, apresentamos um exemplo comparando os metodos

exploratdrios baseados no ajuste de minimos guadrados e os robustos.

Finalmente incluimos um apéndice com alguns dos conceitos que

sHd0 usados no t(ranscurso deste trabalho.



CAPITULO 2

ALGUNS CONCEITOS BASICOS DE ROBUSTEZ

2.1 INTRODUCAO

O termo robustez introduzido por George Box (1953) @ usado
para denominar os procedimentos estatisticos que sdo resistentes diante
de desvios das suposi¢Ces feitas na formula¢fo do modelo matemdtico. Em
um sentide amplo. e n3o formal, a estatistica robusta estd relacionada
com o Tfato de gque muitas suposi¢ies {normalidade, independéncia,
linearidade, etc.), dque geralmente s8o feitas na formulacio de um

modelo estatistico, sHo somente aproximacSes da realidade e que com

frequéncia ndo se verificam nos problemas praticos.

Antes de comeCarmos 0 estudo de estimadores robustos Uteis na
deteccdo de dados discrepantes na andlise de regressfo, conceituaremos
matematicamente o que significa dizer que um estimador @ robusto em
relacdo & presenca de dados discrepantes. ¢ que € rcobustez diante de
pequenos desvios do modelo suposto, e o que significa dizer que um
estimador @ mais robusto gue outro. Hampel (1971) apresenta os

conceitos de Robustez Qualitativa. FuncBo de Influéncia e Ponto de



ruptura, nos quais nos basaremos para tentarmos responder as perguntas

anteriores.

2.2. FUNCAO DE INFLUENCIA

Seja um funcional definido em algum conjunto de medidas de
probabilidade cujos elementos, F, estdo definidos sobre R, e seja &
Zz

uma medida de probabilidade com massa um no ponto z € R,

A Tunc8o de influéncia é definida como

[ [ ) J ]
TU(1-€)F + €6 ) - T(F)
IC{z; T, F) = Lim J — L . (2.1)
£—0 L J

nos pontos z do espa¢o amostral onde o limite existe. As mixturas de F

e 52 sdo escritas como (1-£)F + 562, para todo € € (0,1).

0O numero IC{z; T, F) fornece uma idéia da velocidade com que
o valor de T muda quando o modelo suposto F, €& contaminado por uma
distribuic83o com massa um no ponto z. Logo, do pento de vista da
robustez, preferimos estimadores definidos por funcionais 7T com

IC{z; T, F) o mais préximo possivel de zero para todo ponto z.

A funcdo de Influénecia € também utilizada para construir
estimadores robustos. Hampel e outros {1986), apresentaram exemplos de

estimadores de posicHo construidos a partir desta funcio.

2.2.1 Aproximacdo da Funcado de Influéncia para Amostras Finitas

A definicfo de funcio de influénecia € assintética. pois esta



baseada em funcionais gue s3o consistentes em F. Por outro lado, exis—
tem estimadores cujas func¢fes de influéncia assintdticas ndo podem ser
facilmente calculadas. Nesses casos podemos usar versdes para amostras
finitas. Uma destas versOes é a Curva de Sensibilidade a qual é muito

usada na analise exploratdria de dados e € baseada na diferenca

que indica como uma nova informa¢do "z" influi no estimador t = tn.

Esta expressf8c servira para dar uma definicdo formal de curva de

sensibilidade.

DEFINICAO 2.2.1

Sejam tn_I et estimadores de 6 baseados em amosiras de

tamanho n-1 e n, respectivamente. Ambos sfco estimadores definidos pelo

mesmo funcional! (somente os tamanhos amostrais sdo diferentes). A Curva

de sensibilidade de tn com respeito a t 1 é definida por

Considerando as distribuic¢les empiricas de probabilidade (Def. Al),

temos




Logo a curva de sensibilidade pode ser expressa como

Observamos que estimadores robustos no sentido de resisténcia
a um Unico valor discrepante sfo os que tem SCn ’ limitada. O estimador
de regressdo de minimos quadrados é um exemplo de estimador com funcio

de influéncia ndo limitada.

Vejamos agora o© que entendemos por rtobustez diante de
pequenos desvios do modelo suposto. ou seja, o que entendemos por

robustez qualitativa.

2.3 ROBUSTEZ QUALITATIVA

Suponhamos que a verdadeira distribuicdo de probabilidade da
amostra aleatfria Zov Zyn ween 2, nido & a distribuic3o suposta F,
mas uma distribuicfo Q@ préxima" de F. Diremos que o estimador tn =
gqualitativamente robusto, se as distribuicdes de probabilidade do
estimador sobre F e Q, denotadas por SF(tn] e QQ{tn]. estdo uniforme-

memente “"proximas" para todo n.

A expressio A "prdximo"” de B, leva a nocdo de distAncia. e
neste caso especifico a distincia entre distribui¢les, isto €, entre
pontos do conjunto de medidas de probabilidade definidas sobre R.
Na teoria de espacos métricos encontramos varios tipos de medidas de
distancia entre distribui¢fes. As mais usadas na teoria de robustez sfo
as métricas de Levy, Prohorov e Kolmogorov. Para distribuicfes de
probabilidade definidas sobre R, as métricas de Levy e Prohorov sio

equivalentes, e sob certas condi¢fes, a métrica de Levy €& equivalente



a métrica de Kolmogorov (Huber (1981), pag. 34). Segue entio, uma

definicd3o mais formal de robustez qualitativa.

DEFINICAO 2.3.1

. * . . ; . .
Seja m uma métrica sobre S(R), o conjunto de medidas de
probabilidade definidas sobre R. Dizemos gque tn ¢ qualitativamente

robusto em F € (R} se para todo € > 0, existe & > o tal que

onde ¢ € 5(R).

A expressdo (2.4) & uma condicd3o necessaria de robustez
qualitativa, mas ndo ¢é suficiente., Essa medida detecta apenas a
auséncia deste tipo de robustez mas ndo garante que um procedimento
estatistico € gqualitativamente robusto. Além disso, a robustez

. . P - N P . *
gqualitativa esta fortemente associada a4 escolha da metrica, 7.

2.4 PONTO DE RUPTURA

Ponto de ruptura & uma medida global de tobustez que fornece
uma idéia da tolerfncia do estimador a observactes discrepantes. Hampel
(1971}, apresenta uma defini¢3o assintdtica, de natureza matemltica,
a qual nio sera usada aqui. Utilizaremos uma versdo para amostras
finitas., introduzida por Doncho e Huber (1983) baseada na defini¢io de

vicio.

(Consideremos uma amostra de n observacdes Z = {zl, e zn},

® . . . . i~
e 7 um conjunto construido substituindo m observactes de 7 por

10



valores arbitrarios. Definimos b{m: t, Z), o vicio mximo causado pela

contaminatdo do conjunto de dados., por

bim; t, Z) = Sup | t(z"y - t(z) .

* (
z

QW]
tn
—

onde o supremo @ obtido sobre todas as possiveis amostras contaminadas.
Se b(m; t, Z) & infinito. entfo as m observagdes discrepantes tém um

efeito arbitrariamente grande no estimador.

DEFINICAO 2.4.1

Seja t = tn un estimador aplicado na amostra Z. O ponto de

ruptura, E: (t. Z), desse estimador é dado por

1=mZn

€ (t, Z) = Min {% , b{m: t, Z} & infinito} : (2.6)

Da expressdo (2.6) temos que o ponte de ruptura do estimador ¢ igual
a proporcdo minima de observa¢des discrepantes contidas na amostra, que

torna o vicio do estimador infinito.

Do ponto de vista da robustez., interessam os estimadores com
alto ponto de ruptura. O valor maximo do ponte de ruptura é 50%, pois
se o nUmero de dados contaminados for maior do que este valor teremos
que trocar as definicOes de observagdes "boas" e discrepantes para

esse conjunto de dados.

No caso do estimador de minimos quadrados temos que uma Unica
observacic discrepante pode afetar fortemente a estimativa. Assim., ©
ponto de ruptura desse estimador €

E: {(t, Z) = 1/n e EZ {t, Z) — 0 quando n — @©

Outro conceito que sera de utilidade nos capitulos seguintes

11



¢ a definicdo de ponto de ruptura do estimador da matriz de dispersdo

de um conjunto de dados multivariado, X.

DEFINICAC 2.4.2

Definimos o ponto de ruptura do estimador da matriz de

dispersfo, C_, por

X e mo, * P
£ {Cn, XJ = Min { : Sgp D(Cn(X), Cn(X )] ¢ infinito } , (2.7)

Tt
1=m<n X

onde o supremo € calculado sobre todos os conjuntos X" rtesuitantes da
substituicdo de m observactes do conjunto de dados X = {qu oo X }.
n

xié PK, k 2 1 por valores arbitrarios. O ponto de ruptura de Cn & dado

pela menor fracdo de dados discrepantes que podem fazer com que o maior

autovalor, ll{CnJ, seja muito grande e/ou que o menor autovalor,

xk[cn}, assuma valores proximos de zero.

A distincia entre as matrizes utilizadas na construcdo da

expressdo da direita de (2.7) & definida por

. -1 -1
D{A, B) = Max {}l(A) - XI(B), kk {A) ~ Kk {B) },

com KI(A) 2 RZ(A) 2 ... 2 lk(A) autovalores da matriz A.

Propriedades desejaveis dos estimadores s3o a eguivariincia e
invaridncia sob transformagles lineares nas variaveis, pois facilitam a
manipulacdo dos dados. Além disso, podemos encontrar limites superiores
para o ponto de ruptura dos estimadores que tém essas propriedades. 0s
tecremas seguintes relacionam o ponto de ruptura com as propriedades de
equivaridncia sob transformacfes lineares., tanto para estimadores de

posicdo multivariados quanto de regress#o linear miltipla.



TEOREMA 2.4.1

Seja Z = {Z s raes Z } com elementos 7z, = [V.. s X ].
i n i ! ik

il ¢ }
Se tn & um estimador de regressdo que tem a propriedade de equivarian-

cia sob transformactes afins, ento

. [(n-k)/2] + 1
€ [tn’ ZJ = n ' (2.8)

onde [u] @ o enteiro menor o igual a u.

PROVA

Suponhamos que

. [tn’ ZJ . _L(n-k)/2} + 1

£ n

Fntio existe uma constante finita b tal que
t(z") € B(t{Z},b} = {6 e R* : lt(z) - el £b },

onde Z*© € um conjunto contaminade contendo pelo menos g = n—[{n-k)/2]-1

ou equivalentemente q = n -~ [{n+k+1}/2] - 1 pontos de Z.

Seja v # 0 um vetor de dimensdc k, tal que

Por outro lado, temos que

2qg - (k-1} =

n se {n+k+l) @ par
n-1 se {(m+k+i) & impar

ou seja, 2g9-{k-1} = n. Podemos entdo construir o conjunto 72"

substituindo os primeiros 2q-(k-1) pontos de Z por

13



[X1' le, (xz, sz‘ P [xk_l, yk_l], (xk, v, ~ X TV J. cen
X . - X TV, ..., X, s e , .
/R ST R SR

para algum T > O, Para esta amostra., a estimacHo

t(z"") € B(t(Z), b), (2.9)

. * k s
pois Z' contém g pontos de Z.

. . * ®
Por outro lado, podemos construir o conjunto Z° = Z + TV

com elementos

e . sars B - T \
[xl, le, ) [xk_l, yk_lJ {xk, yk], {xq yq], [xk, Y, o~ X, v)

. [x , V. - X tv}.
q q q
Esta amostra também contém pelo menos q pontos de Z, logo a estimativa

t(z*) € B(t(Z). b).

Pela propriedade de invaridncia sob transformacdes de regressfo podemos

escrever

t(z") =tz + v, (2.10)

De {2.9) e (2.10) temos que

t(z") € B{t(Z) + tv, b),
o qual @ uma contradiclo pois para T suficientemente grande

B{t(Z), b) n B(t(Z) + v, b} — 8. =

14



TEOREMA 2.4.2

. . k .
Seja X = {%1. ey xn}, um conjunto de dadeos em R : se t e

um estimador de posicdo equivariante sob translacdo, entdo

[(n+1)/2]
e* [tn’ XJ = n ‘ (2.11)

onde fu] & o enteiro menor ou igual a u.

Observacgdo.- A prova do teorema tem a mesma construicdc que a prova do

teorema 2.4.1 e pode ser encontrada em Lopunha3d e Rousseeuw (1991).

Algumas propriedades dos estimadores, que facilitam o

trabalho analitico e numérico, s3o dados pelo seguinte lema.

LEMA 2.4.1

. . . k
Seja X = {%1, ‘e xn} um conjunto de obgervaCdes em R

tn(X) € R* ¢ Cn(X) € PDS{k), estimadores de posicio e dispersdo, res-
pectivamente; onde PDS{k) € a classe de todas as matrizes de ordem k

definidas positivas e simétiricas.

i} Se tn & invariante sob translacio,

E*[t X+ v} = E*(t . XJq Vve R (2.12)
n ] n
ii) se t_ é invariante sob rotacdo,

Ex[tn' AX] ) E*[tn» K], VoA e R'R" (2.13)

i1i} Se Cn €& invariante sob translacdo



e*{cn, X + BJ = e*[cn, XJ, VB e R"xR® (2.14)
iv) Se Cn & invariante sob rotacio

E*[Cn‘ AXJ ) E*[Cn’ XJ’ VA€ R (2.15)

2.5 RELACAOQ ENTRE FUNCAO DE INFLUENCIA , ROBUSTEZ QUALITATIVA E PONTO
DE RUPTURA

Os trés critérios de robustez apresentados sdo alguns dos
muitos que podem ser encontrados na literatura de robustez. A escolha
de um desses critérios para avaliar ou construir um estimador vai
depender da necessidade de robustecer determinado aspecto da analise
de dados.

Existe uma relacdo entre os aspectos de robustez mencionados
neste capitulo, como veremos a seguir., Um estimador com ponto de
ruptura zero € qualitativamente ndo robusto (por exemplo, o estimador
de minimos quadrados noe mode lo linear). A inversa ndo
necessariamente ¢ verdadeira, isto &, um estimador com ponic de ruptura
alto nem sempre € qualitativamente robusto. Por exemplo, a mediana tem

ponto de ruptura /2 mas € qualitativamente robusto. sob a

: e -1
distribuicd3o F, somente no caso que t = F {1/2) assume apenas um
valor. Por outro lado, o estimador de minimos quadrados aparados com

a € (0,1/2), dado pelo funcional

& um exemplo de estimador com ponte de ruptura diferente de zero

(e: = «), gue € qualitativamente robusto.
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A funcdo de influéncia e o ponto de ruptura sfo medidas
guantitativas de robustez. o que permite estabelecer compara¢fes entre
estimadores. Na medida do possivel., procura-se construir estimadores
que tenham funCdo de influéncia limitada, préxima de zero, e alto ponto

de ruptura.

Podemos encontrar uma grande quantidade de estimadores que
sdo robustos segundo alguns dos critérios mencionados., os quais s3o
estabelecidos de acordo com a utilizac8c do estimador. Por exemplo, na
andlise de regress8o. o interesse € a utilizacdo de estimadores que
sejam robustos no sentido de ndo serem afetados por mUitiplas
observa(des discrepantes e que, além disso. ponham em evidéncia estas
observacées, ou seja, estamos interessados em estimadores com alto

ponto de ruptura.

No capitulo seguinte, trataremos sobre ohservacgtes
discrepantes na analise de regressfo linear mUltipla, apresentaremos os
diagndsticos de dados discrepantes, baseados no método de estimac¢fo de

minimos quadrados, que sdo geralmente usados.
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CAPITULO 3

OBSERVACOES DISCREPANTES E DIAGNOSTICOS BASEADOS
NO METODO DE MINIMOS QUADRADOS

3.1 INTRODUGCAD

A confiabilidade de um conjunte de dados obtidos sob
condi¢bes similares est2 baseada na relacio entre as observacGes do
conjunto. Eventualmente, alguns dados podem apresentar um comportamento
discrepante do padrdo seguido pela maioria. Observacdes que, na opinido

do pesquisador. encontram-se fora da massa dos dados tém sido chamados

de "outliers", "observa¢Oes discordantes'", "dados aberrantes”, "dados
contaminantes”™, Tobservactes surpreendentes”, dados discrepantes”,
"dados grosseiros”, etc.. Nio existe uniformidade em rela¢Bo ao

significado exato destes termos. & pesar de estudios desse tipo de
observacdes ter—-se iniciado hd quase 200 anos. e da grande quantidade
de artigos escritos sobre o assunto. A denominac¢io mais comum €

"out lier"”. mas neste caso usaremos "observacio discrepante”.

A necessidade de identificar essas observacbes discrepantes

18



deve-se a0 fato das mesmas poderem distorcer a informag¢do que a massa
dos dados deve fornecer sobre o fenémeno em estudeo. Por outro lado.
essas observacles discrepantes poderiam também ser importantes
"mensagens"” de que as suposicbes que formulamos em relacio a fonte que
gerou o conjunto de dados ndo sdo corretas e, em consequéncia, precisa-
mos mudar nossa concep¢do do fenbdmeno sob estudo. Na secHo 2 apresenta-
remos, brevemente, possiveis origens das observactes discrepantes em um

conjunto de dados e as razdes do interesse em estuda-las.

A estrutura particular dos dados na analise de regressdo
indica se a discrepincia de uma observacio é atribuida 2 discrepiancia
na direcdo da variave!l resposta, das varidveis regressoras ou em
relacdo ao modelo especificado. Consequentemente, o0s métodos de
identifica¢io de observa¢des discrepantes deverfo considerar essas
caracteristicas dos dados. Na secdo 3, descreveremos as diferentes
formas em que podem apresentar-se as observactes discrepantes na

analise de regressdo linear.

Uma forma comumente usada para identificar observacies
discrepantes na andlise de regressdo linear € atraves da analise dos
residuos e dos diagndsticos de influéncia. os guais orientam a atencdo
sobre observacdes que tém uma influéncia maior do que as outras na
estimacdo dos parametros do modelo, Existe, atualmente, uma grande
quantidade de estatisticas de diagndésticos as quais n3o somente
identificam as observacOes discrepantes como também estudam o efeito de
observactes individuais ou grupos de observactes em determinadas fases
da analise de dados. A maioria desses métodos baseiam-se no residuos

associados ao ajuste pelo método de minimos quadrados.

Na secdo 4 apresentaremos alguns resultados derivados do
ajuste de minimos quadrados tais como a matriz de proje¢do, os
diferentes tipos de residuos e alguns diagndésticos de influéncia
comumente usados nos pacotes computacionais dirigidos a andlise de

regressio.
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3.2 OBSERVAQDES DISCREPANTES

Um dos artigos mais completos referentes ao tema dos dados
discrepantes é apresentado por Beckman e Cook (1983). Eles resumem en
trés as diferentes denominacfes usadas nos artigos e dio as definicles

de observacdco discordante, contaminante ¢ discrepante.

Observacgdo discordante Qualquer observacdn gue parece surpreendente
para o pesquisader. Tsso implica que ele tem pelo mencs uma visdo

informal do modelo tedrico. ou supos um determinado modelo.

Observacdo contaminante Qualguer observacdo que ndo € uma realizagdo da

distribuicdo suposta. A discrepincia destas observacfes pode nic ser

td3o0 obvia.

Observacdo discrepante ("outlier") refere-se a observacio contaminante

ou discordante,

Essa definic¢do de observacdo discrepante € um tanto ambigua,

pois © que realmente caracteriza a "observacdo discrepante” & o seu

e ndo ser percebida. Para visualizar melhor as diferenCas, vejamos

o grafico 3.2.1, gue foi apresentado por Barnett e Lewis (i978). ©

conjunto de dados Z = Zys Zosveeen 2 corresponde a uma amostra

aleatdria que supoe-se fol obtida desde uma distribuicdo F. Ordenando o

conjunto de dados observamos que: as observacdes Ziay € Zia, s#Ho

extremas: a observacdo z & discordante entanto gue z ndo apresen-

1) (n)

ta comportamento suspeito. Por outro lado, Z(Z) e discordante contami-

nante, i.é, encontra-se fora da massa dos dados e ndo € realizacdo da
distribui¢do F; Z 4y & contaminante pois nd3o & realizacdo da distribui-
¢do F. Esta observacd3o dificilmente sera identificada peios

métodos de diagndsticos pois ndo €& discordante. Finalmente as
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Figura 3.2.1 O conjunto Tys ZoseresZ & uma amostra obtida a partir

de uma variavel aleatdria com distribuicio F.

observactes Zeay Besyr v Zony provém da distribui¢io F e nio

apresentam comportamento suspeito. Podemos entio concluir gue:

¢ Uma observac¢io contaminante ndo necessariamente € discrepante. Ela

sera discrepante se além de contaminante for também discordante.

s Uma observacio extrema serd discrepante se aparece como discordante

sob o modelo suposto.

Diremos entdc que, observacdo discrepante €& uma observagio

que parece Inconsistente com os demas dados.



3.2.1 Objetivos da Deteccfio de Observagdes Discrepantes

A detec¢lo de observa¢des discrepantes pode ser realizada com

distintos objetivos, tais como:

al

b}

c)

Interesse especial nas cobservacles discrepantes, por se mesmnas.

Neste caso podemos desejar identificar os dados discrepantes para:
Estudo posterior
Obter nova informacio importante contida em variaveis concomitan-—
tes, que poderiam em outro caso ndo ser percebidas.

. Sua incorporacdo no conjunto de dados através de uma revisdo do
mode lo ou método de estimacio.

Reconhecimento de uma debilidade inerente aos dados.

Nestes casos o problema estatistica envolve a obtengdo de
inferéncias acerca das observactes que forem detectadas como

suspeitas.

Dar uma linha base para julgar observacfes como discrepantes. Neste
caso o interesse concentra-se na detec¢Ho de fendmenos raros. mais

do gque na estimacdo de caracteristicas comuns.

Verificacfo das suposicles feitas na formulaciico do modelo. Em
andalises de dados estruturados onde se estabelecem modelos
probabilisticos, a presenca de observacles discrepantes quase

sempre indica falhas no modelo. nos dados. ou ambos.

Nos casos a) e bl a estimacido dos pardmetros somente €
necessAaria para investigar a discordineia de certas observacSes. Em
c) o objetivo € a predicdo ou outras inferéncias que serdo validas

para os dados genuinos.

3.2.2 Origem das Observacdes Discrepantes

2]
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As causas da presenca de observacdes discrepantes em um
conjunto de dados podem ser agrupadas em trés categorias. Estas sdo:
debilidade do modelo suposto, problemas na obtencdo dos dados e
variabilidade natural dos dados. Subentende-se pelas duas primeiras
categorias que as observacles discrepantes sfo julgadas com base em um

modelo explicito ou implicito em mente.

As debilidades no modele suposto incluem causas tals como: uma
variavel resposta na escala errada. ou o modelc tedrico suposto ndo &
adequado. A primeira causa pode levar a uma transformac3o na resposta,

enquanto que a Ultima pode conduzir a substituir o modelo atual.

Os problemas na obten¢ido dos dados referem-se somente as
observacles e ndo ao modelo como um todo. Estas causas podem indicar
que as observactes discrepantes sejam tratadas individualmente,
Exemplos deste tipo de dados sf3o os erros de medicdo, observagdo ou

Tegistro.

A variabilidade natural dos dados refere-se a dados que podem
aparecer como discrepantes, entretanto eles s¥3o observacfes genuinas da

distribuicdo considerada.

3.3 OBSERVACOES DISCREPANTES NA ANALISE DE REGRESSAQ LINEAR MULTIPLA

Consideremos o conjunto de observagfes Z = Zyn Zoeeees E o0

it
{1.2). Neste contexto podem surgir observacdes discrepantes nas

onde z. = [yi, X e xikJ; k =z 1, relacionadas segundo o modelo
b4

variaveis regressoras. na variavel resposta, ou em ambas dire¢les.

Frequentemente. as variaveis regressoras X1, e Xk sdo



gquantidades observadas sujeitas a variabilidade. Mesmo em situacfesg

En]

onde o experimentc € planejado podem acontecer erros imprevisiveis.
Estas observacles sio conhecidas como dados discrepantes na direcio da
matriz do modelo. X. e terdo influéncia na estimacio. A influéncia
pode ser "boa'" ou "ruim” dependendo do valor da varidvel resposta com a
gual se combina. Estes dados s3o chamados de pontos de alavanca e
podem ser resultados de erros nas linhas da matriz do modelo. cobertura
inadequada das regites no espa¢o das varidveis regressoras,
heterocedasticidade ou ndo aditividade., Notemos que os pontos de
alavanca '"ruins' sdo discrepantes na direcio de X, mas as observacOes
discrepantes na direcZo de X. n3o necessariamente s3o pontos de

alavanca "tuins'.

As Tespostas discrepantes caracterizam—-se por possuirem
residuos verticais notavelmente grandes. Chamaremos observagles
discrepantes da regressfo aquelas que se afastam do padrio seguido pela

maioria das cbservacdes.

b}

Figura 3.3.1 Pontos Discrepantes na direcdo de v, [(x,v) & de X

representados pelos pontos A, B, e <, respectivamente.



No grafico {3.3.1}. a massa dos pontos apresenta uma relacéo

H 1

aproXimadamente linear, entretanto, os pontos "a" e "¢" se afastam do
padrdo seguido pela maioria. A observacio "A" & discrepante na direcdo
de v, mas esta proxima do centro da varidavel x. Este ponto

"o

apresentara residuo grande. © ponto "B" € discrepante na direc¢fo da
varidvel x mas possue residuo pequeno. Este & um exemplo de ponto de
alavanca "bom™. O ponto "¢" é discrepante na direcio da variavel x e
pelo valor de y com o qual se combinou poderd desiocar a r1eta na sua
direcio dependendo do método de estimacdo utilizado. portanto € um
ponto de alavanca '"ruim”. ¢ residuc correspondente ndo € necessaria—

mente grande.

Os metodos de estimacdo de minimo valor absoluto, e de
ntinimos quadrados s%o muiteo afetados por pontos de alavanca tais como o
ponto "¢” da figura. Dado que o objetivo desses métodos € minimizar a
soma de residuos absoclutos e a soma dos quadrados dos residucs no
primeito e segundo caso. respectivamente . o hiperplano ajustado sera
deslocado na direcfio do ponto de alavanca. O residuo correspondente ao
ponto ''¢" pode ndo ser notavelmente grande e portanto dificilmente
detectado na analise de residuos. Entretanto, outiras observacles que
seguent a direcdo da maioria dos dados podem apresentar residuos

relativamente grandes.

3.4 DIAGNGSTICOS EM REGRESSAQ BASEADOS NO METODO DE MiINIMOS QUADRADOS

Sob a suposiclo de gue os erros do modeio (1.1}, 81, i=l,...n
s8p variaveis aleatdrias independentes com esperan¢a zero e variancia
2

¢”, o0 teorema de Gauss-Markov garante que o estimador

0 = (xx)” x'y. (3.1)

& o lnico estimador nio viciado com varidncia minima na classe dos

estimadores lineares. Se alem disso os erros do modelo tém distribuicdo

[Su]
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normal com ©0s pardmetros antes mencionados. o vetor € definido em
{3.1} ¢ o estimador de maxima verossimilhanca dos parimetros do modelo

de regressdo e é ndo viciado de minima varifincia.

Seguem os métodos de diagndsticos de observacdes discrepantes
mais usados na anilise de regressfo linear mitltipla, baseados no método
de estimacdo de minimos quadrados. Estes diagndsticos ja formam parte
da maioria dos pacotes computacionais gque fazem andlise de regressido
linear. 0Os métodos que apresentaremos investigam o efeito individual,
isto €, a infiuvéncia de cada observacdo em diferentes fases da andlise
de dados. Ao final do capitulo comentaremos brevemente sobre os métodos

de diagndstico de miltiplas observa¢fes discrepantes.

3.4.1 A Matriz de Projecdo H

A partit de (3.1) podemos expressar o vetor de respostas

preditas, como
y = X(X'X) %Yy, (3.2)
A matriz

H=x(x'%x) 'x". (3.3}

e o operador de projecdo ortogonal no espaco coluna de X. Os
elementos da diagonal de H, denotados por hii sdo muito usados para

diagnosticar a influéncia de observagies individuais.

VersOes escalares dos valores preditos, sua varifncia e a

varifncia dos residuos s3Ho dados por

y =h vy + Z h v o i = 1.2, ....n. (3.4)
FE



R . _
v {.Vi] =h o i=1.2, 1 {3.3)
2
V {31] = (1— hii} o : i=1,2, n {3.6]
N
v [BJ ) Cjigz ; ji=1.2, K, (3.7)

onde C. & 0 j-fsimo elemento da diagonal de (XtX}_1

Pelas propriedades de simetria e idempotencia da matriz de

projecdo temos gque

n n
h =Zh2,+h2 =§h2.
it ij ii . ij
(e =1
0<h <1,
11
n n
h, = Zh.. _—
b L,
i=1 N i=1

ii

Notemos que se h, . ——l., ent3o hij-——+0: ¥ 12 3 S S
isto &, a i-ésima observacdo & ajustada exatamente pelo hiperplano de
regressdo dado pela expressdo (3.4). Em consequéncia, também teremos
gque a varidncia dos residuos tende a zero em (3.6) e a varifncia do
valor predito tende a at em (3.5). Vemos portanto que se hii esta
proximo a 1. a observac8o correspondente sera altamente influente
na determinacdo da regressdo. Estes valores podem ser vistos como
uma medida da distdncia do vetor iinha X, € X ao centroide dos

dados.

O posto da matriz H é dado por

Posto(H) = Posto (X) = tragoe {(H) = k,

e o tamanho médio dos elementos da diagonal ¢ k/n. Em experimentos
delineados o ideal @ usar pontos no espaco das varidveis regressoras

gque sejam igualmente influentes, isto e, que cada pontoc tenha hi



proximo a k/n. Em geral. X nio é delineado e ndo & possivel controlar
os valores de hii. Precisamos entfo, de algum critério para decidir
guando um valor de hii pode ser considerado suficientemente grande
para chamar nossa atenc3o. Hoaglin e Welsch (1978) e (Cook e
Weisberg (1982) sugerem dque com hii z 2k/n., a i-ésima observagdo

seja considerada potencialmente influente,

Dado que o estimador de minimos quadrados € equivariante sob

mudancas de posicdo na matriz do modelo, sem perda de generalidade,
. , kK,

podemos supor que o centroide dos wvetores linha X, € R € zero., Logo,

considerando um modelo com intercepto tenos

o= —%— Fx X% x; (3.3)

Outra forma de detectar observacles potencialmente influentes
& construindo o menor conjunto convexo contendo a totalidade dos
vetores linha da matriz do modelo, denominado contorno das varidvers
regressoras {RVH). Para 1sso, precisamos encontrar ;) mzior elemento

da diagonal de H, isto &, Max hii = hman ¢ calcular
1< <n '”

Loy % en . (
n i i

ma X

5]
v
—

Se o volume do elipsdide em (3.9) @ muito maior do que o volume que se
obteria considerando o seguinte hii maximo, entio a observacdo com

h serda considerada uma observacdo iniluente ou ponto de alavanca.
max

Uma desvantagem em utilizarmos hii ; i=1.2.....,n., como medida
de influéncia ¢ que estes sofrem o efeito de mascaramento, isto é.
miltiplas observacdes discrepantes podem ndo ser detectadas por este
método de diagndstico. Este fato sera mais claramente visualizado no
capitulo 5, onde veremos a relacdo dos hii com a distdncia de

Mahalanobis.



3.4.2 Analise de Res{duos

Um metodo comum de deteccdo de observactes discrepantes

consiste em examinar os residuos padronizados

T, = : i=1,2,...,1n, {3.10}

onde
n
a® = Y e? Jin-k). (3.11)
L=, 1

Estes residuos s3o denominados "studentizados" externamente pois sob
a suposic#o de normalidade dos erros do modelo, Si, a distribuicdo dos
r, serd aproximadamente t-Student. Um critério para decidir quando
um residuo pode ser considerado notoriamente grande € usar o fato de
gue residuos com T, o> 2.5 sHo muito raros nesta distribuicdo, exceto

para graus de liberdade pequenos.

Qutro tipo de residue padronivado. conhecido come residuo
"studentizado" internamente o qual ¢ obtido excluindo a i-ésima

observacdo no calculo da variancia estimada dos residuos, € dado por

€
ti = : i=,2,....n, {3.12)
(i I-h
onde
. (n-k} ¢° - ei/[l—h, l

0l = 2 (3.13)

(i) n-k ) T

"2 - . . C e
Note qgue e e G(i] sdo independentes pois a i-@ésima

pbservacio ndo participa do ajuste do modelo. Logo a variavel t.
definida em (3.12) tem distribui¢do t-Student. sempre gue os erros do
modelo (1.1) apresentem distribuic8o normal. A expressdo {3.12) € usada

como um teste estatistice para estabelecer se a i-8sima observagio



estd de acordo com 0 modelo. Este tipo de residuo @ mais efetivo do que
os T definidos em (3.10) para detecCHdo de observacdes discrepantes

individuais.

Considerando que os residuos podem ndo ser notoriamente
grandes, pelo Tfato de que as observacCes discrepantes desliocam o
hiperplano na sua direc3o, e que hi,1 ndo detecta mUltiplas observacles
discrepantes na diregd3c das variaveis regressoras, podemos concluir
que. tanto os TrTeslduos "studentizados"” Internamente quanto os
"student izados™ externamente nd3o sHo confiaveis na presenca de

miitiplas observagdes discrepantes.

3.4.3 Outros Diagndsticos de Influéncia

Para avaliar a influéncia potencial de uma observagdo em
determinada fase da anflise de dados faremos o ajuste com e sem a
i-ésima observacio. Empregaremos o sub-indice (i} para significar
que a i-ésima observatdo fol retirada do conjunto de dados. Logo temos

~ -1
t t
e {X(i)x(i)J XeirYeiy: (3.14)

~ -1
t i
= . 5
Yei X(i)[x(i)xti)} X(i)y(i)’ (3.13)

onde X(_) ¢ a matriz do modelo e, Yo, & o vetor de respostas

1
desconsiderando a i-€sima linha da matriz X e, a i-ésima resposta
observada, v . 0s eglementos dos vetores G(i) ey, eu (3.14) e (3.15)

sfo denotados por v,.. . e 6, .. + i = {,2,....n, J = 1.2,....k,
(i) ,i (i),

respectivamente.

A seguir determinaremos a magnitude das diferencas entre as

estatisticas derivadas dos dois ajustes (3.1} e (3.14).



i) Estatistica DFBETAS

Mede a influéneia da 1i-ésima observacio na estimativa do
j—esimo coeficiente de regressdo. Esta influéncia serd avaliada a

partir da diferenga 9(‘ - & padronizada pela varilncia do vetor

i}
de coeficientes, V{(€), cuja versdo escalar & dada em {3.7). A
varidncia dos erros ¢ dada por {3.13). A estatistica DFBETAS

para o j~ésimo coeficiente de regressdo é

aij ti i=1.2,...,n
DFBETAS, | .= HE . {3.16)
/ 1.7 ..k
(i), [c,_(1~h_,)]12 i=1.2.....k
Ji ii
Ci foi definido na expressdo (3.7) e a, é o [(i.j})-ésimo

-1,

elemento da matriz (XtX) X', e ti & definida em (3.12}).

o . . o, 172
Observacio.- O ponto de corte sugerido neste caso € 2/n .

ii) Estatistica DFFITS

Esta estatistica proposta por Belsley, Kuh e Welsch (1980},
indica a mudanca na i-ésima resposta estimada, Vi guando
realizamos o ajuste desconsiderando a i-ésima observacfo. Esta

~

mudanga serd avaliada através da diferéncia y - Vi o
H i), i

~

padrenizado pela varifncia do estimador, V[yi], dada em (3.5). A

varidncia dos errcs € dada por (3.13).

Expressando-a em termos dos residuos "studentizados”

internamente temos

rh” 3
DFFITS? =t [#J i=1,2,...,n. (3.17)
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Uma regra empirica para decidirmos se uma observacfo influi

em determinada resposta estimada é usando o ponto de corte

1/2
}

2{k/(n-k) , ou também SZ(l«:/rl)“2 para 0s casos em que K « n.

iii} Distdncia de COOK

Proposta por Cook (1977) €& definida como a distincia,

padronizada, entre os vetores de coeficientes estimados, 6(1) e
e,
(ec')‘ 0 ](th][af'f 9]
COOK = : - - , (3.18)
ko

. . - 2 . ca .
onde kK & o nimero de parlmetros e ¢ € a varilncia dos erros gue

serd estimada por (3.11). Para a i-esima observacdo temos

J  n)

_ 1 —ii foq
COOK, = —— T, [ —h J : i=1,2,...,n. (3.19)
11

Um valor grande de COOK indica que a i-€sima observacio
influi fortemente nos coeficientes de regressdo estimados e sua

elimina¢do pode produzir mudan¢as importantes nas conclusdes.
Observacio.- "Grande" neste caso serd relativo ao grupo.

A distancia definida em {3.19} é equivalente a estatistica
DFFITS’ dada em (3.17), as duas calculam a distincia euclideana
entre os vetores de estimativas com e sem a i-€sima observacio, a
diferenca estd nos fatores de escala pois usam verstes diferentes da

varidncia dos erros.

Os pontos de corte sugeridos para as diferentes estatisticas
de influéncia s%o na verdade puramente referenciais. Na pratieca o

analista €& quem decide quando o valor da estatistica pode ser
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considerado notoriamente grande, baseado na sua experiénecia e conheci-
mento dos dados. Por exemplo, uma forma de agirmos poderia ser a
seguinte: calcular as estatisticas de influéncia para todas as
observacdes e considerar como grandes aquelas observacles que tém

valores notoriamente maiores do que as outras.

As estatisticas de influéncia apresentadas combinam residuoos
"studentizados"” externamente ou internpamente com os elementos da
diagonal da matriz H. Logo precisamos analisar cada um dos termos da
estatistica para termos uma idéla mais clara do gue significa um valor
grande ou pequeno da estatlstica de infiuénecia que se esta

considerando.

3.4.4. Sumario

Resuminda os resultados desta secdo temos

¢ A identificac8o de dados discrepantes realiza-se com a finalidade de
ressaltar observacdes suspeitas, estudando seu efeito nas diferentes
fases da andlise. Se observactes discrepantes sdo identificadas e,
estas ndo afetam a fase da anadlise de dados a gual @ de interesse,

entdo, permanecerdo no conjunto de dados.

¢ Os métodos de diagndésticos que apresentamos nésta secio sHo usados
para detectar uma observacdo discrepante de cada vez. Na presencd de
miltiplas observa¢bes discrepantes estes métodos ndo necessariamente
os identificam, pois uma observacdo discrepante pode mascarar outras.
Pode também ocorrer que dados seguindo o padrdo da maioria sejam
diagnosticados como discrepantes. Este fenfmeno ¢ denominado efeito

de "swamping”.

¢ 05 métodos de diagndsticos de miltiplas observacles discrepantes sio
uma solucdo para ¢ problema de mascaramentc. As estatlisticas para

estes diagndésticos sdo calculadas retirando grupos de m > | dados.



de possiveis subconjuntos de {n-m) observactes a serem analizadas
cresce rapidamente com n. Dado que ndo conhecemos o numero exato de
observa¢les discrepantes existentes no conjunte de dados. a analise
devera ser realizada com m = 2, 3, ..., n-k. Isso pode levar a um
trabalho computacional muitc grande e quase impossivel de ser

tealizade em algumas situagles.

Em conseguéncia, precisamos de métodos de deteccdo de
miltipias observacles discrepantes que ndo sofram o efeito de

nascaramento.
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CAPITULO 4

OBTENCAC DE ESTIMADORES COM ALTC PONTO DE RUPTURA

4.1. INTRODUCAO

Os estimadores de minimos quadrados e minima soma de desvios
absolutos tém em comum a forma de construici3o da func3c objetivo a
minimizar, isto €&, aplica-se um funcional sobre o vetor de residuos
observados. Eles sH3o membros de uma clase geral de estimadores
denominados estimadores norma Lp, e os funcionais aplicados pertencem a
classe de normas vetoriais Lp. Estes estimadores serfo apresentados na
secio 4.2, incluindo as condicfes sob as gquais existe uma solucio para
o problema de minimizag3o e os casos em que esta soluclo € Unica. Nesta
mesma seCdo apresentaremos a geometria da funcio objetivo do problema
de minimizac3o e exporemos a relacCfo entre os estimadores norma Lp,
M-estimadores e de mixima verossimilhanca, com a finalidade de explicar
as razdes pelas quais os estimadores norma Lp sdo afetados pelas

observaCtes discrepantes.

Na se¢ido 4.3, estudaremos modificaces da func8o objetivo dos
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estimadores norma Lp, afim de obtermos estimadores robustos com alto

ponto de ruptura.
4.2 DEFINICAO DE ESTIMADORES DE REGRESSAQ LINEAR NORMA LP

Uma forma geral de apresentar o problema de estimacido dos
parametros do modelo (1.1} é através da minimizacfo da disténcia do
vetor de observacies y € R" a um hiperplano gerado pela combinacHo
linear dos vetores Xoo Xon ooy X3 xj € R". Esta distancia sera
medida por uma métrica convenientemente escolhida. Como qualquer norma
pode ser deduzida a partir de uma métrica, cada norma Lp dard lugar a
um est}mador {definic¢do AS). Um estimador de regressdo norma Lp & um

k ... . . )
vetor & € R que minimiza a norma Lp do vetor de residuos, isto é,

W(0) = Min W(8) para € € Rk,
6
onde
n k
P
lyl _‘2 i 81 1 5p=<x>,
=t
i=1
W0} = J {4.1)
K
Max (y. - E X ] p=®
1Si<n o Y
v
Como casos particulares, s83o conhecidos seguintes estimado-
TES:
i) Estimador norma Ll, o qual & uma generalizacio da expressdo (1.3)

para regressdo linear miltipla.

n k
Min E: Iy_ - z x . 0 {(4.2)
oeR* £ S g

]_:
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Este estimador & conhecido também como estimador LAV (Least

absolute value).

ii) Estimador norma L2 ou estimador de minimos quadrados; o qual foi

dado na expressdo (1.4).

iii} Estimador norma Lm, também conhecido como estimador minimax ou

estimador de Chebyshev,

(

k
Min, PWaX | y. - Z X Gj' . {(4.3)

geR 1€iSn Yo

4.2.1 Existéncia e Unicidade dos Estimadores Norma Lp

Para cada vetor 6 que minimiza a func83o objetivo, W(0),

existe um vetor v = X 0. Todos os vetores y assim definidos formam um
conjunto que denotaremos por PG(y). Dado que a matriz X é de posto
completo, o vetor 0 € unicamente determinado para cada vetor y € PG(y).

Os vetores x,, X .. X ¥y e ¥ sdo elementos do espago vetorial

2’ %’

norma L p*

Seja G o conjunto de todos os vetores que s3o combina¢les

iineares dos vetores Xpo Xy vves Xpo isto e,

Xy Gi € R, j= 1.2,....k}

G:{gELp:g:91X1+82x2+...+6

& um subespa¢o linear do espato Lp gerado pelos vetores Xis Xonenen X

L
Logo, os vetores v sdo aqueles que satisfacem:

Min y-gfl=)vy-vy1. (4.4)
gEG

definindo Pg(y) formalmente temos
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O N R A PRy } (4.5
g€

0 subespac¢o linear G é de dimens8o finita.

Precisamos agora garantir que o conjunto PG(y) seja nio
vazio, isto &, que exista no minimo uma solu¢do para o problema de
otimiza¢8o. Cheney (1966} demostrou gue dado um espaco linear normado,
existe pelo menos um ponto com disténcia minima a partir do ponto
fixado. Baseados neste resultado podemos dizer que no espag¢o normado
Lp existe no minimo um vetor y € PG(y), isto &, existe pelo menos uma
estimativa norma Lp para © conjunto de dados. O teorema a seguir

apresenta os valores de p para os guails PG(y) tem apenas um elemento.

TEOREMA 4.2.1

Seja G um subespaco linear do espato norma Lp, 1 <p < w®,

entdo existe exatamente um elemento y em PG(y).

PROVA

A prova do teorema baseia-se no fato de gue os espacos

lineares com norma Lp, 1<p<®, s3p estritamente convexos (Definiclo A7).

A ~

Suponhamos que v e y' € PG(y). Logo, pela defini¢fo de PG(y)

{expressdo 4.5), temos

Min |y-gl=10y-vy1.
866

c
Min ly-gl=1v-31
BEG

Se
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d=lly-vyll=1vy-v1I,

ent3o, pela desigualdade triangular temos

- ” 1 - i T
Sslly-ty+yi2zlls—=ly-vl+—=1vy-vl=5
Logo, pela convexidade estrita, existe aigum z € Lp tal que
y-y=az € y -y = Bz
Mas dado gque
Fy-yl=1v-v1,
entdo
o = ;a,BEEIf,
Portanto,
v= oy .

O tecrema 4.2.1 nH#o se aplica parap=1e p = ®, pois 0§ es-
pacos lineares L1 e L ndo sdo estritamente convexos.
4.2.2 Representacdo Geométrica dos Estimadores Norma Lp

Para facilitar as interpreta¢des, usaremos o modelo linear

com duas varidveis independentes e trés observagtes
-“‘_' . = - & . I: 2
G {g i g 81X1 + 82x2 ; Qi R; i 1,~}.
As figuras 4.2.1 e 4.2.2 representam as bolas associadas aos

estimadores de minimos quadrados e minimo valor absoluto,

respectivamente.
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/)

Figura 4.2.1 0 espaco L2 e o conjunto de todos os vetores com

distlncia r partinde do vetor y.

Consideremos todos os vetores que est3o a uma certa distincia

3 . .
r do vetor y € R™. Estamos entdo considerando no espaco L2 o conjunto

z Yt/2

¢ qual forma uma esfera com centro em y € R3 e raio r., Para um raio
suficientemente grande, a esfera toca o plano g € G. Quando n > 3
o subespaco G serd formado por hiperplanos & o conjunto de vetores com
distincia 1 do vetor ¥ serd uma hiperesfera. Para um raio
suficientemente grande a hiperesfera toca o hiperplano g € @ mais
proximo em apenas um ponto. Este ponto tangente corresponde a y = X a,

Logo, sempre existe uma Unica estimativa norma L2.
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ESPACO L1

Figura 4.2.2 0 espago L1 e 0 conjunto de todos os vetores com

distancia r partindo do vetor ¥.

0 conjunto de pontos que estdo a uma certa distincia 1T a

partir do vetor y, segundo a métrica L1 & dado por

3
s €L : - = .
SN
j=1

Este conjunto tem a forma de um rombdide com centro em y € r? e com
diagonais de comprimento 2r paralelas aos eixos de coordenadas. Para
suficientemente grande, o rombéide toca o plano g € . Em consequéncia,
estd garantida a existéncia de no minimo uma estimativa norma Li. 0
romboide e o plano g € G podem interceptar-se em um Umico ponto ou em
uma aresta, ou em uma face do rombdide. Logo, as estimativas ndo

necessariamente sfo Unicas.
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A figura 4.2.3 mostra as caracteristicas da bola associada ao

estimador de Chebyshev,

3 ESPACO L
w

Figura 4.2.3 O espaco Lm e o conjunto de todos os vetores com

distancia r partindo do vetor y.

0 conjunto dos vetores que estdo a uma distincia r do vetor

3 s .
v € R™, segundo a métrica L,» serd dado por

os mesmos formam um cubo com centro em y € R* ¢ lados de compr imento
2r, paralelos aos eixos coordenados. Como no caso dos estimadores norma
L, a existéncia de no minimo uma solucfo esta garantida, porém nHo se
garante a unicidade.
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4.3 RELACAO DOS ESTIMADORES NORMA LP’ M-ESTIMADORES E DE MAXIMA
VEROSSIMILHANCA

Huber (1964) e outros propuseram uma clase geral de estimado-
res denominados M-estimadores, os quais foram posteriormente generali-

zados para modelos de regressd3o linear miltipla..

0 M-estimador de regressdo foi definido come aquele vetor ©

gue minimiza a funcdo

k
- x 0. o <k
Zp tyi —j= X5 J_J, ) € R, (4.6)

A funclio p(t) é escolhida convenientemente com o objetivo de minimizar
a importancia dos residuos grandes. Em geral, pede-se que p seja nfo
negativa, simétrica, convexa e que pP{t)—» gquando t——®., Se

considerarmos as fun¢fes p que sfo derivaveis teremos p’(t) = @(t).

As estimativas serfo obtidas resolvendo o sistema de equagles

n

k
Z v {yi -) X, 63] = 0. (4.7)
1 3=1

i=

Se definirmos p(t) = =-log f(t), onde f{t) €& funcdo densidade dos
erros, gi’ obtemos o estimador de maxima verossimilhanc¢a do vetor de
parametros 0. Se p{t} = t? temos que os estimadores norma Lp sdo
M-estimadores. Podemos entfo concluir que, os estimadores de maxima
verossimilhanta e norma Lp sdo subconjuntos da classe dos
M-estimadores. Interessa-nos agora, saber se existe intersecdo entre
estes dois subconjuntos. A seguir, verificaremos que para uma certa
familia de distribuigfes de probabilidade, os estimadores de mAxima

verossimilhanca e norma Lp coincidem.
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Turner {1960) considerou a seguinte familia de func¢les de

densidade de probabilidade

Y ly - o1¥
fly) = —— exp <{- —"""'i"-"'—' s {4.8)
28T (1/7) o

paray € R; 8 € Ry 6 > 0; v > 0; I'(.) denota a funcio Gamma. Mudando o
valor de ¥ em (4.8} obtém-se diferentes funcles de densidade de

probabilidade., Por exemplo, se ;

i) ¥ =1, temos a distribuic8io de Laplace ou exponencial dupla.
1 ly - @l
f(y) = EXp 4=~ — 73 yeR 8€R; 6>0. (4.9)
26 &
ii) Y =2, adistribuicfo é normal com esperanca 8 e variincia 62/2.
1 Y‘G}z
f{y) = exp - ——5— ¢ veR; 0eR; &> 0. (4.10)
A S

iii) ¥ —», no limite a distribuicdo & uniforme.

tHy) = —, ly - 61 <. (4.11)

A func3o de verossimilhanCa para uma amostra aleatoria 1.i.d.

de tamanho n. com funcfo de densidade f dada em {4.8) sera

£(6, & y) = In 3" - ln 26 T(1/y) - LE iy - e,
s¥ &1 !

0 estimador de maxima verossimilhanta de 6 seri aguele vetor 6 gue

minimiza

ly - IR
ig1
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No caso da distribuicfo uniforme (y—®), o estimador de maxima vero-

ssimilhanca sera

n

6 = Lim ly. - ol
y—® i=1 '

ou

8 = Max Iyi - 0!,
0%isn
Voltando ao modelo de regress@o linear temos que os
estimadores de maxima verossimilhanta e norma Lp sdo equivalentes
quando a componente & do modelo (1.1) € uma variavel aleatdria cuja

distribuc8o corresponde a um dos membros da familia (4.8).

No modelo de posicdo, Y = @ + 8, a estimativa norma L1 de 6 &
a mediana amostral, e as estimativas norma L2 e L sdo a média
aritmética e a amplitude média, respectivamente. Lembrando que a média
aritmética é sensivel a presenca de dados discrepantes, enquanto que a
mediana amostral € resistente a essas observa¢les, segue que, o
estimador norma L, ¢ preferivel quando a distribuicldo dos residuos tem
caudas longas. Por outro lado, quando a distribuicfo dos residuos tem
extremos bem definidos, como a distribuicdo uniforme, & de se esperar
que o estimador L, o qual & mais sensivel a residuos grandes do que a

norma Li, seja o adequado.

4.4 CONSTRUGAO DE ESTIMADORES COM PONTO DE RUPTURA MAXIMO

Das propriedades dos estimadores de regressdo norma Lp, vimos
gue estes estimadores ndo sdo resistentes a pontos de alavanca. A
geometria da bola associada a estes estimadores nos fornece a
explicacdo deste fato. As bolas associadas aos estimadores norma Lp sdo

limitadas tornando-~as muito sensiveis a mudan¢as nos dados. Isso se
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reflete no baixo ponto de ruptura dos estimadores norma Lp.

Nosso interesse agora ¢ mudar a geometria das bolas
associadas aos estimadores norma Lp, afim de que admitam uma certa
porcentagem de observacbes discrepantes sem alterar demasiadamente o
valor da estima¢do, ou seja, pretendemos construir estimadores com

ponto de ruptura o mais alto quanto possivel.

para mudarmeos a Torma geométrica das bolas associadas aos
estimadores norma Lp, podemos dividir o conjunto de pontos no espaco Lp
em duas partes: a primeira com residuos que chamaremos de "pequenos”,
que correspondem aos pontos localizados perto do hiperplano ajustado. e
a outra com residuos "grandes", ou seja, aqueles pontos gue se afastam
do hiperplano ajustado. A classificac#o dos residuos como "pequenos” ou
"erandes” depende do ponto de ruptura desejadc e do nimero de dados.
Por exemplo, se desejamos um estimador com ponto de ruptura de 20% e
temos 5 observacGes classificaremos 4 observacfes com os residuos

"pequenos” e uma com o residuo "grande".

Outro aspecto que devemos levar em considera¢ido na construcio
dos estimadores com alto ponto de ruptura @ que a funcio objetivo a ser
utilizada proporcione separacio total dos dados, isto &, o)
subconjunto de dados com residuos 'pequenos"” deve estar bem
identificado. Aplicaremos um dos estimadores norma Lp sobre o conjunto
de dados com residuos 'pequenos'" para obtermos as estimativas e os

residuos.

Resumindo, os passos para construirmos estimadores com alto

ponto de ruptura sdo os seguintes:
¢ Selecionar o ponto de ruptura desejado, (E* < (.50},

¢ Definir um critério de divisdo dos dados em funcio do ponto de
ruptura desejado, de modo que possamos identificar claramente um

grupo de residuos "pequenos” e outro de "grandes".

¢ Estimar o vetor de pardmetiros 6 aplicando um funcional previamente
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selecionado sobre o conjunto de dados com residuos "peguenos”. O

funcional neste caso serd uma norma Lp, p=z1.

0O ponto de ruptura pretendido nfo & sempre atingido na

pratica, mas podemos conseguir valores muito proximos aos desejados.
4.4,1 Exemplos de Estimadores com Alto Ponto de Ruptura
0s estimadores que apresentaremos a seguir foram construidos
seguindo os trés passos antes mencionados.
a) Estimador de Minima Mediana dos Quadrados dos Residuos (LMS)
Rousseeuw (1984) propds o estimador denominade "estimador de

minima mediana dos gquadrados dos residuos” (IMS), que tem ponto de

ruptura 50%. Este estimador foi defipido como o vetor O que minimiza

W(8) = Mediana [ei)z_ 8 e R (4.13)
1€iZn :
ou seja,
€ = Min Mediana [ei)z. 0 e R (4.14)
8 1£i<n ’

Onde a mediana & definida como a estatistica de ordem [(n/2] + 1 dos
residuos e? = [yi - xie)z: i=1,2,...,n. Podemos melhorar o ponto de
ruptura do estimador (4.14) considerande a q-ésima estatistica de ordem

dos quadrados dos residucs. Assim

6 = Min ez 3 0 c Rf {4.15)

8 g:n

onde q = [n/2] + [(k+1)/2]. Tanto em (4.14) guanto em (4.15) o estima~
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dor tem ponto de ruptura assintético 50%. porém em amostras finitas o

ponto de ruptura de (4.13) é ligeiramente malior.

A formalacdo (4.15) é equivalente a

8 = Min Maximo e?_ : 0°¢ R. (4.16)
g 1€i<q

Na expressdo (4.16) observamos claramente que o estimador LMS formulado
em (4.,i5) & um membro da familia de estimadores com alto ponto de
ruptura. construido aplicando a norma do maximo sobre o conjunto de
residuos "pequenos”. O critério de divisfo dos residucs em "grandes e
"pequenos” é dado pela g-ésima estatistica de ordem dos quadrados dos

residuos do ajuste.

A formulacfo do problema de estimacdo LMS de (4.14) como um
problema de estimac¢do minimax (ou de Chebyshev) foi de grande utilidade
pois facilitou a busca de algoritmos exatos para resolver o problema de

otimizacdo.

A figura 4.4.1 apresenta a geometria da bola associada ao

- . . 32
estimador LMS. A representa¢io é feita no espaco R e

G = {g g = 31X1 + szz : 91 e R 1=1,2}.

A caracteristica mais notavel da bola no grafico 4.4.! € que
a mesma possui contornos que se extendem ao longo dos eixos até o
infinito. Assim. por exemplo, os pontos (0,0,%) e (0.,0,0) estdo a uma
distdncia zero do centro e encontram-se dentro da bola LMS. Isto mostra
gue, pontos gque estfo proximos, de acordo com a métrica assocciada ao

estimador LMS, podem estar muito longe sob métricas convexas limitadas.
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Figura 4.4.1 Geometria da bola associada ao estimador LMS,

A figura 4.4.2 apresenta uma vigdo bidimensional da bola

associada ao estimador IMS, considerando a interse¢3o da bela no
3 . . . )

espaco R com um plano bidimensional passando pela origem e sendo

paralela a um eixo.
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Figura 4.4.2 Intersecd3o da bola associada ao estimador LMS e um plano

que passa pela origem e que € paralela a um eixo.

Geometricamente, a solu¢ldo IMS corresponde a encontrar a
faixa mais estreita, que cobre pelo menos a metade das observagbes. A
amplitude dessa faixa € medida na direcdo vertical e, espera-se que
pelo menos h = [n/2] + L(k+1)/2] + 1 pontos estejam nela contidos. O
estimador serd robusto no sentido de resisténcia a observacoes
discrepantes sempre que pelo menos 50% das observac¢les estejam entre os
dois hiperplanos, X8 = p, onde p € a amplitude da Taixa.

0 estimador LMS tem as propriedades de equivariincia sob
transforma¢des lineares na  resposta {de regressio), e sob
transforma¢des afins na matriz do modelo. Além disso, tem © maior ponto

de ruptura entre todos os estimadores equivariantes de regressio.

Como o estimador LMS € gerado pela norma de Chebyshev, esta
garantido gue existe pelo menos uma estimativa, porém, esta pode nfo

ser Unica.
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Um resultado interessante que mostra que o ponto de ruptura
do estimador LMS converge assintOticamente para 1/2 é dado pelo teorema

seguinte.

TEOREMA 4.4.1 (Rousseeuw e Leroy (1987}, pp. 118-120)

Se k » 1, e as observagoes estfo em posigdo geral (Def. A9),

entdo o ponto de ruptura do estimador LMS é

g:(t, Z) = {[n/2]-k+2)/n. (4.17)

O teorema seguinte mostra que sob certas condi¢des existe um
hiperplano que interpola um subconjunto de observacles que estdo em

‘posicdo geral.

TEOREMA 4.4.2 ({(Rousseeuw e Leroy (1987}, pp. 122-123)

Se k » 1, e existe O tal que pelo menos n-[n/2]+k-1 das
observa¢¥es satisfacam exatamente o modelo (1.1) além disso, os dados
estdo em posicdo geral, entfo, a solucdo IMS é igual a 9, quaisquer que

sejam as outras observagles.

Observagdo.— Este estimador nfio € eficiente, mas como estamos
interessados em metodos exploratdrios para deteccdo de observacOes
atipicas, esta caracteristica do estimador IMS n3o ¢ muito importante
em nosso estudo.

b) Estimador de Minima Soma dos Quadrados dos Residuos Aparados (LTS}.

Rousseeuw e Leroy (1987), propuseram um estimador denominado

Estimador de Minima Soma Aparada dos guadrados dos Residuos (LTS},
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definido como

[+
~ 2 v
0 = Min Z [‘%J : o€ R, (4.18)
8
i=1

onde e, = [yi —xiGJ, e q = {n/2] + [(k+1}/n]}. Este estimador tem ponto

de ruptura 1/2 e é obtido utilizando o seguinte critério de divisHo:
. Obter a g-ésima estatistica de ordem dos residucs.

. _ ; , . 2
Considerar comdo "peguenos” os residuos menores o iguais a € in

0 funcional € dado pela norma Lz’ isto &, o estimador com

) k L
ponto de ruptura 1/2 € dado por aquele valor de 6 € R° que minimiza a
soma de gquadrados dos residuos, calculado sobre o conjunto de dados com

residuos "pequenos”.

Na figura 4.4.3 observamos que a geometria da bola associada
a0 estimador LTS, € similar a4 correspondente ao estimador IMS sendo que

seus contornos ndo sido guadrados mais sim tubos circulares.

Este estimador € mais eficiente do que o estimador IMS, além

, . e 1/2
disso, tem convergéncia assintética de ordem O[n ] a uma
distribuicdo normal. No entanto, ele € computacionalmente mais lento do
gue o estimador IMS, tornando-o pouco utilizado como método

exploratdrio.



S

Figura 4.4.3 Geometria da bola associada ao estimador LTS.

4.5 SUMARIO

Resumindo os resultados deste capitulo temos:

¢ Os estimadores de regressdo norma Lp sdo Otimos, se a distribucdo de
& no modelo de regressio (1.1) & um membro da familia de distribui-

¢Oes definidas em (4.8).

¢ 0O estimador norma Ll é robusto com respeito as observagfes discre-
pantes, porem ele é muito afetado pelos pontos de alavanca. Ja o
estimador de minimos quadrados & afetado tanto pelas observacdes

discrepantes na resposta quanto pelos pontos de alavanca.
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¢ A falta de robustez dos estimadores norma Lp deve-se ao fato de que

as bolas associadas a estes estimadores s3o limitadas.

¢ Os estimadores com alto ponto de ruptura s3o construidos modificando
a geometria das bolas associadas aos estimadores norma Lp,
fazendo-as ndo limitadas. Estes estimadores nio provocam o efeito de
mascaramento, portanto, os diagndsticos serfo mais confiaveis do que

aqueles produzidos pelo estimador de minimos quadrados.

. 0 estimador IMS € o mais conhecido membro desta familia de
estimadores com alto ponto de ruptura. Os residuos do ajuste calcu-
lados empregando este estimador s83o utilizados para detectar

observacBes discrepantes da regressio.

No capitulo seguinte estudaremos métodos de identificac¢Bo de

observag®es discrepantes na matriz do modelo.
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CAPITULO 5

ELIPSOIDE DE VOLUME MINIMO E SUA UTILIZACAO NA IDENTIFICACAO
DE DADOS DISCREPANTES

5.1 INTRODUCAC

0 problema de identificacdo de observacfes discrepantes,
quando ccorre o problema de mascaramento, foi resolvido apenas em parte
no capitulo anterior. Os estimadores de regress3oc com alto ponto de
ruptura identificam observa¢des que s3o discrepantes, porém nio
fornecem gualquer informa¢fo com respeito ao motivo da discrepancia, ou
seja, se a mesma € devida A resposta. as varidveis regressoras ou
ambas. Neste capitulo apresentaremos métodos de detectdo de pontos de

alavanca que ndo sofrem o efeito de mascaramento.

Considerando que a matriz do modelo, X, esta formada por n
vetores linhas de dimensfo k, a busca de métodos robustos para
identificar pontos de alavanca sera tratada no contexto da analise

multivariada de dados.

A necessidade de caracterizar um ponto discrepante no espaco

das variaveis regressoras levou-nos ao emprego de métodos de
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sub-ordenamento dos pontos através de uma medida de distincia a qual
nos diz o qudo longe encontra-se um ponto do seu centroide., consideran-
do, a dispers3o do conjunto total de pontos no espaCo das variaveis
regressoras. Quando os parfmetros de posicdo e dispersdo necessarios
para obtermos a distdncia sdo estimados pela média e covariincia
amostrais, a distancia assim definida € chamada de distincia de

Mahalanobis.

Na seclo 2 verificaremos que a distlncia de Mahalanobis de um
vetor pertencente 3 matriz do modelo, ¢ uma {fun¢fo mondtona crescente
do elemento correspondente da diagonal da matriz de projecdo. Esta
relacdo explica a vulnerabilidade dos elementos da diagonal da matriz
de projecdo quando o conjunto de dados apresenta miltiplas observacoes

discrepantes.

Na sec3p 3, apresentaremos estimadores robustos para os
par3metros de posicdo e dispersdo do elipstide de volume minimo gque tem
ponto de ruptura 30%, consequentemente a medida de disti3ncia obtida a

partir desses estimadores seri robusta.

Finalmente, na seCdo 4 daremos um método de diagnodosticos de
observactes discrepantes que consiste em um grafico bidimensional
relacionando &s disti3ncias robustas e os residuos do ajuste, obtidos
empregando um dos estimadores de regressdo com alto ponto de ruptura

propostos no capitulo 4.

5.2 IDENTIFICAGAO DE OBSERVACOES DISCREPANTES EM CONJUNTOS DE DADOS
MULTIVARIADOS

No casc univariado, caracterizamos uma observacdo discrepante
como uma cbservacfo extrema que estd notoriamente distante da massa de
dados. percebendo-se a discrepancia por simples inspecdo. Em conjuntos

de dados bivariados ainda podemos identificar estas observagdes com

56



ajuda dos graficos de dispers3o. Porém. em dimensdes maiores do que 2 a
deteccHo de observacdes discrepantes é mais complicada e precisamos de

metodos mais elaborados para identifica-las.

A idéia de observacio extrema utilizada na caracterizacio de
observacOes discrepantes univariadas surge naturaimente de algum tipo
de "ordenamento" dos dados, mas na analise muitivariada ndo existe uma
tnica forma de ordenamento a qual seja clara e definida. O miximo que
podemos fazer é estabelecer um tipo de sub-ordenamento. Uma forma de
sub-ordenamento muito usada na identificac8io de observa¢tes que se
afastam da massa de dados. consiste em empregar alsuma medida de

distancia univariada, tal como

t
—— - —1 —_—
D {x; X I‘] = [x Xo] I [x Xo] . (5.1)

onde X, representa um parlmetro de posig3o, e I' estd relacionado com a

dispersio dos dados.

Suponhamos que o conjunto de dados X = Xyo Xye oees X ps

x, € R", corresponde & uma amostra aleatdéria de uma distribuicdo normai
multivariada com parimetros média e variidncia M. € Ekxk respectiva-
mente. Neste caso os estimadores consistentes nfHo viciados de minima
varifincia que empregaremos para estimar U e 2 serdo a media de varifn-

cia amostrais dados por

n
X = - x x (5.2)
- 1’ LS k -

=

1 -\ -
C = — [x, —x} [x, -XJ, {5.3)
n-1 i i

i=1

respectivamente. A disténcia de Mahalanobis (MDi) ¢ dado por
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t
MD = {xi - i} ¢t {xi - i] , i=1,2,...,n. (5.4}

Estas distincias té&m distribuic83o chi-quadrado com k graus de
liberdade. Para decidirmos se uma observaci3o encontra-se afastada da
massa dos dados, comparamos sua distadncia de Mahalanobis com um quantil
da distribui¢io xi previamente fixado. Por exemplo, se escolhermos o
guantil 95% podemos esperar que somente 5% dos dados que provém de uma

distribui¢do normal multivariada estejam fora do elipsdide

t
[xi - f{J ¢t [xi - :EJ < b, (5.5)

onde b € o quantil 95%. Esses 5% das observacfes podem ser vistos como

discrepantes.

Notemos que tanto o elipsdide (5.5) guanto o chamado contorno
das variaveis regressoras definido na expressido (3.9) utilizam somente
a matriz do modelo em sua construicHo. A seguir mostraremos a relacio
existente entre a distadncia de Mahalanobis e os elementos da diagonal
da matriz H, isto €, mostraremos a relaclo entre os elipsdides

definidos nas expressdes (3.9) e (5.5).
Consideremos um modelo linear com intercepto
= 5
Y 80 + 81X1 + ...+ kak + &. {5.6)

A matriz do modelo pode ser escrita como

an(k+1) = [1nx1 ank}'

. n . .
onde 1 & um vetor coluna de uns; V =[X,.....X, |, X €R & a matriz
nxl nxk 1 k i

de observacfes correspondente 2s k varidveis regressoras. A matriz de
desvios das observacBes contidas nas linhas de V com relacHo a sua

media aritmética a qual denotaremos por ¥, é dada por
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nxk nxk nx1 1xk’

‘onde

¥ =

Seja 2 a i~ésima linha da matriz ¥, logo podemos escrever o

i-ésimo elemento da diagonal da matriz de projecdo, H, como

:_+@i($t$) et (5.5)

Multiplicando e dividindo por n-1 no segundo termos da direita de (5.5)

obtemos

1 1 AR
h  =—+ — & [ —— ﬁj & {(5.6)
ii n n-1 i
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TIPS S SV (5.7)
ii 1 n-1 i

Tem sido amplamente comprovado que a média e variincia

amostrais tem ponto de ruptura zero, isto €, uma Unica observacCio
discrepante deslioca a média, atraindo-a e aumenta a variincia.
Consequentemente, os elipsdides (3.9) e (5.3) também serdo deslocados e
aumentados para aproximar-se dessa observacdo discrepante. Se o
conjunte de dados contém miltiplas observacdes discrepantes, pode
acontecer que estas sejam mascaradas, apresentando assim distincias de
Mahalanobis relativamente peguenas ou pelo menos ndo notoriamente
grandes. Concluindo, tanto a dist@ncia de Mahalanobis guanto os
elementos da diagonal da matriz H s9o {teis para identificacio de
observa¢des discrepantes individuais, porém na presenca de miltiplas
observactes discrepantes sofrem o efeito de mascaramento. O baixo ponto
de ruptura da distlncia de Mahalanobis, devido ao emprego da média e
covarifncia amostrais, torna necessaria a busca de estimadores robustos

dos parametros X, e I' da disténcia definida em (5.1).

Estamos interessados em estimadores robustos que nio
provoquem ¢ efeito de mascaramento mais que mantenham as propriedades
de equivarifncia sob transformac®es afins, possuidas pela média e
covaridncia amostrais. Para atender 3 primeira condi¢Ho empregaremos
estimadores com alto ponto de ruptura. Encontrar, contudo, estimadores
que além disso sejam equivariantes sob transforma¢des afins ndo é uma
tarefa facil. Sahel (1981) e Donoho (1982}, independentemente,
propuseram os primeiros estimadores multivariados com ponto de ruptura
alto equivariantes sob transformagfes afins. Outro estimador que reune
as duas condi¢Ses € obtido através do elipsdide de volume minimo que

apresentaremos a seguir.

5.3 ELIPSOIDE DE VOLUME MINIMO
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Rousseeuw (1985), propds o estimador elipsdide de volume
minimo (MVE) e provou gue este € equivariante sob transformactes afins

e possui ponto de ruptura 50%.

DEFINICAO 5.4.1

. k ..
Seja X = {xl, Koo vens xn}, X, € R, n =z k+l. Definimos o

estimador elips®ide de volume minimo como o par (t,C), onde t € Rk,
C < PDS8(k) tal que

Min det(C),
Sujeito a:
-1 t
#{1 [x—t}C [xi—t} Eb}zq. (5.8)
Det(,) denota o determinante, a constante b serda discutida mais

adiante, t = tn(X} e C = Cn(X) determinam o centréide e a estrutura de
covarilncias do elipstide de volume minimo cobrindo pelo menos g dados,
onde q = [(n+k+1}/2]. O escalar b é fixado e ndo tem influéncia no

calculo de t, mas € muito importante na determinacfo da magnitude de C.

Se b é escolhido no dominio de uma distribuicfo de probabili-
de do tipo eliptica, obteremos estimadores consistentes de X, € I'. Sob
a suposic¢io de que o conjunto de dados provém de uma distribuicdo

normal com par3metros [ € Rk e L € PDS(k}, b serd obtido a partir de
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t
Como a variavel aleatdria {xi - ] 5! [ii - u] tem distribuicio xi s

segue gque b corresponde a um percentil da distribuic¢fo chi-quadrado com

k graus de liberdade, cobrindo no maximo 50% da area total da curva.

Se cada subconjunto de g observacfes de X contem pelo menos
k+! observacles em posi¢3o geral, entfo existe no minimo uma solucHo
{(t,C} para o problema de minimizacdo da definic83o 5.3.1., Mesmo que
algum subconjunto de g observacfes esteja contideo em um hiperplanc de
dimensdo menor. pode-se ainda definir t € R* como o centro do elipsédide
de volume minimo, dentro deste hiperplano, cobrindo pelo menos g

observacoes,
5.3.1 Ponto de Ruptura do Estimador Elipsdéide de Volume Minimo

Rousseeuw (1985) mostrou que o ponto de ruptura do estimador
MVE é ([n/2] - k + 1)/n, sempre que na restriclo {5.8) da detfinicHo
3.3.1 tenhamos q = [n/2] + 1. Posteriormente, Davies (1987) e Lopunhaa
e Rousseeuw {1991) propuseram uma forma de melhorar o ponto de ruptura
deste estimador fazendo que o mesmo alcancasse o limite superior para
estimadores de dispersfo equivariantes apresentado no teorema 2.4.1. A
modificacido consiste em introduzir o nlmero de regressores, k , na
expressido de q. Assim o ponto de ruptura dos estimadores de covariincia
equivariantes serd mo mdximo [{n-k+1}/2}/n (Davies (1987}). Entretanto,
os estimadores de posicdo podem ter um limite superior maior do que
[(n-k+1}/21/n. Tanto o estimador de posiclo quanto o de dispersdo os
quais contituem o estimador elips6ide de volume minimo, alcancim este

ponto de ruptura como veremos no teorema seguinte.

TEOREMA 5.4.1
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Seja X = {Xj, s wens Xn}, um conjuntoc de n z k+! pontos,

onde X, € R, ¢ X estda em posicHo geral. sejam tn e Cn estimadores

elipsbide de volume minimo de posicio e dispersio.

i) Se k=1
n+1
2
* - —_—
£ (tn, X) = 0 {5.9)
e
_n
2
*
£ (Cn, X) = 0
ii) Quando k = 2
n-k+1
2
ke *
£ (tn, X) =€ (Cn, X} = - {5.10)

PROVA (Ver Lopunhad e Rousseeuw {(1991)).

5.4 DIAGNOSTICOS DE OBSERVACOES DISCREPANTES BASEADOS EM METODOS
ROBUSTOS

Un método para diagndsticar observacfes discrepantes,
frequentemente usado na anfdlise de regressio pelo método de minimos
quadrados, consiste em construir graficos de residuos do ajuste versus
os elementos da diagonal da matriz de projecdo. ou estes mesmos
residuos versus as distincias de Mahalanobis ou, simplesmente, os
residucs versus os Indices das observacfes. Estes graficos podem também
ser construldos relacionande as dist@ncias robustas e os residuos do

ajuste, calculados utilizando os estimadores de regressio robustos
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descritos no capitulo anterior. Os graficos assim construldos serdo
mais ilustrativos do que a andlise dos residuos e as distancias separa-
damente, dado gue estes combinam a informacZo das observactes discre-
pantes da regressdo com 05 pontos de alavanca., possibilitando que
estruturas ndo necessariamente reveladas pelo método de wminimos

quadrados sejam descobertas.

A seguir descreveremos 0©0s passos para a construicdo e

interpretacdo destes graficos de diagnOsticos de regressdo.

I} Estimar os parametros do modelo utilizando um estimador com alto

ponto de ruptura. O estimador mais comumente usado ¢ o LMS,

2} Obter os residuos do ajuste

i T (yi - yLMSJ'

3) Calcular uma estimativa de dispersdo dos erros. Por eXemplo, se
usarmos © estimador de regressfo IMS, o estimador Trobusto de

dispersdo sera

R 2
s = Mediana (y_ -y )- (3.13}
12i%n ! LMS

Rousseeuw e Leroy (1987) propuseram calcular estimativas robustas
da dispersio efetuando os seguintes calculos:
i) Obter a estimativa de dispersfc inicial

o 3 2
5 = (1.4826)[1 il ] S,

n-k-1

finitas e o valor 1.4826 ¢ igual ao quantil 75% de uma distri-

2
A expressio [1 + } & um fator de correcdo para amostras

buicdo normal. Este Uitimo fator & empregado para a obtencHo

de estimativas consistentes.
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1)

8)

corte o quantil Xi
,

ii) Obter pesos para cada uma das observa¢les, isto &, calcular

1 se [ei/so) <2.5

0 caso contrario.

W=

iii} O estimador de escala final sera

. v 172
n
S e
1 1
s _ izl
LMS n
E Vi 7P
. i=1 J
0 estimador 5 wo tem ponto de ruptura 50%. ou seja, Simsg ndo

tende a zero nem a infinito para menos de 50% de contaminacio.

Padronizar os residuos

% €y
e = ; i=1,2,...,n.

SLMS

Determinar um ponto de corte para decidir quando um residuo
padronizado pode ser considerado discrepante. Rousseeuw e Leroy

(1987) sugerem o uso dos pontos -2.5 e 2.5.

Calcular as estimativas robustas dos pardmetros de posicdo e

dispersdo k - variados, (X0 'y,

. A z
Determinar as distancias robustas, RDi, empregando a expressdo
(5.1).

Fixar o ponto de corte para decidir quando uma distlncia sera

considerado grande. Um critério poderia ser considerar como ponto de

.975°
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Observa¢do.- Os pontos de corte tanto no passo {3) quanto no passo (8)

sdo arbitrarios. O pesquisador €& quem decide guando um residuo
padronizado ou uma distdncia podem ser considerados como sendo

grandes.

A figura 5.4.1 ilustra os diferentes tipos de observacdes que

podem ocorrer em um conjunto de dados

X
€ B D
R - [ S, fmnm s m e
A C
a :
l
A i C
_2_5 .......................................  msmamm e umamrmam—— e wrn
B D
2
% RD
k,.975 i

Figura 5.4.1 Possiveis tipos de observacdes em um conjunto de dados re-

tacionados segundo o modelo de regressio linear Miltipla.

A} Observacfes regulares apresentam residuos padronizados e disténcias

robustas pequenas.

B) Observa¢fes discrepantes da regressido apresentam residuos grandes e

distdncias pequenas.

C) Pontos de alavanca "bons" possuem distancias robustas grandes, mas

os residuos robustos ndo notaveis.

D)} Pontos de alavanca "ruins" apresentam residuos e distincias robustas

grandes.
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5.5 SUMARIO

Um resumo deste capitulo @ o seguinte:

Os eleemtos da diagonal da matriz de projecd3o estd funcionalmente

relacionados com as distidncias de Mahalanobis.

A distancia de Mahalanobis, tradicionalmente usada como método de
subo-rdenamento de conjuntos de dados multivariados, & afetado pelo
efeito de mascaramento. Consequentemente, os elementos da diagonal

da matriz de projec¢d3o o mesmo problema.

DistAncias robustas podem ser calculados utilizando estimadores

robustos dos pardmetros de posicio e dispersdo da expressio (5.1).

0 estimador elipsdide de volume minimo (MVE), € um exemplo de
estimador com ponto de ruptura maximo., que € usado conjuntamente com
o0 estimador de regressdo LMS para fazer diagndsticos de observagles

discrepantes.

No capitulo seguinte apresentaremos alguns algoritmos que s3o

usados para calcular as distincias e residuos robustos.



CAPITULO &

ALGORITMOS DE REAMOSTRAGEM BASEADOS EM CONJUNTOS ELEMENTARES

5.1 INTRODUGAO

A estimacdo de parimetros no modelo de regressf3o linear
multipla ou no modelo de posicdo multivariado correspondem, na pratica,
2 obten¢do da solucdo de um problema de minimizacdo de certa funcdo,
W{6), que envolve os residuos do ajuste. A solucdo deste problema pode
ser obtida por métedos analiticos, quando a fun¢do objetivo € convexa,
continua, e diferencidvel como no caso da estimacdo de minimos
guadrados. Se a func3c é ndo diferencidvel ainda podemos resolver o

problema empregando métodos iterativos.

Infelizmente, as funcdes objetivo associadas aos estimadores
com alto ponto de ruptura s8o ndo convexas e tém miltiplos minimos
locais. Além disso. na maioria dos casos, elas sdo ndo diferenciaveis,

portanto em geral, os métodos usuais de otimizaCdo falham.

Neste capitulo mencionaremos brevemente o0s diferentes
algoritmos propostos para resolver o problema de estimacdc com alto

ponto de ruptura.
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Na secdo 6.2, apresentaremos o método de reamostragem de
conjuntos elementares., que tem servido de base para o desenvolvimento
de uma grande quantidade de algoritmos orientados 2 estimacHo gquando a

funcdo objetivo apresenta os problemas antes mencionados.

Nas secles 6.4.1 e 6.4.2, apresentaremos oS Programas
computacionais PROGRESS e MINVOL para estimacdo IMS e MVE,
respectivamente., Estes programas baseiam-se nos algoritmos a serem

apresentados nas seCles 6.3.1 e 6.3.2.

Qutro algoritmo que foil desenvolvido especificamente para
estima¢do IMS, e que wutiliza a estima¢do de Chebyshev além dos
conjuntos elementares, foi proposto por Stromberg (1991). Este
algoritmo, que apresentaremos na secdo 6.4.3, foi o primeiro a

proporcionar uma solucdo exata para o problema de estimacdo LMS.

0 algoritmo que apresentaremos na seC8o 6.4.4, foi desenvol-
vido por Hawkins (1993, (a)) introduzendo uma melhora no algoritmo
exato de Stromberg no sentido que permite examinar um nimero razoavel-
mente maior de conjuntos elementares do que o algoritmo de Stromberg e
também produz solucgdes exatas, Este algoritmo serviu de base para o
desenvolvimento do programa computacional FSA (Feasible Set Algorithm)

Para estimacdo LMS, MVE e LTS.

6.2 CONJUNTOS ELEMENTARES

Consideremos o conjunto de dados an(k+1) = {ank ynxl}.

cujos elementos se relacionam segundo o modelo (1.1). Particionando a

matriz Z como

zZ= {(6.1)
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onde 1 = { Tyo wees Jk} € um subconjunto de indices com k elementos,
obtido do conjunto {1,2,,..., n}. e considerando
S = {{1,2;...,k}, e {Jl, N Jk}, cees in-k+1, ..., n}l . (6.2)

o conjunto de possiveis subconjuntos de indices que podemos obter com n

e k fixados, temos que., cada subconjunto [XJ yj], J € 8, onde

& denominado '"Conjunto Elementar”.

0 método de reamostragem de conjunto elementares foi usado
por Bradu e Hawkins (1982) para identificar dados discordantes em
tabelas de dupla entrada {caso especial do modelo linear). Rousseeuw
(1984) também propds empregar este recursc para resolver o problema de
estimacdo IMS. Hawkins, Bradu e Kass (1984) o© empregaram na

identificacfo de observacOes discrepantes.

Os algoritmos gque apresentaremos nas se¢les seguintes
utilizam conjuntos elementarcs, tanto para estimacido dos coeficientes
do modelo (1.1) guanto para estimar os pardmetros de posicdo e

dispersdo no modelo de posi¢fo multivariado.

6.2.1 Algumas Observacdes sobre Conjuntos Elementares

A seguir apresentaremos algumas observacdes interessantes

sobre 0s conjuntos elementares.

i) A escolha dos subconjuntos de dados com o menor tamanho possivel,
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ii1})

isto &, igual ao nimero de parfmetros, deve-se ao fato que a
proporcdo de subconjuntos contendo pelo mencs uma observacdo
discordante cresce rapidamente em func3o do tamanho do
subconjunto, Logo, mantendo os subconjuntos tHo pequenos quanto
possivel maximiza-se o nimero de estimativas, Gj, gue ndo serdo
influenciadas pelas observacles discordantes, tornando-se

utilizaveis para obter a estimativa final.

A idéia de reamostragem repetida de subconjuntos dos dados
tem uma analogia conceitual com o bootstrap (Efron (1979)). sendo
que no caso dos subconjuntos elementares as sub-amostras sdo de

tamanho minimo.

As estimativas finais obtidas usando algoritmos baseados enm
conjuntos elementares mantém as propriedades de aito ponto de

ruptura, invariancia e equivarifncia dos estimadores.

As estimativas de minimos quadrados (norma Lz) calculadas sobre o
conjunto total de dados sera igual 2 média das estimativas
calculadas sobre todos os conjuntos elementares, ponderados pelo

volume ao quadrado de cada subconjunto, X, Assim temos que:

¢ O vetor de coeficientes estimados €

¢ Os residuos e, da regressdo pelo método de minimos guadrados sdo

dados por

e = : i=l.2,....n. (6.4)
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¢ A soma de quadrados dos erros € obtida fazendo

SCE = : (6.6)

6.2.2 Nimero de Conjuntos Elementares Examinados pelos Algoritmos de

Reamostragem quando n e k sdo Grandes

Se o nlmero de elementos do conjunto de sub-indices, 8, &
pequeno, todos o0s conjuntos elementares podem ser examinados
exaustivamente. Entretanto, o nimero de conjuntos elementares cresce
rapidamente com n e Kk, tornando a busca da estimativa do vetor de
parametros no medelo de regressfo linear, ou das médias e covarilncias
no modelo de posiclo multivariado, muito trabalhosa e lenta. Em alguns
casos sua realizacﬁo & dimpossivel pelo excessivo tempo e espaco

computacional requerido.

Bradu e Hawkins {(1993) estudaram o efeito do tamanho da
amostra de subconjuntos elementares na probabilidade de obtermos um
conjunto elementar que produz estimativas muito prdximas dagquelas que

seriam obtidas se empregarmos todos os possiveis conjuntos elementares.

Definimos um conjunto elementar "limpo"” come aguele que nio
contem observacfes discrepantes, e um conjunto elementar contaminado
como aquele que contem no minimo uma observac¢fo discrepante. Suponhamos

que o conjunto de n dados tem m observagtes discrepantes, entdo teremos

k k

contaminados. Portanto, a probabilidade de obtermos um conjunto

n-n . . n] {n-m .
[ K } conjuntos elementares "limpos"” e [_J—( ] conjuntos elementares

elementar "limpo" por amostragem aleatdria simples sem reposi¢do sera
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Consideremos agora a extracdo de uma amostra aleatéria
simples de N conjuntos elementares. Diremos que a estimacdo de
parametros teve €xito se em alguma etapa encontrarmos pelo menos um

conjunto elementar "limpo". A probabilidade de éxito é

p, =1~ (1 -m) (6.8)

Rousseeuw e Leroy‘(1987) obtiveram uma expressfo ligeiramente diferente
para  Pps partindo da propor¢3o de observac¢les contaminadas, e
apresentaram uma tabela com o tamanho de amostra gue se precisaria para
garantir uma probabilidade de 93%, ou maior, de obtermos um conjunto
elementar "limpo", para 1 = k £ 10 e fracdes de contaminacdo de 5% e
50%.

0s conjuntos elementares contaminados produzem estimativas
ndo confiaveis, pois elas estardo influenciadas pelas observagles
discrepantes contidas no conjunto elementar, mesmo que os residuos
correspondentes a esse conjunto elementar sejam iguais a Zero. For
outro lado. os conjuntos elementares "limpos” nHo necessariamente

produzem estimativas confiaveis.

Tomando em consideracfo gue o objeltivo € detectar observag¢les
discrepantes, precisaremos que o modelo ajustado tenha a capacidade de
discriminar claramente as observa¢®es discrepantes do resto dos dados.
Este requerimento € chamado de "Segparacio total” e fol mencionado na
seqdo 4.4,

Definiremos um subconjunto elementar como "bom" se ele exibe
separacio total, caso contrario serid considerado "ruim”. Na pratica, os
conjuntos elementares contaminados e os ndo contaminados "ruins”
produzem estimativas ndo confiadveis. Portanto, nfo vale a pena fazer

distincdo entre eles pois em ambos 0S casos as estimativas ndo sdo
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confiaveis.

Como estamos tratando de amostragem aleatéria e solucfes
aproximadas, temos de investigar se em qualquer estagio do processo de
otimizacdo, os conjuntos elementares "bons" v3o produzir valores da
funcd3p objetivo, W, menofes do que aqueles produzidos pelos
subconjuntos elementares "ruins”. A seguir discutiremos a possibilidade

de responder afirmativamente a essa questio.

Penotemos por E1 e Ez os subconjuntos de conjuntos elementa-
res "bons” e "ruins”, respectivamente As proporcOes de conjuntos "bons’
e "ruins"” serd3o denotados por P1 e Pz. 0s valores da funcdo objetivo,
W, sob o subconjunto E1 ndo s3o necessariamente menores do que oS
valores de W sob o conjunto Ez‘ 0O que podemos afirmar, escolhendo
adequadamente a funcdo objetivo, € que seus valores sab E1 sdo
estocasticamente menores que aqueles obtidos sob Ez, iste &, que

FI(W) z FZ(W) i  para qualquer W, {6.9)

onde F1 e F2 sdo as distribuicles acumuladas de W sob E1 e Ez‘

respectivamente,
Suponhamos também gue
M1 < Mz’ {6.10)

onde
Mi = Inf W H i=1,2. {6.11)

Precisamos entdo encontrar N suficientemente grande de modo a garantir
gue {6.10) se verifique com uma probabilidade tHo préxima de um quanto
desejarmos, o que significarda que encontramos um subconjunto bom. A
condicio M, < Mz & também necessaria pois se M1 > M, os papéeis de E, e

E2 estariam trocados.

Estudaremos agera as consequéncias de seleccionarmos uma

amostra de N conjuntos elementares. Denotaremos por Ul e U2 os eventos
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"minimo de W' sob os conjuntos elementares "bons" e "ruins",

respectivamente, na amostra. Diremos que ocorreu um Ssucesso gquando

U1 < U?. A probabilidade de suceso, P[U1< UZJ, depende de N, P1’ F1 e
F,. A determina¢do da expressdo matem2tica da probabidade anterior nos

permitird atingir o tamanho minimo de N. maximizando P[U1< Uz]'

Bradu ¢ Hawkins (1993) mostraram que

N-1
P[U1< Uz} =1 - NP2 [1—F(u)] dFZ(u) - A {6.12)
cu

N-1
P[U1< UZ} = NPl [1—F(u)} dFl(u} + X (6.13)

onde Flu) = N1P1 + szz e A é& um fator de corregio de continuidade
devido a F, e F, serem discretas, porém muito proximas as distribuicdes

cont inuas.

Usando as expresstes (6.12) e (6.13) podemos verificar que a
probabilidade de termos U, < U, depende principalmente do extremo
esquerdo das distribuigdes de interesse., Para isso, obteremos limites

inferiores para a probabilidade de Ul <U,.

T

Seja r>0e D= {u : Fi(u) z Fz(u)}, e seja b tal que

(-®, b) <D . Entd3o para u € D_ temos
F(u} = PlFl(u) + PZFz(u) < [Pl + P2 / r] Fl(u).

Logo,



( YH-1
p[U1< Uz} 2 NP1 t i - {P1+ Pz /T } Fl(u}J dF1(u)

[ { N
2 {P1 / (p Pz/r)} ~dl1 - {P1+ P, /r} F._{(u)J

(-%,b)

)

= {131 / [P1+ Pz/r)} | - {1 - {Pl/[PlJr PZ/r] } F!(b)”. (6.14]

A existéncia de tais valores r e b implica gque gquando N cresce,
PiU, < Uz] tem um limite inferior t3o proxime de Pl/[P1+ Pz/r] quanto
desejarmos. No caso particular em que b & menor do que o Min U2 e
Fltb} > 0, entdo. o limite inferior (6.14) é atingido para qualquer

r » 0. Portanto, fazendo r ——— ®
N
P{Ul< UZJ 2 1 - [1—P1P1(b)]

N
Lim P[U1< UZJ 2 1 - Lim [1—P1F1(b}J = 1. (6.13)

N—3® N—X

Concluimos que. tomando N suficientemente grande, a probabilidade de

U1< U2 pode estar tHo proxime de um guanto desejarmos.

6.3 APLICACOES DO METODO DE REAMOSTRAGEM DE CONJUNTOS ELEMENTARES

Nesta seCdo apresentaremos alguns algoritmos baseados em
conjuntos elementares para estimacdo de paréametros no modelo de
regressdo linear miltipla e o estimador elipséide de volume minimo para

os pardmetros de posicdo e dispersdo no modelo de posic¢do multivariado.
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6.3.1 Estimagdo de Pardmetros no Modelo de Regressfo Linear Miitipla

Considerando conjuntos elementares de tamanho igual ao nimero
de coeficientes do modelo, . ajustaremos uma inica eguacdo de regressdo

linear mUltipla para cada conjunteo elementar. Os passos a seguir sdo:

1. Obter todos os possiveis conjuntos elementares, isto €, todos os

possiveis subconjuntos ZJ, 1 C 8§,

2. para cada J « S repetir os passos seguintes:

a) Calcular

D
e
I
e
o
e
—
| SS—
L
e
-
e
—

. (6.16)

sempre que det[ﬁjJ # 0 {(ndo singular). Esta & uma condicdo mais

fraca do que a posicdo geral. Se assumirmos gque os n vetores de
dados estdo em posicdo geral, o vetor de ceeficientes, qu do

hiperplanoc que passa por exatamente k pontos sempre existe,

b) Obter os residuos do ajuste

x 6 i=1,2,....n; I € 8. (6.17)
1

Se 1 € I, ei(GJ] =0 e se 1 €& I entdo ei[ﬂjJ ¢ um residuo pre-

dito. Logo, para cada subconjunto 7 € § calculamos o vetor e[ej].

3. A estimativa final do vetor de par@metros que denotaremos com 8, € o

vetor 61 que minimiza W{®), ou seja, & = GE se



W(BE} = Min W{BJ]. (6.18)

Ics
W(.)} pode ser a funcdo objetivo de qualquer estimador. Em particular
podem ser os estimadores com alto ponto de ruptura definidos na secdo

4.4, os quais tém miltiplos minimos locais.

6.3.2 Estimacdo de Parametros no Modelo de Posigdo Multivariado

Rousseeuw e van Zomeren {1991} propuseram o seguinte algorit-
mo baseado no método de reamostragem de conjuntos elementares, para
calcular estimativas dos parlmetros de posicdo e dispersdo do modelo de

posicdo multivariado.

i, Obter todas as possiveis amostras de tamanho k+1. O conjunto S
definido em (6.2) muda ligeiramente pois teremos kil possiveis
subconjuntos com k+1 elementos.

2. Para cada 1 c 8 repetir 0s seguintes passos:

a) Calcular
X o= — Yx (6.19)
1 k+1 L )

1 - -
C. = Z {X. - x.) (x_ - x,}. {6.20)
i k L i j i i

i

2 o .. 2 .
¢} Cbter m, a g-esima estatistica de ordem dos DJi obtidos em

{6.21) e calcular
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2k
Vj =m det[CJJ. {6.22)

3. Guardar o par (xL.CL) correspondente ao subconjunto L € § para o

qual

VL = Min Vj {6.23)
JES
4, Calcular a estimativa elipsbide de volume minimo (MVE) para posicHo

e escala

: (6.24)

2 .
onde c . € um fator de correco para amostras pequenas gque

L

explicaremos a seguir.

Um critério para decidirmos se uma observacfio pode ser
considerada discrepante €& comparar as distincias robustas baseadas na

, . , ey 2
estimacdo MVE com um quantil da distribuicdo Xk.

Rousseeuw e van Zomeren (1991) perceberam usando dados
Teais, que a porcentagem de cobertura do elipséide de volume minimo €&
menor do que o esperado segundo a distribuicio Xi. Os autores realiza-
ram estudos de simulacdo considerando hiperplanos de regressdo com
valores de k iguais a 2, 3, 4 e tamanhos de amostra, n, iguais a 20,
50, 100 e 50 replicages de cada modelo. Construiram graficos Q-Q
relacionando as médias, medianas e amplitudes interquartilica dos
quantis simulados e os correspondentes a distribuicio xi. Este estudo

levou 4s seguintes conclusdes:

Sob a suposiC3o de normalidade, a distribui¢8o empirica das distan-
. , . cy s p
cias robustas tem caudas mais pesadas do que a distribuicdo X,» O due

explica o fato da probabilidade de cobertura do elipstide de volume
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minimo ser menor do que o esperado para a distribuicdo chi-quadrado

com k graus de liberdade.

. Quande o tamanho de amostra cresce, a proporc¢ido de cobertura melhora.
Logo, para conjuntos grandes de dados a aproximacido pode produzir
melhores resultados. Entretanto, verificou-se no estudo gue a conver-

géncia ¢ lenta.

Baseados nestes resultados, realizaram um estudo de simulacio
considerando diversas combinac¢bes de n e k para construir grificos Q-Q.
determinando os valores de corte reais correspondentes ao cuantil 97.35%
da distribuigido xi. O grafico desses valores contra o fator 1/{(n-k)
mostrou uma relagdo linear. Essa relacf3o foil utilizada para obter o

coeficiente de correlacfo para amostras pequenas,

2
2 _ 15
Cn,k = {1 + TE:ET ] . (6.25)

utilizado no calculo da matriz de covaridncias estimadas em (6.24).
6.4 ALGORITMOS BASEADOS EM CONJUNTQS EIEMENTARES

Nesta sec¢Hdo apresentaremos alguns dos algoritmos propostos

para resolver o problema de estimacdo com alto ponto de ruptura.

6.4.1 Programa Computacional PROGRESS

Desenvolvido por Leroy e Rousseeuw (1984), este programa
encontra-se amplamente descrito no livro de Rousseeuw e Leroy (1937}).
Produz diagnésticos de observacSes discrepantes para o modelo de
regressdo (1.1} tanto pelo tradicional método de minimos guadrados

guanto pelo método robusto LMS.

0 algoritmo para ajuste IMS baseia-se no método de
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reamostragem de conjuntos elementares descrito na secfo 6.3.1. A solu-
¢do IMS obtida & aproximada, exceto para os modelos de posicio e

regressdo linear simples em gue as soluCtes sdo exatas.

Para o modelo de posicdo emprega-se o algoritmo proposto por

Rousseeuw ({1984), feorema 2}. gue consiste em :

a) Obter as estatisticas de ordem dos dados

onde q = [n/2] + 1.

c} Escolher a menor das diferencas calculadas em {(b). O ponto médio do
intervalo correspondente a essa diferenca € a estimativa LMS do

parametro de posicdo, 9,

Se congiderarmos um modelo linear com intercepto, o PROGRESS
utiliza o algoritmo acima descrito para ajustar o intercepto. O ajuste

sera feito como segue:

i) Obter as estimativas IMS finais empregando o algoritmo da secio
6.3.1, isto €, obter 8 = (0 _, 81, SN Bk).

0
i1) Calcular os numeros

k
v. —z x. O ; i=1,2,....10.
1 (S 1] 1
=

iii) Repetir os passos {a) a (c) do algoritmo acima descrito e

substituir 80 pela estimativa IMS obtida a partir dos valores

calculados no passo {(ii).
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Este procedimento faz o valor da funcdo (4.13) decrescer,
pois o algoritmo unidimensional produz o intercepto estimado Otimo,

condicionado aos valores 91, 62, s ek.

Para calcular as estimativas IMS exatas no modleo linear
simples, utilizam-se os algoritmos propostos por Steele e Steiger
(1986}). Eles foram os primeiros que propuseram algoritmos exatos para
estimacdo IMS em modelos do tipo (1.1}, O intercepto destle modelo
também & ajustado empregando o algoritmo acima descrito para o modelo

de posic¢io.

0 PROGRESS oferece a possibilidade de examinarmos todos os
conjuntos elementares ou utilizarmos uma amostra de N deles. Rousseeuw
e Lerov ((1987), pag.198) apresentam uma tabela com os tamanhos de
amostra de conjuntos elementares necessarios para garantir uma
probabilidade de pelo menos 95% de obtermos um subconjunto elementar
"limpo" para diferentes valores de k e porcentagens de contaminacio,
£%.

6.4.2 Programa Computacional MINVOL

0 algoritmo para calcular o estimador elipséide de volume
minimo, MVE, foi primeiramente implementado por Rousseeuw e van Zomeren
{1987), em um programa computacional denominado PROCOVIEV ({RObust
COvariance and Identification of Extreme Values). Posteriormente,
Dallall e Rousseeuw (1992) desenvolveram o programa MINVOL, que calcula
estimativas para os pardmetros de posicdo e dispersdo de um modelo de
posicdo multivariado. O par de estimativas (t,C) €& obtido usando a
definicioc de estimador elipsdide de volume minimo apresentado no
capitulo 5. O programa computacionai baseia-se no algoritmo de reamos-

tragem de conjunto elementares descrito na subsecdo 6.3.2.

Dallall e Rousseeuw (1992), desenvolveram um programa denomi-
nado LMSMVE, que reune os algoritmos para estimaCio IMS do PROGRESS e

MVE do MINVOL, isto €. o programa produz dist8ncias robustas para



identifica¢do de ponto de alavanca e residuos do ajuste LMS para
identificacdo de observacdes discrepantes da regressdo. Além disso,
produz o grafico bidimensional descrito na secHo 5.4, que permite
identificar claramente os 4 tipos de observacdes que podem ocorrer em

uma andlise de regresséo,

Os programas PROGRESS e MINVOL, j& foram incorporados nos
pacotes computacionais S-PLUS e BMDP.

Hawkins e Simonoff {1992} propuseram outro algoritmo basado
em conjuntos elementares, denominado MVELMS, que oferece estimativas
ILMS & MVE. O algoritmo baseia-se em uma proposta de Cook e Hawkins
{1990) que consiste em utilizar o método Simplex de programacdo [inear
para realizar os cllculos das estimativas IMS e MVE simultaneamente e

de maneira rapida e eficiente.

Diferentemente do programa PROGRESS, o MVELMS ajusta o

intercepto da equacdo de regressdo para cada conjunto elementar.

6.4.3 Algoritmo Exato de Stromberg

Stromberg (1991) foi o primeiro a propdr um algoritmos exato
para estimacdo IMS com mais de uma variavel regressora. Sua proposta
baseia-se no fato de que ap modificar !igeiramente a funcio objetivo do
estimador LMS definido em (4,14), expressando-a como © g-€simo quantil
(expressdo 4.16), podemos formular o probiema de estimacdo LMS como um

problena de estimaCdo minimax ou de Chebyshev.

A seguir apresentaremos alguns resultados referentes a
estimacHo Chebyshev que foram adaptados por Stromberg para desenvolver

seu algoritmo exato.

Um resultado importante que permite distinguir as solucfes
.. k .
minimax dos outros pontos do espaco R & dado pelo teorema de

caracterizacio (Cheney (1966), pag. 35). que diz o seguinte:
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n _ ok . .
Dado um ponto @ € R e uma funcdo sinal

s. = Sinal { e.(Bl} H i
1 1

I
e
-
[ S]
-

.
»
=
.

ornde

W(e) =Max e  ; g = [n/21 + [(k+l)/27.
iR
1£iZq
Entdo, o ponto © minimiza W(6), se e somente se, a origem do espaco de

parametros encontra-se no contorne convexo do conjunto

"
{s_x, i EM, x € Rk}.
1 1 1

Outro teorema (Cheney, pag. 36) garante que as estimativas
minimax, para um conjunto de n 2 k dados, sHo as estimativas minimax de
um apropriado sub-sistema de k+1 equacles. Este teorema da lugar a duas
questfes a serem resolvidas para obtermos as estimativas minimax. A
primeira & como obter o "subconjunto apropriado”, e a segunda & como
calcular a estimaCio minimax nesse subconjunte. O primeiro problema foi
resolvido por Stromberg investigando todos os possiveis subconjuntos de
tamanho k+1 (conjuntos elementares), isto &, o conjunto de indices dos

conjuntos elementares tem agora elementos. A determinacfio da

n
k+1
solucio minimax para cada subconjunto foi feita utilizando o método de

La Vallée Poussin, que descreveremos a seguir.

o k
Suponha que de algum modo podemos obter um vetor BC € R, uma
funcdo sinal s, € um nimero & (erro), tal gque as seguintes condi¢es

sejam cumpridas:

a) e ,[ ¢] ] =356 : i=1,2..... . k+1 I cs.
Fi [«
(6.26)
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€ #® ; v eeens
b} 0 Slxl’ Szxz Sk+lxk+1

Pelo teorema de caracterizacdo e pela condicio (b} temos que QC ¢ uma

solucdo de (a}).

Para resolver o sistema de k+1 equactes com k+l incégnitas
precisamos conhecer os sinais S, - Isto & resolvido usando um teorema

provado em Cheney (pag. 40):

. k .,
"Dado um hiperplano g € R, os pontos de g que minimizam duas
normas mondtonas diferentes tem componentes com sinais iguais (ou podem

ser assim escolhidas em caso de rdo unicidade)”.

Dado que as normas Lp sdo mondtonas, podemos obter os sinais
dos residuos do ajuste de minimos quadrados calculados sobre os

subconjuntos de k+l dados e utiliza-los para resolver o sistema (a).

Finalmente o resultado que enunciaremos a seguir (Cheney,

pag. 41) permite obter o valor de & e a solucido minimax exata a partir

dos conjuntos elementares de tamanho k+1.

"Para cada conjunto elementar 1 com k+1 observacles, calcula~
mos as estimativas de minimos guadrados 8} e o vetor de sinais, 5, com
elementos

i=1,2,....,k+1, j 8.

-

8., 7 Sinal ei[éjj

¢ residuo mximo do ajuste de Chebyshev para as k+] observacdes do

conjunto elementar 1 € dado por

& = —2 ) (6.27)
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Logo., as k+1 observaGCes terdo residuos iguais a & e o vetor de

coeficientes correspondente a estimativa Chebyshev sera
. -1 .
BJ = [XJXJ] X}{yJ - SSJJ. (6.28)

A estimativa de Chebyshev para o conjunto total de dados sera

Este algoritmo & computacionalmente trativel para tamanho de
amostra e nimero de parlmetros pequenos, porém quando n e k sio
grandes, a quantidade de conjuntos elementares a serem investigados

torna-o computacionalmente ineficiente.

6.4.4 Algoritmo de Conjuntos Factiveis (FSA)

Hawkins (1993, {a)} propfs uma melhora no algoritmo de
Stromberg no sentido de buscar a solut3o exata somente entre aqueles
subconjuntos de k+1 observa¢des que cumprem a condi¢f3o necessaria para

PR . . n s .
gser um Otimo. Este algoritmo ndo examina todos os [k+1] possiveis

conjuntos elementares., mas garante que a solucHo exata sera atingida
gquase certamente (com probabilidade um), gquando o nimero de

subconjuntos examinados cresce.

A proposta de Hawkins consiste em calcular as estimativas de
Chebyshev dos conjuntos elementares de tamanho k+1 aprimorando a
composi¢do do conjunto elementar base. Isso @ feito substituindo uma
observa¢do por uma outra que produz uma melhor estimativa de Chebvshev.
0 mecanismo usado baseia-se no algoritmo de programacdo linear de
Barrodale e Phillips (1975), gue é uma modifica¢Ho do método Simplex

aplicado a formulacdo do dual do problema de Chebyshev.
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Formulacdo do Problema de Programacio Linear

O problema consiste em determinar o vetor 9 tal que
Min e

Sujeito a

Max lyi - xiﬁ‘ < e, (6.29}
i£ign
A restric3o pode ser expressa como
{ y - x,e} = e*
1 1
; i=1.2.....n
- ( y, - xiGJ <e”

*

6 € R*, ¢* = 0.

Esta formualaC¢do tem 2n restri¢les; entretanto se resolvermos o
problema dual o nimero de restri¢les se reduz a k+l como veremos a

seguir.

O problema dual de (6.29) &

R - +
Maximizar -yc + yC ,

sujeito a :

k
E [c' + c*J < 1 (6.30)
=1

. . - + . |
A determina¢do dos custos ¢ , ¢ € eguivalente a estabelecer

0s pontos que apresentam residuos maximos. Assin, & i-&sima observacido
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- . . — +
tem desvio maximo se e somente se ¢ > 0 ou ¢ » Q. Por outro lado, se

+

c, [CiJ > 0, o valor ¥y, cal acima ou abaixo do hiperplano 6timo.

0s custos marginais utilizados na tabela simplex para o
problema dual correspondem as distincias verticals ao hiperplano
factivel definido pela base dual atual. A varidvel dual selecionada
para entrar na base € aquela que apresenta o custo marginal mais
negative. Isso é equivalente a escolher o ponto que possui o maior

desvio com respeito ao hiperplano factivel atual.

A seguir decreveremos uma versdo simplificada do algoritmo de

solucfes factiveis de Hawkins.

1. Come¢ar com um hiperplano factivel inicial (base inicial). Este
hiperplano sera obtido escolhendo um conjunto elementar com k+1
observacSes e realizando o ajuste de Chebyshev descrito na segfo
6.4.3. Logo, o vetor de coeficientes estimados sera dado por (6.27).
As k+1 observacOes empregadas para obter o ajuste de Chebyshev tém
residuos iguais a &, o qual & calculado usando (6.27). Os residuos
das n-{k+1) observacles restantes sdo obtidas a partir do vetor de

estimativas minimax.

2, 0 algoritmo simplex produz custos marginais para cada observacdo, Os
custos para as observa¢Oes que cumprem as restrices de cobertura
sd0 positivos, enquanto que 0S8 custos marginais negativos,
correspondem as observacdes com residuos maiores do que aqueles

produzidos pelc hiperplano base atual.

3. Diferentemente do algoritmo de Barrodale e Phillips {(1975), neste
algoritmo entrari na base a observacdo cujo residuo apresente o
g-ésimo menor custo marginal, onde g = {n/2] + [(k+1}/2]. Suponhamos
que m ¢ o nimero total de observacfes com residuos menores ou iguais

a 0. Nesta etapa podem apresentar-se trés casos:

1) g < m, isto €, a solugdo atuai pede ndo ser a solucdo IMS,
exceto em casos degenerados, e ndo precisa ser investigada, mas

serd incluida na lista de solucdes factiveis por que:
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Em casos degenerados o ajuste de Chebyshev pode produzir
residuos iguais a & para mais de k+1 observacles. Logo., a

solucdo LMs exata poderd ter m > q.

. Se o valor de & para este ajuste com q < m & pequeno, pode
ser util como um limite superior a ser atingido pelas

solucles factiveis.

ii) Se g = m, a solucdo atual satisfaz a condicdo necessaria para a
solucdio IMS otima e €, portanto, uma solucHo factivel. Seu
valor & & guardado e quando termina o processo, a solucio

factivel COMm O menor valor & serd a solugHo LMS exata.

iii}) 8e m < h, a solugdo obtida ndo & Otima, isto &, o ajuste de
Chebvshev para esta base ndo cobre a quantidade minima

requerida de observagdes.

4. Escolher alguma coluna com custo marginal negativo e introduzi-la na
base, retirando a observacdo identificada pelas regras de pivotamen-
to simplex. Neste algoritmo ndo escolhemos a observacdo com custo
mais negativo como se faz em Barrodale e Phillips, usa-se a observa-

cdo com o0 g-ésimo menor custo marginal.

tn

Repetir os passos 2 a 4 até obter uma solucHo factivei. Se o wvalor
da funcdo objetivo para a solugdo factivel encontrada e maior do que
qualquer solucdo previamente encontrada, esta soluc¢fdo converte-se no

novo candidato para ser a soluc8Ho IMS, e sera guardada.

6. Repetir os passos 1 a 5 para um nimero razoavelmente grande de

subconjuntos.

Todas as solucdes investigadas nos passos 2 a 4 satisfazem a
condicHo para ser uma solucfo IMS exata, portanto sHo soluctes facti-
veis. Para ter utilidade pratica o algoritmo deverd convergir ac 6timo
global para uma grande quantidade de hiperplanos iIniciais. Este
conjunto de estimativas iniciazis as quais convergem das solugles

factiveis denomina-se dominic de atracdo. Logo um grande dominio de
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factiveis denomina-se dominic de atracio. Logo um egrande dominio de
atracdo significa que uma proporc¢do aita de subconjuntos seleccionados

aleatoriamente levam 2 solucido factivel.

6.5 SUMARIO

* Exceto o algoritmo FSA o qual foi desenvolvido para a estimacio LTS,
0s algoritmos mencionados neste capitulo referem—se., principalmente,
a estimacdo IMS e MVE. Porém muitas das conclusfes podem ser

extendidas a maioria dos estimadores com alto ponto de ruptura.

¢ Quando temos modelos com mais de um preditor., o algoritmo de

reamostragem descrito na secfoc 6.3.1 produz solugdes aproximadas.

¢ Na estimacdo de parlmetros com alto ponto de ruptura, a minimizacio
da estatistica W(€@) teria de ser feita sobre todo © espacd de
parimetros 8 € Rk. Dado que issc ndo & possivel, reduzimos a busca a
unt conjunto finito de vetores 6, que sd3o determinados pelos conjuntos
elementares. Por outro lado., gquando o nlmero {i} de possiveis
conjuntos elementares @ muito grande, a busca se reduz a uma amostra

de tamanho N de conjuntos elementares.

e Hawkins demostrou que as estimativas ILMS, LTS e de minimos quadrados.
quando obtidas empregando uma amostra de conjuntos elementares,
convergem a aquelas calculadas sobre todos os conjuntos elementares.
Por outro lado, as estimativas obtidas sobre todos os conjuntos
elementares convergem 24s estimativas que se obteriam considerando o
conjunto total de dados. Consequentemente, as estimativas preduzidas
pelos algoritmos baseados em conjuntos elementares sH3o  boas
aproximacoes daquefas obtidas sobre todo o espaco de parametros,

Hawkins sugere que estes resultados poderiam ser extendidos para
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outros estimadores. Portante para fins de analise exploratdria. o
uso de algoritmos baseados em conjuntos elementares podem ser

considerados adequados.
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CAPITULO 7

APLICACAQ

Um tipo de pesguisa em geologia consiste em realizar estudos
de prospeccdo para saber se em determinada drea geografica existem
indicios de existéncia de petrdleo. A existéncia ou ndo de petrdleo, na
regifdo em estudo, estd ligada 3 maior ou menor permeabilidade da
rocha, 1sto &, a sua capacidade de deixar que os liquidos a transpa-
ssem, Esta caracteristica somente pode ser medida no laboratério
através da andlise de amostras de rochas (testemunhos). Entretanto. a
medicio da permeabilidade no labeoratério € demorada e principalmente
dispendiosa. Simultaneamente a obtencdo dos testemunhos realizan-se
medicles de um conjunto de caracteristicas das tochas tais como: teor
de argila, densidade atdmica, porosidade de densidade., porosida-
de neutrénica, potencial espontineo, profundidade. raios gamma, Tesis-
tividade esférica. resistividade profunda. resistividade rasa. porosi-
dade de densidade, diferenca de porosidade de densidade e porosidade
neutrimica, raiocs gamma, argilosidade, resistividade micrénica. satu-
racio de agua, etc.. Estas medicOes realizam-se a cada 20 centlimetros

de profundidade da rtocha.

0 interesse do pesquisador € formular um modelo para estimar

a permeabilidade da rocha em fun¢io das medi¢les das variaveis antes



nencionadas.,

Os dados a serem analizados foram gentilmente cedidos pelo
Fng. Armandoe Paulo Barros, aluno de Pos-graduacdo em Geologia,
UNICAME .

Logo apds um processo de selecBo das varidveis regressoras.
isto €, das caracteristicas que podem explicar a permeabilidade,

encontramos que as variaveis

RMSFL. : Resistividade esférica

VSH ¢ Argilosidade

PHID : Porosidade de densidade

DPHI : Diferenca porosidade de densidade e porosidade neutrdnica

sdp reilevantes para explicar LNKHL, o logaritmo da permeabilidade de
laboratdério (KHL = Permeabilidade de laboratdrio). A transformacic

logaritmica fez-se necessaria para estabilizar a varilncia.

A seguir analizaremos © conjunto de dades da tabela 7.1,
empregando os métodos de diagndsticos tradicionais e os robustos apre-
gentados nos capitulos 3 e 35, respectivamenie. Para construir os
diagnésticos robustos utilizaremos os estimadores com alto ponto de
ruptura LMS e MVE. Para cada uma das estatisticas de diagnésticos a
serem utilizadas, consideraremos os pontos de corte sugeridos ao
apresentar as estatisticas de diagndsticos correspondentes. Notemes que
os pontos de corte generalmente usados para a anzlise dos residues sdo
de %£2.0, mas acontece gue os métodos robustes tém a tendénecia a decla-
rar mais observagles discrepantes.das que realmente podem existir no
conjunto de dados. Por esta razf3o e para facilitar a comparabilidade

entre os méetodos. consideraremos uma observacdo como discrepante se

L]

seu residuo padronizado n3o pertence ao intervalo (-2.3, 2.5). Por
outro lado., consideraremos uma observaCio como sendo discrepante na
direclo das variaveis regressoras se sua distincia de mahalanobis ou
sua distfincia rtobusta excedem o quantil 97.3% de uma distribuicio

chi-quadrada com 4 graus de liberdade (nimero de variiveis).
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Tabela 7.1 Medictes da permeabilidade de laboratério (KHL) e das
variaveis RMSFL., VSH., PEID, e DPHI de uma amostra de rocha

em um ponto no nordeste do Brasil.

OBS. RMSFL VSH PHID DPH1 KHL LNKHL
t 11,9 ¢.039 7.5 2.6 63.3 4.178499
2 15.0 0.108 2.3 5.3 45.2 3.81110
3 14.6 0.110 10.3 3.6 2.3 (.83291
4 11,2 0.119 10.4 9.7 200.0 3.56088
5 11.3 0.254 10.1 5.7 5.0 1.60944
6 6,3 0,100 9.5 -1.3 9.9 2.29253
7 7.8 0.199 I5.6 3.5 30.8 3.42751
3 7.1 0.369 i3.5 B.2 33.9 3.32342
9 7.1 0.331 13.2 8.2 81.7 4, 40G303

i0 7.9 0.246 17.6 1.7 6.4 1.85630

il 5.6 0.193 i18.4 ~0.4 14.0 2.639006

12 10.0 0.210 16.5 2.8 15.8 2.76001

13 10.2 0.140 16.8 1.3 1.5 (.40347

14 13.6 0.051 18.6 -0.9 6.0 1.79176

15 25,1 0.124 20.9 ~0.8 154.3 5.03890

1% 26,6 0,131 20.4 0.2 33.2 J.20105

17 42.4 0.163 20.7 0.4 102.3 4.62791

18 27.2 0.146 21.5 .4 247.6 5.51181

19 25.7 0.111 21.4 -0.3 336.5 5.81860

20 21.5 0.114 22.0 -0.1 105.2 4.63586

21 52.9 0.080 22,1 ~0.5 425.2 6.052506

22 21.6 0.071 20.4 -0.7 63.3 4.14789

23 41.1 0.102 23.3 -1.9 344.8 6.30955

24 23.6 0.099 23.4 -2.0 262.6 3.570063

25 32.5 0.018 23.5 -4.3 455.5 6.12140

26 19.5 0.209 18.7 3.1 60.3 4.09933

27 18.4 0.212 17.4 5.5 24.8 3.21084

28 13.2 0.654 13.6 8.1 6.5 2.80336

29 7.7 0.747 15.0 143.0 0.2 -1.60944

306 9.1 0.193 20.2 -0.9 i8.8 2.93356

31 14.9 0.589 16.35 6.9 45.5 3.81771

32 20.7 0.122 2L.5 0.7 201.1 5.30380

33 22.0 0.155 22.7 -0.5 22.8 3.1267a

34 19.8 0.167 20.1 1.3 96.4 4.356851

35 20.2 0,180 18.8 1.7 25.0 3.21888
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Inicialmente ajustamos um modelic com intercepto mas o
coeficiente GO resultou ndo significante., Assim, o modelo finalmente

considerado foi

LNKHL = QQRMSFL + QZVSH + GqPHID + 84DPHI + &

A tabela 7.2, @& seguir, apresenta os coeficientes de
regressdo do modelo ajustado pelo método dos minimos quadrados.
Notar que todos os coeficientes estimados sd30 significativamente

diferentes de zero.

Tabela 7.2 Coeficientes de regressdo estimados. desvio padrio. esta-
tistica T, e probabilidade de rejeic8o, associados ao

ajuste de wminimos guadrados,

Variavel Coeficiente Desvio padrdo  Estatistica T Prob > T
estimado
EMSFL 0.071362 0.0249612 2.859 0.0075
VSH -5.502811 1.9267419 -2.830 0.0076
PHID 0.160751 0.0344509 4,666 0.0001
DPHI (0.232072 0.0863397 2.688 0.0115
R” = 0.9161
s? = 1.55297

O ajustie robusto dos dados usando o pacote computacional
PROGRESS forneceu as estimativas IMS dos coeficientes de regressio, os

quais sdo mostrados na tabela 7.3 a seguir
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Tabela 7.3 Coeficientes de regressio estimados,

associados ao ajuste LMS,

Variavel Cpeficiente estimado
RMSTL 0.10882
VSH -2.91651
PHID G, 13497
DPHI 0.24449
R® = 0.96109"
SLMS = 1.11655

* (Coeficiente de determina¢fo baseado em medianas {Rousseeuw

e Leroy (1987). Pag. 45},

As estimativas LMS (tabela 7.3) apresentam ligeiras diferen-
¢as com respeitc ds estimativas de minimos quadrados (Tabela 7.2)

exceto para a variavel argilosidade (VSH).

A andlise dos residuos do ajuste de minimos gquadrados revela
a observacdo 29 como sendo discrepante, e as observagfes 3 e 13 como
suspeitas, porém, sem exceder os pontos de corte fixados {Tabela 7.4},
Entretanto., © ajuste robusto revela claramente a discrepincia das 3
observagdes mencionadas. FEste fato pode ser visualizado nas figuras

7.1 e 7.3

Por outro lado, na tabela 7.5 vemos que os elementos da
diagonal da matriz de projecdo e as disténcias de Mahalanobis {colunas
i e 2, respectivamente) revelam as observacdes 4, 21 e 29 como sendo
discrepantes na dire¢do das varidveis regressoras. No entanto, as
distancias robustas (MVE), mostram as observagles 3, 5, 17, 28 e 3i,

além daquelas identificadas pelo método ndo robusto.

(0 programa computacional MINVOL usado para o cajiculo das

distlncias. tanto a de Mahalanobis guanto as robustas, fol obtido da
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Residuos de minimos quadrados
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Figura 7.1. Residuos padronizados associados ao ajuste de

ajuste de minimos quadrados.
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Figura 7.2. Resfduos padronizados associados ao ajuste LMS,



bibiicteca de programas computacionais "The StatlLib Coliection of

Applied Statistics Algorithms”. O endereco electrinico da biblioteca &
STATLIBDX@STAT . CMU . EDU

Obtivemos as estatisticas de diagndsticos de observacées
discrepantes individuais baseadas no ajuste de minimos guadrados.
05 quais s#3o apresentades na Tabela 7.6. 0Os valores de corte para
cada tipe de diagndstico aparecem na parte superior da coluna
correspondente. Notemos que as observacdo 29 excede amplamente o valor
de corte de todas as estatisticas de diagnbésticos exceto para o DFFITS
da varidvel resistividade esférica (RMSFL) . As observacCbes 3 e 4
apresentam estatisticas DFFITS gue excedem o valor de corte e tém uma
maior influéncia nas estimativas correspondentes as varilveis argilesi-
dade {VSH) e diferénca porosidade de densidade e porosidade neutrdénica
{DPHI }.

A figura 7.3. relacionando os residuos padronizados do ajuste
de minimos quadrades e as distancias de Mahaianobis mostra a observacio
29 como sendo um ponto de alavanca 'ruim”. € as observactes 4 e 2i como
pontos de alavanca "bons” . Por outre ladeo. a tigura 7.4, relacionando
os residuos robustos padronizados e as distancias robustas mostra as
cbservagtes 3 e 29 como sendo pontos de alavanca "ruins” e a observacdo
13 como sendo discordante na direcdio da varidvel resposta. As
observacdes 4., 5. 17, 21, 28 & 31 s80 exibidas como sendo pontos de

alavanca "bons".



Tabela 7.4 Residuos "studentizados"” externamenie e residuos
padronizados associados ao ajuste de minimos

guadrados e residuos LMS padronizados.

No de Ajuste de Minimos Quadrados Ajuste LMS
Obs, Res. "Student.,” Res. Padron. Res. Padron.
{i) (t ) {r. ) (e )

1 1 1
1 0.1077 0.109 0.00
2 0.0931 0.095 -0.42
3 -2.3684 -2,210 -2.89
d 1.5234 1.492 0.82
5 -0.6093 -0.616 -1.47
6 -0.3766 ~-(0.382 -0.37
7 0.5271 0.533 0.18
8 0.8241 0.828 -0.00
G 1.4713 1.444 0.72

10 ~.,4753 ~0.482 -0.96

11 0.1850 0.188 -0,11

12 -0.0809 -0.082 -0.56

13 -2.2807 ~2.140 ~2.62

14 -1.4187 ~1.,396 -1.64

15 0.6136 0.623 0.04

16 -0, 7688 -0.774 -1.57

17 -0.8222 -0.827 -2.13

18 0.4820 0.488 -0.24

19 1.0078 1.008 0.48

20 0.1912 (.194 -(.27

21 -0.716%7 -0.722 -2.09

32 -0.0969 -0.0499 ~0.52

23 0.5479 0.554 -0.49

24 0.9463 0.948 0.56

25 0.9616 0.963 0.406

26 0.1064 (0.108 -0.62

27 -(.8390 ~(.843 -1.67

28 1.3469 1.330 -0.49

29 -3.1330 ~2.764 —4.24

30 0.2608 0.265 0.00

31 1.6104 1.571 0.00

32 2.7130 0,724 0.3

33 -0.9268 -0.829 -1.57

34 0.4368 0.443 -0.12

35 -0.4776 -(). 484 -1.23
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Tabela 7.5 Eiementos da diagonal da matriz de projecio,

distincias de Mahalanobis e distincias robustas.

No de Diagonal da Mat. Distancias de Distancias
Obs. de projecdo Mahalanobis robustas
(i) {h ) (MD ) (RD )

1% 1 1
1 0.1210 1.898 2.591
2 0.1108 2.089 3.006
3 0.£146 2.792 3.757
4 0.3549 3.370 4.106
5 0.0551 3.052 3.777
G 0.1463 2,117 2,276
7 0.0552 1.066 1.027
8 0. 1095 1.760 1.235
g G.1154 1,808 1.042

i0 0.0739 1.384 1.883

11 G.0986 2.012 2.156

i2 0.0436 0.874 (.9585

13 (0,0492 1,213 1.078

14 0.0683 1.578 1.235

15 0.0503 0.910 0.813

16 0.0459 0.768 0,980

17 0.2001 2,460 3.786

18 0.0489 1.602 1.094

19 (0.0481 0.902 0.562

20 0.0528 1.389 1.087

21 0.3624 3.376 4.840

22 0.0497 0.868 0.555

23 0.1590 2.1006 2.582

24 0.0787 1,465 1.135

25 (.1263 1.986 1.235

26 0.0346 0.864 0.421

27 0.0775 2.003 1.235

28 0.2919 3,125 6,119

29 0.3487 2.463 3.933

30 0.1278 1.903 2.362

31 0.2079 - 2.497 4,853

32 0.0492 1,514 1.197

33 0.0584 1.442 1,233

34 0.0355 G.774 .372

35 .0296 0,204 0.734

Nota.- O ponto de corte para as distancias de Mahalanobis e robustas é

o 1/2
{Xé..ﬁ?s] = 3.3381.
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Reslduos de minimos quadrados

Rosiduos LMS
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Figura 7.3. Residuos padronizados associados ao ajuste de
ajuste de minimos quadrados vs dist. de Mahalanobis.
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Tabela 7.6 DiagnGsticos BFFITS. de COOK e DFBETAS do metodo de
estimacdo de minimos gquadrados.
No de Obhs. DFFITS COOK DFEFBETAS (0.338)
(i) {0.686) (1.0) RMSFL VSH PHID DPHI
! 0. 0400 0.000 -0.0190 -0.0324 0.0323 0.0263
2 0.0329 0.000 0.0042  -0.0238 0.0067 0.0307
3 -0.8522 0.158 -0.199§ 0.3684 ~0.0627 -0.7939
4 1.1299 0.306 0.0396  -0,8399 0.2419 1,1148
5 -0.1472 0.006 -0.0391  -0.0092 0.0236 ~0.0923
6 -0.135% 0.006 0.1276 0.0L09  -0.1364 0.043]
7 0.1275 0.004 -0.0850 -0.0386 0.1009 0.0479
8 0.2890 0.021 -0.0595  -0.0296 0.0597 0. 1738
9 0.5314 0.068 -0.1118 -0.1383 0.1406 0.3800
10 -0, 1344 0.005 0.0948 -0.0348 -0.0886 0.0406
11 0.0612 0.00t -0.0417 0.0180 0.0396  -0.0311
12 -0.0173 0.000 0.0109 0.0018  ~0.0128 -0.0027
13 -0.5186 0.059 0.3651 0.1482 -0.4629  -0.064d4
14 ~(3, 3842 0.036 0.2329 0.1252 -0.3341 0.0316
15 0.1419 0,005 0.0236 0.0197 0.0228  -0.0543
16 -0. 1686 0.007 -0.0649  -0.0005 -0.0031 0.0213
17 -0.4112 0.043 -0.3684  -0.0842 0.2605 0.0409
18 0.1093 0.003 0.0365  -0.0266 0.0138 0.0217
19 0.2266 0.013 0.0355  -0.0214 0.0581 ~0.0340
20 0.0452 0.001 -0.0124  ~0.0099 0.0286  ~0.0041
21 -0.5403 0.074 -0.4970  -0.0264 0.3347 -0.0033
22 -0.0222 0.000 0.0035 0.0061 -0.0125 0.0019
23 0.2382 0.015 0.1751 0.0476  ~0.1023 -0.0702
24 0.2766 0.019 ~-0.0599 0.0163 0.i331  -0.1248
23 0.3656 0.033 0.0925 0.0464 0.0179  =0.1t903
26 0.0201 0.000 0.0006 -0.0039 0.0061 0.0075
27 ~-0.2432 0.015 -0.0162 0.1275 =0.0599  ~0.1961
28 0.8648 0,182 0.2083 0.6923  =0,4[50 =0.23350
29 ~2.2923 1.023 -0.0564  ~1.6387 0.6739 0.4707
30 0.0999 0.003 -0.0691 0.0268 0.0664 -0.03516
31 0.8251 0.162 0.1368 0.6348  -0.3134  -0.2466
32 0.1634 0.007 -0.0470 -0.0364 0.1104 0.0162
33 -0.2308 0.013 0.0562 -0.0254 -0.1137 0.0898
34 0.0838 0.002 ~0.0157  -0.0102 0.0442 0.0009
35 -0.0834 0.002 -0.0051 -0.0053 -0.0212 0.00232
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Vejamos agora o que acontece se retiramos a observacido 29 do
conjunto de dados. 0Os coeficientes estimados pelo méiodo de minimos

quadrados sHo apresentados na tabela 7.7. a seguir.

Tabela 7.7 Coeficientes de regressdo estimados, desvio padrio, esta-
tistica T, e probabilidade de rejei¢dco, associados ao

ajuste de minimos quadrados. {(Sem observacio 29).

Variavel Coeficientie Desvio padrio  Estatistica T Prob > T
estimado
RMSFL 0.072603 0.0220288 3.296 0.0025
VSH ~-2.631765 1.9313592 -1.363 0.1831
PHID 0. 140267 0.0310939 4.511 0.0001
DPHI 0.196214 0.0770391 2,547 0.0162
R® = 0.9365
s? = 1.20012

A retirada da observacdo 29 fez decrescer a diferen¢a entre
as estimativas robusta e de minimos quadrados correspondente a variavel
argilosidade {VSH), a qual deixou de ser significante no modelo (Tabela
7.7). Por outro ladeo. as observagbes 3 e 13 aparecem agora mais
claramente com sendo discrepantes. isto €. tanto os residucs do ajuste
de minimos quadrados, quanto do ajuste robusto (Tabela 7.8) mostram
estas nesmas observacdes como sendo discrepantes. Logo, o cenjunto de
dados tem na verdade 3 observacles atipicas. Notar que a discrepincia
das observacbes 3 e 13 estava sendo mascarada pela forte discordincia

da observacido 29,

As dist3ncias de Mahalancbis das observacdes 3 e 21 ainda
excedem o ponto de corte. mas agora tambem a observagio 28 aparece como
sendo discrepante, esta observacio estava mascarada pela discrepancia
da observagdo 29 (Tabela 7.9). No entanto, a observacio 2! mantem a
dista8ncia de Mahalanobis excedendo o valor de corte, mas sua distancia

robusta decresceu.
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Tabela 7.8 Residuos “studentizados” externamente e residuos
padronizados associados ao ajuste de minimos

quadrados e residucos LMS padronizados (Sem Obs. 29).

No de Ajuste de Minimos Quadrados Ajuste LMS
Obs., Res. "Student. " Res. Padron. Res. Padron.
(1) {t ) (r.) fe )

1 1 X
1 0.4355 0.441 -0.23
2 0.2214 0.225 -0.84
3 -2.6603 -2.426 -3.54
4 2.0660) 1.929 0.00
3 -1.0137 -1.013 -1.69
&) -{.3704 -0.376 -0.04
7 0.4713 0.478 0.21
8 (.4585 0.465 -0.15
9 1.2780 1.263 0.55

10 -0.8230 —-0.827 -0.71

11 (.0190 0.019 0.30%6

12 -0.2540 —(3. 258 -().d47

13 —2.6811 2,441 -2.72

4 —-1.4342 -1.410 -1.56

15 0.7110 0.7t7 0.45

16 -(.8585 -0.862 -1.40

17 -1.0215 -1.021 -1.94

18 0.5817 0.588 -0.06

19 1.2240 1.214 0.584

20 0.3025 0.307 0.00

21 ~(.6544 0,661 -1.92

22 -0.0390 -0.040 0.30

23 0.c868 0.693 0.00

24 1.1711 1.i64 1.09

25 1.3409 1.323 1.11

26 0.0021 0.002 -0.56

27 ~1.0305 -1.029 -1.98

28 0,0827 0.084 (.00

30 0.1192 0.121 0.53

31 0.,6723 0.678 .52

32 0.9012 0.904 0.53

33 -1.0794 -1.076 -1,28

34 0.4532 (0.459 0.11

33 -0.6572 ~0.664 -1.09
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Tabelia 7.9 Elementos da diagonal da matriz de projecido,
distincias de Mahalancbis e distincias robustas

{Sem observacdo 29},

Ne de Diagonal da Mat. Disténcias de Distdncias
Obs., de projecis Mahalanobis robustas
{1) (hii} {MDi} {RI} )
1 0.1299 1.906 2.5
2 0.1120 2.110 2.86¢
3 0.1152 2.820 3. 65!
4 0.3584 3.329 3,458
5 00,0644 3.004 3.71
6 0. ldeé 2.095 0.932
7 (0.0568 i1.044 0.932
8 0.1304 1.9838 2.704
9 0.1285 1,647 2,332
10 0.0812 1.402 1.221
11 0.1020 1.9%7¢6 1.033
12 0.0d62 0.8266 0,542
13 0.0492 1.195 0.907
i4 0.0712 1.644 1.633
15 0.0503 0.886 (0.8932

16 0.0439 0.739 0.901
17 0.2006 2.418 2.705
18 0.0490 1.588 0.432
19 0.0488 0.3874 {.06d

20 0.0533 1,361 1,024

21 g.3e41 0.334 3.227

22 0.0519 0.897 1.126

23 (.1593 2.071 1.994

24 0.0794 1.434 {.967

25 0.1309 2.0358 2,170

26 0.0360 0,821 0.8%6

27 0.0780 2.024 1.5382

28 0.4398 3.702 6,926

30 0.1307 1.878 0.932

31 0.3144 3.171 5.922

32 0.0499 1,488 F.177

33 (0.0585 L.438 1.043

34 0.0356 0,774 0.497

35 00,0309 0.226 0.764




Nota.- O ponto de corte para as distincias de Mahalanobis e robustas @

, 172
0 quantil (X% q75] = 3.338%.
PR 4

Tabela 7.10 Diagndsticos DFFITS, de COOK e DIFBETAS do método de

estimacio de minimos quadrados. (Sem observacdo 29).

No de Obs. DFFITS COOK DFBETAS (0.343)

{1) (0.686) (1.0} EMSFIL VSH PHID DPHI

i 0.1683 0.007 -0.0779  -0.1369 0.137§

2 0.0787 0.002 0.0098  =0.0538 0.0173

3 -0,9399 0.192 -0.2224 0.3941  -0.0830

4 1.5143 0.520 0.0301  -1.0874 0.3471 1.4925
3 -0.2660 0.018 -0.0672 -0.0343 0.0630 -0.1377
6 -0.1335 0.006 0.1257 0.0126 -0.1326 0.0404u
7 0.1157 0,003 -0.0758  ~0.0214 0.0843 0.0363
8 0.1776 0.008 -0.0322 0.0190 0.0179 0.0862
9 0.4908 0.059 -0.09506  -0.0321 0.0873 0.30%6
10 -0, 2447 0.015 0.1633  ~0.0880 -0.1350 0.080G7
11 0.0064 0.000 -0.0043 0.0022 0.0037 -0.0033
12 -0.0559 0.001 0.0341 -0.0014 ~0.0366 -0.0063
13 -0.6098 0.077 0.4289 0.1470  =0.5292 -0.0729
14 -0.3972 0.038 0.2372 (. 1496 -.3475 0.0197
15 0.1637 0.007 0.0271 0.0188 0.0263 -0.0618
16 -0.1883 0.009 -0.0723 0.0014  ~0.0042 0.0230
17 ~0.5117 0.065 -0.43583  —-0.1050 0.3223 0.0543
18 0.1321 0.004 0.0439  -0,0314 0.0177 0.0269
19 0.2767 0.019 0.0426 -0.0362 0.0750 -0.0366
20 0.0720 0.001 -0.0197  =0.0477 0.0461 -0.0052
21 -0.4951 0.062 ~-0.4537 -0.0035 0.2922 -0.0079
22 0.0091 0.000 -0.0014  -0.0031 0.0033  -0.0005
23 0.2990 0.023 (.2192 0.0458  -0.1235  -0.0850
24 0.3440 0.029 -(.0748 0.0019 0.1681  -0.1478
25 0.3205 0.066 0.1276 0.0106 0.0451  -0.2488
26 0.0004 0.000 0.0000  ~0.0000 0.0001 0.0001
27 -0.2998 0.022 -0.0204 0.1264 -0.0669 -0.2346
28 0.0733 0.001 0.0151 0.0622  ~=0.0369 -0.0224
30 0.0462 0,001 ~0.0315 0.0140 0.0283 -0.0244
31 0.4553 0.053 0.0661 0.3843  -0.1932  -0.1488
32 0.2066 0.011 -G.0595  -0.0738 0.1406 0.0237
33 -0, 2690 0.018 0.0653 -0.0299 -0.1278 0. 1048
34 0.0871 0.002 -0.0162  -0.0064 0.0435  -0,0000
35 —-0.1174 0.004 ~0.0074  -0.0178  -0.0234 0.0086
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Na tabela 7.10, vemos gque as observacles 3 e 4 ainda tém
estatisticas DFFITS excedendo os pontos de corte ¢ influenciande as
estimacdes dos coeficientes correspondentes as variaveis VSH e DPHI. No
entanto, as observacdes proximas de 29 tais como 28 € 31 deixaram de

ter influéncia notavel.

Concluindo. a retirada da observacdo 29 nido resolve ©
problema pois ndo € a Unica observacdo discrepante "ruim”. A anadlige
dos dados retirando as observagfes 3 e 29 também nHo produz melhoras
notaveis, isto €&, a variavel VSH permanece sendo ndo significante

(tabela 7.11). Alem disso, tanto os residuos do ajuste robusto quanto

Tabela 7.11 (oeficientes de regressdo estimados, desvio padrdo, es-
tatistica T, e probabilidade de rejeicfio, associados ao

ajuste de minimos quadrados. (Sem observagites 3 e 29},

Variavel Coeficiente Desvio padrdo Estatistica T Prob > T
estimado
RMSFL 0.077071 0.02015794 3.823 0.0006
V3H ~3.678057 1.804570350 -2.038 0.0507
PHID 0.142620 0.02836807 5.027 0.0001
DPHI 0.259043 0.074114386 3.495 0.0015
R® = 0.9489
s% = 1.0054

os residuos do ajuste de minimos quadrados mostram a observac8o 13 como

sendo discrepante (Tabela 7.12).

Reanalizando os dados sem as observacOes 3, 13 e 29, as quais
foram identificadas pelo método de diagndstico robusto (figura 7.4), os

resultados sio



Tabela 7.12 Residuos "studentizados” externamente e residuos pa-
dronizados associados ac ajuste de ninimos quadrados

e residuos LMS padronizados. (Sem Obs. 3 e 29),

No de Ajuste de Minimos Quadrados Ajuste [LMS
abs. Res. "Student. " Res. Padromn. Res. Padron,
{i) {t. ) {r. )} {e )
1 1 1
i 0.2491 0.253 .00
Z -0.0901 -0.0492 (.00
4 1.5011 1.470 1.60
3 -1.3008 ~1.,286 -1.11
6 -0. 2866 -(.291 -0.91
7 0.4323 .438 0,18
& 0.2997 0,303 0. 40
9 1.1507 1.144 1.16
10 -0.8263 -0.831 -1.21
11 0.1715 0.174 ~(). 48
12 -0.3186 ~0,324 -{.61
L3 -3.0828 -2.771 ~2.86
14 ~1.237935 -1.5490 -1.98
15 0.8004 0,803 0.00
16 —-0.9886 -0.989 -1.54
7 —1.2347 -1.234 -1.74
18 0.53291 0.5336 -0.08%
19 1.3168 1,300 0.30
20 0.3062 0.314 -0, 38
21 -(.9426 —0.944 -1.50
22 0.0163 0.017 -0.64
23 0.7406 0,746 -0.29
24 i.3684 1.348 0.33
23 1.5869 1.547 .29
26 -0, 1048 -0.107 -0.47
27 -1.4158 -1.,392 -1.38
28 0.2014 0.205 0.00
30 G.3109 0.31s -0.43
31 0.8333 0.838 0.38
32 0.5286 {.931 0.26
33 -1.14386 -1.138 -1.79
34 0.4541 0.460 ~0.11
35 -0.7653 -{),771 -1.20
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Tabela 7.13 Coeficientes de regressfo estimados., desvio padrio, esta-
tistica T, e probabilidade de rejeicdo, associados ao

ajuste de minimos guadrados (Sem observagfes 3, 13 e 291,

Variavel <(oeficiente Desvic padrdo  Estatistica T FProb » T
est imado
RMSFL 0.0684106 0.01794689 3.812 0.0007
VSH -3.953331 1.58%36229 =2.487 G.0191
PHID 0,157822 {).02542827 G. 207 0.0001
DPHI (3.265033 0.065320197 4 .065 0. 0004
2 .
R = 0.9618
s” = 0.7775

Notar gue todas as variaveis sdo significantes. o coeficiente
de determinacfio melhorou e as variancias estimadas tanto dos erros
gquanto dos coeficientes estimados sdo menores com respecto as analises
anteriores. além disseo, todos os residues encontram-se dentro do
intervalo (-2.5, 2.5). Mesmo se considerarmos um intervalo de amplitude

menor. por exemplo (-2, 2}. os residuos permanecem dentro do intervale.
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Figura 7.5 Residuos padronizados assoclados ao ajuste
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Tabela 7.14 Residuos "studentizados" externamente ¢ residuos pa-
dronizados associados ao ajuste de minimos quadrados

e residuos 1LMS padronizados. {Sem Obs. 3,13 e 29).

No de Ajuste de Minimos Quadrados Ajuste LMS
Obs, Res. "Student. " Res. Padron. Res. Padromn.
(1) (ti) (r) (e )
1 0.0817 0.083 0.00
2 -0.1740 -0.177 0.00
4 1.5871 1.546 1.60
3 -1,3198 -1.485 ~1.11
6 -0.5802 -0.,587 -0.91
7 .3349 0.340 0.18
8 0.2311 0.235 0.40
9 1.1925 1.184 1.16
10 ~-1.1192 ~1.114 -1.21
11 0.0186 0.019 -0.,48
12 ~(.35049 ~0.512 -0.61
14 -2.0305 -1.926 -1.98
15 0. 8400 0.844 0.00
16 -1.1856 -1.177 -1.54
17 -1.2871 -1.272 -1.74
18 0.5331 0.540 -0.08
19 1.4226 1,397 0.50
20 0.217¢ 0.222 -0.38
21 -(0.8624 -0.866 : -1.50
22 -0.0953 -0.097 -0.64
23 0.8965 0.900 -0.29
24 1.4276 1.402 0.33
23 1.7678 1.704 0.29
26 ~0.2062 -0.210 -0.47
27 -1.7379 -1.678 -1.36
28 0.2873 0.292 0.00
30 0.1498 0.132 -(.45
31 0.9495 0.951 0.38
32 0.9192 0.922 0.26
33 -1.4500 -1.422 -1.79
34 0.4068 0.413 -0.11
35 -0.9547 -0.95¢6 -1.20

110



Tabela 7.15 Elementos da diagonal da matriz de projecio.
distlncias de Mahalanobis e distdncias robustas

(Sem cbservacGes 3, 13 e 29 .

No de Diagonal da Mat. Distlncias de Distéancias
Obs. de projecido Mahaianobis robustas
{i} (hii) {MD ) (RD )
1 0. 1404 1.869 3.780
2 0.1268 2.461 3.268
4 0.4034 3.397 4.389
5 0.0684 4.388 3.788
5 0.1542 2.091 2.219
7 0.0603 1.123 1.099
b 0.1368 1.915 2.320
9 0.1374 1.887 1.981

16 0.0847 1.391 1.193

11 0. 1080 1.983 1.144

12 0.0485 1.923 0.815

14 0.0741 1.735 2.296

15 0.0509 0.830 0.835

i6 0.0464 0.695 1.020

17 0.2030 2.369 4.017

i 0.0511 1.569 1.169

9 0.0494 0.823 0.343

20 0.0555 1.361 0.978

21 0.3712 3.272 4,078

22 0.0534 0,892 1,078

23 0.15%¢6 1.995 2.644

24 0.0818 1,442 0.936

25 0.1323 1.983 1.0699

26 0.0385 0.867 1.099

27 0.0875 1.955 1.328

28 0.4410 3.380 9. 6060

30 0.1387 1.861 1.099

31 0.3152 3.115 3.206

32 0.0323 i.482 1.099

33 0.0603 b.48¢6 1.131

34 0.0371 0.740 0.517

35 0.0318 0.166 1,158

Nota.- O ponto de corte para as distancias de Mahalanobis e robustas é
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Tabela 7.16 Diagndsticos DFFITS, de COOK & DFBETAS do método de es-

timacdo de minimos guadrados (Sem observacdes 3, 13. 29}.

No Obs. DFFITS  COOK DFBETAS (0.354)

(i) (D.686) (1.0 RMSFL VSH PHID DEHI
1 0.0330  0.000  -0.0147  -0.0271  0.0268%  0.0225
2 -0.0663  0.001  -0.0088  0.0467 ~0.0i{49 -0.0624
41,3050  0.404  0.0653 -0.9345  0.3023  1,2830
5 -0.4117  0.040  -0.1056 -0.0282  0.0876 -D.2276
6  -0.2477  0.016 0.2042  0.0162  -0.2131 0.0631
7 0.0848  0.002  -0.0549  -0.018l 0.0625  0.0306
8 0.0920  0.002  -0.0159  0.0050  0.011f  0.0473
9 0.4759  0.056  -0.0857 -0.0362  0.0926  0.3084

10 -0.3405  0.029 0.2312  -0.1205 -0.1912  0.1127
11 0.0065  0.000  -0.0044  0.0023  0.0038 -0.0034
2 -0.1140  0.003 0.0698  0,0002 -0.0763 —0.0130
14 -0.5744  0.074 0.349F  0.2121  -0.3030  0.0244
{5 0.1945  0.010 0.0280  0.02i8  0.0341  ~0.0703
16 —0.2616  0.017  -0.0968  0.0073 -0.0i02  0.0233
17 -0.6497  0.103  =0.5813 —0.1211 0.4070  0.0504
18 0.1237  0.004 0.0396 -0.0335  0.0180  0.0308
19 0.3244  0.025 0.0442  -0.0467  0.0933  -0.0340
20 0.0528  0.001  -0.0154 -0.0134  0.0345 -0.0027
21 -0.6626  0.111  =0.6068  0.004¢  0.3889  —0.0307
22 -0.0226  0.000 0.0040  0.0077 -0.0135  0.0007
23 0.3906  0.038 0.2844  0.0581 ~-0.1595  ~0.1041
24 0.4261  0.044  -0.1026  0.0072  0.2120 -0.1814
25 0.6903  0.111 0.1556  0.0255  0.0625 -0.3302
26 -0.0412  0.000  -0.00i1  0.0050 -0.0l112 -0.0153
27 -0.5381  0.068  -0.0395  0.2484 ~0.1267 ~(.4320

28 0.2552  0.017 0.05t7  0.2139 -0.1274 -0.0777

30 0.0601  0.001  -0.0416  ©.0180  0.0367 -0.0322

531 0.6443  0.104 0.0892  0.5365 =0.2687  ~0.209%

32 0.2160  0.012  -0.0645 -0.0803  0.1494  0.0308

33 -0.3674  0.032 0.0978  -0.0410 -0.1794  0.1390

34 0.0799  0.002  -0.0161 -0.0079  0.0414  0.0025

35 -0.1731  0.008  -0.0081 -0.0205 -0.0387  0.0034

112



COMENTARIOS FINAIS

Os  métodos de diagndsticos de miltiplas observacles
discrepantes baseados no ajuste de minimos quadrados, podem avaliar a
influéncia de grupos de observag¢des. Porém, estes métodos raramente sfo
usados pela dificuldade em determinar gquantas e quals sdo as
observacdes que devem ser consideradas como conjuntamente influentes.
Por outro lado, os métodos robustos em geral, e particularmente os
estimadores comt alto ponto de rtuptura, tém a tendéncia a declarar mais
observacSes discrepantes das que realmente existem no conjunto de
dados. Conseqguentemente, o método exploratédrio estudado neste trabalho
pode servir para identificar grupos de observacles suspeitas e poste-
riormente comprovar a discrepancia destes grupos de observagtes utili-
zando os diagnodsticos de mUltiplas observacles discrepantes baseados no
ajuste de minimos quadrados. Atkinson (1986) mencioncu a importincia
destes métodos confirmatorios e posteriormente Fung (1993) retomou esta

idéia e propés novas técnicas exploratérias,
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APENDICE

DEFINICAO Al

1 n

v e Z }. De-

Dada uma amostra aleatdria unidimensional {z

finimos a Fun¢do de Distribui¢do Emplirica como
n

Pn[ziJ - _ﬁ_ 2

1

I : &
Meez b :

independentemente do ordem das observacdes.

DEFINICAO A2

Definimos um funcional estatistico ou funcio esratistica como
T : D{T) —— R,

onde D(T) & um conjunto de distribuicdes de probabilidade definidas
sobre R. Denotaremos por 7(R) o conjunto de todas as distribuicoes de

probabilidade definidas sob R.

Exemplos de funcionais estatisticos sdo:
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a) Esperanca

[
T(F) =J xd(F{x)).
R

P(T}Y = {F : F distribuicio sobre R com momento de 12 ordem finito},

D(T) < &(R),

b) Varifncia

2
xd(F(x))] F{x),

D(T) = {F : F distribuiciio sobre R com momento de 22 ordem finito},

B(T) < (k).

DEFINICAO A3

Dizemos que o funcional T € consistente se € continuo e

T{F) = Lim T[F ],
T30 n

ande Fn 2 a funcdo de distribuicio empirica acumulada.

DEFINICAO A4

Uma propriedade gue @ transformada adequadamente

transformacdes e chamada de equivariante sob transformactes.



Estamos interessados na propriedade de equivariincia sob
rotacdo, translacdo e sob transformacfes afins de tn(X), C{X) e T{X,y).
estimadores de posicdo e dispersdo multivariados e do estimador de
regressio, respectivamente. Ve jamos em que consistem estas
propriedades:

a) Dizemos gue T{(X) € eguivariante sob translacdo se:

t (v} =t (X)) + v veR,

onde
X+v = 4X +v, X +V..... X +V .
1 2 n

b} T(X) € equivariante sob transformacdes afins se:

t (AX+v) = At (X)) + v ; velkR, A matriz nio singular
n n kxk

onde

AX+v = {AX1+V, AX2+V,...,Axn+V } .

¢} O estimador de dispersdo, Cn(X), & equivariante sob transformagses

afins se:

Cn(AX+v) = ACn(X)At 3 v eER, Akxk matriz ndo singular

d) Dizemos que o estimador de regress3o tn(X, y) € equivariante de

regressdo se:

tn(X, V+Xv) = tn(X. V) + v velR,

onde
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p
+ Xv = ;43 s + + .
y + X {}i V. Yo+ XV y X v }
J

e) Dizemos que © estimador de regressio tn(qu) & eqguivariante sob

transformacoes afins se

-1 . = .
t (AX, ¥v) = A t (X. ¥) : A matriz ndo singular
n n kxik

Isto quer dizer <que transformacdes nas varifvels regressoras,

transformam tn no mesmo sentido., devide a que

Assim, podemos mudar o sistema de coordenadas das variaveis regre-

ssoras sem afetar as estimativas.
f) tn(qu} & equivariante sob trocas de escala se:

n

t (X.cy) = ctn(X.y); c €R

DEFINTCAO A5

Qualquer espaco normado pode torna-se um espac¢c metrico a

partir da defini¢3o de distiancia

n
dix.v} = x-v I+ %x. v R,

DEFINICAQ A6

noo. B .
Uma norma Lp do vetor w € R & definida como

0y



Il =

DEFINICAOQ A7

Um espago linear normade E & dito estritamente convexo se:

| y-zl=4yl+lzf vy, z€E
0 gqual implica a existéncia de algum vetor u € E tal que

y=am e z=pPu s a, B & RY.

PROPOSICAC Al

Para 1 <« p < ®, 03 espatos Lp sdo estritamente convexos

(Prova ver Kothe (1960, §& 25.2)).
PROPOSICAC A2
Um subespaCo linear de dimens3o finita, de um espaco linear

normado, contem pelo menos um ponto de distlncia minima desde um ponto

fixo (Cheney (1966)}.
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DEFINICAO AB

‘ . . k .
Dizemos que [{.| & uma norma moniitona em B se os vetores

k ) . .
X. v € R estdo relacionados pelas desigualdades

-
-
e
—
1¥
—
.
T2
.
.
o]

Entdo

el = Iyl

Observa¢3o.— AS normas Lp tém a propriedade de monotonia.

DEFINICAQ A9

. k+1 N
Um conjunto de vetores 121, e zn}. Z; e R estdo en

posig¢ido geral se

i) N#&o existem mais de k+l pontos contidos em um hiperplanc de
dimensdo menor de k.

ii)nzk+ 1.

Observacdo.— A posicdo geral © conhecida também con o nome de condigdo

de Haar.
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