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INTRODUCAD

O problema de relacionar a curvatura de uma variedade rie
manniana com a sua topologia € um dos problemas centrais em Geome
tria Diferencial. Dentro desse problema © caso de subvariedades de
espagos euclidianos ocupa um lugar de destaque por varias  razoes,
nao ultimas o fator histdrico, e o teorema de Nash que garante gue
todas as variedades riemannianas podem ser isometricamente imersas
em um espag¢o euclidiano.

A proposta deste trabalho € estudar a topolegia das varieda
des com curvaturas seccionais nao negativas imersas isometricamen
te em um espag¢o euclidiano em codimensao baixa. As hipOteses glo
bais que consideraremos sao essencialmente duas: o caso de varieda
des compactas e o casoc de variedades completas.

O caso de hipersuperficies ({isto €, codimensao um) €, hoje,
bem compreendido, seja no caso compacto, seja completco. Uma hipersu
perficie completa com curvaturas nao negativas & bordo de um corpo
convexo ou um cilindro sobre uma curva plana.

Quando a codimensao & dois, os resultados sac mais recentes e
ainda incompletos, e esse caso sera o tdpico principal deste traba
lho. Para descrever os resultados nesta diregac comegaremos com o
caso de variedades compactas. O ponto de partida das idéias que va
mos expor @ uma nota de A.Weinstein {(veja [We]) na qual se observa
que, se uma variedade com curvatura secciocnal ndc negativa (resp.po
sitiva)é imersa com codimensdao dois em um espago euclidiano, entao

existem duas diregdes ortonormais no espa¢o normal tal que as duas
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segundas formas fundamentais nestas direcgoes sao semi  definidas
(resp. definidas) positivas. Este fato acarreta gque o operador de
curvatura & nao negativo (resp. positivo}]. Usando esta observagao,
C.S.Chen (veja [Ch|} determina algumas desigualdades sobre as cur
vaturas totais absolutas que permitem uma classificagao das imer
soes, considerando-se hipdteses adicionais. De fato, usando as desi
gualdades de Chen ¢ as classicas de Morse, J.D.Moore (veja [M]}cog

segue mostrar o seguinte resultado:

. n n+2 . ~ . .- .
TEOREMA A: Seja f: M —> R uma imersao isometrica de uma va
riedade compacta, orientavel, com curvaturas seccionais positivas.

Ent3o M" & homotopicamente equivalente a s™.

Usando essencialmente as mesmas técnicasrem [B—M] conseguimos pro
var a sequinte versao mais forte do teorema acima:

TEOREMA B: Seja £: M® —» g2

uma imersao isométrica de uma va

riedade compacta, orientlvel com curvatura seccional nao negativa.
X n

Suponhamos que exista p € M tal que para cada 2-plano ¢ tangente

) L] L] - - n (4
em p, a curvatura seccional de o seja positiva, Entaoc M e homeo

n
morfa a 5.

Se tirarmos a hipdtese que todas as curvaturas seccionais em um
ponto sejam positivas, O teorema B & claramente falso, pois a imer
s3o candnica s* x Sn_k —> m™2 obyviamente verifica as outras hi

pbteses mas nd3o a tese. Alnda em [B-M] consideramos também este ca
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so mais geral, chegando a "mostrar” que efetivamente os "produtos
~ - loe s - n .
de esferas" sao as unicas possibilidades (além de S ).Infelizmente
a nossa demonstragao & incompleta, e o resultado correto deve ser
enunciado da seguinte forma:

+2

TEOREMA C: Seja f: M* — " uma imersao isométrica de uma va

riedade compacta, orient8vel com curvatura ndc negativa.Suponhamos

que M' n3o seja homotopicamente equivalente a S". Entdo:

n -~ - . P
@} se M nao e simplesmente conexa, ou M e difecomorfa a um produto

1
§ X Ml onde Ml

53 como recobrimento finito;

- . . n—1 .
e homotopicamente equivalente a S ; OU pPosSsui

(b) se M & simplesmente conexa e n & par entao M = ME X Mg"k (iso
metricamente) e existem imersoes isométricas fl: Ml _—aIRk+l,

. n-k+1 _ .

f2' M2 —> TR de modo que £ = fl X f2,
(c) se M & simplesmente conexa, n = 2k + 1 e M nao & produto de

duas variedades como em (b),entac a homologia real de M & iso
- n i = . =
morfa a de 5 e a homologia inteira apresenta torgaoc somente

na dimensao k.

A este ponto estamos tentados a conjecturar que a Gltima pos
sibilidade (c¢) nao pode acontecer.

En todo o caso, a menos dessa conjetura, o caso compacto a
razoavelmente claro e & natural perguntarmos o que acontece, por

exemplo no teorema €, se substituirmos a condigac de compacidade
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pela de completeza. Esta fol a pergunta que nos levou a este traba
lho. A idéia que tivemos foi a de usar o teorema da alma de Cheeger
e Gromoll (veja [Ch—G]] tentando reconduzir ¢ caso completo ao ca
so compacto. O teorema da alma nos garante, de fato, gue uma varie
dade completa com curvaturas seccionais nac negativas M" possui

n

uma subvariedade compacta A" & M totalmente geodésica (e de fato,

totalmente convexa) tal gue M" & difeomorfa ao espago total do fi

. ~ m I ~ , \ o
brade normal da inclusao A «—>» M . Entao, se tivermos uma imersao

isométrica f: M" ——> R+

2

podemos considerar a restricao

m

- + . -~ ~ R .
f=1fl,m:n —> R, para esta imersdo ndo podemos aplicar di

retamente as conclusoes do teorema C,pois a codimensao de At em
ﬂzn+2 & maior que dois. Porém observamos que, sendo A™ totalmente
geodésica em Mn, o subespaco gerado pela segunda forma fundamental
de £ (o primeiro espago wnormal de f) estd contido no espago normal
de £, e & portanto no maximo 2-dimensional. Esta observagao nos su
gere generalizar os teoremas B e C substituindo a hipbtese de co
dimensao 2 pela hipbtese de que ¢ primeiro espago normal tenha di
mensdao menor ou igual a 2. Dedicamos o Capitulo II intelro para es
te problema,sendo a parte mals comprida deste trabalho. (O capitu

lo I & um capitulo sobre notagOes e pre requisitos). Os resultados

obtidos podem ser enunciades da seguinte maneira:

. : + - s s
TEOREMA B'i Seja f: M?* —> R™P yma imersdo isométrica de uma va
riedade compacta com curvaturas seccionals ndo negativas. Suponha
mos gue exista um ponto p ¢ M® tal que para cada 2Z2-planc ¢ tangen

te a M em p a curvatura seccional de ¢ seja positiva. Entao, se a
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N 5 homeo

dimensac do primeiro espago normal for no maximo dois M

n
morfa a 5 .

TECREMA C': Seja f: M' —» R™P  uma imersio isomdtrica de  uma
variedade compacta com curvatura naoc negativa tal que a dimensao
do 1?2 espag¢o normal seja menor ou igual a 2. Suponhamos que M? nio

seja homotopicamente equivalente a s™. Entao:

n ~ - . ~ n . 3
(a) se M ni3o & simplesmente conexa entdc,ou M possul §° como re

cobrimento finito, ou M & difeomorfa a Sl x My onde My & homo
topicamente equivalente a Sn_l, ou, se M for nao orientavel, M
& difeomorfa a uma "garrafa de Klein generalizada", isto &, ao
espaco total do fibrado nao orientavel sobre Sl com fibra homo

topicamente equivalente a Sn_l;OK,RP;

- ~ -k
{(b) se M for simplesmente conexa e n € par entao, ou M = ME x Mg
(isometricamente) com M, homotopicamente equivalentes a esfe
i
ras, ou M & homotopicamente equivalente ac plano projetivo com

plexo EPZ;

k n-k .

(c) se M for simplesmente conexa e n = 2k + 1, ou M = Ml X M2 (l
sometricamente} com Mi homotopicamente equivalentes a esferas,

ou a homologia real de M & isomorfa & de s™ e a homologia in

teira apresenta torgao somente na dimensao k.

OBSERVACAQ: Observamos que ,comparativamente ao teorema C, @ teorema

¢' inclui o caso nac orientavel.



No Capitulo III consideramos uma  imersao isométrica

2 n - .
onde M e completa, conexa com curvaturas seccio

n
£: mt > mM
nais nao negativas. Uma aplicacao imediata do teorema da alma e do

teorema C' nos fornece entao:

TEOREMA C"; Nas hipoteses acima M & homotopicamente equivalente a

uma variedade do tipc (a), (b) ou (¢} do teorema C'.

Na tentativa de refinamento do teorema C" consideramos uma alma

Amsg M? e a imersfo isométrica T = f|A: A —> IRn+2

. Em geral, co

mo observamos anteriormente, f£(A) ndao estid necessariamente contida
, , , n+2 .

em um subespago afim {m+2)~dimensional de IR pois, em geral o}

fibrado normal de M ao longoc de A nao & paralelo. Consideramos a

seguinte definicao:

DEFINIGAO: Dizemos que f & redutivel ao longe de A se para cada
pea, Xe& TPA, Y é.TpM com ¥ normal a A temos a(X,Y) = Ofonde o &

a 22 forma fundamental de f.

Se £ & redutivel ao longo de A & facil ver (veja 3.2.1.) que f(A)
estd contida num subespaco afim (m+2)~-dimensional paralelo a
TpA GD(vM]A)p. Isso acarreta como consequéncia (veja 3.2.4.) que
M, come fibrado vetérial sobre A, & trivial. Como corolidrioc temos

entao:

TEOREMA C"' : Se f for redutivel ao longo de A entao M é difeomor
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fa ao produto de uma variedade do tipe {(a), (b) ou (c) do teorema

C' e de um espago euclidiano.

0O caso similar ao do teorema B nao pode ser tratado direta

mente com estas idéias. De fato, a existéncia de um ponto p & M

tal que todas as curvaturas seccionais em p sejam positivas nac in
fluencia diretamente o que acontece na alma (pois pode nao ter al
mas gue passem pelo ponte). No entanto, usando um resultado de
Walter (veja [WI), conseguimos provar © sequlnte resultado:

TEOREMA B": Seja M uma variedade completa de dimensao par com

curvaturas seccionais nao negativas e positivas em pelo menos um
n . . ~ - s n n+2 =
ponto. Se M admite uma imersac isometrica f: M —> IR entao M

é simplesmente conexa, ou tem o tipc de homotopia de mp?,

Os resultados apresentados neste trabalho certamente nao po
dem ser considerados completos, e seguramente sera possivel obter
ulteriores melhoramentos. O problema, por sua natureza, apresenta
varias facetas e permite o uso de diversas técnicas diferentes.NOs
temos usado as técnicas da teoria de Morse para fungoes altura, da
teoria de Hodge para variedades com o operador de curvatura nao ne
gativo, de holonomia, etc, mas mesmo assim nao conseguimos captu
rar todos os aspectos. Por exemplo, aplicando o teorema da alma,
nos temos usado essencialmente o fato da alma ser totalmente geodé
sica. Provavelmente, melhores resultados poderao ser obtidos usan

do técnicas gque capturem o fato bem mais forte gque & a alma ser to

talmente convexa.



CAPITULO I
IMERSOES ISOMETRICAS E CURVATURA TOTAL ABSOLUTA
§ 1. CENERALIDADES

. n n+ . ~ X - X .
Seja £f: M -» 1R P uma imersao isometrica de uma variedade
. . . \ n . qs . .
riemanniana n-dimensional M no espago euclidianoc {(n+p)-dimensio
) - . . n n+p
nal, p>l, Seja V a conexao riemanniana de M e D a de IR . A de
composigao ortogonal

n+p)

* *
£ (TR cTM @® wM, wM = ()1 ¢ £ (TRP'P)

induz projecgoes

Indicando com x (M) e 3e(M}‘L respectivamente as secgoes ¢’ ge
™ e vM temos, para X, Y g (M) e § €,X(M)l as decomposigoes orto

gonais associadas a PT e pl;

[F.G.]: By ¥

= VXY + a(X,Y)
1.1.1
- _ 1
[F.w.]: Dyt = A X+ VyE



conhecidas como formulas de Gauss e Weingarten respectivamente. As

formulas 1.1.1. fornecem os tensores

og: TM & TM » uM, o(X,Y) = Pl(DxY)

A: VWM & T » T™™, A_X = —PT(DXE)

g

chamados respectivamente gde 2% forma fundamental e de operador de

Weingarten, relacionados pela identidade
1.1.3. <o (X,Y), E> = <AEX,Y>.
Também 1.1.1, define uma conexao em vM chamada conexao normal

1.1.4. vie s x xond >yt

i _pl
Vit = pH(D E) .

As conexoes V,Vi, seus tensores de curvatura R, RL e 08 tensores
o, A sdo relacionados pelas equagdes fundamentais, conhecidas como

as equagoes de Gauss, Codazzi e Ricei, respectivamente :
" [E.c.]: CR(X,Y)Z,W > = {alX,Wa(¥,2)> - <alX,2),a (¥, W)

[B.c.]: (V@) (Y,2) = (Vy0) (X,2)

L [E.r.]: <Y, v)E n>= < (2.8 1%, >

onde a derivada covariante da 22 forma fundamental e definida




por:
i
1.1.6. (Vya) (Y,2) = Vg(a(¥,2)) ~ a(VyY,2) - o(Y,V3Z) .

As equagoes 1.l.5. governam toda a geometria da imersao f conforme

0 seguinte teorema fundamental das imersoes isométricas:

T

1.1.7. TEOREMA: Seja EF > M um fibrado vetorial p-dimensic

24 : . ~ E
nal com métrica riemanniana < , >»> e uma conexao V compativel

com esta métrica. Se existe uma secgao diferenciavel
g: M ——> Hom(TM & TM,E) do fibrado Hom{TM & TM,E) com
a(X,Y) = a(Y,X) gque satisfaz l.l1.5.entao existe uma imersao iso

métrica Zocal f£: MV

> R™M™P  tal que o T> M seja iso
métrico ao fibrado normal vM e o seja a 22 forma fundamental de f.

Além disso, se M é simplesmente conexa f € globalmente definida.

Indicaremos agora por v'M o fibrado normal unitdrio de £,
isto &, vM = {{x,£) € vM: || E|| = 1}. A aplicagdo normal de

Gauss & definida por:

n+p-1

g: v'M ——> § = {xe R™P. ||x|| =1}

1.1.8.

¢(x,8) = E&.

1.1.9. OBSERVAGCAO: No caso p = 1 e M conexa, v'M nao € nada mais

que o© recobrimentoc duplo de orientagéo de M, Assim,se M for



orientavel, v'M ® M x {-1,1}, e uma orientacao em M & uma escolha
de uma componente conexa M x {e} € v!M, ¢ = + 1. A aplicagdo nor
mal de Gauss restrita a esta componente fornece a usual aplicagao

normal de Gauss ¢ para hipersuperficies orientadas.

onde o(x) = (x, ).

pado (x,£) € v'M temos Ty E)le e TESn+p_l . Além dis
r

(viM) onde V' M = sP~l & a fibra de v'M gobre

S0 Ei's TxM ¢ T %

g

x. Com estas identificagoes temos:

1.1.10. PROPOSICAO: (d@)(x gy = - A

A fungdo G: v'M > R definida por



L.1.11. G(x,£) = det(de) = (-1} get &

£) £

e chamada a curvatura de Lipechitz-Killing de f.

§ 2. FUNCOES ALTURA

No estudo das imersdes uma classe de funcgdes reais aparece
naturalmente e tem um papel bastante importante: as fungoes altu

n+p-1

ra. Seja f£f: M > RMP yna imersao e seja £ € S .Definimos

fungdo altura na diregao & como a fungao hE: M > IR

1.2.1. hg(x) = f(x),8> .

hg € portanto a composigdo de f com a projegao sobre o subespago

span{E} = (A&} < Hzn+p mdédulo a identificagao span{f} & IR, &«=+1,.

Nos usaremos as fungoes altura no estudo de propriedades to

poldgico - geométricas da imersao f via a teoria de Morse. De fa
to, o objetivo da teoria de Morse & relacionar a estrutura do
conjunto dos pontos criticos de uma fungao real f: M + IR com os
invariantes topoldgicos de M. Por outro lado, como veremos adian

te, no caso de funcgoes altura a estrutura do conjunto dos pontos

criticos é relacionada com os invariantes locais da imersao.

1.2.2. DEFINTICAO: Dada uma fungac diferenciavel h: M -+ R um
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ponto xe M é critico de h se (dh) = 0, Se xe Mé cri
< L
tico a hessianag de h em = & a forma bilinear simétrica
H =H: TMx T M > ini
(h,x) < % IR definida por

H(X,Y) = (X(Y(h)))(x)
onde X e Y sio campos de vetores gque estendem X e Y numa

vizinhanca de x. O ponto x & nae degenerado  se B, %) € nao
r
singular e o indice de um ponto ndo degenerade € o numero de

autovalores negativos da forma linear associada

—

H: T M~ TXM,<ﬁX,Y> = H(X,Y).

1.2.3. OBSERVACAO: £ facil ver que todos os conceitos acima  sao

bem definidos, isto €, independentes das escolhas envolvidas.

1.2.4. OBSERVAGCAQ: O Indice de um ponto critico de h & o nimero
de "diregoes independentes de maximo de h". Em particular, um mini

mo relativo tem Iindice 0 e um maximo relativo tem indice n.
1.2.5. DEFINIGCAO: Uma fungao h: M - R & chamada uma fungao de
Morse se todos os seus pontos criticos sao nao degenerados.

0 resultado principal da teoria de Morse pode ser enunciado

da sequinte forma (veja [Mil-Z]):



1.2.6. TEOREMA: Seja h: M » IR uma fungao de Morse, propria e
limitada inferiormente. Entac M é homotopicamente equivalente a
um complexo celular C.W. com uma célula de dimensac j para cada

ponto critico de indice j de h.

1.2.7. Seja h como em 1.2.6, e denotemos por cj(h) o nimero de pon
tos criticos de Indice j de h. Seja P um corpo e bj = bj(M;F) o

-

j-&simo numero de Betti de M com coeficientes em F, isto 8,
b.

= dimF Hj(M;F).

De 1.2.6. temos:

(a) ¢ (h) 2 by

(b)

(-1)- bj = y (M) (caracteristica de
;|

Il 13

- J =
(=117 cy ()

i rs

0 0

]
Fuler-Poincaré de M)

(¢) es_g(h) =0 = cy,(h) => by =c ).

Sempre como consequéncia de 1.2.6. temos também (veja [Mil-é]):

(-1) k3 b



1.2.9. TEOREMA: Seja M compacta,conexa e heM™ —> IR uma fungao

de Morse cujos pontos criticos tém Indices 0 ou n.Se n > 2 entaoc:

{a) h tem somente dois pontos criticos

(by M* & homecmorfa a s".

DEMONSTRAGCAO: (a) segue diretamente de 1.2.7.(¢) tomando F = Z, e

para (b) veja [Mil-2] pag. 25.

. n n-+ . ~ - . .
Seja agora f: M —> IR P uma imersdo isométrica e conside

n+p-1

remos para um vetor £ £ S a funcao altura hE: M! —> IR .Temos

(veja [Rod]):

1.2.10. TEOREMA :

(a) x € M & ponto critico de h, <=> { e v M

3
(b) x € M &€ ponto critico de hE = Hyp X)(X;Y) = <o(X,Y), 8>
Ef
(c) hg & de Morse <=> & & valor regular da aplicagao normal de

Gauss ©¢: VM —> Sn+p-l.

§ 3. CURVATURA TOTAL ABSOLUTA E O TEQREMA DE CHERN-LASHOF

Em 1.1.11. temes introduzido a curvatura de Lipschitz -

- Killing G: v'M —> IR. Vamos ver agora como ela se relaciona com



a estrutura dos conjuntos dos pontos criticos das fungoes altura.

1.3.1. DEFINIGCAQ: A curvatura total absoluta de uma  imersao

n+p n
¥

£: M' — R M  compacta, & definida por

-— 1 =
_ ntp-l |det d¢|dv! = MTPTL |G(x,E) |av
T(f) = ¢ 1
viM viM
1 & x
M va
onde ¢"P71 & o inverso do volume da esfera s"TPTl o mUYP, gyt

1
dv!, dM sdo respectivamente os elementos de volume de v M,v!M e M.
p.4 h4

: +p-
Seja D o conjunto dos valores regulares de ¢: vIM —> g"'P {

Se £ D, h & uma funcdoc de Morse, indicaremos com U (E) © nﬁmg_

£

ro de seus pontos criticos e com uk(E} o nimeroc de pontos crItL

cos de indice k.

1.3.2. PROPOSICAO: Com as notagoes acima

() = P J 1 (g)do
D

onde dog & o elemento de volume de Sn+p—1.
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DEMONSTRAGAO: Veja [Rod].

ntp=1 D tem medida nu

1.3.3. OBSERVAGCAO: Pelo teorema de Sard S

la, e assim

-1
J do = J do = (Cn+p l)
D gntp-l :
1.3.4. COROLARIO:
n
(a) T(f) 2 I b (M;F)
k=0
(b) T(f) > 2
(¢) se t(f) < 3 entio M® & homeomorfa a S .

DEMONSTRACAO: (&) segue integrando 1.2.7.(a). (b) & Obvia pois M &

compacta e portanto ¥ £ € D, h, tem pelo mencs dois pontos crit;

g

cos. (c) segue de 1.2.9. pois se 71{(f) < 3 existe pelo menos um

£Ee D tal que uw(g) = 2,

A proposicdo 1.3.2. sugere a introdugao do conceito de k-ési

~ +
ma curvatura total abscluta de uma imersac f: Mt ﬂln P,

n
1.3.5. (6 = S|P J i E1do 1 TR = E ()
D
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Integrande 1.2.7. e 1.2.8. temos

1.3.6. (a) Tk(f) > bk(M;F)

n n k
) I (-1° T (f) = © (-1)° b (M;F) = x ()
=0 =0
k k |
@ ¢ 08T L s 1 GDFTI b enE).
§=0 J 3=0 J

A k-ésima curvatura total absoluta pode ser expressa de uma manei
ra similar 3 curvatura total absoluta dada pela definicao 1.3.1.

Consideremos os conjuntos

a = {(x,5) € vIM: (x,£8) & ponto regular de 9}, isto &, @(A) =D
Ak = {(x,£) ¢ A: x & ponto critico de Indice k de hg}.

n
£ claro que U AT = A.

1.3.7. PROPOSIGCAO: Com Ak dados como acima

—_ 1
T (£) = NPl J |det Agldv .

Ak
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DEMONSTRACAO: Seja '{Uk} uma colecdo de abertos conexos de

he I
v!M tal que \J Uk Seja A a menos de um conjunto de medida ze
2l -

ro, e tal gque @lU seja injetora para cada AeI. Logo,se W (U,,E)
A

denota o niimero de pontos x em M criticos de Indice k de hE tal
que (x,£) € Uy, € claro que “k(Uk’g) = 1 se e somente se exis

te (x,£) € U)\f\Ak, isto &, £ & LQ(U)t ﬂAk). Temnos

J |det Agldul = J |G(x,&) |av! = I [ lG(x,£) |av'=
k k A k
A NV "Ny,
= I ldo =1 w (U, ,£)do.
A k A k
(A N U)\) (AT N U;\)
TL .
Por outro lado, como Uk = ka\ A= U (Ul{\ AJ), a menos de
3=0
um conjunto de medida zero,
J uk(g)do = J uy (E)do = i J w (g)do =
D 3} u) 5(0,)

I
-1
R
=
~
™
o
G
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Como para cada i, uk(g) =0 se fe @(UA(\ Aj), i # k,e uk(g} =1

se b e é(UA/\ Ak), segue

J W (E)de = i . w (U, ,&}do.

D § (U, N A")

Isto completa a demonstragao.

0 seguinte teorema descreve as imersces isométricas cuja cur
vatura total abscluta &€ a minima possivel. (veja [Ch~L]).
1.3.8. TEOREMA (CHERN=-LASHOF): Seja M' uma variedade compacta,
. il n+p . ~ _ - ,
n>2 e f: M —>T1R uma imersac tal que T1(f) = 2.BEntao exis
te um subespaco afim L g;uan+p de dimensao n + 1 tal gue f(Mn)ggL,

£ & um merguiho e f(M") & bordo de um corpo convexo em L.



CAPITULO IT

SUBVARTEDADES COMPACTAS COM CURVATURA NAO NEGATIVA

E CODIMENSAC BAIXA

§ 1. O PRIMETIRO ESPAGO NORMAL

. - . - . +
Dada uma imersdo isomdtrica £: M' —> R'P chamaremos de
primetro espago normal de f o subegpago de VM gerado pela imagem

da 26—1 forma fundamental:

2.1.1. HNiM

Il

span {0{X,Y): X, Y € TM} =

= {& ¢ VM: AE = OTL,

k

et n . + + . ~
Se existir um subespago afim "™ <« R™P de dimensdo n + k

tal que f(M) c 1.7tk

entdo dim N3M < k. Em geral N;M ndao & um subfi
brado de VM pois nao tem necessariamente dimensac constante. Mes
mo no caso em gue N;M & um subfibrado de VM, digamos de dimensao
k, ndo & em geral possivel achar um subespago afim (n+k)-dimensio

nal Ln+k§ IRn+p tal que f(M) € Ln+k. Denotemos por T'(N) o conjun
to das seccgoes ¢” de um fibrado N. Erbacher provou em [Er]| o se

guinte resultado:
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2.1.2. TEOREMA: Seja N um subfibrado k-dimensicnal de vM tal que

(a) N :_) NIM

(b) ¥ £E€T(N) e ¥Xe M, vﬁg € T(N).

Entao existe um subespago afim Ln+k tal que £ (M) g.Ln+k.

Muitos teoremas relativos a hipersuperficies estendem facil
mente ao caso no qual o primeiro espage normal tem dimensao < 1.
Por exemplo, o teorema de Sacksteder para hipersuperficies compac

tas com curvatura nac negativa, como veremos.

. n n+ . -~ - s
2.1.3. LEMA: Seja £f: M' ~—> R P uma imersido isométrica de va
riedadecom curvatura de Ricecl nao negativa e primeiro espago nor
. - ~ n . . g .
mal de dimensao < l. Entao M~ tem curvaturas seccionais nao negati

vas.

DEMONSTRAGCAO: Seja x e M. Se dim(Nljx = 0 nada temos para demons

i

trar, pois pela equagéo de Gauss X 0 em x. Se dim(Nl)X =1, seja
£ um vetor unitario que gera (Nl}x e Ag o operador de Weingarten
assoclado. Seja agora {Xl""'xn} uma base que diagonaliza AE e
Ay o= <:Agxi’xi>’ o autovalor relativo a X,

Pela equagao de Gauss temos:

Ricci (X,) = T X, AL K(X,,X.,) = X,A,-
i 344 i3 i’ 173
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E suficiente mostrar que todos os Ais tém o mesmo sinal.Suponhamos

kl,...,xs < 0, A A, 2 0. Se s =0 nada a mostrar. Se s = 1,

s+l

Ricci (X;) = I A A; > 0 implica A, =0, ¥ j > 2 e o resultado é
j>213" ] -

obtido. Suponhamos portanto s > 2. Se

entao temos

Ricci (X)) == T A JA |+ 2 XA, =X (2 A, = I (A ]) <0

o que contradiz a hipdtese. Logo temos:

i<s j>s ]

Se um dos kj for estritamente positivo, digamos An’ teriamos

Ricei (X ) = T Ay + I xA, =X (L A - % 2,1y <0
n i<s $<j<n ] s<j<n ] i<s
ainda contradizendo a nossa hipOtese. Portanto Aj =0, 3 >s8 e to

dos os autovalores de Ag sac nao positivos.

2.1.4. TEOREMA: Seja f: M" > R®™P  uyma imersdo isométrica de

. n . . =
uma variedade M, n > 2, conexa, compacta e curvatura de Ricci nao

negativa. Entao as condic¢Ces abaixo sao equivalentes:
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(a) o primeiro espago normal tem dimensaoc < 1:

(b} os operadores de Weingarten AE sao semi-definidos

¥ £ e vM;

(¢} 1{f) = 2 (e portanteo por 1.3.8. f(Mp} esta contida em um

1

subespaco afim (n+l)-dimensional Pl e &€ bordo de um

corpo convexo de Ln+l).

DEMONSTRAGAQ: (a => b}): Seja x Mp. Se dim(Nl)X = 0 nada temos

a demonstrar. Suponhamos dim(Nl)X =1 e seja & um vetor unitario

gue gera (Ni)_. Pelo lema 2.1.3. AE é semi-definido.Se nev.M
entao
n=<nE>E + 1
com 1 6.(N1)i1 Portanto Aﬂ = ~<n,£)~AE e & também semi-definido.
n+p—-1

(b => ¢) Seja £ ¢ S um valor regular da aplicagao normal de
Gauss e hg a fungdo altura relativa a §. Se x & um ponto critico
de hgf entdc {x,£)e v'M e 0 hessiano de hg em x € a forma bilinear
associada a AE' e portanto & definilde (positivo ou negativo) pela
hipdtese, Portanto h tem somente pontos criticos de indice 0 ou

n+p-1

n e por 1.2.9. u(Ei = 2, Integrando sobre D ¢ S segue T (f)=2.

(c => a) imediato.
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§ 2. SUBVARIEDADES COMPACTAS COM CURVATURA NAO NEGATIVA E

DIM(N;) < 2

Neste paragrafo queremos generalizar alguns resultados que

n+ . ~ . - .
P uma imersac isoméetrica de

apareceram em [B-M]|.Seja £:M" —> R
uma variedade conexa e compacta com curvaturas seccionais nao nega
tivas. Suponhamos dim N; < 2 e seja x ¢ M. Pela equagao de Gauss,
se X e Y s3o dois vetores tangentes em x, linearmente independen
tes, temos

K(X,¥) = ——— (<a(X,X), a(¥,1)> - Jla X, 0 [12).

|| xay |2

Portanto, se K(X,Y) > 0 os vetores o(x,Xx) e a(Y,¥Y}) formam um angg

lo menor ou igual a w/2. Sendo dim(Nl)X < 2 & possivel escolher

um referencial ortonormal el,...,ep em va tal que

o{X,X) =ae +be., ab>0, ¥V X é.TxM.

1 2 -

Os operadores A, € A sao entao semi-definidos positivos. O lema
1 2

a sequir nos permitird estimar as curvaturas totais absolutas:

2.2.1. LEMA (veja [ch ] ): Sejam A, Ar/z operadores simétricos

semi-definidos positivos e Ay = cos 6 A+ sen § A“/z. Entao

|det A_ < |aet Al , ¥ 8¢ [0,m/2].

N
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. 19} + ~ . - .
2.2.2. TEQOREMA: Seja £f: M —> IRn p! n > 2, uma imersao isometri
n . . ~ .
ca de M conexa, compacta com curvaturas seccionails nao negativas.
Se dim (N3} < 2 entao temos:
n-1

(@) 1, (£) + T (£) > I 714(£).
i=1

Além disso, se existir um ponto x€ M tal que K(X,Y)>0, ¥ X,Y T M
linearmente independentes, temos
n-1

(0) 1o (8) + T (5) > I o7 (6).

DEMONSTRAGCAC: Seja Ai = {Eé.v;M: Ag tem exatamente & autovalo

res negativos}. Temos entao (cf. pag 12):

T, = T, (f) = J(J [det A£|dv

M
x

Seja {el,ez,...,ep} uma base ortonormal de v M tal que

¥V {e TXM, <a (X ,X), eij> = 0 para i

3,...4p & <D'*(X1X-)lej> > 0
para 3 = 1,2. (cf. observagEes anteriores ao lema 2.2.1.). Conside

remoss:

=
[l

e e v e >Eie> 2 0]
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Temos entao

1) Al U AP DA e Al v ... ualt ¢ B

Consideremos w:ﬁ —>B definida por Y(Z aiei) -ae + 1L ay ei.Clg

i TS
ramente ¥ & uma isometria. Se L &€ A e a; = g, ei:> temos
2, .2y 72 -!
= = 2 2 >
|det AE[ |det Aa161+azez (aZ+a) det A(a1e1+a2e2)(a1+az) >

1
> (af+a§)’é|det A =|det A

Rz wml '

2 2
(mai1e1+aze;) (a1+az)

Portanto temos

ii)y 1+ 1 = 1 1
) n J J . {det Agld\)x dm 3{ J_[det A€|dux dM >

o
n
M A UBA, M A
1 _ 1
> j J i |det Aw(g)]dvx aMm = J J_]det Asld\’x aMm >
M y{A) M B
| v n-1
> det A, |dv am = I T, .
n-1 & X i=1 i

M A! U...UA
X ) X

A parte (a) do neosso teorema esta provada. No caso em que existe

X € M tal que RK{X,Y) > 0, ¥ X,¥ e.TxM linearmente independentes,
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observamos que as inclusdes (i) $30 estritas e também axigte

Ee:A; U Az - A tal que A, & n3o singular. Portanto a primeira de

g

sigualdade de (ii) & estrita e podemos concluir

2.2.3. COROLARIO: Seja f: Mt n{n+p, n > 2, uma imersao isomé
trica de M" conexa, compacta com curvaturas seccionais nao negati
vas. Suponhamos dim(N;} < 2, F um corpo tal que M seja orientavel

sobre F e bi = bi(M:F) o i-&simo numero de Betti de M com coe

ficientes em F. Entao

Além disso,se existir um ponto xe M tal gue K(X,Y)> 0, ¥ X,Y TXM

linearmente independentes, entao

n-1 n-2 n-1
(b)) 2=b_+b_> % b - % (b.-c ) > I b,.
o) k=1 Xk =2 k "k k=1 k
DEMONSTRAGCAO: De 1.3.6.(¢c) temos bl - bO < T, T T, € portanto
b, € 1, - 1_+ b . Pela orientabilidade de M sobre F temos b_=Db
1 1 o} o o] n
e bl = bn—l' Alem dissoc temos Tj = Tn_j pois uj(E} = un_j(-g). Lo

go b < T -, bn' Temos entao
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n-2 ' n-2
b, +b .+ & T, < (t,-7.)+b_+ (r__,-7.} +b_+ I T, =
1 n-1 k=2 k 1 o O n-1 n n k=7 k
n-1
= kil T = (TO+Tn} + (bo+bn] < bO + brl

onde a Gltima desigualdade segue de 2.2.2. (a). Isso prova a parte

(a) e a parte (b) segue usando 2.2.2. (b) na Gltima desigualdade.

2.2.4. COROLARIO: Seja f£: M™ —> ®R™P, n > 2, uma imersaoc isomé
trica de M" conexa, compacta com curvaturas seccionais nao negati
vas e dim(N;) < 2. Se M" for ndo orientivel entdo,oun = 2 e M &

homeomorfa a IRPZ ou ¥ Xe M existem X, Y € T,M linearmente inde

pendentes de modo que K(X,Y) = 0.

DEMONSTRAGAO: Podemos aplicar 2.2.3. (b) com F = Z,.

Observamos que a nao orientabilidade de M implica b, (M;Zp) > 1 e

por outro lado todas as variedades sao orientaveis sobre Z,.

Consideramos agora o operador de curvatura p: A*M —> A*M da

do por

2.2.5. (X AY), 2Awy =RXYIW, 2.

p € um operador simétrico e aplicando um resultado de Weinstein(ve
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ja [We]] é imediato verificar que se dim(N;) < 2 a positividade de
p & equivalente a positividade das curvaturas seccionais. Podemocs
aplicar o teorema de Gallot-Mever {veia [G—M]) para concluirmos ©

seguinte:

2.2.6. TEQREMA: Seja f: Mn —> Iln+p uma imersac isométrica,n > 2,

n . -~ .
de M~ compacta, simplesmente conexa, com curvatura nao negativa e
n.
. -~ n - . v . 1
dim(N;) < 2. Entao M & produto riemanniano de subvariedades M

dos seguintes tipos:

n, + N, n

(GM 1) B YR) =H (S 1 R) e H(M

n

) oz SO(ni)

n

. n
1

* n, :
(GM 2) H (M *;R) = B (T P lA;IR) e H(M?T

12

)= U(ni/2)
n,

(GM 3) M ' & espago simétrico do tipo compacto

n, n.,
onde H(M 1) denota o grupo de holonomia de M 1. além disso,se exis

tir um ponto x € M tal que K(X,Y) > 0 para ¥ X, Y & TXM linearmen

te independentes entaoc M & do tipo (GM 1).

§ 3. O GRUPO FUNDAMENTAL

Neste pardgrafo continuaremos o estudo das propriedades topo

1ogicas das variedades compactasg,conexas e orientdveis imersas em



- 24 -

espago euclidiano com dim(N;) < 2 e curvaturas seccionais nao ne

gativas.

2.3.1. TEOREMA: Seja f: Mt —> n{n+p uma imersao isométrica nas

hipbteses acima. Entdo ) (M) & grupo ciclico. Além disso:

(a) se n >» 2 e existir um ponto xe M tal que K(X,¥)> 0, ¥ X, Y& TxM

linearmente independentes entao M = 0,

(b) sen > 3 e wm,(M) # 0 entao w; (M) = Z.

DEMONSTRAGAQ:

AFIRMACAO 1: Se, para algum corpo F, b, (M,F) # 0 entdo m (M) & i

clico. Se n # 3 entao w1 {M) = Z.

T » b b > 0

De fato,de 1.3.6.(c) temos Tt n-1 'n = Tn-1 "n =

l—rozbl—boz O,e 1

por dualidade. Por outro lado,por 2.2.2.(a) temos

n-2
>
o ¥ ™2 T + Th-1 + .E Ti-
i=2
Portanto
= = = = <j < n—2.
5 Ty T Th-1 & T4 0, 2<i < n-2

n+p-1

Também temos para £ D < S as desigualdades ul(EJ-uo(E) > 0
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@ pn_ltg)—pn(g) > 0.Portanto TSy = 0 implica J(pl(ﬁ}-uo(g})dc =0

D
e logo ul(E) = uO(E) para quase todos £ € D. Analogamente
Mo (B) = up (B) = un_l(E) = u, (&) e W (E) =0 2<i<n~2

para quase todces £ € D.
Usando os teoremas de cancelamentc {(veija [Mil—l],theorem 8.1.}) po

demos modificar uma fung¢aoc h com £ como acima, perto de seus pon

El’
-, . . ~ n

tos criticos de maneira a obter uma fungao de Morse ¢: M~ — IRcom

somente quatro pontos criticos de Indices respectivamente 0,1,n-1,n.

Pelo teorema 1.2.6. M" tem o tipo de homotopia de um complexo celu

* : . . - . . -
lar M cujo esqueleteo l-dimensional & um circulo. A inclusao do es

1

queleto l-dimensional i: § > M induz, pelo tecrema da aproxi

magdo celular, um epimorfismo i, : T1(SY) 7 —> m1(M*), Portanto

ﬂ: [}

iz

T (M) = Z/ker i# é ciclico, © gue prova a primeira parte da afir
macao. Agora, se n > 3 o esqueleto 2-dimensional de M colncide
com o esqueleto l-dimensional pois M* nfo contém células 2-dimen
sionais (cz(¢)=O).Portanto, ainda pelo tecorema de aproximacao celu
lar, i# e um isomorfismo o gque prova a segunda parte da afirma

—~—

¢cao.

Agora, por um teorema de Cheeger-Gromoll (cf‘[bh—G] Theorem 92.3.),
se M & completa com curvaturas seccionais nac hegativas entao

. *
T = 71 (M) contém um subgrupo normal finito ¢ tal gque T = Tw/9 con

UM DA
QBLIQTE L TEHYRA
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tém um subgrupo normal abeliano livre TIF

124
]
x
X
(S}
C)
1
<
1

zes) de Indice finito.
AFIRMACAO 2; r = 0 ou 1.

Consideramos o seguinte diagrama comutativo com linhas e colunas

* _r
exatas (Y =7 /T ):

0 0
4 +
¢ + & > T =+ 1 - 0
¥ + ¢i
I T T S
¥ s |
¥ v
4 4
0 0
onde T = ker(g o p) = p"l(i(rr)). Consideremos o recobrimento rie

manniano t: M[ & compacta

i - g tal que nl(M[T]) = T. Entao M[

T T}

pois T tem Indice finito em 7,e claramente € orientavel. Além dis

r

so & = [T,T] pois T/¢ & T'" & abeliano. Temos entio:
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Y
H, (M t2) = T/ 12 7/ =2z T,
1 Mg P 2 [, )2
- . - . [t . n+p
Consideremos agora a imersao isometrica £ o t: M[T] —> IR . Es
ta imersdo, de acordo com as consideragoes acima, est&d nas hi
. n-1
pOoteses do coroldrio 2.2.3. e portanto 2 > I bi(M[T];F). Mas
i=1

bl(M[T];HQ)i r o gque implica r =0 ou l.

AFIRMAGCAC 3: Se r = 1 entao nl(M) = 7.

Primeiramente observamos que Hl(M[T];Z) contém um grupc ciclico 1i
vre abeliano I'' z 7. Pela afirmacac 1, ﬂl(M[T}) = T & ciclico

i M :IR) > . =z T 3 [
(pois bl( [T] .) > 1). Por outro lado, T /[T,T] Hl(M[T] )
contém um grupo livre abeliano e nao pode ser finito. Portanto,sen
do T infinito ciclico abeliano, T = 2.

n+p-1 s IR e

e consideremos h,: M

g

] —> TR as fun¢oes altura na diregdo & relativas a M e

Seja agora £€ D € 8

hg: M[T
M[T] respectivamente. Claramente ﬁg = hE o t e logo y & ponto cri
tico de iIndice k de ﬂg se e somente se t(y) € critico de indice Kk
de hE' Usando o argumento da afirmagao 1, ﬂg tem o mesmo nimero de
pontos criticos de indices 0,1, n-1, n e nac tem pontog criticos
de indices i, 2<i<n-2. Portanto, pela observagao acima, o mesmo

ocorre para hg‘ Assim segue ainda do argumento da afirmagao 1 que

ﬂl(M) & ciclico. Por outro lado
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[ [HH

(M} 2 t.# (2 (M[T])) T (M[Tll & Z

Iz
[na]

portanto w; (M)

AFIRMACAO 4: Se r =0 entao w1 (M) 0 quando n > 3 e w; (M)

& ciclico finito quando n = 3 (eventualmente nulo).

Neste caso T & & & finito. Suponha 7; (M) # {0}. Existe entao um nu
mero primo p > 1 e um elemento a e T (M) de periodo p.Seja [alx 2,
o subespago ciclico gerado por a,e t: M[a] —> M 0 recocbrimento

riemannianc tal que ﬁl(M[a])

Ir

[a]. Claramente M[a] satisfaz as
mesmas hipdteses de M. Temos portanto bl(M[a];Zp) =1l e 0o argumen

to da afirmagao 1 aplicado a imersac M[a] Lo m-L£s g

impli
ca gque para guase todos &, a fungao altura ﬁg: M[a] —> IR tem O
mesmo numero de pontos criticos de Indices 0,1,n-1,n e nenhum de
indices i, 2<i<n-2. Agora, o argumento da afirmagao 3 implica que

para quase todos £, h M —> IR tem também a mesma propriedade.Is

5:
SO nos permite concluir que m, (M) seija ciclico pelo argumento da
afirmagao 1. Como r = 0 temos 7, (M) finito e portanto mi (M) & ei

clico finito se nao for nulo. Suponha agora n > 3. Se mi(M) # {0}

entao bl(M;Zp) > 1 para algum primo p, e pela afirmagao 1 segue
que " {M) z Z o© que contradiz a finitude de w;{(M). Portanto, se
n > 3, mI (M) = 0.

APIRMAGCAO 5: Se existir xe M tal que K(X,¥) > 0, ¥ X, Y & T M i

nearmente independentes entao m; (M) = 0 (n>2).
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De fato, temos visto que se m1 (M} # {0} entao m; (M) & ciclico. Em

particular, existe um primo p tal que bl(M;Zp)# 0 # bn_l(M;zp).

n-1
Sendo n > 2 temos n-l1 # 1 e portanto I bi(M:Zp} > 2 o0 que con
i=1 -
tradiz 2.2.3. (b).

2.3.2. COROLARIO: Seja M" nas hipOteses do teorema 2.3.1. Temos:

{(a) se ﬂl(Mn} % Z entao M @& difeomorfa a Mn_l X Sl onde Mn_l

Dy

uma esfera de homotopia.

(b) se existir x ¢ M" tal que K(X,Y) > 0, ¥ X, Y & T M  linearmen

te independentes entao M" & homeomorfa a s".

DEMONSTRAGCAO : (a} O fato que M & difeomorfa a Mn_l % Sl segue di

retamente do teorema 9.2. de [Ch-G]. O fato que 1 & uma esfe

ra de homotopia segue do fato que Mn"l & simplesmente conexa {ain

n-1
da pelc mesmo teorema) e z bi(M) < 2.
i=1
(b) Pelo teorema 2.2.6. a caracteristica de Euler - Poincaré de

n=1
M é par.Portanto por 2.2.3.(b),para qualguer corpe F, I b;(“ﬂﬂ = 0
i=1

o que implica H,(M;Z) = H, (s™;2). Como M & simplesmente conexa pelo

teorema 2.3.1.(a), 0 teorema de Hurewicz garante gue 0 homomorfis
mo de Hurewicz ¢ : ﬂn(M) —_ Hn(M)' definido por ¢n([a]) = o, (i)

onde i & um gerador de Hn(Sn,Z},é um isomorfismo.Entao,obviamente
n
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o Sn —> Mn,[uj =1le ﬁn(Mnl induz isomorfismo na homologia in

teira e portanto, pelo teorema de Whitehead (usando a conexao sim

ples de M), o & uma equivaléncia de homotopia. Se n > 4, pela con

L] N N - n .- n
Jetura generalizada de Poincare, M & homeomorfa a S .

n+p-1

Seja entao n = 3. Se £ e D § € um valor regular da

aplicagao normal de Gauss, temos por 1.2.8. Ho = My < bo—bl = 1.Por

outro lado, se tivéssemos M T Hp S 0 para qualquer £ &€ D, teria

mos T, =~ Ty £ 0 e logo T3 - 1, % 0, o gque contradiz 2.2.2.(b). E
xiste portanto £ € D tal que uO(E) - ul(E) = 1, Logo uz(E)-u3(£) =
= x{M)“(uO(E)“ul(E)) = ~1. Usando o teorema de cancelamento ([Mil-
-1], theorem 8.l1.) para hg construimos uma fungao g: M —> IR com
apenas dois pontos criticos o gque nos garante que M3 & homeomorfa
a 53.

§ 4. SUBVARIEDADES NAQ ORIENTAVEIS

. n . . .
Seja M, n > 3, uma variedade riemanniana conexa, compacta
. . ~ . n n+p .
com curvaturas seccionals nao negativas e f: M —> 1R uma imer
- . PV . n
sac isometrica com dlm(Nl) < 2 em todos os pontos. Suponhamos M

nao orientavel e consideremos o primeiro grupo de homologia intei

ra de Mn

s I

rl k
Hl(M;Z) = Z & ... P 7 & Z ¢ ... © 24
Py Py

soma de um grupo livre de posto s e de um subgrupo de torg¢ao. Usan
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doc o tecrema de coeficientes universais temos

Hy (M;2,]) = Hy (M;2) &, z,

pois H_(M;Zz} & livre de torgao. Além disso
H, (M;Z,) = H'(M;2,) # 0
1yrez2s = =2

pois M & nao orientdvel e portanto a primeira classe de Stiefel -

- Whitney wl(MJe Hl(M;ZZ) & nac nula.
2.4.1. LEMA: Se n > 3 entao Hl(M;Z) nac tem 2-tor¢ao.

DEMONSTRAGAO: Lembramos que a torgao de Hy (M;2) € isomorfa & tor
cao de H2(M;z). Portanto, se Hl(M;Z) tem 2—torg§o,H2(M;Z) também
tem. Neste caso, pelo teorema dos coeficientes universais

HZ(M:Zz) 40 e portanto H,(M;Z.)

li2

H2(M;22) 4 0.8 n>3 en

tao 2 # n-1 e portanto

bl(M;Zz) + b2(M;Z2) + bn_l(M;Zz) > 3

o que contradiz 2.2.3. (Obviamente todas as variedades sao orienta

yvels sobre Z2!J.
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2.4.2. COROLARIO: s = pOSto(Hl(M;211 # 0, n> 3,

DEMONSTRACAO: De fato, Hl(M;Z) nao tem 2-torgao e portanto

Q # bl(M;Zz} = § = posto (HltM;Z)).

Vamog congiderar o recobrimento duplo de orientagao de M,
8: M —> M com a métrica de recobrimento. Pelo coroldrio anterior
Segue que ﬂl(ﬁ) # 0 e portanto ﬂl(ﬂ) & % pelo teorema 2.3.1. A
aplicagdo 9, : ﬂl(ﬂ) —> m; (M) & injetora e e*(nl(ﬁ)) tem indice 2
em ﬂl(M) (em particular, & normal em ﬂl(M)). Existe portanto uma

sequéncia exata:

0——-—>Z——>nl(M)—~—>z2 —> 0.

1

2.4.3. PROPOSIGRO: 1, (M) Z e f,: nl(ﬁ, —> m;(M) & multipli

cagac por * 2,

DEMONSTRAGCAOQ:

AFIRMACAO 1: Seja G um grupo que admite um subgrupo ciclico infi
nito de indice 2. Entao G & isomorfo a 2z ou ao produto  semi-dire

to 2 %¢ Z, onde ¢: 22 —> Aut(2) = Z, & um homomorfismo.
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A demonstragac da afirma¢ao acima pode ser feita através do
calculo dos grupos de cohomologia HZ(ZZ;Z} que classificam as ex
tensoes de 7% por Zz. De fato, H2(22;Z] = 22 ou Hz(zz;Z) = {0} de

pendendo se a agao de %, sobre Z & trivial ou nao. Podemos também

2
usar um argumento direto como vamos fazer agora.

Se G for abeliano, um simples argumentc usando © teorema de
estrutura (claramente G & finitamente gerado) mostra que G = Z ou
G 2z 7 X Zz. Se G nao for abeliano, G & gerado por dois elementos
a, b tais que a gera um grupo ciclico infinito (o subgrupc isomor

fo a Z) e b tem imagem nac nula em ZZ‘ Segue entao que existem

s,t € Z tais que

De ii} temos

b*ab™® = batbl = mab hHt
e portanto
t2
a = a
o que implica t = % LComc G & nao abeliano temos t = -1. Também
a® = b2 = bbb P oba® o (bab )5St ;78
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e portanto s = 0.
A esta altura fica claro que G & isomorfa ao grupo diedral

22 & a identidade.

I

generalizado Z N¢l 22 onde ¢l: 22 —> Aut(Z)

AFIRMAGAO 2: O subgrupo dos comutadores de G = 2 Z =

{{(2m,0): mgZ} e G/l-G c] = 22 X Zz .

De fato,a estrutura de grupo em Z "y Z, &, por definigio,
1

(m,a).(n,b}) = (m + ¢, (a) (n),a + b)
e ¢l(a)(n) =nse a=2>0, ¢l(a)(n) = ~-n Se a = l(Z2 = {0,1}).

Loge temos

w0t = (m,0) e (@D Y = (ml)

e portanto o subgrupo dos comutadores & gerado por

[(m,0),(n,0)] = (m,0).(n,0).(m,0 L. 007" = (0,0
[(m,O),(n,l)]. = (2m,0)

[(m,1),(n,0)] = (~2n,0)

[(m,1), (n,1)] = (2(m-n),0).
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Portanto temos [G,G] = {(2m,0}: m ¢ Z}. Para a sequnda parte da
afirmacao observamos que G/[G c] & um grupo abeliano de ordem 4
r
e as classes laterais de (1,0) e (0,1) tem periodo 2 em G/[G G] e
!

portanto G/[G,G] = Zz % Z2.

CONCLUSAO: A esta altura basta observar que se ﬁl(M) # Z entao

Hl(M:Z) teria 2-torgao o gque contradiz o lema 2.4.1.

2.4.4. TEOREMA: Seja M uma variedade riemanniana ccnexa,compacta

. . = . n n+ .
com curvaturas seccionais nao negativas e £: M7 —> IR P uma imer

-

sa0 isométrica com dim(N,) < 2 em todos os pontos. Entao, se MY &

ndo orientavel e n > 4 M' & uma garrafa de Klein generalizada (is
to &, o fibrado nao orientavel sobre S1 com fibra homotopicamente

equivalente a Sn_l). Além disso a métrica & localmente produto.

DEMONSTRACAO: Seja M o recobrimento duplo de orientagao de M com
a métrica de recobrimento e 6: M —> M a projegéo de recobrimento.
Entio fo8: M —> RP & uma imersio isom&trica nas hipoteses do

L x M' onde M'

corolario 2.3.2. {a) e portanto M é difeomorfa a S
& uma esfera de homotopia. Alids, a métrica & localmente um produ

to o que ja prova a Ultima afirmacgao.

AFIRMAGAO 1: M &€ uma fibragao socbre s com fibra conexa.

1

De fato,consideramos em S™ X M! um campo X de norma unitériaﬂzmgen
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te em cada ponto ao fator Sl. Sendo a métrica localmente um produ

to X & campo paralelo, e se Y & outro campo paralelo em M temos

Y = ¢ X, pois Hl(ﬁ;ﬂll IR & gerado pela forma (paralela) dual de

112

—

. Seja t: M —> M a transformacao de recobrimento nao trivial e

b

definimos um campo X em M como a média das projegoes de X, isto &,
se 8(x) = p definimos
}l

X

_ 1 3
X, =3 {(de}x Xx o (a9) T{x)

P T (x)

Claramente Xp & um campo bem definido e paralelo. Sendo X parale
lo, ou Xp = 0 ou Xp # 0, ¥ p¢ M. Suponhamos Xp =0, ¥pe M. Nes
te caso o campo X projeta-se em um campo de 1linhas em M, pois

(ae) X = -(d9)

< (%) Xr(x) # 0. As curvas integrais de um tal

campo de linhas sac projecgdes das curvas integrais de X. Mais pre
cisamente, seja evl(p) = {%,T(x)} e considere y e ¢ curvas inte
grais de X com pontos inig¢iais x,7(x) respectivamente. Se y # O
temos gque 8 oy e 8 o O representam a mesma curva fechada em M
com orientacGes opostas.Mas entao temos [6 o ¥] + [6 0 0] =0 em
ﬂl(M}, com [y] + [o] # 0 em ﬂl(ﬁ) (de fato, 0 e Y representam o
mesmo gerador de ﬁl(ﬁ)). Por outro lade, se Yy = ¢,como & & um reco
brimento duplo projetando y sobre 0(y),temos que cada ponto da ima
gem 8 (y) & recoberto duas vezes com orientagﬁes opostas. Portanto
ainda temos %*[Y] = 0 com [y] # 0. Em ambos 0s casos as conclusodes
contradizem a injetividade de Q#'
Portanto X é um campo paraleloc ndo nulo em M e o pull -back

* *
(68 X )} define um campo paralelo em st o« que coincide portan
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1

to com X a menos de um miltiplo. A distribuigdo X & integravel
porque X & paralelo, e as folhas da distribuicac sao as imagens
por 6 das folhas da distribuicao ﬁl em Sl x M, sendo portanto
conexas e compactas. Agora podemos aplicar um resultado de Bour-
guignon - Mazet (cf[Bo-Ma]) que garante a existéncia de uma fibra

¢ao riemanniana M —> st possuindo como fibras as variedades inte

grais de Xl.

AFIRMAGAO 3: As fibras da fibragao M —> sl s3o esferas de homoto

pia.

Seja F a fibra da fibragéo acima. Temos WO(F} =0 pois F é cone

xa. Consideremos a sequéncia exata de homotopia

i
wj+l(sl)—> m(F) > ) mg(sh) e 0 > m (F)vzen > 0 = T (F)
Se j = 1 segue que ﬂl(F} = 0,
Se 7 > 1, como wj(sl) = 0 segue que i, & um isomorfismo e portan
to ﬂj(F) =z ﬂj(M) z vj(ﬁ) = ﬂj(M') o gue conclui a demonstragao.

§ 5. SUBVARIEDADES SIMPLESMENTE CONEXAS

No § 3. estudamos um caso de imersac de variedade simplesmen

te conexa, mals precisamente quando existe um ponto x em que as
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curvaturas seccionais sao estritamente positivas. Neste paragrafo
vamos considerar o caso geral K 2 G, generalizando alguns resulta

dos de [B—M].

Primeiramente vamos fazer uma andlise da algebra de  holono
mia de M e veremos que o0 teorema de Bishop (cf [Bi]) se generali

za no caso que vamos considerar.

. n n+ , ~ . - .
Seja £: M" —> R™P, n > 3,uma imersao isometrica de uma va
2,...,ep} € um referen

cial ortonormal do espago normal VXM denotemos por Ai, i=1,...,p

riedade riemanniana conexa. Se XM e {el,e

0s operadores de Weingarten relativos a e, i=1,...,p. A equagao
de Gauss {cf. 1.1.5,) permite expressar o operador de curvatura em

X {cf. 2.2.5.) como:

2.5.1. px(X/\Y) = AiX/\A.Y.

I =1

2.5.2. DEFINIGCAO: O espago de curvatura relativa de f em x & o

subespaco de TxM
ki{x) = Im(Al) Tt Im{Ap)

onde Vi, i = 1,...,p, Im(Ai) é (ker(Ai))i4 isto &, o subespago ge

rado pelos autovetores de autovalores nao nulos de Ai.
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De 2.5.1. segue imediatamente que

2.5.3. px(ﬂ}z{ M) < A%k (x) .

Lembramos que ﬂiM é uma dlgebra isomorfa a algebra ortogonal
das transformagées lineares anti-simétricas de T M através da iden

tificagdo de uma 2-forma X A Y com a transformagdo
(X AY) 2=CX,2> 7Y ~-<X¥,2> X.

Além disso, ﬂiM tem uma estrutura de algebra de Lie natural induzi

da pele produto interno de TXM:
[X A Y, 2 AW =<CX2> YAW+HSY,W> X AZ -

- <X WYY AZ-ZXY,2> XAW.

2.5.4. DEFINICEO: Dada uma variedade riemanniana M o grupo de ho Zg
nomia em x ¢ o grupo de Lie constituido de transportes paralelos
de T M ao longo dos lagos com ponto base x. A sua algebra de Lie,
denotada por hx' & a algebra de holonomia em X. Se M & conexa
hx z hy, ¥x, yeM.

Pelo teorema de Ambrose—-Singer, hx 2 gerada pelos transpor

tes paralelos de todos os operadores de curvatura de M para 0 pon
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to x. Em particular, se r. & a algebra gerada por px(mais precisa
mente, pela imagem de px) temos r ~como uma subalgebra de hm e

2.5.3. implica obviamente que r & ﬂzk(x).

2.5.5. TEOREMA: Seja f: S I{n+p uma imersao isométrica de
uma variedade riemanniana conexa, compacta tal que dim(Nl) < 2, En

tac, se n # 4,a algebra de holonomia h, num ponto x € uma das se

guintes:
(a) hm = 0{n)
(b} kx = 0(k) x O0(n-k), k # O.
Se n = 4, a algebra unitaria U{2) de uma estrutura complexa sobre

T M € também uma possibilidade.

DEMONSTRACAO: Como M &€ compacta existe um ponto x €« M tal que
a(X,X) #0, ¥ X e T M, X # 0. Basta tomar x tal que a distancia

n+p

de f(x) a uma origem fixada de IR seja a maxima possivel.Nesse

ponto k (x) @ obviamente T M e portanto r ,h C AiM. Se dim(Nl)X =1

tomemos um vetor unitirioc v que gera (Nl)X e temos Av definido, o

gque implica p, sobrejetor e portanto r e todo AiM.

Suponhamos dirn(Nl}X = 2. Existe um vetor ve (Nl)X tal que x
seja ponto critico de indice 0 ou n da fungao altura h . Considere

mos entao um referencial ortonormal'{el,...,ep} de v, M tal que
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e, = v/||v]] e span{el,ez} = (§;) . Por outro lado, uma transfor
magac ortogonal de vXM que fixa ej, j > 1 e leva e; para - &, tor
na x um ponto critico de indice n ou 0 de A_o conforme A seja po

1 1

sitivo ou negativo definido. Entao podemos escolher um referencial

ortonormal de VXM, denotado novamente por {e ..,ep}, de modo que

1’
Ael seja singular e span {el,ez} = (Nl)x' Seja {Xl,...,Xn} uma  ba
se ortonormal de TXM de autovetoreg de Al = Ae tal que
1
span {xl,..,xk} = Im(Al) =V e
span {X X} =ker(A,) =W = vl # 0
P K+l " ¥n 1 .

AFIRMAGAO 1: W < I (3a,).

De fato, temos que ¥ Xi, i >k,

-1 eo

0 # a(Xi,Xi) =

; <c¢{Xi,Xi),ej> ey = <A2(Xi),xi> e,.

1

Logo Az(xi) # 0 e pertanto X, € Im(Az).

Denotando Im(Ai) por Vi podemos escrever k{x) = TXM = V1+V2.

Pela afirmagao 1 podem ocorrer V. M V2 # 0 ou V.MV, = 0. (nesse

1 1 2

caso k(x) = Vl & Vz).
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AFIRMACAO. 2: Se V., N V2 # 0 entao r AXM e se Vl(W v, 0,

2
1

1

dim v, V, # 2 entao r, =V] + Vg. Se n = 4 entdo existe a possibi

lidade re = u(z).

A demonstragac & a mesma do [Bi]| theorem l(a').

CONCLUSAO: A esta altura temos que hx_contém r -que pela afirma

- 2 2 2 _ _
¢ao 2 pode ser ou ﬂxM, ou Vl + V2 com TXM = Vl @ Vz, Vl = Vé. 0

lema 5 de [Bi] mostra gue nesse caso Vi + Vg é uma subalgebra ma

ximal de AiM.

2,5.6. TEOREMA: Seja f: M — Hln+p, n > 3, uma imersao isométri
ca de uma variedade compacta, simplesmente conexa com curvaturas
seccionais nao negativas tal que dim(Nl) < 2 e a algebra de holono

mia global & da forma 80(k} x SO(n-k}, k # 0. Entao Mt & produto

riemanniano de esferas de homotopia ME x Mg_k.

DEMONSTRAGAO: Decorre do teorema de deRham que M® & isométrica a

um produto riemanniano ME X Mg_k de variedades compactas, simples

mente conexas de curvaturas seccionais nao negativas. Pelo corola

n-1

rio 2.2.3. (a) temos que I bj(M;F) < 2 para gualguer corpo F,
=1

pois M & orientdvel. Portanto a formula de Kunneth

J
¥j,] = 0,...,n,Hj (M;F)Eg,(-{_—-)o Hy (M} i F) ®Hj_£(M2:F)
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implica que bi(Ml;F) = 0 para i # 0,k e analogamente bi(Mz;F) =0

para i # 0, n-k, para qualquer corpo F. Portanto M,, i = 1,2 sao0
* -

esferas de homologia real, e além disso H (Mi:Z) i=1,2 nao pode

apresentar torgao. O resultado segue entao do teorema de Whitehead.

2.5.7. TEOREMA: Seja f: MY —> IRn+p, n > 4, n par, uma imersao
isométrica de uma variedade M compacta, simplesmente conexa com
curvaturas seccionais nao negativas, tal que dim{Nl) < 2e a élgg
bra de holonomia global &€ da forma SO(n)}. Entao M” & uma esfera de

homotopia.

DEMONSTRACAO: Pelo tecrema 2.2.6. M" & uma esfera de cohomologia
real. Basta observar agora que a homologia inteira nao apresenta
torgao. De fato, se para 0<j<n e para algum numero primo q,Hj(WuZ)

apresentar g-torgao teremos H.

Ll n‘
j(M,zq) # 0 e portanto Hn_j(M ,zq)¢0.

Se j = 5 entao o subgrupo de torgao de 3Tl (M;2) contém g-torgao.

Sl =)

Logo H. . (M;Z ) 0 e portanto H.. . (M;Z 0 tambem. Mas isto con
90 By q # P 41 q) # n

tradiz a desigualdade 2.2.3. (a), com uma cobservacao de gque j > 1

n

por M ser simplesmente conexa. Analogamente, se j < 5 teremos
. . ~ j+1
H,(M;2 0 e H_ .(M;2 0 com n- . Entaoc H- M:Z 0 e
j( q) # n_j( q) # J# 3 ( q) #
logo Hn_j_l(M;Zq) # 0 o que contradiz novamente a desigualdade
2.2.3. (a).

2.5.8. OBSERVAGAO: Quando n = 2k + 1 e a holonomia & SO(n) o argu
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mento do teorema 2.5.7. nao. se aplica, pois pode acontecer um caso
em que Hk(M;Z} # 0 apresenta torgéo sem contradizer 2.2.3.{(a). Unm
exemplo de variedade que & uma esfera de cohomologia real com holo

nomia S0 (njena condigao citada foi sugerido pelo Professor A.Rigas.

2.5.9. EXEMPLO: Consideremos a variedade de Stiefei V = w
n+2,2 50 (n)

de dimensac 2n + 1, n > 2, Por ser um grupo de Lie compacto,
S0{n+2) possui uma métrica bi-invariante de curvatura nao negati
va, e como SO(n} atua naturalmente sobre SO(n+2} por isometrias,
Vn+2'2, com a métrica quociente, & uma variedade riemanniana aom
curvatura ndoc negativa.

Lembramos gue S0{n) se inclui em SO(n+2) identificando uma

matriz A & S0(n) com a matriz

rl 0 0 .... 0_
0 L 0 .. 0
Al = 0 0 em SO0({n+2) ,
.. a
0o o

Entao a agao a direita de SO(n) sobre SO(n+2) & interpretada como

multiplicagao de matrizes XA = X.A;. Esta agdo & livre e fixa as

duas primeiras colunas de X. Logo, um elemento X de Vn possuil

+2,2

2n+4 coordenadas reails dadas pelas duas primeiras colunas de uma
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matriz representante X. Além disso, como as colunas de X sao veto

+2

res unitarios e ortogonais de RrR" Y & o espago total do

n+2,2

fibrado tangente unit&rio da esfera s™1 | portanto a projecao  de

X Vn+2 2 scbre as duas primeiras cclunas de X fornece uma imer
, =

sdao de Vit o ©M ﬂ%zn+3, com codimensao 2. E um  fato conhecido
F

gue Hi(Vn Z) = 0 para 1 # 0,n, n+l, 2n+l, e Hn(Vn Z) & 7%,

+2,2° +2,27

Sse n & par, e & Zyr Se n & impar. Portanto,quandc n & imparfvn+2 5
!

e uma esfera de homologia real que nao é esfera de homotopia.

2.5.10., OBSERVAGCAO: Observamos que, apesar de V > possuir uma

n+2,

- ~ \ . ; N . ~
metrica de curvatura nao negativa e imergir em IR com codimensao

2, nao sabemos se admite uma métrica de curvatura nao negativa in

duzida por uma imersao em espag¢o euclidiano. Realizamos calculos
para n = 3 com a imersao c¢itada no exemplo acima, e constatamos

que a métrica induzida sobre V nao & de curvatura nac negati

5,2

va.

2.5.11. OBSERVACAO: Resta-nos comentar sobre as variedades de di

mensao 4 com a holonomia U{2). O teorema 2.2.6. implica que nesse

2

* *
caso H (M;IR) = H (CP”;R). Além disso, o argumento usando a desi

* * ~
gualdade 2.2.3.(a) implica que H (M;Z} H (EPZ;Z).Na proposicao

H

3.3. de [B-M] foi mostrado que uma variedade compacta,simplesmente

— . - . . 6
conexa nas condigoes acima nao pode imergir em R7, usando argumen

tos puramente topologicos.Quando a codimensaoc & estritamente mailor

que 2, mesmo supondo uma imersac isométrica com dim(Nl) £ 2, o ar
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gumento nao se estende e ndo encontramos ainda uma  demonstracao,

apesar de acreditarmos que tal caso nao possa ocorrer.



CAPITULO IIT

SUBVARIEDADES COMPLETAS COM CURVATURA

NAO NEGATIVA E CODIMENSAQ BAIXA
§1. O TEOREMA DA ALMA

Neste capitulc tentaremos estender alguns dos resultados do
capitulo anterior ao casoc de variedades completas n~dimensionais
com curvatura nao negativa imersas isometricamente em IRn+p,p==l,2.
A estrutura topoldgico -~ diferencial das variedades completas com
curvatura nao negativa & relacionada a das variedades compactas via
0 teorema da alma de Cheeger =~ Gromoll (veja [Ch-G]) que vamos disg

cutir agora.

3.1.1. DEFINICAO: Um subconjunto C de uma variedade riemanniana M
€& dito totalmente convexo se para cada p, q € C e cada geodésica Y

em M entre p € g, ¥ estd inteiramente contida em C.

Em particular, uma subvariedade totalmente convexa em M & totalmen
te geodésica.

A importdncia da existéncia de subvariedades totalmente conve
xas de uma variedade riemanniana & mostrada pelo seguinte resulta

do:
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3.1.2. TEOREMA: Seja M uma variedade riemanniana completa e C € M
uma subvariedade compacta, totalmente convexa. Entao a inclusido

C &> M & uma egquivaléncia de homotopia.

O teorema 3.1.2., cuja demonstragac & uma aplicagac  interessante
mas nao dificil da teoria de Morse para variedades de Hilbert (ve
ja [Ch—G]), nos mostra que a existéncia de subvariedades totalmen
te convexas nao & comum. Por exemplo, como coroldrio de 3.1.2., te
mos que'as variedades compactas n3o admitem subvariedades fechadas
(proprias) totalmente convexas.

se M" & completa, com curvatura seccional nao negativa,o teo
rema de Cheeger e Gromoll estabelece exatamente a existéncia de

uma subvariedade compacta, totalmente convexa.

3.1.3. TEOREMA: Seja M uma variedade riemanniana,completa com cur
vatura nao negativa. Entdo existe uma subvariedade A C M compacta
{sem bordo) e totalmente convexa tal que M & difeomorfa ao espago
total do fibrado normal v A da inclus3o A ©«—> M. A & chamada uma
alma de M. Além dissc, se P e i, Xe TPA, Y £ vEA entao R{X,Y)Y =0

onde R & 0 tensor de curvatura de M.

DEMONSTRACAO: veja [Ch~G], [M-R] , [P].

-

3.1.4. COROLARIO: Se a curvatura seccional de M & estritamente PO

sitiva e M nao for compacta, entao uma alma de M & necessariamente
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0-dimensional, e portanto,se M for conexa, M & difeomorfa a r",

A nossa estratégia no estudo de imersoes isométricas

n n-+ - . . -~
f: M* —> IR™P onde M & completa com curvaturas seccionais nao ne
gativas & agora estudar a restricao de f a uma alma de M e tentar

aplicar os resultados do capituloc anterior.

§2. REDUCAQO DA CODIMENSAO

. n ' . .
Seja M uma variedade riemanniana completa com curvaturas

» 1 -~ ) r m n n + -
seccionais nao negativas e A uma alma de M, e £f: M —> IR P g

. -~ . - . \ - m n+
uma imersao isometrica,considere a restrigao f = f|A:A —>1R p.

Sendo A totalmente geodésica,o primeiro espago normal de £, N es

1!’
ta contido no primeiro espaco normal de £, N - Em particular, o fi
brado normal \)M|A de f restrito a alma contém o primeiro espago

normal de f. E portanto natural perguntar se f(A) estd contida em

um subespago afim (m+p)-dimensional de R 7P (ef. 2.1.2.).

3.2.1. PROPOSICAO: Nas hipdteses acima, \)M|A é paralelo se e SO

mente se para cada X ¢ TA, Y e vMA, alX,Y) = 0.

A
DEMONSTRAGAO: Seja § uma secgao de vM1A e denotamos por 7l 4 cone

xao normal de f. Sejam X &€ TA e Y € UMA. Temos
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A A
(vl ey>=-emy>=-Ceny>=-Ega@n) =a

e portanto leA_é paralelo. Reciprocamente, se \JM|A & paralelo en
taoc f(A) estd contida num subespaco afim S (m+p)-dimensional de

n+p Portanto, se X e Y sao secgoes de TA e vMA respectivamente,

IR
Y se mantém normal a S ao longo de uma curva integral de X em A, e

logo normal a vM|A. Portanto D,Y & normal a vMIA_ o gque implica

X
a(X,Y) = 0.

3.2.2. DEFINIGAQ: Dizemos que f & vredutivel ao longo dJde A se

vi€ TA, ¥Y & \)MA, a(X,Y) = 0.

3.2.3. OBSERVACAO: Dizer que f & redutivel ao longo de A & algo
mais que dizer simplesmente que £ (A} estad contida num subespago
afim (mfp)-dimensioual, S. Este algo mais & precisamente o fato
que § & paralelo a TA & (vM|A) (ou seja, perpendicular a vMA}.EE
te Gltimo fato nao & consequéncia deo primeiro fato, como podemos

observar pela situacao que o desenho abaixo indica:
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e de fato,tem como interessante consequéncia o sequinte:

3.2.4. TEOREMA: Seija f: M —> R™P una imersfio isomtrica de
uma variedade completa com curvatura nao negativa, redutivel ao
longo de uma alma m-dimensional A", Entdo M & difeomorfa ao produ

to A" x mR™T,

DEMONSTRAGCAO: Seja p € A" e Xl""'Xn-m um referencial ortonormal

de ng. Transportanto este referencial paralelamente em r PP ao

longo de A" se obtdm um referencial ortonormal perpendicular a

S =TA & (leA), e portanto um referencial em vMA. Logo vMA é
por um lado difeomorfa a Am X ﬂ{n-m, e por outro lado a M pelo
teorema da alma (3.1.3.). Isto conclui a demonstracgao.

A titulo de exemplo, vamos agora discutir o caso das hipersu

1

. . n n+ , ~ - n
perfiC1es. Seja f: M —> R uma imersao isometrica, M conexa,

completa com curvaturas seccicnais nao negativas. Seja £ um campo

normal e considere vx = dim Ker(a o Indice de nulidade relativa

£l x
de f em x € M. Se Ve = 0 em algum ponto entao todas as curvaturas
seccionais sao positivas neste ponto, € um resultado classico de
Sacksteder (veja [8]) garante que f(M) & bordo de um corpo convexo,
M e difeomorfa a IRn, e uma alma de M se reduz a um ponto. Se

Vo > 0 para cada x € M e L = inf Vo entao, por um teorema clissico

XeM
de Hartman (veja [H]), M & isométrica a um produto M % x m?* e

1
. . n+1 \ i BISS s
a menos de uma isometria de IR . existem m =
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. n—f,"l'l R 2 ) P« . - - .
fl' Ml —> R P fz- R” —> IR" tais que f = fl X f2' Alem dis

80 0 Indice de nulidade relativa de fl & zero em algum ponto.Se Ml
for nao compacta, aplicando o resultado de Sacksteder, Ml é difeo

morfa a Iln_i, e em particular uma alma de Ml(e portanto de M) se

-

for compacta, pelo teorema 2.1.4., Ml‘e di
n-4+1

reduz a um ponto. Se Ml

n-4 e f(Ml) &€ bordo de um corpo convexo em IR

feomorfa a s Em

todo caso £ & redutivel ao longo de uma alma de M.

Um outro exemplo interessante é M = TSZ, o] espago'tangente a
esfera Sz. E facil construir uma métrica completa com curvaturas
nao negativas em T52 (veja [M"R]). Tamb&m temos

3%« R |x]l =1e <x,y> =0}

2
Ts® = {(x,y)e R
2 . . ~ © - - s
e pertanto TS admite uma imersao natural em IR, Porem a metrica
induzida por esta imersao nao tem curvaturas nao negativas. Em to
s . ~ . 6
do casoc, mesmo se admitir uma imersac isometrica em IR com curva
turas nao negativas, e mesmo que nesse caso a alma (a alma é difeo
2 . . ; .
morfa a S} esteja contida num subespago 3 ou 4-dimensional , esta
. o~ —~— - . 2 ~ oy .
imersao nao & redutivel aoc longo de uma alma pois TS® nao € difeo

morfa a 82 X IR2.

2

. T n n+ . ~ - . n
Seja agora f: M —> IR uma imersao isometrica de M com

pleta com curvatura nao negativa.

3.2.5. TEQOREMA: Se f for redutivel ac longo de uma alma entao M &
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difeomorfa a um produto de um espago euclidiano E{n—i e uma subva

£ . e .
riedade compacta, totalmente convexa A" gque verifica uma das condi

coes abaixo:
- . . %
(a) A & homotopicamente equivalente a S7;

(b) A & produto riemannianc de . subvariedades difeomorfas a

Sk e SR—k;

2 s .
(c} £ = 2k + 1, A tem a homologia real de §° e a homologia inteira

apresenta torgao eventualmente na dimensao k;

]

(ay % 3 e A & um guociente de S3 por um grupo finito;

(e) A & nao orientavel (e M também) e & uma "garrafa de Klein gene

ralizada", ou lRPL.

DEMONSTRAGAO: Segue imediatamente de 3.2.4. e dos resultados do

Capitulo II.

Queremos terminar este paragrafo com alguns comentarios. Pri
meiramente, a redutibilidade de f ac longo de uma alma A permite
transportar propriedades geométricas de f para propriedades anilo
gas de I (por exemplo, se f tem fibrado normal plano entiao £  tem
fibrado normal plaﬁo, etc) . Também podemos perguntar se existem
condigoes mais fracas gue a redutibilidade que permitem aplicar a

alma os resultados do caso compacto. Mais precisamente:
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3.2.6. PROBLEMA: Dadas uma imersao isométrica f: Mn —> H2n+p e

A£€; M? uma alma de M,existe uma imersaoc isométrica fA:Ag->Il£+p?

Uma idéia para este problema & considerar o fibrado normal de M ao

longo de A&, wM| e definir uma "conexao normal"

A’
The xon x rom|,) —> Tom|y)
por ﬁi& = projecgao de Vig sobre UM|A. Definimos também uma segunda
forma fundamental o: TA x TA —> vMIA por & (X,Y) = o (X,Y).0s da
dos (vM]A, ﬁi, ¢) verificam claramente as equagdes de Gauss e
Coddazzi, mas infelizmente, se p > 1 nao necessariamente as de
Ricci. Em todo caso, pelo menos para p = 1, se A for simplesmente
conexa temos uma resposta afirmativa aoc nosso problema. No caso
p > 1 seria interessante estudar condigdes geométricasg simples com

as quais os "dados" (\)M|Af ﬁi, a) verifiquem as equagoes de Ricci.
§3. OUTROS RESULTADOS SOBRE SUBRVARIEDADES COMPLETAS

. . n .
Consideramos uma variedade completa M com curvaturas seccio

. = . . ~ = n n+?2
naigs nao negativas e uma imersao isometrica f£: M —> IR . Se

,Q, -—

A" & uma alma de M podemos aplicar a f = £|_  os resultados do capil

A
tulo II pelo fatoe Sbvio de que o primeiro espago normal de £ tem
dimensao no maximo 2.As possibilidades para A sdo as listadas no

teorema 3.2.5. e podemos enunciar a seguinte
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3.3.1. PROPOSICAO: M & homotopicamente equivalente a:

(a) um quociente finito de 53 ou uma "garrafa de Klein generaliza

da" (se A for nao orientével);Ouﬂ2f;

(b) uma esfera SR;

{c) um produto sk x g*7F

(d) uma variedade simplesmente conexa com a homologia real de uma
esfera, cuja homologia inteira apresenta torgao eventual em

apenas uma dimensao;

(e) o plano projetivo complexo ¢P2.

DEMONSTRACAO: Segue dos resultados do capitulo II aplicados a

f: a —> mMZ,

Analogamente ao gue foi feito no capitulo II,poderiamos ten
tar diminuir a nossa lista de possibilidades com a hipbtese suple
mentar de que todas as curvaturas seccionais sejam positivas em um
ponto. No entanto, este ponto nao pertenceria necessariamente a al
guma alma e portanto 0S nossos argumentos nao funcionam. Um resul

tado parcial nesta diregao & o seguinte:

3.3.2. TEOREMA: Seja M" uma variedade completa de dimensao par

com curvaturas seccionais nac negativas e positivas em pelo menos

2

. n n+ . ~ - ~ n -
um ponto,e seja £f: M —> IR uma imersao isometrica. Entac M e
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2
simplesmente conexa ou tem o tipo de homotopia de RP .

DEMONSTRAGAO: Nas hipdteses do teorema temos a desigualdade de

Gauss - Bonnet - Chern

0<J K dM < x (M)
M
onde X € o integrando de Gauss:- Bonnet - Chern, (M) & a caracte
ristica de Euler de M, e todos os termos sio finitos (veja [W]).Se
ja A uma alma de M. Logo x(A) = x(M) > 0. Em particular, isso im
plica que a dimensao de A tem gque ser par. Se dim A = 0 nao ha na
2

da a demonstrar. Se dim A = 2 entao A & difeomorfa a 52 ou IRP e

também neste caso nao temos nada a mostrar. Suponhamos dim A > 4.

AFIRMACAO: A & orientavel.

De fato, se A nao for orientavel seu recobrimento duplo de orienta
cao A & difeomorfa a st xm e portanto y (&) = 0.Mas x(A) = 2y (A),

e logo x{A) = 0, o gque & uma contradig¢ao.

Se A for orientavel, olhando a lista da proposicao 3.3.1., observa

mos que se A nac for simplesmente conexa entic A & homotopicamente

1 S22-—1

equivalente a §° X (28 = dim A) e isso contradiz a positivi

dade da caracteristica de Euler. Isto completa a demonstragac.
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Finalmente, gueremos concluir este parAgrafo e este trabalho
com algumas observacces. Claramente os resultados apresentados nes
te capitulo estao longes de serem completos, porém achamos gue pre
cisamos de idéias novas para estender o programa para frente. Por
exemplo, a demonstragao do ltimo teorema nac se transporta ao ca
so de variedades de dimensao Impar. Porém, nao nos parece due o)
teorema tenha sérias razoes para nao valer em dimensdo impar e, de

fato, issc estd relacionado a um problema bem mais geral:

"Se M & uma variedade completa com curvaturas seccionais nac nega
tivas e positivas em um ponto, entdo uma alma de M & necessariamen

te um ponto?"

Este iltimo problema tem sido comentado e estudado desde o apareci
mento do teorema da alma, mas ainda nao parece existir algum resul
tado nesta diregao. Também ¢ teorema 3.2.5., tem, no nosso enten

der, boas chances de ser verdade sem a hipotese de redutibilidade.
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