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INTRODUCAO

Consideraremos neste trabalho as equagbes de Boussinesq Generalizadas que des-
crevem em primeira aproximacao a convecgio termicamente induzida em fluidos com
viscosidade e condutividade térmica dependentes da prépria temperatura. As equagoes
530

podiu — div(¥(0)Vu) + pou.Vu + Vp = (po — apo(f — 6o))g,
div u =0,

g—f — div(k{0)V8) +uVi=0 em (0,T) x 0,

onde u(f,z) € R" denota a velocidade do fluido num ponto z € Q C IR (regiso de
escoamento) e instante ¢; py > 0 é a densidade do fluido (suposta constante); p(¢,z) € R
é a pressio hidrostatica; 8(2,2) € IR representa a temperatura do fluido; »(-) > O e
k(-} > 0 sdo a viscosidade e a condutividade térmica do fluido, respectivamente; ¢ é o
vetor aceleracio da gravidade; V,A e div representam os operadores gradiente, Lapla-

ciano e divergente, respectivamente (também denotaremos o operador V por grad e —

gt
por u;); u.Vu indica o operador de convecgio, cuja componente i-€sima em coordenadas
. Uy < . . ;1 .
cartesianas e dado por (u.Vu); = u; A (na notagdo de Einstein, onde indices repetidos
m .
i

se somam e u; indica a j-ésima componente da velocidade u em coordenadas cartesianas).
A equagdo div u = 0 indica que o fluido é incompressivel; & é o coeficiente de expansio

volumétrica; f € uma temperatura de referéncia e u.V8 = u; oz ¢ o operador de ad-
.
i

vecgdo (veja Drazin e Reid [5] para uma derivagio desta equacio).

Notemos que neste tipo de fluido a densidade é assumida contante (igual a pg que é
a densidade quando a temperatura do fluido é &), com excegdo da mudanga de densidade
que produz a forga de flutuacio.

As Equacgdes de Aproximacdo de Boussinesq {(ou de Bénard) correspondem ao caso
particular em que a viscosidade v e a condutividade térmica k sdo constantes e nés chama-
remos de equacgdes classicas de Boussinesq. Elas tem sido estudadas por Korenev, Oeda
e Rabinowitz entre outros.



As técnicas empregadas na analise das equagdes de Navier-Stokes usuais tém sido
muito bem sucedidas nas equacgdes de Boussinesq cldssicas, obtendo-se resultados simi-
lares {veja Rojas-Medar e Lorca [24], [25]). Em geral, espera-se igual comportamentos
ao das equacgbes de Navier-Stokes devido a que as equagGes classicas de Boussinesq sdo,
basicamente, as equacbes de Navier-Stokes acopladas com a equagio do calor de modo
relativamente simples; de fato, os operadores de ordem mais alta envolvidos s&o lineares
e os acoplamentos ndo lineares s3o de ordem mals baixa.

Entretanto, existem fluidos nas quais a dependéncia da viscosidade e condutividade
térmica com respeito a temperatura, nio pode ser ignorada.

Para esse tipo de flutdos temos as Equagdes de Boussinesq Generalizadas. Evidente-
mente, este tipo de sistema apresenta umn grau maior de dificuldade, devido principalmente
aos termos nao lineares que aparecem nos operadores de ordem mais alta div{v(8)Vu) e

div(k(8)V0).

Para tais fluidos a dependéncia da viscosidade com a temperatura é fundamental
na determinacio dos detalhes do escoamento. E sabido, por exemplo, que um liquido
usualmente sobe no meio de uma célula poligonal de convecgdo, enquanto que um gds
usualmente desce. Graham [8] Sugeriu que isto acontece porque tipicamente a viscosi-
dade de um liguido descrece com a temperatura, enquanto que ela tipicamente aumenta
em um gas. Esta sugestio fol confirmada por experimentos de Tippelkirch [30] sobre a
convecgio gerada termicamente em enxofre liquido, no qual a viscosidade tem um minimo
perto de 153°C. ele decobriu que a diregio do escoamento no meio das células de con-
vecgdo dependiam do fato da temperatura estar acima ou abaixo de 153°C. Palm [19] foi
o primeiro a analisar o efeito da variacio da viscosidade com a temperatura; outros arti-
gos relacionados sdo, por exemplo, Busse [3] e Palm, Ellingsen, Gjevik [20]. Todos esses
artigos fazem anélises tipicas da Mecanica de Fluidos Tedrica (empregando métodos de
perturbagéo e linearizacio nao totalmente justificados matematicamente). Uma andlise
matematica rigorosa deste problema é mais dificil do que aquela de ser feita no caso das
equagdes cldssicas de Boussinesq; isto devido aos fortes acoplamentos nao lineares.

Entretanto, dada a importancia fisica de tais fluidos, tal andlise deve ser feita para
embasar, inclusive, métodos numéricos empregados na obtencdo de escoamentos convec-
tivos. Para isto é necessirio saber se existem solugbes e em que espagos funcionais (re-
gularidade), saber se certas aproximagdes convergem para a solu¢io exata (e se possivel
obter estimativas de erro).

O nosso trabalho aborda as questées mencionadas anteriormente. As técnicas por
nds utilizadas serdo “construtivas”. Uma vez que estaremos interessados na obtengio de



estimativas de erro.

Consideraremos o seguinte problema com valores iniciais para as Equacdes de Bous-
sinesq Generalizadas: achar u, p e § satisfazendo

e -.dz'v(v(ﬁ)Vu) +u.Vu+ Vp = alyg,
(1) div =0,
0 — div(k(8)V8) +uVi =0 em (0,T) x (2.

@) u=0; § =5 sobre (0,T) x99,
u(0) = uo; 6(0) =8 em {,

onde 2 € A" é um dominio limitado com fronteira 6§}; ¢,7n,ug ¢ §y sdo fungdes dadas e
>0

Uma breve descrigdo dos capitulos é feita a seguir:

No primeiro capitulo estudaremos o caso estacionario e fixaremos a nomenclatura e
os espagos a serem utilizados.

No Capitulo 2 deduziremos alguns teorema de existéncia local no tempo no caso de
evolucdo. Eles serdo provados via as aproximagoes de Galerkin para as duas equagles (da
velocidade e da temperatura).

O terceiro capitulo serd dedicado ao assunto da regularidade da solugéo e a partir
dos resultados obtidos no Capitulo 2 deduziremos um teorema de existéncia global no
tempo.

No 1ltimo capitulo, dicutiremos a questéo da possibilidade de obtencao de estimati-
vas de erro (locais e uniformes no tempo).

Finalmente, gostariamos de fazer a seguinte observagio: relaxamos as hipéteses sobre

a forca g j4 que o modelo de Boussinesq poderia ser util em fendmenos relacionados com
a geofisica.
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CAPITULO 1

O PROBLEMA ESTACIONARIO

INTRODUGAO

Neste capitulo faremos um estudo do caso estacionario correspondente ao problema
(1)—(2). Neste caso as equagbes sao

— div(v(T)Vu)+uVu—alg+Vp=0,
(1.1) divu =0
— div(k(T)VT)+u.VT =0 em (,

(1.2) u=0 ,T =1, sobre Of}.

Apresentaremos um resultado de existéncia de solugdes (generalizadas} do problema,
via a técnica de aproximacao de Galerkin espectral. Estudaremos também a regularidade
e unicidade das solu¢des obtidas.

A seguir faremos alguns breves comentérios sobre problemas relacionados ao nosso.

O trabalho de Gil’ 7], nos mostra um estudo de um modelo onde as equagdes de Bous-
sinesq cléssicas (isto é, com viscosidade e coeficiente de condutividade térmica constantes)
sio acopladas com uma outra equacao que descreve a concentra¢ao de uma substincia
diluida no fluido. Gil’ obtem solug¢des generalizadas, pelo uso de uma técnica que consiste
em linearizagdo e ponto fixo (método de Leray-Schauder). Para obter existéncia ele ne-
cessita supor dados pequenos na fronteira,

Em [15],[16] Morimoto nos apresenta existéncia de solugdes fracas para o problema
de Boussinesq cldssico. Seus resultados nio precisam de pequenez para o dado na fron-
teira, isto devido a escolha adequada da extensdo de 7, que € usada na homogeneizagao
do problema.



Nosso primeiro resultado {Existéncia de solugdes fracas) pode ser considerado uma
generalizagio do aquele de Morimoto.

Para obter solugdes mais regulares, trabalharemos com uma base especial {base es-
pectral) a semelhanga do que acontece no caso das equagdes de Navier-Stokes. Porém,
gostarfamos de destacar que a obtengao de estimativas melhores que as obtidas no Teorema.
de Existéncia de solugbes fracas, diferentemente do que acontece no caso de viscosidade
constante, exigem um aproveitamento das estimativas conhecidas para a pressao associada
a decomposi¢ao de Helmholtz. Estas estimativas serdo também importantes nos préximos
capitulos.

1. PRELIMINARES.

Recordamos em primeiro lugar alguns espacos funcionais classicos que utilizarernos
ao longo deste trabalho. Os mesmos simbolos serfo utilizados para denotar os espacos de
campos vetoriais e reais definidos sobre 2, a distingio serd clara do contexto empregado.

O produto e a norma de L%((}) serdo denotadas por { ) e | |, respectivamente; as
normas em LF({}), por | |p.

W™P()) denotard o espago de Sobolev usual; no caso p = 2 usaremos a notagio

padrio: W™2(Q) = H™().

H}()) é o subespago fechado de H'(}) formado pelas fungdes que tem o valor na
fronteira igual a zero (no sentido do trago).

WP (O€1) é o espago de tragos com a norma
iy oy = 0 {0 lwrsiayio € WH(),0 = 7 sobre 90

Da mesma forma, quando 9} ¢é suficientemente regular, podemos definir ¢ espago
W #?(90). No caso p = 2 : WE2(90) = H*5(90) (Adams [1]).

Cgo (£)) denotard o espago das fungdes regulares com divergente nulo; os fechos deste
espago com respeito a L*({}) e H'(Q2) serdo denotados H e V, respectivamente.

Denotamos por P a projegdo ortogonal de L#(§}) sobre H, obtida pela decomposicio
usual de Helmholtz, Consideramos o operador de Stokes A = —PA: VN H(Q) — H; é
conhecido que A define sobre VN (H2())* C H um operador positivo definido, simétrico,
que possui uma inversa compacta (Temam [29]), logo ele possui uma sequéncia {o*} de
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autovalores positivos o < ez < ..., satisfazendo o — +0o quando £ — oo. As corres-
pondentes autofuncdes {v*(z)} formam um sistema completo ortonormal em H. Além
disso, as autofun¢des v* também formam um sistema ortogonal completo em V (dotado
do produto interno (V:,V-)) e em V N H*(Q) (dotado do produto interno (A-, A-)).

Denotaremos respectivamente por {#*} e {A;} as autofuncdes e os autovalores do
operador Laplaciano —A : H}(Q) N H*{Q) — L*(1). Como é bem conhecido, temos pro-
priedades analogas as enunciadas para o operador de Stokes.

Assumindo que podemos encontrar uma fungdo .5 definida em §) satsfazendo S = T
sobre 92, podemos transformar o problema (1.1)-(1.2) introduzindo a nova varidvel =
T — 5. As equactes obtidas serdo entdo

— div[v(p + S)Vu) + 1, Vu — apg — aSg+ Vp =10,
divu =0,

— div(k(p+ S)Veo)+u Ve —divfk(p + S)VS)+uVS=0 em Q,
u=0 e =0 sobre &Q.

(1.3)

Supondo que S € H'(Q), podemos reformular (1.3) em forma variacional da seguinte
maneira: Achar v € V e p € HY{Q) tais que

(v(¢ + S)Vu,Vv) + B(u,u,v} — a{pg,v) ~ a(Sg,v) =0,

(1.4) Yv eV,
' (k(e + S)V, Vi) + b(u, 0, ¥) + (k(e + SYVS, V) + b(u, S,94) = 0,
Yy € Hy (),
onde 3
B{u,v,w) = (u.Vov,w) /:; ui{x B.:; w;(z)de
e

Boipd) = (V) = [ (o) (©) 52 (e)ole)i

=1

Agora, definimos uma solucio fraca de (1.1) - (1.2).

DEFINIGAO. Um par de funcdes (u,T) € V x HY(Q) é chamado uma solugio fraca de
(1.1), (1.2) se existe uma funcdo 5 € H(Q) tal queu € Vip =T~ 5 € Hy(),5 =Tp
sobre 90 e (u, ¢) é solugdo de (1.4)

Ao longo deste capitulo suporemos o seguinte:

(1.5) v(r} > 0,k(7) > 0 para todo 7 € IR,



Observamos que a suposicdo (1.5) permite os casos lim Tin_;{" v(T'}=0ou lim sup
e T—+co
v(T) = +o00 (0 mesmo é vélido para k().

A seguir, usaremos €' como uma constante genérica que sé depende de §) através das
constantes que aparecem nas desigualdades de Poincaré e Sobolev,

2. ESTIMATIVAS A PRIORI

Nesta segio mostraremos inicialmente que o problema (1.1) - (1.2) satisfaz um
principio do maxime fraco.

LEMA 1.1: Seja {u, T} uma solugio fraca de (1.1), {1.2). Entdo

(1.6) ingr?ss To<T(z) < Su]gffss 1o g¢.t.p.em {1
PROVA. Seja! = sup €88 Tp < 00 (se [ = o0, (1.6) é trivial). Tomando ¥ = T em (1.4),
onde T = supg {T"' — [, 0} obtemos
((T)\WVWT,VT*) = —=b(u, T, T7).
Um célculo facil entdo mostra que

(K(T)VTF, VT*) = (k(T)VT, VT*) = —b{u, T, T+) = —b(u, T+, T+)

b(w, T,T) = b(u, T+, T*) = 0.
Assim, temos f ED)VT*? = 0.
Q
Logo, k(T}|VT*|? = 0 q.t.p. em 2, e conseqiientemente |[VIT|? = 0 q.t.p em ). Como

T+ € Hy(f), obtém-se: T = 0 e conclui-se a desigualdade & direita de (1.6). A desi-
gualdade & esquerda de (1.6) é obtida de maneira similar, O

Uma consequéncia interessante do Lema 1.1 é que, podemos transformar o problema
(1.1), (1.2) num problema equivalente mais adequado ao nosso tratamento. No caso em
que inf{k(2);t € IR} = 0 ou sup{k(¢),t € R} = +co e supyq [Tp| < +o0, consideremos a
funcio modificada &, com a mesma regularidade de k € satisfazendo

k(r) = k(r) Vir| < sup|Ty|
[£29]

S {A(2) ] < sup Tol) < F(r) < 20up{k(0) 4] < sup [Tol} Vr € R
L an



Consideragoes andlogas podem ser feitas para v(-).

E claro que (u,T") é uma solugio fraca de (1.1), {1.2) se e somente se é solugio fraca,
do seguinte problema

div u =0,
—div(R(T)VT)+u.VT =0 em (3,
u=0,T =171, sobre 9.

Isto é, daqui para frente podemos supor que as fungbes v{-) em k{-) satisfazem

—div(3(T)Vu) + u.Vu+ V p=aTy,
(1.7)

0 < w(To) < v(T) < n{Ty),
(18) | 0 < ko(Tp) S k(7)< ky(To) V 7€ R.

onde (o) = mf{u( JH RS sup[To|} n(To) = 2sup{v();|t| < s§p|T0[} com defini¢des
Q
analogas para kg(To) k(7).

Observe-se que, obviamente, se tivermos
inf{v(t), k(t);t € R} > 0,sup{v(t),k(t),t € R} < +oo0,
entdo as modificagbes anteriores sio desnecessirias.

Agora, provaremos uma estimaliva a priorl para os gradientes das solugdes. Seja
{u,} uma solugio de (1.4). Tomando v = u € ¢ = @ em (1.4}, temos

(v{p + S)Vu, Vu) + B(u,u,u) — alpg,u) —a{Sg,u) =0,
(ke + $)Ve, Vo) + b(u, 0,0) + (ke + 5)VS, V) + b(u, 5, ¢) = 0.

Observando que B(u,u,u) = 0 e fazendo uso da desigualdade de Hélder e (1.8), obtém-se

uo(T0)|Vul* < ofpg,u) + a(8g,u) < elgl{lpls + Sh)luls;

e das imersdes de Sobolev se deduz que

(1.9) |Vu| < ayog,n)(lgnvgo[ + lgl 1Sz e)-

Similarmente temos

1515Vl + 0 S 1o

(1.10) Vel < o

C
ko (1)



Substituindo (1.10) em (1.9), obtemos entdo

aC? ol
(1 = T lg] l5|3) |Vu| < mlg” 1Sy (B (To) + ko(To)).

Observe que se assumirmos

C2
(1.11) amlﬂ”% < %,
teremos que
Vul € —o2C 1S oy (51 (To) + kolTo)) = A([S )
S e TkolTo) HY(Q) 0 olle)) = 1 HY()),
(1.12)
2k1(T0)

Vel < (g + )8l = B8 )

3. EXISTENCIA DE SOLUGOES FRACAS
Nosso primeiro resultado é

TEOREMA 1.2: Seja @ um dominio limitade em FE*{n = 2 ou 3) com fron-
teira Lipschitz continua, suponha que »,k sdo continuas, ¢ € L*Q) e T, €
HYYH AN L®(6Q). Entdo, existe uma solugdo fraca do problema (1.1), (1.2). No
caso que inf{v(7},k{r);7 € R} >0 e sup{v(7),k(r); 7 € R} < oo é suficiente assumir
Ty € H'X89).

Antes de provar o Teorema 1.2, enunciaremos o seguinte resultado
LEMA 1.8: Seja 2 um dominio limitado em ", n = 2 ou 3, com fronteira Lipschitz.
Suponha que Ty € HY}8Q), entdo para todo nimero positivoc el < p<6sen =3 ou
qualquer 1 < p < 0o se n = 2, existe uma extensao § € H'(}) de T tal que |5, < «.
PROVA: Da definigio de HY?(9Q) podemos obter uma extensio Tp € H'() de To.
Seja 8§ > 0, consideremos Q5 = {z € RY;d(z,80) < 6} e A(-) € CP(RY) tal que
0<B() £1,8() =1 em %y, B(-) = 0 em IRV\3Qs (B pode ser obtida aplicando uma

versdo diferencidvel do Lema de Urysohn).

Definimos §(z) = A(z)Ty(z); em virtude da desigualdade
. p .
(1.13) Sbs ([ H@Pds) " < clifallm),
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podemos escolher § > 0 suficientemente pequeno de maneira que ( Jansas |T0(x)|’°dx) Ve
seja menor que €.

Consequentemente S(-) satisfaz os requisitos do lema. O

Agora estamos em condigdes de iniciar a prova do Teorema de Existéncia.

PROVA DO TEOREMA 1.2: Em virtude do lema anterior, podemos escolher uma
extensdo S de Tp tal que 5 € H*(Q) e satisfaz (1.11).

k
Seja k € IV, consideremos as aproximagdes de Galerkin u*(z) = ) cijv7(z) e
~

k
@ (x) = Y _di ;¥ (2) satisfazendo o problema aproximado
i=1

(1.14) (v(¢* + S)Va, Vo) + B 1, v7) - ol g,99) — a(Sg, o) =0,
(L15) (k(¢* + S)Vek, V) + b(u®, o, 1) + (K(* + S)VS, Vi) + bk, S, 97) = 0,

para 1 €7 < k.

Assumamos primeiro, a existéncia de (u*,¢*) para todo ¥ € IN. Notemos que as
aproximagdes (u*,*) satisfazem a estimativa {1.9) - (1.10). De fato a desigualdade (1.9)
para u* obtém-se multiplicando (1.14) por ¢ ; € somando em j de 1 até k. Similarmente,
temos (1.10) para .

Estimativa (1.12) para (u¥, ©*) pode ser obtida da mesma forma que obtivemos (1.12)
na secio anterior, Portanto a sequéncia (u*, %) é limitada em V x H}{Q).

Do fato que V é compactamente imerso em H e Hy(§2) é compactamente imerso em
L?()), conlui-se que existe uma subsequéncia de (u*,¢*}, ainda denotada por (u*, ), e
existem u € V e ¢ € H}(), tais que

u* — wu, fracoem V eforte em H,

¢* — ¢, fracoem Hj, forteem L?e ¢.t.p.em (1.

Ademais, podemos supor

Vu* — Vu, fraco em L,

Vo* - Vo, fraco em L2



Logo passando ao limite quando k converge para co em (1.14), (1.15), obtém-se

(k(e + S)Veo, Vi) + b(u, 0, %7) + (k(p + 5)V S, V) + b(u, §,97) =0,

. (v(ep + S)Vu,V’Uj) + B(u,u,vj) - a(tpg,vj) - Q(Sg,vj) =0,
(1.16)
para todo j € IV.

De fato, é conhecido que nas condigées acima (Temam [29])

B(u*,uf,v) — Blu,u,v) ,Yv eV,
but 0" ) — blu,0,9) VY € HY(Q).

03 outros termos nao lineares satisfazem
(v(¢* + §)Vut, Vol ) = (Vub, u(f + S)Vv') — (Vu,v(p+ 8)Ve) = (v +8)Vu, Vo')

j4 que v(p® + §)Vvi — v{p + S)Vv?, forte em L*(Q) em virtude do Teorema da Con-
vergéncia dominada de Lebesgue.

Similarmente temos,

(k(* + $)V*, Vil ) — (ko + 8)Ve, V).

Usando o fato que as sequéncias {v/} e {1’} sio completas em V e HYQ), res-
pectivamente, e usando a identidade (1.16), conclui-se que (u,¢) satisfaz (1.4). Isto é,
(u, + S) é a solugdo procurada.

Demostraremos agora que o sistema (1.14),(1.15) tem solucdo para todo k € IV,
aplicando o Teorema do ponto fixo de Brouwer. Os argumentos sdo similares aos usados
por Heywood [9].

Seja Vi o subespaco gerado por {v!,...,v*}, e seja M o subespaco gerado por
{¥*,...,9*}. Para cada (w,&) € Vi x M, consideramos a tnica solugio L(w,&) =
(v,%) € Vi, x M}, da equacdo linear

(117) (W€ + 8)Vv, Vo) + B(w,v, ') — a(pg, ') — o(Sg,v7) =0,
(1.18)  (k(& + S)V, V) + blw, v, ¥7) + (k(€ + S)VS, Vi) + b(w, §,47) = 0,

para 1 < j < k. (1.17), (1.18) é um sistema de 2k equacdes lineares para os coeficientes
das expansdes

5 k
‘U_—_ECJ"UJ s ¢=Z;dj¢k.
i=

j=1



O sistema (1.17), (1.18) tem uma tnica solugio porque o sistema homogéneo associ-
ado (5 = 0) tem uma nnica solugho. De fato, se (v, ) é solugio do sistema homogéneo,
multiplicando (1.17) por ¢; e (1.18) por d;, e somando com § =1...,k, obtemos

vo(To)| Vvl = 0, ko(To)|VH|* = 0.

Assim, v =0¢e ¥ = 0.

A continuidade de L pode ser demostrada usando argumentos similares aos utiliza-
dos para passar ao limite em (1.14), (1.15}).

Por outro lado, temos as seguintes estimativas

(1.19) Vol < Sl 1991+ Lol 1S o)
(1.20) V4l < o lShivl + 2 Sl

as quais sdo provadas da mesma forma que antes substituindo {1.20) em (1.19) tem-se

aC? al
(Vo < mfﬂl |S[a[ Vol + m[s’l 5] iy (k1 (To) + ko(T0)).
Assim, em virtude de (1.11) temos
C
(L2 (90l < 5Vl + ool (] a(T5) + KoTo)

Em vista de {1.20} e (1.21), obtém-se

Vol < F(||SHavey) e (V¥ < FBa(||S|lave)) quando [Vuw| < A(||S|lme).

Conseqfientemente, (1.19) e (1.20) definem uma aplicacdo continua L : M — M, onde
M = {(w,€) € Vi x My;|Vw| < F(lIS|lm@) e IVEl < F{|[S]lm@))}. Observe que
M é um conjunto fechado e convexo de um espago de dimenséo finita, logo aplicando o
Teorema do ponto fixo de Brower obtemos um ponto fixo de L. Claramente esse ponto
fixo é solugao de (1.14), (1.15). Isto completa a prova do teorema. O

4. EXISTENCIA DE SOLUCOES FORTES

Nesta secio apresentaremos um resultado que fornece sclugdes mais regulares que
as obtidas na secio anterior. Os argumentos que utilizaremos sio similares aos usados



por Temam [29], a dificuldade adicional é estimar os termos nio lineares de maior ordem
que aparecem nas equacoes. Eles ndo podem ser tratados de forma tradicional, para isto
precisaremos de estimativas para a pressio associada a decomposi¢io de Helmholtz.

TEOREMA 1.4: Seja @ um dominio limitado de B*(n = 2 ou 3} de classe O,
suponha que v e k sio de classe C',g € L3(Q) e Tp € H3*85). Entio, se 1 Toll zrsr2(a0)
é suficientemente pequeno, existe uma solugao forte de (1.1), (1.2), isto é existe um par

(u,T) € (VN H*R)) x H*) tal que

P(—div(v(T)Vu) +u-Vu~aTg) = em L*}Q),
~div(k(T)\VT) +u-VT = 0 em L*Q),
T = Ty ¢.tp em 9.

PROVA: Escolhemos a extensdo S de T} tal que
~AS=0em ), S=7T;, sobre Ofl.
E conhecido que S € H*(Q) e satisfaz

(1.22) 1Sl < ClTollioss ooy

Multiplicando (1.17) por a;¢; e somando em § de 1 até %, obtém-se
(div(v(€ + $)Vv), Av) = B(w, v, Av) + a(ibg, Av) + o(Sg, Av) = 0
Usando a identidade
div(v(€ + S)Vv) = v( + S)Av -+ V(€ + S)V(E+ 5)V,
onde V(£+5)Vv denota o vetor que tem a i-ésima componente dada por [V{({+5)Vv]; =

(V{(€ + 5), Vvi) g, obtemos

(1.23) (v(£+ S)Av,Av) = Blw,v,Av) - a(vyg, Av) — o(Sg, Av)
(V'(€ + S)V(£ + 8) Vv, Do),
Agora, da decomposicio de Helmoltz —Av = Av -+ Vg temos a estimativa (Temam [29])
Nallzr(ey < ClA].

Portanto, (1.23) transforma-se em
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(v(€+ $)Av, ﬁm) = —B(w,v, Av) + a{g, Aj}) — a(Sg, Av)
— (V(E+5)V(E+ 5)Vv, Av) — (v(€ + §)Vg, Av)

Usando a desigualdade de Hélder, imersées de Sobolev e (1.8), obtém-se

(1.24)  JAuP <

oz 170l + V@) (VE + ISl Al

WE+S)o
+ SS90+ ISl Aol + | (E50va Ao |

onde
vi(To) = 2sup{|V'(s)];]s] < S;;E) [Tyl }.
Observe-se que

(v(€ + 8)Vg, Av) = —(g, div((€ + S)Av)) = —(q, (V'(§ + S)V(E + 5), Av) pn)
j4 que div Av = 0. Logo,

v(€+9)

~ V’(Tg) ~
< Rl )| A
i Vo hal < ekl VE+ S)kiB

vo(7o)

< C:;ETQ;(]AH+H5HH**)“£I”H1(Q}|AUI-

(1.25) I(

Combinando estimativas (1.24), (1.25) e a estimativa para ¢ temos

i T o ~
(1.26) |Av| < m(|Aw|+2”1(To)(|Af|+||T0||H3f2(en}))|A”|

C
+ aVD(TO) 9189 + | Tol gorr(sa)-

Analogamente, obtemos

C
(o)
b Tl

(1.27) |Ay] < =~ (|Aw| + F{To)(|AE] + |1 Toll o omy) U AS] + | Toll o2 (00y)

11



onde &1(To) = 2sup{lk'(s)f;[s] < supyy|Tol} e T é uma constante positiva. Supo-

4aC k(T k(T
nha lAw] < 0( ) | |3(1+ k1E D;)“T{]”HBM(@Q),IAQ (1 + 2 kIE Og)IlTD”H:s;z(an) c
| Tol| zr372(on) suficientemente pequeno tal que
c B (To) 1
1 4 2k(T; (1 )] Tollus -
kg(Tg)[ + 2K (To) (1 + kol To) | Zoll 31200y < 5
e
5 46\!? ; . kl Ta)) 1
Toil grar e —
o] Loy 19 4T (1 + Ry Wl < 5

Observe-se que isto é possivel porque slilrﬁ-v(é) >0e 61i1(ﬁ_k(6) > 0.

Logo, das expressdes anteriores e das estimativas (1.26), (1.27) deduzimos

. al k1{To
Bl < 4Tt (14 Eﬁ)lﬁollmmam =1
Ay < (1 + 7i1ETOD||T0“HSI" on) =

Cousequentemente se ||To| Hap[aﬂ é suficientemente pequeno, podemos achar um

ponto fixo (u,¢*) de L tal que (v, ¢%) € {(w,£) € Vi x My;|Aw| < £ |A¢] < m).
Logo temos uma sequéncia (u*,¢*) limitada em H*(Q2) e satisfazendo (1.14), (1.15). Isto
prova o Teorema. O

5. REGULARIDADE DAS SOLUCOES FORTES

Considerernos a solugio obtida na Secao 4, existe uma tinica fungdo p (a pressio) em

HY(Q) N LY(0), onde LE(Q) = { € LA(Q); (f,1) = 0}, que satisfaz (veja Temamn [29])

(1.28) — div(v{T)Vu)+u - Vu~aTg = ~grad p.

Nesta secao apresentaremos um resultado de regularidade para a solugio (u, T, p).

TEOREMA 1.5: Seja Q um dominio limitado em B*(n = 2 ou 3) de classe k11,
asuma que as funges ¥ e k sdo de classe CFtl g € W*3(Q) e Ty € WH7/44(0Q)). Entéo
a solucéo forte (u,T') satisfaz u € H**?(Q) e T € W*2(Q2) e a pressio associada satisfaz
pe HHI(Q)NLYQ)

Auntes de provar o teorema, precisamos de alguns lemas técnicos.

12



LEMA 1.6: Seja h uma funcio de classe % tal que sup{] lth( )t € R} £ C,1 =

0,...,%& Entdo existem constantes C(k) e (k) tais que
k
O BTy < O6) 3 [Tyssy
=0
k
(1) AT ey < Colk) 20 1T pnagey
=0

para todo 7' € W*4(Q).

PROVA. Provaremos (i) por indugfo em k, a outra desigualdade pode ser provada de
maneira analoga.

Para k = 0, o resultado é trivial. Suponha que o resultado é verdadeiro para todo

je N tal que 0 < j < k. Tomando 8= (f1,....50u), B E N, |8l =Fi+...+ a =k, se
i €{1,...,n} étal que §; > 0, temos.

PT) = 3 (0(h(T)) = &° (W(T)8:T)
= ) cnOd(R(T)O(0:T),

y+E=

onde 5/ = B — Biei,e; é o i-dsimo vetor da base candnica de IR, c(v,4) sao constantes
positiva.s ey = ('Yl,---,’}'n);a = (61;-":6?1)!7516} € V.

Logo, pela hipétese de indugio e as imersdes de Sobolev, obtemos

PRI < X elm OO (R(T))es1(05.T)leo

p+é=g
¥l .
5 E c[‘)’! 5)1’”('7') Z |T|WHI+1,4(Q)]lelélﬂ,m{g)
=0
hf
< Z e(y, ) M(|7))C Z ’TIWHIM -a(QIlel&HH(g)
b= =1

Observando que |7 £ k—1,]6| £ k¥ — 1 deduzimos

|&°(B(T))leo < C(k Z”THWHH{Q) =

13



LEMA 1.7: Suponha que h satisfaz as condigdes do Lema 1.6, entio
k
|R(T) flwnaay S CLRY QO NT Hivrsraqy) 1 f lwsrcay
=1
para toda 7' € W) e toda f € WH?(Q).

PROVA. Seja B =(B1,...,Bu), B € N, |Bl=F1+ ...+ Bn =k, tem-se

PRIV )= 3 c(r,0)d(R(D)Df

y+d=40

devido ao lema anterior temos

PV < ;ﬁch,6JI0”(h(TJJ|m185flp
y+b=
]

< Z 0(7,5)0(7,5)Z|Tlivifl+l-4(9)186f|p
1i6=8 {=1
k

< cl(k)(zJT[EVHIA(Q})U'W“-P(Q) O.

=1

LEMA 1.8: Seja (u,T) uma solugio forte do problema (1.1), (1.2), assuma Tp €
W44(5Q). Entao T € W24Q).

PROVA. Observe-se que T € H*({) satisfaz

BT \orp 4 L _
(1.29) AT+ 2 VTP + VT =0 em 0,

T = Ty sobre 1.
Da inclusdo W7/*4(80) C W3/33(8Q) e das estimativas

F(T) omie « k(T0) ompz - k(7o) 2
6 )'VT' "SR )'VT' < LO(TO)CI“T'
uVT

e usando as bem conhecidas pr0prieda.des de regu.[a.ridade L? para o operador Laplaci-
ano, obtemos 7' in W23(Q). Logo VT € L7(f), para todo r € [1, 00}, consequentemente
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H(T)
K(T)

Aplica.ndo regulanda.de L? de novo, temos T € W24(Q). g

<0 e

PROVA DO TEOREMA 1.5: A prova é por indugdo em k. De acordo com o Lema
1.8 o resultado segue-se para k = 0. Agora suponha que temos o teorema para k-1 (logo

T € WH4(Q). Tomando 8= (8y,...,5.), 5 € IN,|B| = Bi + ...+ B, = k, obtém-se

FuvT)= > c(j)dud(VT) + ud®(VT),

y+6=0

onde c(j) é uma constante positiva, ¥ = (11,...,%2),6 = (615...,8,),7, 6 € IN. Assim
temos que,

|0 (WY Ty < %:g e(G)18" 40" (VT)so + lutleo 0P (VT ).
rb=

Pelas imersées de Sobolev e a hipétese de indugdo conclue-se que
I[UVT”W"A < CQ!k”u”y[:k-i-zj"T”Wk-i-l,é + CQJ«-”“”IP”NlW*““‘ < o0,

uVT € W,

Em virtude do Lema 1.5.3 temos 1

v(T)

Em forma similar vem que
1°IVTEL. < Y eI VT VT4 + |0°V T VT

y+é=4
< CQlkITI%Vk-H,é + Cg,k|T|Wk+1,4 |T|p{!2,é < 00

f
e, consequentemente, F(T) VT € WH*(Q).

KT)

Em virtude da regularidade L? para a equagio (1.29} obtém-se T' € Wk+24(Q).

Agora, observamos que u é a solucdo do seguinte problema de Stokes

—Au —V’( ) u.Vu + o vi(T) u,

dus V(o) = ~ SV = T e S VI
(1.30) divu=0 em {,

u =0 sobre OfL.

donde p satisfaz {1.28).
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Da mesma forma que antes, usando indugdo e resultados de regularidade I? para
a equagio (1.30) (Cattabriga [4], Amrouche e Girault [2]), conclui-se que u € H*+?(f),

AT € H**'(Q). Pelo Lema 1.7 tem-se entio p € H**1(Q). Isto completa a prova. O

6. UNICIDADE
Nesta secdo provaremos um resuitado de unicidade para solucdes “pequenas”.

TEOREMA 1.9: Seja 2 um domifnio limitado em R*(n = 2 ou 3) de classe M. As-
suma que as fungdes v,k e &' sdo Lipschitz continuas. Existe ¢ > 0 tal que se {u,T) é
uma solugdo fraca do problema (1.1), (1.2) satisfazendo |Vu|+ || T g2y < €, entdo dita
solugio é tnica.

PROVA. Sejam (u1, 1), {uz2, T5) duas solugdes de (1.1), (1.2) tais que T e T} sdo fungdes
de H*(Q). Denotando w = wy~ug, & = Ty—~T, temos w € V e £ € H}(Q) N H*(Q) satisfaz

(v(T1)Vw, Vv) + B(w, uy, v) + Blus, w,v) — (&g, v) + (v(T1) — (T2))Vua, Vo) = 0

— (div(k(T)VE), ¢) + blw, Th, ¥) + b(ug, &, ¥) — (div((k(T1) — k(T2))VT2), %) =0,
Vv € V,Vy € L} (D)

Tomando v = w e ¥ = —Af nesta Gltima expressao obtemos
(131 [Vul S -2 JglIAC]+ - | Ful[Virs| + — el Vit
= w(T) vo(Ti ) vg(o)
C
(1.32) [Ag] < Lg( )HT1||H2|Vw|+ ™7 )JV%llAﬁl
Cy
b orlelel AT + LI ClB o lAdl +  TsIIPi il

aqui C; é uma constante positiva tal que | (¢)—&'(s)|+|k{t)—k(s)|+|v(t)—v(s)| £ C}|t—s]
para todo ¢,s em R. Isto pode ser mostrado da mesma forma que na prova do Teorema
1.4,

Note que ]f]c,0 < C|Aé], logo (1.32) implica

186] € 1Tl Vol + o= Vel + (G + B (T Tl + Col el 1A

c
( 0) ko(To)
. c 1
Assumindo —— [|Vu2| +(C1+ K (TN Tallae + CilITol e )] , obtém-se
ko(To) 9
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substituindo (1.33) em (1.31), temos
¢ Cp
Vol < [s gy il (eClol + Cul Vs + s V] Vol
C fent te ¢ _ T [+C1V v 1, ent3
onseqlientemente, se Vo(To)ko(To)” 122 (cee|g|+C1IVua| )+ ( )f u1| < 1, entdo

[Vw| =[A¢[=0. O
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CAPITULO 2

O CASO DE EVOLUCAO

INTRODUGAO

Neste capitulo estudamos a existéncia e unicidade de solugdes do problema (1)-(2)
no caso de evolugdo. A técnica consiste em construir tal solugao via aproximactes de
Galerkin. Continuaremos usando as bases espectrais como base de aproximacio. Isto
sera. importante ainda no caso de solugéo fraca, devido & prova de convergéncia das apro-
Ximacoes,

Em [17], Morimoto obtém uma solugéo fraca para o caso cléssico com condigbes
mixtas na fronteira, porém o argumento usado por Morimoto para obter uma limitagao
uniforme para as derivadas temporais das aproximagGes, é invidvel no caso geral. Apre-
sentamos no Teorema 2.4, um caminho ficil para a obtencao de tais estimativas, baseado
em argumentos de Lions [13].

No caso v e k constante (classico) é possivel obter solugdes fortes via semigrupos
[11], da mesma forma como foi feito para as equagbes de Navier-Stokes [31].

Como ja foi observado no capitulo anterior, os termos extras da equacio generali-
zada fornecem um grau de dificuldade maior, o que obriga a fazer hipétese um pouco mais
restritivas (por exemplo: dados iniciais mais regulares).

2. PRELIMINARES
Neste capitulo adotaremos as mesmas notagdes do Capitulo 1. Além disso, quando

B é um espaco de Banach, L%{0,T, B) denotard o espaco das funges com valores em B,
definidas em (0,7") e que sdo L%-integrivel no sentido de Bochner.
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Tembém, P, denotard a projegio Py : (L*H(Q))" — V; =< v!,...,vF > e P, deno-
tard a projecio Py : L)) — Wi =< ¥l,...,9* >; H-1(Q) é o espaco dual (no sentido
topoldgico) de Hj(£1) e V' é o espago dual de V.

Seja S uma fungao definida em [0, T") x 2 que satisfaz S = ; sobre [0, T} x 8§, entdo
mediante a mudanga de varidveis ¢ = ¢ — S obtemos

Opu — div{v(p + §)Vu) + u.Vu — apg ~ aSg+ Vp =0,

div u =10,

(21) Oo ~div(k{e + S)Ve) +u.Ve + 8,8 =
—div(k(p + SYVS) +uVS em (0,T) x £,

(2.2) u=0 ; =0 sobre (0,7) x 002,

(2.3) u(0) = ¢o 5 9(0) = o = 8 — 5(0).

supondo que S € L2(0,T; H'())) e 0,S € L*(0,T; H™'(f})), podemos reformular o pro-
blema (2.1} - (2.2) da seguinte maneira

& (16) + (vl + SV, 90) + Bla,,0) ~ af (9 + S)g,v) =0

em D'(0,T), paratodo v€V,
d
(P +5%) +(k(p+ S)V{e +8), V) +b(u, 0 + 5,9) =0
em D'(0,T), paratodo ¥ € H§(R).

Adotaremos a seguinte definico:

(2.4) 1

L

DEFINICAO: Um par {u, 8} é chamado uma solugio fraca de (2.1) - (2.3) se existe uma
funcio § & L2(0,T; HY(Q)) tal que u € L2(0,T;V)),p =0 —- 5 € L}0,T; H}(R)),S =7
sobre (0,7) x 98 e (u,¢) & solugao de (2.4).

Neste capitulo suporemos

(2.5) b<m<vfo) < <too ; O0<k<kic)<k <+oco ; Voe R

Escolheremos a extensdo S de  tal que

—AS(t)=0 em
{ S(t) = n(t) sobre 011,

para t € [0,T].
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OBSERVACAO 2.1: E bem conhecido que se £ é de classe C%! e n(t) € HY2(80),
entio S{t) € H'(Q) e tem-se a estimativa |S(t)||zm(oy < Ciin(t)||mreqaq)- No caso Q de
classe C!1, podemos aplicar um argumento de dualidade devido a Lions-Magenes [14]
para concluir que se 7(t) e H™(Q)(m = —1,...,2) eatdo 5(¢) € H™(£}). Além disso,

(2.6) ”S(f)“ﬁrm(n) < C”n(t)”H'“-U?(BQ] ym=—1,...,2.

Se temos somente que u € L*(0,T;V) e ¢ € L*(0,T; H{(Q)), ndo é claro que a
condigdo (2.3) tenha sentido. Porém, as condigbes sob 7,up e 8 serdo suficiente para
obter uz € L}0,T; V") e o, € L0, T; H~1{Q)), logo u e ¢ serdo escolhidas como sendo
funcdes absolutamente continuas de [0,7] em V' ¢ H~1(Q) respectivamente. Portanto,
u(0),¢(0) terdo sentido nesses espacos (de fato no caso n = 2,u e ¢ serdo continuas na

norma L2(£2)).
Finalmente, provaremos os seguintes lemas que serao usados na segao 3.
LEMA 2.2. Sejam ¢ e % funcdes positivas tais que

Gty +9(t) < COE)+h)e + f(2) ,t€(0,T)
©(0) = o

onde k({-) e f(-} sdo fungdes positivas e continuas. Considere 17,0 < Ty < T, tal que

(2.7) c f:@%u /a F(r)dr)ids + fc " h(s)ds g% Veel0,Ty).
Entao,
(2.8) (1) + ]0‘¢(s)ds <(20+2 [ " Fls)ds) Vi€ [0,T4].

PROVA: Observemos primeiro, que se ¢ for suficientemente pequeno entio vale (2.8).

Suponhamos por contradiggo que (2.8) ndo é valido e seja 0 < T3 < T} o primeiro
tempo tal que vale a igualdade em (2.8). Entdo ¢ satisfaz no intervalo [0,T3)

o)+ [[w(s)ds < [(CCpo+2 [ f(0)do) + h(s))pls)ds
+ f: F(s)ds + (0).

20



Pelo Lema de Gronwall e (2.7), obtém-se

Plt) S (po+ [ F(s)ds)exp(2)
Logo reemplazando esta expressio na desigualdade integral anterior, conclue-se
¢ t 1
O+ [ 0(s)ds < (g0t [ Sls)ds)(ean(c —1)+1) V€ [0, Ty).

Por continuidade temos

D)+ [ Ws)ds < (vot [ FlsMs)emp(c —1)+1)
< 2 [‘JO“E—/ S)db

Esta contradigido demonstra o Lema. O

O seguinte lema nes d4 uma estimativa fundamental para a obtencido de solugdes
fortes (Teorema 2.5).

LEMA 2.3. Seja v € VN(H?*(Q))", consideremos a decomposi¢io de Helmholtz Av =
Av+ Vg, onde g € Lo(Q)NH*(Q). Entdo, para todo & > 0 existe uma constante positiva
C. tal que vale

lq] < Ce|Vo| +¢|Av].

PROVA: Para simplificarmos a demonstracio assumiremos v € {C'%(2))". Notemos que
divAv = 0 e podemos aplicar a fdrmula de Green para obter

/m wAv.wdo = (Av,gradcp)
B dv; Oy 2(0)
- g(vvg, Z/an B 5e Ve € H(®)

onde » é o vetor unitérie normal a 9f2. Conseqﬁentemente, temos

(29) Jos-smom < S0 + 15

||H—1f?{an ))
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Para calcular a norma “(9 l-1/205), consideremos v € H'Y3(00) tal que

7l ey = L.

Aplicando a férmula de Green de novo, obtém-se

)
(2.10) /a i o = (Vs Vo) + (Avi, ),

a Ov
onde ¢ € H{f)) é uma extensio arbitraria de 7.

Seja ¢ > 0, entdo podemos escolher uma extensdo ¢ de 7 tal que [V| < C; e |¢p| < ¢,
onde C, n&o depende de v (ve]a a prova do Lema 1.3). Logo, a identidade (2.10) para

essa extensdo particular implica Ifan a—?ql < CVvy| + e|Avy), Yy € HY2(90) tal que

“’Y”Hue(am =1, e conseqiientemente;

|2

l|zr-1r2(80) S Ce| Vil + €] Avi.
Agora, é suficiente observar que g € solugdo do seguinte problema de Newmann

= —divAv =0em {1; g— == —Aw sobred{}
Logo, temos a estimativa
lgl < CllAv- v]ig-sr2(an).
As 1ltimas desigualdades junto com (2.9) nos ddo a estimativa desejada. O
2. EXISTENCIA DE SOLUCOES FRACAS

Nesta se¢do provaremos o seguinte resultado.

TEOREMA 2.4. Seja Q um dominio limitado de JR*(n = 2 ou 3}; sejam v, k fungdes
satisfazendo (2.5) e g € L=(0,T; LP(Q))(p 2 3/2sen=8ep>1sen=2).

Além disso, suponhamos que uma das duas condigdes seguintes é satisfeita

(2.11)  Q édeclasse C%,q € C([0,T]; HX(00)) e O € L*(0,T; H'*(80))
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(2.12) O édeclasse OV, e LiZx(0,T; HY2(0Q)) (N C([0, T]; H-2(3Q)) e
8 € L20,T; H3*(00)).

Entao, para todo par (ug, 0) e H x L?() existe uma solugdo fraca (u,4) de (2.1) -
(2.2) tal que u € L*°(0,7 H),8 € L*(0,T; L*(?)) e além disso

(2.13) [u(t) —uo] = 0 e |8(t) — 6| = 0 quando ¢ — OF.

PROVA: Se assumimos (2.11), é claro que S satisfaz (2.6) para m = 1; mais ainda
S e C([0,T]; HY()). Por outro lado, observe-se que 9,5(¢) é solugio do problema

—AgS(t) =0 em
8:5(t) = Byn(t) sobre OfL.

Portanto, 8,5(t) € H'(Q) e satistaz ||,S(t)|lmn < C||0m(t)mr(sn) quase sempre em
[0,T]. Se assumirmos (2.10}, entdo pela Observagao 2.1 e estimativas (2.6} segue-se que
S € L0, T; HY{Q) N OO, T); LHSY) e 8.5 € L0, T; H-H{Q)).

Agora para cada k € IV consideramos as aproximagdes de Galerkin uf(t,2) =

k . k .
> e i ()Y (2); @*(t,2) = Y di;(£)¢7 () que satisfazem o problema aproximado
=1 J=1

(214)  (ub, o) + (U(¢F +5)Vedt, V) + Bt uh,00) — of(¢ + §)g,v7) =0,

(2.15) (D05, 97) + (k(¢" + 5)VF, Vi) + b(uF, o*,97) =
—(S:, %) ~ (k(o* + $)VS, Vi) — b(u*, S, 9),

paral <7 <k

(2.16) wH0) = Pag , ¢*(0) = Buoo

As equagbes acima constituem um sistema de equagdes diferenciais ordinarias para
o qual vale o Teorema de Existéncia Local de Solugdes. Assim, para cada &k € IV existe
te > 0 tal que (uf, %) é solucho do sistema no intervalo [0,%:]. As estimativas a serem
provadas a seguir, mostram que na verdade podemos tomar t; = T.
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le;ItiElicando (2.14) por ¢ ;, somando com respeito a j e notando que
B(u*,u®,u*) = 0, obtém-se:

+ (" + )i, Vuk) = a((¢* + §)g,u*)

Em virtude de (2.5) e da designaldade de Hélder tem-se,

1

> SR + 0l < algly Itz + 1]t

Usando as imersdes de Sobolev e a desigualdade de Young, obtemos,

1 d

5 ST + LAV < @200l (V64 + 15150)

Analogamente
l d k2 s (12 2 k12 2
- PP+ IV < OIS I + VST + WIS,

Agora integrando as duas tltimas expressdes conclue-se

1 t
CATRAOF + 30 [ (Vs <262Clgllimozan [ (V6 + 1S )ds + |Pasof

£ i
(2.18) P + ko [ [VeHPds < 20 [ (18:S]-: +[9S[)ds
T ~
+ 20 [ [SPlutiids + | Paol”

Combinando (2.17) e (2.18) e notando que || Pe||; [[Z|| £ 1 vem que

40:202

[u¥ ()2 + v _/Of [Vuflds < ”g”%oo{o T:Le) /i(||8g5”§;_1 + |V S*)ds

4a2C’2
+ ”g”L""(GTLP}f ISL;IU |ids

+ 2a20ugum,f;z,p) ([ 181 + Zhoal?) + fuof

Em virtude da desigualdade |f|s < C|f|;"||f||H1 (veja {29]) e da desigualdade de

Young temos
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[1BISE < 0 [ vt ISP s

< O [ WPISPUSIE +e [ 17

Logo, escolhendo € convenientemente conclue-se

vo [t 9 3 LN 5
|Uk(t)f2 + 50/0 ]V“kﬁds < Cm’”ﬁ”i,m[o T-LP)(/ ([12:S1{z~1 + 11S113)ds + lgo]?)
+ Ciedllolimorar) [ ISIE 1 Pds + uol?

Assim, o Lema de Gronwall implica

(2.19) ()2 + _/Ot IVuf|2ds < G(¢),

onde G(-) é uma fungdo continua e limitada independente de k € IV e t € [0,%;]. Logo
podemos tomar & = 7.

A seqiiéncia {uf}{2, é limitada em L*(0,T; V) e também é limitada em L**(0, T; H).
Argumentos similares implicam que a seqliéncia {p*}§2, é limitada em L2(0,T; H') e
12(0,T; LY).

Apgora provaremos uma estimativa para a sequencm {uf}%2,,. Considere-se os seguin-
tes operadores definidos por:

{A(u,8),v) = (v(8)Vu, Vv)
(D(x),v) = B{u,u,v)
(E(t)(u,0),v) = a(by,v)
A seguir, usando os argumentos de Lions ([13], pp. 76} consideramos P como um

operador em L(V, V) com norma || Py]| < 1 (isto é possivel devido a escolha de base {v*}).
Portanto u* satisfaz

(2.20) duf = —Pr(A(uF,o* + S) + Duf + E(wF,o* + 5)) em V'

onde Py é o operador adjunto de Py Por outro lado é facil ver que

C|Vuf|? ,n=3

k Lk , k. B, <
[|A(u*, " + S)llv < | Vus[; [|[Dufly —{ Cluf||Vut| ,n=2

(2.21)
HE(S* + 9)llv < Clglp (1Y + 1S llan).
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Logo, a equagio (2.20) e estimativa (2.21) implicam que {8u*}, é uma seqiidncia
limitada em L'(0,7;V") se n = 3 ou L%(0,T;V’) se n = 2. Usando um resultado de
Simon ([28], Coroléario 6) conclue-se que a seqiiéncia {u*}§2, é relativamente compacta
em L4(0,T; H), para todo ¢ € [1, 00).

Similarmente prova-se que a seqiiéncia {¢*}32, é relativamente compacta em
L4(0,7,L*(§))),. Conseqitentemente existe uma subseqiiéncia de {(u*, %)}, ainda de-
notada da mesma forma, tal que u* — u fraco em L%(0,T; V), fraco * em L®(0,T; H) e
forte em L*(0,T, H}. Analogos resultados valem para .

Mais ainda, podemos escolher a subseqiiéncia satisfazendo
Vuf — Vu fraco em L*(0,T; L)),

)
V¢* — Vi fraco em L¥0,T;L*)) e
0 — ¢ qtp em [0,7] x Q.

Agora tomemos uma funcéo ¢ € C*[0,T] tal que ¢{T) = 0, multiplicando (2.14) com
#(t) e integrando obtém-se
T T T
_ k oG\ k kT - kb -
fo (uk, o9 )§dt + fo (v + S)Vuk, Vi )gdt jo Bk, u¥, o) gdt
T _ :
a [ (¢" + 9)9,07)dt + (Po, ) 6(0).

Tomando o limite quando & tende ao oo, tém-se

(2.22) - /0 w0Vt + fu Y (W4 8)Vu, Vo )gdt + /o " Blu,u, v )gdt =
o [ ((p+ $)g,09)8dt + (uo,¥)4(0).

De fato, a convergéncia do termo nio linear B{u®, u*,v?) pode ser demonstrada da
maneira usual (veja [9]) e para o outro termo nio linear tém-se

T , T . T .
/D (v(* + S)Vut, (t)v)dt = /0 (Vak, p(* + )] )dt — ]0 (Vau, v+ S)o(t)d ) dt

i4 que Vu¥ — Vu fraco em L2(0,T; L3(Q)} e v(¢* 4+ 8§)(t)? — v(p + 5)¢(t)v forte em
I2(0,T; I2(9)).
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Aplicando argumentos de densidade e continuidade, termos que (2.22) é vilido para
todo v € V em lugar de v?. Logo, u satisfaz (2.4). Da mesma maneira ¢ satisfaz (2.4).
Um argumento padrao mostra entdo que 4{0) = ug e ¢(0) = ¢y.

Note-se que {u, ) € C([0,T]; H x L?) se n = 2 e, portanto, {u,p + 5} satisfaz as
condi¢des do Teorema.

No caso n = 3 sabemos que u € C([0, T} V"), logo

(2.23) u(t) —» wp fracoem H quando t — 0.

Além disso u satisfaz q.t.p em [0,7] a seguinte desigualdade:
t 2 '
u()]* < uof? +02C [ g2Vl + (1Sl )ds

Conseqilentemente, limsup,_q+ [u(f)[* < |uol* e entdo pela convergéncia (2.23) conclue-se
que u(t) — g forte em H. Da mesma maneira podemos mostrar que @(t) — o forte em
L*() quando t — 0. Portanto (u,o + §) satisfaz os requisitos do Teorema. O.

3. EXISTENCIA LOCAL DE SOLUCOES FORTES

Apresentaremos um resultado para solucio fortes, igual que no caso estaciondrio
(Capitulo 1) precisaremos de estimativas extras para a pressdo associada a decomposigéo

de Helmholtz.

TEOREMA 2.5. Seja 2 um dominio limitado de JB*(n = 2 ou 3) de classe ¢! ; sejam
v e k de classe C* satisfazendo (2.5). Suponhamos supp |V/(7)] < ¥{ < co e supp [K(1)| <
E < co,g € L®00,T;L2Q),n € L=(0,T; H¥*oQ))NC0,T); HV*(80));8m €
L0, T; HYA(0M) N L>(0,T; H~Y*00)); 080 € L*0,T; H=*72(80));7(0) = 4(0) em
00 ug € Ve by € H*(Q). Entdo existe um numero positivo T™* = T*(Q, uy, Oy, k, v, 4,7) <
T tal que o problema (2.1) — (2.3) tem uma solugao (u,f) satisfazendo

(2.24) we L2, T V)N L2 0,TV 0 H?) e du € L2(0, T, I*()),
(2.25) 8 & L0, T H' Q) e 04 € I®(0, T L* (D)),

(2.26) u(t) — ug forte em V e 8(t) — 0y fraco em H? quando ¢ — 0%,

e
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(2.27) PO — div(v(8)V0) + uVl — aflg) = 0 em L*(0,T*; H),
(2.28) 88 — div(k(8)VE) + uV =0 em L°(0,T* L*(Q)),
(2.29) § =n em L0, T~ HY(8Q)).
Se k e v sao constantes, basta supor:
7 € L0, T; HY*(dQ)NL*(0,T; H¥*(d0)); 0 € L0, T, HV(00), up € V e 6, € H,
para obter uma solugio (u,8) que satisfaz (2.24), (2.27) e
(2.30) 8. L0, T HY(M) [ L}0, T HY (D)) e 80 € L0, T L} (1)),

(2.31)  u(t) = uo forteem V e 6(t) — fy forteem H' quando t — 0,

(2.32) 08 — div(k(0)VE) +uV8 = 0 em L*(0,T% L*(Q)),
(2.33) § = 5 em L*(0,T™ HY*(dQ)).

PROVA: Note-se que as equacdes (2.14) - (2.15) sdo equivalentes a

(2.34) Pi(uf — div(p(* + §)Vik) + uF Vb — a(e* + S)g) =0,

(2.35) Bu(o® — div(k(o* + 8)V®) + ufVF) =
B (=S, + div(k(¢" + $)VS) — u*V ).

Denotando f = Pupo, £ = ¢F — ok e § = ok + 5 temos que as equacdes (2.34) — (2.35)
transformam-se da seguinte forma

(2.36) Po(ub — div(v(€F + 5)Vu*) + v VuF — of€* + S)g) =0,
(2.37) PulEr — div(k(e* + §)VE) + FVE) =

Py(—5, + div{k(¢* + §)VE) — uFv )
e as condigdes iniciais (2.14) transformam-se em

(2.38) u*(0) = Peug; €"(0) = 0.
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Como na se¢do 2, usando a Observagio 2.1 conclue-se que

§ € C(I0,T); HY(R)) N L=(0, T3 HY(Q)); 8,8 € LA(0, T3 H () n L*(0,T; L*(Q));
928 € L}0,T; H 1)) e S(0) = §{0) sobre 9. Logo o € H(Q).
Tomamos o produto de (2.36) com Au* em (L?(Q))", para obter (por simplicidade
de notagdo, na seqiiéncia de cédlculos que se seguem omitiremos o superindice k)
1d
2dt

Como na Secdo 4 do Capitulo 1 usamos a identidade

(Vul? + (v(€ + 5)Au), Au) — B(u, u, Au) — o (£ + §)g, Au) =0

div((€ + $)Vau) = v(E + §)Au+ V(£ + S)V(E + 5V,

para obter

(2.39) é%IVuP + (e + 5 A, Au) = Blu,u,Au} — a((€ + 5)g, Au)
— V(¢ + 5V + §)Vu, Au)

Utilizando a decomposi¢io Au = Au + Vg com ./g g = 0, reescrevemos (2.39) como

(2.40) %%]Vu[z + (v(€ + DHAu, Av) = Blu,u, Au) — o((€ + S)g, Au)

V(€ + :§')V(£~+ 8)Vu, Au)
— (£ +5)Vq Au)

Agora estimamos os termos da direita como se segue usando a desigualdade de
Holder, imersdes de Soholev, desigualdade de Young e estimativas das pelo Lema 2.3:

|B(u,u, Au)| < Jule| Vul2|Vult*|Aul < CIVu|Aul*? < C5{Vul® + 6| Auf?,
(€ +5)g, Au)l < algll€ + SluolAu| < CslgP(IVEL + 15) + 81AuP,
(v (€ + 8)V(€ + 8V, Au)| < V|V (£ + 5| Vuls|Au|
< CIV(€ + 9o Vul'* | Aul*
< Co(IVER + VS Vul® + 8 Auf,
(/€ +5)Vg, Au)l < ulgld V(£ + S)lalAu] < Clafgll (V€ + 8)lalAul
Col V(€ + S)al Va4 Rul + (| Vel + + VSl Auf
Ces(IVER + VSR Vul* + 8| Aul + e(|VEls + V1)l Auf’.

IA A IA
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Escolhendo § = ;—g e usando (2.40), tém-se

d 3 . . ,
(241) EIWIWEL’UIMIQ < GVl +1VER + VS5Vl
+ Culgl’(VEE + 1510 + (| VEl + [VSla) Al

Analogamente obtemos as desigualdades

(242 LIVEF 4 BIALE < CVult+ (VER + [VED.(VST +VEP)
+ C2IIS15B + [2.5%)

d <@ 3 19 -~

(2.43) Elf‘l{iz + ko[ VO£ < Caldwul(IVE + [VSID) + C3|025 |3
+C3([Vul® + 1)|V3:51~2 + CallaSIR(IVER + [VS)
+C5 (0L 12(IVE + VSIS

A estimativa (2.43) é obtida diferenciando (2.37) com respeito a t e tomando o pro-
duto com Oyp* para depois estimar de forma semelhante ao que foi feito antes.

A seguir mostraremos que as estimativas (2.41) — (2.43) sao suficientes para achar
T* > 0 tal que a seqiiéncia {£%}52, ¢ limitada em L°(0, 7™; H*(02)). A estimativa (2.42)
e 0 Lema de Gronwall implicam

(2.44) [VERIP < Ma(t) exp Mi{t)t = Ho(t; ||Vl [ VE] o o.42y)

onde

M(t) = C2(||vulli°°(0,t;1}2j + ”vf”%oo(o,t-,m + ||V5||ioo(o,e;ﬁ)),
t - 4 - ~
Myft) = Mu(t) [ [VSPds+Ca [ (ISR +(0.5F)ds.
Observemos que Hp é uma fungao estritamente crescente em cada uma das suas
variaveis. Por outro lado, fazendo o produto de (2.36) com u, obtém-se

Jus|? = (div(v(e + .§)Vu), u;) ~ Blu,u,u;) + a{v + S)g,u).

Pelas estimativas anteriores, conclue-se
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(2.45) huel ® < CallAuf + 1V (& + 5 Vul + V(€ + 5)F + [Vul®)

e também temos

(2.46) &:* < Co(IAE+ 8)P + [V (E+ )+ [VulIV(E + 5 +[S:])

Disto, claramente obtém-se

E0)* < CIASE)F +{VS(0)]3 + [Vl [VS(O)F + [S(O)).

Aplicando entéo a desigualdade de Gronwall na inequagao (2.43), vem que

(2.47) 6:()F < Byt | Vullpoo o | V€| zopary | Aullraosze))-

onde H, é uma funcao estritamente crescente em cada uma de suas varidveis.

Fazendo o produto de (2.37) com —Af e pelas estimativas obtidas, conclue-se

Cs(|Vul* + Ve[ + VSIB)(VS + l?ﬁlg) + Cs([|31%2 + [8:5)) + Cs|a¢)?
Hy(t, |Vl zeooa2ys (| VEI oo (0,520)3 | Aue]| 2(0,6,22) ).

Agl?

I IA

De novo observamos que H, € uma fungéo estritamente crescente em cada uma de suas
variaveis.

Em virtude das estimativas (2.44) - (2.47), temos

(2.48) [VE(t)a < ColVEDMAHALR)P* < Cely*(8) - HY®(2).

i
Agora, escolhemos € > 0 tal que e(1+||VS||reoomr4)) < 53¢ seja T™ < T satisfazendo
a seguinte desigualdade

(2.49) c] ds+c] (1+|VSE)ds < et
e
(2.50) Hy(T*) = CoHy*(T*, 1(T), ) Hy*(T*,4(T*), 1,{T")/m) < 1

t .
onde ¥(t) = 2(|Vuo|* + C’E/O (1+ 18][3y14)]g]*ds e C. é a constante obtida em (2.41).

Note-se que T™* existe porque }i%}LF(t) =0, lirg}_Ho(t,'y(t), I)=0e
e F
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HZ(t! 7(t)! 13 Y(t)/’){ﬁ) S HZ(T'.' 7(T)> 1'.' T(T)/Vﬂ)
As desigualdades (2.49), (2.50) implicam

(2.51) PU) < e Hyt) <1 paratodo 1€ (0,7

Mostraremos que

(2.52) IVE)]s <1 ViE(0,T]

De fato, dado que [V£(0)[4 = 0, por continuidade segue-se (2.52) para tempos pequenos.
Suponha agora por contradigdo que existe 0 < 77 < 7™ tal que vale (2.52) para0 <t < T}
e [Vé(T1)la = 1. Entéo de (2.41) e da escolha de ¢ temos

d . B .
E]Vufz + | Aul’ < C(|Vul* + 1 +|VSE)|Vuf + Ce(1 + [|S[na)lgf
para todo t € [0, 7y].

Pelo Lema 2.2 com @{t) = |[Vu(t)?,%(t) = volAu(®)]%,h(t) = C(|Vu(®)[* + 1 +

VS e F(t) = Co(l + [|S(t)13r1.0)19(2)]% e pela escolha de T, temos
t o
IVu(t)? + v fo \Auftds < 4(t) < (T for t € [0,T1]
Portanto, as estimativas (2.48) e (2.49) implicam

[VE@)] < Ho(t,v(T7), 1) [AE(H)] < Ha(t,v(T™), 1,v(T*)/wo), V€ [0,T4].
Logo, usando (2.47) tém-se |VE(1){s < Ha(t) < 1. Esta contradicio demostra (2.51).

Podemos construir uma solugio fraca (u,f), com § = ¢ + 5, (como na Segio 2}
satisfazendo as condicSes (2.24) e (2.25) (logo satisfaz (2.27) — (2.29)).

Para provar que a velocidade inicial e assumida fortemente em H' é suficiente mos-
trar que limsup,_o+ |Vu(t)] < |Vug, ja que sabemmos que u(t) — ug fraco em H' quando
t — 0t (isto é uma conseqliéncia do fato que |Vu(t)| é limitado no intervalo [0,7*] e do
fato que u(t) — ug forte em L2(f2)).

Basta observar que

IVu()? < (ol +C [ (14 |31 lofds)e"™
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onde F(¢) — 0 quando ¢ — 07,

Além disso, a estimativa (2.47) implica que |V8(¢)] < C. Logo, em virtude da con-
vergéncia 6(t) — 0 forte L2(Q) temos que 8(t) — 8o fraco em H¥(Q).

Observe que se assumimos que v e k sio constante, temos em lugar de (2.41) ~ (2.42)

d x ) . N
SAVUT 4 A7 < CuVUHE + CulgPUVER + [1311h)
d » - %0
ZIVEP HRIAS < CIVH (Ve +IT5P)

+ CISIE + 10,

Logo, vém que

d 7] -, s L. ~
(VU P+ [VEP) < Co(IVu'P + [VEP) + Co(I V9517 + Ve lgff)
+ Cs(lgl*lIS1En + 151 + 12:517).
Portanto, segue-se que [Vu*{#)|* + |VE&5(2)|® < &(t), onde & é solugdo do problema
de valor inicial
B = Co(h®+ VS + hlg® + 1gI*1S1E + 115113 + 18:S1%)
h(0) = 0.

Conseqiientemente kb permanece finito em algum intervalo [0,7*). Logo podemos obter
uma solugio com as condigbes (2.30) - (2.33), (2.24) e (2.27) como no caso geral. O

Se o dado inicial da velocidade é mais regular, temos:

TEOREMA 2.6. Sob as condicdes do Teorema 2.5. Assuma ug € H2N\V e 89 €
L*(0,T; L*(Y)), entdo podemos escolher T* tal que a solugdo do Teorema 2.5 satisfaz

we L=(0,T* H () e u(t) — ug fracoem H* quando { — 0. O
No que diz respeito a unicidade das solugbes temos o seguinte resultado:

TEOREMA 2.7. A solugio obtida no Teorema 2.5 é tnica.
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PROVA: Sejam (uy,8,); (uz,02) duas solucdes do problema (2.1} ~ {2.3) com as pro-
priedades {2.24) - (2.29). Subtraindo as correspondentes equagbes e denotamos w =
Uy — ug, & = 0, — G, temos

é%(w, v) +{v{(6:)Vw, Vo) + B(w, u1,v)+ B(ug. w, v) = a(ég,v)—((v(8;) ~v(8,)} Vg, Vo),
& (6,)+ (dio((8)VE), ) + b, 01, 0) + blun & ) = (di0((K(Br) = k(6:)) V8a), ).

Fazendo v = w,¥ = Af, obtemos

d a 2 9 2 2 2
(2.53) Elwl2 + 0| Vol < Cluwlwd; + ClglPllF + Cllel Veual,

(258)  TIVEP+RIAEP < CloflIVOL+ Clusfi Vel +CleRlas
+ CIVERIVOE + CIER[Vo,I% + CIVOL Ve,
Usando a identidade
V(6)V8, — 1 (0,)V8, = V'(0,)VE+ (V' (8,) — v'(6,)) V8.

Estimativas (2.53) e (2.54) e as imersées de Sobolev implicam

d | 9 2 3
a(lwlz+IV§I2)+VoIVw|2+koIA€|2 < CilwlPlud} + Crlwl3 VoL
+ CLIVEMPALPR(gl® + |[Vugl* + |AG + |V 3)
+ Ci(fwl + |[V6:[3)|VER.

e usando a desigualdade de Young temos

L) + [VEOP) + LIVl + Zagwl < MEREF + VOV

onde

M) = Calua)3+|VO(D)3),
N = Clgt)* + (V) + [V0:(2)F + [V0a() [ + VOIS + [w()3)-

Zluf? + VER) < (M + N)(luf + [VEF).

Como M(-} + N(-} é uma funcio integrivel e w(0) = 0,£(0) = 0, temos o resultado. O
caso k} = v| = 0 é feito de maneira similar. O
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CAPITULO 3

REGULARIDADE E EXISTENCIA GLOBAL NO
CASO DE EVOLUCAO

INTRODUCAO

Neste capitulo mostraremos que a solucao obtida no Teorema de Existéncia Local é
mais regular para ¢ > 0, se os dados foram mais regulares.

As técnicas usadas no Capitulo 2 serdo de grande ajuda para obter estimativas das
derivadas de ordem mais alta da solugdo. Isto, justamente com adaptacio de argumen-
tos devido & Heywood [9], permite que obtenhamos um resultado de regularidade similar
aquele vilido para a equagdo classica de Navier—Stokes.

Para facilidade de exposicéo, consideremos o problema

Qu — div(v{p)Vu) + u.Vu — apg + Vp = bk,
(3.1) div u=0,
Oy — div(k(e)Ve)+uVe=f em (0,T)xQ.

{u=0, ¢ =10 sobre (0,T)x 89,

(3‘2) u((_}) = Uy ,(p([]) = Yy em Q.

Segue-se do capitulo anterior que tal reducéo do problema nio altera a demonstracéo
dos resultados de uma maneira essencial.

Apresentamos também wum Teorema de Existéncia Global. Gostarfamos de ressal-
tar que no caso geral precisaremos algumas condigdes de pequenez sob os dados iniciais,
mesmo no caso bidimensional. Porém, esse tipo de requisito ndo é necessirio no caso
Boussinesq cldssico {com a viscosidade e condutividade térmica independentes da tempe-
ratura), recuperando assim os resultados conhecidos para as equagdes de Navier-Stokes
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(Rojas-Medar e Lorca (25]).

A notagao é a mesma dos capitulos anteriores e continuarernos supondo que v e k
satisfazem (2.5).

1. OBTENCAO DE UMA SOLUCAO CLASSICA

O seguinte lema, serd muito til nos argumentos envolvidos no Teorema de Regula-

ridade.

No que segue, dfp denota a k-ésima derivada de ¢ em relagio a t e 8% representa,
uma derivada de ordem £ arbitraria em relacdo as varidveis espaciais.

d'h
LEMA 3.1. Segue A um fungio de classe C7,7 > 1, tal que supﬂ|dﬁ( s)lr £ C <

003t =0,1,...,j. Seja ¢ € CY([0,T); H*()).

Definamos
My Zna eyt €10,7), £=0,1,...,5.

Entao
18ia(e(t)) e < Ji(Mi-1((1))) + C518{0(t)] o0, Vit € [0, T,

onde J; é continua e C; e uma constante positiva que depende de h.

PROVA: Se j = 1, podemos tomar J; = 0 e () > supp |A(s)|p. Suponhamos que o
resultado é valido para tedo i € IV tal que 0 < i < j. Entdo, tém-se

. . 1
Hhle) = N YK {(p)dw) = ZC YOLR' (0)8 '
i=n
g=1 ]
= Y CHER ()0 e + K ()

i=1

Logo, pela hipétese de inducdo e as imersoes de Sobolev
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) i-1
0h(e)le < 30 OB PNl oo + Csl0d L

-1

i1

EC J{Mi_1 () + Cil00lo0) |8 0l + C5100p] 0

=

< J:‘(Mj—1( )} + C;10¢0]|

A

Isto finaliza a demonstracdo do lema. 0
De maneira similar prova-se:
LEMA 3.2. Sob as hipdteses do Lema 3.1, temos

loh(elwrs@ S Li(Mioa(e()) + Crl VA p(t)]4
+ Cjl¥e(t)eol Ve )la YEE[0,T]

onde L; é uma fung¢io continua.

Enunciaremos agora, o principal resultado da segio:
TEOREMA 3.3. Seja {2 um dominio limitado de JR"(n = 2 ou 3), de classe C*°. Assuma
v e k de classe C satisfazendo as hipdteses do Teorema 2.6, g,he C®Q x 0,7, f €
C=(QIx [0, 7)), o € HH{)NHE) e up € VN{H?(2))*. Entéo, a solucio (u,y) obtida
no Teorema de Existéncia Local (Teorema 2.6) é uma solugao cldssica do problema (3.1) -

(3.2), 1st0 &, u € (C(x(0, T*I)*NC O [0, T*)™ e p € C=(Ox (0, T*NNC(Ax[0, T*)).

Para provar este teorema, precisamos de estimativas a priori das derivadas de qual-
quer ordem da solugdo. Comegaremos obtendo a regularidade com respeito a .

LEMA 3.4. Sob as condigdes do Teorema 3.3. Para todo j = 0,1,2,... e qualquer
0 < & < T*; existem fungdes continuas Fj(t,¢), G(t,¢) e H;(¢,¢) tal que

(3.3) IVar()* + [Vai e (1) + / (ARSI + [AGpH?)ds < Fi(t,e)
(34)  |oTEP + 187 ) + / (VO AR + (VO Pds < Gilt,e)
(3.5) (A W*(0)]F + A8 * () < Hj(k,€)
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para todo t € [g,T7). As fungdes Fi(-,¢), G;(,¢) dependem s6 de 7, ¢ e dos dados iniciais.
O extremo direito 7™ do intervalo onde as estimativas (3.3) — (3.5) s&o vélidas, é o mesmo
do Teorema 2.6.

PROVA: As estimativas (3.3) — (3.5) serdo provadas por indugéo sobre j. Para j = 0
as estimativas (3.3) — (3.5) foram provadas no teorema de existéncia local (Teorema 2.6}.
Mais ainda, neste caso podemos tomar ¢ = 0. Suponha agora que o resultado vale para
1c N talque 0 <3 <y,

Derivando (2.34) j vezes com respeito a ¢ e multiplicando o resultado com Adut
temos

% j_twgu]? - (div@f(v(go)vu)’ Adiv) =

_(ag(uvu)a Aatju) - (351(&'599‘) + afh, Aagu)

Como no capitulo anterior, por simplicidade de notagdo, omitimos o superindice .

(3.6)

Os termos nio lineares na direita da equagdo (3.6) sdo os termos da equagdo de
Navier-Stokes. Podemos usar as estimativas dadas por Heywood [9],

(3.7) [(BiuVe ™ u, Adfu)| < |OFule|VE " uls|Ad]u|

< Cs| VO AN " ul? + S|Au[?
paral <1< g, e

- (38) (V& A0w)| < lulo|VOullABu
Cs|Au?| VO ul? + 6| Adju|>.

Agora, estimamos os termos lineares na direita de (3.6)

<
<

(3.9) (8] 08ig, Adu)| < 18ig]l8 " plool ABuf?

<
< ColigllAdi " ol? + 6| Adul’
para 0 <i < j, e

(3.10) (809, AOfw)] < 19118 pleo |AB] ]

Clol[Voiep|s|Adlu|

ClolIV &l A8] Y| Ad]ul
Cslgl*IVaiel® + 5IAG ul* -+ 6|28 ],

IA A IA A
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Para estimar os “novos” termos da esquerda de {3.6), observamos que

{dwa’(v(go)Vu) dzv( (v )V@Ju)+2,_1 (z)dw(ﬁ'v( )& )

(3.11) div(Oiv(0)8] ") = Biv(Q) A u + V() VE u,

onde V@iv(ga)vaf 'w denota o vetor com f-ésima componente dada por
[VEv(p)VE " u]e = (VOju(p), V& ue)mn

Em virtude das expressdes anteriores, obtém-se

(3812 1(div(Bip(0) V"), Adfu)l < Cldfu(o)l2] A0 ul?

+ CslVOv )iV ulf + 61 A0 u)?
para ]l <1< j.

Usando os Lemas 3.1 e 3.2, tém-se

{ 1050/() Bl A0 ul? < Ji(M;-(0))|AD] " uf?

(3.13) (VEV(Q)BIVE ul < Li(M; 1 ()| B8 ul?

parai=1,...,7 — 1, onde Ji e I; s50 fungdes continuas.
No caso ¢ = 7, temos a estimativa
Mi—(9)) + Clo7 ol )| Aul?

(i
< Ti{(Mia(o)Aul* + OV b *|Auf?
< Ti(M1 (DAl + G5 VP |Aul® + 6)Ad]pl?

(3.14)  |B{v(p)lL|Au® <

(Li(M-1(9)) + CIVOl} + Clol oL IVl Auf?
Li(M;1(9))|Auf® + CIVEoli(| Auf + [Velf| Auf’)
Li(M;-1(9))|Auf® + Cs| V& (| Auf* + |Vl Aul?)
6] A] t,o|2

(3.15) [Voin(@)fVul:

+ A IA A

onde J; e L; sio funces contfnuas. Combinando as estimativas (3.7) - (3.15) e (3.6),
conclue-se : '
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1d . ] C o s - i-r -l : .
L 9ot — (i), Adfn) < CUTMle) T A0 + 3 (VO A0kl
=0 £=0

izt : . .
+ G107 gl Adol’ + 8 A + |Aul|Voul?)

=0
+ Cs(lg* + |1Auf* + [AullAg) VO
+ S|AGu® + 6]Ad ]
No que segue, usaremos a descomposicio de Helmholtz Adju + Vg no segundo
termo da esquerda em (3.6).

Assim, pela.s estimativas similares as utilizadas no Teorema 2.5, tem-se
(@) VoVaiu Adiu) < CoiVRIVaiull + 6/20A0up

Cs| Vo 2|V & ul* + 8| Adul?

(Blg,div(v ()B07u)

Gk, 9V A0w)

OWQ’MVPHM%M

Cs|Vepla| VO u[ | Adu]/* + e Vo o] A uf?

Cs| Ve §IVOul® + 6|A8 " + 6| Vip|o| AJul*.

IIA 1A

|(v() VoV g, A8]w)|

IAIA A

Em virtude das estimativas anteriores e escolhendo ¢ de maneira adequada obtém-se

14
2dt
+C5|O3R[? + C5L(|gl, 1Avu), |A@ (VA @l + VO ul®) + 810 u)* + 8|80,

o

o : . it S
(3.16) 5= |VOful® + DA uf? < Co(T(M;1(0), My-a(w) X 105 9l")
: {=0

onde J e I sio funcgbes continuas.

A prova da seguinte estimativa é completamente analoga

1 d,_ . - - | .
= SIVaief + kol ARl < Co(T(Mji(0), My () + ColP £?

2 dt
+ Li(|Aul, |ap)(IVEul® + [VHel®) + 6lA .

Finalmente, mediante uma escolha conveniente de §, podemos deduzir a seguinte
inequacao diferencial
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B SN+ S Bl Myoa() + CBRE + 161 )

A
+La(lgl, |Au], [ HNE(2)),
onde

NHE) = VBl + Vol ()
() = At + 148/ ),

e Jy, Ly sio funcdes continuas.

Agora precisamos estimar, independente de k, o “valor inicial” de N*(t). Usando a
hipétese de indugdo (3.4), para todo € > 0 obtém-se

i . .

[ (VB 4 Vol )ds < Gia(t,2/2)

ef2

onde ¢ € [¢/2,T*]. Portanto conclue-se que para cada aproximacio (uf,¢*) existe
Te,6/2 < 1 < €, tal que

(3.18) V(1) + |V (1) < (6/2)7Gja(t,6/2),
Podemos integrar (3.17) de +x até ¢ e utilizar o Lema de Gromwall, para entdo obter
NE() + f *(s)ds < F;(t,¢)
Yk

para te (%, T*], onde Fj(t,€) € uma funcio continua. Do fato que 4, < &, obtém-se (3.3).

A seguir, provaremos (3.4). Derivando (2.34) j + 1 vezes com respeito a ¢ e multi-

plicando por 8] u(t), temos
1 d . . , : :

(3.19) 5 =16 ul + (0] () V), V) = (07 (uVu + apg + 1), &)

Usando estimativas similares as utilizadas por Heywood [9] para a equagao de Navier—
Stokes, podemos obter uma limitacdo para os termios & direita de (3.19). Os outros termos
4 esquerda de (3.19) podem ser limitados da mesma maneira que foi feito para demonstrar
(3.17). Por exemplo, tem-se

G v_(_eo)loolvazullvaf”‘jul
Cs(Ji-1(M;-1()) + 107 012,) |V Oeuf?
S|V T ul?

(B0 VO, VO )|

+ 1A A
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(BT () Vu, VO W) = |9V (0)Bp) Vi, VE T u)]

I

g : L )
|3 CEEV ()0 oV, VOt u)|

i=0
. i o
< Cs(IVulRlart el + 30 J(Mia () Vulild ™ el)
=1
+ ColdlolZ |8l Vul]) + 8|V ] + 8|VaI o).

Logo, podemos obter a seguinte expressao

1 d, - - ; )
5 d_tlaf“ulz-i"volvafﬂulz < Cs(I(Mma(e) D_(1VOu + |Vuli| Vel
=1
! é i1—8 fay £ +1—¢
+ Cs(QIVOuPIVET " + 3 10,V AT )
=1 =1

ColABlP (Y0l + VBl Vul}) + Col0] AP
Cs(lgl* -+ 1Au) ool + Cs| Va7 ul®
SIVaitiul’ + 6|VoioP.

4+ + +

Analogamente, temos

d . - " i
HftlafJ’l(sz'i“ w|VO P < Cod(Mia(p) Y (IVOel* + [VeliVoiel)

=1

1
9
b i .
+ G VoIV ul? + A8 VAL + | VelD)
=1
+ CslAgl(|8 o + 18/ uf®) + C5|8 ™ £12
+ 8V U + 6Vt

Logo, para um apropriado § > 0 conclue-se

- k
(3.20) SNHO + ) < To(Myale), IV E)
=1

+ CUST S + 1677 h1%) + CLs(lg, |Auk], |AGFDNE(E)
+ ClABIGH(IVEut? + VAL )L + |Auk 2 + AP,
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onde

NEE) = [0 )P + (05 ok @))%
() = VAT (VAT (1)

e J3, L3 sio fungdes continuas.

Agora, consideramos a igualdade

B = (div(ag(y((p")Vuk)),Bf"'luk) +ﬂaf(59k9)
+ 8k - (Bi(u*Vu"), 6/ ub)

a qual é obtida derivando (2.34) j-vezes em relagio a ¢ e multiplicando por & 'u*(¢).
Usamos as estimativas (3.7) - (3.15) junto com (3.17) para concluir

T .
f O E s < It €)
para t € [e,7*],¢ > 0. Analogamente, temos

/: 10 2ds < (1, ¢).

Portanto, procedendo como antes, conclue-se que para cada aproximagio (uk,tpk)
existe v, €/2 <, <e¢, tal que

B (v + 107 ) < (e/2)7 (e /2).

Integrando (3.20) € observando que € é arbitrario, obtemos (3.4). Finalmente, ob-
servamos que (3.17) implica

™) < R+ CUFREI 1G] FOI) + L(N(2)
(O u(e), A8 u()) + (07 (2), A0 u(2))
Jot) + CUA ) + 16 F)F) + La()V*(2)

CVNER) rH()

e segue-se a estimativa (3.5). Isso completa a prova do lema. .

A+ 1A

+

Uma conseqiiéncia imediata do Lema 3.4 é:
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COROLARIO 3.5. Sob as hipéteses do Teorema 3.3. A solugdo (u, ) obtida no Teo-
rema 2.6 satisfaz (u, @) € C((0, T*]; (H(Q))*1)y n C([0, T]; (H*(Q))~+1).

PROVA: Seguindo os argumentos de Rautmann [22] podemos concluir que (u,¢p) €
CH{(0,T]; V x (H (), para qualquer j € IV, Isto junto com as estimativas (3.3) -
(3.5) implicam

Blu € CUO, T (HH M) 8l € C((0,T*]; H*(Q)) para todo § =0,1,2,....

Conseqlientemente (u,¢) € C®{(0,T]; (H*(Q2})**!). De maneira similar obtem-se
(u,) € G0, T H*()). &

Agora, estamos em condicdes de obter a regularidade cldssica para a solugio.

PROVA DO TEOREMA 3.3. Notemos que é suficiente mostrar que

(3.21 8) € (Co((0, T+, H42(Q)))"; ¢ € C=((0,T7], WH(Q)) V£=0,1,2,....

Faremos a prova de (3.21 #) por indugio sobre £. Comegamos notando que para ¢
fixo e para qualquer 7 =0,1,2,..., 3{1& e 8{(; sao solugdo do problema
| ~div(v()V0iu) + Valp = by,
div Ju=0,
~div(k(9)Voip) = f; em 0,
Hu=0;8p=0 sobre 0.

(3.22)

Onde

hi = Y CE)(GuVY u + ad] "dig)
=0

3 L ) .
+ S CG)din(Biv () V8 ) + 03 — B,

=1

i=0

Pelas propriedades de regularidade no caso estacionério (Teorema 1.5) e observando
que fo € C((0,T7]; L*(?)) podemos concluir que ¢ € C{(0,T*]; W?4(f2)). Este fato e
a regularidade conhecida para (u,y) implicam f; € C((0,T*}; L%()). Logo, aplicando
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regularidade L? de novo, obtemos dip € C{(0, T*]; W24Q)). Por indugéio tém-se entdo
&y € C((0,T*]; W*(Q)) para todo j natural e logo ¢ € C((0,T]; W**(2)), e portanto
(3.21 0) & valido.

Agora, suponhamos que vale (3.21 £) isto é, u € (C°((0,T*); H*H ()" e ¢ €
C((0, T*]; WHH4(Q)). Entdo pela regularidade do problema (3.22) (que pode ser pro-
vada a partir do Teorema 1.5) temos que

p € C((0, T.WH(Q)),u € (C((0, T} H** (@)

Podemos demostrar por inducdo sobre j (combina,ndo argumentos da prova
do Teorema 1.5 e da prova dos Lemas 1.6 e 1.7) que f; € C((0,T7; W)
e by € C{(0,T];HY(N)), segue-se que Fp € CH0,T*|WH40)) ¢ &u €
(C((0,T*]; H**2(Q)))" para qualquer j € IV. Assim, obtém-se (3.21). O

OBSERVACAO 3.6. Podemos obter informagio sobre a pressio associada ao problema
(3.1) - (3.2) mediante argumentos padrdes. De fato, sob as hipdteses do Teorema 3.3, se
(u,) € uma solugio clissica de (3.1) — (3.2) entdo existe p € C°(Q2 x (0,7*]) tal que
f p(t,z)dz =0, Vt € (0,77, e (u,p, p) satisfaz (3.1).

Q

Isto é uma conseqiéncia direta dos resultados de regularidade para o problema de
Stokes (Cattabriga [4], Amrouche e Girault [2]).

OBSERVACAO 8.7. Por facilidade de exposigio o Teorema de regularidade foi enun-
ciado em termos de regularidade C°, porém enunciados similares com regularidade ¢’
poderiam ser escritos.

" 2. EXISTENCIA GLOBAL

Nesta segio apresentaremos uma seqiliéncia de estimativas para a solugdo forte e suas
aproximagdes espectrais. Estas estimativas serfo importantes para obter uma solucéo glo-
bal, e também para obter estimativas de erro uniformes no tempo (Capitulo 4).

TEOREMA 3.8. Seja {2 um dominio limitado de IR™(n == 2 ou 3), de classe C'V1; supo-
nha que v,k satisfazem as hipéteses do Teorema 2.5,

Assumamos g € L*°(0,00; L)), 5 € L*®(0,00; L2 (), f € L*=(0,00; L*(N)),0:f €
L2(0,00; L*(£2)),u0 € V € 9o € HI(Q) N H2(Q).

Se as normas |Vuol, |Apol, [| fllze(0,00:22(a)): |0 | zooo00iz2(a)) € (121200 (0,005z2¢0y) To-
rem suficientemente pequenas, entéo a solugio (u, ¢) obtida no Teorema 2.5, existe global-
mente. Além disso existem constantes positivas 8 = B(wo, w0, f, h) e M = M (v, q, 1 )
tal que
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(3.23) sup|Ap(t)| < B, sup{[Vu(t)| +|Ve(t)l} < M

0O mesmo tipo de estimativa vale uniformemente em & para as aproximacdes de Ga-
lerkin.

PROVA: As estimativas seguintes provam-se, primeiro para as aproximacdes, e logo
deduzidas para (u,¢) no limite aplicando um procedimento padrdo. Por facilidade de

notacdo, mais uma vez omitiremos os {ndices das solugdes aproximadas,

Como na prova da existéncia local (Teorema 2.5), tem-se

d o .
(3.24) aiwﬁ + |Auf < C|Vult + ClApl|Aul? + ClglP|Ap® + ClRP,

(3.25) Beul* < C|Vul® + ClAGI* | Aul? + Clg | gl + C|Aul* + Claf,
(3.26) %Iﬁﬂolz + VOl < _C‘.Ifktﬁlzlfi*‘ml2 + C[Vowl’ | Apl® + Clo:f %,
(327) [Bspl* < C(IVul* + |Ap|)|Apl + CIFI* + Clagl’,
(3.28) [Apf? < C(IVul* + [Ap)Ae]® + CIfI* + Clowe|®.

Combinando (3.24) ~ (3.26), obtemos

. d .
(329)  Z(IVul +10¢f) + |Auf' + [Vl < ClA[Varel* + ClaLf1?
+C1A|Au + C(1 + ClAEP)(|Vul® + |Apl|Aul + |Aplgl + 2 [).
Assuma [Ago|® < 8 onde 3 satisfaz
. 1

(3.30) Cp < 5

Queremos mostrar que para dados iniciais e forcas suficientemente pequenos tem-se
(3.31) sup |Ae(t)? < 8.

120

Suponha por contradigio que (3.31) ndo é valido. Entdo existe ¢; > 0 tal que
Ap(t)P < Bsc0<t<tie |Ap(t)f =4
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Fazendo 7(t) = |Vu(t)]*+|0,0(t)|? na expresséo (3.29) e usando (3.30), para t € [0, ,]

tem-se

(332) 2t 0B+ [Vawlt) <207 +20(Blel + P + (05D

A seguir, observamos que existe C; > 0 tal que
1 .
Ci(IVul® +18f") < 5(1Auf* +Vael*).
Portanto, temos
d 3
a < 207’ — Cig + Oy,
7(0) = [Vuol” +18:(0)[7,
onde Cp = 2C Stglg{ﬁlg(if)l2 + RO+ 165 0)1)

O teorema de comparagio para inequagbes diferenciais implica que 9(t) < ¢(t) para
todo ¢ no intervalo [0,#], onde

29 = 20806+ Cr=F(8,C1),
o(0) = n{0).

01 ) 1/2
, : 3¢/ -
a qual é inestavel. Conseqiientemente, para Cy pequeno, F{@, Cy), tem uma raiz simples

inestdvel r{Cy) perto de r(0). Logo, existe § > 0 tal que se

Agora, observe-se que F(¢,0) = 20¢* — C1¢ tem uma raiz simples r(0) = (

(333) Ca <6 e n(0) = $(0) < r(Cy)

entao tem-se

(3.34) 0 <9(t) < 4(t) < ¢(0) = n(0)
para todo t € [0,%].

Notemos que a estimativa (3.27) implica
(3.35) [Bip(0)* < C(IVuol* + [Apal*)| Aol + CIF () + ClAwl™.
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Logo, combinando as estimativas (3.34) e (3.35) tem-se | Vu(t) 2+ (80 () |2 < |Vuel2+

[020{0)[*,0 < t < 1, para B, [Vuol, | Ao, |!h||L°°_(o,oo;L2); ||f||L°°(o,m;L2) e ||3:f||Lao[n,m,L=}
suficientemente pequenas.

Agora, observamos que as desigualdades (3.28) e (3.30) implicam

1
(3.36) |Ael” < CIVul|Ael® + SlAel’ + Ol + Clawl,

e portanto para 0 <t <?; temos

Ap(t)? < B

se | Vio|, [Apo| € || fliz=(000,2) forem suficientemente pequenas.

Esta contradigio demostra {3.31). Conseqlientemente, obtemos as estimativas (3.23).
|

No caso up € VN H*(Q) podemos melhorar as estimativas:

TEOREMA. 3.9 Sob as condigdes do Teorema 3.8; assuma dig € L=(0, 00; L#(Q)), 8,k €
L=(0,00; L*()) € uo € VN H? Se ||uoflazy € ||0:h]] 2 0,00i22 (1)) 880 suficientemente
pequenas, entdo a solucio obtida no Teorema 3.8 satisfaz também as estimativas

(3.37) sup {|&u(t) + |Diu(t)]} < +oo.
Além disso, o mesmo tipo de estimativa (uniforme em &) sdo vélidas para as apro-
. Ximagbes. O

Observamos que ndo conseguimos, em geral, obter um teorema similar ao das
equagdes de Navier-Stokes ou Boussinesq cldssicas para n = 2. Nesses casos ndo é ne-
cessério supor nenhum tipo de pequenez para as forcas e dados iniciais. ¥ claro que a
dificuldade apresentada no nosso trabalho probem, em grande parte, dos novos termos
acoplados nas equacdes.
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CAPITULO 4

ESTIMATIVAS DE ERRO

INTRODUGAO

Neste capitulo vamos apresentar algumas estimativas do erro cometido ao apromma.r
a solugdo do problema pelo método de Galerkin especiral.

Em [22], Rautmann estudou o erro no caso das equagdes de Navier—Stokes, apre-
sentando vérias estimativas locais no tempo. B natural esperar entéo, obter o mesmo
tipo de resultados para nossas equagbes. De fato, tals estimativas podem ser obtidas;
entretanto, elas ndo serao étimas no caso geral, como veremos a seguir. Porém, no caso v
e k constantes & possivel recuperar os resultados do Rautmann (veja a Observagio 4.7).

Por outro lado, se a solugio do problema existe globalmente no tempo, com uma
certa regularidade, estas estimativas locais fornecem uma taxa de erro que cresce expo-
- nencialmente com o tempo.

Para o caso Navier-Stokes, Heywood {10] demonstrou que podem ser obtidas esti-
mativas de erro uniformes no tempo, na norma H?, quando se supde que a solucio exata
satisfaz certas condigdes de estabilidade exponencial também na norma H'.

Rojas-Medar e Boldrini (23] mostraram que é possivel obter estimativas uniformes
otimais para o erro sem supor explicitamente a estabilidade para uma classe de solug¢es

determinadas por condices adicionais para as forgas. A prova ¢ direta e simples.

Nossos resultados sobre estimativas de erro uniforme no tempo combinam os argu-
mentos de Rojas-Medar e Boldrini, com as estimativas obtidas nos capitulos anteriores.

Adotamos as mesmas notagdes do Cé.pitulo 2 e suporemos que v, k satisfazem
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(4.1) { << V(cr) <y (o))< Vi,

0< ko <k(o) <k ;|k(c) <k paratodo o€ R.

Neste capitulo {2 é um dominio limitado de R*(n = 2 ou 3} de classe C11.

A seguir enunciaremos alguns fatos basicos que podem ser encontrados no artigo de
Rautmann [22].

LEMA 4.1. Se v € V, entao vale a estimativa
1

k41

| Vo2

lv — Peol* < 3

Se ademais v € V N(H?(2))", entdo

1 .-
lv— Poof* < X;—]AUP
k1
1

Vv — VPw[? <
Akl

|Av[%

Além disso, o mesmo tipo de estimativas é vélida‘pa.ra o Operador Laplaciano, O
Como no Capitulo 3, consideraremos o problema homogeneizado (3.1) - (3.2).

1. ESTIMATIVAS DE ERRO LLOCAIS NO TEMPO

Comecemos notando que o problema (3.1) — (3.2) pode ser escrito da seguinte maneira

(4.2) { we — P(div(v(p)Vu)) + P(w.Vau) — P(h + apg) = 0
' oy — div(k(@)Vp) +u.Vo — f =0

(4.3) u(0) =u , ©(0)=¢s.
Por ouiro lado, temos que as aproximagdes de Galerkin

k ' k
ui(t o) = 3 eri(th'(a) e 9f(t,z) = 3 dri(t)¥'(e)
i=1 i=1
para u e ¢ respectivamente, satisfazem
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(4.4) uy ~ Pu(div(v(9")Vu*)) + Pu(ub Vo) — Py(k + aidfg) = 0

(4.5) of — Pi(div(k(0*) V")) + B(u*Vi*) — Bef =0
(4.6) v¥(0) = Pouo 5 ¢*(8) = P

Como vimos nos capitulos anteriores, as aproximacdes {u*,¢*) convergem em dife-

rentes normas 3 solucfo (u,¢) quando & — oo. Apresentaremos a seguir estimativas de

1
erro, isto é, estimativas para {ju* — u|, |¢* — ¢|| em termos de poténcias de —— e ——.

Qs z\k+1
Para isto, suporemos as seguintes condigdes sob os dados

(4.7) 9 € L=(0,T5 (L* () ) e, b e he € L*(0, T(L5(Q))")

(4.8) £ € PP(0,T;(L*(Q), w0 € VN HAR) e go € Hy(Q) N HX(Q).

Note-se que se assumirmos (4.1), (4.7) e (4.8), entdo pelo Teorema 2.6, se conclue
que existe um ndmero positivo 7 < T tal que o problema (3.1) — (3.2) tem uma tnica
solugéo forte (u, ) satisfazendo

Ve + [Vt + F(IAul? + [Ap[t)do < Hy(f)
(4.9) Au()? + |Ap(H)]? < H(t)

|ue(2)? + loe(£) |2 + [5(|Vuef? + [Vope|?)do < Ha(t)

para todo ¢ € [0,T™], onde Hi(-), Hz(-} e Hj(-) sio fungdes continuas. Mais ainda, a
estimativa (4.9) também é satisfeita pelas aproximagdes (u¥,¢*) (uniformemte em k).

Agora, consideremos a expansio em série de v e ¢

u=iag(t)v"w ;o= Zb (t)h' ().

=1 =il

. _
Sejam w* = Pou =3 a;(t)v'(z) e & = Bp = Zb ) e seja
i=1 i=1
E":u——wk, Fk=‘,9—£k
(410 o

r=uw"—u
¥ = F* + 5, com essa notagio temos o seguinte

Entdo tem-se u ~u* = E¥ +re p— ¢
resultado:

LEMA 4.2. Sob a hipéteses (4.1), (4.7) e (4.8) vale a seguinte estimativa
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OF + B + [V 41950 < Ga) (7= + 1),

onde G1{t) é uma func¢lo continua que depende das funcées & direita de (4.9).

PROVA: Observese que w* e {* satisfazem

(4.11) wf — P(div(v(@)Vu)) + Pi(uVu — apg — h) = 0
(4.12) & — Pu(div(k(9)Ve)) + Pi(uVe — f) = 0

wk(0) = Pyug , £5(0) = Pupo

subtraindo (4.11) de {4.4}, obtemos

(4.13) ry — Pe(div(v(0) V) + P;,(d‘iv.(u(gak)Vuk)) -
~Py(uV(E* +7) + (B* + 1)Vu) + P((F* + s)g) = £,

e usando a identidade

—div(v(p)Vu) + div(v(p*)Vu*) =
—div(u(p)V(E* 4 7)) — div((v(p) — v(£*)) V),

conclue-se

re — Po(div(v(p)Vr)) = €4 P(div(v(p)VE"))
+ Feldiv((v(p) — v(¢"))Vub)).

Fazendo o produto interior em (L3(0))* desta identidade com r. tem-se

(4.14) % d%|r|2+(v(cp)Vr,Vr) = (b,r) + (div(w(0) VES), r)
+ (div((v(p) = (%)) Ver),r).

Usando estimativas similares & usadas por Rautmann [22] ou Heywood [10], podemos
limitar (¢,7) da seguinte forma
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|(uV E*, r)| = |(«Vr, E*)}

luloo| V| |E¥| < Cs|Aul? BF 2 + 6] V]
(B + 1))

CARWR(EHP + o) +8]9r.

{(uV(E* 4+ r),r)|

(B + r)VuF,r)]

IAN T AT

Os outros termos da direita de (4.14) sdo limitados como se segue:

[(Ffg,7)] < |F*lslgllrle

< Cs|F*||[VF¥|jgf + 8| Vr|?
(s, )| < [slslgllrls

< Osls||Vsllgl* + éfvr?

< CslslPlgl* + 6|Vs[* + 8[Vr]?

[(div(v(e)VER),r)| = |(v(0)VE", Vr)]
< CI|VEH|Vr|
< Cs{VE* +8|Vr|?
(div((v(p) — v(")) V), )| = [((v(p) — v(¢*)) Vi, V)|

< () — v(e™)alVu'[s|Vr]

< Clp = ¢tlalAu?||Vr]

< C4|F + sPlAuPE 4 8]Vr[?

< Cs|F||VF||Au*]? + Csls||Vs||AuF|? + 6] Vr]?

< Cs|F)|VF)|Auf|? + CslsP| Aut[*

+ 8|Vr)? 4 6|Vs|? '

em virtude das imersbes de Sobolev e as designaldades de Holder e Young. Usando essas
estimativas em (4.11}, temos

1 d <k x
5 Slrf s lVrf S CiIVERP + ColAut Pirf + Gsllgl* + 1Au )P

+Cs(|Au*[* + [Auf) | BF [P + Col FH VP (lgl + |Au?) + 897 [ 4 8V sf*

(4.15)

A seguir, obteremos estimativas para |s|?, subtraindo (4.12) de (4.5), tem-se
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(4.16) se~ Pi(div(k(9)Vs)) = &+ B(div(k(p)VF*))
+ Puldiv(k(p) - k(")) V"))

onde ¢y = uV(F*+s)+(E*+7)V*. Usando estimativas similares s anteriores conclue-se

1a

(417) 5 —

[sP + kol Vsf' < Co(|RuPIFH? + |AGHFEH? + |4V FHR|AGH?
£ CHIVFH + Csl A PIrl? + Csl gt 4(s]? + V[

Somando (4.15) e (4.17), e escolhendo § pequeno, vem que

(4.18) E‘%urﬁ + )+ |V +|Vs|? < ME)VE !+ |VFHP)

+ Nl +1s?)
onde M(t) = C|Auf* +|Au* +]Ap* +glP +1)(2) e N(t) = (|Aub|+ |Agt[*+[Auk{?+
|AGF[2 + [g[*)(£). A inequagdo diferencial (4.18) implica a seguinte desigualdade integral:
4 4
rOF +is@P + [(Vr? 4 VsPde < [ M@)IVE* +|VF)do
1
+ [ NP +sP)do.

Aqui, usamos que r(0) = s(0) = 0. Agora, aplicando o Lema de Gronwall, obtém-se

(@19) @+l + (Ve + Vs <
: t £ ¢
([ MOUVE*R + [VF*R)dr)(1 + [ N(r)dreap [ N(r)ar)
Aplicando as estimativas do Lema 4.1, obtemos o resultado desejado com
i1 t
Gu(t) = CHAOlL + exn( || N(r)dr) [ M(ryar] [ mmye,
j4 que 7 — M(7) e r — N(r) sdo fungBes integraveis, devido & (4.9). O

Agora estamos pronto para provar ¢ seguinte:
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TEOREMA 4.3. Sob as hipdteses (4.1), (4.7) e (4.8), as aproximagdes de Galerkin
satisfazern:

[WH(0) = w(t) + 165(0) — o + [ (1V4H(r) = Tulo)l? + [VpH(r) — Veolr)P)dr <

1 1
Gz(t)(I-l_1 + :\k:)

para todo ¢ € [0, T*]. onde G4(¢) é uma fungao continua que depende das fungdes & direita
de (4.9).

PROVA: Observe que |[u* —ul> < [E*? + |r|? e |* — |? < |F*] + ||
Logo, pelos Lemas 4.1 ¢ 4.2 obtemos a estimativa do teorema. O
A seguir, uma estimativa local do erro na norma H?! serd provada.

TEOREMA 4.4, Sob as hipdteses (4.1), (4.7) e (4.8), temos que as aproximacdes u* e
©* satisfazem:

(Vb (t) — Vu(t)[? + [Vt (t) — Ve t)] + ,/Ut(]“f —uel’ + | — @i P)dr <
Gs(f)( . : )lﬂ

+ —_—
Qg1 Argl

~ para todo ¢ € [0,7*]. Onde G5(t) é uma fun¢io continua que depende das fungdes &
direita de (4.9).

Como na prova do Teorema 4.3, s6 precisamos demonstrar o seguinte;

LEMA 4.5. Sob as hipéteses (4.1), (4.7) e (4.8} temos

2 ¢ 2 < 1 L- 2
(4.20) IVrOP + [ e < G‘;(t)(‘%+1 + /\k“) ,
) : 1 1 13"2

4.21 Vs(t)[? dr < Gs(t ( T
(4.21) |Vs(2)] +/0 |sel*dr < Gs(?) Qk41 T /\k+1) ’

onde G,{t) e G5(t) s2o continuas e depende das fungdes & direita de (4.9).

PROVA: Tomando o produto em (L*(§2))" da identidade (4.13) com r, obtemos
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el + ((@)Vr, V) = (6re) + (div(r(p) VE), )
+ {div({v(p) - v((pk))Vuk),rf)

Usando entio a identidade

1 d 2_ L
(V(@)V?':)—§ dtlv (¢)Vr| 2(50:V?*,Vr),

vem que

1 d

5 dtlffm(sp)vﬁ”l2 = (&) + (div(v{p)VE*),r)

[ref* +
4 (dio((g) — V() Vek)y 1) + iV, I,

Agora estimamos os termos 4 direita da identidade anterior, usando as desigualdades
de Holder e Young junto com as imersdes de Sobolev, obtendo

|(WV(E* +7),r)] < Cs({Auf*(IVE* + [Vr[?) + 8rf%,
(E* 4+ r)Vuk )] < CslAvF2(|VEX)? + |Vr[?) + 8]r?,
|(div({v(p) — v(&F) Vb)Y, r)| = |((v(0) — v{e*)) Ve, Vry)|
< Clp — ¢*a| VuF|s|Vry
< C|lAWF|(|VFH| + |Vs|)|Vr,
[(div(v(L)VE*),r)| < |(v(p)VEF,Vr),
< C|VE*|Vr
(Ve Vr)| < lelalVrlsl V],
< CiVelliarlve,

também aplicamos a desigualdade de Nirenberg |v|ee < C(|v[s/?|Vu[¥? + [vls),v €

.H(} (Q)NHA(Y) (veja [6]) para obter

[(FF +8)g,m)] < 1F* + sluolglIrel
< C(VFHARH 4 [V FH 4 Vs As]/2 4 [Vs]) gl
< Cs(IVFH|AF™ | + |Vs||As] + |VF*[* +[VsP)gf* + 8lr.[*.

As estimativas anteriores e (4.22) implicam
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d
Inlz+alv‘*’2(so)vrl" < Mi@OUVEH + |VF? + Vi + |Vs]?)
+ Ni(O([VEY + |VF¥ + |Vs| + |Vr|)
onde

Mi(t) = C(Au(t)P + |Au®()f + |g()]?),
M) = Clg®PIAF @)+ [AsE)]) + [Au* )| Vr(t)] + [VedArE)] + [Vre()]).

Integrando a inequacio anterior e usando a estimativa (4.9) e as estimativas dadas
pelos Lemas 4.1 e 4.2, vem que

Ly —1—) + C?l(t)(J— + i)m.

Or41 f\k+1 (8§ AR ] /\k+1

[ inar + @)oo < Gy (
6
Portanto, temos demonstrado {4.20). A prova de {4.21) é muito parecida. 0O

Agora, podemos obter facilmente o seguinte:

PROPOSICAO 4.6. Sob as hipéteses (4.1), {4.7) e (4.8) temos

t . - t 1/2
fo Aut - Rufdr+ [ |ag* - Apfdr < Gft) (_.1_ L _1_)

Qptl /\k-i-l

onde Gs(t) é continua e depende das fungdes que aparecem a direita de (4.9). O

" OBSERVACAO 4.7: Note-se que as estimativas obtidas no Teorema 4.3 ¢ no Teorema

R A 1
4.4 nio séo otimas; de fato espera-se obter convergéncia da ordem ~—— + —— em lugar
o

3 A2
| . j AR} k1 ]
de somente —— + —— no Teorema 4.3. Do mesmo modo, espera-se obter —— 4+ ——
Y1 '\k+1 k41 AI=-1-1
1 1 1/2
em vez de (—~— + ——) no Teorema 4.4,
Qpe1 kgt :

A dificuldade deve-se, mais uma vez, aos termos div(v(p)VE¥) e div(k{p)VF*).
Porém, tais termos nao aparecem no caso classico, e logo é possivel obter taxas dtimas
nesse caso (Rojas-Medar e Lorca [26], [27]).
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2, ESTIMATIVAS DE ERRO UNIFORME NO TEMPO

Nesta secdo assumiremos g € L%(0,c0;(L3(Q))"},ug € VNH ) e oy €
Hy()NH*Q). Suporemos também que existe solugio global no tempo do problema
(3.1) - (3.2) satisfazendo

supso (@)l + ot} < +oo
(4.22) { supnd 180D + 1B B} < +oo.

No Teorema 3.9 obtemos condigdes para os dados iniciais e para os termos forgantes,
que garantem a existéncia de uma solugéo global que satisfaz (4.22),

Para obter uma estimativa uniforme de erro, consideraremos uma classe especial de
forcas que fornece mais informagio da solugao.

PROPOSICAO 4.8. Seja (u,¢) solugio do problema (3.1) — (3.2) satisfazendo (4.22);
O

suponha que / (JA(7)|* + |f{7)|*do < +oo. Entdo, existem constantes positivas C; e O
0

tais que

2 i ,
2 2
[ 1Aumrdr+ [ oot <,

4
[ ludritar + [ lodr)Par < 0 ¥e 2 0

As aproximacOes de Galerkin satisfazem a mesma estimativas.
PROVA: E ficil concluir as seguintes desigualdades de energia
()P + 00| [Vuldr < fuof’ + ¢ [1oVoldr +c [ Inpar,

() + o i IVipPdr < liol? +-c [ 7P

Do teorema de existéncia local {Teorema 2.5), temos a inequacio diferencial

(4.23)

- d
(4.24) alV%’I2 + kolAgl? < C(|Vul* + [Vl Vel + CLP.
Logo, integrando com respeito ao tempo, temos
t 2 4 2 2
Vol ko [ Agldr < Ve + Coup(IVu(ol + [Vo(0lf) [ [VoPdr +C [ |fr

< 2
< C-I-C/0|th| dr
< G
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devido a (4.22) e (4.23). Da mesma forma prova-se

- ‘ i
Va4 [ s < Vol + Csup( VOl + Vo (0) [ [Vupar
]
+ Csuplo(@)F [ [Veldr+C [ |pPar < G
>0 o 0
Por outro lado temos

< C(|Auf + Vol Vul® + [P Veli + [Vul® + k),
e < ClAagl +|Veli + |VulllVel® + | £1%).

e conseqiientemente podemos concluir que

t t
[ ufdr + [ foifar < €,

A prova para as aproximagdes (u®,¢*) é exatamente igual 2 j4 feita. O
O seguinte resultado pode ser provado de maneira similar:

PROPOSIGAO 4.9. Seja (u, ) solugio do problema (3.1) - (3.2) satisfazendo (4.22);

suponha que/ (A + [2m) 2 + [F (7)) + | fi(r)2)dr < +oo. Entéo existem constan-
0

tes C1,05 e Cs tais que, além das estimativas da Proposigio 4.8, tem-se

L9l + Ve < s, V20
A mesma estimativa é vilida para as aproximagles de Galerkin. O
Agora, apresentamos uma estimativa na norma L2
TEOREMA 4.10. Seja (u,¢p) solugio do problema (3.1), (3.2} satisfazendo (4.22),

suponha que fm (JA(7)|* + | £(7)|*)dr < +co. Entdo, as aproximagdes (u*, o*) satisfazem:
0

(1) = (O + [H(E) = ol + [ (V¥ = Val + [Tk - Vfflar <

(o )
127K | /\k+1
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para todo ¢t > 0. Onde €' é uma constante positiva que depende de 82 e das constantes
dadas por (4.22) e pela Proposigio 4.8.

Como na segdo anterior, com as mesmas notagdes, somente precisamos provar:

LEMA 4.11,

Ir(t)|2+|s(t)lz+/:(|Vr]2+]Vs|2)d'rSC( ! +—§—), Ve > 0.

2188 ] k+1
PROVA: Deduzimos o resultado usando as estimativas dadas pelo Lema 4.2, Proposi¢io
4.8 ¢ Lema 4.1. O

Podemos obter também, estimativas na norma H®.

TEOREMA 4.12. Seja (u,¢) solucdo do problema (3.1), (3.2) satisfazendo (4.22); su-
ponha que f(|h(r)|2 + A7)+ £ (7)]B) + [ f:(7){*}dr < +o0. Entio, as aproximagcdes

(u*, %) satisfazem:

t 1
[VaH(t) = Tu() + [Ve*(t) = Vot + [ 1o —uifdr + [ ok~ pifidr <

0(3— +—) "

Xktl /\k+1

1 1 1/2
+ —) V>0,
Qg1 Akt

ft [Au* — AufPdr + /01 |Ag* — Ap|¥dr < C’(
0

para todo ¢ > 0. Onde C é uma constante positiva que depende de 9} e das constantes
dadas por (4.22) e pela Proposigaoc 4.9. 0O
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