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INTRODUÇAO 

Consideraremos neste trabalho as equações de Boussinesq Generalizadas que des
crevem em primeira aproximação a convecção termicamente induzida em fluídos com 
viscosidade e condutividade térmica dependentes da própria temperatura. As equações 
sao 

{ 

p0à,u- div(v(O)'Vu) + pou.'Vu + 'Vp = (po- apo(B- Bo))g, 
dw u =O, 

:~- div(k(B)VB) + u.VB =o em (0, T) x n, 

onde u(t,x) E IRn denota a velocidade elo fluído num ponto X E n ç JRn (região de 
escoamento) e instante t; p0 > O é a densidade do fluido (suposta constante); p( t, x) E IR 
é a pressão hidrostática; B(t,x) E IR representa a temperatura do fiuídoj v(.) > O e 
k( ·) > O são a viscosidade e a condutividade térmica do fluído, respectivamente; g é o 
vetor aceleração da gravidade; 'V, .0.. e di v representam os operadores gradiente, Lapla-

ciano e divergente, respectivamente (também denotaremos o operador 'V por grade ~ 
por Ut); u.Vu indica o operador de convecção, cuja componente i-ésima em coordenadas 

cartesianas e dado por (u.'Vu)i = Uj _à{)ui (na notação de Einstein, onde índices repetidos 
X i 

se somam e Uj indica a J·-ésima componente da velocidade u em coordenadas cartesianas). 
A equação div u = O indica que o fluído é incompressível; a é o coeficiente de expansão 

volumétrica; fJ0 é uma temperatura de referência e u.'VfJ = Uj Í)â(} é o operador de ad-
xi 

vecção (veja Dra:ún e Reid [5[ para uma derivação desta equação). 

Notemos que neste tipo de fluído a densidade é assumida cantante (igual a p0 que é 
a densidade quando a temperatura do fluído é 90 ), com exceção da mudança de densidade 
que produz a força de flutuação. 

As Equações de Aproximação de Boussinesq (ou de Bénard) correspondem ao caso 
particular em que a viscosidade 11 e a condutividade térmica k são constantes e nós chama
remos de equações clássicas de Boussinesq. Elas tem sido estudadas por Korenev, Oeda 
e Rabinowitz entre outros. 



As técnicas empregadas na análise das equações de Navier-Stokes usuais têm sido 
muito bem sucedidas nas equações de Boussinesq clássicas, obtendo-se resultados simi
lares (veja Rojas-Medar e Lorca [24], [25]). Em geral, espera-se igual comportamentos 
ao das equações de Navier-Stokes devido a que as equações clássicas de Boussinesq são, 
basicamente, as equações de Navier-Stokes acopladas com a equação do calor de modo 
relativamente simples; de fato, os operadores de ordem mais alta envolvidos são lineares 
e os acoplamentos não lineares são de ordem mais baixa. 

Entretanto, existem fluídos nas quais a dependência da viscosidade e condutividade 
térmica com respeito a temperatura, não pode ser ignorada. 

Para esse tipo de fluídos temos as Equações de Boussinesq Generalizadas. Evidente
mente, este tipo de sistema apresenta um grau maior de dificuldade, devido principalmente 
aos termos não lineares que aparecem nos operadores de ordem mais alta div(v(O)'Vu) e 
div(k(O)V'B). 

Para tais fluídos a dependência da viscosidade com a temperatura é fundamental 
na determinação dos detalhes do escoamento. É sabido, por exemplo, que um liquido 
usualmente sobe no meio de uma célula poligonal de convecção, enquanto que um gás 
usualmente desce. Graham (8] Sugeriu que isto acontece porque tipicamente a viscosi
dade de um líquido descrece com a temperatura, enquanto que ela tipicamente aumenta 
em um gás. Esta sugestão foi confirmada por experimentos de Tippelkirch [30] sobre a 
convecção gerada termicamente em enxofre líquido, no qual a viscosidade tem um núnimo 
perto de 153"0. ele decobriu que a direção do escoamento no meio das células de con
vecção dependiam do fato da temperatura estar acima ou abaixo de 153"0. Palro [19] foi 
o primeiro a analisar o efeito da variação da viscosidade com a temperatura; outros arti
gos relacionados são, por exemplo, Busse [3] e Paim, Ellingsen, Gjevik [20J. Todos esses 
artigos fazem análises típicas da Mecânica ele Fluídos Teórica (empregando métodos de 
perturbação e linearização não totalmente justificados matematicamente). Uma análise 
matemática rigorosa deste problema é mais difícil do que aquela de ser feita no caso das 
equações clássicas de Boussinesq; isto devido aos fortes acoplamentos não lineares. 

Entretanto, dada a importância física de tais fluídos, tal análise deve ser feita para 
embasar, inclusive, métodos numéricos empregados na obtenção de escoamentos convec
tivos. Para isto é necessário saber se existem soluções e em que espaços funcionais (re
gularidade), saber se certas aproximações convergem para a solução exata (e se possível 
obter estimativas de erro). 

O nosso trabalho aborda as questões mencionadas anteriormente. As técnicas por 
nós utilizadas serão "construtivas 11

• Uma vez que estaremos interessados na obtenção de 
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estimativas de erro. 

Consideraremos o seguinte problema com valores iniciais para as Equações de Bous
sinesq Generalizadas: achar u, p e () satisfazendo 

(I) 

(2) 

{ 

íJ,u- div(v(B)Vtt) + tt.Vtt + Vp = aBg, 
dzv u =O, 
o,a- div(k(B)VB) + u\70 =O em (0, T) x í!. 

{ 
u =O; e = ry sobre (0, T) X ilí!, 
u(O) = uo; B(O) = 00 em í!, 

onde n E R"' é um domínio limitado com fronteira Ofl; g, 7], Uo e Bo são funções dadas e 
T> O. 

Uma breve descrição dos capítulos é feita a seguir: 

No primeiro capítulo estudaremos o caso estacionário e fixaremos a nomenclatura e 
os espaços a serem utilizados. 

No Capítulo 2 deduziremos alguns teorema de existência local no tempo no caso de 
evolução. Eles serão provados via as aproximações de Galerkin para as duas equações (da 
velocidade e da temperatura). 

O terceiro capítulo será dedicado ao assunto da regularidade da solução e a partir 
dos resultados obtidos no Capítulo 2 deduziremos um teorema de existência global no 
tempo. 

No último capítulo, dicutiremos a questão da possibilidade de obtenção de estimati
vas de erro (locais e uniformes no tempo). 

Finalmente, gostaríamos de fazer a seguinte observação: relaxamos as hipóteses sobre 
a força g já que o modelo de Boussinesq poderia ser útil em fenômenos relacionados com 
a geofísica. 

UI 



' CAPITULO 1 

' O PROBLEMA ESTACIONARIO 

INTRODUÇÃO 

Neste capítulo faremos um estudo do caso estacionário correspondente ao problema 
(1)-(2). Neste caso as equações são 

(1.1) 

(1.2) 

div(v(T)Vu) + u.Vu- aTg + Vp =O, 
di v u =O 
div(k(T)VT) +u.VT =O em íl, 

u = O , T = T0 sobre àíl. 

Apresentaremos um resultado de existência de soluções (generalizadas) do problema, 
via a técnica de aproximação de Galerkin espectral. Estudaremos também a regularidade 
e unicidade das soluções obtidas. 

A seguir faremos alguns breves comentários sobre problemas relacionados ao nosso. 

O trabalho de Gil' (7J, nos mostra um estudo de um modelo onde as equações de Bous
sinesq clássicas (isto é, com viscosidade e coeficiente de condutividade térmica constantes) 
são acopladas com uma outra equação que descreve a concentração de uma substância 
diluída no fluido. Gil' obtem soluções generalizadas, pelo uso de urna técnica que consiste 
em linearização e ponto fixo (método de Leray-Schauder). Para obter existência ele ne
cessita supor dados pequenos na fronteira. 

Ern [15],[16] Morimoto nos apresenta existência de soluções fracas para o problema 
de Boussinesq clássico. Seus resultados não precisam de pequenez para o dado na fron
teira, isto devido a escolha adequada da extensão de T0 , que é usada na homogeneização 
do problema. 
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Nosso primeiro resultado {Existência ele soluções fracas) pode ser considerado uma 
generalização do aquele de Morirnoto. 

Para obter soluções mais regulares, trabalharemos com uma base especial (base es
pectral) a semelhança do que acontece no caso das equações ele Navier-Stokes. Porém, 
gostaríamos ele destacar que a obtenção de estimativas melhores que as obtidas no Teorema 
de Existência de soluções fracas, diferentemente do que acontece no caso de viscosidade 
constante, exigem um aproveitamento elas estimativas conhecidas para a pressão associada 
à decomposição de Helmholtz. Estas estimativas serão também importantes nos próximos 
capítulos. 

1. PRELIMINARES. 

Recordamos em primeiro lugar alguns espaços funcionais clássicos que utilizaremos 
ao longo deste trabalho. Os mesmos símbolos serão utilizados para denotar os espaços de 
campos vetoriais e reais definidos sobre n, a distinção será clara do contexto empregado. 

O produto e a norma de L2(fl) serão denotadas por ( ) e I I, respectivamente; as 
normM em L'(íl), por JJp. 

wm·P(fl) denotará o espaço de Sobolev usual; no caso p = 2 usaremos a notação 
padrão: wm•2(íl) = Hm(íl). 

Hô(íl) é o subespaço fechado de H1(íl) formado pelas funções que tem o valor na 
fronteira igual a zero (no sentido do traço). 

wl-~,P(âfl) é O espaço de traços com a norma 

Da mesma forma, quando âO é suficientemente regular, podemos definir o espaço 
w'-;·'(Oíl). No CaBO p = 2: w'-l•'(Oíl) = H'-l(Oíl) (Adams [!]). 

CO:u(fl) denotará o espaço das funções regulares com divergente nulo; os fechos deste 
espaço com respeito a L2 (!l) e H 1(!l) serão denotados H e V, respectivamente. 

Denotamos por P a projeção ortogonal de L1 (!l) sobre H, obtida pela decomposição 
usual de Helmholtz. Consideramos o operador de Stokes & = -Pt;.: V nH'(íl)--+ H; é 
conhecido que Li define sobre Vn(H2(0))n Ç H um operador positivo definido, simétrico, 
que possui uma inversa compacta (Temam [29]), logo ele possui uma sequência {cl} de 
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autovalores positivos o:1 ::; 0:2 ::; ••• , satisfazendo ·ak -t +co quando k -t oo. As corres
pondentes autofunções {vk(x)} formam um sistema completo ortonormal em H. Além 
disso, as autofunções vk também formam um sistema ortogonal completo em V (dotado 
do produto interno (V'·, V'·)) e em VnH'(n) (dotado elo produto interno (Li·, li·)). 

Denotaremos respectivamente por { '1/;k} e { Àk} as autofunções e os autovalores do 
operador Laplaciano -C.: HJ((l) n H'((l) ~ L'(n). Como é bem conhecido, temos pro
priedades análogas às enunciadas para o operador de Stokes. 

Assumindo que podemos encontrar uma função S definida em D: satsfazendo S = T0 

sobre an, podemos transformar o problema (1.1)~(1.2) introduzindo a nova variável tp = 
T - S. As equações obtidas serão então 

(13) ( 

div(v(<p + S)V'u) + u, \lu- a<pg- aSg + \lp =O, 
div u = O, 
div(k( 'P + S)V''P) + u.\l<p- div(k('P + S)\7 S) + u.V'S = O em n, 
u = o e 'P = o sobre an. 

Supondo que S E H 1(0), podemos reformular (1.3) em forma variacional da seguinte 
maneira: Achar u E V e r.p E HJ(D) tais que 

(1.4) 

onde 

e 

( 

(v(<p + S)V'u, V' v)+ B(u, u, v) -c.( <pg, v) - a(S g, v) =O, 

Vv E V, 
( k( 'P + S) V'<p, V',P) +b( u, <p, ,P) + ( k( 'P + S)\7 S, V'.,P) +b( u, S, ,P) = O, 
\'.p E H6(n), . 

{ N ÔV· 
B(u,v,w) = (u.V'v,w) = Jc L: u;(xJ;f-(x)w;(x)dx 

fJ i,j=l X j 

1 
N O<p 

b(u,<p,.,P) = (u.\l<p,.,P) = l.:u;(x)
8
-----:(x),P(x)dx. 

11 j=:l x3 

Agora, definimos uma solução fraca de (1.1)- (12). 

DEFINIÇÃO. Um par de funções (u, T) E V x H 1(íl) é chamado uma solução fraca de 
(1.1), (12) se existe uma função SE H 1((l) tal que u E V,<p = T- SE HJ(íl),S =To 
sobre i)fl e (u,<p) é solução de (1.4) 

Ao longo deste capítulo suporemos o seguinte: 

(1.5) v( r)> O; k(r) >O para todo r E IR. 

3 



Observamos que a suposição (1.5) permite os casos lim inf v(T) =O ou lim sup 
T~+oo T-+oo 

v(T) = +oo (o mesmo é válido para k(·)). 

A seguir, usaremos C como uma constante genérica que só depende de O através das 
constantes que aparecem nas desigualdades de Poincaré e Sobolev. 

2. ESTIMATIVAS A PRIORI 

Nesta seção mostraremos inicialmente que o problema (1.1) - (1.2) satisfaz um 
princípio do máximo fraco. 

LEMA 1.1: Seja {u,T} uma solução fraca de (1.1), (1.2). Então 

(1.6) in~gss To :S T(x) :S su~rfss To q.t.p. em !1. 

PROVA. Seja I= su~ 0 ess To< oo (se I= oo, (1.6) é trivial). Tomando ·,P =r+ em (1.4), 

onde r+= sup0 {T -I, O} obtemos 

(k(T)VT, VT+) = -b(u,T,T+). 

Um cálculo fácil então mostra que 

(k(T)vr+, vr+) = (k(TJVT, vr+) = -b(u,r,r+) = -b(u,r+,r+) 

e 
b(u,T,T+) = b(u,T+,r+) =O. 

Assim, temos in k(T)!VT+!' =O. 

Logo, k(T)I'vT+!' =O q.t.p. em !1, e conseqúentemente IVT+I' =O q.t.p em !1. Como 
r+ E Hó(íl), obtém-se: r+ =O e conclui-se a desigualdade à. direita de (1.6). A desi-
gualdade à esquerda de (1.6) é obtida de maneira similar. D 

Urna consequência interessante do Lema l.l é que, podemos transformar o problema 
(1.1), (1.2) num problema equivalente mais adequado ao nosso tratamento. No caso em 
que inf{k(t);t E IR}= O ou sup{k(t),t E IR}= +oo e "'Pan !Tal< +oo, consideremos a 
função modificada k, com a mesma regularidade de k e satisfazendo 

e 
1 -? inf { k(t); !ti :S sup !Tal} :S k( T) :S 2 sup{ k(t ); !ti :S sup !Tal} 'Ir E IR. 
- en M 
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Considerações análogas podem ser feitas para v(·). 

É claro que (u, T) é uma solução fraca de (1.1), (1.2) se e somente se é solução fraca 
do seguinte problema 

(1.7) 

!
-div(v(T)'ilu) + u.'ilu + 'i7 p ~ cxTg, 
div u =O, 
-div(k(T)'i7T) + u.'i7T ~O em !1, 
u = O, T = T0 sobre 80. 

Isto é, daqui para frente podemos supor que as funções v(·) em k(·) satisfazem 

(1.8) {
O< v0 (T0 ) S v(T) S v1(To), 
O< ko(To) S k(T) S k,(To) \1 TE !R. 

onde vo(To) ~ ~ inf{v(t); 11/ S sup!Tol}, v1(To) ~ 2sup{v(t); !tiS sup!Tol} com definições 
2 an an 

análogas para ko(To) e k,(To). 

Observe-se que, obviamente, se tivermos 

inf{v(t),k(t);t E IR}> O,sup{v(t),k(t),t E !R}< +oo, 

então as modificações anteriores são desnecessárias. 

Agora, provaremos uma estimativa a priori para os gradientes das soluções. Seja 
{u,l'} uma solução de (1.4). Tomando v~ u e ,P ~I' em (1.4), temos 

(v( I'+ S)'ilu, 'ilu) + B(u, u, u) - <>(\'9, u) - a(Sg, u) ~O, 

( k( 'P + S) 'VI', 'il<p) +b( u, \",I') + ( k( I'+ S) 'i7 S, 'il<p) + b( u, S, 'P) ~ O. 

Observando que B(u, u, u) =O e fazendo uso da desigualdade de Hõlder e (1.8), obtém-se 

v0 (To)!'i7u! 2 S <>(\'9, u) + a(Sg,u) S algi(I'PI3 + ISb)luls; 

e das imersões de Sobolev se deduz que 

(1.9) 
c 

I 'V ui S "'Vo(To) (l9ll'i71'1 + I9IIISIIH'(O))· 

Similarmente temos 

(1.10) c I I k,(To)ll 
I'V'PI S ko(To) Sb 'ilu! + ko(To) SIIH'(O)· 
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Substituindo (1.10) em (!.9), obtemos então 

( 
etC' ) etC 

1- v,(To)ko(To) JgJJSJs IV' ui :S vo(To)ko(To) JgJI!SJJH'(n)(ki(To) + ko(To)). 

Observe que se assumirmos 

(1.11) 
C' 1 

et v
0
(To)ko(To) JgJJSJs < 2' 

teremos que 

JV'uJ 
2etC 

< vo(To)ko(To) JgJJJSJJH'(nJ(k!(To) + ko(To)) = Fl(JJSI!H'IOJ), 

(1.12) 

(
2ki(To) ) 

IV' I'! :S k,(To) + 1 JJSJJH'(n) = F,(JJSJJH'IOJ)· 

3. EXISTÊNCIA DE SOLUÇÕES FRACAS 

Nosso primeiro resultado é 

TEOREMA 1.2: Seja O um domínio limitado em !Rn(n = 2 ou 3) com fron
teira Lipschitz contínua, suponha que v, k são contínuas, g E L 2(0) e T0 E 
H 1i2(8n)nL00 (8!l). Então, existe uma solução fraca do problema (1.1), (1.2). No 
caso que inf{v(r),k(r);T E IR}> O e sup{v(T),k(T);T E IR}< oo é suficiente assumir 
T0 E H1i2(8!l). 

Antes de provar o Teorema 1.2, enunciaremos o seguinte resultado 

LEMA 1.3: Seja O um domínio limitado em IR.n, n == 2 ou 3, com fronteira Lipschitz. 
Suponha que To E H112(ô0), então para todo número positivo e e 1 ..:;_ p-:;: 6 se n = 3 ou 
qualquer 1 S p < oo se n = 2, existe uma extensão SE H 1(fl) de To tal que ]Sjp <e. 

PROVA: Da definição de H 1i'(8!l) podemos obter uma extensão T0 E H 1(!l) de T0• 

Seja 6 >O, consideremos 8!l, = {x E JRN;d(x,/!!l) < 6} e /3(·) E CO'(JRN) tal que 
O :S /3(·) :S 1,/3(·) = 1 em l!n,,,,/3(·) =O em IRN\8!l, (!3 pode ser obtida aplicando uma 
versão diferenciável do Lema de Urysohn). 

Definimos S(x) = f3(x)T0(x); em virtude da desigualdade 

(1.13) JSJ, :S (r ITo(x)J'dx)
11

' :S cl!TollH'(O), 
lo.noo6 

6 



podemos escolher fi > O suficientemente pequeno de maneira que 
seja menor que ê. 

Consequentemente S( ·) satisfaz os requisitos do lema. D 

( 
• ) 1/p 

fonansiTo(x)l'dx 

Agora estamos em condições de iniciar a prova do Teorema de Existência. 

PROVA DO TEOREMA 1.2: Em virtude do lema anterior, podemos escolher uma 
extensão S de T0 tal que SE H 1(íl) e satisfaz (1.11). 

k 

Seja k E IN, consideremos as aproximações de Galerkin uk(x) - Lc~:,jvi(x) e 
i=I 

k 

'/(x) = Ldk,j~(x) satisfazendo o problema aproximado 
j=l 

(1.14) (v(</+ S)'Vu', 'V vi)+ B(uk, u•, vi) - a(<pk g, vi)- a(Sg, vi) =O, 

(1.15) ( k( 'Pk + S) \l<pk, 'V1/l) +b( uk, <pk, 1j)) + ( k( 'Pk + S) 'V S, 'V1/l) +b( uk, S, .P') = O, 

para 1 :S j :S k. 

Assumamos primeiro, a existência de (uk,,l) para todo k E IN. Notemos que as 
aproximações ( uk, tpk) satisfazem a estimativa (1.9) - (1.10). De fato a desigualdade (1.9) 
para uk obtém-se multiplicando (1.14) por ck,j e somando em j de 1 até k. Similarmente, 
temos (1.10) para 'f'._ 

Estimativa (1.12) para ( u•, 'Pk) pode ser obtida da mesma forma que obtivemos (1.12) 
na seção anterior. Portanto a sequência (uk, tpk) é limitada em V X HJ(fl). 

Do fato que V é compactamente imerso em H e HJ(fl) é compactamente imerso em 
L2(0), conluí-se que existe uma subsequência de (u",tpk), ainda denotada por (uk,tpk), e 
existem u E V e tp E HJ(D), tais que 

uk -+ u, fraco em V e forte em H, 

tpk --> tp, fraco em HJ, forte em L2 e q.t.p. em fl. 

Ademais, podemos supor 

Vuk -+ \lu, fracoemL 2 , 

'Vtpk -+ '\ltp, fraco em L2. 
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Logo passando ao limite quando k converge para oo em (1.14), (1.15), obtém-se 

{ 

(v( <p + S)'Vu, 'V vi) + E( v, v, vi) - a( <pg, vi) - a( S g, vi) = O, 
(1.16) ( k( I' + S)'V <p, 'V.pi) +b( u, <p, ,pi) + (k( I' + S) 'V S, 'V.pi) +b( u, S, ,pi) = O, 

para todo j E JN. 

De fato, é conhecido que nas condições acima (Temam [29]) 

E(u',u',v) ~ E(u,u,v) ,\fv E V, 

b(u',<p',,P) ~ b(u,<p,,P) ,\f,p E H 1(íl), 

os outros termos não lineares satisfazem 

já que v(<p' + S)'Vvi ~v( I'+ S)'Vvi, forte em L2(íl) em virtude do Teorema da Con
vergência dominada de Lebesgue. 

Similarmente ternos, 

(k(l'' + S)'V<p', 'V >f))~ (k(l' + S)\7\', 'V.pi). 

Usando o fato que as sequências {vi} e {'!fi} são completas em V e HJ(O), res
pectivamente, e usando a identidade (1.16), concluí-se que (u,y>) satisfaz (1.4). Isto é, 
( u, t.p + S) é a solução procurada. 

Demostraremos agora que o sistema (1.14),(1.15) tem solução para todo k E IN, 
aplicando o Teorema do ponto fixo de Brouwer. Os argumentos são similares aos usados 
por Heywood [9]. 

Seja Vk o subespaço gerado por {v\ ... ,vk}, e seja Nfk o subespaço gerado por 
{,pl, ... ,,P'}. Para cada (w,Ç) E v, x M,, consideramos a única solução L(w,~) 
(v, ,P) E V, X M, da equação linear 

(1.17) (v(~ + S)'Vv, 'VvÍ) + E( w, v, vi) - a( ,Pg, vi) - a( S g, J) = O, 

(1.18) (k(~ + S)'V,P, 'V.pi) + b(w, ,P, ,pi) + (k(~ + S)'VS, v.pi) + b(w, S,,Pi) =O, 

para 1 :S j :S k. (1.17), (1.18) é um sistema de 2k equações lineares para os coeficientes 
das expansões 

k 

,p = 'f:,di,P'. 
]=1 
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O sistema (1.17), (1.18) tem uma única solução porque o sistema. homogêneo associ
ado (S =O) tem uma única solução. De fato, se (v, 'if;) é solução do sistema homogêneo, 
multiplicando (1.17) por c; e (1.18) por d;, e somando com j = l ... ,k, obtemos 

vo(To)l'lvl' =O, ko(To)IV~I' =O. 

Assim, v = O e 1/J = O. 

A continuidade de L pode ser de-mostrada usando argumentos similares aos utiliza
dos para passar ao limite em (1.14), (1.15). 

Por outro lado, temos as seguintes estimativas 

(1.19) /V v/ 

(1.20) IV~I 

a.s quais são provadas da mesma forma que antes substituindo (1.20) em (1.19) tem-se 

aC' aC 
/V v/:'> v,(To)ko(To) /g//S/s/'lw/ + v,(To)ko(To) /g///S//H'iOJ(k,(To) + k0(To)). 

Assim, em virtude de (1.11) temos 

(1.21) 
I C 

/'lv/ :'> 2/Vw/ + "vo(To)ko(To) /g///S//H•(n)(k,(To) + ko(To)). 

Em vista de (1.20) e (1.21), obtém-se 

Conseqüentemente, (1.19) e (1.20) definem uma aplicação contínua L : M --l- M, onde 
M = {(w, Ç) E V, x M,; /'lw/ :'> F,(/ISIIH•(nj) e /VÇI s; F,(//SIIH'(n)))· Observe que 
M é um conjunto fechado e convexo de um espaço de dimensão finita, logo aplicando o 
Teorema do ponto fixo de Brower obtemos um ponto fixo de L. Claramente esse ponto 
fixo é solução de (1.14), (1.15). Isto completa a prova elo teorema. O 

4. EXISTÊNCIA DE SOLUÇÕES FORTES 

Nesta seção apresentaremos um resultado que fornece soluções mais regulares que 
as obtidas na seção anterior. Os argumentos que utilizaremos são similares aos usados 
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por Temam [29], a dificuldade adicional é estimar os termos não lineares de maior ordem 
que aparecem nas equações. Eles não podem ser tratados de forma tradicional, para isto 
precisaremos de estimativas para a pressão associada à decomposição de Helmholtz. 

TEOREMA 1.4: Seja f2 um domínio limitado de JJ{n.(n = 2 ou 3) de classe 0 1 •1, 
suponha que v e k são de classe C',g E L3 (ll) e To E H'i'(âll). Então, se IIToiiH'i'(Bn) 
é suficientemente pequeno, existe uma solução forte de (1.1), (1.2), isto é existe um par 
(u,T) E (VnH'(ll)) x H2(ll) tal que 

P( -div(v(T)'i7u) + u · 'i7u- exTg) 

-div(k(T)'VT) + u · 'i7T 

em L2(ll), 

O em L2(ll), 
T T0 q.t.p em âll. 

PROVA: Escolhemos a extensão S de To tal que 

-b.S ~O em ll, S ~ T0 sobre âfl. 

É conhecido que S E H 2(ll) e satisfaz 

(1.22) 

Multiplicando (1.17) por aici e somando em j de 1 até k, obtém-se 

(div(v(Ç + S)'i7v),2í.v)- B(w, v, li. v)+ e>(,Pg, li. v)+ ex(Sg, lí.v) ~O 

Usando a identidade 

div(v(Ç + S)'i7v) ~ v(Ç + S)b.v + v'(Ç + S)'i7(Ç + S)'i7v, 

onde 'i7(Ç + S)'i7v denota o vetor que tem a i-ésima componente dada por ['i7( Ç + S)'i7v]; ~ 
('i7(Ç + S), 'i? v;) R•, obtemos 

(1.23) (v(Ç+ S)b.v, li. v) E( w, v, li. v) - ex( ,Pg, li. v) - ex( S g, li. v) 

(v'(Ç + S)'i7(Ç + S)'i7v, f.v). 

Agora, da decomposição de Helmoltz -~v= Ó.v + Vq ternos a estimativa (Temam [29]) 

Portanto, (1.23) transforma-se em 
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(v(Ç + S)2iv, Li v) - -B(w, v, Li v)+ a(,Pg, 2iv)- o(Sg, Li v) 

- (v'(Ç + S)V(Ç + S)Vv, Li v)- (v(Ç + S)Vq, Li v) 

Usando a desigualdade de HOlder, imersões de Sobolev e (1.8), obtém-se 

(1.24) 

onde 

- c - 2 
jl':.vj' < vo(To) (jVwj + v'(To)(jVÇj + IISIIH'(OJ)Jjl':.vj 

cxC , - I (v(Ç + S) - ) I + vo(To)jgj,(jV,Pj + IISIIH'(OJ)jl':.vj + vo(To) Vq,l':.v , 

v;(To) ~2sup{jv'(s)j;jsj SsupjT0 j). 
ao 

Observe-se que 

(v(Ç+ S)Vq, Liv) ~ -(q, div(v(Ç + S)Liv)) ~ -(q, (v'(Ç + S)V(Ç+ S), 2S.v)JR•) 

já que di v .&v =O. Logo, 

(1.25) l( v(Ç+ S)V' Li )I 
vo(To) q, v 

v; (To) -
S vo(To) jqj 4 jV'(Ç + S)j 4 jl':.vj 

< C~:~~:;(ji':.Çj + 11SIIwJijqiiH'IOJI2ivj. 

Combinando estimativas (1.24), (1.25) e a estimativa para q temos 

(1.26) j2ivj 

Analogamente, obtemos 

(1.27) ji':.,Pj < kofro) (jliwj + k;(To)(II':.Çj + IIToiiH'i'(OOJ))(ii':.,Pj + IIToiiH'i'(80J) 

k, (To) 
+ ko(To) IIToiiH'i'(Bn)• 
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onde k;(To) ~ 2sup{/k'(s)/; /si :S: sup80 !To!} e C é uma constante positiva. Supo-
• 4aC ( k,(To)) ( k1(T0)) 

nha /L'>w! :S: vo(To) /9/s 1+ ko(To) 1/Toi!H'i'(&O)• /L'>Ç/ :S: 1 + 2 ko(To) 1/ToiiH'i'(Bn) e 

]]To]]y3/2(80) suficientemente pequeno tal que 

C [ , ( k1(T0))] 1 
k,(To) 1 + 2k, (To) 1 + ko(To) 1/ToiiH'i'(BO) < 2 

e 

C [ 4aC , ] (· k1(To)) 1 
vo(To) vo(To) !Yis + 4v,(To) I+ ko(To) 1/To/IH'i'(&O) < 2 

Observe-se que isto é possível porque lim v(S) >O e lim k(S) >O. 
ó~Ot Ó->Ot 

Logo, das expressões anteriores e das estimativas (1.26), (1.27) deduzimos 

aC ( k,(To)) 
ll,vi < 4 va(To) /g/s 1 + ko(To) 1/ToiiH'i'(&O) o= R 

( 
k,(To)) IM•! < 1 + 2 ko(To) 1/ToiiH'i'(on) = m 

Consequentern.ente, se j)To]]H3f2(ôOJ é suficientemente pequeno, podemos achar um 

ponto fixo (u',•P') de L tal que (u',l'') E {(w,Ç) E V, X !VI,; ll,wl :S: R e !L'>Ç/ :S: m}. 
Logo temos uma sequência (uk,I,Ok) limitada em H 2(D) e satisfazendo (1.14), (1.15). Isto 
prova o Teorema. O 

5. REGULARIDADE DAS SOLUÇÕES FORTES 

Consideremos a solução obtida na Seção 4, existe uma única função p (a pressão) em 
H1{fl) nLÕ(fl), onde LÕ(fl) ~{f E L2(fl); (f, 1) ~O}, que satisfaz (veja Temam [29]) 

(1.28) - div(v(T)\7u) + u · \7u- aTg ~ -grad p. 

Nesta seção apresentaremos um resultado de regularidade para a solução (u,T,p). 

TEOREMA 1.5: Seja O um domínio limitado em JRn(n = 2 ou 3) de classe Ck+l,l ; 
asuma que as funções v e k são de classe Ck+1

, g E Wk•3 (!1) e T0 E Wk+7/4•4(80). Então 
a solução forte ( u, T) satisfaz u E Hk+2(1l) e T E J..Yk+2(0) e a pressão associada satisfaz 
p E H'+'(fl) nLÕ(fl). 

Antes de provar o teorema, precisamos de alguns lemas técnicos. 
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LEMA 1.6: Seja h uma função de classe Ck tal que sup{l ~~~ (t)l, t E IR} S C, i = 

O, ... , k. Então existem constantes C(k) e C1(k) tais que 

k 

(i) llh(TJIIw•.~(nJ S C(k) 2: I!TIIIv•+•·•(n)' 
l=O 

k 

(ii) llh(T)IIw•·•tnJ :S C,(k) 2: I!TIIfv•.•tnJ 
l=O 

para todo T E w•+1.4(fl). 

PROVA. Provaremos (i) por indução em k, a outra desigualdade pode ser provada de 
maneira análoga. 

Para k = O, o resultado é triviaL Suponha que o resultado é verdadeiro para todo 

j E IN tal que O S j < k. Tomando j3 = (f3r. ... , f3n), /3; E IN, l/31 = /31 + ... + f3n = k, se 
i E {1, ... ,n} é tal que f3i >O, temos. 

ff(h(T)) éJil' (él,,(h(T)) = éJ!3' (h'(T)élx,T) 

2: c(J, 5)8"1 (h' (T) )85
( éi .. T), 

-y+ê=fJ' 

onde f3' = f3 - fliei, ei é o i-ésimo vetor da base canônica de IR:', c(-y, 8) são constantes 
positivas e 1 = bt,•·· ,jn),ó = (ót, ... ,ón),"fJ,Ój .E IN. 

Logo, pela hipótese de indução e as imersões de Sobolev, obtemos 

lo I 
< 2: c(/, ó)M(III) 2: ITifvhl+•.•(oJITiwl'l+•.~(o) 

1+S=fJ1 l=l 

hl 11 2: c(l, ó)M(III)C L ITI~hl+•·•(oiTiwi•I+>.<(OJ· 
"1+5={31 l=t 

Obse,vando que 111 S k- 1, lól S k- 1 deduzimos 

k 

lff'(h(T))Ioo S C(k) 2: IIT!Ifv•+'•'(Oj· O 
l=l 
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LEMA 1.7: Suponha que h satisfaz as condições do Lema 1.6, então 

k 

lh(T)flw>.,(O) :S C,(k)(L IITIIiv•+•,<(o)JIIfllw•.,(O) 
(=1 

para toda TE Wk+1
•
4 (!1) e toda f E W'·'(ll). 

PROVA. Seja ,B = (,B,, ... , Pn), ,B; E IN, IPI = (3, +, .. + Pn = k, tem-se 

fJO(h(T)f) = L c(-r,ó)ã'(h(T))D'! 
t+ó=,(l 

devido ao lema anterior temos 

lfJO(h(T)f)l, < L c("y,ó)lã'(h(TJ)Iw!B'fl, 

lo I 
< L c('"f, ó)C(-r, ó) L ITiivi<l+•.•(o) ID' /1, 

7+5=,(1 (=1 

k 

< C,(k)(L ITifv•+'·'(n)llflw<.,(n) D. 
t'=l 

LEMA 1.8: Seja (u,T) uma solução forte do problema (1.1), (1.2), a.ssuma To E 
W'/4•4(8!1). Então TE W2

•4(!1). 

PROVA. Observe-se que T E H'(ll) satisfaz 

(1.29) 
{ 

, k'(T) I I' 1 _ 
-uT + k(T) 'VT + k(T) u.'VT- O em !1, 

T = To sobre àll. 

Da inclusão W7i 4
•
4(àll) Ç W5i 3

•
3(àll) e das estimativas 

I k'(T) IVTI'I < ki (To) IVTI' < ki (To) CI"TI' 
k(T) 3 

- ko(To) 6 
- ko(To) ' 

u'VT 1 < C 
I k(T) ls :S ko(To) lulsi'VTis _ ko(To) I'Vuii"TI. 

e usando as bem conhecidas propriedades de regularidade LP para o operador Laplaci

ano, obtemos T in W2·3(!1). Logo VT E Lr(D), para todo r E [1, co), consequentemente 
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I k'(T) I I 1 I k(T) I'VTI' 4 < oo e k(T) u. \'T 4 < oo. 

Aplicando regularidade LP de novo, temos TE W2,4(!1). 0 

PROVA DO TEOREMA 1.5: A prova é por indução em k. De acordo com o Lema 
1.8 o resultado segue-se para k ;::; O. Agora suponha que temos o teorema para k -1 (logo 
TE W'+1

•
4(il)). Tomando /3 = ((3, . .. ,/3n),/3; E IN, l/31 = /3; + ... + f3n = k, obtém-se 

at'(u'VT) = L c(j)8'u88('VT) + uat'('VT), 
')'+5=tl 

onde c(j) é uma constante positiva, 1 = (1'1 , ••• , In), h = ( Ó1 , ••• , én), /i, Ói E IN. Assim 
temos que, 

[at'(u'VT)I< S L c(j)l8'ui,I8'('VT)Ioo + lulooi8~('VT)k 
"'+S=/3 

Pelas imersões de Sobolev e a hipótese de indução conclue-se que 

Em virtude do Lema 1.5.3 temos v(~) u \!T E liVk,4. 

Em forma similar vem que 

lat'IVTI'I4 < L c(j)j8''VT]oo]86 'VTI 4 + jaPVTI4 ]'VTioo 
"'1+6=!3 

< Cn,,]Tifv•+•-• + Cn,,JTiw<+•.•ITiw'-' < oo 

k'(T) 
e, consequentemente, k(T) j'VTI' E W'·4(il). 

Em virtude da regularidade LP para a equação (1.29) obtém-se TE Wk+2.4(0). 

Agora, observamos que u é a solução do seguinte problema de Stokes 

{ 

( 
p ) v'(T) 1 T v'(T) 

1 30 -L':.u + \' v(T) = - v(T)'p\'T- v(T) u. \'u + "v(T/ + v(T) \'T.\'u, 
( . ) div u = o em n, 

u = o sobre an. 
donde p satisfaz (1.28). 

15 



Da mesma forma que antes, usando indução e resultados de regularidade LP para 

a equação (1.30) (Cattabriga [4], Amrouche e Girault [2]), conclui-se que u E s•+2(fl), 

v(T) E s•+'(fl). Pelo Lema 1.7 tem-se então p E H'+l(fl). Isto completa a prova. o 

6. UNICIDADE 

Nesta seção provaremos um resultado de unicidade para soluções 1'pequenas". 

TEOREMA 1.9: Seja fl um domínio limitado em !Rn(n = 2 ou 3) de classe C1•1 As
suma que as funções v, k e k' são Lipschitz contínuas. Existe ê > O tal que se ( u, T) é 

uma solução fraca do problema (1.1), (1.2) satisfazendo IV' ui+ IITIIH'(n) <e, então dita 
solução é única. 

PROVA. Sejam (u1 , Tr), (u2 , T2) duM soluções de (1.1), (1.2) tais que T1 e T2 são funções 
de H 2(fl). Denotando w = u1-u2 ,Ç = T1-T2 , temos w E V eÇ E HJ(fl) nH'(fl) satisfaz 

( v(T1)V'w, V' v) +E( w, Ur, v) + B(u2, w, v J - a( Çg, v J + ( ( v(T1) - v(T2)) V'u 2 , V' v) = O 

(div(k(T1)V'Ç),,P) + b(w, Tr, ,P) + b(u2 ,Ç, ,P)- (div((k(T1)- k(T2 ))17T,), ,P) =O, 

\/v E V, 1/.p E L'(fl) 

Tomando v= w e 'lj; = -ó.Ç nesta última expressão obtemos 

(1.31) JY'wj 
aC Cs Cr 

< vo(To) Jglil'lÇj + vo(To) JV'ujjY'url + va(To) JÇI=117u,j 

(1.32) 
c c 

< ko(To) JJTriiH'J17wj + ko(To) JY'u,jjl'lÇj 

C1 k; (To) . C r I' 
+ va(To)IÇi=ll'lT,j + ko(To/IIT,JIH'il'lÇI + ko(To)IIT,JH'IÇI= 

aqui C1 é uma constante positiva tal que jk'(t)-k'(s)J+Ik(t)-k(s)J+Iv(t)-v(s)j :ô Crjt-sj 
para todo t, s em IR. Isto pode ser mostrado da mesma forma que na prova do Teorema 

1.4. 

Note que JÇioo :ô Cjl'lÇj, logo (1.32) implica 

ll'lÇj :ô kofTo) IJT,JIH'IV'w[ + k,fTo) [JV'u,j +(C r +k; (To))IJT,JIH' + CriiT,IIjp ]Jt;ÇJ 

Assumindo k,fTo) [iV'u,j + (Cr + k((To)JIIT,IIH' + CriJT,jjiJ,J] <~'obtém-se 
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(1.33) 

substituindo (1.33) em (1.31), temos 

Conseqüentemente, se vo(To~o(To) IIT!IIH'(aclgi+CJ/V'u,IJ+ Vo~;o) IV't<1l < 1, então 

IVwl ~ lt>.ÇI ~o. o 
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' CAPITULO 2 

-O CASO DE EVOLUÇAO 

. 
INTRODUÇAO 

Neste capítulo estudamos a existência e unicidade ele soluções do problema (1)-(2) 
no caso de evolução. A técnica consiste em construir tal solução via aproximações de 
Galerkin. Continuaremos usando as bases espectrais como base de aproximação. Isto 
será importante ainda no caso de solução fraca, devido à prova de convergência das apro
ximações. 

Em [17], Morimoto obtém uma solução fraca para o caso clássico com condições 
mixtas na fronteira, porém o argumento usado por Morimoto para obter uma limitação 
uniforme para as derivadas temporais das aproximações, é inviável no caso geral. Apre
sentamos no Teorema 2.4, um caminho fácil para a obtenção de tais estimativas, baseado 
em argumentos de Lions [13]. 

No caso v e k constante (clássico) é possível obter soluções fortes via semigrupos 
[11], da mesma forma como foi feito para as equações de Navier-Stokes [31}. 

Como já foi observado no capítulo anterior, os termos extras da equação generali
zada fornecem um grau de dificuldade maior1 o que obriga a fazer hipótese um pouco mais 
restritivas (por exemplo: dados iniciais mais regulares). 

2. PRELIMINARES 

Neste capítulo adotaremos as mesmas notações do Capítulo 1. Além disso, quando 
B é um espaço de Banach 1 Lq(O, T, B) denotará o espaço das funções com valores em B, 
definidas em (0, T) e que são o·-integrável no sentido de Bochner. 
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Também, Pk denotará a projeção Pk: (L 2 (0))n--~" Vk =< v1 , •.. ,vk >e Pk deno
tará a projeção J>k : L2(0) --~" Wk =< 'f/!1 , ... , 1/Jk >; H-1(0) é o espaço dual (no sentido 
topológico) de HJ(O) e V' é o espaço dual de V. 

SejaS uma função definida em [O, T) x 1l que satisfaz 8 = '1 sobre [0, T) x &n, então 
mediante a mudança de variáveis t.p = 8 - S obtemos 

(2.1) 

(2.2) 

(2.3) 

a,u- div(v('P + S)'Vu) + u. 'Vu- "'P9- <>Sg + 'Vp =O, 
div u =O, 

a1<p- div(k(<p + S)'V<,o) + u.'V<p + í!,S = 
-div(k(<,o+S)'VS)+u'VS em (O,T) xíl, 

u=O; <p=O sobre (O,T)xaíl, 

u(O) = 'Po ; <,o( O) = l"o "'e,- S(O). 

supondo que S E L 2(0, T; H1 (íl)) e IJ,S E L'(O, T; H-1 (íl)), podemos reformular o pro
blema (2.1)- (2.2) da seguinte maneira 

d 
dt(u, v)+ (v( I"+ S)'Vu, 'V v)+ B(u,,, v)- a(('P + S)g, v)= O 

(2.4) 
em D'(O, T), para todo v E V, 
d 
dt('P + S,,P) + (k(<p + S)'V(<p + S), 'V,P) + b(u, 'P + S,,P) =o 
em D'(O,T), para todo ,P E Hó(íl). 

Adotaremos a seguinte definição: 

DEFINIÇÃO: Um par {u, e} é chamado uma solução fraca de (2.1)- (2.3) se existe uma 
função S E L2(0, T; H1 (íl)) tal que u E L2(0, T; V)), 'P =e-SE L2(0, T; Ht(íl)), S = q 
sobre (O,T) X iJíl e (u,<p) é solução de (2.4). 

Neste capítulo suporemos 

(2.5) O< v0 < v(u) < v1 < +oo ; O< k0 < k(u) < k1 < +oo 'lu E IR. 

Escolheremos a extensão S de "1 tal que 

{ 
-i'>S(t) =O em íl, 

S(t) = q(t) sobre ôíl, 

para tE [O,T]. 
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OBSERVAÇÃO 2.1: É bem conhecido que se !1 é ele classe C0 •1 e ry(t) E H 112(à!1), 
então S(t) E H 1(!1) e tem-se a estimativa 1/S(t)lln•cn; ~ C//ry(t)lln•l'(aO)· No ca.so !1 de 
classe C1'\ podemos aplicar um argumento de dualidade devido a Lions-Magenes [14] 
para concluir que se ry(t) e Hm(fl)(m = -1, ... ,2) então S(t) E Hm(fl). Além disso, 

(2.6) //S(t)//Hm(n) ~ Cj/ry(t)//nm->1'(&0) , m = -1, ... , 2. 

Se temos somente que u E L2(0, T; V) e 'P E L2(0, T; HJ(fl)), não é claro que a 
condição (2.3) tenha sentido. Porém, as condições sob Tf, u 0 e () 0 serão suficiente para 
obter u, E L1(0,T;V') e 'Pt E L1(0,T;H- 1(!1)), logo u e 'P serão escolhidas como sendo 
funções absolutamente contínuas de (0, T] em V' e s-1 (S1) respectivamente. Portanto, 
u(O),tp(O) terão sentido nesses espaços (de fato no caso n = 2,u e 'P serão contínuas na 
norma L2(!1)). 

Finalmente, provaremos os seguintes lemas que serão usados na seção 3. 

LEMA 2.2. Sejam tp e '1/J funções positivas tais que 

cp'(t)+,P(t) ~ Ccp3 (t)+h(t)cp+f(t) ,tE(O,T] 

cp(O) 'Po 

onde h(-) e f(·) são funções positivas e contínuas. Considere T1 ,0 < T1 :=:; T, tal que 

(2.7) 1T 1' 1T ] C (2cpo + 2 f(r)dr) 2ds + h(s)ds ~- ,\lt E [O,T,j. 
o o o e 

Então, 

(2.8) cp(t) + !,' ,P(s)ds < (2cpo + 2],' f(s)ds) \lt E [0, Tl]. 

PROVA: Observemos primeiro, que se t for suficientemente pequeno então vale (2.8). 

Suponhamos por contradição que (2.8) não é válido e seja O < T2 < T1 o primeiro 
tempo tal que vale a igualdade em (2.8). Então r..p satisfaz no intervalo [O, Tz) 

cp(t) + ],' ,P(s)ds < J,'(C(2cp0 + 2 J,' f(<T)d<T) 2 + h(s))cp(s)ds 

+ 1' f(s)ds + cp(O). 
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Pelo Lema de Gronwall e (2.7), obtém-se 

1' 1 I'( I) :S (l'o + f(s)ds)exp(-). 
o e 

Logo reemplazando esta expressão na desigualdade integral anterior, conclue-se 

11 1' 1 I'( I)+ 1/;(s)ds :S (l'o + f(s)ds)(exp(- -1) + 1) 
o o e 

, VI E [O, T2). 

Por continuidade temos 

f· \'(T2) +lo ·1/J(s)ds < ('Po + {T' f(s)ds)(exp(~ -1) + 1) 
lo e 

< 2(tpo + {' f(s)ds). 

Esta contradição demonstra o Lema. O 

O seguinte lema nos dá uma estimativa fundamental para a obtenção de soluções 
fortes (Teorema 2.5). 

LEMA 2.3. Seja v E Vn(H'(íl))", consideremos a decomposição de Helmholtz L'.v = 
L\. v+ V'q, onde q E La(D) nH1 (!l). Então, para todo e > O existe uma constante positiva 
C. tal que vale 

kf :S C,[V'v[ + e[l'.v[. 

PROVA: Para simplificarmos a demonstração assumiremos v E (C2 (!l))n. Notemos que 
divêl.v =O e podemos aplicar a fórmula de Green para obter 

r r.pó.v.vda 
lan 

(L'.v,gradl') 

- t('Vv;, V' IJI' ) - t { IJv;. 1)\' , VI' E H 2(íl) 
i=t tJX; i=l lan tJv éJxi 

onde v é o vetor unitário normal a an. Conseqüentemente, temos 

(2.9) 
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Para calcular a norma consideremos "' E H 112(8D) tal que 

Aplicando a fórmula de Green de novo, obtém-se 

(2.10) 

onde I.(J E H 1(f!) é uma extensão arbitrária de"'· 

Seja e >O, então podemos escolher uma extensão zp de"' tal que j'Vtpj < C~ e jrpj <e, 
onde C, não depende de 1 (veja a prova do Lema 1.3). Logo, a identidade (2.10) para 

essa extensão particular implica I r ~"'11 s C,jVv;j + ejLl.v;j, '11 E H 112(8í!) tal que 
lan uv 

llti1Hl/2(ôl1) = 1, e conseqüentemente: 

Agora, é suficiente observar que q é solução do seguinte problema de Newmann 

!::J.q = -div.ó.v =o em n ; 

Logo, temos a estimativa 

oq 
- = -.ó.v 
8v 

sobreBO 

As últimas desigualdades junto com (2.9) nos dão a estimativa desejada. O 

2. EXISTÊNCIA DE SOLUÇÕES FRACAS 

Nesta seção provaremos o seguinte resultado. 

TEOREMA 2.4. Seja f! um domínio limitado de JRn(n = 2 ou 3); sejam v, k funções 
satisfazendo {2.5) e g E L00 {0, T; L'(í!))(p 2 3/2 se n = 3 e p >I se n = 2). 

Além disso, suponhamos que uma das duas condições seguintes é satisfeita 

(2.11) f! é de classe C0
•
1 ,ry E C([O,T];H1/'(&!'l)) e &,ry E L2(0,T;H 1i'(à!'l)) 
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(2.12) íl é de classe C 1
•
1

, ~ E L,':'. (0, T; H' i'( àíl) J n C([O, TJ; JI- 112
( àíl)) e 

à,~ E L2(0,T;H-'i'(àíl)). 

Então, para todo par (u0, 80 ) e H x L2(0) existe uma solução fraca (u,B) de (2.1)
(2.2) tal que u E L00 (0,T;H),e E L00 (0,T;L 2(íl)) e além disso 

(2.13) ju(t)- u0 J __,O e jO(t) __, 001 __,O quando t __,o+ 

PROVA: Se assumimos (2.11), é claro que S satisfaz (2.6) para m = 1; mais ainda 
SE C([O,T];H1(íl)). Por outro lado, observe-se que à1S(t) é solução elo problema 

{ 
-tJ.à,S(t) = O em íl, 
à1S(t) = à 1 ~(t) sobre iJíl. 

Portanto, o,S(t) E H'(íl) e satisfaz jjiJ,S(tJIIH• :S Cllà,~(t)iiH•t'(BnJ qua.se sempre em 
[0, T]. Se assumirmos (2.10), então pela Observação 2.1 e estimativas (2.6) segue·se que 

SE L•':'•(O, T; H 1(íl)) nC([O,Tj; L2(íl)) e o,S E L2(0, T; JJ-1 (íl)). 

Agora para cada k E IN consideramos as aproximações de Galerkin u"(t,x) -
k k 

LCk,i(t)vi(x); <p'(t,x) = Ld,J(t),;J(x) que satisfazem o problema aproximado 
j=l j=l 

(2.14) (u;, vi)+ (v( <pk + S)Vu', \7VÍ) + B(uk, u', vi)- a(('P' + S)g, vi) =O, 

(2.15) (o,<p', ,pi) + ( k( <p' + S) \7 'P', \l,&i J + b( u', 'P', ,pi) = 
-( S,, ,pi) - ( k( 'P' + S)\7 S, \ltf)) - b( u', S, ,pi), 

para 1 :S j :S k. 

(2.16) u'(O) = P,tt0 , 

As equações acima constituem um sistema de equações diferenciais ordinárias para 
o qual vale o Teorema de Existência Local de Soluções. Assim, para cada k E IN existe 
tk >O tal que (é,~) é solução do sistema no intervalo [O,tk]. As estimativas a serem 
provadas a seguir, mostram que na verdade podemos tomar tk = T. 
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Multiplicando (2.14) por ck,i' somando com respeito a J e notando que 
B( uk, uk, uk) = O, obtém-se: 

Em virtude de (2.5) e da desigualdade de Hõlder tem-se, 

Usando as imersões de Sobolev e a desigualdade de Young, obtemos, 

Analogamente 

Agora integrando as duas últimas expressões conclue-se 

(2.17)ju'(t)j2 + Vo la' /Y'u'j'ds ~ 2a'CIIglll,oo(o,T;L') !,' (jY'</1' + IISIIt• )ds + /Pnuo/ 2 

(2.18) j>p'(t)/2 + ko [iV'cp'j'ds < 2C [ (jjiJ,SIIii-• +IV' S/ 2)ds 

+ 2C lo' /Sillu'/lds + /Pn>po/ 2 

Combinando (2.17) e (2.18) e notando que 1/P,jj; IIP,jj ~ 1 vem que 

r 4a2c2 r 
/u'(t)/ 2 + Vo lo /Y'u'/'ds < ko //gll),oo(o,T;L') lo (lliJ.SII~-• + /Y'S/')ds 

+ 
4
~ 0 C

2

II9IIlooolo,r,M 1 lrsllln'llds 

+ 2a'CIIglll,oo(o,T;L') (J,' IISIIt•ds +~o I'Pol') + luol2 

Em virtude da desigualdade lf/4 ~ C/JI'~"IIfllk• (veja (29]) e da desigualdade de 
Young temos 
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/,lu' I; I SI! < c !,'lu' I';" lvu'I"ISI';" IISIIk· 

s; c, !,'1,/I'ISI'IISII~~" +c J,'lvu'l' 
Logo, escolhendo e convenientemente conclue-se 

lu'(tJI' + ~o J,'lvu'l'ds < C,a'll9llloo(o,T;LP) (J,' (llil,SII~-• + IISIIiJds + I'Pol 2
) 

+ C,a'll9llloo(o,T,LPJ !a'IISII~~· lu'l'ds + luol' 

Assim, o Lema de Gronwall implica 

(2.19) lu'(tJI' + fo'lv<~'l'ds s; G(t), 

onde G( ·) é uma função contínua e limitada independente ele k E IN e t E (0, tk]· Logo 
podemos tomar tk = T. 

A seqüência { uk}k::1 é limitada em L2(0, T; V) e também é limitada em L00 (0, T; H). 
Argumentos similares implicam que a seqüência { tpk}k=1 é limitada em L 2(0, T; H 1) e 
L00 (0, T; L2 ). 

Agora provaremos uma estimativa para a seqüência { u;} ~ 1 . Considere-se os seguin
tes operadores definidos por: 

(A(u,&), v)= (v(O)'Vu, 'V v) 

(D(<t),v) = B(u,<t,v) 
(E(t)(u, 0), v)= a(&g, v) 

A seguir, usando os argumentos de Lions ([13], pp. 76) consideramos Pk como um 
operador em L(V, V) com norma IIPkll :5 1 (isto é possível devido a escolha de base {v'}). 
Portanto uk satisfaz 

(2.20) a,u' = -P;(A(u',•f' + S) + D~<' + E(u','P' + S)) em V' 

onde Pk é o operador adjunto de Pk. Por outro lado é fácil ver que 

(2.21) 111 
( ' ' Jll I 'I 11 '11 { Clvu'l' ,n= 3 

A u ,<p + S v• s; v, 'Vu ; Du V' s; Clu'IIY'u'l ,n = 2 

li E(</+ SJIIv' :5 Clgi,(I'V'Pkl + IISIIH'). 
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Logo, a equação (2.20) e estimativa (2.21) implicam que {8 1 uk}~ 1 é uma seqüência 
limitada em L 1(0, T; V') se n = 3 ou L2(0, T; V') se n = 2. Usando um resultado de 
Simon ((28], Corolário 6) conclue-se que a seqüência {uk}~ 1 é relativamente compacta 
em L'(O,T;H), para todo q E [l,oo). 

Similarmente prova-se que a seqüência { (l}~ 1 é relativamente compacta em 
Lq(O, T, L2(!1)),. Conseqüentemente existe uma subseqiiência de {(uk, tpk)}, ainda de
notada da mesma forma, tal que uk -+ u fraco em L2(0, T; V), fraco * em L00 (0, T; H) e 
forte em L2(0,T,H). Análogos resultados valem para 1./. 

Mais ainda, podemos escolher a subseqüência satisfazendo 

Vu' -+ Vu fraco em L2(0, T; L'(íl)), 

V<p' -+ 'Vtp fraco em L2 (0,T;L2 (íl)) e 

<pk -+ 'P q.t.p em [0, T] x íl. 

Agora tomemos uma função~ E C1 [0,Tj tal que ~(T) =O, multiplicando (2.14) com 
,P(t) e integrando obtém-se 

- iT(u', J),P'dt +ir (v(<p' + S)Vu', Vvi),pdt- ir B(u', u', vi)q,dt = 

a [ ( ( <pk + S)g, vi),Pdt + ( P,u0 , vi),P(O). 

Tomando o limite quando k tende ao co, têm-se 

(2.22) - {(u,vi),P'dt+ {(v(<p+S)Vu,Vvi),Pdt+ { B(u,u,vi),Pdt= 

a {((tp + S)g,vi),Pdt + (u 0, vi)</>(0). 

De fato, a convergência do termo não linear B(uk,uk,vi) pode ser demonstrada da 
maneira usual (veja (9]) e para o outro termo não· linear têm-se 

{ (v(<p' + S)Vu', ,P(t)vi)dt = { (Vu', v(<p' + s),P(t)vi)dt -+ { (Vu, v(<p + S),P(t)J)dt 

já que vu•-+ Vu fraco em L2(0,T;L2(íl)) e v('P' + S)</>(t)J -+ v(<p + S)</>(t)J forte em 
L2 (0, T; L2 (íl)). 
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Aplicando argumentos de densidade e continuidade, temos que (2.22) é válido para 
todo v E V em lugar de vi. Logo, u satisfaz (2.4). Da mesma maneira 1.p satisfaz (2.4). 
Um argumento padrão mostra então que u(O) = u0 e ip(O) = 'Po· 

Note-se que (u, \') E C([O, T]; H X L') se n = 2 e, portanto, {u, I'+ S) satisfaz as 
condições do Teorema. 

No caso n = 3 sabemos que u E C([O, T]; V'), logo 

(2.23) u(t)-----+u0 fracoem H quando t----+0+. 

Além disso u satisfaz q.t.p em [O,T] a seguinte desigualdade: 

Conseqüentemente, limsupt__,.o+ iu(tW S l11ol 2 e então pela convergência (2.23) conclue-se 
que u(t)--+ u0 forte em H. Da mesma maneira podemos mostrar que 'P(t)--+ <po forte em 
L2 (D) quando t ___, o+. Portanto ('u, Y' t S) satisfaz os requisitos do Teorema. o. 

3. EXISTÊNCIA LOCAL DE SOLUÇÕES FORTES 

Apresentaremos um resultado para solução fortes, igual que no caso estacionário 
(Capítulo 1) precisaremos de estimativas extras para a pressão associada a decomposição 
de Helmholtz. 

TEOREMA 2.5. Seja !1 um domínio limitado ele lRn(n = 2 ou 3) de classe 0 1•1 ; sejam 
v e k de classe C1 satisfazendo (2.5). Suponhamos supJR [v'( r)[ <v;< oo e supJR [k'(r)[ < 
k; < oo,g E L00 (0, T; L'(íl)), ~ E L00 (0, T; H312(iJíl)) nC([O, T]; H'i'(àíl));â,~ E 
L'(O, T; H 1i 2(iJO)) n L00 (0, T; H- 112(&0)); à?~ E L'(O, T; H-312 (&0)); ~(O) = B(O) em 
8.0; u0 E V e ()0 E H 2(0). Então existe um número positivo T"' = T"'(fl, u0 , ()0, k, v,g, TJ) 5 
T tal que o problema (2.1)- (2.3) tem uma solução (u,B) satisfazendo 

(2.24) u E L 00 (0,T'; V) n L 2 (0,T"; V n H') e iJ,u E L 2 (0, T'; L'(O)), 

(2.25) B E Loo(O,T";H'(O)) e &,e E L00 (0,T";L2 (0)), 

(2.26) u(t) ~ Uo forte em v e B(t) ~ Bo fraco em H' quando t _,o+, 
e 
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(2.27) P(à,u- div(v(e)Ve) + uVe- aeg) =O em L2(0, r•; H), 

(2.28) &,e- div(k(e)Ve) + uVe =O em L00 (0, T'; L2 (il)), 

(2.29) e= ry em L00 (0, r·; H'i'(ôil)). 

Se k e v são constantes, basta supor: 

ry E L00(0,r;H1i2(àil))nL'(O,r;H3f2(&il));Ôtry E L2(0,r;H- 112(ôil)),u 0 E V e e0 E H1
, 

para obter uma solução (u,e) que satisfaz (2.24), (2.27) e 

(2.30) e E L00 (0,T";H1(il)JnL'(o,r·;H2(il)) e à,e E L'(O,T";L'(il)), 

(2.31) u(t) __, uo forte em V e 8(t) __,e, forte em H1 quando t __,o+, 

(2.32) &,e- div(k(e)\78) + uVe - O em L2 (0, r·; L2 (il)), 

(2.33) 8 - ry em L00 (0,T"; H1i'(àil)). 

PROVA: Note-se que as equações (2.14)- (2.15) são equivalentes a 

(2.34) P,(u7- div(v(•/ + S)Vu') + u'Vu'- a(<p' + S)g) =O, 

(2.35) A(,:- div(k('P' + S)V<p') + u'V<p') = 

P,( -S, + div(k(<p' + S)VS) - u'V S). 

Denotando 1'3 = P,,,, e= I''- 1'3 e s = 1'3 + s temos que as equações (2.34)- (2.35) 
transformam-se da seguinte forma 

(2.36) P,(u7- div(v(ç' + S)Vu') + u'Vu'- a(Ç' + S)g) =O, 

(2.37) iW7- div(k(Ç' + S)Vç') + u'Vç') = 

A( -S, + div(k(ç' + S)VÇ')- u'V S) 

e as condições iniciais (2.14) transformam-se em 

(2.38) u'(O) = P,u0 ; Ç"(O) =O. 
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Como na seção 2, usando a Observação 2.1 conclue-se -que 

SE C([O, T]; H 1(il)) n L00 (0, T; H2(il)); EI,S E L2 (0, T; H 1 (il)) n L00 (0, T; L2(il)); 
EliS E L2(0,T;H-1(il)) e S(O) ~&(O) sobre àil. Logo <po E Hi(il). 

Tomamos o produto de (2.36) com ii.uk em (L'(il))n, para obter (por simplicidade 
de notação, na seqüência de cálculos que se seguem omitiremos o superíndice k) 

!d - - - - -
2 dtj'i7u[ 2 + (v(Ç + S)L>u),L>u)- B(u, u, L>u)- a((Ç + S)g, 6u) ~O 

Como na Seção 4 do Capítulo 1 usamos a identidade 

div(v(Ç + S)'i7u) ~ v(Ç + S)L>u + v'(Ç + S)'il(Ç + S)'i7u, 

para obter 

(2.39) 
ld - - - - -
~-d j'i7u[2 +(v(Ç+S)6u),6u) - B(u,u,6tt)-o((Ç+S)g,6u) 
2 t 

- (v'(Ç+ S)'i7(1;"+ S)'i7u, í\.u) 

Utilizando a decomposição ó.u = Liu + 'Vq com lo q ::::=O, reescrevemos (2.39) como 

(2.40) 
ld -- - - - -2dtj'i7uj2 +(v(Ç+S)6u,6u) - B(u,u,6u)-a((Ç+S)g,6u) 

- (v'(Ç + S)'i7(Ç + S)'i7u,l.u) 

- (v(Ç + S)'i7q, l.u) 

Agora estimamos os termos da direita como se segue usando a desigualdade de 

Hõlder, imersões de Sobolev, desigualdade de Young e estimativas das pelo Lema 2.3: 

jB( u, u, iiu) I =" ju[,j'i7uj1
/
2 j'i7uli1'1ii.ul s; Cj'i7uj3/'jii.uj 3

/
2 s; c,j'i7uj6 + éjíiuj2

, 

la((ç + S)g,l.u)l s; algllí + Blooliiul =" c,[gi'CI'Víll + IBill + ó[ii.u[', 
j(v'(Ç + S)'i7(Ç + S)'i7u,ii.u)j s; v;['i7(Ç + S)j4 j'i7uj4 jíiuj 

=" CjV'(Ç + S)j 4 j\7ujlf4 jl.uj714 

s; C,(l'i7Çj: + j'i7Sj:JI'i7u[2 + ójíiu[2
, 

j(v(Ç + S)'i7q, ii.u)j < v;[qj 4 j'i7(Ç + S)j,jii.uj s; Cjqj1
/

4llq[j),(il)314['i7(Ç + S)j,jíiuj 
s; C,j'i7(Ç + S)j4 j'i7uj 1

14 jí'iuj7
/

4 + e(j'i7Çj 4 + +'i7Sj4)jii.uj2 

s; c,,,(l'i7íl! + j'i7SI:JI'i7ul' + ójii.ul' + e(j'i7Çj, + l'i7SI4Jiii.ul'. 
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Escolhendo 6 = ~~ e usando (2.40), tém-se 

(2.41) 

Analogamente obtemos as desigualdades 

(2.42) !rvç[' + k,f~Çf' < c,(fV'uf' + [V'Çf~ + fVSf~J.(fVSf' + [V'Çf'J 

+ C,(I[Sfll + [ô,SI'J 

(2.43) !r&,Çf' + k,fv&,Çf' <; c,[&,uf'(fvçf~ + rvsr~J + c,ff&iSIIk-· 

+C,([V'uf' + l)[V&,s[' + C,ffà,Sffi(IWI~ + [V'Sf~) 
+C,f&,çf'(fvçr: + rvsr:J 

A estimativa (2.43) é obtida diferenciando (2.37) com respeito a te tomando o pro
duto com Ôt\fk para depois estimar de forma semelhante ao que foi feito antes. 

A seguir mostraremos que as estimativas (2.41) - (2.43) são suficientes para achar 
r> O tal que a seqüência {Ç'}r,1 é limitada em L00 (0,T';H2(!l)). A estimativa (2.42) 
e o Lema de Gronwall implicam 

(2.44) [V' Ç(t) [2 'Õ M,( t) exp M1 ( t)t = H,(t; [[V'ulfL~(o,t;L'); f [V'Ç[[L~(o,t;L')) 
onde 

M1(t) C,([[V'uf[Loo(o.t:L'i + [[Vçf[too,a,t;L'J + [[V'Sflloo(a,t;L'J), 

M,(t) Mi(t) J,'rvs['ds +c, [(ffsffi + f&,Sf')Js. 

Observemos que Ho é uma função estritamente crescente em cada uma das suas 
variáveis. Por outro lado, fazendo o produto de (2.36) com Ut obtém-se 

[u1[
2 = ( div(v( 'P + S)V'u ), u,) - B( u, u, u,) +a(( <p + S)g, u,), 

Pelas estimativas anteriores, conclue-se 
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(2.45) Ju,/ 2 S C,(/Ll.u/ 2 + /V'(Ç + S'J/:JV'u/ 2 + /g/ 2 /V'(Ç + S)/J + /V'u/ 6
) 

e também temos 

(2.46) /Ç,/' s C,(/Ll.(Ç + s)/' + /V'(Ç + S)/j + /V'u/'/V'(ç + SJ/' + JS,J'J 
Disto, claramente obtém-se 

JÇ,(0)/ 2 :S C,(Jil.S(O)/' + /V'S(OJ/! + /V'u0/'/V'S(O)/' + /S,(0)/ 2
). 

Aplicando então a desigualdade de Gronwall na inequação (2.43), vem que 

(2.4 7) 

onde H 1 é uma função estritamente crescente em cada uma de suas variáveis. 

Fazendo o produto de (2.37) com -Lj,Ç e pelas estimativas obtidas, conclue-se 

/Ll.Ç/ 2 < c,(JV'u/4 + /V'\1! + V'S)/~)(V'S/ 2 + /V'\/2
) + Cs(//S/11, + fâ,S)/ 2

) + C,fâ,\/ 2 

- H, ( t, //V'u//Loo(o,t;L' ); // V'Ç// L00 (0,t;L'); //Au//L'(O,t;L') ). 

De novo observamos que H2 é uma função estritamente crescente em cada uma de suas 
variáveis. 

Em virtude das estimativas (2.44) - (2.47), temos 

(2.48) /V'Ç(t)/4 :S C6/V'Ç(t)J'i'Jil.Ç(t)J3i' :S C6Hi/'(t) · Hi1'(t). 
1 

Agora, escolhemos e> Otalquee(l+IIVSJIL""'(O,T;L4j) :S 2 esejaT* :S T satisfazendo 

a seguinte desigualdade 

e 

(2.50) H,(T') = C,H~ 1 '(T', 7(T), 1JHi1'(T', 7(T'), 1, 7(T')/vo) < 1 

onde -y(t) = 2(/V'u0 /
2 +C, J.'(l + //S//lv•.•)/g/ 2ds e C, é a constante obtida em (2.41). 

Note-se que T' existe porque limF(I) =O, limH0 (t,-y(t),1) =O e 
t-o+ t-o+ 
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H,(t, !(t), 1, !(t)ho) S: H2(T, 7(T), 1, i(T)fvo). 

As desigualdades (2.49), (2.50) implicam 

(2.51) 
1 

F(t) <- e H3 (t) < 1 para todo tE [O,T']. 
e 

Mostraremos que 

(2.52) I'VI'(t)l, < 1 \lt E [O,T'] 

De fato, dado que /VÇ(0)/4 = O, por continuidade segue-se (2.52) para tempos pequenos. 
Suponha agora por contradição que existe O < T1 < T'" tal que vale (2.52) para O < t < T1 

e I'VÇ(Tl)l, = l. Então de (2.41) e da escolha de e temos 

:
1
1Vul2 + voli'.ul2 S: C,(!Vul' + l + IVS"I:JI'Vnl' +C,(!+ 11SIIlv•.•)l9l2 

para todo t E [O, T1]. 

Pelo Lema 2.2 com <p(t) = 1Vn(t)l2
, ,P(t) = voli'.u(t)l', h(t) = C,(I'Vu(t)l4 + l + 

IVS(t)I!J e f(t) =C,(!+ IIS(t)11Jv,_,)lg(t)1 2
; e pela escolha de T•, temos 

I'Vu(t)l 2 + Vo J,'ii'.nl 2ds S: -y(t) S: !(T') for tE [O, T1] 

Portanto, as estimativas (2.48) e (2.49) implicam 

IVÇ(t)l S: Ho(t,/(T'), 1); IL'.Ç(t)l S: H2(t,1(T'), 1,7(T')/vo), \lt E [O,T,j. 

Logo, usando (2.47) tém-se I'VÇ(IJI 4 S: H3(t) < l. Esta contradição demostra (2.51). 

Podemos construir uma solução fraca (u, 0), com 8 = <.p + S, (como na Seção 2) 
satisfazendo as condições (2.24) e (2.25) (logo satisfaz (2.27)- (2.29)). 

Para provar que a velocidade inicial e assumida fortemente em H 1 é suficiente mos
trar que limsupt ..... o+ /'Vu(t)/ :S /'Vuo/, já que saberüos que u(t)--+ ua fraco em H 1 quando 
t-+ o+ (isto é uma conseqüência do fato que jVu(t)j é limitado no intervalo [O,T"'] e do 
fato que u(t) ~ u0 forte em L2(!1)). 

Basta observar que 
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onde F(t) ---> O quando t---> o+ 

Além disso, a estimativa (2.47) implica que )'VO(t)/ $.C. Logo, em virtude da con
vergência B(t)---> B0 forte L2(fl) temos que B(t)---> Bo fraco em H 2(fl). 

Observe que se assumimos que v e k são constante, temos em lugar de (2.41)- (2.42) 

:/''u•l' + v,l&u•l' < CdVu'l' + C,lgi'(IVç'l' + IISII];,), 

~ IY'í.l' + kol~í'l' < C,IV'u'I'(IV\'1' + IV SI'J 
+ C,(IISII~ + là,SI'J. 

Logo, vêm que 

~(lvu•l' + IV\'1') < Ca(IV'ukl' + lVI' I')'+ c,(IV'uki'IY'SI' + IVI'I'Igi'J 
dt 

+ Ca(lgi'IISIIk• t IISI11, + là,SI'J. 
Portanto, segue-se que IY'u'(tJI' + IY'Çk(t)l' :": h(t), onde h é solução do problema 

de valor inicial 

h'= c,(h' + h'IVSI' + hlgl' + lgi'IISII~ + IIBIIi + là,SI'l 
h( O) =O. 

Conseqüentemente h permanece finito em algum intervalo [0, T*]. Logo podemos obter 
uma solução com as condições (2.30) - (2.33), (2.24) e (2.27) como no caso geral. D 

Se o dado inicial da velocidade é mais regular, temos: 

TEOREMA 2.6. Sob as condições do Teorema 2.5. Assuma tt0 E H 2 n V e 8tg E 
L'(O, T; L2(fl)), então podemos escolher T• tal que a solução elo Teorema 2.5 satisfaz 

u E L00 (0,T';H2(fl)) e u(t)---> Uo fraco em H' quando t---> o+ D 

No que diz respeito a unicidade das soluções temos o seguinte resultado: 

TEOREMA 2. 7. A solução obtida no Teorema 2.5 é única. 
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PROVA: Sejam (ui,OJ); (u,, O,) duas soluções do problema (2.1) - (2.3) com as pro
priedades (2.24) - (2.29). Subtraindo as correspondentes equações e denotamos w == 
Ut - u2, Ç = 81- 82, temos 

d 
dt ( w, v)+ (v( 01)\lw, 'V v)+ B( w, u1 , v)+ B( u2 , w, v) = <>( Çg, v)- ((v( OJ!- v( 02 ) )'i7u2 , 'V v), 

:t (Ç, ,P) + (div(k(01 )'i7Ç),,P) + b(w, 01 , ,P) + b(u2 , ç, ,P) = (div((k(0 1)- k(B2))'i702),,P). 

Fazendo v= w,1/J = .6.Ç, obtemos 

(2.53) 

(2.54) ~ IVÇI' + koiL'.ÇI' < Clwlli'VBII; + Ç!u,I!IV Çl' + CIÇI:OIL'.O,I' 

+ qvç1;1'i7e,1! + CIÇI:OIW,Il + CIVed:lvel'· 
Usando a identidade 

v'(01)'i701- v'(B2)'i702 = v'(OJ)'VÇ + (v'(OJ!- v'(0,))\702• 

Estimativas (2.53) e (2.54) e "' imersões de Sobolev implicam 

;
1
(1wl' + IVÇI'l + vai'Vwl' + kaiL'.ÇI' s; C,lwl'lu1l! + C,lwi!IVO,I! 

+ C,IVÇI'1'1t.ÇI'1'(19I 2 + I'Vu,l' +IM,!'+ IVO, I!) 
+ CI(Iwl' + I'VOII!JIWI' · 

e usando a desigualdade de Young temos 

~ (lw(t)l' + I'VÇ(tJI'J +~o I'Vw(t)l' + ~ IL'.Ç(t)l' S M(t)lw(t)l' + N(t)I'VÇ(t)l' 

onde 

M(t) - c,(lui(tJI! + I'VBI(t)I!J, 
N(t) - C,(lg(t)l' + I'Vu,(t)l8 + IW,(t)l' + l'i78,(tJI:' + IVOI(tJI: + lw(t)l~). 

Logo, 

~ (lwl' + IVÇI'J $ (111 + N)(lwl' + IVÇI'J. 

Como M(·) + N(·) é uma função integrável e w(O) = O,Ç(O) =O, temos o resultado. O 
caso k~ = v~ = O é feito de maneira similar. O 
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CAPÍTULO 3 

REGULARIDADE E EXISTÊNCij\. GLOBAL NO 
CASO DE EVOLUÇAO 

INTRODUÇAO 

Neste capítulo mostraremos que a solução obtida no Teorema de Existência Local é 
mais regular para t > O, se os dados foram mais regulares. 

As técnicas usadas no Capítulo 2 serão de grande ajuda para obter estimativas das 
derivadas de ordem mais alta da solução. Isto, justamente com adaptação de argumen~ 
tos devido à Heywood [9], permite que obtenhamos um resultado de regularidade similar 
àquele válido para a equação clássica de Navier-Stokes. 

(3.1) 

(3.2) 

Para facilidade de exposição, consideremos o problema 

{ 

&,u- div(v(l')'ilzt) + -u.\7-u- "'1'9 + 'ilp =h, 
di v u == O, 
&,tp-div(k(tp)'Vtp)+u.'iltp=J em (O,T) x!l. 

{ 
u =O, 'P =O sobre (O,T) X &!l, 
u(O) = zto , tp(O) = l'o em !l. 

Segue-se elo capítulo anterior que tal redução do problema não altera a demonstração 
dos resultados de uma maneira essenciaL 

Apresentamos também um Teorema de Existência Global. Gostaríamos de ressal
tar que no caso geral precisaremos algumas condições de pequenez sob os dados iniciais, 
mesmo no caso bidimensional. Porém, esse tipo de requisito não é necessário no caso 
Boussinesq clássico (com a viscosidade e condutividade térmica independentes da tempe
ratura), recuperando assim os resultados conhecidos para a.s equações de Navier-Stokes 
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(Rojas-Medar e Lorca [25]). 

A notação é a mesma dos capítulos anteriores e continuaremos supondo que v e k 
satisfazem (2.5). 

I. OBTENÇÃO DE UMA SOLUÇÃO CLÁSSICA 

O seguinte lema, será muito útil nos argumentos envolvidos no Teorema de Regula
ridade. 

No que segue, âftp denota a k-ésima derivada de rp em relação a t e ô!rp representa 
uma derivada de ordem f arbitrária em relação às variáveis espaciais. 

LEMA 3.1. Segue h um função de classe Ci,j 2: 

oo; i =O, 1, ... ,j. Seja 'P E Ci([O, T]; H 2(il)). 

Definamos 

' Me(<p(t)) = l:lfo;<p(t)lfH'IOJ,t E [O,T], f= 0,1, ... ,j. 
i=O 

Então 

]8/h(<p(t))loo S J;(M;-1(1'(1))) + C;]ô{<p(t)]oo, Vt E [O,T], 

onde Ji é contínua e Cj e uma constante positiva que depende de h. 

C< 

PROVA: Se j = 1, podemos tomar J1 = O e C1 2: supiR ]h'(s)]JR. Suponhamos que o 
resultado é válido para todo i E N tal que O< i< j. Então, tém-se 

j-1 

8/h('P) - at'(h'(<p)o,<p) = l:C(j)a;h'(,Jai-;'P 
i=O 

j-1 

2: c(i)a;h'(,)ai-;'P + h'(,)éf,, 
i=l 

Logo, pela hipótese de indução e as imersões de Sobolev 
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j-1 

JIJf h( I') loo < L: C( i) Jâ;h'( I' )Joo Jil/-il'loo + C; J&i l'loo 
i-1 
j-1 

< L:C(i)(J,(M,_J(\')) + C;Jâ;l'looll&i-11'loo + C;lâil'loo 
i=1 

Isto finaliza a demonstração do lema. O 

De maneira similar prova-se: 

LEMA 3.2. Sob as hipóteses do Lema 3.1, temos 

llilfh(l'(t)JIIw•.•(n) < L;(M;-J(\'(t))) + c.Jv&il'(t)l< 
+ C;l&il'(t)loolV'I'(t)J, \lt E [O,TI 

onde L1 é uma função contínua. 

Enunciaremos agora, o principal resultado da seção: 

TEOREMA 3.3. Seja O um domínio limitado de IRn( n = 2 ou 3), de classe C00
• Assuma 

v e k de classe coo satisfazendo as hipóteses do Teorema 2.6, g,h E C00(n X [O,T"'])J E 
C00 (ílx [O,T•IJ,I'o E Hó(íl)nH2(íl) e u0 E Vn(H2 (íl))". Então, a solução (u,l') obtida 
no Teorema de Existência Local (Teorema 2.6) é uma solução clássica do problema (3.1)
(3.2), isto é, u E ( C00 (íl x (0, T']))"n( C(íl x [0, T•IJ• e I' E C00 (ílx (0, r•l)nC(ílx [0, T•IJ. 

Para provar este teorema, precisamos de estimativas a priori das derivadas de qual
quer ordem da solução. Começaremos obtendo a regularidade com respeito a t. 

LEMA 3.4. Sob as condições do Teorema 3.3. Para todo j = O, 1,2, ... e qualquer 
O< ê < T"'; existem funções contínuas F1(t,e),G1(t,e) e Hj(t,e) tal que 

(3.3) IV&iu'(t)l' + IV'&il''(t)l' + J.'Oii&iu'l' + lt.&il''l')ds:::; F;(t,e) 

(3.4) Jâ{+1u'(t)l' + i&i+JI''(t)l' + J.'ov&i+1u'l' + JV'8{+11''l'ds:::; G;(t,e) 

(3.5) JiiiJ{u'(t)J2 + lt.&il''(t)l' < H;(t,e) 
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para todo tE [e, T•J. As funções F;(·, e), G;(·, e) dependem só de j, e e dos dados iniciais. 
O extremo direito T* do intervalo onde as estimativas (3.3) - (3.5) são válidas, é o mesmo 
do Teorema 2.6. 

PROVA: As estimativas (3.3)- (3.5) serão provadas por indução sobre j. Para j =O 
as estimativas (3.3)- (3.5) foram provadas no teorema de existência local (Teorema 2.6). 
Mais ainda, neste caso podemos tomar é = O. Suponha agora que o resultado vale para 
i E IN tal que O~ i~ j. 

Derivando (2.34) j vezes com respeito ate multiplicando o resultado com fl.a{ulr: 
temos 

(3.6) 
1 d . . • . 
2 dt [\71Jiu[ 2

- (divàf(v(<p)\7u), tl!Jiu) = 

-( EJi ( u \7u ), .6.EJ! u) - ( EJi ( a<pg) + à{ h, .6.â{u ). 

Como no capítulo anterior, por simplicidade de notação, omitimos o superíndice k. 

Os termos não lineares na direita da equação (3.6) são os termos da equação de 
Navier-Stokes. Podemos usar as estimativas dadas por Heywood [9], 

(3.7) [(â;u\7â{-'u, .6.àfu)[ < lo;ulol\7àf-1u[,[.6.8iul 
< Csl\7ôiul'l.6.â{-'ui' + 8[.6.â{u[' 

paral::;:í::;:j,e 

(3.8) [(u\7â{u, .6.iJiu)[ ~ [uloo[\7à{ul[.6.â{u[ 
< C,[.6.u[ 2[\78{ul' + 8[.6.â{u['. 

Agora, estimamos os termos lineares na direita de (3.6) 

(3.9) i(ài-''Pa;g,.6.â{u)l ~ l&;gi[8{-''PI~I.6.àlul' 

< C,[&;g['lt>.a{-''1'1' + 8i.6.àlui' 

para O< i$ j, e 

(3.10) [(â{c,og,.6.â{u)i < 1YIIàlc,ol~1.6.àful 

~ C[gl[\7â{<p[,[.6.â{u[ 
~ C[g[[\7â{<p[114[M/<p[31'[.6.â{u[ 
< C,[g[8[\7â{c,o[' Hl.6.àful' H[tlâ{<p[2

• 
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Para estimar os "novos" termos da esquerda de (3.6), observamos que 

(3.11) { 
div&{(v(<p)'V~} = div)"(<p)'VO!u) +L:!~) C(i)div(~v(<p)&{-;u) 
d!v(ll;v(<p)Oi u) = â,v(<p)/18! u + 'Vâ,v(<p)\18! u, 

onde va;v(r.p)'Vâ{-iu denota o vetor com f-ésima componente dada por 

Em virtude das expressões anteriores, obtém-se 

(3.12) I( di v( a; v( 'P )'V &{-;u ), iia{u) I < C,IBiv( 'P) 1~1!181-;ul' 

+ C,I'Voiv('f'll!lv&i-'ul! + ólliBiul' 

para 1 :S i :S j. 

Usando os Lemas 3.1 e 3.2, têm-se 

(3.13) 

para i= 1, ... ,j -1, onde~ e Li São funções contínuas. 

No caso i= j, temos a estimativa 

(3.14) IBiv('P)I~I~ul' S: 
- . 2 ~ 2 

(J;(M;-1(1')) + CIBi'Pioo)ltJ.ul 

e 

S: 1;( M;-1 ('f') )IL'-ul2 + C I 'V 81 'PI112ItJ.81 1'1'1'1L'-ul' 
s; Jj(M;-1(\"))Iíiul' + C,IVBi'f'l'líiul' + óltJ.Bi10l' 

(3.15) I'Vd,v(I')I!I'Vul! < (I;(M;-1(1')) + CI'VBi'PI! + Cl&f'PI~I'V'PI;)IL'-ul' 
< L;(M;-1('P))IL'-ul' + CI'V&f'f'I!(IL'-ul' + I'V'f'l!líiul') 
< I;(M;-1('P))Iíiul' + Csi'VBi'f'I'(IL'-ul' + IV'PI;IAul') 
+ oltJ.â/1'1' 

onde 1; e I; são funções contínuas. Combinando as estimativas (3.7)- (3.15) e (3.6), 
conclue-se 
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1 d . . • . 
2 dt [V 8iu[ 2 

- (di v( v( 'P )81 u ), !>.81 u) 
j-1 j-1 

< C,(J(M;-l('P) L [6.8/u[' +L rval-'uf'lliiJiuf') 

j-1 

+ Cs(L [8{-'gf'lt>.IJicpf' +I ai hl' + fliui'IVaiul'l 
l=O 

+ C,(lgf' + [1\.u[' + [liu[[t>.cpf')'IVai'PI' 
+ 8[6.8iul' + 5/!>.8/cp/'. 

No que segue, usaremos a descomposição de Helrnholtz .3.ô{u + Vafq no segundo 
termo da esquerda em (3.6). 

Assim, pelas estimativas similares as utilizadas no Teorema 2.5, tem-se 

/(v'(cp)VcpVô{u,L\.8/u)f < C,[Vcpfl!V8iull + 5/2[6.8/u!' 

I( v( 'P )V cpVô{ q, Lia{ u) I 
< C,[Vcpf!IV8/u[ 2 + 8[6.8/ul' 

[(a{q, div(v(cp)L\.a{u)[ 

1(8/q, v'(cp)Vcpl\.8/u)f 

S Cfaiqf,[Vcpf,[l\.a{u[ 
< Cs[Vcpf,[Va{u['i'[l\.a{u['1' + e[Vcpf,fl\.aiuf' 
< C,[Vcpf!IVa/ul' + ófliaiul' + c:[Vcp[,[l\.8/u['. 

Em virtude dàs estimativas anteriores e escolhendo E de maneira adequada obtém-se 

(3.16) -
2
1 

dd [V a/ui'+ ~o !6.8/u[' S C,(J(M;_,(cp), M;_,(u) I: [8{-'gf') 
t l=O 

+Cs[a/hl' + CsL(fgf, [1\.u[, [t>.cp[)([Vô{cp[' + [Va{u[') + óf6aiuf' + ó[t>.ff,cp[ 2
, 

onde J e L são funções contínuas. 

A prova da seguinte estimativa é completamente análoga 

1 d . . -2 dt[V8icpf' + k,[t>.[8i'P! 2 < C,(J,(M;-,(\0), M;-1(u)) + C,[IJi fi' 
+ L1 (16u[, [t>.cp[)([V8/u!2 + [V8/cp[ 2

) + ó[C.ff,cp[ 2
• 

Finalmente, mediante uma escolha conveniente de 8, podemos deduzir a seguinte 
inequação diferencial 
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(3.17) ;t,N'k(t) +r•(t) S: J,(M;_,(u'),M;-1(1'1)) + G(laihl' + 18/JI') 

+L,(Igl, ILiu'l, l~l''ll.N''(t)), 
onde 

N''(t) IV&iu'(t)l' + IVD/<l(tll'; 
r•(t) il.D/u'(t)l' + 1~8/l''(t)l', 

e } 2 ,12 são funções contínuas. 

Agora precisamos estimar, independente de k, o "valor inicial" de Nk(t). Usando a 
hipótese de indução (3.4), para todo e> O obtém-se 

1' (IVd,u'l' + IVà/l''l')ds S: G;-I(t,e/2) 
</2 

onde t E [e /2, T"']. Portanto conclue-se que para cada aproximação ( uk, cl) existe 
,,,e/2 < /k < e, tal que 

(3.18) 

Podemos integrar (3.17) de /k até t e utilizar o Lema de Gromwall, para então obter 

N''(t) + f' r•(s)ds::; F;(t,e) }, 

para t E bk, T*], onde Fi(t, e) é uma função contínua. Do fato que .Jk <e, obtém-se (3.3). 

A seguir, provaremos (3.4). Derivando (2.34) j + 1 vezes com respeito a t e multi
plicando por a{+1u(t), temos 

(3.19) ~ !1à/+Iul2 + (à{+'(v(<p)\lu), V'&/+1u) = (à{+'(u\lu + <><pg +h), àf+Iu). 

Usando estimativas similarea as utilizadas por Heywood [9] para a equação de Navier
Stokes, podemos obter uma limitação para os terrrios à direita de (3.19). Os outros termos 
à esquerda de (3.19) podem ser limitados da mesma maneira que foi feito para demonstrar 
(3.17). Por exemplo, tem-se 

l(à/v(<p)\lâ,u, và{+Iu)l s laiv('P)Iooi'Vâ,uii'Va!+lul 
< G,(Jj_,(M;-I('P)) + ià/'Pi!.JIVâ,ul' 
+ SIV&i+'ul2 
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l(ai(v'(~p)iJ,~p)'ilu, viJ!tlu)l 
j 

- I í::C(i)(a;v(\')âi+'-'l'vu, vff,Hu)l 
i:::O 

i=l 

Logo, podemos obter a seguinte expressão 

Analogamente, temos 

J 

< C,(J(M;-1(1') DIVâiul' + IVui;IVâi'PI2
) 

J iH 
+ Cs(Í:: IVâiui'IVâi+l-lul' +L lâigi'IVaitl-l'PI') 

t'=l t':::l 

+ CsiD.iJ!I'I2(I'i78,ul' + l'i78tl'l'l'i7ul~) + C,lff.+!hl2 

+ Cs(l9l4 + líiui'Jiâ/+l'PI2 + Csi'Vul'lâi+'ul'· 
+ Sl'i78i+lul' + Sl'i78i+ll'f. 

J 

+ C;(L IVâiui'IViJ{tl-lul' + ID.ail'l'l'i78,1'12 (1 + IVI'I!)) 
l=1 

+ Csii\.'PI 4(IiJ!+l'PI 2 + lai+lul') + C;lo{+l fi' 
+ Sl'i78/tlul' + SI'ViJitl'PI'· 

Logo, para um apropriado ó > O conclue-se 

42 



onde 

N,'(t) - l&i+lu'(t)l' + lai+\o'(t)l'; 
r{(t) - IY'&{+lu'(t)l' + IY'&{+\</(t)l', 

e ]3 , L3 são funções contínuas. 

Agora, consideramos a igualdade 

1&/+lu'l' - (div(&{(v(,p')Vu')),8/+lu') + a&{('flg) 
+ &{h- (&{(u'Vu'),ai+Iuk) 

a qual é obtida derivando (2.34) j-vezes em relação a t e multiplicando por &{+lu'(t). 
Usamos as estimativaB (3.7)- (3.15) junto com (3.17) para concluir 

[l&i+lu'l'ds ~ I;(t,t) 

para tE [e,T"'],e >O. Analogamente, temos 

I "+1 k , 18/ 'P l'ds ~ I;(t,e). 

Portanto, procedendo como antes, conclue-se que para cada aproximação (uk,tl) 
existe {k, s/2 < {k < s, tal que 

Integrando (3.20) e observando que e é arbitrário, obtemos (3.4). Finalmente, ob
servamos que (3.17) implica 

r'(t) < J,(t) + C(là/h(t)l' + 1&/J(t)l'l + l,(t)N'(t) 
+ (&{+lu( t), iiai+>u(t)) + ( ai+>'P( t), Z,.&{+lu(t)) 

< ],(t) + C(l&{h(t)l' + l&if(t)l'l + l,(t)N'(t) 

+ c..jN{(t) ,p;{i) 
e segue-se a estimativa (3.5). Isso completa a prova do lema. O. 

Uma conseqüência imediata do Lema 3.4 é: 
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COROLÁRIO 3.5. Sob as hipóteses do Teorema 3.3. A solução (u,<p) obtida no Teo
rema 2.6 satisfaz ( u, 'I') E C00 ({0, T']; (H2 (0) )"+1) n C([O, T']; (H2 (0) )"+1 

). 

PROVA: Seguindo os argumentos de Rautmann [22] podemos concluir que (u,r.p) E 

Ci((O,T'];V x (HJ(O))), pru:a qualquer j E IN. Isto junto com as estimativas (3.3)
(3.5) implicam 

â{u E C((O,T'];(H'(O))");&f<p E C((O,T'];H2(0)) para todo j = 0,1,2, .... 

Conseqüentemente (u,<p) E C00 ((0,T'];(H'(O))"+'). De maneira similar obtem-se 
(u,<p) E C([O,T'];H"(fl)). o 

Agora, estamos em condições de obter a regularidade clássica para a solução. 

PROVA DO TEOREMA 3.3. Notemos que é suficiente mostrar que 

Faremos a prova de (3.21 i) por indução sobre f. Começamos notando que para t 
fixo e para qualquer j = O, 1, 2, ... , 8/u e ô{r.p são solução do problema 

(3.22) 

Onde 

h J -

+ 

]; -

i=O 

i 

1

-div(v/<p)'V&iu) + v!Jip =h;, 
dzv 8tu =O, 

-div(k(<p)'V&i<p) = ]; em O, 
â{u = O; a{ 1.p = O sobre 80. 

2: C(i)div( a; v( 'I' )V 8{-'u) + â{ h - â{+'u, 
i=l 

i=O i=l 

Pelas propriedades de regularidade no caso estacionário (Teorema 1.5) e observando 

que ]0 E C((O,T'];L4(0)) podemos concluir que 'I' E C((O,T'];W2
•
4(0)). Este fato e 

a regulru:idade conhecida para (u,<p) implicam ] 1 E C((O,T'];L'(O)). Logo, aplicando 
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regularidade L' de novo, obtemos Ot'f' E C((O, T']; W2•4(il)). Por indução tém-se então 
&i'P E C((O, T']; W2•

4 (il)) para todo j natural e logo 'P E C=((O, T']; W2•4(íl)), e portanto 
(3.21 O) é válido. 

Agora, suponhamos que vale (3.21 f) isto é, u E (C=((O, T']; H'+'(fl)))n e 'P E 
0 00 ((0, T']; W'+'·4 (íl)). Então pela regularidade do problema (3.22) (que pode ser pro
vada a partir do Teorema 1.5) temos que 

'P E C((O,T'].w'+'·'(il)),u E (C((O,T'];H'+'(fl)))". 

Podemos dernostrar por indução sobre j (combinando argumentos da prova 
do Teorema 1.5 e da prova dos Lemas 1.6 e 1.7) que i; E C((O, T']; W'·4(il)) 
e h; E C((O,T'];H'(íl)), segue-se que a{'P E C((O,T'];W'+'-'(íl)) e a{u E 
(C((O,T'];H1+2(il)))n para qualquer j E JN. Assim, obtém-se (3.21). O 

OBSERVAÇÃO 3.6. Podemos obter informação sobre a pressão associada ao problema 
(3.1)- (3.2) mediante argumentos padrões. De fato, sob as hipóteses do Teorema 3.3, se 
(u,<p) é uma solução clássica de (3.1)- (3.2) então existe p E C00 (íl X (O,T']) tal que 

fnp(t,x)dx =O, 1/t E (O,T'], e (u,<p,p) satisfaz (3.1). 

Isto é uma conseqüência direta dos resultados de regularidade para o problema de 
Stokes (Cattabriga [4], Amrouche e Girault [2]). 

OBSERVAÇÃO 3.7. Por facilidade de exposição o Teorema de regularidade foi enun
ciado em termos de regularidade C 00

, porém enunciados similares com regularidade Ci 
poderiam ser escritos. 

2. EXISTÊNCIA GLOBAL 

Nesta seção apresentaremos uma seqüência de estimativas para a solução forte e suas 
aproximações espectrais. Estas estimativas serão importantes para obter uma solução glo
bal, e também para obter estimativas de erro uniformes no tempo (Capítulo 4). 

TEOREMA 3.8. Seja f! um domínio limitado de IR!'(n = 2 ou 3), de classe C1•\ supo
nha que v, k satisfazem as hipóteses do Teorema 2.5. 
Assumamos g E L00 (0, oo; L2(il)), h E L00 (0, oo; L'(il)),J E L00 (0, co; L2(íl)), [)tf E 
L00 (0, co; L'(il)), u0 E V e <po E HJ(íl) nH'(íl). 

Se as normas IVuol, lb.'Pol, IIJIIL-(O,oo;L'(O))• llat!IIL-(o,=;L'(n)) e llhiiL-(o,oo;L'(n)) fo
rem suficientemente pequenas, então a solução ( u, /f!) obtida no Teorema 2.5, existe global
mente. Além disso existem constantes positivas {3 = {3( u0, r.p0 , j, h) e M = M( u0 , r.p0 , /,h) 
tal que 
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(3.23) sup jt:.<p(t)j :<; (3, sup{j'Vu(t)j + j'V<p(t)j} :<; M 
t;:>;o t;:>;o 

O mesmo tipo de estimativa vale uniformemente em k para as aproximações de Ga
lerkin. 

PROVA: As estimativas seguintes provam-se, primeiro para as aproximações, e logo 
deduzidas para (u,~) no limite aplicando um procedimento padrão. Por facilidade de 
notação, mais uma vez omitiremos os índices das soluções aproximadas. 

Como na prova da existência local (Teorema 2.5), tem-se 

(3.24) :
1

j'Vuj' + jliuj' :0: Cj'Vuj6 + Cjt:.<pj2 jliuj2 + Cjgj2 jt:.<pj2 + Cjhj2
, 

(3.25) jà,uj' :<; Cj'Vuj' + Cjt:.<pj'jliuj' + CjgJ'It:.'PI' + Cjliul' + Cjhj', 

(3.27) jô,<pj 2 :'> C(j'Vuj 4 + jt:.<pj 2)lt:.'PI 2 +C I! I'+ Cjt:.<pj 2
, 

(3.28) jt:.<pj 2 :<; C(j'Vuj 4 + jt:.<pj2 j)t:.<pj2 + CjJj' + Cjà,<pj'. 

Combinando (3.24) - (3.26), obtemos 

(3.29) ~ (j'Vuj 2 + jà,<pj2
) + jíiuj2 + j'Và,<pj2 :'> Cjt:.<pj 2 j'Và,<pj 2 + Cjàtfl' 

+Cit:.'PI'Iliuj' + C(1 + Cjt:.<pj2)(j'Vuj' + lt:.'PI'Iliul' + lt:.'PI'Jgj' +Ih I'). 

Assuma jt:.<pol' < (3 onde (3 satisfaz 

(3.30) 
1 

C/3 <s· 
Queremos mostrar que para dados iniciais e forças suficientemente pequenos tem-se 

(3.31) sup jt:.<p(t)j2 < (3. 
t;:>;O 

Suponha por contradição que (3.31) não é válido. Então existe t 1 > O tal que 
jt:.<p(t)l' < /3 se O :0: t < t, e jt:.<p(h)l' = /3. 
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Fazendo q(t) = JVu(t)J'+Jot'l'(tJI' na expressão (3.29) e usando (3.30), para tE [0, t,J 
tem-se 

(3.32) 
d 1 -
dt q + 2(JLl.uJ' + JVD,I"I'J S 2Cq3 + 2C(fJJgJ2 + JhJ 2 + !iJdJ2

). 

A seguir, observamos que existe C1 > O tal que 

Portanto, temos 

d 
dtq < 2Cq3

- C1q +C,, 

~(O) JVuo!' + JD,I"(O)J', 

onde C2 = 2C sup{fJJg(t)J 2 + Jh(t)J' + JD,J(t)!'} .. 
t~O 

O teorema de comparação para inequações diferenciais implica que 'll(t):::; (,h(t) para 

todo t no intervalo [0, tr], onde 

d 
dt~ -
~(O) 

2C~
3
- Cd' +C,= F(~, C,), 

~(0). 

(c )!'' Agora, observe-se que F(~, O) = 2C~ 3 - C1~ tem uma raiz simples r( O) = 2 ~ , 

a qual é inestável. Conseqüentemente, para C2 pequeno, F( cp, C2), tem uma raiz simples 

inestável r(C2 ) perto de r( O). Logo, existe 5 >O tal que se 

(3.33) C,< 5 e ~(O)= ~(O)< r(C2) 

então tem-se 

(3.34) Os q(t) s ~(t) s ~(O)= ~(O) 

para todo tE [0, 11]. 

Notemos que a estimativa (3.27) implica 
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Logo, combinando as estimativas (3.34) e (3.35) tem-se /Vu(t)/ 2+/à,<p(t)/2 :o; /Vu0 /2+ 
/&,<p(0)/ 2

, O S t S tb para /3, /Vuo/, /Ll.l"o/, //h//L00 (0,oo;L')• //f//L 00 (0,oo;L') e //&tf//Loo(o,oo,L') 
suficientemente pequenas. · 

Agora, observamos que as desigualdades (3.28) e (3.30) implicam 

(3.36) 

e portanto para O :S. t :S. t 1 temos 

se /Vuo/, /Ll.<pol e llfi!Loo(o,oo,L') forem suficientemente pequenas. 

Esta contradição demostra (3.31}. Conseqüentemente, obtemos as estimativas (3.23). 
o 

No caso Uo E vnH2 (!1) podemos melhorar as estimativas: 

TEOREMA 3.9 Sob as condições do Teorema 3.8; assuma à1g E L00 (0, oo; L2(íl)), &,h E 
L00 (0,oo;L'(íl)) e Uo E vnH'. Se lluo/IH'(O) e lliMI!Loo(o,oo;L'(O)) são suficientemente 
pequenas, então a solução obtida no Teorema 3.8 satisfaz também as estimativas 

(3.37) sup(/.i'.u(t)! + /&1u(t)/) < +oo. 
t_?:O 

Além disso, o mesmo tipo de estimativa (uniforme em k) são válidas para as apro
. ximações. O 

Observamos que não conseguimos, em geral, obter um teorema similar ao das 
equações de Navier-Stokes ou Boussinesq clá.ssicas para n = 2. Nesses casos não é ne
cessário supor nenhum tipo de pequenez para as forças e dados iniciais. É claro que a 
dificuldade apresentada no nosso trabalho probem, em grande parte, dos novos termos 
acoplados nas equações. 
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' CAPITULO 4 

ESTIMATIVAS DE ERRO 

INTRODUÇÃO 

Neste capítulo vamos apresentar algumas estimativas do erro cometido ao aproximar 
a solução do problema pelo método de Galerkin espectral. 

Em [22], Rautmann estudou o erro no caso das equações de Navier-Stokes, apre
sentando várias estimativas locais no tempo. É natural esperar então, obter o mesmo 
tipo de resultados para nossas equações. De fato, tais estimativas podem ser obtidas; 
entretanto, elas não serão ótimas no caso geral, como veremos a seguir. Porém, no caso v 
e k constantes é possível recuperar os resultados do Rautmann (veja a Observação 4.7). 

Por outro lado, se a solução do problema existe globalmente no tempo, com uma 
certa regularidade, estas estimativas locais fornecem uma taxa de erro que cresce expoH 
nencialmente com o tempo. 

Para o ca.so Navier-Stokes, Heywood [10] demonstrou que podem ser obtidas esti
mativas de erro uniformes no tempo, na norma H 1

, quando se supõe que a solução exata 
satisfaz certas condições de estabilidade exponencial também na norma H1 • 

Rojas-Medar e Boldrini [23] mostraram que é possível obter estimativas uniformes 
otimais para o erro sem supor explicitamente a estabilidade para uma classe de soluções 
determinadas por condições adicionais para as forças. A prova é direta e simples. 

Nossos resultados sobre estimativas de erro uniforme no tempo combinam os argu
mentos de Rojas-Medar e Boldrini, com as estimativas obtidas nos capítulos anteriores. 

Adotamos as mesmas notações do Capítulo 2 e suporemos que v, k satisfazem 
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( 4.1) { 
O < vo < v( o-) < v1 

O< ko < k(u) < k1 

; lv'(u)l <v;, 
; lk'(u)l < k; para todo u E IR. 

Neste capítulo O é um domínio limitado de JR:"(n = 2 ou 3) de classe G1•1 . 

A seguir enunciaremos alguns fatos básicos que podem ser encontrados no artigo de 
Rautmann [22]. 

LEMA 4.1. Se v E V, então vale a estimativa 

lv- P,vl' S ~l\7vl'. 
Ak+l 

Se ademais v E V n(H2(!1))n, então 

lv- P,vl' < 1 • 2 
TIL1vl 

k+l 

l\7v- \7 P,vl' < 1 • 2 
r-IL1vl. 

k+l 

Além disso, o mesmo tipo de estimativas é válida para o Operador Laplaciano. D 

Como no Capítulo 3, consideraremos o problema homogeneizado {3.1)- {3.2). 

L ESTIMATIVAS DE ERRO LOCAIS NO TEMPO 

(4.2) 

(4.3) 

Comecemos notando que o problema (3.1)- (3.2) pode ser escrito da seguinte maneira 

{ 
u1 - P(div(v(<p)\7u)) + P(u.\7u)- P(h + a<pg) =O 
'Pt- div(k(<p)\7<p) + u.\7<p- f= O 

u(O) = Uo , <p(O) = 'l'o· 

Por outro lado, temos que as aproximações de Galerkin 

k ' u'(t,x) = ~c,,;(t)v 1 (x) e <p'(t,x) = ~d,,;(t),P'(x) 
i=1 i=l 

para u e <p respectivamente, satisfazem 
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(4.4) u; - P,( div(v( 10') 'ilu')) + P;( u'. 'ilu') - P;(h + <>10' g) = O 

(4.5) 

(4.6) k - k -
u (O) = P,uo ; 10 (O) = PkiOo· 

Como vimos nos capítulos anteriores, as aproximações (uk,1pk) convergem em dife
rentes normas à solução (u,r.p) quando k---+ oo. Apresentaremos a seguir estimativas de 

erro, isto é, estimativas para !!uk- u)l, lh:l- 'PII em termos de potências de -
1

- e ~
aktl Ak+I 

Para isto, suporemos as seguintes condições sob os dados 

(4.7) g E L00(0,T; (L 2 (íl))");g,,h e h, E L2 (0,T(L2 (íl))") 

(4.8) f, f, E L2(0,T; (L2(íl)),uo E V n H2(íl) e 10o E H~(íl) n H2(íl). 

Note-se que se assumirmos (4.1), (4.7) e (4.8), então pelo Teorema 2.6, se conclue 
que existe um número positivo T* ::; T tal que o problema (3.1) - (3.2) tem urna única 
solução forte ( u, r.p) satisfazendo 

(4.9) 
{ 

i'l!u(t)[2 + [\710(1)[ 2 + J~(iiiu[ 2 + [Ll.10[ 2)da < H1(t) 
[Ll.u(t)[ 2 + [Ll.10(t)[ 2 :S H,(t) 
[u,(t)[ 2 + l10t(t)[ 2 + fo([V'u,[ 2 + [V'10,[ 2 )dcr :S H3 (t) 

para todo tE [O,T'], onde H1(·),H2 (·) e H3 (·) são funções contínuas. Mais ainda, a 
estimativa (4.9) também é satisfeita pelas aproximações (uk,tpk) (uniformemte em k). 

Agora, consideremos a expansão em série de u e t.p 

00 00 

u = L;a;(t)v;(x) ; 10 =L; b;(t)!ji(x). 
i=l . i=l 

' k 
Sejam w' = P;u = L;a;(t)v;(x) e ç' = P,IO = L;b;(t)4i(x) e seja 

(4.10) 

i=l i=l 

{ 
E'=u-w', F'=10-Ç' 
r = wk - uk ' s = Çk - r.pk 

Então tem-se u- uk = Ek +r e r.p- r.pk = Fk + s, com essa notação temos o 5eguinte 
resultado: 

LEMA 4.2. Sob a hipóteses (4.1), (4.7) e (4.8) vale a seguinte estimativa 
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fr(t)[' + [s(t)[' + [Cf'7r[ 2 + ['7s[ 2)do- s; G1(t)(-
1
- + - 1

-), 
o frk+l .\k+l 

onde G1 (t) é uma função contínua que depende das funções à direita de (4.9). 

PROVA: Observe-se que wk e Çk satisfazem 

(4.11) w~- P,(div(v(<p)'lu)) + P,(u'lu- a<pg- h)= O 

(4.12) k - -Ç, - P,(div(k(<p)'l'P)) + P,(u'l<p-!) =O 
k k -w (O) = P,uo , Ç (O) = P,<po 

subtraindo (4.11) de (4.4), obtemos 

( 4.13) r1 - P,(div(v(<p)'lu)) + P,(div(v(<p')'lu')) = 

-P,(u'l(E' +r)+ (E'+ r)'lu') + P,((F' + s)g) =i, 

e usando a identidade 

-div(v(<p)'lu) + div(v(<p')'lu') = 

-div(v(<p)'l(E' +r)) - div((v(<p) -v( 'P'))'lu'), 

conclue-se 

r,- P,(div(v(<p)'lr)) = f+ P,(div(v(<p)'7 E')) 

+ P,(div((v(<p)- v(<p'))'lu')). 

Fazendo o produto interior em {L2(!1)Y' desta identidade com r. tem-se 

( 4.14) 
1 d 2 dtfrf'+(v(<p)'7r,'7r) - (l,r)+(div(v(<p)'7E'),r) 

+ (div((v(<p) -v(<p'))'lu'),r). 

Usando estimativas similares à usadas por Rautmann [22J ou Heywood [10], podemos 
limitar (f, r) da seguinte forma 
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[(uV(E'+r),r)[ - [(uVE',r)[ = [(uVr,E')f 
< [u[oo[Vr[ [E' I::; C,[f.u['[E'f' + é[Vr[2 

[((E'+ r)Vu',r)[ - [((E'+ r)Vr,u')f 
< C,[Au'['([E'[' +[r[') +é[Vr[2 • 

Os outros termos da direita de (4.14) são Hmitados como se segue: 

[(F'g, r)[ < IF'f,fgffr[, 
< C,[F'ffVF'ffg[ 2 + é[Vr[ 2 

f(sg, r)[ < fsf,fgffr[, 
< Cs[s[[Vslfg[ 2 + é[Vr[ 2 

< C,[s[ 2 [g[4 + é[Vs[ 2 + é[Vr[2 

[( div(v( 'f' )V E'), r) f - [{v(<p)V E', V r)[ 

< C[VE'f[Vrf 

< Cs[V E' f'+ é[Vr[ 2 

f(div((v(l')- v(I''))Vu'),r)[ - [((v(l')- v(I''))Vu', V r)[ 
< [(v(<p)- v(l''))f,[Vu'f,[Vr[ 
< C fi' -l''f,[Au'[[Vr[ 
< C, f F+ s[j[f.u'f' + é[Vr[ 2 

< Cs[F[[V F[[f.u'f' + C,fs[[Vs[[f.u'f' + é[Vrf' 

< C,[Ff[V F[[f.u'f' + Cs[s['[f.u'f' 

+ é[Vrf' + é[V s[ 2 

em virtude das imersões de Sobolev e as desigualdades de HOlder e Young. Usando essas 

estimativas em (4.11), temos 

(4.15) ~ ~[ri'+ va[Vr['::; C,[VE'I' + C,[Au'f'lri' + C,([gf' + [f.u'[')fsi' 

+Cs([Au'f' + [f.u[')[E'f' + C,[F'f[V F'[([g[ 2 + [f.u'[ 2
) + é[Vr[2 +é[ V s[2 

A seguir, obteremos estimativas para lsl 2
, subtraindo (4.12) de (4.5), tem-se 
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(4.16) s,- .í",(div(k(<p)Vs)) ~ C1 +i'.(div(k(<p)VF')) 

+ ÍÕ,(div(k(<p)- k(<p'))V<p')) 

onde C1 = u\7(Fk+a)+(Ek+r)\7,l. Usando estimativas similares às anteriores conclue~se 

( 4.17) ~ :tI si' + koiV si' < Cs(ií\.ui'IF'I' + IL\.'I''I'IE'I' + IF' IIV F'I'IL\.1"'1' 

+ CsiVF'I' + CsiL\.I"'I'Irl' + CsiL\.I"'I'Isl' + 8IVsl'· 

Somando ( 4.15) e ( 4.17), e escolhendo 8 pequeno, vem que 

( 4.18) ~ (lrl2 +I ri')+ 1Vrl2 +IV si' :S M(i)(IV E' I'+ IV F' I') 
+ N(t)(lrl' + lsl') 

onde M(t) ~ C(l.ii.ul' + l.ii.u'l' + IL'110'I' + lgl'+ 1)(t) e N(t) = (l.ii.u'l'+ 11'1'1''1'+ lí\.u'l'+ 
11'11"'1' + lgl')(t). A inequação diferencial (4.18) implica a seguinte desigualdade integral: 

lr(t)l' + ls(t)l' + J.' (IV ri'+ IV sl 2d<7 < l M(o-)(IV E' I'+ IV F'l')d<7 

+ 1' N(o-)(lrl' + lsl')do-. 

Aqui, usamos que r( O)= s(O) =O. Agora, aplicando o Lema de Gronwall, obtém-se 

(4.19) lr(t)l' + 1•(1)12 + J,\1Vrl2 + IVsl2dT :S 

(!,' M(T)(IVE'I' +IV F'l')dT)(1 + /,' N(T)duxp l N(r)dr). 

Aplicando as estimativas do Lema 4.1, obtemos o resultado desejado com 

G1(t) ~ CH4(i)(1 + exp([ N(7)d7) l M(T)drj l M(r)dr, 

já que r----~> M(r) e r---+ N(r) são funções integráveis, devido à (4.9). O 

Agora estamos pronto para provar o seguinte: 
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TEOREMA 4.3. Sob as hipóteses (4.1), (4.7) e (4.8), as aproximações de Galerkin 
.satisfazem: 

lu'(t)- u(t)1 2 + l'l''(t)- <p(t)1 2 + fo'(lvu'(r)- Vu(u)l 2 +IV'!''( r)- V<p(r)l 2)dr :5 

G,(t) (-
1
- + ,...!-) 

O:k+l Ak+l 

para todo tE [0, T*]. onde G2(t) é uma função contínua que depende da.s funções à direita 
de (4.9). 

PROVA: Observe que lu'- ui' :5 I E' I'+ lrl' e 1'1''- '1'1 2 :5 IF'I + lsl'· 

Logo, pelos Lemas 4.1 e 4.2 obtemos a estimativa do teorema. O 

A seguir, uma estimativa local do erro na norma H 1 será provada. 

TEOREMA 4.4. Sob as hipóteses (4.1), (4.7) e (4.8), temos que as aproximações u' e 
<pk satisfazem: 

IVu'(t)- Vu(t)l' + IV'I''(t)- VI"( I) I'+ l (lu;- u,l' + 1'1'1- 'l'•i')dr :5 

( 
1 1 )1/2 

G3(t) -+-,-
ak+l "'k+l 

para todo t E [O,T*]. Onde G3 (t) é uma função contínua que depende das funções à 
direita de ( 4.9). 

Como na prova do Teorema 4.3, só precisamos demonstrar o seguinte: 

LEMA 4.5. Sob as hipóteses (4.1), (4.7) e (4.8) temos 

( 4.20) 1' (1 1)1/2 IVr(t)l' + lrtl'dr :5 G,(t) - + -, - , 
0 Ük+l Ak+l 

( 4.21) 1' ( 1 1 )1/2 1Vs(t)l2 + istl 2dr :5 Gs(t) - + -, - , 
0 O:k+l Ak+l 

onde G4(t) e G5(t) são contínuas e depende das funções à direita de (4.9). 

PROVA: Tomando o produto em (L2(fl)t da identidade (4.13) com r,, obtemos 
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h I' + (v( <p )'V r, 'Vr1) - (C, r1) + (di v( r( <p )'V E'), r,) 
+ (div((v(<p)- v(<p'))'Vu'),r1) 

Usando então a identidade 

vem que 

2 1 
lrtl + 2 (i, r 1) + (div(v(<p)'VE'),r1) 

+ (div((v(<p)- v(<p'))'Vu'),r1) + ~(<p 1 'Vr, 'V r). 

Agora estimamos os termos à. direita da identidade anterior1 usando as desigualdades 

de HOlder e Young junto com as imersões de Sobolev, obtendo 

l(u'V(E' + r),r,)l < C,(ll;ul'(l'\7 E' I'+ I'Vrl') + ólrtl2
, 

I((E' + r)'Vu', r,)l < C,ll;u'l'(l'\7 E' I'+ I 'V ri')+ ólrtl', 
l(div((v(<p)- v(<p'))'Vu'),r,)l - l((v(<p)- v(cp'))'Vu', 'Vr,JI 

s; Cl<p- 'P'Isi'Vu'lsi'Vr,l 
< Cll;u'I(I'V F' I+ I'VsiJI'Vr,l, 

I( di v( v( <p )'V E'), r1) I < l(v(<p)'\7 E', 'V r,) I, 
< Cl'\7 E'II'Vr,l 

l(<p,'Vr, 'Vr)l < I'Pt lsl 'V r l•l'\7 r I, 
< C I'V 'Ptllli'. rii'Vrl, 

também aplicamos a desigualdade de Nirenberg lvloo s; C(lvli12 I'Vvli12 + lvl6), v E 
HJ(!1JnH2(!1) (veja [6]) para obter 

I((F'+s)g,r,)l < IF'+slool911rtl 
< C(l'\7 F'I'1'1L'.F'I 112 +I 'V F' I+ I 'V si'1'IL'.sl'12 +I 'V siJigllrtl 
< Cs(I'VF'IIL'.F'I + I'Vslli'.sl + I'VF'I' + I'Vsi2Jigl' + óhl2

• 

As estimativas anteriores e (4.22) implicam 
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d 
Ir, I'+ dtlv112(1')Vrl' ::; M1(t)(IV E' I'+ IV F' I'+ 1Vrl2 +I Vai') 

+ Nl(t)(IVE'I + IVF'I +IV si+ IVrl) 

onde 

J1II(t) C(liiu(t)l2 + liiu'(t)l2 + lg(t)l'), 

N1(t) Clg(t)I'(ID.F'(t)l + ID.s(t)l) + ID-u'(t)IIVr,(t)l + I'VI't(t)IID.r(t)l + I'Vr,(t)l). 

Integrando a inequação anterior e usando a estimativa ( 4.9) e as estimativas dadas 
pelos Lemas 4.1 e 4.2, vem que 

[ 
- ( 1 1 ) - ( 1 1 )1/2 lrtl'dr + lv112(1'(t))Vr(t)12 ::; G(t) - + -, - + G1(t) - +-;-- . 

0 O'k+l Ak+l O'k+l AJ.+t 

Portanto, temos demonstrado (4.20). A prova de (4.21) é muito parecida. O 

Agora, podemos obter facilmente o seguinte: 

PROPOSIÇÃO 4.6. Sob as hipóteses (4.1), (4.7) e (4.8) temos 

la
' . . !,' ( 1 1 ) 1/2 ID.u'- D.ul'dr + ID-1''- D.l'l 2dr ::; Gs(t) - + -, -

0 O Cl:k+l Ak+l 

onde G6 (t) é contínua e depende das funções que aparecem à direita de (4.9). O 

OBSERVAÇÃO 4.7: Note-se que as estimativas obtidas no Teorema 4.3 e no Teorema 

4.4 não são ótimas; de fato espera-se obter convergência da ordem++ , 2

1 
em lugar 

ak+l AJ.+l 
1 1 l 1 

de somente -- + ~ no Teorema 4.3. Do mesmo modo, espera-se obter -- + -;--
ak+I Aktl O'k+t Ak+t 

em vez de (-
1
- + ~) 

112 

no Teorema 4.4. 
ak+l "'k+l 

A dificuldade deve-se, mais uma vez, aos termos div(v(\')V E') e div(k( I')V F•). 
Porém, tais termos não aparecem no caso clássico, e logo é possível obter taxas ótimas 
nesse caso (Rojas-Medar e Lorca [26], [27)). 
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2. ESTIMATIVAS DE ERRO UNIFORME NO TEMPO 

Nesta seção assumiremos g E L00 (0,oo;(L'(O))n),u0 E VnH'(O) e 'Po E 
H6(0) nH'(fl). Suporemos também que existe solução global no tempo do problema 
(3.1) - (3.2) satisfazendo 

( 4.22) { 
sup,~ 0 {[[u(t)[[H' + ll'l'(t)[[H'} < +oo 
sup,~ 0 {[à,u(t)[ + [à,<p(t)l) < +oo. 

No Teorema 3.9 obtemos condições para os dados iniciais e para os termos forçantes, 

que garantem a existência de uma solução global que satisfaz ( 4.22). 

Para obter uma estimativa uniforme de erro, consideraremos uma classe especial de 
forças que fornece mais informação da solução. 

PROPOSIÇÃO 4.8. Seja (u,<p) solução do problema (3.1)- (3.2) satisfazendo (4.22); 

suponha que /,
00

(1h(T)[ 2 + [j(T)['d" < +oo. Então, existem constantes positivas C1 e C2 

tais que 

la' [l.u(T)[ 2dT +la' ~~'f'(T)[ 2 dT :S C1 , 

fo'iut(T)[ 2dT + [ l'f't(T)[2dT :S C2, \fi ::0: Ü. 

As aproximações de Galerkin satisfazem a mesma estimativas. 

PROVA: É fácil concluir as seguintes desigualdades de energia 

( 4.23) 
{ 

[u(t)[2 + voJ,'IVu[ 2 d~ :S [uo[
2 

+ cfo':g[
2

[V<p[
2
dT +c J,' [h[2

dT, 

l'f'(i)[ 2 + ko f~ ['l<p[ 2dT :S l'f'ol 2 +C la lfl 2dT, 

Do teorema de existência local (Teorema 2.5), temos a inequação diferencial 

(4.24) ~IV 'I' I'+ kol~'l'l' :S C([Vu[4 + IV'I'I!JIV'I'I' + Clfl'. 

Logo, integrando com respeito ao tempo, temos 

< IV 'Pai'+ Csup([Vu(t)i< + [V<p(tll!l f' [V<p[2dT +c r' lfl 2dT 
tzo lo lo 

< C+ C [l'V'f'[ 2dT 

< c, 
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devido a (4.22) e (4.23). Da mesma forma prova-se 

IV'u(t)l' + Vo [ líiul'dr :S IV'uol 2 +C sup(IV'u(t)l4 + IVI"(t)lll f' IV'ul'dr 
t;:::o lo 

+ Csup lg(t)l2 f' IV'I"I;dr +C f' lhl'dr :S Cr 
t!::O lo lo 

Por outro lado temos 

lutl 2 < C(lll.ul' + IV'I"I!IVul' + 191'1'71"1; +IV' ui'+ lhi'J, 

li"• I' < Clll.sol' + 1'71"1! + IV'ui;IV'sol' + 1!1'). 

e conseqüentemente podemos concluir que 

A prova para as aproximações (u\(,ok) é exatamente igual à já feita. O 

O seguinte resultado pode ser provado de maneira similar: 

PROPOSIÇÃO 4.9. Seja (u,\0) solução do problema (3.1)- (3.2) satisfazendo (4.22); 

suponha que looo (lh(r)l' + lh1(r)l 2 + IJ(r)l 2 + lf,(r)l 2)dr < +oo. Então existem constan

tes C1, C2 e C3 tais que, além das estimativas da Proposição 4.8, tem-se 

A mesma estimativa é válida para as aproximações de Galerkin. O 

Agora, apresentamos uma estimativa na norma L2
• 

TEOREMA 4.10. Seja (u,\0) solução do problema (3.1), (3.2) satisfazendo (4.22), 

suponha que [ (lh(r)l' + lf(r)l')dr < +oo. Então, as aproximações (u',\0') satisfazem: 
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para todo t ~ O. Onde C é uma constante positiva que depende de âO e das constantes 
dadas por (4.22) e pela Proposição 4.8. 

Como na seção anterior, com as mesmas notações, somente precisamos provar: 

LEMA 4.11. 

lr(t)l' + ls(t)l' + !' (IVrl' + IVsl')dr S c(-1- + ~), \lt 2: o. 
lo ak+l Ak+l 

PROVA: Deduzimos o resultado usando as estimativas dadas pelo Lema 4.2, Proposição 
4.8 e Lema 4.1. O 

Podemos obter também, estimativas na norma H 1 • 

TEOREMA 4.12. Seja (-u,l') solução do problema (3.1), (3.2) satisfazendo (4.22); su

ponha que f (Ih( r)l' + lh,(r Jl' +I f( r)I 2J + l/1( T JI'Jdr < +oo. Então, as aproximações 

( uk, <l) satisfazem: 

1' - [ ( I I )'i' IL'.u'- L'.ul'dr + lt.l''- L'.l'l'dr S C - +-;- , Vt 2: O. 
o o ak+1 Ak+I 

para todo t 2:: O. Onde C é uma constante positiva que depende de ôO e das constantes 
dadas por ( 4.22) e pela Proposição 4.9. O 
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