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RESUMO

Estudamos problemas do tipo Ambrosetti-Prodi para classes de sistemas elipticos gradientes
com nao-linearidades em crescimento critico unilateral de Sobolev e de Trudinger-Moser.
Com uso de métodos variacionais, provamos multiplicidade de solucao para problemas
homogéneos sem ressonancia na parte linear e existéncia de solucao nao-trivial para

problemas homogéneos com ressonancia.

Palavras-chave: equacoes diferenciais parciais, equacoes diferenciais elipticas, principios

variacionais.
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ABSTRACT

We study Ambrosetti-Prodi problems for classes of gradient elliptic systems with
nonlinearities in the critical growth range of Sobolev and Trudinger-Moser types. Using
variational methods, we prove multiplicity of solutions for nonhomogeneous problems

without resonance in the linear part and homogeneous problems involving resonance.

Keywords: partial differential equations, elliptic differential equations, variational principles.
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LISTA DE SIMBOLOS

Neste trabalho usaremos as seguintes notagoes:

e ¢, C, Cy, (4, ... : constantes positivas (possivelmente diferentes);

Q) sempre denotard um aberto limitado de fronteira suave em RY, N > 2

e || : norma euclidiana em RY;

e (-,-)g~y : produto interno euclidiano em RY;

e supp(f) : suporte da fungao f;

e — — : convergéncias fraca e forte, respectivamente, num espaco normado X;
o u, =max{u,0} e u_ = min{u,0};

® Yo : funcao caracteristica do conjunto 2;

ou Ou ou _
o Vu = , ey denota o gradiente da funcao u; alguns “abusos” de
83)1 83)2 83) N
notagao sao adotados, por conveniéncia: VuVv = (Vu,Vo)grny. Além disso, se

U= (u1,uz) e V= (v1,v2) entdo VUVV = Vu; Vv, + Vuy Vs,

N 92
e Au= —— © 0 laplaciano de u;
i=1 Or;
Au
o AU = para U = (u,v);

Av
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o [P(Q)) = {u : 2 — R mensurével : / lulPde < oo}, para 1 < p < oo, com norma
Q

1/p
lull, = ( / |u|de) ;
Q

o L>(Q) ={u:Q — R mensurdvel : sup,.q |u(z)| < oo} com norma dada por

dada por

[ulloo = inf{C > 0 [u(z)| < C quase sempre em Q};
e C(Q) : espaco das fungoes continuas em €;
e Cy(Q) : fungodes continuas de suporte compacto em €2;

e C*(Q), k > 1 inteiro, denota o espaco das funcoes k vezes continuamente diferencidveis

sobre Q e C®(Q) = =, C*();
o C°(Q) = C=(Q) N Co(2);
o H(Q) : Fecho de C§°(2) com respeito ao espago

X ) Hgl,gg,...,gN€L2(Q) tais que
H(Q) = e L (Q)
1) B ) /uawdx:—/giwdx,Vgongo(Q)eizl,...,N
Q Q

£

com norma dada por
1/2
lall = | [ (9l + aPyas)

A norma considerada em H}(Q2) é dada por

follg = | [ (9u2)a] "

e O expoente critico de Sobolev é dado por

2N
2*=¢ N =2
00 se N =2;

e H™': odual de H();

se 1< N >3

o = H}Q) x H}(Q) com a norma

I, o) = (lullzgy + lolF)">.
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INTRODUCAO

Este trabalho tem como tema principal o estudo de problemas do Tipo Ambrosetti-Prodi
para sistemas elipticos. Problemas deste tipo sao conhecidos, estudados e explorados na
literatura ha pelo menos trinta anos e sao motivados pelo trabalho pioneiro de Ambrosetti-

Prodi em [2]: neste artigo, é considerada uma classe de problemas dados por
—Au = f(u)+g(x) em Q, u=0 sobre 00 (1)

onde © é um dominio limitado de RY com N > 2, f é uma funcao de classe C? de R
satisfazendo f” > 0 e

0< lim f'(s) <\ < liIJP f'(s) < A,

5——00
com \;, ¢ = 1,2,... denotando os autovalores de (—A, H}(Q)). Os autores provaram
que existe uma subvariedade M de classe C' em C%*(Q2) que divide este espago em dois
subconjuntos disjuntos abertos S; e S5 de forma que se g € S; o problema tem exatamente
duas solugoes, se g € M o problema tem exatamente uma solucao e se g € Sy o problema
nao possui solugoes. A novidade consiste exatamente em supor que a imagem de f’ cruza
autovalores, pois ja era bastante conhecido, mesmo na época, que se f'(R) C (A, Agr1) com
k > 0 e denotando Ay = 0, entao (1) possui uma unica solucao (vide Dolph [30]).

Apés o trabalho de Ambrosetti-Prodi, diversos outros exploraram uma enorme
quantidade de variagoes e generalizagoes possiveis de tais resultados. Mesmo com o

perigo de omitirmos alguns trabalhos importantes, citemos um breve histérico de alguns,



principalmente aqueles que se aproximam dos que abordamos nesta pesquisa. Podemos
atribuir a Berger-Podolak em [5] a abordagem que motivou muitos trabalhos a partir de
entdao: primeiramente, os autores generalizam a discussio para fungoes ¢ € H1(Q2) e a
procura por solugoes em HJ(€2). Além disso, e mais importante, consideram uma estrutura
cartesiana na subvariedade M de H~'(Q): supondo g = h + t¢;, onde ¢; designa uma
autofuncao positiva associada a A\, h L ¢; e t € R, provam que existe t; € R tal
que (1) possui exatamente duas, uma ou nenhuma solugao, conforme ¢t < to, t = ty e
t > to, respectivamente. Posteriormente, Kazdan-Warner [35] relaxaram as hipdteses de
diferenciabilidade e convexidade e supondo apenas
fo= limsupM <A < liminfM = /.
t——oo U u—+oo U

onde tais limites poderiam ser —oo e 400, desde que f fosse assintoticamente polinomial (o
grau deste polinomio era limitado por (N+1)/(N—1)), provaram um resultado de existéncia e
multiplicidade relativamente mais fraco: existem “ao menos” duas, uma ou nenhuma solugao
caso t < tg,t =ty out > ty respectivamente. Esta limitacao no expoente para o crescimento
de f ¢é imposta por um resultado de estimativa a priori devido a Brezis-Turner [8] e foi
melhorada por de Figueiredo [18] e de Figueiredo - Solimini [22], para poténcias subcriticas
até 2* —1, onde 2* = 2N /(N —2) é o expoente critico de Sobolev da imersao LP(Q) < H} ().

Obviamente, supor limsup, ., f(u)/u’ < C pode implicar que f, = oo o que faz, no
caso de f diferenciavel, f'(R) cruzar infinitos autovalores. No entanto, o estudo dos casos
assintoticamente lineares onde —oo < f_ < A < .. < A\; < fi < Agy1 iniciou-se no trabalho
de Lazer-Mckenna [37]. Neste artigo, prova-se que se Ay é simples e Ay < f, < A3 ent@o o
problema possui ao menos trés solucoes. Mais tarde, os mesmos autores conjecturaram que
se fo <A1 e, < fi <A1, existe tg tal que (1) possui pelo menos 2n solugoes se t < t.
Tal conjectura foi demonstrada para o caso unidimensional em [36] e refutada por Dancer
[14]. No entanto, resultados de existéncia de quatro solugoes (Hofer [34]) e até seis solugoes
(Solimini [51]) para certos casos particulares, motivaram recentes trabalhos iniciados por
Dancer-Yan [15], que trazem respostas verdadeiras a conjectura sob variadas possibilidades.

Referimo-nos a [47] e [16] para detalhes histéricos a respeito deste problema,
eventualmente aqui omitidos.

Aproximando-nos de uma outra linha de pesquisa e interesse, mais voltada para os

objetivos de nosso trabalho, surge a questao natural de se supor, por exemplo, que



A < fo < XMey1 < fi. Ou seja, o cruzamento de autovalores ocorrendo apenas para ordem
superior. Este tipo de hipétese é abordada pioneiramente em de Figueiredo [17]. Neste caso,
perde-se o resultado de nao existéncia e inverte-se o sinal no caso de existéncia: ha pelo menos
duas solugoes se t > to. Enfatizamos portanto o caso f_ € (A, \kr1) € fo = 00, onde k > 0
e Ao = 0 por definicao. Esta situacao pode ser abordada variacionalmente pelo Teorema do
Passo da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz [3] quando k& = 0 ou por varia¢oes do Teorema
de Linking de Rabinowitz [46] quando k > 1 e foi estudada em [17] e Ruf-Srikanth [50] com
f admitindo crescimento subcritico polinomial. Seguindo estes artigos, casos criticos foram
naturalmente questionados e investigados: em de Figueiredo-Jianfu [20] (veja também [26]
para resultados relacionados) os autores estudaram f(u) = Au 4 u% ~' (crescimento critico
unilateral) e provaram a existéncia de duas solugbes para alguns termos g apenas quando
N > 7. O problema consistia em provar que o nivel mini-max do funcional associado evitava
os niveis de nao-compacidade, e isto pode ser feito apenas impondo restrigoes na dimensao.
Tal restricao é natural quando nao linearidades de crescimento critico estao presentes uma
vez que é sabido que dimensdes menores apresentam comportamentos diferentes (vide Brezis-
Nirenberg [7]). No entanto, é de certa forma surpreendente encontrar dificuldades em
N = 4,5,6. Mais recentemente, fazendo uso de técnicas aparentemente introduzidas em
[32], Calanchi-Ruf [9] melhoraram os resultados de [20] para N > 6 e, ao adicionar um

termo subcritico positivo conveniente, também discutiram os casos N = 3,4 e 5.

O objetivo do Capitulo 1 é obter, para uma classe de sistemas de equacoes elipticas dadas

por

—Au = a(x)u+b(z)v+ Hy(uy,vy) + Gulug,vy) + fiz) em €,
—Av = b(z)u+c(x)v+ Hy(uy,vi) + Gulug,vy) + fo(z)  em €, (2)
u =0 v =0 sobre 0f),

alguns dos resultados alcangados em [9] para o caso escalar, onde supomos Q2 C RV, N > 3
limitado e suave. Baseados também em [20] e de Morais Filho-Souto [25], provamos a
existéncia de duas solugoes, uma delas negativa, dependendo dos termos f; e fo. Os métodos
utilizados seguem ideias em [9] mas tivemos que cruzar muitas dificuldades técnicas que
surgem, por exemplo, ao considerarmos termos criticos generalizados que envolvem produtos

do tipo u‘j‘rvf com a + (= 2*. Os resultados obtidos sao divididos em quatro teoremas que



dependem das condigoes impostas sobre a matriz
a(x) b(x —
A(.ﬁ(}): < ( ) E i) c C(Q, MQXQ(R>),

mas que podemos resumir da seguinte forma: Se A é constante e supondo f; = p; + s¢;
e fo = py + S¢; entdao a interagao dos autovalores de A com o espectro de (—A, Hj(f2))
vao gerar regioes S em R? tais que existem duas solugoes para (2) caso (s,t) € S. Caso
A € O(Q, Myys(R)) entdo a parametrizagao de (2) é feita a um parametro apenas e provamos
a existéncia de duas solugoes em uma semirreta apropriada de R. Ambas as possibilidades,
quer seja uma regido ilimitada de R? quer seja uma semirreta de R sao obtidas como os

conjuntos para os quais o problema linear

—Au = a(x)u+b(x)v+ fi(r) em Q
—Av = b(x)u+c(z)v+ fo(xr) em Q, (3)
u =0 v =20 sobre 0f),

admite uma solugao negativa. A “unilateralidade” imposta sobre H e G significa que estas
funcoes sao definidas apenas no quadrante positivo de R? e garante que tal solucio, denotada
por & = (¢,7) é também solucao de (2). A partir de entdo passamos a estudar uma

“translacao” do problema original “em torno” de ®, considerando o problema

—Au = a(x)u+b(x)v+ (H,+ G,)((u+ @)y, (v+1)L) em
—Av = b@)u+c@)v+ (Hy+G)((u+ ¢y, (v+1)y) em Q, (4)
u=0 v =0 sobre 0f),

no qual passamos a buscar solucao nao trivial, obtendo, via uma nova translagao, a segunda
solugao procurada para (2).

Postergamos o resumo e explicacao das técnicas desenvolvidas na obtencao de solucao
fraca de (4) para o inicio do Capitulo 1.

Parte dos resultados deste Capitulo estao contidos em [48].

Ja no Capitulo 2, consideramos o caso bidimensional de (2), onde a funcao critica H é
do tipo Trudinger-Moser. O principal objetivo da funcao G no Capitulo 1 é perturbar, via
uma poténcia subcritica, o funcional associado ao problema para que o nivel minimax do

mesmo esteja abaixo dos niveis de nao compacidade. Portanto, uma vez que crescimento do

4



tipo Trudinger-Moser é exponencial, tal G nao altera a natureza do problema. Sendo assim,

consideramos o problema

—Au = a(x)u+b(x)v+ H,(up,vy) + fi(z) em
—Av = b(x)u+c(x)v+ Hy(uy,vy) + folz) em Q (5)
u=20v=0 sobre 0f),

com € C R? limitado e suave. Notamos que tal problema é motivado pelo trabalho de
Calanchi-Ruf-Zhang [10] para o caso escalar. Porém, apesar de utilizarmos algumas técnicas
la desenvolvidas, fazemos uma abordagem relativamente diferente, tornando mais clara a
demonstracao de certas afirmacoes cruciais para a obtencao dos resultados.

O estudo desse capitulo consiste das peculiaridades do crescimento de Trudinger-Moser de
forma que a parte linear é a mesma do Capitulo 1: ao parametrizarmos f; e f; adequadamente
(a dois parametros se a matriz A é constante, ou a um parametro caso a matriz A = A(x))
demonstramos a existéncia de regides do plano (para o caso de A constante) ou semirretas
(para o caso de A = A(x)) onde existem duas solugdes para o problema (5).

Um dos pontos cruciais na prova dos teoremas contidos neste capitulo é que ao estudarmos

o problema transladado

—Au = a(x)u+blx)v+ H,(u+ @)y, (v +1);) em Q,
—Av = b(@)u+tc(z)v+ Hy((u+ @)y, (v+1)y) em (6)
u=20 v =0 sobre 0f),

onde (¢,7) é a solugao negativa de (3), surge a necessidade de estimar a norma L'(Q)
de termos como H,((2}, + &)+, (2, + ¢¥)+). Aqui 2], denota a fun¢ao de Moser (vide [41]),
utilizada, normalmente, na obtencao de hipéteses geométricas de teoremas de pontos criticos
para funcionais relacionados a problemas envolvendo crescimento do tipo Trudinger-Moser.
Para conseguirmos tais estimativas, fazemo-nos valer do fato que a norma L de (¢,) é
pequena préxima a 9€2. Dai se considerarmos (¢, 1) como uma “perturbagao” na funcao H,
a mesma torna-se controlavel se trouxermos o suporte de 2z para regioes pequenas proximas
a 8.

O Capitulo 3 traz um problema homogéneo
—Au = a(x)u+b(z)v + Hy(z,up,vy) em

—Av = b(x)u+c(z)v+ Hy(z,uy,vy) em € (7)
u =20 v =020 sobre 0f).



no qual supomos ressonancia. Isto é, admitimos a existéncia de uma solugao nao trivial para

o problema

—Au = a(x)u+bx)v em Q
—Av = b(z)u+c(z)v em Q (8)
u=20 v =020 sobre 0f).

que deve mudar de sinal. Em outras palavras, admitimos ressonancia apenas em autovalores
de ordem superior, pois a mudanga de sinal para solugoes de (8) torna-se crucial em nossos
argumentos. O problema (7) admite a solugao trivial U = 0 e nossos resultados consistem em
provar que existe uma solucao nao trivial tanto para o caso de crescimento critico de Sobolev
quanto de Trudinger-Moser. A ressonancia, como € de se esperar, impoe algumas dificuldades
que sao superadas por analise mais cuidadosa e refinada em relacao aquelas dos capitulos
anteriores. Além disso, algumas hipdteses restritivas impostas devido a perturbacao causada
pelos termos nao-homogeéneos f; e fy, sao melhoradas neste tltimo capitulo.

Enfatizamos ainda que, até onde vai o conhecimento do autor, o resultado do Capitulo 3

é novo inclusive para o caso escalar, dado pelo problema

—Au = Nu+g(x,u) em €
u =0 sobre 0f),
onde k > 2 e )\, denota o k-ésimo autovalor de —A com condicao de fronteira de Dirichlet

homogénea. ¢ é uma nao-linearidade de crescimento critico (de Sobolev ou de Trudinger-

Moser) em +00.



CAPITULO 1

PROBLEMAS DO TIPO
AMBROSETTI-PRODI PARA
SISTEMAS ELIPTICOS CRITICOS

1.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos o sistema

—Au = a(x)u+b(z)v+ Hy(uy,vy) + Gulug,vy) + fi(z)  em €,

—Av = b(z)u+c(x)v+ Hy(uy,v) + Gylug,vye) + fo(z)  em €, (1.1)

u =0 v =020 sobre  0f),
onde € é um dominio limitado de fronteira suave em RY, N > 3. Sendo 2* = 2N/(N — 2)
o expoente critico da imersao de Sobolev, supomos que H é uma funcao 2*-homogeénea de
classe C'! e G uma perturbacao subcritica que terd uma relevante importancia ao tratarmos o
problema em dimensoes menores. Denotamos w; = max{w, 0} e assumimos f, fo € L"(Q),
r > N. Em andlise de alguns resultados deste capitulo, exploramos a interacao dos

autovalores da matriz

Alz) = (“<x) bEx;) € O, Mays(R))
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com o espectro de (—A, Hi(9)).

Provamos a existéncia de duas solucoes, uma delas negativa, dependendo dos termos
fi e fo. Os métodos aqui utilizados seguem ideias em [9] mas tivemos que cruzar
muitas dificuldades técnicas que surgem, por exemplo, ao considerarmos termos criticos
generalizados. Nossa intencao inicial é estudar o sistema com termos criticos do tipo

k
H(u,v) = ayu® + appv* + Z a;uiv’, (1.2)
=2

onde a; > 0, k > 0 e «a;,3; > 1 satisfazem «; + 3; = 2*. Este tipo de funcao critica foi
considerada primeiramente em [25] diretamente para o p-Laplaciano e nos dé a possibilidade
de abordagem tnica para problemas ora com termos criticos desacoplados (como em [43])
ou acoplados (como em [24]). Os resultados obtidos aqui também melhoram aqueles em [24]
e [43] com respeito a dimensao N, ja que la, os autores trabalham numa extensao de [20]
e também generalizam os resultados obtidos para a matriz A pois os mesmos trabalham
com A constante. Veremos a seguir que o resultado foi melhorado para o caso de A
constante e estendido para A € C(Q, May»(R)). Devemos também fazer referéncia a alguns
trabalhos anteriores envolvendo problemas do tipo Ambrosetti-Prodi para sistemas elipticos

considerando outros tipos de hipéteses, como [12, 23, 40].

1.2 Hipoteses e resultados principais

Podemos reescrever (1.1) em sua forma vetorial, do seguinte modo:

{_N]:A@w+VQMLH4MAD+N@ em &, (1.3)

U=20 sobre 0f),

fo()

F@:(ﬁ@>eymxym)

Estabelecemos primeiramente condigbes necessarias para a matriz A(z). Como as

demonstragoes dos resultados de existéncia a serem provados dependem muito das hipoteses



sobre a matriz A, principalmente na forma como temos a interacao com o espectro de —A,
iremos trabalhar com trés tipos de hipdteses distintas, que afetarao significativamente o
resultado a ser obtido. Denote por py(x), ps(x) seus autovalores, para cada = € ) (note que
0s mesmos sempre sao reais, contando multiplicidade, pois A(x) é simétrica). Supomos trés

casos distintos:
(A1) A é constante e p1 < g < Ag;
ou
(Az) A é constante e existe k > 1 tal que Ay < g < o < Apyq;
ou
(A3) a,b,c € C(Q,R), b(z) > 0 para todo z € Q e max,cq max{a(z), c(x)} > 0;
As seguintes desigualdades sao bastante tteis e serao usadas ao longo de todo o capitulo:
p|UP? < (AU, U)ge < pp|U* YU € R?, (1.4)

onde (, g2 denota o produto interno usual do R?.
Voltamos nossa atencao para as nao-linearidades. Para a parte critica do problema,

supomos as seguintes hipoteses:

(H,) He C'[R. xR.) e H H,, H, >0, H#0;

(Hz) H(Au,\v) = A H(u,v) ¥ A>0 (ouseja, H é 2* homogénea, positivamente);
(Hay) H,(0,1) = H,(1,0) = 0;

(Hy) (s,t) — H(sY?" /") é concava.

Observagao 1: No que diz respeito a condigao (Hy), é importante dizer que a mesma vem

da necessidade de termos uma desigualdade do tipo Holder dada por

2+), para todo u, v € L*(Q),u,v >0, (1.5)

2%, |U

| w0 < H(la

e (Hy) e (Hy) garantem (1.5) (veja [10, Proposi¢ao 4]). Esta ¢ a unica vez que iremos usar
esta condi¢ao que infelizmente é, na verdade, uma restricao aparentemente grande em H:

apesar de termos outros exemplos de fungoes que satisfazem (H;) — (H3) além de polindmios
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como (1.2), estes sao os tinicos exemplos que pudemos encontrar para os quais (Hy) — (Hy).
Apesar disto tais polinomios ja nos dao uma generalizacao interessante, de acordo com o que

ja mencionamos na introdugao.

J& para a perturbagao GG, também pedimos homogeneidade, mas de grau subcritico. Nao

precisaremos de uma condigao como (H,) para G.
(G1) GeCHRL xRy) e G,G,,G, > 0;

(G2) Existe 2 < p < 2* tal que G(\u, A\v) = NPG(u,v) V A > 0 (isto é, G é p-homogénea

positivamente);
(G3) Gu(oa 1) - Gv(la O) =0;

Observacao 2: Notemos aqui que (Hs, G3) nos permitem redefinir H e G em todo o
plano tomando H(u,v) = H(uy,v,), G(u,v) = G(uy,vy) e ainda teremos H,G € C(R?).

Portanto, a partir de agora estaremos considerando H e G como estas extensoes.
Iremos buscar solugoes em E = HJ(Q2) x Hj(Q2) munido da norma usual

(s )1 = llull3y + ol

Isto é, U = (u,v) € F serd uma solugao (fraca) para (1.3) se
[ vuves [ vove— [ (Ao o) - [ (FHE) 00,
— [ (V6. (0. 0))es = [ (F(a), (6. ))ga =0 pava todo (4. 0) € E
Q 0

onde estamos fazendo um abuso de notagao VuVuv = (Vu, Vo)ge bastante convencional.

O problema (1.3) serd parametrizado de acordo com as condigoes sobre a matriz A(z).

Inicialmente, supomos que A seja constante , satisfazendo (A1) ou (As). Fixe

P(z) = (pl(x) ) € 1(Q) x L' (), (1.6)

pa(7)

T:<j>edeﬁna



onde e; denota a primeira autofungao associada a —A positiva e normalizada em L?(2).

Considere entao o problema

{ —AU = AU+ V(H(U) +G(Uy) + Fr(z) em (1.8)

U =20 sobre 0f).

Os primeiros dois resultados provam a existéncia de uma regiao ilimitada do plano tal que se
T esté nessa regiao, entao (1.8) possui duas solugoes. Definamos ainda uma ordem parcial
em R%: (s1,t1) < (so,t2) se 81 < sy e 1 < to. Estamos aptos agora a enunciar nossos

principais resultados deste capitulo.

Teorema 1.1. Suponha (A1), (Hy) — (Hy) e (G1) — (G5). Se N > 6 existem duas retas
ai, ap e uma regiao ilimitada R = R(ay, ap) C R? tais que se (s,t) € R entdo o problema
(1.8) possui pelo menos duas solugoes, uma delas negativa. Mais ainda, se N = 3,4,5 entdo

supondo

(Gyq) G(U)>0se|Uy| >0 ep/2">2/3(1+1/N),

obtemos o mesmo resultado.

Observacao 3: Temos que ay,as e R sao caracterizadas por

(i) Se b > 0. a; = ay(s), as = as(s) com coeficiente angular negativo ndo-paralelas e

R={(0,7) eR*; 7 <au(f), 7 < ax(0)};

(ii) Se b = 0. Existem C7,Cy > 0 tais que ay = a;(s) = —Cj e ag = as(t) = —Csy e
R={(0,7)€R?; 0 < —Cy, 7 < —C1};

(ili) Se b < 0. a3 = ay(s), ag = as(s) com coeficiente angular positivo ndo-paralelas e

R={(0,7) € R*; 7 < ai(), 7> ay(h)}.

As figuras abaixo apresentam graficamente a situacao descrita no Teorema 1.1. As regioes
sombreadas nos graficos abaixo esbocam o conjunto no R? onde encontramos solucao para

(1.8), de acordo com os valores possiveis para b.
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,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

b<0 b=0

b>0

A demonstracao desse Teorema serd feita utilizando-se o Teorema do Passo da Montanha
sem a condi¢ao PS. O segundo resultado diz respeito a condigao (As). Nele, faremos uso do

Teorema de Linking.

Teorema 1.2. Suponha (As), (G1) — (G3) e que existam 9,0 > 0 tais que
H(u,v) = du? +ov? + H(u,v), para todo (u,v) € R?

onde H satisfaz (Hy) — (Hy). Entdo existem retas 31 e (5 e uma regido ilimitada S =

S(B1, B2) C R? tais que se (s,t) € S entao valem os mesmos resultados do Teorema 1.1.

Observacao 4: Novamente, fazemos uma descricao geométrica das possiveis regioes citadas

no Teorema 1.2. (31, (# e S sao caracterizadas por
(i) Se b > 0. By = Pi(s), P2 = [a(s) com coeficientes angulares positivos nao-paralelas e
S={0,7) eR*; 7> i(6), T < Ba(0)};
(ii) Se b = 0. Existem C7,Cy > 0 tais que 51 = f1(s) = C1 e o = [a(t) = Cy e
S={0,7)eR?;0>Cy, 7>C1};
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(ili) Se b < 0. By = Pi(s), B2 = Pa(s) com coeficientes angulares negativos nao-paralelas e
S=1{0,7) €eR?; 7> 3(0), 7> Ba(0)},
Na figura abaixo temos um esboc¢o dessas regioes

thh t

b<0

b>0

Observagao 5: As hipoteses do Teorema 1.1 ou 1.2 permitem-nos aplicar o resultado
obtido em [23], que garante a existéncia de uma curva Lipschitziana I' em R? dividindo o

plano em duas regioes disjuntos e ilimitadas R? = R; UT' U R, tais que (1.8) possui

1. nenhuma solucao se T' € R;

2. pelo menos uma solucao se T' € Rs.

Isto pode ser demonstrado utilizando-se do método de sub e super-solugao e referimo-nos
a [23] para os detalhes. No nosso caso, nao podemos dizer o que acontece sobre a curva
I' uma vez que estimativas a priori parecem ser necessarias e crescimentos criticos impoem
varias dificuldades na tentativa de obtencao destas estimativas.

Claramente, as regioes onde encontramos solugoes nos teoremas acima estao contidas em

Rs.

Os proximos dois teoremas sao versoes do mesmo resultado para matrizes nao constantes

satisfazendo (As). Optamos por separar estes resultados uma vez que apesar de A(x) ser
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uma matriz de fungdes continuas e limitadas, a hipotese (As) impede de reproduzirmos
todo o resultado que obtemos para matrizes constantes “ipsis litteris”. Além disso, uma
nova parametrizacao mais apropriada serd apresentada e alguns resultados anteriores serao

necessarios. Dado A € R, considere o problema de autovalor

(1.9)

—AU =) A(z)U em
U =20 sobre 0f).

A condigao (As) nos permite aplicar a teoria de operadores compactos e auto-adjuntos
(vide [19, 27]) bem como alguns resultados obtidos em [13] para garantir a existéncia de uma

sequéncia ilimitada de autovalores
A A A
O0< A <Ay < A5 <.

(e autofungoes associadas @', ®2',...) tal que o primeiro autovalor é simples (ou seja, a
dimensao do auto espago associado é 1) e principal (admite autofungao estritamente positiva).
Além disso é o tunico autovalor principal do problema. Na proxima sessao, detalhamos

algumas propriedades destes autovalores.

A fim de discutir existéncia e multiplicidade de solugbes para o problema (1.3) sob a
condicao (Ajz) precisaremos de uma nova parametrizacdo, desta vez a apenas um parametro.
Fixado novamente P(z) dado em (1.6) e dado ¢t € R defina

Fy(x) = P(z) + tA(z)Di (). (1.10)

Considere entao o problema parametrizado em t € R:

(1.11)

—AU = A(z)U+V(HU;)+GUy)) + F(z) em Q,
U =20 sobre 0f).

Podemos enunciar os dois ultimos teoremas deste capitulo

Teorema 1.3. Suponha (Asz), (Hy) — (Hy) e (Gy) — (G3). Além disso suponha 1 < \{'. Se
N > 6 eziste C; > 0 tal que se t < —Cy entao o problema (1.11) possui pelo menos duas

solugoes, uma delas negativa. Mais ainda, se N = 3,4,5 entdao supondo
(Gq) GWU)>0se|Us| >0ep/2">2/3(1+1/N),
obtemos o mesmo resultado.
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Teorema 1.4. Suponha (As), (G1) — (Gs) e que existam 9,0 > 0 tais que
H(u,v) = du? +ov? + H(u,v), para todo (u,v) € R?
onde H satisfaz (Hy) — (Hy). Se
A <1< AL,

para algum k > 1 entdo existe Cy > 0 tal que set > Cy , valem os mesmos resultados do

Teorema 1.5.

Observacao 6: Note que nos quatro teoremas acima nao estamos descartando G = 0 para
N > 6 mas fazemos isto para dimensées menores, pois precisamos de (G4). Esta condigao
aparece devido a necessidade de “baixar” o nivel mini-max do funcional associado a (1.3)

para os niveis de compacidade do mesmo. Veremos em detalhes mais a frente.

1.3 As solucoes negativas e reformulacoes dos

problemas

As regides do plano (para o caso dos Teoremas 1.1 ou 1.2) ou da reta (para o caso dos
Teoremas 1.3 ou 1.4) serdo as mesmas para as quais for possivel encontrarmos uma solugao
negativa para (1.8) ou (1.11), pois a segunda solugao serd encontrada utilizando-se de um
problema modificado com auxilio da solucao negativa. Basicamente, se for possivel encontrar

uma solucao negativa entao provaremos que existird uma outra solucao além dela.

Seja ®g = (¢, 1) a solugado do sistema linear

{ —AU = A@@)U + P(z) em Q, (1.12)

U=20 sobre 0f),
onde podemos supor qualquer uma das hipéteses entre (A;), (As) ou (As). Nesse ultimo

caso, devemos supor ainda que 1 nao faz parte do espectro do problema (1.9). A existéncia

e unicidade de solucao fica garantida pela “Alternativa de Fredholm”.

Proposicao 1.5. Sob as condi¢coes do Teorema 1.1 existem duas retas oy, g € uma regiao
ilimitada R, caracterizadas na Observagdo 3, tais que se (s,t) € R entdo (1.8) possui uma

solugao negativa Pr.
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Prova. Considere uma matriz 2 x 1 (7)) tal que p(7)e; resolve

—AU = AU+Te(x) em €,
U =20 sobre 0f).

Um calculo direto mostra que

1 (A1 —c¢)s+ bt
M(T):m<bs+(>\1—a)t>.

Definindo 0 ) ,
(M c)s+ t

or = det(nl — A) ! T o
) bs + (M —a)
_bs+ (A —a)t

é obvio que @7 = (o7, 7)) satisfaz

“AD; = ADp 4 F Q0
{ T v+ Fr(r) em  Q, (1.13)

U=20 sobre 0f),
onde Fr esta definido em (1.7).

Precisamos agora encontrar os parametros 7" tais que @7 é negativo, sendo portanto uma
solugao de (1.8).

Lembramos que P € L"(2) x L"(Q) com r > N. Sendo assim ®, € C'" x C''" para
algum 0 < v < 1 por argumentos de regularidade eliptica (vide [33]). Entao

det()\ll — A) ¢ e . det()\ll — A) ¢

(M —c)s+ bt o o [y —c)s+ bt 0 o1
e

det()\ll — A) ¢ _ . det()\ll — A) ¢

bs+Mn—at T Mo s+ —a)t |

Seja € > 0 tal que se ||¢p — e1]|cr < € entao ¢ > 0; a fim de obtermos ¢r, )y < 0 precisamos

que sejam validas as seguintes desigualdades:

c—MA)s—bt > tdet(\I — A 1
—bs + (a — A\t >e tdet(A T — A)||[vholcr-

Como g < g < A1 temos que a,c < A\; e entdo as desigualdades em (1.14) serao satisfeitas

da seguinte forma:
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1. Se b > 0:

t < (C _b)\l) S — (Eb)_l det()\ll — A)||¢0||Cl, (115)
t< < b ) 5 — e\ — @)~  det(\T — A)[dy|c. (1.16)
a — )\1
2. Seb=0:
s < —[E()\l — C)]_l det()\ll — A)||¢O||C’1> (117)
t< —[e(n — a)] " det(nT — A)|ollcr. (1.18)
3. Seb<0:
£ (C_bAl) s+ (—eb) L det(\ T — A)l|dollcn, (1.19)
t < ()\ b ) s — (A — a)] "t det(A T — A)||[vholl e (1.20)
1—a

Observe que estamos utilizando o fato que puy < a,¢ < py < A;. As desigualdades (1.15)
até (1.20) representam exatamente as regides descritas na Observagao 3, como querfamos

demonstrar. [ |

Analogamente, podemos enunciar uma proposicao que trata da solucao negativa para o

problema (1.8) no caso das condig¢oes do Teorema 1.2.

Proposicao 1.6. Sob as condicoes do Teorema 1.2 existem duas retas (31, B2 € uma regido
ilimitada S, caracterizadas na Observagao 4 tais que se (s,t) € S entdo (1.8) possui uma

solugao negativa Pr.

Prova. A demonstracao é inteiramente analoga. A tnica diferenca é que agora como
fo > p11 > Ap entao devemos ter a,c > A; e portanto as desigualdades encontradas de (1.15)
até (1.20) ficam invertidas e delimitam a regido S procurada, como descrito na Observagao
4. |

A situacao torna-se um pouco diferente e na verdade até mais simples em se tratando

dos Teoremas 1.3 e 1.4. A préxima proposicao trata simultaneamente desses casos.

Proposicao 1.7. (i) Sob as condi¢oes do Teorema 1.3 existe uma constante Cy > 0 tal

que se t < —CY entao (1.11) possui uma solugao negativa ;.
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(ii) Sob as condi¢oes do Teorema 1.4 existe uma constante Cy > 0 tal que set > Cy entao

(1.11) possui uma solu¢do negativa P;.

Prova. Seja novamente ®, dada pela solugao de (1.12) e considere o problema

~AU = A(x)U +tA(z)®Hx) em Q,
U =20 sobre 0f).

Note ainda que

t
A
M—171

é solugao para o problema acima. Obviamente temos que

t
o, =Py + —— D!
ARG v

resolve (1.11) desde que esta seja negativa. Para tanto observe que
M1

CclxcCt ‘ t

HA?—l

. P, — o4

‘Hq)oHclxcl.

Observemos agora que ®5' = (¢1',47') é tal que 9¢i'/0v, OYi*/ov < 0, onde estamos
denotando 0h/dv a derivada normal interior de h na fronteira de Q. De fato, uma vez que
A Yt > 0ea e L®(Q) e tomando a(r) = mar{a(z),0} + min{a(z),0} = ay(z) + a_(x),
temos
—A¢7 = (a4(2) + a-(2))87 + b)Y = (A + K)éy' > 0
onde tomamos 0 < —a_(z) < K para todo x € 2. Sendo assim, como ¢ > 0em Qe ¢ =0
sobre 9 o Lema de Hopf (vide [33]) garante que d¢:'/0v < 0 para todo x € Q. O mesmo
procedimento pode ser seguido para provar que 9! /0y < 0. Portanto, seja € > 0 tal que
se [|® — ®4||cixen < € entdo ® > 0. Assim precisamos ter
1;Af>0 . 1;Af

||q)()||cl><cl < €.

Portanto, para o caso (i), como 1 < A, temos que ¢t < —71||®¢[|c1xc1 (A — 1) = C} e para
o caso (ii), como 1 > A\, devemos ter t > &7 1||®g|c1c1(1 — A) = Oy, como querfamos

demonstrar. ]

A partir de agora, trabalharemos apenas nas regioes do plano ou da reta estabelecidas nas

proposicoes acima. Daqui para frente, os parametros nessas regioes serao fixados e a partir
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da solucao negativa encontrada, provaremos a existéncia de uma segunda solucao. Quando
nao houver perigo de confusao, denotaremos ® a solugao negativa ®7 de (1.8), para o caso
dos Teoremas 1.1 ou 1.2 ou a solugao negativa ®; de (1.11), para o caso dos Teoremas 1.3

ou 1.4. Considere assim o problema

(1.21)

—AV = A(x)V+VH({(V+®) )+ VG(V+P)y) em Q,
V=20 sobre 0.

Sendo ® uma solugdo negativa do problema (1.3) (em qualquer uma de suas formas
parametrizadas (1.8) ou (1.11)), é facil ver que se V' é uma solu¢ao nao trivial para (1.21)

entdo U =V + ® resolverd o problema (1.3), como queremos.

Portanto, devemos procurar solugao nao-trivial para (1.21). Em [20] e posteriormente em
[24, 43], teoremas de pontos criticos foram usados diretamente para o funcional associado
a (1.21). Nestes trabalhos, os autores encontraram dificuldades técnicas ao tentar provar
que as sequéncias PS obtidas pelo método minimax de fato convergiam para uma solucao
nao-trivial. Tais dificuldades s6 foram superadas ao supor N > 7. Propomos aqui as
ideias e técnicas introduzidas em [9]. Iremos separar os suportes da solu¢ao negativa ® e as
conhecidas funcoes de Talenti, que sao bastante utilizadas ao tratar-se de problemas criticos,
conseguindo assim estimativas mais faceis de trabalhar. Fazemos isso ao “cortar” a funcao ®
criando um pequeno “buraco” nesta fungao e posteriormente trazemos as fungoes de Talenti
para dentro deste “buraco”. Este tipo de aproximagao pode ser feita de forma que o erro

cometido seja de facil controle.

Consideremos
m € N
(1.22)
Ty € Q)
tais que Bym(m) C Q, [®(2)] < C/m, |ei(x)], lea(x)], ... |ex(x)] < C/m (caso estejamos sob
as hipéteses do Teorema 1.2) e |®4!(z)], | P4 ()], ..., |Pi(z)| < C/m (caso sejam consideradas

as hipéteses do Teorema 1.4) para todo € Byjm(2m) e para algum C' > 0. Isto tudo
é possivel uma vez que as funcoes @, e;, P/ sdao todas Lipschitzianas e se anulam em 9
(e portanto podemos escolher m suficientemente grande e z,, suficientemente préximo da
fronteira). Note que uma vez escolhido um primeiro my e seu respectivo ponto z,,,, entao

qualquer m > mg pode também ser escolhido satisfazendo as condi¢es acima.

Mais para frente veremos porque estamos impondo estas estimativas também nas
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autofungoes. Considere entao n,, € C(RY) tal que: 0 <n,, <1, |[Vn,.(z)] <2m e

0 sex € Bym(wy)
() =
1 sex € Q\Bajm(Tm)-

Tome agora (

Fm:(m)
1y

“AD™ = A(x)™ + F™ oin Q, (1.23)

satisfazendo

onde F' é dado no problema (1.3) e A(z) satisfaz qualquer uma das hipdteses dos Teoremas
1.1, 1.2, 1.3 ou 1.4. O que fizemos dessa forma foi “furar” a funcao ¢ de forma que a nova
fungao se anulasse em um aberto de 2. O objetivo, como ja dito, consiste em utilizar-se
deste “buraco” para trabalhar com fungoes apropriadas (as fungoes de Talenti) suportadas

nele. Finalmente, considere entao o problema

—AU = A(z)U+VH((U+®™))+VG(U+P™);)+F—F™ em (,
(1.24)
U=0 sobre 0.

Note que ® — ®™ ¢ trivialmente uma solugao para este problema e se U # ® — ®™ é uma
outra solugdo, entao é imediato mostrar que V' = U — ® 4+ ™ resolve (1.21). Nosso trabalho
consistird em provar que para m suficientemente grande existe tal U, solugao de (1.24), para

qualquer um dos casos dos teoremas deste capitulo.

1.4 Resultados Preliminares

Comegamos estimando o erro criado na aproximacgao feita na funcao ® para o problema

(1.24), ou seja & — ™ ¢ F' — F™. O préximo lema trata desse resultado
Lema 1.8. Para todo m suficientemente grande, existem cq,co > 0 tais que
| — &™| < eym N2, (1.25)

e para todo W= (11,1) EE,

/Q(fl — S |+ < o [Wlm N2, (1.26)

= 1y
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Prova. Para (1.25), precisamos provar que [l — @™ || g < em™ N2 e |l =™ || g < em™ N2,

Mas este é exatamente o caso escalar que foi provado em [9] e nos referimos a este artigo
para os detalhes.

Para (1.26), precisamos apenas observar que uma vez que ® — ®™ resolve o problema
(1.24), entdo para cada ¥; € HJ () temos

= e

[ Vo= —a [ e =t [ G-

e portanto, a desigualdade de Hélder, os teoremas de imersao de Sobolev e (1.25) nos dao

R

< e[l ggm=72.

O mesmo pode ser feito para

/Q(f2—f§n)¢2 :

Vamos agora destacar algumas das propriedades mais importantes (e que iremos usar) das

fungoes homogeéneas. Seja o > 1 e L uma funcao diferencidavel a— homogénea positivamente
definida em R?, i. e., L(As, A\t) = \*L(s,t) para todo A > 0. Entao temos

e (Lema de Euler) Para todo s e t € R,

sLg(s,t) +tLi(s,t) = aL(s,t); (1.27)
e Seja
My, = sup{|L(s,t)| : |s|* + [t|* = 1}. (1.28)
Entao
| L(s, )| < Mp(|s|* + [¢]") (1.29)

e existe (sg,tg) € R? tal que

Sol® + [t =1
sl + )
|L(s0,t0)| = Mp;

e L, e L,sdao a— 1 homogéneas (positivamente).

Dado € > 0 considere a funcao

uc(z) =

(N-2)/2
_WWN—%] | (1.31)

€2 + |x|?
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E sabido que u, realiza a melhor constante da imersao de Sobolev H LRY) c L?(RY) dada

por

[
S = inf —¢. (1.32)
w0 [[ulf3-
Definamos agora a seguinte constante
2
Sy = inf [, o) — (1.33)
(wa)eEVO} ([ H (u, v)) /
Tal definigao é possivel devido a (1.29) aplicada a H.
Considere a fungao 2—homogénea (positivamente) dada por
H(u,v) = H(u,v)¥?". (1.34)

O proximo resultado mostra uma relacao entre S e Sy que sera usada na demonstracao dos

resultados principais deste capitulo.

Lema 1.9. (de Morais Filho-Souto, [25]) Seja H dado em (1.34) e Mg como em

(1.28). Se H satisfaz (1.5) entdo

1

|

Tomemos (,,, € C3°(B1/m(Tm), [0,1]) uma sequéncia de fungoes “cut-off” tal que ¢, =1

em B2 (Tm) € ||Gnlloo < 4m e definamos
ul™(x) = () uc(z — 7). (1.35)

Esta sequéncia de fungoes suportadas dentro do “buraco” que foi feito na solugao negativa ¢
servird para provar que o funcional associado ao problema (1.24) satisfaz uma certa geometria

adequada. Precisaremos de algumas estimativas devidas a Brezis-Nirenberg:

Lema 1.10. (Brezis-Nirenberg, [7]) Fize m € N. Entao,

1. gy = SM2 + O(eV-2);
2. |lum||3 = SN2 + O(eV);

8. ||u™|3 = Ke* + O(eV~2) se N > 5;
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4o |um||k > KeN-N=2k/2 parg todo € < 1/2m e k > 1.

Para m — oo e € = o(1/m), temos também (vide [32])
5. w3y = SM2 + O((em)V=2);

6. ||[um||3 = SN2+ O((em)™).

Citamos [9] para uma demonstracao do item (4).

Lembramos que o espago de fungoes considerado para o estudo dos problemas serd
E = H}(Q) x H}(Q) munido da norma usual

o) = HlallZs + ol

No restante desta sessao, apresentamos alguns resultados que utilizaremos para o problema
parametrizado (1.11), que estd sob a condicao (As). Precisamos de algumas estimativas
com respeito aos autovalores A\i que sdao andlogas aquelas conhecidas para os autovalores
do —A sob condigao de fronteira de Dirichlet. Para detalhes a respeito de como obter tais
desigualdades vide [12, 19, 27]. No caso das condigoes (A;) ou (As), utilizamos os resultados
classicos envolvendo a sequéncia de autovalores 0 < \; < Ay < ... do operador —A e suas

autofuncoes e, es ... e definimos

Hy=1{0
o = {0} (1.36)
Hy, = span{(e;,0), (0,e:); 1 <i < k}.
E bem conhecido que para todo k > 1 temos
V| < )\k/(V, V)ge, para todo V € Hy
¢ (1.37)

|V]?* > )\k+1/Q(V, Vg2, para todo V € H;.

Considerando a hipdtese (Asz), a geometria de Linking serd provada utilizando uma

decomposigao diferente de E = H) @& Hj-. Denotando

Ey = {0},

(1.38)
E, = span{®%, ... &1
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entao para qualquer k > 1 sao vélidas as seguintes desigualdades andlogas a (1.37):

IV]? < )\f/(A(x)V, V)gz, para todo V € Ej

@ (1.39)

V2 > Ny /(A(m)V, Vg2, para todo V € Ej.
Q

1.5 Demonstracoes dos Teoremas

Primeiramente, comecemos determinando a estrutura variacional que sera adotada.

Definimos em E o funcional associado a (1.24). Seja

%/Q(A(:):)U, U)ge —/QH((U+®’”>+>

—/QG((U+<I>m)+) _/Q(F_quU)RQ-

1
IO = 5V -

Omitimos a dependéncia nitida de J = .J,, com o objetivo de “limpar” as notagoes na
apresentacao do trabalho e cientes que perigos de confusao serao evitados. Lembre-se sempre
que faremos uma abordagem tnica nas demonstracoes dos Teoremas até quando for possivel,
fazendo as distingoes apropriadas quando necessario. Devemos encontrar pontos criticos para
o funcional J. Para tanto, comecamos provando que este funcional satisfaz as condicoes
geométricas do Teorema do Passo da Montanha (vide [3]) para o caso dos Teoremas 1.1 e
1.3 ou o Teorema de Linking (vide [45]) para o caso dos Teoremas 1.2 ¢ 1.4. Uma vez que
temos crescimento critico, faremos uso das hipdteses geométricas destes teoremas apenas para
garantir, via principio variacional de Ekeland, a existéncia de uma sequéncia PS associada a
J (isto é, uma sequéncia (U,,) € E tal que J(U,) — ce J'(U,) — 0). O que faremos depois
é provar que esta sequéncia PS converge para um nivel de energia ¢ suficientemente baixo,

evitando os niveis de nao compacidade do funcional J.

1.5.1 Geometria do Passo da Montanha

Nesta subsecao, iremos provar que se estamos sob as condi¢oes dos Teoremas 1.1 ou 1.3 entao

podemos provar que J satisfaz as condigoes geométricas do Teorema do Passo da Montanha.

Teorema do Passo da Montanha (sem a condicao de Palais-Smale): Seja F um

Espaco de Banach e J € C'(E;R). Seja B, = {x € E ; ||z|| < r}. Suponha que J satisfaz
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(a) existe r > 0 tal que J(v) > 0 para todo v € 0B,.
(b) existem w € 0B; e R > r tais que J(Rw) < 0.

Entao é possivel construir uma sequéncia PS no nivel ¢ > § definido por

¢=inf sup J(w
VET yeu(E) ( )

onde T ={ve C(E,E):v(0)=0ev(Rw)=Ruw}.

Faremos isso nos dois lemas que seguem.

Lema 1.11. Sob as hipoteses do Teorema 1.1 ou 1.3, existem r, d > 0 tais que
J(V) > 0 para todo V € 0B,.(0).

Prova. Tomando V = (v, w) € E se supomos (A;) entdao por (1.4) temos
VI - [ vy (1-2) e o (1.40)

e analogamente se supomos (Az) e 1 < A entdo por (1.39) temos

WW—Ammwmwz@—ﬁ)WWzWWR (1.41)

1

Assim, lembrando das desigualdades (1.29) para H e G e (1.26), temos

J(V) ZC||V||2_/Q H((U + ™)y, (w+ wm)+) —/ G((U + "), (w+ ¢m)+) —Cm N2V ||

Q

>CIVI? = CIVIF = CIV|P = Cm= 2|V,

para qualquer um dos casos (1.40) ou (3.7). Uma vez que podemos controlar o termo de
menor ordem tomando m suficientemente grande, o Lema fica demonstrado. Além disso, é

importante observar que tais r, 0 > 0 sao independentes de m grande. [ ]

Devemos agora encontrar W € E e R > 0 tais que ||RW| > r e J(RW) < 0. Para o
caso escalar é padrao escolher u., uma vez que sera na sua direcao que seremos capazes de

“trazer para baixo” o nivel do minimax do funcional J. No nosso caso, estamos trabalhando
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com um termo critico diferente do tradicional e a relagao entre S e Sy dada no Lema 1.9

sugere que tomemos
U = (", ) (1.42)

onde v,k > 0 sao constantes nao-negativas satisfazendo

(1.43)
H(’ya '%) = Mﬁ

e u™ definida em (3.8). Aqui, H e Mz estao definidos em (1.34) e (1.28) aplicado a H.

Lema 1.12. Sob as hipoteses dos Teoremas 1.1 ou 1.3, considere r dado no Lema 1.11.
Ezxiste Ry > 0 tal que ||RoU™|| > 1 e

J(RU™) <0 para todo R > Ry.
Prova. Primeiramente note que
/(Fm,sUEm)Rz =0 VseR
Q

e isto pode ser provado notando-se que F = —A®™ — AP™ e supp®™ N suppU™ = 0.

Na desigualdade abaixo, enfatizamos a importancia de separar os suportes de ®™ e U™.
Mais precisamente, uma vez que estas fungdes possuem suporte disjunto, vale a seguinte
igualdade:

[ H @ o7 (R 4 67)) = R HOuw) [ @)
Q Q
Sendo assim, as estimativas I e 2 do Lema 1.10, nos dao

2
J(RU™) < ot / |Vu™? — CR* / (u™)?* +CR
2 Jq Q (1.44)

< CR+CR*-CR?.

Portanto, podemos tomar R, suficientemente grande para que J(RU!™) < 0 para cada
R > Ry. [ |

Podemos entao definir o nivel minimax do funcional J associado ao problema (1.24),

tanto sob as hipdteses do Teorema 1.1, como supondo as condig¢oes do Teorema 1.3.

¢=inf sup J(W) (1.45)
VeT ey (E)
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onde T ={veC(E,E):v(0)=0ev(RU™ = RU"™}, R dado no Lema 1.12.
Portanto, existe uma sequéncia (V,,) C E tal que J(V,,) —ce J'(V,) — 0.

O proximo resultado mostra que tal sequéncia deve ser limitada.

Proposicao 1.13. A sequéncia PS (V,,) obtida a partir dos Lemas 1.11 e 1.12 € limitada

em F.

Prova. Denote V,, = (v1,, v2,,). Um calculo direto com o auxilio das relagoes (1.27 para H

e G, H3, GG3) nos mostra que

1, 2 m 1 m m
J(Vn)_§J(Vn)Vn_m/QH((Vn+(I) )+) _i/g;Hu((Vn_‘_(I) )+)¢
1 m m p m

—§AHU<<Vn+@ by + (5—1>/QG((Vn+<I> 4)

-3 | Gt om0 =5 [ G+ o

1
——/(F—F’”,Vn)Rz
2 Ja

Note, no entanto, que ®™ < (0,0). Sendo assim, uma vez que |J(V,)] < C e
|J (Vi) Vi| < C||Viu||, temos, fazendo uso de (1.26, Hy, Gy),

/ H((V, + ™)) + / G((V + ®™)1) < C1 + Cal Vil (1.46)

De forma inteiramente analoga, podemos ainda obter as seguintes estimativas:

/H (Vi +0™), )™ < Cy + Co|[Vall:
/H L) W < Cy 4 o[V

(1.47)
/ (Vo £ 8™ )™ < Cy + CollVal

- / Go((Vy + &™) )™ < Cy + Cal Vil
Q
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Observe agora que a partir de (1.40, 3.7 e 1.27) temos
WV 2 CIVIF =2 [ H(Wat )0 + [ Hu((Vi+ 876"
w [ emgen s [ G e
= [ G+ omgem = [ G+ 80 = [ (F =P Ve
Sendo assim, por (1.46, 1.47 e 1.26) vemos que
IVall? < Ci+ Gol[Vall,

o que completa a demonstracao. |

1.5.2 Geometria de Linking

Esta subsegao esta dedicada a provar que o funcional associado ao problema (1.24) sob as
hipoteses dos Teorema 1.2 ou 1.4 possui as condig¢oes geométricas do Teorema de Linking.
Provaremos também que a sequéncia PS do nivel minimax definido por essa geometria é

limitada.

Teorema de Linking (sem a condigao de Palais-Smale): Seja £ um Espaco de Banach.
Suponha que £ =V @ W, onde V é um espaco de dimensao finita e J € C'(E;R). Seja
B, ={z € E; ||z|| <r}. Suponha que J satisfaz

(a) existem constantes p, 3 > 0 tais que J‘aBan >
(b) existem w € 0B NW, a < f e R > p tais que se
Q:=(BrnV)@® {sw; 0<s< R}
entao J‘{)Q < a.
Entao é possivel construir uma sequéncia PS no nivel ¢ > 3 definido por

¢= inf max J(7(u))

onde I' ={h € C(Q,E) ; h(u) =useuec dQ}.
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Naturalmente, a decomposicao de E = H}(Q) x H}(Q) que utilizarfamos seria F =
H,, @ Hi onde Hy, estéd definido em (1.36) para o caso do Teorema 1.2 ou E = Ej & Eir com
E). definido em (1.38) para o caso do Teorema 1.4. Porém tais decomposigoes tornam dificil o
trabalho de estimar o funcional J aplicado em termos como V 4+ U™ com V € HyouV € Ej.
A ideia consiste em notar que se tivéssemos os suportes dessas funcoes disjuntos, entao as
estimativas necessarias para provarmos as hipdteses (a) e (b) dadas no teorema acima seriam
muito mais faceis de serem obtidas. O que faremos portanto é novamente criar “buracos”
nas autofuncoes de Hj; ou Fj criando aproximacoes destas autofuncoes cujos suportes se

separem do suporte de U™.

Considere entao m e x,, dados em (1.22) e (,, € C®(RY) tal que: 0 < (, < 1,
IVin(x)] <2me

Cm(x) =

0 sex € Bym(am)
1 sex € Q\Bs/m(Tm).

Defina portanto
ezm = (m€;
O} = (n®;'
e considere os seguintes espacos de dimensao finita
H" = span{(e;",0),(0,e/"); 1 <i<k
7= span{(70), (0,7 ) s
El' = span{®"; 1 <i < k}.

Valem entao as seguintes estimativas

Lema 1.14. Se m — oo entdo e — ¢; em H}(Q) e ®" — &4 em E para todo 1 <i < k.

Além disso para todo m suficientemente grande, temos
c
(i) Emiste ¢, > 0 tal que ||[V]|* < <)\k + —kN> / \V|?, para todo V € H}".
m Q

Ck

(i) Emiste ¢, > 0 tal que |[V]|* < ()\f + m) /Q(A(x)V, Vg2, para todo V € E}".

A demonstracao deste Lema pode ser feita seguindo passos inteiramente analogos aqueles

encontrados em [32].

Observe que como e — ¢; e ®" — &4 temos que para m suficientemente grande

podemos tomar as seguintes decomposigoes (que nao serao ortogonais) de E: Para o caso do
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Teorema 1.2, E = H" & Hj- e para o caso do Teorema 1.4 podemos escolher E = E" & Ei-.

Iremos provar a geometria de Linking para J com respeito a cada decomposicao.

Lema 1.15. Sob as condicoes do Teorema 1.2 temos que 0 € minimo local para J restrito a

Hi-. Se supomos as condigoes do Teorema 1.4 entio 0 é minimo local para J restrito a Ej-.

Prova. Se supomos (A3) entao temos
V]2 - /Q(AV, Ve > (1 - ﬁ) V]2 > C|[V|]? paratodo V € H (1.49)

e analogamente se supomos (A43) e Aj! < 1 < A, ent@o por (1.39) temos

1
HVII2—/(A(:C)V, Vg > (1= —— | [VI* > C|IV]* (1.50)
Q )‘k+1

Assim considerando V' € Hi- para o caso das hipéteses do Teorema 1.2 ou V € Ei- caso

suponhamos as condi¢oes do Teorema 1.4, de maneira idéntica ao Lema 1.11 temos

IV) 2OV [ H((0+ ) (0 0n)) = [ G0+ 6 w5 ) O V]

>C|VI? = CIVIF = CV|P = em™ ||V,

para qualquer um dos casos (1.49) ou (1.50). Uma vez que podemos controlar o termo de

menor ordem tomando m suficientemente grande, o Lema fica demonstrado. |

Observacao 7: Da forma como escolhemos H[" e E}", dados em (1.48), podemos mostrar

que para qualquer s > 0 temos
J(V +sUM™) = J(V)+ J(sU™) paratodo V € H" ouV € EI". (1.51)

Este fato sera muito ttil e facilitara varias estimativas necessarias mais a frente. Obviamente,
utilizamos crucialmente o fato que os suportes das autofungoes “furadas” e o suporte de U™

sao disjuntos.

Prova de (1.51): Mostraremos apenas que
/H (V + sU™ + &™), /H (V + &™), /H (sU™ +d™),)
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pois 0 mesmo argumento funcionard para . Para os termos restantes do funcional J a

demonstragao é evidente. Uma vez que supp(V + ®”) Nsupp(U™) =0 e o™ < (0,0) temos

/H((V+sU§”+<I>m)+): H(V+sU"+0™) )+ | H(V+sU"+0™)y)

supp(V +™) supp(U™)

H((V +@™) )+ [ H((sUM)4)

supp(V+dm) supp(U™)
/H (V + &™), /H (sU™ + &™),

como queriamos. |

Fixemos m suficientemente grande para que seja verdadeiro o Lema 1.15 e

H1 1
—_—— —1 —— —1)]>0.
(Ak+ck/mN )’ ()\f+ck/mN )

Definamos agora os conjuntos

Pl = (BgnH]") @ {sU"; 0<s <R} (152)
QF = (Brn E") @ {sU™; 0 < s < R}. '

Assim como no caso da Geometria do Passo da Montanha, escolhemos W = U™ dado
em (1.42) como diregao a seguir na demonstragdo da Geometria de Linking. Observe que
temos U™ ortogonal a Hj" e E". Porém, vemos que U™ nao pertence ao espaco Hi ou Ej.
No entanto, uma vez que 0 é minimo local de J restrito aos espagos Hi- e Eif e J(sU™) — 0

quando s — 0, tal geometria pode ser obtida ao provarmos o seguinte lema:
Lema 1.16. Dado € > 0 existe R, > 0 tal que

(i) Sob as hipdteses do Teorema 1.2, se V € OPe entio J(V) < 0.

(ii) Sob as hipdteses do Teorema 1.4, se V € 0QEe entao J(V) < 0.
Além disso R, — oo se € — 0.

Prova. Uma vez que temos (1.51), comecamos estimando separadamente J(V'), para todo
Ve H ou E" e J(sU™) com s > 0.
Observamos aqui que escolhemos as fungoes cut-off 7, para gerar a fungao ™ e fungoes

cut-off levemente diferentes (,,, para “furar” as autofuncoes em Hj e FE,. Da forma como
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foram escolhidos estes cut-off’s, temos ®™ = ® em supp(V') para qualquer V € H™ ou EF.

Sendo assim, sempre teremos [,(F — F™)V = 0 pois F" = F' em supp(V'). Obtemos entao

1

V) =3WVIE =5 [ (A@ViVie — [ (# +6) +a7)
1

IVIE=3 [ (A@VV)ee

para qualquer V' € H;* ou V € EJ*. Nas hipéteses do Teorema 1.2, tomamos V € H]" e

notamos que pelo Lema 1.14 temos

1 1
(Mv>s—mw2——u3/{vﬁ

2 2™

1 H1 2
<-l1-— VI-.

<5 (1- 5 ) VI

Analogamente, sob as condigoes do Teorema 1.4, tomamos V' € E* e fazendo uso do Lema

1.14 vemos que
1

V) <5 IVIE =5 [ AV ke

1
—2
1 1

< (1-— ) VI~
<5 (1= e ) IV

Como 1 > A\, e 1 > M\ por hipéteses, podemos tomar C; > 0 tal que
L —1
>\k + ck/mN
L 1
)\? + ck/mN

para todo m suficientemente grande. Portanto, fazendo sempre a distingao necessaria dos

Cl<

espagos considerados (H]" para o Teorema 1.2 e E}J* para o Teorema 1.4) temos que
J(V) < —Cy||V||? para todo V € H" ou E}". (1.53)

Ja para sU", uma vez que

€

/ (F™, sU™)g2 =0 Vs € R,
)
pois supp(®™) N supp(U™) = (), temos

J(sUm) < a{/Wﬂ%—Hmwwf/wmf+Ca (154)
Q Q
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Seguindo argumentos tradicionais, quebramos OP e dQE em trés diferentes conjuntos,

cada. Consideramos
OPR =P UP,UP;

IQE = Q1 U QU Qs,

onde
P, = H"N By
P, ={V + RU"; VGH,Z”HB—R}

€

Py ={V+sU"; Vel |[V|=Re0<s<R}

€

e 1, @2, @3 definidos de maneira andloga, apenas substituindo E}* por H;" nas defini¢oes

aclima.
Se V€ Py ouse V € () temos por (1.53) que J(V) < 0 para todo R > 0.

Se W e Pyouse W € Qg entao W =V + RU™ e por (1.53) e (1.54) temos
JW) =J(V)+ J(RU™)
<CR? / VU — H(y, 5)RE / (W™ 4+ CR
Q Q
= — C1R2* + 02R2 + CgR + C4€N_2

onde utilizamos os itens I e 2 do Lema 1.10. Portanto, J(W) < 0 para todo R

suficientemente grande (independentemente de € pequeno) e para todo W € P, ou Qs.

A estimativa mais delicada é feita em P3 e Q3. Se W € Py ou W € ()3 temos que
W =V +sU" com ||[V||=Re0<s<R. Dal temos, novamente por (1.53) e (1.54) e pelo
Lema 1.10,

JW) =J(V) + J(sU™)
< OR 4 Cys? / Va2 — H(y, 5)s? / (W™ +Cs
0 Q
< — O R* 4 SN2 (Cys® — H(vy, k)s¥ ) + Cu520(e¥72) — H(v, k)s¥ O(eY) 4 Cs

< — OYR?+ CoR+ Cs + CyeV 2R

Tomamos portanto R, = max{R ; —CyR%+ CoR + C3+ C4eV"2RY = 0}. E facil ver que R,

existe e que R, — oo se € — 0. ]
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Para cada um dos Teoremas 1.2 ou 1.4, podemos definir o nivel minimax da geometria

de linking do funcional J. Para as hipéteses do Teorema 1.2 defina

¢y =inf max J(W) (1.55)
Vel Wey (P
onde I' = {h € C(PE E); h(u) = useu € OPE} e para as condigoes do Teorema 1.4
defina

¢y = inf max J(W), 1.56
’ YEl Wey(Qrke) W) (1.56)

com I' analogamente definido.

Para finalizar esta subsecao, resta-nos demonstrar que as sequéncias P.S obtidas nestes
niveis minimax sao limitadas. Vale a pena observar aqui que a hipodtese adicional que
impomos na criticalidade H para os Teoremas 1.2 e 1.4 s6 serao necessarias neste proximo
resultado. A técnica que utilizamos para provar que as sequéncias PS sao limitadas requer
que controlemos a norma L?>" de cada componente u, e v, das sequéncias PS dadas por
Vi = (U, vy).

Proposicao 1.17. As sequéncias PS dos niveis minimazx dados em (1.55) e (1.56) sao

limitadas.

Prova. Seja (V,,) = (un,v,) C E tal que J(V,,) — ce J'(V,) — 0, onde ¢ = ¢; sob as
hipéteses do Teorema 1.2 ou ¢ = ¢ sob as hipdteses do Teorema 1.4. As estimativas (1.46)
e (1.47) obtidas na Proposigao 1.13 s@o obviamente véalidas também aqui, uma vez que ao
fazermos J(V,,) — (1/2).J'(V,,)V,, nds ignoramos a parte linear do funcional. Note agora que

dessa forma, a hipotese adicional para a criticalidade H nos Teoremas 1.2 e 1.4 implica que
/(un + gom)i + / (v + Q/Jm)i < C1+ Co||Val- (1.57)
Q Q

Suponha entao agora que estamos sob as condi¢oes do Teorema 1.2. Entao temos A(z) = A
constante e A\ < p1 < g < Ag. Tomemos entao a decomposicao £ = Hj + Hkl dada em

(1.36). Assim, seja V,, = V¥ + VI tal decomposicio. Vemos que

J(VaVE = VE[2— / (AVE VE)ga— / (V(H +G) (Vi + ™)), VF)ga— / (F—F™ VP
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Logo fazendo uso de (1.37), (1.4), (1.26) e (1.29) para as funcoes H,, H,, G, e G,, temos

241 k(2
——1) |V
(Ak )n g

< JVVE - / (V(H + G) (Ve + B™), ), VE)g — / (F — F™ VP

< [ (4 G+ 0™+ [ (F+ GV + )+ GV
<t ([ o+ b+ [ (0

o s e Ry AR )

i M, ( [ttt + [ o+ ¢m>ﬁ‘1|u,’2|)

M, ( [+ et + [ o +w>ﬁ-1|v:§|) LalvA.

Utilizando desigualdades de Holder e Young e as imersoes de Sobolev vemos ainda que

M1 k|2
— 1)V
(5= 1) e

2 2(2*% -1) 2(2% —1)
2% 2% 2%
< oW+ 2e ([ 1) S0 [t ) T (e emt) )
Q Q Q
2 2(2% —1) 2(2% —1)
k2* - my\2* - m\2* >
+ My, 2€</|’Un ) + C. </(un+<p )+> +</(vn+¢ )+) )
Q Q Q
2(2*;*P+1) 2(1;;1) 2(1;:1)
+ Mg, | 2¢ (/ |ufl|2*2p+1) +C. (/ (un + gOm)?:) + </ (Un +1pm)?:) ])
Q Q Q
2(2*;*P+1) 2(1;:1) 2(1;:1)
+ Mg, | 2¢ (/ |Uﬁ|2*2p+1> +C. (/ (un + gOm)?:) + </ (Un +1pm)?:) ])
Q Q Q
2% 2%
< i+ | ([anren) T+ ([onrem)
Q Q
2(p—1)

o) o)™

+Cy




Tomando € suficientemente pequeno e levando em conta (1.57) deduzimos que

2(2* 1) 2(p—1)

VAP < GlIVE + Co (L4 IVl + Cs (L + IVl ™2

De forma completamente andloga podemos também estimar |V1||, concluindo que

2(2% —1) 2(p—1)

IVaIl? < CLllVE I+ Co (L IVal) ™7 + Cs (14 [[Val) ™2

Somando-se estas duas ultimas estimativas, obtemos

2(2% —1) 2(p—1)

Mas
2(p—1 2(2F — 1
b2 220,

e portanto ||V,,|| deve ser limitada, como queriamos.

A demonstracao do caso do Teorema 1.4 é praticamente idéntica. A unica diferenca
consiste em tomar a decomposigao apropriada do espago E = Ej @ Fj- onde Ej ¢ dado em

(1.38). As estimativas da parte linear do funcional J sdo feitas utilizando as desigualdades
(1.39) ao invés de (1.37). [

1.5.3 Controle do nivel minimax

Os argumentos que utilizamos no restante do capitulo sao validos para todas as diferentes
hipéteses nos Teoremas 1.1, 1.2 ,1.3 e 1.4. Portanto, uniformizamos entao a notacao: (V)
sempre denotara qualquer uma das sequéncias PS obtidas nas subsecoes anteriores, bem
como o nivel ¢ denotard qualquer um dos niveis minimax dessas sequéncias, obtidos seja
via Passo da Montanha, seja via Linking, e definidos em (1.45), (1.55) e (1.56). Como
costume, uma vez que V,, é limitada podemos supor entao (passando a uma subsequéncia,
se necessario)
V, =V eFE e ||V, —V]| convergente.

Lembrando que H, e H, sao (2* — 1)—homogéneas e G, e G, sao (p — 1)—homogéneas, por
argumentos tradicionais podemos provar que V = (v, v2) deve ser uma solucao de (1.24).

Precisamos, no entanto, mostrar que V # &7 — @™,

Notemos que obviamente nao temos necessariamente V,, — V em E. O primeiro passo
consiste em provar que o nivel J(V') difere do nivel ¢ proporcionalmente a “distancia que a

sequéncia (V},) fica de V7. Esse é o resultado contido no préximo lema.
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Lema 1.18. Seja K := lim,, .o, ||V, — V||*. Entao

ﬂm+5=a

I (1.58)

Além disso, se K > 0 entio K > (1/29)™=2/28N2 "onde Sy é dado em (1.33).

Prova. Comecemos mostrando alguns fatos preliminares. Todos eles sao consequéncias

diretas da convergencia fraca V,, — V:
(1) Utilizamos um resultado devido a de Morais Filho - Souto [25] o qual é uma extensao do

Lema de Brezis-Lieb (vide [6]) para fungoes homogéneas. No nosso caso, garantimos que

/H (V, + ™), /H (V + &™), /H (Vo = V)4) + o(1).
(2) Uma vez que E é espago de Hilbert, temos

IVall? = Ve = VI + IV + o(1).
(3) Sendo p < 2* também obtemos

/G (Vo + @™y /G (V+2™),) 4+ o(1).

(4) Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e lembrando que H, e H, sao

(2* — 1)—homogéneas e G,, ¢ G, sao (p —

/H V4 @),

Q

LGAWH@WhMm

Aamw+®%m¢

1)—homogeéneas, deduzimos que

o = [ + 8707+ of1)
o = [ H + @7 0m o)
= [ Gutv + e+ o)

= /QGU((V + @) )Y™ 4 o(1).

Agora, uma vez que J'(V,,) — 0, temos

VAll = [ (Vi Vi + [

Gwa+wm»+/aam~4wnwm

-2 [ - [

w+@%g¢%gém«m+®wnwn

Q

+/QGU((Vn + Q") )Y — /Q(FT —EP Vi)ee = o(1).
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Invocando (1), (2), (3), (4) e J'(V)V = 0 na equagao acima, vem
1V, = V|I? :2*/Q H((V,, = V)y) +o(1). (1.59)

Similarmente, a partir de J(V,,) — ¢, (1), (2) e (3), vemos que
c+o(l) = J(V)+%||VN—V||2—/QH((VH—V)JF). (1.60)

Dai obtemos (1.58) de (1.59) e (1.60).

Para finalizar essa demonstracao, suponha K > 0. Entao, por (1.59),

N-—-2
N 1 N2
V= V17 2 S ([ H(OL=7)20) T = Sl = VIE+o(0)
Q
¢ tomando n — oo temos K > (1/2%)V-2/28N2 como querfamos demonstrar. [ |

A partir de agora, assim como em [9], serd conveniente tomar 0 < d < 1 (que serd
escolhido mais precisamente posteriormente) e € = 1/2m. Isto facilitard a obtencdo das

estimativas necessarias; notamos que essa escolha de € é necessaria para que possamos utilizar

os itens (4), (5) e (6) do Lema 1.10 .
Lema 1.19. Fize ¢4 = 1/2m. Entdo
J(® — ™) < Ce™.
Prova. Por definicao, vemos que
[ e —jo-omp - [ (e - om0 o),
Logo,
J(® — &™) :%Hcp _om|2 - %/Q (A(z)(® — ™), B — &™), — /Q(F o S
sl =" =5 [ (Aw@-am.0—am),,
- (le-ame - [ (e - om0 -am),,)
- % (||c1> —d™* — /Q (A(z)(® — @™), P — @m)Rz)
<Cle - o>
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Consequentemente, temos por (1.25)

J(® — ™) <Cm™N < Ce™N,

Seja e > 0 tal que

1 1 1
-+ —-—4+=-—=1 1.61
e+r+2 ’ ( )

onde r > N é dado em (1.6). Isto implica que 2 < e < 2*.

O proximo resultado demonstra que os niveis minimax estao limitados por cima por uma

constante que serd crucial para demonstrarmos que V # & — @™,

Proposigao 1.20. (i) Suponha N > 6. Se e/N <d <1—2/(N —2) entao

(1/2*)(N—2)/2

N Sg/z — Cé.

(ii) Suponha N =3,4,5. Se 2*—p<d<p/2—2/(N —2) entdio
(1/27)N=2/2 GN/2 _ 1 N-(N-2)p/2
N 1 ‘
Prova. Notamos inicialmente que a estimativa (1.44), apesar de ter sido obtida sob as

hipéteses dos Teoremas 1.1 e 1.3, é igualmente valida nas condicoes dos Teoremas 1.3 e 1.4.

De posse desta, para cada € > 0 podemos escolher s, > 0 tal que

sup J(sU™) = J(s.U™).

s>0

Além disso, podemos provar que s, > [ para algum [ > 0 e para todo € > 0. Sendo assim,
note que para ¢ definido em (1.45)
c < J(sUM).

Além disso, observe ainda que J(V) < 0 para todo V € HE ou todo V € EJ*. Portanto, se

¢;comi=1oui=2¢édado em (1.55) ou (1.56) e utilizando (1.51) temos

¢ <sup{J(V+sU"); VeVl s>0}
=sup{J(V)+ J(sU™); VeV s>0}
<sup J(sU") = J(s.U™),
s>0
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onde V" = H"sei=1e V" = E"sei=2.

Consequentemente, precisamos apenas mostrar que

(/22 o

N Cé? se N > 6;
T o,
TSH — CeNTWN=P2 go N =345,

Entao, fixe e > 0. Utilizando o Lema 1.10 nos itens (5) e (6), (1.43) e a relacdo (1.61) temos

2
Se

T < S0+ ) [ [V = s ) [
( / |7f1+mfz\uem) O3+ Gl D)
< (% - H0.0) 189+ O((em) )

+ OByl e[|z = O (w153 + G (v, ) [l 7).

Agora tomemos
2

fr) = % 2 H(y, K).

Podemos provar que f atinge seu maximo em

1 (N—2)/4
e (2*H<% m) ‘

Portanto, devido a escolha de v e k em (1.43),

160 < 100 = sz, e = () N (577)

Utilizando essa ultima desigualdade na estimativa sobre J(s.U") acima, e lembrando o Lema

o=

1.9 obtemos

(1/2*)(N—2)/25g/2
N
= C (a3 + Gy, ) [u[5)-

J(sU™) < + Cy(em)V 72 + Com™ N ||u||

(1.62)

A partir de agora distinguimos os casos N > 6 e N = 3,4, 5.

Se N > 6.

40



Nao iremos precisar de G(v, x)|[u"||} em (1.62). Invocando o Lema 1.10 nos itens (3) e

m

m||2 < K€%, onde lembramos que tomamos

(4) (onde escolhemos k=2) vemos que Kje? < |lu

¢t = 1/2m. Inserir estas relacoes em (1.62) implica que

1/2*)(N—2)/2Sg/2
N

Dessa forma, tomando e¢/N < d < 1 —2/(N — 2) (possivel apenas se N > 6) temos

+ Cl€(l_d)(N_2) + C2€1+dN/e o C€2.

J(smy < b

(1—d)(N —2),1+dN/e > 2 o que significa que para € suficientemente pequeno podemos
escolher C' > 0 tal que J(s.U™) < (1/2*)(N_2)/255/2/N — C¢?, demonstrando (i).

Se N =3,4,5

Neste caso, descartamos o termo |[u™||3 em (1.62). Note que a hipdtese adicional (Gy)
garante que G(v, k) > 0.

Para as dimensoées 3 e 4 nao podemos usar o Lema 1.10 item (3). No entanto, precisaremos

apenas que |lu*||s < C. Utilizando dessa vez o Lema 1.10 item (4) com k = p, concluimos

* _ N/2
(1/2 )(N 2)/2SH/

J(S Um) < + Cl€(l_d)(N_2) + C2€dN/e . CEN—(N—2)p/2
eUe ~ N .
Isto prova (ii) apenas se (1 —d)(N —2), dN/e > N — (N —2)p/2, isto é, temos que escolher
d tal que )
p
—p<d<z———
P 2 N-2
e isto pode ser feito devido a condigao (Gy). [

1.5.4 Conclusao das demonstracgoes

Sé falta-nos demonstrar que V' # ® — ™ onde V é o limite fraco da sequéncia PS no
nivel minimax ¢. Observamos que se tivéssemos K = 0 (K dado no Lema 1.18), significaria
que (V},) convergia para V fortemente em E e portanto J(V') = ¢. Sendo assim, poderiamos
escolher ¢ suficientemente pequeno para que J(V) =¢ > § > Cet™ > J(Op — ™), devido
ao Lema 1.19, o que provaria que V # & — ®™. Logo, suponha K > 0. Se V = & — o™
temos, pelos Lemas 1.18 e 1.19

(1/2*)(N_2)/2SNH/2 av _ K =
J— < - f—
N Ce N +J(V)=¢
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mas o Lema 1.20 nos diz que

* _ N/2
(1/2 )(N 2)/2SH/

N —Cé
c <
o\ (N—2)/2 oN/2
(1/27)N-2/2 g7 _ N (N-2p/2
N

E isto é impossivel devido a escolha de d no Lema 1.20.
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CAPITULO 2

PROBLEMAS DE
AMBROSETTI-PRODI PARA
SISTEMAS CRITICOS EM
DIMENSAO 2

2.1 Introducao

Dedicamos este capitulo a estudar uma versao para o caso exponencial em dimensao 2 do
problema (1.1). Nosso objetivo consiste em reproduzir aqueles resultados para uma classe
de problemas com crescimento exponencial subcritico e critico. Baseados no trabalho de

Calanchi-Ruf-Zhang [10], consideramos o seguinte problema

—Au = a(x)u+b(z)v+ Hy(x,ur,vi) + fi(z) em Q,
—Av = b(z)u+c(x)v+ Hy(x,up,vy) + folx) em Q, (2.1)
u=0v =20 sobre 0f),

onde Q é um dominio limitado de fronteira suave em R2?. Supomos H uma funcao

CHQ,R; x R.,R) com crescimento exponencial R, x R, uniforme em 2. Denotando
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wy = max{w, 0} e admitimos f1, fo € L"(2), r > 2. Estudamos a interagdo dos autovalores

da matriz A € C(Q, May»(R)) dada pelas fungdes a,b e ¢ com o espectro de (—A, HY).

No que diz respeito a parte linear, em nada vamos alterar o que ja foi feito no primeiro
capitulo. Concentraremo-nos em estudar as peculiaridades do caso exponencial, tanto
subcritico quanto critico. O problema é claramente motivado pelo artigo supracitado [10].
No entanto, devido a dificuldade em aplicar as técnicas 14 exploradas para o caso de
sistemas, optamos por abordar o problema inspirados nos métodos desenvolvidos em [1, 28],
remodelados e adaptados para nosso caso. Tal abordagem tras o beneficio de tornarem mais
diretos os argumentos contidos nas demonstragoes. Porém, ao estudar o caso critico, uma
hipétese um pouco mais forte que aquela encontrada em [10] na criticalidade se fez necessaria.

Mais a frente, apds apresentarmos tal hipotese, explicaremos a motivacao desta.

2.2 Hipédteses e resultados principais

Reescrevemos (2.1) em sua forma vetorial, do seguinte modo:

(2.2)

—AU = A(x)U+VH(z,U.)+ F(z) em
U=20 sobre 0f),

onde U = (u)) Uy = <u+)’ Ax)= <a(x) b(x)) € Myyo(R) para todo z € Q e

b(x) c(x

Estamos ainda denotando

As condigoes impostas na matriz A serao exatamente as mesmas do Capitulo 1. Denote
novamente por i (z), pe(z) seus autovalores, para cada x € €. Para melhor apresentagao

do capitulo, reescrevemos quatro hipoteses distintas:
(1) A é constante e
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(A1) 1 < pg < Apou

(Ap) existe k > 1 tal que A\ < g < pig < Apy;
ou
(2) b(z) > 0 para todo = € Q e max,eq max{a(x),c(x)} >0e

(A3) 1< M\ ou

(A4) existe k> 1 tal que \j! <1< Ap,,.

Onde estamos denotando A2 os autovalores associados ao problema (1.9).

A fungao H é suposta nao-negativa, com derivadas parciais nao negativas e crescendo

exponencialmente em +o00. Consideremos, mais precisamente, as seguintes hipdteses.

(Ho) H e C'(Qx Ry xRy, Ry), Hy, H, > 0;
[VH(z,U)|

ea‘U|2

(Hy) (i) VH ésubcritica: lim

0 =0 para todo « > 0 uniformemente em
U|l—oo

z € .

(ii) VH é critica: Existe ap > 0 tal que

lim M _ 0 para todo « > «q
Ul—soo  elUP? + oo paratodo a < ag

uniformemente em x € €.

A fim de estabelecer uma estrutura variacional para (2.1) consideramos também as
seguintes hipoteses adicionais sobre H:
(H2) Hy(z,0,v) = Hy(z,u,0) =0 Vu,v>0;

. H(z,U)+|VH(z,U)|
(Hs)  lim (VH(z,U),U)gs

= 0, uniformemente em z € €);

(Hy) |VH(z,U)| = o(|U]) quando |U| — 0 uniformemente em z € .

Observagao 1: Como no Capitulo 1, observamos que (Hs) permite-nos redefinir H em
todo o plano, tomando H(x,u,v) = H(x,u,,vy) e ainda assim teremos H € C*(Q2 x R?)

satisfazendo (Hy)-(H,). Sempre consideramos, portanto, essa extensao.
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Observagao 2: Damos aqui exemplos de H que satisfazem as condigoes (Hy)-(H,). Os dois
primeiros sao exemplos onde H, e H, sao dependentes apenas de u e v, respectivamente. Os
outros nos dao exemplos de fungoes mais complicadas, quando ambas as derivadas H, e H,

dependem efetivamente de u e v.

(i) H(z,u,v) =e*+e" — (u*> +v?)/2 — (u+v) — 2 (H subcritica desacoplada);
(if) H(x,u,v) =~(u)+v(v) onde y(s) = [5 ty e Ttdt (H critica desacoplada);
(iii) H(z,u,v) = e"™ +ue’ + ve* — (u+v)?/2 — 1 (H subcritica acoplada);

(iv) H(z,u,v) =~y(u)+~y(v)+v(u)y(v) (H critica acoplada).

Observagao 3: A hipdtese (Hj) é equivalente a condicao de Ambrosetti-Rabinowitz para

H e para |[VH| para todo # > 0. Em outras palavras, para todo # > 0 existe sy > 0 tal que

H(z,S)+ |VH(z,S)| < =(VH(z,S),S)gz, paratodoxz € Q e |S|> sp.

| =

Observe ainda que para o caso escalar, nao é necessario exigir uma condicao do “tipo

Ambrosetti-Rabinowitz” na derivada, uma vez que tal crescimento é evidentemente satisfeito.

Novamente, provaremos a existéncia de solugoes em F = H}(Q) x H}(Q) munido da
norma usual

1, )17 = Nl gy + ol

Isto é, U = (u,v) € E serd uma solugao (fraca) para (2.2) se
[ vuves [ vovi— [ (4o )~ [ (VHG w00, (0 0)5
- [ (F@)(00) 50 =0 pana todo (0,0) € B,

onde estamos fazendo um abuso de notagao VuVuv = (Vu, Vo)ge bastante convencional.

Assim como no Capitulo 1, temos varios resultados idénticos para diferentes hipdteses
sobre a matriz A. As hip6teses envolvem a possibilidade de parametrizacao a dois parametros
para o problema (2.2) caso estejamos supondo (A;) ou (Ay) e a parametrizacio a um

parametro apenas, caso estejamos supondo (A3) ou (A4). Em ambos os casos, temos a
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possibilidade de trabalharmos com a Geometria do Passo da Montanha ou a Geometria
de Linking. Ao invés de apresentarmos os resultados em quatro teoremas distintos, como
fizemos no capitulo anterior, optamos por reapresenta-los em apenas dois teoremas. Isso
porque, como haviamos dito, enfatizamos o crescimento exponencial e trabalhamos com as

mesmas hipdéteses na parte linear do problema.

Considere o problema linear auxiliar

(2.3)

—AU = A(z)U + F(x) em
U=20 sobre 0f).

Claramente, uma solugao negativa para este problema serd também solugao para (2.2).

O resultado abaixo ja foi provado no Capitulo 1, Secao 1.3, e encerra o nosso estudo de
(2.3).

Proposicao 2.1. As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

(1) se (A1) é satisfeita entao o problema (2.3) admite uma solu¢do negativa Or para
F = Fr satisfazendo (1.7) com T € R, onde R é uma regido ilimitada em R? dada no

Teorema 1.1;

(i1) se (Az) é satisfeita entao o problema (2.3) admite uma solu¢ao negativa Or para
F = Fr satisfazendo (1.7) com T € S, onde S é uma regido ilimitada em R? dada no

Teorema 1.2;

(i1i) se (As) € satisfeita entao existe Cy > 0 tal que o problema (2.3) admite uma solugao
negativa ®; para F = F; satisfazendo (1.10) com t < —C4;

(iv) se (Ay) € satisfeita entdo existe Cy > 0 tal que o problema (2.3) admite uma solugdo
negativa ®; para F = Fy satisfazendo (1.10) com t > Cs.

Os principais resultados deste capitulo afirmam que é possivel encontrar uma segunda
solucdo para (2.2) caso ja tenhamos uma solucao negativa. Juntamente com a proposigao

acima, esses teoremas sao analogos para o caso bidimensional, portanto, aqueles do Capitulo
1.
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Teorema 2.2. Seja F' € L"(Q) x L"(2) com r > 2 tal que a solucao ® = (¢p,1) de (2.3)
¢ negativa. Suponha (Hy), (Hy) item (i), (Hs) — (Hy) e qualquer uma dentre as hipdteses
(A1) — (Ay). Entao (2.2) admite uma sequnda solugado.

A demonstracao desse teorema sera feita por métodos variacionais, utilizando-se o
Teorema do Passo da Montanha para o caso das hipdteses (A;) e (A3) ou o Teorema de
Linking se supormos (As) ou (A44). Uma vez que a nao-linearidade é subcritica, o funcional
associado ao problema satisfaz a condi¢ao de compacidade (PS), o que facilita bastante o

trabalho. Para o caso de termos um crescimento critico em H temos:

Teorema 2.3. Seja ' € L"(Q2) x L"(Q2) com r > 2 tal que a solugio ® = (¢p,v) de (2.3)
¢ negativa. Suponha (Hy), (Hy) item (i), (Hs) — (Hy) e qualquer uma dentre as hipdteses

(A1) — (Ay). Além disso considere a sequinte hipdtese

(Hs) Para todo v > 0 existe ¢, > 0 tal que
(VH(z,s,s), (s, 8))gz > vh(z,s)e® para todo s > cy, T €L,

onde h: Q x R? — RT € uma funcdao de Carathéodory tal que

o Tim inf 080U 8)

> 0, uniformemente em x € €.
§— 400 S

Entao (2.2) admite uma sequnda solugao.

Expliquemos aqui o motivo da condi¢ao adicional (Hs): como é bem sabido, a
principal dificuldade de problemas envolvendo crescimento critico é a perda de compacidade.
Variacionalmente, temos que o funcional J associado a (2.2) nao satisfaz a condicao de
Palais-Smale para certos niveis ¢. No entanto, veremos que para o nosso caso, se tivermos
¢ < 27/, onde ag é dado na condigao (H;) item (ii), é possivel recuperar tal condi¢ao. Para
que o nivel minimax tanto da Geometria do Passo da Montanha quanto da Geometria de
Linking satisfaca isto, precisamos de uma hipdtese cujo objetivo é tao somente “trazer para
baixo” este nivel. Da mesma forma que no Capitulo 1 adicionamos uma parcela subcritica G
ao problema em dimensoes menores, aqui acrescentamos um “fator subcritico” h(z, s), cujo

modelo padrao é dado por h(zx, s) = e®.

Em ambos os teoremas, supomos que F seja tal que (2.2) admita uma solugao negativa
®. Uma segunda solugao pode ser dada por V 4+ ® onde V' é uma solucao nao trivial do

problema
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{ —AV = A@)V+VH(z,(V+®);) em (2.4)

V =0 sobre 0f).

Nosso trabalho serd portanto provar a existéncia de uma solugao nao trivial para (2.4)
tanto sob as hipoteses do Teorema 2.2 como sob as hipéteses do Teorema 2.3. Faremos isso

em duas secoes distintas neste capitulo.

Uma vez que faremos uso de técnicas variacionais, utilizaremos a famosa desigualdade
de Trudinger-Moser: em dimensao 2, alguns tipos de crescimento exponencial nas nao-

linearidades podem ser tratadas variacionalmente devido a desigualdade de Trudinger-Moser
(vide [41, 52]) dada por

sup
ueB

< 400 se f<4m
/ e g (2.5)
Q

= 400 se > 4.

Aqui B denota a bola unitdria em H;(2).

2.3 O Caso Subcritico

Esta secao é dedicada a demonstracao do Teorema 2.2. Ao longo desta, estaremos supondo
as condicoes (Hy), (Hy) item (i), (Hy)-(Hy).

Na subse¢ao 2.3.1 enunciamos os dois teoremas de ponto critico a serem utilizados,
bem como uma estimativa técnica 1til com respeito ao funcional associado ao problema;
dedicamos entao a subsecao 2.3.2 para provar que o funcional J do problema (2.4) satisfaz a
condicao de compacidade exigida por esses teoremas e na tultima subsecao demonstramos
que o mesmo funcional possui as propriedades geométricas requeridas, finalizando a

demonstracao.

2.3.1 Preliminares

Para o caso das condigoes (A;) ou (Az) o teorema de ponto critico que utilizaremos sera o

Teorema do Passo da Montanha, que em sua forma classica (vide [3, 45]) nos diz que

Teorema do Passo da Montanha: Seja E um espaco de Banach e J € C1(E;R) um
funcional satisfazendo a condi¢io de Palais-Smale (PS). Denote S, ={z € E ; ||z|| =1} e
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suponha que existem e € E e p > 0 tais que ||e|]| > p e

a = max{y(0),v(e)} < inf J(u) = 5.

uesS,

Entao J possui um valor critico ¢ > 3 que € caracterizado por

c=inf max J(u)
vel uey([0,1])

onde ' ={y € C([0,1], E) ; v(0) =0 e (1) =e}.

Caso estivermos supondo as condigoes (Ay) ou (A4), faremos uso do Teorema de Linking
(vide [45, 46]).

Teorema de Linking: Seja E um espaco de Banach. Suponha que E =V @& W, onde V
¢ um espago de dimensao finita e seja J € CH(E;R) funcional satisfazendo a condig¢do de

Palais-Smale (PS). Denote B, = {x € E ; ||z|| < r} e suponha que J satisfaz
(a) existem constantes p, 3 > 0 tais que J‘aBme > f3;
(b) existem w € OBy NW, a < 3 e R > p tais que se
Q:=(BrnV)® {sw; 0<s <R}
entao J}E)Q < .
Entao J possui um valor critico ¢ > 3 que € caracterizado por

¢ = inf max J(7(u))

onde ' ={h € C(Q,FE) ; h(u)=u seu € IQ}.

Na busca por uma melhor exposigao, se U = (u,v) € E denotaremos

U:=U+2);

(2.6)
= (ut6)y, 7= (040

Provaremos a existéncia de um ponto critico para o funcional J : E — R associado a

(2.4) dado por X X
J(U) = 5||U||2 — 5/Q(A(:c)U, U)ge _/QH(Q;, ). (2.7)
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Primeiramente, precisamos garantir que J € C!(E,R). Referimo-nos a resultados
contidos em [29], que mostram que tal funcional estd bem definido e é continuo. Provar que
¢ de classe O pode ser feito por argumentos tradicionais seguindo ideias, por exemplo, em
[4] e [11]. Os detalhes, para o caso de funcionais em Hj(Q) x H}(Q) podem ser encontramos
em [44].

O lema abaixo servira para provarmos que o funcional J satisfaz as condi¢oes geométricas

necessarias em ambos os teoremas de ponto critico acima:

Lema 2.4. Suponha (Hy)-(H,). Entao, para todo e >0 e o > 0 (caso H tenha crescimento

critico, temos o > o) existe K. > 0 tal que
H(z,u,v) < e(u? 4+ v?) + K. (u® + %)™ ) para todo z € Q e (u,v) > (0,0).

Prova. Todas as desigualdades e limites abaixo sao uniformes em x € (2.
Por (Hj4) vemos que
HU ) Y
i @) oo, Ho@uo)
(uw)[—0  |(u,v)] l(uw)[—0  |(u,v)]
Portanto, dado £ > 0 existe ¢. > 0 tal que H,(x,u,v) < el(u,v)| e Hy(z,u,v) < ¢|(u,v)| se
|(u,v)] < ¢.. Como |(u,v)| < ¢, implica ||(s,v)|| < c. para 0 < s < u, temos que

2

H(z,u,v)—H(z,0,v) = / H,(z,s,v)ds < 8/ |(s,v)]ds < 86’/ (s+v)ds = eC (% + uv) :
0 0 0

Também
2 2

H(x,u,v) — H(z,u,0) = / H,(z,u,t)dt < eC (% +uv) = H(z,0,v) < 50%.
0

Assim obtemos

2 2

H(x,u,v)SaC(%+uv+%)SeC(u2+v2)zaC\(u,v)|2 se  |(u,v)| <c..

Seja s. > 0 tal que H,(x, u,v) + Hy(z,u,v) < @) sempre que |(u,v)| > s.. Seja C' > 0
tal que |(u,v)| > C e u,v > 0 implique v + v > 1. Dali, se |(u,v)| > max{s., C'}, temos

Hy(z,u,v) + Hy(x,u,v) < (Hy(z,u,v) + Hy(x,u,v)) (u+v)

< eeol@oP (y 1 ) < OO (42 4 2.
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Seja ainda c tal que H(z,u,v) < M(H,(x,u,v) + H,(z,u,v)) para todo |(u,v)| > ¢. Entao,

se |(u,v)| > max{s., C,c}, temos
H(z,u,v) < eMCe®l0F (43 4 3),
Tomemos ¢. = max{c,s.,C} e k. tal que
H(z,u,v) < kel (43 4 03) para todo  |(u,v)| € ce, Cel.
Portanto, tomando k. = max{k.,eMC} temos

H(z,u,v) < e(u? 4 v?) + ke (43 1 %)  para todo  (u,v) > (0,0).

2.3.2 A condigao de Palais-Smale

Uma vez que estamos supondo nessa secao um crescimento exponencial subcritico em H,
podemos provar que a condi¢ao de compacidade requerida para o uso dos teoremas de ponto
critico é de fato satisfeita. Acontece que a demonstracao desse resultado é bastante simples
para o caso das condigoes (A;) ou (Asz), pois estas envolvem apenas a interagdo com o
primeiro autovalor de —A e um pouco mais trabalhosa nos outros casos. De qualquer forma,
apesar de adotarmos métodos distintos de acordo com as hipdteses sobre a matriz A na hora

de provar a condigao (PS), optamos por agrupar todas as demonstragdes no seguinte

Lema 2.5. Sob as hipdteses do Teorema 2.2, o funcional (2.7) satisfaz a condi¢ao de Palais-

Smale.

Prova. Seja {U,} = {(un,v,)} C E uma sequéncia (PS). Isto é, temos

10 - [ A U — [

Lvmvm—émuw@mw—/wa@@%mW

Q

<C (2.8)

<elV| YVUEE. (2.9)

Por (Hj3), tomemos ¢ > 0 tais que
H(z,9) < (VH(:B S),S)ge paratodo z€Q e |S|>c
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Assim por (2.8, 2.9),

C+—]|U||> /HxU (/H ) U + /H )
H(x,U,) (/H )+ /HxU ) ﬁ@ffn)
HWM} {1UnI<c}

z—i/{(ﬁvégch,mﬁaﬂw; (/ﬂHu@: U)unJr/QH(x GAL ) c

>3 [ (VH@.0). T - C.
2 Jo

A ultima desigualdade acima é devido a ¢ < 0 e v < 0. Consequentemente
/(VH(:E 0.0 < C + 6| Ul (2.10)
Q

Porém, nos métodos aqui desenvolvidos, necessitamos estimar também a norma L' de
VH(, U, »): por (Hs), existem C7,Cy > 0 tais que

|\VH(z,5)| < Cy + Cy(VH(x,S),S)g2, paratodo S € R?
Sendo assim, temos que
[IvnE i <cc [(VHE@ T,
Q Q

donde obtemos

/ IVH(z,U,)| < C + en||Usn]|. (2.11)
Q

Convém-nos agora fazer estimativas diferentes para as possiveis hipéteses sobre a matriz
A(z). Comegamos com as hipdteses (A1) ou (Az), ou seja, aquelas cuja interagdo com o
espectro de —A se da no primeiro autovalor.

Notemos que, para todo V' € E, se supomos (A;) entao por (1.4) temos
VI = [V 2 (1-52) VI = CIv P 212
e analogamente se supomos (Asz) entao por (1.39) temos
VI = [ @ > (1 55) VP 2 v (213
Portanto,
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enl|Unll = J'(Un)Un
zmmw—(/mmﬁm%ﬁ/mw&mg
Q Q
zmmW—/wH@ﬁmﬁm
Q

> O U1 = (C + €| Unl]).-

Ou seja, (U,) é uma sequéncia limitada.

Provaremos que o mesmo vale caso supusermos (A,) ou (A4). Neste caso, é conveniente
decompor o espa¢o F em subespacos apropriados. Para o caso da hipétese (Az) tomemos a
decomposigao F = H; & H;- onde Hj, estd definido em (1.36) e para a hipétese (A,) tomamos
a decomposi¢ao E = Ej, @ Eib, com Ej, definido em (1.38). Para todo V' € E tomemos entao
V =V*4+ V<L onde V¥ € Hy, e V1 € Hi para a hipétese (Ay) ou V¥ € Ej, e V1 € B para
a hip6tese (Ay).

Notemos entao que para todo V € E temos que supondo (As) entao por (1.4)

—/VVW”+/MMW%pDWWW+/MWW%W
Q Q Q

i (2.14)
> (K- ) v z e
k
e analogamente se supomos (A4) entao por (1.39)
1
—/QVVVV]“ + /Q(A(SL’)V, Vg2 > ()\_f — 1) IV¥I?2 > C||V¥)? (2.15)
Portanto, a partir das hipdteses (Ay) ou (A4) vemos que
—e|| Uy || <J'(Un) U,
:/V%Wﬁ—/m@mﬁmw—/wH@ﬁwa
0 0 0
<~ CUsP - [ (VH.T). U)o
Q
Portanto
CIVSIE < U2 = [ (VH(. 0. U)o (2.16)
0
De forma completamente analoga podemos obter
CIVLIP < Uil + [ (VH(T0), U e (2.17)
0
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Assim, uma vez que dim(Hy,) e dim(Ej) sao finitas, por (2.11, 2.16) temos

Clluy|® SEnllUfll+||Uf§||oo/Q\VH(x,@'vn)|
<en||Unll 4+ CllUL (C + ]| Un))
<C + C||U,]| + Cen||Un .
Analogamente, a partir de (2.17) podemos concluir que
CIUL|? <eall U |l + /Q(VH(% Un), Un)ze + 1UR [0 (C + enl|Unl])
—ellUH+ [ (V@00 O + [ (VH@ T, [0l + [0 (€ + allUl)
<& || Uy [l + C + enl|Unl + 1| @]l /Q VH(2,U,)| + Cl| UL (C + ea]|Un])
<C+ C||Uall + Cenl|U|I*.

Somando estas duas ultimas estimativas, obtemos
[UA]I? < C + C||Un|| + Cen||Unl1*.

Portanto, como ¢, — 0 quando n — oo, temos que a sequéncia (U,) é limitada. Observe
que todos esses argumentos sao validos para o caso em que H possua crescimento critico. No
entanto, para provar que tal sequéncia possui uma subsequéncia convergente, precisaremos

de subcriticalidade.

Para concluir a demonstra¢ao, tomemos uma subsequéncia apropriada {U,} tal que
U, = Uem E, U, — U em LP(Q2) x LP(S2) para todo p > 1 e U, — U quase sempre
em () para algum U € E. Claro que se tivéssemos ||U, || — 0 para alguma subsequéncia, nao
haveria nada a fazer. Assim, podemos supor, sem perda de generalidade, que ||U,|| > k > 0
para n suficientemente grande. Seja K > 0 tal que ||U,| < K e tome a > 0 satisfazendo

K2a < 27. Entao temos
(VH(U,),U)gz — (VH(U),U)gz e |(VH(U,),U)gz| < (Ce™*UU=VIU=D* 1 oy,

quase sempre em (), onde aqui utilizamos a condigao de subcriticalidade (H;) item (i).

Mas o tltimo termo na desigualdade acima pertence a L'(2) x L'(Q) pela desigualdade de
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Trudinger-Moser e pela escolha de a. Assim, o Teorema da Convergéncia Dominada garante

AWH We/VH

Tomando ¥ = U e n — oo em (2.9), temos

que

WWZAM@MWW+AWMQHW-

Por outro lado, se n — oo em (2.9) com ¥ = U,

02 = [ (4@ + [ (THD), U)o

Consequentemente ||U,|| — ||U|| e portanto U, — U em FE. [

2.3.3 Condicoes geométricas e a demonstracao do Teorema 2.2

A Geometria de Passo da Montanha para o funcional J, definido em (2.7) é relativamente

facil de ser demonstrada. O préximo resultado engloba esse caso.

Proposicao 2.6. Suponha vdlidas as hipdteses (A1) ou (As), (Ho), (Hy) item (i), (Hs)-
(Hy). Entao,

(i) Existem p, 3 > 0 tais que J(U) > 3 se U € 0B,.

(ii) Suponha que ¥ = (¢y, 1) sob a hiptese (A1) ou U = ®¢ sob a hipdtese (As). Entdo
eriste R > p tal que J(RV) < 0.

Prova. Uma vez que iz < A; ou 1 < A4, respectivamente supondo (A;) ou (As), temos que

% <||U||2 - /Q(A(x)U, U)R2) > C||U)?

para todo U € E. Portanto, pelo Lema 2.4, tomando a < , ||U|| < 1, temos

IO) 2 CUIP ~ [ TP - K. [ @+ )

<c—&NWW—a(AéW”M)Hm&M6

_QWW—OQ/#M)(/&W)HWP
Q Q

26
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E estas duas integrais acima sao limitadas pela desigualdade de Trudinger-Moser, ja que

tomamos a < 7 e ||ul], ||v|| < 1. Portanto,
J(U) = C|lU||* = ClU ),

para todo U € E tal que ||[U]| < 1, o que demonstra o item (i).

Para o item (ii), fixemos Ry > p e tomemos I' C Q, || > 0, tal que, para ¥ = (1, 1),

tenhamos

2l > AWl

>
P > Ry € Rq

quase sempre em [ (2.18)

Por (Hj3), é possivel determinar 6 > 2, Cy > 0 e Dy > 0 tais que
H(u,v) > Co(u’ +1%) — Dy para todo u,v > 0. (2.19)

Citamos [31] para uma demonstragao dessa desigualdade.

Dessa forma fazendo uso (2.19) temos,

srw) < e - [ (0 + 001 R+ 0).)

£ f[(o-5) e fo3)

J(RV) < R; — Cy(I1(R) 4+ L(R))R? — Dy. (2.20)

Portanto

Onde I1(R) e I5(R) sao as integrais que aparecem na tltima estimativa acima. Considere

agora R > Ry. Entao, estimemos I; e I, separadamente. Por (2.18),
- é 0
JAICES N
[ ||¢||oo> }
>
> /Q _(zm 7).
o chlloo)) ]9
/ _(m ( 2))
¢




Note que 7 nao depende de R > Ry. Analogamente para I,

- f[(o+3) ]

0
> <||Q]é|(|]°°) IT| =: 71 > 0.

Assim, inserindo essas duas estimativas para I1(R) e Io(R) em (2.20), obtemos

2
J(R\II) S % — C@(Tl + T2)R€ - Dg.

Para todo R > Ry. Uma vez que 6 > 2, podemos escolher R > R tal que J(RV) < 0, como

queriamos. ]

Para o caso da Geometria de Linking, precisamos decompor o espago E = HJ () x Hj (£2)
em subespacos apropriados. Ja o fizemos na demonstragao da condicao de Palais-Smale no
Lema 2.5 e no Capitulo 1, mas repetimos aqui por conveniéncia. Para o caso da hipdtese
(Ay), tomemos E = Hy & H;-, onde Hy, estd definido em (1.36). Caso estivermos sob a
hipétese (A4) consideramos F = Ej, & Eib, onde Ej, estd definido em (1.38). Temos entao a

seguinte proposicao

Proposigao 2.7. Suponha vdlidas as hipdteses (As)( ou (As) ), (Ho), (Hi) item (i), (Ha)-
(Hy). Entao,

(i) Existem p, 3 > 0 tais que J(U) > B se U € 0B, N Hy( ou E} ).
(ii) Ezistem W € Hi-( ou Ei- ) e R > 0 tais que R||W|| > p e se
Q:=BrNHy(ouEy)d{sW: 0<s<R}
entao J(U) <0 para todo U € 0Q).

Prova. A demonstragao do item (i) é idéntica aquela do item (i) do Lema 2.6. Uma vez
que estamos supondo (Asz) (ou Ay ), s6 é preciso observar que se U € Hp( ou Ej ) temos

novamente, por 1.37 ( ou 1.39 ),

1
5 (101 = [ o) = clope
O restante segue exatamente igual.

J& para o caso (ii), escolhamos W da seguinte forma: fixemos Ry > p e tomemos
W = (wy,wy) em Hi( ou Ej- ) tal que
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o 1 se supomos (As);

) Ak
(i) W] << 4

v 1 se supomos (Ay);
k

(ii) existe I' C Q, |I'| > 0, de forma que

wy > 2 (K+ Hq;HOO) e wy > 2 (K+ H%HOO) quase sempre em I,
0 0

onde K > 0 satisfaz ||V ||, < K||V|| para todo V € Hy( ou Ey ).

Esta escolha é possivel uma vez que Hi e Ej- contém fungoes ilimitadas.

Como de costume, separamos 0Q): tomemos 0Q) = ¥; U Xy U X3, onde

¥, = Br N Hi( ou Ej, )

Yo ={V +sW; ||V| = R}

S ={V+RW ; ||[V|] <R}
Se U € ¥, por causa de 1.37 ( ou 1.39 ),

I0) < 01 =5 [ (A@V.U)se <0

independentemente de R > 0.
Em 22.
Supondo primeiramente a hipétese (As), devido a (1.37), temos

1 2 1
IV + W) < SVIP + S pw? - —/(Av, Vo
2 2 2 Jg

R2 R2 M1
< - 2 M~ 2
G Al

i H1
<—(1-F=+[W|*) <0
<% (1= ewe) <o

independentemente de R > 0.

Supondo agora a hipétese (Ay4), devido a 1.39, vemos que

1 52 1
J(V 4+ sW) < ||V + = [|W ||2__/(A(I)VaV)R2
2 2 2
R? 1
< (1= 1w
<2 (1- 5+ IIE) <o
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também independentemente de R > 0.

Para concluir, seja V + RW € 3. Fazendo uso de (2.19),

2

ﬂV+MmS%WWW—AHKM+MM+@M%+RW+¢M)
R o+u\ 1’ RN E
§7||W||—R09</9Kw1+ 7 )J—/ﬁl(wﬁ 7 )J = D,

I+ ) < Wi = R (R + () - D (2.21)

donde temos

I, (R) e I5(R) sao as integrais que aparecem na ultima estimativa acima. De forma analoga

ao Lema 2.6, considere agora R > Ry. Entao

11<R>=/Q{(wl+¢;“1)+rz/9 le_ MEUIOOM:
VeR))

0
“(]é”w) D) =7 > 0.

0

2(K+
Note que 7, nao depende de R > Ry. Analogamente para Is:
0
L(R) :/ Kw2+ w“’l) }
Q R +
0
2 (i 1 1

0
Assim, voltando para (2.21), obtemos

R2
J(V +RW) < 7||W||2 — R°Cy(my + 72) — Dy.

Ja que 0 > 2, temos o resultado almejado. [ |

Uma vez que provamos que o funcional J satisfaz as condigoes geométricas e de
compacidade exigidas no Teorema do Passo da Montanha ( para o caso das hipéteses (Ap) e
(A3) ) e do Teorema de Linking ( para o caso das hipdteses (As) e (A4) ), temos portanto a
existéncia de uma solu¢do nao trivial para o problema (2.4), concluindo a demonstragao do

Teorema 2.2.
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2.4 O caso critico

Esta segao ¢ dedicada a demonstragao do Teorema 2.3. Ao longo desta, estaremos supondo
as condicoes (Hy), (Hy) item (ii), (Ha)-(Hs).

E bem sabido que um dos principais desafios de problemas criticos consiste em recuperar
alguma “condicao de compacidade” que eventualmente é perdida. A fim de provar a
existéncia de uma solugao nao trivial para (2.4) via métodos variacionais, precisamos mostrar
que, em certos niveis quase criticos, o funcional .J associado ao problema de fato possui
um ponto critico. Veremos que estes niveis quase criticos que admitem um ponto critico
serdo aqueles niveis ¢ tais que ¢ < 27/ag onde o é dado na condicdo (H;) item (ii).
Portanto, o problema entao torna-se mostrar a existéncia de um nivel quase critico abaixo
dessa constante. Dai o papel fundamental da hipdtese (Hs), que supomos no Teorema 2.3.
O objetivo da funcao h imposta nessa condicao é andlogo ao objetivo da hipdtese sobre
a funcao G imposta nas condig¢oes do Capitulo 1: “trazer para baixo” o funcional J, na
esperanca de que o nivel minimax quase critico que encontrarmos fique abaixo dos niveis de

nao compacidade de J.

Organizamos essa se¢ao em subsegOes: na primeira, enunciamos e organizamos alguns
resultados preliminares. Na segunda, mostramos que o funcional associado ao problema
satisfaz as hipdteses geométricas do Teorema do Passo da Montanha ou Teorema de Linking.
Na terceira subsecao, mostramos que o nivel minimax construido a partir das propriedades
geométricas de J de fato fica abaixo de 27/ay, fazendo uso da hipdtese (Hj). Por tltimo,
damos uma demonstracao do Teorema 2.3 mostrando que existe um ponto critico nao trivial

para J nesse nivel minimax.

2.4.1 Preliminares

Consideremos a seguinte sequéncia de fungoes conhecida como sequéncia de Moser (vide

[41]): Sejar > 0 e B1(0) a bola aberta de raio 7 em R%. Dali, para cada m € N defina

( (logm)*?  se 0< |z| < T
m

roy L) log(r/|z) r
Zm(x)—ﬁ W se E§|x| <r
[ 0 se |z| >
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Sabemos que 2, € HY(B,(0)), ||27,|| = 1 e para cada r > 0 fixo, |27 ||z2 = O(1/(logm)/?).

Seja agora rg € R suficientemente pequeno tal que exista z,, € {2 satisfazendo
B47’0 (Iro) C Q,

ler(x)], |ea(z)], ... |ex(x)| < Cro ( sob a condicao (As) ) e
|07 (2)], |85 (2)],-., @i ()] < Cro (sob a condicdo (Ay) )

para todo z € By, (2,,) e para algum C' > 0. Isto é possivel uma vez que as funcdes e; e d
sao todas Lipschitzianas e se anulam em 02 (e portanto podemos escolher ry suficientemente
pequeno e x,, suficientemente préoximo da fronteira). Note que uma vez escolhido 7y e
seu respectivo ponto z,,, entao para qualquer r < ry podemos escolher z, satisfazendo as
condigdes acima. Note que sempre podemos escolher x, de forma que dist(z,,dQ) — 0

quando r — 0. Isso nos sera util mais a frente.

Para cada r < ry defina a funcao 7], : Q2 — R? dada por

ZM (x) = (2] (x — x,.), 20 (x — x,.)). (2.22)

Claramente supp(Z") C B,(x,) C By.(z,) C Q e portanto Z" € E = H}(Q) x H}(Q) para
todor <rgem € N.

O objetivo é trazer a sequéncia de Moser para “dentro da bola” onde as autofuncoes
assumem valores préximos de zero. Dai, o préximo passo sera “furar” essas autofuncoes
de forma que se anulem exatamente nas bolas onde a sequéncia de Moser esta suportada.
Fazendo isso, separamos o suporte dessas fungoes, o que facilitara (e muito) varias estimativas
necessarias ao longo deste capitulo. Essa abordagem analoga a do Capitulo 1 é inspirada em
técnicas desenvolvidas em [32] e também j& utilizada em [9] e [10]. Claramente, isso s6 se
faz necessario quando estivermos sob as hipdteses (A2) ou (Ay), pois teremos interagao com

autovalores de ordem superior.

Considere entdao r < rg e x, dados acima e (., € C®(RY) tal que: 0 < ¢ < 1,

VG ()] < 2/re

0 sexe€ B.(z,

1 sex e Q\By(z,).
Defina portanto

6; - Crez'

@] =
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e considere os seguintes espacos de dimensao finita

H; = span{(e;,0),(0,e;); 1 <i<k
£ = span{(e1,0), 0.¢) ) .
Ep =span{®]; 1 <i < k}.

O lema abaixo é exatamente o Lema 1.14 ja trabalhado no Capitulo 1 e adaptado para a

notacao e hipoéteses deste capitulo

Lema 2.8. Ser — 0 entdo ¢} — e; em HE(Q) e ® — &4 em E para todo 1 < i < k. Além

disso para todo r suficientemente pequeno, temos

(i) Ewiste ¢p >0 tal que |V||> < (A + ckrz)/ \V|?, para todo V € HJ.
Q

(ii) Existe oy > 0 tal que [V]? < (A} + cur?) / (A(2)V. Vg2, para todo V € EI.
Q

Finalizamos esta subsecao observando que a demonstracao do Lema 2.5 se aplica, até
0 momento em que provamos que a sequéncia é limitada, também ao caso critico. A
criticalidade impoe dificuldades apenas na hora de provarmos que a sequéncia PS limitada

de fato possui subsequéncia convergente. Portanto, temos o seguinte resultado
Lema 2.9. Sob as hipoteses do Teorema 2.3, toda sequéncia de Palais-Smale para o funcional

(2.7) € limitada.

2.4.2 Condicoes geométricas para os niveis minimax

Comecemos supondo vélidas as condigoes (A;) ou (Asz). Ambas nos colocam naturalmente
em posicao de fazer uso do Teorema do Passo da Montanha sem a Condigao de Palais-Smale
(vide, neste trabalho, a subsegao 1.5.1). A proposicao abaixo prova que o funcional satisfaz

essa Geometria.

Proposicao 2.10. Suponha vdlidas as hipéteses (A1) ou (As), (Ho), (H1) item (ii), (Hs)-
(Hy). Entao,

(1) Existem p,3 > 0 tais que J(U) > 3 se U € 0B,,.
(i1) Eziste R = R,, > p tal que J(R,,Z],) < 0.
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Prova. A demonstracao do item (i) praticamente em nada difere da demonstracao do item
(i) da Proposicao 2.6. S6 temos que tomar cuidado pois 14 tomamos o < 7w no uso do Lema
2.4. Como estamos supondo crescimento critico, nao podemos fazer tal escolha. No entanto,

tomemos a > ag neste mesmo Lema e para todo U € F temos

J(U) 2 C||U||2 - C (/ e4au2) (/ 640“)2) HUHS
Q Q

Portanto, se |U]| < y/7/a a desigualdade de Trudinger-Moser garante que
J(U) = C|u|* = ClulP,

o que encerra o item (i).

Para o item (ii), fixemos Ry > p e r € R tal que B,(z,) € . Tomemos ainda m € N

suficientemente grande para que

2[|@lloc 2[|¢]loo
Ry ' Ry

2 (x—xp) > max{ } quase sempre em Br (z,) C Q, (2.24)

Dessa forma fazendo uso (2.19) e raciocinando de maneira idéntica a demonstracao do

item (ii) da Proposicao 2.6 temos,

JRZ3) < = [ H(Ref =)+ 001 (Ref =)+ 0).)

e[ (sc-rr+3) ' [[(s6-+3) ]) -

Considerando R > Ry, fagamos, separadamente, estimativas nas duas tltimas integrais

acima, assim como na Proposigao 2.6. Por (2.24),

e ) 2 [(e-m-1)

0
> (HQSHOO) |BL(O)| =T = Tl(m,T) > 0.
Ry

m

Note que 7 nao depende de R > Ry. Analogamente para I,

/Q sz( — ) + %)Je > (%)9 B (0)] =: 7 = 7o(m.r) > 0.
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Assim, obtemos
2

R
J(RY) < = = Cy(n + ) RY — D,.
Para todo R > Ry. Uma vez que 6 > 2, podemos escolher R = R(m,r) > Ry tal que
J(RZ!,) <0, como querfamos. |

Definimos entao o nivel minimax do funcional J associado ao problema (2.4), supondo
as hipéteses (A7) ou (A3) no 2.3.
¢=7¢(m)=inf sup J(W) (2.25)
VET W ey(E)

onde T ={veC(E,E):v(0)=0ev(RZ)=RZ,}, R dado no Lema 2.10.

Portanto, o Principio Variacional de Ekeland garante a existéncia de uma sequéncia
(V) C E tal que J(V,,) = ce J(V,) — 0.

Para provarmos as condi¢oes geométricas do Teorema de Linking para o caso das hipoteses
(As) ou (A4), devemos decompor o espaco E. Observe que para r suficientemente pequeno,
temos possiveis as seguintes decomposigoes: £ = HI & H;" e E = E} & E;-, onde H] e EI
estao definidos em (2.23).

Antes do proximo resultado, fixemos r suficientemente pequeno tal que

p 1
1 —— — 1) >0. 2.26
()\k + cpr? ) ’ (Ag‘ + cpr? ) ( )

H1
————— — 1 se supomos (As);
A + cpr? up ( 2)7

5 < 1 (2.27)
—1 se supomos (Ay).

e 0 > 0 tal que

)\;4 + ckr2

Temos entao

Proposicao 2.11. Suponha vdlidas as hipdteses (As)( ou (As) ), (Ho), (Hi) item (ii),
(HQ)—(H4). Entdo,

(i) Existem p, 3 > 0 tais que J(U) > (3 se U € 0B, N Hj-( ou E;- ).
(i1) Para cada m suficientemente grande, existe R = R(m) > 0 tal que se
Q:=BrNHj(ouE,)D{s6Z : 0<s< R}
entao J(U) < 0 para todo U € 0Q. Além disso R = R(m) — 0o quando m — oo.
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Prova. Se supomos (Ay) entao temos

V|* - /Q(AV, Ve > (1 — ﬁ) V> > C||V|* paratodo V € Hj- (2.28)

e analogamente se supomos (A,) entao por (1.39) temos

1
IWW—/M@MVWE 1——— | IVI* > C|V|* (2.29)
Q )‘k+1

Assim considerando U € Hj* ou U € Ej-, de maneira andloga ao Lema 2.10, item (i)

temos
J(U) = CU|* = CllUP,
o que demonstra o item (i).

Para o item (ii), observamos inicialmente que da forma como escolhemos Hj e E}, dados

em (2.23), podemos mostrar que para qualquer s > 0 temos
JV +s6Z)=JV)+ J(s6Z) paratodo V € H ouV € Ey, (2.30)

uma vez que o suporte das “autofungoes” em H; ou Ej é disjunto do suporte da fungao 2.

Inicialmente, uma vez que temos (2.30), estimamos separadamente J(V'), para todo
V € H ou EJ.

Tomamos V' € Hj e notamos que pelo Lema 2.8 temos

1 1
) 5 IVIE = o [ VP
Q

1 H1 2
< |(1-———— V]~
(-t

Analogamente, tomando V' € E} e fazendo uso do mesmo Lema vemos que

V) <G IWVIE =5 [ AV e

1 1
<—(1————)IVI>

Como 1 < A\, e 1 < M\, por hipéteses, podemos tomar C; > 0 tal que

( 251 B 1)

A 2

0, < k +1ck7’
—_— 1
()\;3 -+ Ck’/’2 )
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para todo r suficientemente pequeno. Portanto, fazendo sempre a distingao necesséaria dos

espagos considerados ( Hj para a hipétese (A2) e E] para a hipdtese (A4) ) temos que
J(V) < —Cy||V||? para todo V € HJ ou E. (2.31)
Assim como na Proposicao 2.7, separamos 0Q): tomemos 0@ = >; U 3y U X3, onde

21 :ERQH;;( ou E} )
={V+siZ,, ; VIl = R}

={V+RZ, ; |VI] <R}

Se U € ¥, por causa de (2.31)
JU) <0
independentemente de R > 0.

Em 22.
Supondo primeiramente a hipdtese (As), devido a (1.37) e pelas escolhas de r e § em

(2.26) e (2.27), temos

J(V 45627 =J(V) + J(s6 Z7,)

1
4WW—5/mvmw+—mww2

<5——/M2
o _m e
<5 ( /\k+ckr2+ ><O,

independentemente de R > 0.

Supondo agora a hip6tese (Ay), devido a 1.39, vemos que

1 1 2
IV +582;) < SIVIP =5 [ (A@ViVe + 5812,
Q
R? 1
< —(1—- ———+¢2 0
- 2 ( )\f—l—ckr2+ )< ’

novamente por (2.26) e (2.27) e independentemente de R > 0.
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Para concluir, seja V + R§Z! € 33. Fazendo uso de (2.19),
JV+RoZ))=J(V)+ J(ROZ))

R2
<= CUVIE+ 580 = [ (RS =)+ 0)s. (BB (= 20) + )

g%QRQ— RC, (/Q [(5z:n(- )+ %)Ji[(éz;(~ — )+ %)J 6) D,
) )

dai, assim como em (2.24), tomemos m suficientemente grande para que

2[|#llo 2|9l
Ry ' Ro

Y

oz () = 0 log? m > max{

" 2T

e consequentemente

2 0 0
IRz <R ROC, / <||¢||oo) N <||w||oo) D
2 B%(O) RO + RO +

Assim, obtemos

} , paratodoz € Bx(0) CQ,  (2.32)

J(V+ROZ") < %21# — C R — Dy.
onde
Cn = (%)9 + (%)0 T (L)z — 0 quando m — oc.
R ). R /.
Uma vez que 6 > 2, temos o resultado almejado. |

A partir desta Proposicao, podemos definir o nivel minimax

c=¢c(m) = Flyléllf; ngs(}éz) J(W) (2.33)

onde ' ={h € C(Q,E) ; h(u) =useu € dQ}. Mais uma vez, o Principio Variacional de

Ekeland garante a existéncia de uma sequéncia de Palais-Smale neste nivel.

2.4.3 Controle dos niveis minimax

Concentremo-nos em provar que os niveis minimax dados em (2.25) e (2.33) situam-se abaixo
de 27 /agy para m suficientemente grande. E nesse momento que precisaremos da condigao

adicional (Hj), exigida com o intuito de “trazer para baixo” esses niveis minimax.
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Proposigao 2.12. Seja ¢(m) dado em (2.25). Entao existe m suficientemente grande tal

que

Prova. Inicialmente, fixemos algumas constantes que serao utilizadas na demonstracao.

Podemos supor, sem perda de generalidade,

log(h(z, s))

lim sup < 0.

S§——+00

Portanto, da hipdtese (Hs) temos que existem 0 < g9 < Cy < 0o tais que

- log(h(z, s)) <

€0 >
S

(2.34)

para todo s suficientemente grande.

Escolhamos e fixemos também 7 suficientemente pequeno e o correspondente z, € €2

suficientemente préximo de 02 de forma que, denotando ||®||o, a norma de ® no espago
L*>®(B,(x,)) x L*(B,(x,)), tenhamos

€0
Dl oo, < —. 2.35
@l < 239
Finalmente, consideremos ~ tal que
4 (©?
N> o, (2.36)

aor?

A demonstracao sera feita por argumento de contradicao. Suponha que para todo m

tenhamos ¢(m) > 27 /. Por definigao, temos

c(m) < max J(tZ)).

Mas observe que para t > R,,, onde R,, é dado na Proposi¢ao 2.10, temos J(tZ] ) <0 e

portanto pela compacidade de Bg,,, para cada m temos que existe t,, > 0 tal que

J(tmZ") = max J(tZ7). (2.37)

>0

Logo, estamos supondo que

2
J(tnZ) > —W, para todo m € N
Qo
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e consequentemente,

£ >2{’52 (||zr I — /Q(A(:)s)Z’" Zr) ) /H (tm 27 + ®)4)

= 2J(tn2Z,) (2.38)

T
> —, paratodo m € N.
Qo

Provemos que t2, — 4w /ap: observe que de (2.37) temos que

d

SI7)

t=tm

Sendo assim, temos que

Enll ZL 1 — / (A(2)ZL,, 7)o — / (VH(z, (tnZ], + ®)), 2] )z = 0.

Logo, como ® < 0,

£2 > / (20 4 D)4 ), b 25 Vg
B%(wr
2/ S ZD + ®)1), (b 27 + D) g2
Bl(wr
/B ( (20— 1@l ): (2 — 1@l )+

3

Uma vez que t, > 27/\/oqy > 0, podemos tomar m suficientemente grande para que
(tm(v27) " log"?m — || ®||ser) s > ¢, onde ¢, é dado na hipétese (Hs). Como Z& =

(v2m) Y (log"? m,log"* m) em B (z,), por essa mesma hipétese, segue entao que

tm o (tm logt/2 m—||P|| )2
tfn 27/ h (x, — log1/2m - ||(I>||OO7T) e\ var 08 <),
- (z0) V2T

No que segue abaixo, trocamos a notagao e* por exp(x) para melhor apresentagao das

estimativas abaixo. Temos portanto
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2
¢ t
2 27/ exp |log {h (x, g2 gy — ||q)||oo7r)} + ap ( ™ og/2 - ||(I>||oo,r)
B%(xr) L \% 27 2%
tog [1 (2, = Tog2 m — @], )|
= exp | — 1/2
B | 2/, (%log/ m— ||<I>||oo,r)
tog [1 (2, = log2 1 — @], )|

200 (4= 108" m ~ @] )

tm
+ag | —E=log"?m — || @[l +

V2r

Mas para m suficientemente grande, segue por (2.34)

log [h (:c, dm log'?m — ||<I)||oor>] i (Co)?

>
2@, (L= log' 2 m — [ @]l 4o

to 1oo1/2
log [h(x,?log m ||®||oor)i| !

20 (41082 m — | @llw,) 200

donde obtemos

2 (Cp)? t 1/2 0 )2
t?n >’77T—T 2—6_ g eao(\/%log / m_”q>”°°'”"+ﬁ>
m

e pela escolha de 7 e x, em (2.35) temos

2 2 2
r _ (Co) t
t2 >,Y7T e dag eaoﬁ logm
m?

m

2 2
_ _(fg) 9 (aoﬁ—2 logm
=e o0 ymrie :

Sendo assim (t,,) é uma sequéncia limitada em m. Devido a (2.38), temos por consequéncia
que t2, — 47 /ay. Fazendo m — oo na desigualdade acima, temos

(C)?
e 4o

<

0407’2 ’

contrariando a escolha de 7 em (2.36). Esse absurdo partiu de supormos ¢(m) > 27 /«aq para

todo m € N. Concluimos portanto a demonstragao. ]

Analogamente para o caso das hipdteses (Ay) ou (A4) temos
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Proposicao 2.13. Seja ¢(m) dado em (2.33). Entao existe m suficientemente grande tal

que

Prova. A demonstracao é praticamente a mesma da Proposi¢ao 2.12, devido ao fato que
separamos o suporte das fungoes em Hj e E} do suporte de Z),. Com efeito, suponha

novamente por absurdo que para todo m tenhamos

N 2
m) > —.
om) > =

Da definigao de ¢(m) temos que
e(m) <max{J(V +1tZ}); V € Hj( ou E;) N By, t >0}
=max {J(V)+ J(tZ,,); V € H( ou E}) N Bp(my, t >0}
<max {J(V); V € Hj( ou E}) N B } + max {J(tZ],); t > 0}.
Mas jé vimos em (2.31) que J(V) < 0 para todo V € H}( ou E}) e portanto

c(m) <max{J(tZ ); t > 0}.

O restante da demonstracao segue “ipsis litteris” da demonstracao da Proposicao 2.12. W

2.4.4 Conclusao da demonstracao do Teorema 2.3

No que segue, ¢(m) = ¢(m), sob as hipéteses (A1) ou (As), ou ¢(m) = ¢(m), nas condigoes

(AQ) ou (A4) .

Tomemos m tal que ¢(m) < 2m/ay, garantidos pelas Proposigoes 2.12 e 2.13. Seja (U,),
U, = (un,v,) asequéncia (PS) neste nivel ¢(m). Uma vez que (U,) é limitada, tomemos uma
subsequéncia de (U,) e U € H(Q) tais que U,, — U fracamente em E = H}(Q) x HJ (),
U, — U em LP(Q) x LP(Q) para todo p > 1 e q.t.p. em Q. Temos o seguinte resultado

auxiliar, o qual se baseia no Lema de Strauss (vide [4]):

Proposicao 2.14. Se U, — U fracamente em E e (U,) satisfaz (2.10) entao para n — oo
valem as sequintes convergéncias

(i) VH(-,U,) — VH(-,U) em L*() x L'(Q);
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(i) H(-,U,) — H(-,U) em L*(Q).

Prova. Podemos supor que fU;(:ﬂ — U(z) para quase todo z € Q. Como (U,) ¢ limitada,
temos, por (2.10) que

/(VH(x Un), Up)g2 < /(VH(:L’, Uy,), Up)ge < Co. (2.39)

Para o item (i), inspirados nos argumentos contidos no Lema 2.1 em [21], devemos provar
que H,(-, /U;) — H,(-,U) e Hy(-, /U;) — H,(-,U), ambas as convergéncias em L'(). Para

tanto, é suficiente provarmos que

/H:EU —>/H1’U e
/H:EU —>/HxU

(vide [49]). Provaremos apenas a convergéncia para H,. A outra convergéncia é idéntica.
Com efeito, notemos primeiramente que como H,(, U ) € LY(Q), temos que para todo € > 0

existe 0 > 0 tal que
| Hux, U(z)) < e, sempre que |A] <0 (2.40)
Uma vez que |U| € L(Q), tomemos M, tal que o conjunto Ay = {z € Q; |U| > My} satisfaz
| Ao| < 0. (2.41)
Pela hipétese (H3) podemos ainda tomar M; > 0 tal que
H,(z,5) < CiO(VH(x, S), S)gz, paratodo |S|> M, (2.42)

para algum C; > 0.

Seja entao M = max{ M, M;}. Observemos que

/H 2, Un( /H z, Uz ‘ /@ZMHu(x,ﬁg(x))—/W'ZMHU(:I;,[?(;E))
+ /@KMHU(:E, Un(z)) — /ﬁ<M 1. (2. 5(2))

= /lﬁzle Halo Uale)) + /ﬁzM il )

/ H (. U () — / Ho (2, U (2))
|Up|<M Ul<M
=0+ I+ I3 — 1.

_l_
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Fazendo uso de (2.39), (2.42) e a escolha de M, temos que

L< = [ (VH(x,Uy),Up)e < e.
C10 Q

Devido a (2.40), (2.41) também temos

I / How, U(2) < | H(z,0(x)) < e
> M A

Portanto, para demonstrar o item (i), resta-nos verificar que |I3 — I4| — 0 quando n — oc.

Como H, é continua, temos que para quase todo x € (2,
H, (a1, Un(@)) X g g () — Ho, T (2)) Xy () = 0
onde X, denota a funcao caracteristica do conjunto A. Uma vez que
Ha, U)X g () — Hul, U (@) X () < C
o resultado seque pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue.

Provemos o item (ii): seguimos a demonstragdo do Teorema A.1 em [4] (Lema de
Strauss). Como H é continua, temos que H(z,U,(z)) — H(z,U(z)). Sendo || < oo,
o Teorema de Ergorov nos garante que essa convergéncia pontual se da também em medida.

Consequentemente, o Teorema de Vitali implica que H (-, ﬁ;) — H(-,U) em L' ocorre quando

H(-,U,) é uniformemente integravel em n. Isto é, precisamos provar que dado € > 0 existe

K. >0 tal que
/ H(z,U,) < e
H(z,Up)>Ke

Com efeito, por (Hz) dado € > 0 escolha ¢, tal que
H(z,S) < Ci(VH(x, S), S)g: paratodo z€Q e [S]| > c.,
0

onde Cj é dado em (2.39). Além disso, uma vez que H é funcao continua, podemos encontrar
K, > 0 tal que
H(z, Un(x)) > K. = |Un(2)] > c

Portanto,

/H( N H(:E,@)S/'N H(x,/U\:L)gi/Q(VH(x’ﬁ;)’ﬁ;)Rz<€’

-'EvUn)ZKe



como queriamos. [ |

Demonstracao do Teorema 2.3: Observemos primeiramente que U é solugao para o
Problema (2.4). De fato, tomando V' € C'°(£2) x C°(2) temos que

0 J'(U, /VUVVLQM@mMW—/WW@ﬁﬂwz

Q
Mas entdao, como [,VU,VV — [, VUVV, [J(A@)U,,V)rz — [ (A@)U,V)g2 e

Jo(VH (z, Un),V)ge — Jo(VH (z, U),V)ge (esta ultlma devido a Proposngao 2.14), temos
que J'(U)V = 0 para todo V € C®(Q2) x C(R2). Logo U é solugao de (2.4). Precisamos,
no entanto, garantir que U # 0.
Suponha por absurdo U = 0. Observe assim que
Uy =0 ¢ [ B0 = [ B (@),) =0
(novamente pela Proposigao 2.14). Sendo assim
c(m) = lim J(U,) = 5 lim [0

Portanto, como ¢(m) < 27/ay, podemos encontrar § > 0 tal que

HUH2<§%—5 (2.43)

para todo n suficientemente grande. Consideremos ¢ > 0 suficientemente pequeno e p > 1

suficientemente préximo de 1 para que
plag +€)(dr/ag — 0) < 4.
Pela condi¢ao (H;), podemos tomar C' > 0 suficientemente grande para que
H,(z,s,t) + Hy(z,s,t) < (@0t H) L para todo s,t > 0, x € (.

Portanto como J'(U,)U, = o(1l), (isto é J'(U,)U, — 0 quando n — o0) assim como

Jo(A(2)Uy, Up)r2 = o(1), vemos que

U7 = VH (z,Uy), Up)ge

un /H
( ) ||un||Lpf(m+( / [Hv<x,Un>]p) onlln

1
P
+C ( plaote) (Un+on2) + C’) (HUNHLP'(Q) + ||'Un||Lp’(Q))-

\\
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Mas U, = (un + ¢)2 <2 e 0,° = (v, + )% < v2. Entdo

n

1
(8% EUnQ U7L2 P
10,2 SO<1>+C(/Q o +)(um+ >+c) SR P

1
s\ (1Unl \? P
SO(l)—FC </ ep(ao+5)(4a0 6)(”U7LH) _|_C)p HUHHLP'(Q)XLP'(Q)
Q

4 (1] )2 »
<o(l) +C e\l + C ) Unll o ()< (o) -
Q

Mas (|Un|l 1o ()< e (@) — 0. Como a tltima integral nas estimativas acima ¢ limitada pela
desigualdade de Trudinger-Moser (observe que |U|/||U]|| é uma fungao em H}(€2) com norma
1), temos que ||U,|| — 0. Sendo assim U, — 0 em E e portanto J(U,) — 0 = c¢(m).
O que é um absurdo pois por definicao de ¢(m) temos que c¢(m) > p > 0 para todo m.

Consequentemente U # 0 é a solugao procurada. |
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CAPITULO 3

SISTEMAS CRITICOS
UNILATERAIS COM
RESSONANCIA

3.1 Introducao

Neste capitulo, estudamos um sistema eliptico homogéneo em RY onde a nao-linearidade
possui um crescimento critico unilateral (exponencial para o caso N = 2) e ressonancia em
autovalores de ordem superior. Fazendo uso de técnicas variacionais, provamos a existéncia

de uma solugao nao trivial para o problema

—Au = a(x)u+b(x)v + Hy(z,up,vy)  em €,
—Av = b(z)u+c(x)v+ Hy(x,ugp,vy) em (3.1)
u =20 v =020 sobre 0f).

Q c RY ¢ limitado com fronteira suave, H ¢ uma nao-linearidade de crescimento critico.

As hipoteses para H sao detalhadas na proxima se¢ao. Supomos que 1 é um autovalor de
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ordem superior para o problema de autovalor com peso dado em (1.9), onde

Alz) = <a(f’f) b(f”z) € C(Q, My (R)).

Problemas elipticos criticos unilaterais tém sido objeto de interesse de alguns
pesquisadores nos anos recentes. Normalmente envolvendo termos nao-homogéneos, essas
nao linearidades criticas unilaterais surgem primeiramente em [20] para problemas do tipo
Ambrosetti-Prodi, propostos pioneiramente em [2], onde os autores provam a existéncia de
duas solugoes para o problema de Dirichlet —Au = )\u—l—ui*_l + f para uma classe particular
de fungoes f apenas em dimensoes N > 7. Posteriormente [9] melhora o resultado contido
em [20] para dimensdes menores N > 3, com algumas hipé6teses adicionais em dimensoes
3,4 e 5, problema este que estendemos para uma classe de sistemas no Capitulo 1 e para o
caso N = 2 podemos encontrar um resultado equivalente em [10], o qual trazemos para o
contexto de sistemas no Capitulo 2. Quando f = —s¢; onde ¢; denota a primeira autofuncao
positiva de —A com condigoes de fronteira de Dirichlet, temos alguns resultados relacionados
a conjectura de Lazer-McKenna [37] que podem ser encontrados em [38, 39]. Estudamos
neste trabalho um caso homogéneo com ressonancia inspirados principalmente em técnicas
introduzidas em [1, 9, 10, 20]. Citamos ainda [42] para um resultado semelhante, envolvendo

ressonancia em sistemas elipticos.

Diferentemente dos capitulos anteriores, exploramos aqui um problema homogéneo, com
ressonancia em autovalores de ordem superior. A diferenca é, portanto, na dificuldade que
naturalmente surge com essa ressonancia. Superamo-a através de uma analise mais refinada
na obtencao das estimativas necessarias. Observamos que, até onde vai o conhecimento do

autor, este resultado é novo inclusive para o caso escalar

—Au = Nu+g(x,u) em €
u =0 sobre 0f),

onde k > 2 e )\, denota o k-ésimo autovalor de —A com condicao de fronteira de Dirichlet

homogénea. g é uma nao-linearidade de crescimento critico em +oo.
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3.2 Hipodteses, teoremas e preliminares

Reescrevemos o problema (3.1) em sua forma vetorial: Se U = (u)) Uy = <u+> e

VH(z,U,) = ( Z“E;”?; ) ,

temos

—AU = A(z)U+VH(z,Uy) em
U=20 sobre 0f),

Como j&a previamente mencionado, supomos

(A1) a,b,c € C(Q,R), b(z) > 0 para todo x € Q, max,cqmax{a(z),c(z)} > 0; Além disso

A =1, onde A\ é o k-ésimo autovalor associado ao problema (1.9) com k > 2.

A abordagem para o caso de dimensao N > 3 difere significativamente daquela para o caso
bidimensional, uma vez que a criticalidade possui crescimento polinomial no primeiro caso
e exponencial no segundo. O que fazemos aqui é juntar as ideias e hipéteses dos Capitulos
1 e 2, acrescentando as mesmas uma hipotese de ressonancia nao abordada anteriormente.
No entanto, retiramos o termo nao homogéneo e nosso estudo consta na prova de existéncia

de solucao nao trivial para o problema (3.1).

Suponha p > 1 e para cada funcao F' : R, x R, — R considere as seguintes hipoteses:
(hy) FEC'Ry xRy)e F,F,,F, > 0;
(he) F(Au, \v) = NWF(u,v) ¥ XA >0 (ou seja, F' é p homogeénea, positivamente);
(hs) F.(0,1) = F,(1,0) = 0;
(hy) (s,t) — F(s'/? t1/7) é concava.
(hs) Existem constantes positivas 9 e o tais que F'(u,v) = Ju? +ov? + F(u,v), com F > 0.
Podemos entao enunciar o primeiro teorema deste capitulo.
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Teorema 3.1. Suponha (A1) e H = F # 0 satisfazendo (hy)-(hs) com p =2*. Se N > 6
entdo (3.1) admite uma solu¢io ndao trivial. Caso H = F + G com G # 0 satisfazendo
(h1)-(hs) e N/(2N —2) < p/2* < 1, entao o mesmo resultado vale para N > 3.

Observacao: Notemos que podemos sempre supor H = F' + G, tanto para N = 3,4 e
5ou N > 6. A diferenca é que podemos permitir, para N > 6, que G = 0. Portanto,
a fim de evitar analisar essas dimensoes separadamente, sempre admitiremos H = F + G.
A hipétese G # 0 s6 serd utilizada nas dimensoes 3,4 e 5 e seu objetivo é perturbar o
funcional associado ao problema de forma a baixar os niveis de energia do mesmo para
valores apropriados. Notemos ainda que a hipétese sobre p é ligeiramente melhor (menos

restritiva) que a hipétese andloga feita no Capitulo 1.

A demonstracao desse Teorema segue a mesma linha de raciocinio explorada no Capitulo
1. A diferenca aqui é que a ressonancia impoe algumas dificuldades que sao superadas via

estimativas mais delicadas.

Para o caso bidimensional supomos
(Hl) H e Cq(ﬁ X ]R-i- X R+aR+)> HuaHv 2 0;

(Hy) VH ¢ critica: Existe ap > 0 tal que

|\VH(z,U)| 0 para todo a > ayg
lim ——— 2 —

a|U|?
USoo  eclUl +o00 paratodo a < o

uniformemente em x € €.

(Hs) Hy(z,0,v) = Hy(z,u,0) =0 Yu,v>0;

. H(z,U) +|VH(z,U)|
(Hi)  lim (VH(z,U),U)ge

= 0, uniformemente em x € €;

(Hs) |VH(z,U)| = o(|U|) quando |U| — 0 uniformemente em x € .

(Hg) Para todo vy > 0 existe ¢, > 0 tal que

(VH(z,s,s), (s, s))gz > 7€ para todo s > Cy, T €L

De posse dessas condigoes, temos o seguinte teorema.
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Teorema 3.2. Suponha (Ay), (H1)-(Hg). Se N = 2 entao (3.1) admite uma solug¢do ndo

trivial.

Notemos que a hipétese i = 1 nos induz a utilizacdo do Teorema de Linking (sem a
condicao de Palais-Smale, uma vez que estamos supondo crescimento critico), enunciado na
subsecdo 1.5.2, para o funcional J : H}(2) x H(Q) — R associado a (3.2) dado por

sy =5 (101 - [ (o) - [ #e o). (33)

Para tanto, assim como nos capitulos anteriores, precisamos de uma decomposi¢ao
apropriada para o espago E = H}(Q) x H}(Q), onde procuramos pontos criticos deste
funcional (que sao as solugoes fracas de (3.2) ). A decomposi¢cao natural é dada por
E = By ® Eji- onde Ej, = span{®#; 1 < i < k}. Porém, a fim de facilitar algumas
estimativas no decorrer das demonstragoes, faremos uso de técnicas desenvolvidas em [32],
que consistem em “furar” as autofuncoes em E) produzindo “buracos” nessas autofuncoes
que serao o suporte de fungoes apropriadas na obtencao das condigoes geométricas desse

teorema de ponto critico.

Analogamente ao que fizemos no Capitulo 2, seja ry € R suficientemente pequeno tal que

exista x,, € () satisfazendo By, (z,,) C Qe
@7 (2)], [@5(2)],..., [F(x)] < Cro (3.4)

para todo x € By, (7,,) e para algum C > 0. Isto é possfvel uma vez que as fungoes ®:!
sao todas Lipschitzianas e se anulam em 0f). Note que uma vez escolhido 7 e seu respectivo
ponto z,,, entao para qualquer r < ry podemos escolher z, satisfazendo as condigoes acima.

Note que sempre podemos escolher z, de forma que dist(z,, 92) — 0 quando r — 0.

Considere entdao r < 1y e z, dados acima e (., € C®(RY) tal que: 0 < ¢, < 1,

VG (z)] <2/re
0 sex € B.(z,
C(x) = ()
1 sex € Q\By(z,).
Defina agora
o} = (P

e considere o seguinte espacgo de dimensao finita
E; =span{®!; 1 <i < k}. (3.5)
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Pelo Lema 1.14 (com r = 1/m), podemos encontrar 7 suficientemente pequeno para que
E=E,®FE;} (3.6)

para todo r < 7.

Para uma melhor organizacao deste capitulo, alguns resultados cujas demonstracoes sao
semelhantes independentemente das dimensoes N = 2 ou N > 3 serao estabelecidos e

demonstrados nessa segao.

Denotando B, a bola de raio p e centro na origem do espago £ = H}(Q2) x Hg (), temos

o seguinte lema
Lema 3.3. Sob as hipoteses do Teorema 3.1 ou 3.2 existem p, d > 0 tais que
J(V) > 6 para todo V € OB, N Ej-.

Prova. Pela hip6tese (A;) e (1.39) temos

WW—AmmwmwzQ— )WWzmwm (3.7)

N1
para todo V € E. Assim, para o caso das hipéteses do Teorema 3.1 e fazendo uso da
desigualdade (1.29) para F' e G, temos
V) 2OV [ Fenws) = [ Glows)
Q Q

ot ([ [12) ([ )
Q Q Q Q

>C|VIP* = CIIVI* = ClviP,

o que demonstra este lema para o caso N > 3.

Supondo o caso bidimensional, fixemos U € Eif. Pelo Lema 2.4, tomando o > aq e
|U|| < +/7/c, temos

)= P == [ VP~ K. [ e (i +0?)
Q Q
1

v
N —

2
quQWW—&(LWWWQnm&m

szW—OQ/#M)(/&W)Hmﬁ
Q Q
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E estas duas integrais acima sao limitadas pela desigualdade de Trudinger-Moser. Sendo

assim,
J(U) = Clu|* - Clul?,
para todo U € Eif tal que ||U]| < y/7/a, o que conclui a demonstracio do Lema. [

O proximo resultado complementa o Lema 1.14 e assim como naquele caso a

demonstracao ¢ feita de modo inteiramente analogo aquela contida em [32].

Lema 3.4. Existe C' > 0 tal que, para todo r suficientemente pequeno temos

/ Vo ve!
Q

Apés o Lema 3.3 o que geralmente fazemos para a demonstragao das condigoes

S 52']' +C7”N.

geométricas do Teorema de Linking é escolher uma fungao apropriada w no espaco (E})* a
fim de obter as estimativas necesséarias sobre a fronteira do conjunto Br N E} & {sw; 0 <
s < R}. A escolha de tal w difere significativamente nos casos N =2 e N > 3. Por isso,
optamos por separar a discussao e demonstragao dos resultados principais em duas secoes

que contemplam essas abordagens distintas.

3.3 Ocaso N >3

Tomemos &, € C§°(B,(x,),0,1]) uma sequéncia de fungoes “cut-off” tal que & = 1 em
B ja(xy) € ||&r]|oo < 4/r e definamos

ul(z) = & (x)ue(x — x,). (3.8)
Onde as fungoes u, sao as conhecidas fungoes de Talenti j& definidas em (1.31) e utilizadas ao
longo do Capitulo 1. Seguindo a mesma linha de raciocinio dos procedimentos deste mesmo
capitulo consideramos

Ul = (yul, kul) (3.9)

€

onde 7, kK > 0 sao constantes nao-negativas satisfazendo

Y+ r2=1

3.10
F<77 ’i) = Mg, ( )
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onde
F(U)=FU)**

Mz = max{|F(s,t)| : |s|* + [t|* = 1}.

Consideramos assim o seguinte conjunto:

QF = (BpnEp) @ {sU!; 0<s <R} (3.11)

O seguinte lema, em conjunto com o Lema 3.3 para o caso N > 3 nos dao a geometria
de Linking necessaria para a construcao de uma sequéncia de Palais-Smale em um nivel

apropriado de compacidade do funcional em (3.3).
Lema 3.5. Supondo as condi¢oes do Teorema 3.1, dados p,a > 0, existe R > p tal que

J(V) < a, paratodo V € 0QF,

para quaisquer v, € > 0 suficientemente pequenos.

Prova. A técnica que utilizamos de “furar” as autofuncoes de forma que as funcgoes de
Talenti possam ser suportadas nestes “furos” tem como objetivo tornar relativamente faceis
estimativas que dependem de termos como sU] +V onde V' € Ej. Isso ocorre pois com esse

procedimento, temos que
J(V +sU) =JV)+ J(sU!), paratodo s >0 e V € EJ. (3.12)
Referimo-nos a (1.51) e a demonstragao 14 contida para a prova de (3.12).

Sendo assim, considerando a decomposicao 0@}, = Py U P, U P; onde

Py, ={V + RU; V € H,N Bgr}
Py={V+sU!; VeH, |[V|=Re0<s<R}

Em P; utilizaremos o Lema 1.14 com r = 1/m. Temos entao

(W1 = [ camve)
(s
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Guardamos, por enquanto, esta estimativa.

Se V 4+ RU! € P», entao a hipétese de homogeneidade sobre F' e as estimativas de

Brezis-Nirenberg para u! (mencionadas no Lema 1.10) nos dao

J(V+RU!)=J(V)+ J(RU!)

R? 1 R? . .
< (1-——=|+=|U-R"F ik
<5 (1= ) + 500 = R FOw [ -
<CR* - CR* (SM? + C,eM)
<0,
para R suficientemente grande e independentemente de r > 0 e € > 0.
Suponhamos agora V + sU! em Pj, ou seja, ||[V|| = R. Temos
JV 4+ sU) =J(V)+ J(sU)
<IV) +Cos® [ [V = s [ (@)
0 Q (3.15)

<J(V) + SN/2(0232 — F(y, m)sz*) + CgszO(eN_Q) — F(v, m)sz*O(eN)
<J(V) + Cy + CoeV 2R

onde utilizamos as estimativas no Lema 1.10 e o fato de que Cys? — F(v,k)s?> < C para

todo s > 0.

Vemos entao a necessidade de estimar J(V') apropriadamente. Consideremos entao
V=RVonde |[V]|=1eV =aV, +8Vycoma?+ 3> =1,V, € E eV, € VI, onde
[ = max{n; A\ < M} e VI denota o subespago de E obtido apés as modificagdes feitas nas
autofungdes que compoem uma base para o autoespago associado ao autovalor A;l. Sendo

assim,

2
J(V) S% (HVH2 — /(A(a:)V,V)Rz) — R” / F(V) (3.16)
Q Q
Fixemos 6 > 0. Temos que V € Ey N By = Vs UUs onde

Vs={W =aW, + Wa; Wi € EfNBiNBy, Wo eV, o®+ 3> =1, |a| >4}, (3.17)
Us = {W =aW + W, Wy € EFNBI NGy, W€V, a2+ 32 =1, |a| <6}
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Se V € V5 entdo pelos Lemas 1.14 e 3.4, a partir de (3.16) vemos que
2
J(V) §R7 (a2/ \AZAVA% +62/ \AZAVAT —az/(A(x)Vl,Vl)Rz
Q Q Q
0 [ Vageo + 200 [ V- [ (@ vage ) )
Q Q Q

«

< (a2(1+C’rN)+62(1+CTN)+2|QH6|CTN— i — ci )

)xf‘+cer 1+ cprV
R? 1
<—|?(1 - — " orV) .
2 (a ( A;“+cer)+ ' )

Assim, como 1 = A > M\ e |a|] > §, podemos tomar r > 0 suficientemente pequeno para

que
J(V) < —CsR?, paratodo V =RV, V €Vs. (3.18)

Suponhamos agora V' € Us. Observemos que para obter a estimativa (3.18) nao fizemos uso
do termo R*" [, F(V) que surge em (3.16). No entanto, uma vez que o controle na parte
quadriética fica comprometido quando V' tem sua maior parcela em ressonancia (que é o caso
quando V' € Us), precisamos utilizar entao este termo anteriormente descartado. Mostremos

que existem 0 > 0 e ¢5 > 0 tais que

/ F(V)>cs >0 paratodo V € Us. (3.19)
Q

Com efeito, observamos primeiramente que V = (ay; + Swy, ays + fws) onde Y = (y1,12) €
E'NByeW = (w,wy) € Vi N By. Portanto, pelo menos uma das fungoes coordenadas
wy, we € HY(Q) sempre muda de sinal, uma vez que k > 1. Provemos inicialmente que
existem 0 > 0 e ds > 0 tais que

ax {mgx{ozyi + pw;; Ve U5}} > ds > 0.

i=1,

De fato, suponha que nao. Sendo assim, é possivel encontrar sequéncias (o), (6,) C R e
(y7), (w) C Hy(Q) tais que a, — 0, [Ba] = /1 — a2 — 1, [[(y7,y5)[| = [[(w], wy)[| =1 e

max {max{ozny? + ﬂnw?}} — 0.
=12 | §

Mas, para alguma subsequéncia, temos entao o,y — 0 e S,w! — w; onde W = (wy, wy) €
Vi, com |[W] = 1. Portanto, obtemos max;_; o{maxg{w;(z)}} = 0 e portanto w; < 0 e

wy < 0, 0 que é absurdo.
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Para cada V = (v;,v3) € Us definamos Q, = {x € Q; max;—io{(vi)L} > ds/2}.
Pela equicontinuidade das funcoes V € Us, temos que |Qy| > ¢ > 0 para todo V € Us.

Consequentemente, uma fez que F(s,t) > 9s% + ot , pela condigao (hs), temos

L@ =0 [ @)+ [

>C ) ((v1)+ + (v2)4)”

>0 [ (matond)

ds\ >
=C 5 |Q+‘EC§>O

para todo V' € Us.

A partir de (3.16) temos entao
R? 1 . _
JV)<—(1-——F ) —R" | F(V
NI

<CR? — ¢sR*

(3.20)

para todo V = RV € Us, onde utilizamos (3.19) na tltima desigualdade acima.

Precisamos agora organizar os fatos: Por (3.13), tomemos Ry > 0 independentemente
de 7 e € para que J(U) < 0 para todo U € P,. Se U =V + sU’ € Py entdao V = RV
onde V€ VsouV € Us. Se V € Vs entao por (3.15) e (3.18) podemos encontrar Ry > 0,
independentemente de r e ¢ < 1 tal que J(U) < 0. No entanto, se V € Us entao por (3.15)
e (3.20) temos que

J(U) < CLR* 4 (—cs5 + CoeV 2 )R? 4 (4

e portanto podemos tomar e suficientemente pequeno e R > max{ Ry, Ry, p} suficientemente
grande de forma que J(U) < 0.

Fixado este R > 0 e voltando para (3.13) podemos encontrar ry > 0 suficientemente

pequeno para que J(V) < a para todo r < g, concluindo a demonstracgao. [ ]

A geometria de Linking para o funcional J é obtida portanto a partir dos Lemas 3.3 e
3.5. O proximo passo é demonstrar que toda sequéncia de Palais-Smale do funcional J é

limitada.
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Proposicao 3.6. Sob as hipdteses do Teorema 3.1, toda sequéncia de Palais-Smale para o

funcional (3.8) é limitada.

Prova. Seja (V,,) = (upn,v,) C E tal que |J(V,)] < C e J(V,) — 0. Primeiramente, de

forma usual, estimamos J(V,,) — (1/2)J'(V,,)V,,. Assim como no Capitulo 1, obtemos
/QF((V,L)JF) +/QG((vn)+) < Cy + Gy Vil (3.21)

Portanto, a hipétese (hs) implica que

Jwt + [@r <cr vl (3.22)

Tomemos entao a decomposicao F = E; &V, @ (E),)* dada em (1.38), com | = max{n; A2 <

A} Assim, seja V,, = VI + VF + VL tal decomposigao. Vemos que
POV I = [(A@VEVDR = [ (F(F +G)(Va)), Ve
Q Q

Logo fazendo uso de (1.39) e (1.29) para as fungoes F,, F,, G, ¢ G,, temos

A
(i—lﬁ - 1) IVall? < = T (V) V, — /Q(V(F +G)(Va)+), Ve

S/Q(FquGu)((Vn)HIUZI +[2(HU+GU)((Vn)+)\Ui\ +eal[Vo

< M, ( Jwz i+ [ <vn>%:—1\u;|)
Q Q
My, ( Jwz e+ [ <vn>i*—1\vm)
Q Q
T Mg, ( L+ [ <vn>%’;1|ua|)
Q Q

T Mg, ( Jwrwhi+ | (vn)ﬁ‘llv,ﬁl) eV
0 Q
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Utilizando desigualdades de Holder e Young e as imersoes de Sobolev vemos ainda que

A »
Zk
(55— 1)ma

< eVl + M | 26 Q i
Q

2(2% —1) 2(2%—1)

el for) (o)

2(2* 1) 2(2%-1)

+ My, | 2 </Q\v;\2*)22*+ C. (/Q(unﬁ) - (/Q(vn)i*) )

2(2* —p+1) 2(p—1) 2(p—1)
* 2% 2% 2%
Mg [ 2 (/ |ugl|—2*2p+1) e (/(unﬁ) + (/(vnﬁ) ]
Q Q Q
2(p—1) 2(p—1)
2% > 2% >
(L) (o) ]
Q Q

2(2% —p+1)
2(2%—1) 2(2%-1)

+ Mg, | 2¢ (/ |v;|%) i +C,
Q
< Vil +ealvil+ o | (ft) T+ ([ rt)
Q Q
2(1;:1) 2(1;;1)
(far) "+ (fwr) ]
Q Q

Tomando e suficientemente pequeno, deduzimos, por (3.22),

+Cs

2(2*-1) 2(p—1)
IVAPZ < eV +Co L+ [Val) ™7 +Cs(1+|Val) "7 . (3.23)

Analogamente, estimamos [|[V| e obtemos

2(2*—1) 2(p-1)
VP < el Vil +Co (L + IVall) = +Cs (14 |Val) = . (3.24)

Denotando W,, = V,i + VLV, =W, + 3.Y, onde Y,, € V, N 9B, e somando-se estas duas
ultimas estimativas, obtemos

2(2%—1) 2(p—1)

IWoll? < enlWall + Co (1 + V)™ = +Cs (1 + Vo)™
< CL|Wl| + Ca + Cs(IWall + 18.1) "5 + Cal| Wl + 18a])

2(p—1)
2*

Mas
2(p—1) 2(2—1)
0< <
- 2% 2%

<2
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e portanto
2(? 1)

|l 2

Claramente, se |G, < C nao ha nada para fazer. Supomos portanto |3, — oo.

IWall* <

€n +Cl|/6n

Consequentemente, a tultima estimativa acima implica que ||W, /3, — 0. Portanto,
podemos tomar subsequéncias apropriadas tais que W, /3, — 0 em LP(2) x LP(Q) para
todo 1 <p <29V, =Yy, €Vyem E e LP(Q) x LP(Q) para todo 1 < p < 2*, bem como
convergéncias pontuais destas mesmas sequéncias em quase todo ponto de €2. Como Y € V;

temos que

J (Va)Yo = — /(V(F + GV, Yo)re

Mas J'(V,,)Yo = €, — 0. Logo

[ TR0 Yok < 60+ il [ 1961
Q Q
A homogeneidade de VF e VG implicam, portanto, que

€n |/87l| Pl
= g

Além disso, uma vez que V,, = W, + 3,Y,,, entao temos V,,/f3, — Yy em LP(Q) x LP(2) para

todo 1 < p < 2* e em quase todo ponto em 2. Sendo assim, pelo Teorema da Convergéncia

/ (VF (Vi) Ba), Yolss Yollae / VGV, /Bl

Dominada de Lebesgue,

[ F 8 Yo — [ (VP05 Yol

[1vesm— [ w6l

0 Q
Dai, como |3,[P71/|3.* ' — 0 pois p < 2%, vemos que
JZOR ORI
Mas observamos que a hip6tese (hs) implica que
VF(u,v) = (026>, 020% =) + VF (u, v).

Dessa forma, se Yy = (y1,y2) temos

/Q ()2 4 ()2 ) = 0
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o que é absurdo pois ||Yy|| = 1 e Y; € V) e portanto pelo menos um entre y; e y» é nao nulo

e muda de sinal, concluindo a demonstracao. [ ]

Os proximos resultados consistem em provar que a sequéncia (PS) obtida no nivel
minimax definido pelo Teorema de Linking converge (fracamente) para uma solugao nao
trivial de (3.2). Basicamente as ideias que seguem na conclusao da demonstragao do Teorema
3.1 em pouco diferem daquelas ja apresentadas no Capitulo 1 e portanto exporemo-as de

forma breve, evitando repeticoes desnecessérias.

Definamos portanto, o nivel minimax

¢=inf max J(U) (3.25)

Vel Uen(QR)

onde QF estd definido em (3.11) com 7, R > 0 tomados de acordo com o Lema 3.5 e

I'={heC(QEE); h(u)=useuec dQR}.

Tomemos entao (V,,) C E tal que J(V,,) —ce J'(V,) — 0. A existéncia de tal sequéncia
é garantida pelo Teorema de Linking sem a condicao de Palais-Smale e consequéncia direta
dos Lemas 3.3 e 3.5. Uma vez que tal sequéncia ¢ limitada em E, podemos tomar V € E
tal que
V., =V eFE e ||V, —V]| convergente

(passando a uma subsequéncia, se necessario). E imediato provar, via Teorema da
Convergencia Dominada de Lebesgue e as condicoes de crescimento impostas nas fungoes

F e G que V é um ponto critico do funcional J. A dificuldade consiste em provar que V' # 0.

Para a fungao critica F' do problema (3.2), consideremos Sr é dado em (1.33). O lema
seguinte, analogo ao Lema 1.18, estima a distancia que J(V') estd de ¢, caso V,, nao convirja
fortemente para V.

Lema 3.7. Seja K :=lim,, .o, ||V, — V||?. Entao

J(V) + % . (3.26)

Além disso, se K > 0 entio K > (1/2*)™V-2/25N/2

Prova. Pelo Lema de Euler para fungdes homogéneas (1.27) temos
Vall = (4@ e =2 [ R0 = [ 60K = TV =0, 27
Q Q
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Uma vez que V,, = V e devido a uma generalizacao do Lema de Brezis-Lieb devido a de

Morais Filho - Souto [25], garantimos que

|0 - [ Fon - [ P —o

Q

Pela subcriticalidade de G também temos

| e - [ a—o

Q

Essas duas ultimas convergéncias confrontadas com (3.27) e J'(V)V = 0 nos dizem que
Ve — V|2 = 2*/Q F((Va—V)4) + en. (3.28)
Similarmente, a partir de J(V,,) — ¢, vemos que
tten = J(V) + %nvn _V|2- /QF((V,L “V)L). (3.29)
Dai obtemos (3.26) de (3.28) e (3.29).

Suponha entdao K > 0. Entao, por (3.28),

N—-2

V= VI 2 e ([ (0= V10) T = SelelVa = VI o)

e tomando n — oo temos K > (1/2%)V-2/28N2 como querfamos demonstrar. [ |

O proximo resultado traz uma estimativa para o nivel ¢ que, confrontada com a igualdade

obtida no Lema acima, provarda que V # 0, concluindo a demonstracao do Teorema 3.1.

Proposicao 3.8. (i) Suponha N > 6. Entdo existem € >0 er =r(e) > 0 tais que

1/92* (N-2)/2
( / )]V S}Vﬂ _ 062.
(ii) Suponha N = 3,4,5. Entao para N/(2N —2) < p/2* < 1 ezxistem e >0 er =r(e) >0

tais que
(1/2*)(N—2)/2

GN/2 o N-(N-2)p/2.
N F
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Prova. A definicao do nivel ¢ garante que para cada €, > 0 suficientemente pequenos
existem V, € E} N Br (onde R é dado no Lema 3.5 e independe de €, > 0 pequenos), e
Sse > ¢ > 0 tais que

¢ < J(V.+sU!)

Claramente, tanto V, quanto s, dependem também de r > 0 mas tomemos agorar = r(e) = €?
onde 0 < d < 1 serda escolhido apropriadamente mais a frente. Notemos ainda que
J(Ve+ s U = J(Vo) + J(sUL). Além disso, temos

J(V,) < CrN = Ce™™.

Consequentemente, torna-se suficiente mostrar que

A2 oy

Syt —Cé N > 6;
Ce™ + J(sUT) < N ! ‘ e
o (1/2) =22 g
S - 0 e N = 3,45,

para uma escolha apropriada de 0 < d < 1. Sendo assim, fixe ¢ > 0. Utilizando o Lema 1.10
(com r=1/m) nos itens (5) e (6) e (3.10) temos

J(sUl) < (9" + 17 /Q Vg — 57 F(y, k) /Q(UZ)? = C(llucllz + Gy, m)llull})

2
< (5 =7 P ) 18 4 O((e/r) V) - (il + Gl )

1 (N—2)/4
%:<%wa0

s .
s»—>5—32 F(v,k).

Mas
¢ 0 maximo da funcao

Portanto, devido a escolha de 7 e k em (3.10),

) N-2
2, 1 11\ 2 (1

PO < v v (x) " Gr
(3 NerGar - NA\xE) i

Utilizando essa tltima desigualdade na estimativa sobre J(s.U!') acima, o Lema 1.9 nos diz

vz

que

o N=2) (N/2
1/25y7= S - r r
(1/ %V £ 4 Ci(e/m)V =2 = C ([l 13 + G, ) [ul ).

J(s U <
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Portanto

o =2 (N/2
1/2 = S
W) 2 Be i ety =000 (a3 + Gl ).

(3.30)

Ce™ 4 J(s.U") <

Se N > 6 ignoramos o termo G(7v, k)|[uf||> em (3.30). A partir do Lema 1.10 no item (4)

(onde escolhemos k=2) vemos que |[u’||3 > K€%, Assim

(1/2*)(1\/—2)/252’/2
N

Dessa forma, tomando 2/N < d < 1 — 2/(N — 2) (possivel apenas se N > 6) temos

Ce™ 4+ J(sUT) < + Ce™N 4 = IIN=2) _ 0,2,

(1—d)(N —2),dN > 2 o que significa que para e suficientemente pequeno podemos escolher
C > 0 tal que Ce™ + J(s UT) < (1/29)N=2/26N2 N — €2, demonstrando (i).

Se N = 3,4,5 descartamos o termo ||u’||3 em (3.30). Note que agora temos que supor
G(v, k) > 0 pois precisamos do termo |uf[[?. Utilizando o Lema 1.10 item (4) com k = p,
concluimos

(N-2)/2 gN/2

CelN 4 J(s.UT) < (1/2%) N F_ L CelN 4 0 i=DWN=2) _ oy N=(N-2p/2,

Portanto, temos que escolher d tal que (1 —d)(N —2), dN > N — (N — 2)p/2, isto é,

D D 2
A I
> SIS TN 2

P 1 N
2*>2<N—1)’

o que é, precisamente, a hipotese sobre p no Teorema 3.1, concluindo a demonstracao. M

e tal escolha é possivel apenas se

Conclusao da demonstragao do Teorema 3.1: Suponha entao que V =0, onde V é a
solugao fraca do problema (3.2) obtida como limite fraco da sequéncia de Palais-Smale (V},)
no nivel minimax ¢. Teriamos assim, pelo Lema 3.7, que K/N = ¢. Pela estimativa sobre K

neste mesmo lema, teriamos ainda

(1/2*)(N—2)/25}V/2

[ N ,

contradizendo o resultado obtido na Proposicao 3.8. |
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3.4 0O caso N =2

Seguindo o mesmo roteiro do caso N > 3, mostraremos que o funcional J satisfaz as
condicoes geométricas do Linking e depois provaremos que toda sequéncia de Palais-Smale
desse funcional é limitada. A partir dai, temos que estimar o nivel minimax obtido no
Linking para que fique abaixo de uma constante apropriada, no caso, 2w /ag, 0 que permitira
obtermos a nao trivialidade do limite fraco da sequéncia de Palais-Smale desse nivel minimax.
Apesar de seguir um roteiro basicamente tradicional e ja bastante explorado ao longo de todo
este trabalho, as dificuldades decorrentes da condicao de ressonancia trazem ideias diferentes

e novas técnicas nas demonstracoes destes resultados.

Primeiramente, para cada r < ry definido em (3.4), consideremos a sequéncia de fungoes
de Moser (Z") dadas em (2.22). Estas fungoes desempenham papel anédlogo as fungoes de
Talenti U] para o caso N > 3, uma vez que o objetivo delas é obter as condi¢oes geométricas

do Linking de forma que o nivel minimax possa ser estimado adequadamente.

Definamos entao
Qf = (BrN E;) @ {scZ,; 0<s < R}. (3.31)

A fim de se obter uma geometria onde 9B, N Ei e 9QF formam um “elo” (ou linking)
apropriado, s6 precisamos tomar R suficientemente grande. O objetivo da constante ¢ > 0
acima é para que a norma da fungdo 27, em Hg () x HJ () seja apropriadamente pequena.

O préximo resultado esclarece a discussao.

Lema 3.9. Fizemosm € N. Supondo as condicoes do Teorema 3.2 e dados p,a > 0, existem
e>0eR>p tais que
J(V) < a, para todo V € 0QF,

para qualquer r > 0 suficientemente pequeno.

Prova. Notemos que a escolha de do espago E} e das funcgoes Z], foram feitas para que o
suporte dessas fungoes fossem disjuntos, possibilitando que J(V + sZ") = J(V) + J(sZ!))
para todo V' € E e todo s > 0.

Fixe s > 0 e considere o conjunto B; N E;. Dado § > 0, cada V' € 90B; N E}, pode ser
reescrito como V' = sV onde V € Us UV, conjuntos definidos em (3.17). Notemos ainda que

pela condicao (H,) e raciocinando de maneira idéntica a parte da demonstracao do Lema
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3.5, temos que dado p > 2, existem ¢ > 0 e Cs > 0 independentemente de r suficientemente
pequeno tal que
_ — Cs5s* se Ve Vs

J(sV) < o (3.32)
C,s% — Cyst + C, seV €U,

onde C, — 0 se r — 0. Da mesma forma, pela definicao de Z) podemos estimar

J(sZ;,) <

2
% — Crmst +Cy, (3.33)

onde C, ,, — 0 quando r — 0 para cada m € Ne C, ,, — 0 quando m — oo para cada r > 0.

Devido a (3.32), podemos tomar ry suficientemente pequeno e Ry suficientemente grande
para que

Cr(Ro)z <«

para todo r <ry e R > Ry. (3.34)
C.R?> — CR"* + C,<0

Primeiramente, fixemos R > Ry. Assim, dado V € Bg N E} temos que V = sV, com
0<s<ReV eVsUVs. Se s < R, entdo temos

J(V) < Cps* < Ch(Ro) <

para todo r < ro. Agora, se s > Ry entdo a outra estimativa em (3.34) garante que J(V') < 0.

Dessa forma, temos que se R > Ry e r < ry entao

J(V) <a, paratodo V € BRNEL. (3.35)

Fixemos entdo € > 0 tal que * < 2C; (Cs dado em (3.32). Consideremos a parte de Q%
dada pelo conjunto {V +seZ); [|[V|| = R e 0 < s < R}. Pelas estimativas (3.32) e (3.33)
temos

g2 —
(—05 + 5) R? seV e Vs
J(V +seZ)) < R
C.R*> — CsR* + 827 +C), se V e Us,

para todo 0 < s < R. Portanto, podemos tomar R > R, suficientemente grande

uniformemente em 0 < r < ry para que

J(V +seZ;) <0, paratodo0<s<RetodoV €dBrNE. (3.36)
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Resta-nos apenas estimar o funcional em {V + ReZ); V € Br N E}}. Mas, novamente

por (3.33) vemos que
2
J(V + ReZ") < <Cr n %) R? — &"C,R" + D,
e portanto, podemos escolher R = R(r,m) suficientemente grande para que

J(V+ReZ!) <0, paratodo V € BpNE. (3.37)

As estimativas dadas em (3.35), (3.36) e (3.37) concluem, portanto, a demonstragao. W

A geometria de linking, dada a partir dos Lemas 3.3 e 3.9, garante-nos a existéncia de
uma sequéencia de Palais Smale no nivel minimax dado por

¢ =inf max J(U) (3.38)

Vel Uen(QR)
onde QF estd definido em (3.31) e I' = {h € C(QF,E) ; h(u) = u se u € 0QE}.

A préxima etapa consiste em provar que toda sequéncia de Palais-Smale para o funcional
J é limitada. Os argumentos repetidos serao omitidos e concentraremos nossa atengao apenas
nas questoes que envolvem a parte critica. O desenvolvimento é o mesmo do caso N > 3:
estimamos primeiramente a parte da sequéncia no espaco Ej; onde nao ocorre ressonancia e
no espaco Fj-. Feito isso, voltamos para o autoespaco associado a A\ = 1, onde raciocinando
por absurdo ao supor que a parte da sequéncia neste subespaco ¢ ilimitada, alcancamos uma
contradicao com o fato de que as autofuncoes associadas a autovalores de ordem superior

devem sempre mudar de sinal.

Proposicao 3.10. Sob as condicoes do Teorema 3.2, toda sequéncia de Palais-Smale para

o funcional (3.3) é limitada.

Prova. Seja {U,} = {(un,v,)} C E uma sequéncia (PS). Seguindo exatamente os mesmos

passos iniciais da demonstracao do Lema 2.5 temos que
/Q (VH(x,Us). Udge < C + €| U] (3.39)
Por (Hj), existem C7,Cy > 0 tais que
|\VH (z,S)| < Cy 4+ Co(VH(x,S),S)ge, paratodo S &R
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Sendo assim, temos que
/ VH(z, U, < C+C / (VH (2, U,), U g,
Q Q

donde obtemos
[ 1vH@ U <C et (3.40)
Q

A partir de agora, fazemos a mesma decomposicao de E que utilizamos na Proposicao
3.6, E = E; &V, ® Ej, com Ej definido em (1.38). Para todo V € E tomemos entdo
V=V+V,+ V"

Temos entao
—ea| ULl <J'(Un)U,
= / VU, VU — / (A(x)U,, Ul Yo — / (VH(x,U,), U )ge
Q Q Q

<—C|ui|? - / (VH(2,U), Ul)ge.
Q

Portanto
CIUL 2 < en[ U1 — / (VH(z,Uy), U)o, (3.41)
Q

De forma completamente andloga podemos obter
ClULI? < eallUR | +/Q(VH(% Un), Uy )ze. (3.42)
Dai, por (3.40, 3.41) temos
Clu,)® SEnHUéH+||Ufl!|oo/Q\VH(x,Un)|

<& || Ul + CUL (C + €l Unl])
<C + C||U,|| + Cenl|Un?.

Da mesma forma, a partir de (3.42)

ClIULII* <eallUy || + /Q(VH(% Un), Un)zz + Uy + Uplloo (C'+ €a|Unl)

<&||Uy || + C + en||Unll + C UL (C + €,]|Un|)
<C + C||U,|| + Cen||U, |12
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Somando estas duas ultimas estimativas, obtemos
Uy, + Uy | < C + C|U|| + Cen | U |

Portanto, precisamos ainda estimar a parte em ressonancia. Tomando €, suficientemente

pequeno vemos que
|UL + Uy || < C+ Ce,|UF]|. (3.43)

Agora supomos por absurdo que ||U¥|| — oo. Seja entdo Uy € Vy tal que ||Ugl| = 1 e

UF/||U¥|| — U, em E (para alguma subsequéncia). Sendo assim, por (3.43) temos

- U +UF 4+ UL
HHUSH |Ux]]
Ul )
1% HU’fH Uk

Por (3.39) obtemos entao

/Q<VH(x U,), HZkH)Rzﬁo. (3.44)

Mas dai, o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue garante entao que
Jo (VH(2,Uy),Ug)g= = 0, 0 que é absurdo pois pelo menos uma das coordenadas de Uy

muda de sinal. Portanto (UF) é limitada e o resultado segue a partir de (3.43). |

Provaremos agora que o minimax ¢ dado em (3.38) situa-se abaixo de 27 /ag para m

suficientemente grande.
Proposicao 3.11. Seja ¢ dado em (3.38). Entdo existe m suficientemente grande tal que
(%)) )

Prova. A demonstracao sera feita por argumento de contradicao. Suponha que para todo

m tenhamos ¢(m) > 2w /ag. Por definigao, temos
c(m) <max{J(V)+ J(tZ), V € B, NE;, t>0}.

Mas observe que para t > R,,/e, onde R,, é dado no Lema 3.9, temos J(tZ!) < 0
e portanto pela compacidade de Bg,, N Ej, para cada m temos que existe t,, > 0 e
Vin € Bg,, N L}, tais que

J(Vin) + J(tn2),) = max{J(V) + J(tZ,,); V € Bg,, N E}, t > 0}. (3.45)
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Além disso, ja vimos que para m suficientemente grande teremos J(V,,) < 0 e
consequentemente estamos supondo que

2m
J(tnZ) > —, para todo m > mg
Qg

e portanto,

G| (12 - [0z Zw) - [ H 2+ 9)0)
= 2J(tmZ]) (3.46)
4

> —, para todo m > my.
0

Provemos que t2, — 47 /ag: observe que de (3.45) temos que

T VilVin + | 20|12 = £ / (A(2) 2" 77 Jgo — / (VH (@, 6020, 20 )ae = 0. (3.47)
Q Q

Mas, mais uma vez, se m ¢é suficientemente grande temos J'(V;,,)V,, < 0 (a demonstracao
desse fato segue a mesma linha daquela apresentada no Lema 3.9, para o caso em que
J(V,,) <0 se m é grande). Logo,

@2/ (VH (2, tm 2" ) tm 25 g2
B (ar)

s
m

Fixemos entao v tal que
4

oor?

v > (3.48)

Uma vez que t,, > ¢ > 0 (pelos Lemas 3.3 e 3.9), podemos tomar m suficientemente
grande para que t,(v/21)'log”?m > ¢,, onde ¢, é dado na hipétese (Hg). Como

Zr = (v2r) Y(log"? m,log"? m) em Bz (z,), por essa mesma hiptese, segue entdo que

m
2
t2, >y / oo (102 m)”
B (xr)

donde obtemos

2 2
r tm 1oel/2
t?n 2’)/71__26040(\/§10g m)
m

2
9 <ao7;7—’7:—2> logm
=\Tr-e .
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Sendo assim (t,,) é uma sequéncia limitada em m. Devido a (3.46), temos por
consequéncia que t2, — 47 /. Fazendo m — oo na desigualdade acima, temos

4

oor?’

S

contrariando a escolha de v em (3.48). Esse absurdo partiu de supormos ¢(m) > 27 /aq para

todo m € N. Concluimos portanto a demonstragao. ]

Tomemos m tal que ¢(m) < 2m/ap, garantidos pela Proposicao 3.11. Seja (U,),
Upn = (un, v,) asequéncia (PS) neste nivel ¢(m). Uma vez que (U,,) é limitada, tomemos uma
subsequéncia de (U,) e U € H(Q) tais que U,, — U fracamente em E = H}(Q) x Hi(Q),
U, — U em LP(Q) x LP(Q2) para todo p > 1 e q.t.p. em 2. Temos o seguinte resultado
auxiliar, cuja demonstracao omitimos por ser praticamente a mesma do Lema 2.14, apenas

substituindo ﬁ; 14 utilizado por U,:

Proposigao 3.12. Se U, — U fracamente em E e (U,) satisfaz (3.39) entao para n — oo

valem as sequintes convergéncias
(i) VH(-,U,) — VH(-,U) em L'(Q) x L'(Q);
(ii) H(-,U,) — H(-,U) em L*().

Demonstracao do Teorema 3.2: Novamente, a demonstracao ¢ idéntica a prova do
Teorema 2.3. U é solugao para o Problema (3.2) pois tomando V € C°(Q2) x C°(£2) temos
que

0— J(U,)V = /Q VU, VV — /Q (A(2)Up, V)gz — /Q (VH(z, Uy, V)ge

Mas entao, como fQ vU,VV — fQ VUVV, fQ )U,,V)ge — fQ )U, Vg e
Jo(VH(z,Uy), Vg — [o(VH(x, U),V)ge (esta ultlma devido & Proposigao 3.12), temos
que J'(U)V = 0 para todo V € C*(Q2) x C*(Q2). Para garantir que U # 0, supomos

exatamente o contrario. Se U = 0 entao
||Un||L2(Q)><L2(Q) — O (§] / H(l’, Un) — O
Q
(novamente pela Proposigao 3.12). Portanto
: 1. 9
c¢(m) = lim J(U,) = 3 lim ||U,]".
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Tomemos entao o > 0 tal que

o2 < 2T s (3.49)
Qo

para todo n suficientemente grande. Consideremos ¢ > (0 suficientemente pequeno e p > 1

suficientemente préximo de 1 para que
plag + €)(4m/ag — 0) < 4.
Uma vez que (U,) é uma sequéncia de Palais-Smale, vemos que

1
(e} € un2 Unz p
UL <e, +C </Q eplote)(un®Fon’) | C) (HUTLHLP'(Q) + HUnHLP’(Q))

|Un

1
4W( T )2 g
<6 +C( [ ™) +C) Ul ywrr -
Q

onde €, — 0. Porém, ||Up|| 1 (q)x s @) — 0. Como a tltima integral nas estimativas acima é
limitada pela desigualdade de Trudinger-Moser temos que ||U,| — 0. Sendo assim U,, — 0

em E e portanto J(U,) — 0 = ¢(m). O que é um absurdo, concluindo a demonstragao. W
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