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RESUMO

Este trabalho consiste de uma exposi¢dao detalhada do resultado provado no artigo “Global
weak solutions to 1D compressible isentropic Navier-Stokes equations with density-dependent
viscosity” de S. Jiang, Z. P. Xin e P. Zhang (Methods Appl. Anal. - 2005), sobre a existéncia e
unicidade de solucdo fraca para o sistema de Navier-Stokes unidimensional de um fluido
isentropico compressivel com viscosidade dependente da densidade e com fronteira livre em

coordenadas lagrangianas,

o+ p*u, =0 O<x<1,t>0

u:+ (P = (op(Eu), 0 <x<1,6>0
onde p, u, P(p) e u(p) sao a densidade, velocidade, pressao e viscosidade do fluido, e exigiremos
que este fluido satisfaca a condi¢do de fronteira (—P(p) + pu(o)u,) = 0. Trataremos do caso

particular onde consideramos P(p) = Ap” e u(p) = Bp*,onde A,B > 0,y > 1e0 < a < 1530

constantes. Acrescentaremos uma condig¢ao inicial (pg, uo).
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ABSTRACT

The present work makes a well-detailed exposition about the main results given in the pa-
per “Global weak solutions to 1D compressible isentropic Navier-Stokes equations with density-
dependent viscosity” by S. Jiang, Z. P. Xin and P. Zhang (Methods Appl. Anal. - 2005). The
problem in this paper has a free boundary but in lagrangian coordinates the equations are the fol-
lowing,

pr+p*u, =0 O<x<1,t>0
{ u: + (P(p)); = (pu(pu); 0<x<1,1>0
and the boundary becomes the fixed points x = 0 and x = 1; Here, p, u, P(p) and u(p) are,
respectively, the density, velocity, pressure and the viscosity of the fluid. The boundary condition,
at x = 0 and x = 1, is given by (=P(p) + pu(p)u,) = 0. Although the pressure and viscosity may
have more general forms, to be more specific, the authors consider only the special case P(p) = Ap”
e u(p) = Bp®, with A,B > 0,y > 1 and 0 < @ < 1 being constants. An initial condition (o, o) is

also given at time ¢ = 0.
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Introducao viii

daremos um nog¢do de integral em um espaco de Banach qualquer, denominadas integrais de Bo-
chner. Finalizando o estudo dos conceitos preliminares, serdo apresentados quatro resultados im-
portantes e que serdo de grande utilidade posteriormente, a saber, o lema de Gronwall, o lema de
Aubin-Lions, o teorema de Arzela-Ascoli, e um resultado sobre a existéncia, unicidade e estimativa

de solugdes para equagdes lineares parabdlicas em espagos de Holder.

No segundo capitulo, estudaremos com mais detalhes o artigo [7]. Primeiramente serd feita
uma breve apresentacdo do problema, com um breve comentario sobre a dedugdo das equagdes,
bem como uma motivagao sobre as condicdes de fronteira, para logo em seguida fazer a mudancga
de coordenadas adequada para se trabalhar com o problema. A partir dai poderemos comecar a
buscar solu¢@o para o mesmo, comecando com solugdo local no tempo com dados iniciais com
uma certa regularidade (dados iniciais suaves). A extensdo global ndo serd estabelecida, porém
assumida. Tendo em maos a existéncia da solug¢do global suave, serdo estabelecidas estimativas
sobre ela. Posteriormente, serd feita a construcdo da solugdo fraca a partir de aproximagao de
solucdes suaves. Para finalizar, acrescentando mais uma condi¢ao sobre um dos dados iniciais,

pode-se garantir que a solucdo construida € tnica.
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INTRODUCAO

As equagdes de Navier-Stokes sdo equagdes diferenciais que descrevem o movimento de um fluido,
sendo portanto equagdes de muita importincia descrevendo fluxo de 4gua em canais,
deslocamento de massas de ar, aerodindnica, como fluxo de ar em aerofélios, propagacao de
fumaca no ar ou de 6leo no mar, dentre varias outras aplicacdes que estdo presentes em nosso

cotidiano.

Nesta Dissertacdo consideramos as equacOes de Navier-Stokes para um fluido isentropico
em uma dimensdo espacial, com a viscosidade dependente da densidade, como apresentadas no
principal artigo estudado para este trabalho, [7], “Global weak solutions to 1D compressible isen-
tropic Navier-Stokes equations with density-dependent viscosity” de S.Jiang, Z. P. Xin e P. Zhang
(Methods Appl. Anal. - 2005).

O trabalho estd composto de dois capitulos, sendo que no primeiro estabeleceremos as

ferramentas basicas para o desenvolvimento do seguinte.

O primeiro capitulo € totalmente voltado ao estudo de conceitos essenciais para a compre-
ensdo do trabalho aqui desenvolvido. Para isso, nés nos propomos a expor uma nocao de espagos
de Sobolev, partindo desde o conceito de derivada fraca, conceito fundamental para esta teoria,
passando por propriedades de densidade em espacos com maior regularidade, onde é mais fécil
trabalhar e obter estimativas, chegando a apresentar algumas imersdes mais conhecidas e utiliza-
das no decorrer do capitulo seguinte. Sera apresentado também neste capitulo uma breve aborda-
gem de regularizacdo de fungdes com algumas de suas propriedades que serdo de grande utilidade

no momento em que for necessario que os dados iniciais sejam suaves. Ainda neste capitulo

vii



CAPITULO 1

CONCEITOS PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos os conceitos preliminares que serdo necessdrios para o desenvol-
vimento do capitulo 2.
Antes de mais nada facamos algumas consideracdes sobre a notacdo. Trabalharemos sempre

no espaco euclidiano R”. Denotaremos por B(x, r) ou B,(x) a bola aberta de centro x e raio r
B(x;r) ={y e R% [y —xl <r}k

Seja @ = (ay, ..., @,) uma n-upla de nimeros inteiros ndo negativos. Chamaremos a de multi-

n
la| = Z a;.
i=1

Derivadas de ordem superior serdo denotadas por

indice e denotaremos

D° = Dm D = 6|0/|
! " oxi.L0xy"

onde D; = d/0x;. Também utilizaremos as notacdes d/0x; = 9; = u,, para as derivadas de primeira

ordem. O gradiente de uma func¢do com valores reais u serd denotada por
Du(x) = (Dju(x), ..., D,u(x)).

Seja Q C R um aberto. Denotaremos por C°(Q) o conjunto de todas as funcdes reais continuas

em Q. Mais geralmente, se k é um inteiro nio negativo ou oo, denotaremos por C¥(2) o conjunto
CHQ) = {u: Q> R"; Du € C%Q),0 < | <kl

3



Dada uma funcao u : Q@ — R, denotaremos o seu suporte por suppu, i.e. suppu denotard o fecho
do conjunto {x € Q; u(x) # 0}. Denotaremos por CS(Q) o subconjunto das fungdes em C*(Q) com

suporte compacto em Q. Mais ainda, denotaremos por C*(Q) o seguinte conjunto:
Ck(Q) = CH(Q) N {u; D*u tem uma extensdo continua a Q, 0 < |a| < k).

Sejam y,B € (0, 1). Diremos que u é Holder continua em € com expoente y se existe uma

constante C > 0 tal que
lu(x) — u(y)l < Clx = yI",

para todos x,y € Q. Denotaremos o espaco das fun¢des com esta propriedade por C?(€2), dotado

da norma

u(x1) — u(xy)|
|lullcv (@) = sup [u(x)| + sup —————
xeQ o X = xl

o qual é um espago de Banach. Denotaremos por C¥*7(Q) o espaco de Banach
C*(Q) = {u; Du € C'(Q), lal < k),

munido da norma

k

. [D"u(x) = D)
lullcsny = ), supID*u(x)l + Y sup ——— -

- x|
jal=0 *€Q Tk ¥1%X2 X1 — xa

Sejam k e m inteiros nao-negativos, possivelmente oo, e y,8 € (0,1). Denotaremos por
Or = Qx (0,T) e por C**™B(Qr) o espaco de Banach de todas as fungdes u : Oy — R tais
que u(., 1) € C*7(Q) e u(x,.) € C™((0, T)) para quaisquer x € Q e t € (0, T), munido da norma

m

k
D, sup IDIx,0l+ ) sup ID](x,)]

||M||ck+%m+/3(QT) =
la)=0 (DE0T =1 (DE0r
+ sup Ichu(xl, ) — D’;u(xz, ] s IDI;u(x, H) — chu(x, )|
X1#0 lx1 — xof” n#n It — 1P
N |DY'u(xy,t) — D'u(xy, t)] sy |D'u(x, t1) — D'u(x, )|
X1#X2 |x1 — xof” #t |ty — 1, ’

onde D% = D?u(.,1) e D/u = Diu(x, .).

Denotaremos a norma dos espagos L? = LP(Q) por |||, ou ||.]|.o. Por Llloc = Llloc(Q)

entenderemos o conjunto das funcdes localmente integraveis (a Lebesgue) em €, sem fazer a
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identificacdo por classes de equivaléncia de func¢des iguais q.t.p. Dada u € Llloc’ outra funcdo que
coincida com u q.t.p. serd dita um representante de u.

A medida de um conjunto £ C R" mensurével (a Lebesgue) serd indicada por |E|. A notagdo
padrao q.t.p., ja usada acima, significa ‘em todo ponto fora de um conjunto de medida (de Lebes-

gue) nula’.

1.1 Nocoes de Espacos de Sobolev

Nesta se¢do apresentaremos nogoes sobre os espacos de Sobolev, uma ferramenta importante
para a compreensao deste trabalho e com grande utilidade no estudo de solucdes fracas. Esta secao
contard com subsecdes onde estudaremos conceitos e propriedades de grande importancia como
regularizacdo, derivada fraca, densidade dos espacos de Sobolev e algumas imersOes continuas e
compactas. A referéncia principal para esta secao € o livro de William P. Ziemer [18]. Usamos

também outras referéncias, como por exemplo, [4] e [1].

1.1.1 Regularizacao

O objetivo principal desta secdo € definir regularizacdo de uma funcdo e obter propriedades
sobre tal regularizacdo. Como veremos no capitulo 2, construiremos nossa solucao por aproximac¢ao
de solucdes suaves que sdo garantidas apenas para dados iniciais com certa regularidade. Esta
regularidade poderd ser obtida fazendo uso da teoria aqui apresentada.

Sejam Q um aberto do R” e € > 0. Denotaremos por €2, o conjunto
Q. ={x € Q;d(x,0Q) > &}.

Seja ¢ € C*(R") uma func¢do real, ndo-negativa, com a propriedade de que

f px)dx =1 e suppy C B(0, 1),
Rﬂ

por exemplo,
1
o(x)=4 Ce 1=P ) |x<1
0, lx| > 1
onde C € uma constante tal que fRn @dx = 1. Definimos a fungdo ¢.(x) = £"¢(2), a qual pertence

a C(R") e satisfaz suppy, C B(0; €).
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Definicao 1.1. Chamaremos ¢, de uma fungdo regularizante padrio e dado u € Llloc(Q), definimos

o seu regularizador u® por

u® =@ xu  emQ,

isto é,
u®(x) = fg @e(x = y)u(y)dy,

para todo x € Q..

Definicao 1.2. Seja u € LIIOC(R”). Diremos que x é um ponto de Lebesgue de u se

J% ® lu(y) — u(x)ldy — 0 quando r — 0.
Teorema 1.3. Se u € L}OC(Q), entdo

(i) Paratodo € > 0, u® € C*(Q,) e D (¢, * u)(x) = (D%p,) * u)(x) para cada multi-indice a e
para todo x € Q.. Em particular, u®* € C*(R") se u € L}OC(R").

(ii) Se x é um ponto de Lebesgue, entdo u®(x) — u(x) quando & — 0.
(iii) Se u € C(QQ), entdo u® converge uniformemente a u em subconjuntos compactos de Q.
(iv) Sel < p<oeuc L‘;’OC(Q), entdo u® — uem Lfoc(Q).

Demonstracdo. Vamos proceder por indugdo sobre |a| para a prova de (i). Seja x € Q. e conside-

remos {ey, ..., ¢,}, a base candnica do R". Tomemos 4 de tal forma que x + he; € €. Entdo,

“(x + he;) — uf 1 (1 he; — -
ut(x + he;) — u®(x) _ _L_(‘P()H_ e y)_so(x y))u(y)dy

h et h £ £
1 1 X+ he —y xX—y
= = —(90(—)—90( ))u(\/)dy
e Jy h e e

para algum aberto V tal que V cc Q. J4 que
1( (x+he,-—y) X—y
il ()
& g

Lo (x-)
gox;\ €

converge uniformemente a
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em V, temos que %(x) existe e

Xi

o [P
() - fg 2 (x = Yy

Suponhamos que tenhamos

Du® = f D@ (x — y)u(y)dy
Q

para todo « satisfazendo |@| = k e para todo x € Q..
Seja agora « tal que |a| = k+ 1. Dai, @ = B+ 7y, com |B] = ke |y|] = 1. Assim, temos pela

hipdtese de indugdo e usando 0 mesmo argumento anterior que

Duf(x) = D"Puf(x)

D’ (DB ug) (%)
D’ ( fg DPy(x - y)u(y)dy)

j; D¢ (x — y)u(y)dy.

Segue dai o resultado desejado do item (7). Em particular se Q = R”, temos que u® € C*(R").

Para a prova de (ii) fixemos um ponto de Lebesgue x € Q. Entdo, temos

u®(x) — u(x)|

f @e(x = Y)(u(y) - u(X))dy‘
B(x;e)

IA

(2w - ueway

€" JBxe) €

IA

C JC lu(y) — u(x)ldy — 0,
Bg(x)

quando € — 0. Desta maneira temos demonstrado (if). (Poderiamos ter demonstrado o resultado
em quase todo ponto de € sem falar em ponto de Lesbegue, ja que para uma fungdo localmente
integravel quase todo ponto do seu dominio € um ponto de Lebesgue.)

Passemos a prova de (iii). Se u € C(£2) e x pertence a um conjunto compacto K, dado n > 0,
existe 0 > 0, podendo depender de Kmas independente de x tal que |u(x) — u(y)| < n sempre que
[y — x| < 6. Logo, tomando € < ¢, pela ultima estimativa do item anterior, temos que

[u®(x) — u®(y)| < (sup p)Cn
B(x;1)

para todo x € K, onde C é uma constante. Portanto #® converge uniformemente para u em K. Com

isso, temos provado (iii).
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Passemos a demonstracdo do ultimo item. Seja V cc Q. Podemos tomar £ > 0 de maneira

que para x € V, tenhamos B(x; &) C V. Dai, pela definicao de regularizador e pela desigualdade de

1 X —
f —nso( y) u(y)dy|
B(x;e) 2 &
f e(Du(x — e2)dz
B(0;1)

f e(@)|u(x — e2)ldz
B(0;1)

2 1p
( f so(z)dz) ( f o(@)|u(x — )l dz) :
B(0:1) B(0;1)

Dai como V cc Qe e < dist(V,0Q)/2, temos pelo Teorema de Fubini e de f p(2)dz =1

B(0;1)
flug(x)|pdx ff o(D)u(x — e2)|Pdzdx

14 vV JB0,1)

f ¥(z) f lu(x — e2)|Pdxdz

B(0;1) 1%

f ¥(2) ( f Iu(y)l”dy)dz

B(0;1) w

f lu(y)|dy,

W

onde W = V U {x € R"; dist(x,0V) < g}. Logo temos que

Holder, temos

|u® (x|

IA

IA

IA

IA

el evy < Nloellzowy.-
Fixemos V cc W cc Qe ¢ > 0. Tomemos v € C(W) tal que
llee = vllzrew) < 6.

Entao,

IA

loe® = ullzr(v) lee® = VollLovy + IV = Vlloevy + IV = ull oy

IA

20lu = Vllerow) + [V — Ve

< 26+ ||V€ - V”LP(V).

Como v — v uniformemente em V, temos que limsup,_,, |[u4® — ullz,(vy < 26. Logo, temos que

u® — uem LfOC(Q). m|
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1.1.2 Derivada Fraca

Apresentaremos nesta secao um novo tipo de derivada, elemento fundamental dos espacos de
Sobolev. A defini¢do de tal derivada é motivada pelo método de integracdo por partes. Nesta
mesma se¢do comecgaremos a trabalhar com espagos de Sobolev.

Sejau € LI‘OC(Q). Para um multi-indice @, uma funcdo v € L}OC(Q) é chamada a-ésima derivada

fraca (ou derivada generalizada) de u se

f(pvdx:(—l)l("qu“godx,
Q Q

para toda ¢ € C°(£2). Neste caso, escrevemos v = Du. Temos que esta derivada € tnica a menos

de um conjunto de medida nula. De fato, sejam v, ¥ € L{OC(Q) satisfazendo

(—1)|“|f90\7dx=(—1)""f<pvdx:qu"‘pdx
Q Q Q

para toda ¢ € C;(Q). Entdo

f(v - Mpdx =0, VYoeCy(Q).
Q

Logo, v =¥ q.t.p..

Apresentaremos agora um teorema que nos fornece uma condi¢@o necesséaria e suficiente para

a existéncia da i-€sima derivada fraca o;u = du/dx; (i € {1,--- ,n}). V. [18, Teorema 2.1.4].

Teorema 1.4. Sejam u € Llloc(Q) ei € {l,---,n}. Entdo existe a i-ésima derivada fraca O;u se,

e somente se, u tem um representante (existe uma funcdo que coincide com u q.t.p. em ) que é

absolutamente continuo em quase todo (em relacdo a medida de Lebesgue (n — 1) dimensional)

segmento de reta paralelo ao i-ésimo eixo coordenado e que tem a i-ésima derivada (cldssica)
1

em Lloc(Q)'

Demonstragdo. Suponhamos que exista a derivada fraca 0;u = du,,. Temos, pela propria definicdo
de derivada fraca, que d;u € Llloc(Q)' Consideremos regularizadores u€, (0;u)° (v. Definicao 1.1).
Nao ¢ dificil verificar que o regularizador comuta com a derivada, i.e. (J;u)° = 0;(u€). (Com
efeito, (Gu)*(x) = [@o(x = PIudy = ~ [[0,0:(x = Nudy = [[9,e:(x = Mu@)dy =
oy, f we(x —y)u(y)dy.) Seja A a unido dos pontos de Lebesgue de u e d;u. Pelo Teorema 1.3, temos
que u®(x) — u(x) e (Q;u)°(x) — (O;u)(x) para todo x € Q/A e também que u® — u e du® — Ju

em Llloc(Q)’ quando € — 0. Escrevamos € como uma unido de uma quantidade enumeravel de
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retangulos R = [ay, b] X ... X [a,,b,] C Q. Identifiquemos um ponto x € R como x = (X', x;),
onde X € R"! e x; € [a;,b;]. Definamos também R’ = [a;, b;] X ... X [cﬁ] X ... X la,, b,], de
forma que R = R’ X [a;, b;]. Sem perda de generalidade, podemos supor que a intersecao de cada
hiperficie R’ X {a;} com o conjunto A tem medida de Lebesgue (n — 1) dimensional nula, pois dado
um retangulo R = R’ X [a;, b;] C €, como a medida n dimensional de A € nula, pelo Teorema de
Fubini, temos que a medida (n — 1) dimensional de cada fatia (R” X {x;}) N A € nula para quase
todo x; em [a;, b;], logo, se se a medida de (R’ X {a;}) N A ndo for nula, podemos tomar um outro a;
arbitrariamente proximo, de forma que isso nao acontega, e ainda teremos 2 como sendo a uniao
enumeravel de retangulos R = R’ X [a;, b;] tais que a medida (n — 1) dimensional de cada conjunto

(R’ x {a;}) N A seja nula. Também pelo Teorema de Fubini, temos

bi ]
f [f lu® (X', x;) = u(x’, xp)ldox; | dx” = f|u€(x) —u(x)ldx — 0
R’ a; B R

bi ]
f [f 10;u® (X', x;) — Qu(x’, x)ldx; | dx’ = f|5iug(x) — diu(x)ldx — 0
R [Jg ] R

quando & — 0. Como a convergéncia de uma sequéncia em L' implica a convergéncia em quase

todo ponto de uma subsequéncia, dai temos que existe uma sequéncia u,, = u®" tal que

b
f (X', x;) — u(x’, x)ldx; — 0 (1.1)

b
f 0t (X, Xx;) — Oju(x’, x;)|dx; — O (1.2)

quando m — oo, para quase todo x” € R’, digamos para todo x’ € R’ \ Z, onde Z C R’ tem medida
nula em R’. Fixemos um x" € R’ \ (Z U m;(R’ X {a;} N A)) qualquer, onde 7; denota a projecao
mi(x’, x;) = x’. Notemos que o conjunto Z U rr;(R’ X {a;} N A) ainda tem medida (n — 1) dimensional
nula. A sequéncia {u,,(x’,.)} € limitada em [a;, b;]. De fato, como vale (1.2) e as fun¢des u,, sao

continuamente diferenciaveis, dado um n > 0, existe ny € N tal que para ¢ € [a;, b;] e todo m > ny,

!
f Oitt (X, x;)d x;

a;
b,‘ bi
01t (X', x;) = Ou(X', x;)ldx; + [0;u(x’, x;)|dx;
a; ai
b;
[0;u(x’, x)ldx; + 1

ai

temos

(X, 1) — up(X', a;)|

IA

A
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e a sequéncia u,,(x’, a;) € limitada (convergente) ja que (x',a;) ¢ A. Além disso, como temos a
convergéncia (1.2) em L!([a;, b;]), segue-se que que dado & > 0, existe um & > 0 tal que para todo
me N,

fla,-um(x',xi)ldxi <eg (1.3)

E

para qualquer conjunto mensuravel (a Lebesgue) E C [a;, b;] com |E| < ¢. (Com efeito, de
(1.2), existe um my tal que f;i 0w, (X', x;) — Oiu(x’, x;)ldx; < €/2 para todo m > mg e, pela
‘continuidade da integral em relacdo a medida’ [6, Corolario 3.6], podemos obter um ¢ > O tal
que fE |Ou(x’, x)ldx; < g/2 e fE |0;u, (X', x)|ldx; < €/2, param = 1,--- ,mp, qualquer que seja o

conjunto mensuravel £ com |E| < §.) Assim, se [t — §| < d segue-se que

!
(X', 1) = up(X', 5)| < f 0 (X, x)dx; < €
N

para todo m € N. Logo, em particular temos que a sequéncia {u,,(x’,.)} € equicontinua, e também
¢ limitada (como vimos acima), entdo, pelo Teorema de Arzela-Ascoli (Teorema 1.36) existe uma
subsequéncia, a qual ainda denotaremos por {u,,(x’,.)}, que converge uniformemente em [a;, b;]
para uma funcdo continua u(x’, -). De (1.3) segue-se que i(x’, -) € absolutamente continua. Com
efeito, dado & > 0, se [s;,¢;], j = 1,---k, sdo subintervalos de [a;, b;] tais que Z'j‘-zl(tj —5j) <0,

entdo tomando E = U’;.zl[sj, t;], de (1.3) obtemos

k k 1j k 1j
Sl (1)) = (5 s = Xy | [ O, xiddl < By [ 104, x0)ldx;
= fE |0t (X', x)ldx; < €,

donde, tomando o limite quando m — oo no primeiro termo, Z];ZI liu(x’,t;) — w(x’, s;)| < &. Como
convergéncia uniforme implica em convergéncia em L!, segue-se de (1.1) que a(x’,-) = u(x’,")
g.t.p. em [a;, b;]. Entdo, para todo retangulo R temos uma subsequéncia u,, = u®" tal que existe o
limite #(x’, x;) = lim,,_, U, (X', x;) em quase todo ponto (x’, x;) de R = R’ X [a;,b;] e i = u q.t.p.
em R. (De fato, essa convergéncia vale em todo ponto (x’, x;) ¢ (Z U (R’ X {a;} N A)) X [a;, b;] e
u(x’', x;) = u(x’, x;) para todo (x’, x;) € Rcom x" ¢ ZU (R’ X {a;} N A) e x; fora de um conjunto
de medida nula em [a;, b;].) Além disso & € absolutamente continua em quase todo segmento
em R paralelo ao i-ésimo eixo coordenado. Dai, pelo processo da diagonaliza¢ao, obtemos uma
nova subsequéncia com essa propriedade em todo retangulo R, ou seja, uma func¢do # definida em
Q) e uma subsequéncia u,, (4, = u® para algum g, — 0) tal que, para todo retangulo R como

acima, #|R = lim, . u,|R € UlR = ulR, q.t.p. em R, e u|R é absolutamente continua em quase
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todo segmento em R paralelo ao i-€simo eixo coordenado. Como € € a unido enumeravel desses
retangulos, segue-se que it = lim,,_,, U, € it = u, q.t.p. em £, e tomando um segmento {x’} X [a;, b;]
com x’ ndo pertencente ao conjunto Z U m;(R’ X {a;} N A), qualquer que seja o retangulo R, temos
que i restrita ao segmento ({x"} X [a;, b;]) N Q € absolutamente continua, pois #|(({x'} X [a;, b;])NR) é
absolutamente continua para qualquer um dos retangulos tal que ({x'}x[a;, b;])NR # (. Finalmente,

como it = u q.t.p. e aderivada fraca ;u € Llloc(Q) temos que d;i# = 0;u também pertence a Llloc(Q)'

Reciprocamente, suponhamos que u tenha um representante # que seja absolutamente continuo
em quase todo segmento de reta em € paralelo ao i-€simo eixo coordenado com sua i-ésima de-
rivada classica 0,z em Llloc(Q)' (Lembramos que toda fun¢do absolutamente continua, de uma
variavel, tem derivada cldssica bem definida q.t.p.. V. e.g. [6, Teorema 3.35].) Logo, para toda
¢ € C7(Q), it tamb€m € uma fungio absolutamente continua em quase todo segmento de reta em
Q paralelo ao i-ésimo eixo coordenado, e temos que

f (@dip)(x', x;)dx; = — f [%ﬁ(X',xi)]QD(X',xi)dxi,

para quase todo x' € R""! (podemos estender os integrandos por zero fora de Q) onde usamos a
formula de integracdo por partes para funcdes absolutamente continuas (v. e.g. [6, Teorema 3.36])

e que ¢ tem suporte compacto. Dai, usando o Teorema de Fubini, obtemos

fua,-godx:fﬁ(?igodx:ffﬁ@igp(x’,xi)dxidx’ :—ff((?iﬁ)godxidx’:f((?iﬁ)godx.
Q Q Q

Portanto, u tem a i-ésima derivada fraca (= 0;i1). ]

Corolario 1.5. Uma fungdo u € Llloc(Q) é fracamente diferencidvel, no sentido de que possui todas
derivadas fracas de primeira ordem O;u, i = 1,--- ,n, se, e somente se, u tem um representante que
€ absolutamente continuo em quase todos os segmentos de reta paralelos aos eixo coordenados e

com as derivadas parciais (cldssicas) de primeira ordem em Llloc(Q)'

Demonstragdo. Se u € fracamente diferencidvel, pelo Teorema 1.4, paracadai = 1,--- , n, existe
uma funcao u; que coincide com u q.t.p., que € absolutamente continua em quase todo segmento
de reta paralelo ao i-€simo eixo coordenado e com a derivada fraca d;u; em Llloc(Q)' Sejam E; C Q
um conjunto de medida nula tal que u = u; em Q \ E; e E = U E;. Definindo s = uem Q\ E
(e de forma arbitriria em E) temos que i € um representante de u com as propriedades desejadas.
Reciprocamente, dado um representante & de u com essas propriedades, pelo Teorema 1.4 temos

que u é fracamente diferencidvel. O
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Passaremos agora a defini¢ao e notagdo para os Espacos de Sobolev.
Definicdo 1.6. Para p > 1 e k inteiro ndo-negativo, definimos o espago de Sobolev W*?(Q) por
WP (Q) = LP(Q) N {u; D” € LP(Q) com |a| < k}.
Este espago € dotado da norma

1/p
ledlwio ey = [ f > ID"ulpdx]
Q

la|<k

que € equivalente a

D D" ull,q.

lal<k

Definicao 1.7. Definimos Wg’p () como sendo o fecho de C(Q) em WP(Q), com a norma indu-

zida de W*P(Q).

Proposicao 1.8. O espaco W5P(Q) é um espago de Banach.

Demonstragdo. Primeiramente mostremos quer

1/p
[ (Z ||D“u||5dx)

lal<k
€ uma norma. De fato, claramente temos que ||ulyrq) = O € ||ullwrrq) = O se, e somente se, u = 0

g.t.p.. Além disso,

l/p 1/p
Il = (Z ||D“<Au)||zdx) = {Z |ﬂ|P||D“‘u||§dx] = | Allellyr -

lol<k lal<k
para todo 4 € R.

A desigualdade triangular é consequéncia da desigualdade de Minkowski

1/p
DD u + D“v||§dx]

lal<k

1/p
Q (03 p
> (Ipeull, + 107V, )
lar|<k
1/p
> ||D“v||gdx]

Il + Vilwer)

IA

IA

1/p
> ||D“u||;dx] +
|| <k

ler|<k

lluellwer iy + Vllwer)-
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Resta mostrar agora que W*(Q) é completo. Seja {u,}>_, uma sequéncia de Cauchy em
WEP(Q). Desta forma, temos que {D%u,,},>_, € uma sequéncia de Cauchy em L?(Q2) para todo

|| < k. Ja que LP(Q) é completo, temos que existe u, € LP(Q) tal que
D%u,, — u,
em LP(Q), para cada || < k. Em particular
U, — Uo,...0y = u
em L”(Q). Mostremos agora que u € W5?(Q) e D%u = u,. De fato, seja ¢ € Cy (Q). Entdo,

f uD%pdx = f lim (u,,D%p) dx
Q Qm—mo

= lim (u,D%p) dx
Q

nm—oo

lim (=1) f (Du,)pdx
m—oo o)

= (=D~ f tpdx.
Q

Assim, Du = u,. Além disso, temos que
D%u,, — D%u

em L”(Q) para todo || < k. Logo, u,, — u em W*P(Q). Portanto, W*P(Q) é completo. |

Da mesma forma que tinhamos convergéncia do regularizador u® para u em L‘l"OC(Q), teremos

essa convergéncia no espago de Sobolev, como trata o seguinte teorema:

Teorema 1.9. Seja u € W*P(Q), 1 < p < oo. Entdo o regularizador u® de u é tal que
lim ||l/l‘9 — u”Wk,p(Qr) = 0,
-0

para qualquer Q' CC Q. No caso de Q = R", podemos tomar Q' = R".
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Demonstragdo. Ja que ' CC €, temos que existe &y > 0 tal que d(Q’, dQ) > &y. Seja € < &,

DY ( fg Qelx — y)u(y)dy)

f D¢ [@e(x — y)u(y)] dy

= f D“so( )u(y)dy

SR N s I

- fg o(2=2) Druciay

= fg @e(x = y)DJu(y)dy
= (Du’(x), VYVxeQ.

lu® = ullwerey = fz
Q/

l|<k

D%u®(x)

Desta forma, temos

1/p
|ID*(u® — u)l”dx]

1/p
- f ZlDa(ug)—(D“u)lpdx]
@ o<k
1/p
- f Z|(D“u) D“u)lpdx) .
@ o<k

Como (Du)® = D*u®, segue-se que

llm |M€ - I/thk,]}(Q/) = O
&—0

1.1.3 Densidade em Espacos de Sobolev

Nesta secdo provaremos um resultado de grande utilidade, principalmente para a prova das de-

sigualdades de Sobolev. Para isso faremos uso do Teorema de Particao da Unidade.

Teorema 1.10. Seja QQ C R" um aberto. Entdo
C¥(Q) N W (Q)

é denso em W*P(Q).
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Demonstragdo. Considere {€2,} uma sequéncia crescente de subconjuntos abertos de € satisfa-
zendo Q,, cC Q.1 e UQ,, = Q. Seja {,,} uma particdo da unidade subordinada a cobertura
{Qs1 — Q-1 }, considerando Qg e Q_; como sendo o conjunto vazio. Entdo dados u € W5P(Q) e

& > 0 podemos tomar 0 < g,, < {dist(Q,11,0Q,42), dist(Q,,_», 0Q,,_1)} satisfazendo

g
WGt — Ymitllwery < m

Definamos v,, = (¥/,1t),, € notemos que exceto por um nimero finito, todos os v,, se anulam em

qualquer Q" cc Q. Assim, v = }] v, estd definida e pertence a C*(Q2). Além disso,

v — ullwer) = Hz(wml")gm - (Z 'ﬁm) u‘

oy S 2 NWmn)e, = Unillwiray < e

O

Em geral ndo se consegue garantir o teorema anterior substituindo C*(Q) por C*(Q), mas
exigindo certas condicdes sobre 0L, essa substituicdo torna-se verdadeira como nos garante o

proximo teorema. Antes disso, facamos a seguinte definicao:

Definicao 1.11. Um aberto Q0 c R" satisfaz a condicdo do cone interior se para todo x € 0Q,
existe € > 0 e um vetor ndo-nulo v, € R" tais que se y € B.(x) N Q, entdo y + tv, € Q para todo

O<t<1.

Teorema 1.12. Seja Q C R um aberto que satisfaz a condi¢do do cone interior. Entdo C*(Q) N
WP(Q) é denso em W*P(Q.)

Demonstragdo. Ver [1]. O

1.1.4 Imersoes de Sobolev (Imersoes Continuas)

Esta secdo € dedicada ao estudo de algumas desigualdades dos Espacos de Sobolev que sdo
bastante uteis para obtengdo de estimativas e de regularidades adicionais de solu¢des no estudo de
EDP.

Definicao 1.13. Seja E um subespaco vetorial normado de um espaco normado F (a norma em
E ndo precisa necessariamente ser a norma induzida de F). Dizemos que a inclusdo E C F é
uma imersdo continua se a aplicacdo inclusdo I : E — F definida por I(x) = x for continua.

Denotaremos a imersdo continua de E em F por

E —> F.
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Como a aplicacao inclusdo € linear, o fato de existir uma imersdo E — F € equivalente a

existéncia de uma constante C > 0 tal que ||x||r < C||x||z para todo x € E.

Antes de comecarmos com a apresentacdo dessas imersoes, facamos, a cargo de motivagao,
uma investigacao que induz na primeira destas imersdes. Trabalhando em R”, gostariamos de

descobrir, dado 1 < p < n, qual valor de g para que seja valida a desigualdade da forma
el Loy < ClIDul|zrny,

para toda u € Cy’(R"), com uma constante C independente de u. Fixemos u € Cy(R") qualquer,
ndao nula, e definamos para 4 > 0
u(x) = u(Ax).

1/q 1/q
lleeallpaceny = (f |MA(X)|qu) = (ﬂ_"f |u(y)|‘1dy) = 7" ul| e,
R R

1/p 1/p
IDuallLr@ry = ( f |[ADu(Ax)” dx) = (/1” - f |Du(y)l” dy) = A7)\ Dul| g
Rll Rn

Como [|uallzawry < ClIDuyllrgny, segue-se que

Desta forma,

leeall oy < C/11+g_%||Du/l||LF(R")~
Suponhamos 1 + g - % # 0.
° Sel+§—%>0,fagamos/l—>0;
o Se1+§—%<0,fa9amos/l—>oo.

Em ambos os casos obteremos |[|ul|;¢rr = 0, 0 que é uma contradi¢do pois tomamos inicialmente

u € C;7(R") ndo nula. Portanto, teremos necessariamente 1 + g — 2 =0, ou seja,

n
)4
np
q= .
n—p
Com esta motivacao, a defini¢ao de p* abaixo ja € esperada.

Teorema 1.14. Seja Q C R" um aberto. Se 1 < p < n, entdo existe uma constante C = C(n, p) tal

que para toda u € W(;’p (Q) temos

leell Lo ) < CllDul| (),

np

onde p* = - p
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Demonstrag¢do. Provemos primeiramente o resultado para fungoes u € C(€2). Desta forma, ja

que u tem suporte compacto podemos escrevé-la da seguinte forma

Y Ou
u(x) = f P (xla cees Xiz15 Yis Xit1s ooes xn)dyl’
_oo OX;

consequentemente

lu(x)| < f |Duldy;.

(%)

Assim,
n 00 L
n_
ol < | ( f |Du|dyi) .
i=1 \W-e
Agora integraremos esta desigualdade sucessivamente em relagdo as variaveis xi, ..., x, € utilizare-

mos a desigualdade de Holder generalizada

n—1 n—1
1
< 1_[ 1fillp;» com g P 1
1 i=1 i=1

1

n—1

[ 15

i=1

para obtermos

n e u
f U0l dx, f n( f IDuldy,-) dx,
—c0 —c0 —c0
00 %1 co N ) %1
( | |Du|dy1) | ﬂ( | |Du|dyi) dx
—c0 —00 s —0
00 n]Tl n 00 00 ﬁ
([ woaan) ([ [ 1puiayan)
—00 i=2 —00 J—00

Agora integrando em relacdo a varidvel x,, temos

f f |u(x)| 7T dx,dx;

IA

IA

L n 00 00 n+1
< f {( f IDuldyl) ]_[( f f IDuldxldy,-) }dx2
o 00 ;1:2 00 00 +1 n b 0 +1
_ ( f f |Du|dx1dxz) f {( f |Du|dy1) ]_[( f f |Du|dx1dyl-) }dx2
—00 J —00 —00 —00 i=3 —00 J —00
<

0o 00 ,ﬁ 00 ) ,ﬁ n 0o 00 00 nl_l
( f f |Du|dx1dx2) ( f f |du|dx1dx2) ﬂ( f f f |Du|dx1dx2dyi) .
—00 J —00 —00 J —00 i=3 —00 J —00 —00
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Continuando desta maneira, obteremos no final

I

n ;%T n—1
f |u|™Tdx < 1—[ (f |Du|dx) = (f |D“|dx) ’
R" i=1 Rz R"

llull, ;2 < IDul|s

n—1

ou seja,

que € a desigualdade desejada para o caso p = 1.
Para 1 < p < n fagamos |u|” no lugar de |u| na inequacdo anterior, para algum y > 1 que

escolheremos adequadamente. Assim, usando a desigualdade de Holder, temos

n=1

(f (Iuly)""_‘dx) Sf IDluPldx =y | |uP~|Duldx < |llul"™|| 2 IDull -
Rn Rn Rn

Seja y tal que

yn _(=Dp
n-1 p—1"~
ou seja,
n—1
y=p > 1,
n—p

de forma que
yn _(G=Dp_ np
n-1 p—1 n-p

Dai, dividindo a desigualdade anterior por |||u|*~! ”Ll, temos
=

n=1_p

—1
p

1
. n )2 M » n —-1
(f || dX) = ( [ua]” a’X) <YDull, = p——I||Dull, = C(n, p)||Dul|,.
Y R~ n—p

Isto foi feito para u € C;(€2) que € denso em Wé’p (Q2). Logo, o resultado € valido para u € Wé’p Q).
De fato, seja {u;} C C7’(Q2) uma sequéncia tal que uy — u em Wé’p (Q2). Aplicando o resultado a
U — u;, temos

. — will - < CllDuy — Duyll, < Cllug — willwrrq),

ou seja, {u;} € uma sequéncia de Cauchy em L"(Q)e portanto u; — u; em LP*(€)). Assim,

lull,» < CliDull, . Yu € Wy"(Q).
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Notemos que, pela demonstragdo acima, a constante C do Teorema 1.14 pode ser dada por

-1
C:pn .
n—p

Em geral para o caso de estarmos trabalhando com o espaco W*?(Q), denotaremos p* =

np
n—kp"*

Teorema 1.15. Seja Q C R" um aberto. Se 1 < p < n, entdo para todo u € W(;’p (Q) existe
C = C(n, p) tal que

llullps < Cllullwirg).-
Demonstragdo. Segue imediatamente do fato de u € Wé’p (Q), que

”u”p* S C”Du”p S C”M”Wl.p(g),

Teorema 1.16. Seja QO C R” um aberto e u € Wol’p(Q), 1 < p < n, entdo existe C = C(n, p) tal que

llully < Cllullwrr) > g € [p, P71

Demonstracdo. Pela propria definicdo da norma de Wé”’ (), temos que |jull, < C ||u||W1,p(Q) e pelo
0
teorema anterior vale também

llull - < Cllullwrrq)-

A propriedade de interpolacdo dos espagos L” nos garante que para quaisquer p < g < p*

LP(Q)NLP(Q) c LIYQ)

A 1-4
lully < Nl [ [leell -,

1-1
P*

onde A é dado por é = 147 + —=. Por essa propriedade temos que

P 1-4

Ap;,11-1
lully < fleelly el < Nullyp o Nl oy

Logo,

llully < Cllullwre) , YP < g < p7,

tomando C > 1. m|
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. . - k, .
Passemos agora ao caso mais geral de imersdo de Sobolev de W;"(Q) e kp < n, descrito no

seguinte teorema.

Teorema 1.17. Seja Q C R" um aberto. Se p > 1, k < % eu e Wg’p(Q), entdo existe C =
C(n,k, p) > 0 tal que
lleell - < Clleallwrr ()

np
n—kp*

onde p* =

Demonstragdo. Para obtermos este resultado faremos iteracao do caso WS”’ (Q). Definamos para

cada j e N,
I 1
p, p n
ou seja
«_ _np
Py

. . % H\E gk
Da maneira como definimos p?, temos que (p?); = pj,,. De fato,

* _np_
(p*)*: npj = nn—jp = np :p*.
PUn—py n=  n=(+p T

Agora sejau € Wg’p (QQ). Entdo Du € WS”’ (Q) para todo |a| < k — 1. Fazendo uso da desigual-

dade ja provada para u € Wé ?(Q), temos
IDully: < CIID"ullwrr) < Cllullwergy-

Logo, temos a imersao
W Q) — we Q).

Usando o0 mesmo argumento, segue-se que
k—1,p% k=2,(p")t -2,pk
W, Q) — Wy TQ) = Wy Q).

Procedendo desta maneira k vezes, temos que

WEP(Q) o Wy P1(Q) o LPI(Q) = LH(Q) = L7 (Q).
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Corolario 1.18. Seja Q C R" um aberto. Se p > 1, k < % eu € Wg’p(Q), entdo existe C > 0 tal
que

llully < Cllullwer), Yp < q < p"

Demonstragcdo. A desigualdade é sempre verdadeira para ¢ = p pela propria defini¢do e o caso
q = p* é também verdadeira pelo teorema anterior. O caso p < g < p* € idéntica ao caso provado

para Wé’p (Q) utilizando a propriedade de interpolacdo dos espagos L”. O

Corolario 1.19. Seja Q C R" um aberto limitado. Se p > 1, k < ﬁ eu e Wg’p(Q), entdo existe

C > 0 tal que

llully < lleellwrr(,

paratodo 1 < q < p*.

Demonstragdo. Basta observar que sendo €2 limitado temos que LP(Q)cLiQ),1<qg<p*. O

Em geral Wg’p (Q) ndo pode ser simplesmente substituido por W*P(€2). Mas para uma deter-
minada classe de abertos 2 C R" as imersOes continuam sendo vélidas, enunciadas no seguinte

teorema.

Teorema 1.20. Seja QQ C R" um aberto que satisfaz a condi¢do do cone interior. Se p > 1 e k < %,
entdo

WEP(Q) — LI(Q),
para todo p < q < p*.

Demonstragdo. Ver [1]. O

Como consequéncia imediata deste ultimo teorema podemos afirmar que se além de satisfazer

a condicao do cone interior, € for também limitado, entdo
Wh(Q) — LU(Q),

paratodo 1 < g < p*, ja que neste caso temos a imersdo continua LP(€2) < L(Q), para g < p.

Agora, passaremos a imersoes de Sobolev onde estaremos com o caso k > l—’;.
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Teorema 1.21. Seja Q C R" um aberto limitado. Se p > n entdo existe uma constante C = C(n, p)

tal que para todo u € Wé’p (Q) temos u € C°(Q) e vale
11
sup lu| < C|Q[" " 7||Dull,.
Q

Demonstragdo. Para simplificar consideremos || = 1 e definamos

|ul
V= .
[1Dull,

Assim, nosso problema se reduz a mostrar que existe uma constante C = C(n, p) tal que sup |[v| < C.
Q

Usaremos o fato de que V]| = lim |[v||,.
q—)OO

Sejay > 1. Usando imers@o de Sobolev ja provada e a desigualdade de Holder, temos

IVNle < IDO)I
—1
= ¥V Dyl
-1
< Iy 2 1DVl

_ -1
= ALy,

Novamente pela desigualdade de Holder e por |Q2] = 1, segue que

y—-1 y—-1
Uy 7 Uyion
n < < .
Il <7 IV o <y VL
Seja
_n_
_ n-1
§="L
p-1

Notemos que 6 > 1, pois p > n. Substituindo y por ¢/ para j = 1,2, ..., a desigualdade acima

assume a forma
Joo1-L
Moz, < 891V -

Iterando, vem

Vllse < IIvlle 2
< e ap
n—1
< s2F oy
< &% (lﬂlpT?lllellp)n(l_ﬁ)

- 23
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Agora fazendo k — oo, temos que ||v||., < C, como queriamos.
Para generalizar tirando a restri¢cdo Q| = 1, consideramos a transformagio y = |Q|'/"x. Assim,
teremos
sup lu| < CIQ" 7 ||Dull,.

Agora, mostremos que u € C(ﬁ). Seja (u,,) C C(ﬁ) sequéncia de Cauchy em Wé’p (Q) tal que

Uy, = UE€ Wé”’ (). Assim, dado & > 0, existe ny € N tal que
et — willp + 1Dttye — Duagll, = ety — tillwrvey < &,
para todo m, k > ny. Pelo resultado que acabamos de mostrar vale
supluy = ] < COn, PRI Dty = i,
para todo m, k > 0, concluimos que

sup |u,, —ui| < Ce, Vm,k > ny.
Q

Logo, (u,,) é um sequéncia de Cauchy em C(Q). E, portanto, a funcdo limite u € C(Q). O

Teorema 1.22. Seja n < p < co. Entdo existe uma constante C = C(n, p) tal que
lleellcormmy < Cllullwrpgnys
n

para toda u € C'(R"), onde y = 1 — —.
p

Demonstracdo. Primeiramente, escolhemos uma bola B(x, r) em R"” e vamos mostrar que existe

uma constante C que depende apenas de n tal que

JC lu(y) — u(x)ldy < C f Mdy (1.4)
B(x,r)

B(x,r) |y - xln—l

Para provar esta desigualdade, fixemos um ponto w € dB(0, 1). Entdo, para 0 < s < r, temos

S d
f(; d—tu(x + tw)dt‘

f Du(x + tw) - wdt
0

|u(x + sw) — u(x)|

IA

f‘ |Du(x + tw)ldt.
0
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Assim,

IA

f lu(x + sw) — u(x)|dS
4B(0.1)

f f |Du(x + tw)|dS dt
0 JaBo,1)

S tn—l
f f |Du(x + l’W)|—_1dS dt.

0 JaBo,1) "
Sejay = x + tw, de forma que ¢ = |x — y|. Assim, passando para coordenadas polares, obtemos

Du

f | (y)_I] dy

B(x,s) |x - )’|"

D
Sf‘ LI
Blxr) [ = YI"

Multiplicando por s"! e integrando de 0 a r em relagdo a s, temos

. Du(y)
j‘hwwmm@s—f‘——%;@
B(x.r) n Jpirn 1X =Yl

e a desigualdade esta provada.

IA

f lu(x + sw) — u(x)|dS
8B(0,1)

Agora fixemos x € R” e apliquemos a desigualdade (1.4) da seguinte maneira:

lu(x)| < f lu(x) — u(y)ldy + JC lu(y)ldy
B(x,1)

B(x,1)

- le;( ) %d}) + Cllullpieey

’“ ’ o (1.5)
< C( |Dul? dy)” (f d—y_p) + Cllull g

R B [x =y l)pTl
< CH””WLP(Rn).

e o d _
Nesta ultima estimativa, temos que f Y < oo pois, como p > n, decorre que

Bl X — y|(”_l)p%1

< n. Como x € arbitrario, a desigualdade (1.5) implica que

(n—1)

p_

Suplul < C”M”Wl,p(Rn). (16)
Rﬂ

Agora, escolhendo dois pontos x,y € R" e escrevendo r := [x —y| e W := B(x,r) N B(y, r),

temos

lu(x) — u(y)l < JC |u(x) — u(2)ldz + JE u(y) — uz)ldz. (1.7)
w w
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Mas, usando a desigualdade (1.4), temos

IA

JC lu(x) — u(z)|dz C JC lu(x) — u(z)|dz
w B(x,r)

l —_—
P dz 7
I
( B(x,r) . B(x,r) |X - Z|("—1)lﬁ (18)

P
—(n—-1D-L2\ 7
C(rn (l’l ])p—l) P ||Du||p;Rn
1-2
= Cr 7||Dul|pz».

IA

IA

Analogamente,
f lu(y) — u(z)ldz < Cr'™7||Dul| g
14

Assim, substituindo esta estimativa e (1.8) em (1.7), obtemos

u(x) — u(y)| < Cr'= 7 ||Dullpgn = Clx = y|'~ 7 | Dutl| g

Portanto,
|u(x) — u(y)|
su { MO < Dl
lx =yl
Desta desigualdade e de (1.4) temos a desigualdade desejada. O

Mais geralmente, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.23. Seja Q C R" um aberto limitado de classe C'. Se p > 1 e kp > n, entdo
W (Q) — C"(Q)
paratodo () <m < k — %, onde

n n
+ 1 — —, se — ndo é um inteiro,
p

O<ﬂ<
p p

n .o
0 < B < 1 se — é um inteiro.
p

Além disso, temos a seguinte estimativa

C”””WW(Q),

leall - 57-

Y@ ~

onde C depende somente de k, p,n, 3 e Q.
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Demonstragdo. Ver [4]. O

Enunciaremos agora um caso em que a dimensao do espago n coincide com o produto kp, para

o caso particular p = 1.

Teorema 1.24. Seja Q C R" um aberto satisfazendo a propriedade do cone interior. Existe uma

constante C > 0 dependendo somente de n tal que para toda u € W"'(Q) temos

sup [u(x0)| < Cllullwni (.-
xeQ

Demonstragdo. Ver [1]. ]

1.1.5 Imersoes de Sobolev (Imersao Compacta)

Assim como na secdo anterior serdo apresentadas nocdes sobre imersdes, porém nesta

trataremos de imersdes compactas.

Definicao 1.25. Uma imersdo continua de um espago vetorial normado E em um espaco vetorial
normado F diz-se compacta quando toda sequéncia limitada em (E, ||.||g) possui uma subsequéncia

convergente em (F, ||.||r). Denotaremos tal imersdo por

E > F.

Teorema 1.26. Seja QO C R" um aberto limitado. Se 1 < p < n, entdo
W,"(Q) » L),
paratodo1 < g < p*.

Demonstracdo. Facamos primeiramente o caso ¢ = 1. Seja (u,,) uma sequéncia limitada em
1 . A . .
Wo’p (€Q). Para cada € > 0 considere a sequéncia (u;,), sendo u;, o regularizador de u,,. Temos

que para cada € > 0, (1?,) é uniformemente limitada e equicontinua. De fato,

1 X —
= (=2 )um(y)dy‘
€ JB.(x) €

1
— |max | ||u
o (B.(O) <P)|| mll1o

lut, ()]

IA

IA

;”um”p,ﬁ»
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para alguma constante C (dependendo de ¢ e Q). Notemos que utilizamos a imersao continua de

LP(Q) em LY(Q), o que é valido pois Q € limitado. De maneira andloga,

11 X —
oo | o[22 )u(y)dy‘
e &€ Bo(x) E

max |D u .
(31«» | <p|) el

|Du, ()

8n+1

Logo, pelo Teorema do Valor Médio, temos que (u;,) também € equicontinua. Portanto, pelo
Teorema de Arzeld-Ascoli (Teorema 1.36) temos que (u;,) possui uma subsequéncia de Cauchy
em C°(Q), e consequentemente em L' ().

J& sabemos que uf, — u,, em L'(Q) quando & — 0. Mais ainda, esta convergéncia é uniforme

em relacdo a m. De fato,

1 —_
— f ¢ (u) [t (y) — um(x)]dy‘
&" JB.(v €

[y, () — (X))

< f e(D|um(x — €2) — upn()ldz
B1(0)
1
duy,
= f ©(2) f L(x—szt)dt dz
B1(0) o dt
1
d m
< f ©(2) f - (x — ezt)|dtdz
B1(0) o | dt
1
= a‘f go(z)f |Du,,(x — ezt).7| dtdz
B1(0) 0
<

1
€ f ¢(z) f |Du,,,(x — ez1)||z|dtdz,
B1(0) 0

logo, integrando sobre €2, temos

gy, — umllio = flugm(X)—um(x)ldx
Q
1
< & f f ©(2) f |Du,,(x — tez)|dxdzdt
0 JBi(0) Q
1
< ¢ f f ©(2) f |Du,,,(y)|dydzdt
0 B1(0) Q
-« f 1Dt ()ldy
Q
< Ces.
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Desta forma, temos que para cada ¢ > 0, existe g5 > 0 tal que

||u8m§ - um“l,Q <=

2

para todo m. Para este &; existe uma subsequéncia (u;’ ) de Cauchy em L!(Q). Pela desigualdade

J

triangular

it = el < a2 =ty + 06, = U2l + S = sl < 6 + N2 — ]y 0

Dai, lim sup ||u, —um,|l1.o < 6. Fazendo 6 = 1,2, ... e usando o argumento da diagonal, construimos

k,]— 0

uma subsequéncia de Cauchy de (#,,) em L'(€). Com isso, concluimos o caso g = 1.

O caso geral € consequéncia de interpolacdo dos espacos L”, escrita da seguinte maneira

a4 1-1
llully < fleellylloel] -

onde A € tal que é =A+ ll:f. Logo, pela imersado de Wé’p (Q) em L”", temos que

1-4

A
luellg < fleall el 17 -

. . A e 1e 1, . A -
Assim, se (u,,) ¢ uma sequéncia limitada em W, () que possui uma subsequéncia de Cauchy

em L!(Q), por esta desigualdade possui uma subsequéncia de Cauchy em L7(Q2) O

1.2 Integral de Bochner

Nesta secao daremos uma nocao de integral de uma aplicacao
f:10,T] = X,

onde T > 0 e X é um espaco de Banach munido da norma ||.||x. As referéncias utilizadas nesta

secao foram [4] e [17].

Definicao 1.27. Uma funcdo s : [0,T] — X é dita simples quando existem finitos subconjuntos
mensurdveis a Lebesgue E, ..., E, C [0,T] e vetores uy, ..., u, € X tais que

m

s = > xeOu,

i=1

para todo t € [0, T].
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Definicao 1.28. Diremos que f : [0, T] — X ¢é fortemente mensurdvel se existe uma sequéncia de

fungoes simples s, : [0,T] — X tal que
si(1) = f(2)

em quase todo ponto 0 <t < T.

Definicao 1.29. Diremos que uma funcgdo f : [0,T] — X é fracamente mensuravel se para cada

u € X', aaplicacdo
¢: [0,T] - R

to= A f@)

€ Lebesgue mensurdvel.

Teorema 1.30. Uma aplicacdo f : [0,T] — X é fortemente mensurdvel se, e somente se, f
€ fracamente mensurdvel e existe N C [0,T] mensurdvel, com |[N| = O tal que f([0,T]\ N) é

separdvel.

Demonstragdo. Ver [17]. ]
Definicao 1.31. (i) Se s(t) = ). xgu; € simples, definimos sua integral como sendo
1

T m
fo s(t) = Z \Eilu.
i=1

=
(ii) Diremos que f : [0,T] — X € integrdvel se existe uma sequéncia de fungoes simples (s;);-

tal que
T
]}imf lls(1) = f(Ollxdr = 0.
-0 o

T T
f f(®dt = lim f si()dt.
0 k—co Jo

Observemos que tal limite descrito neste ultimo item da defini¢cao anterior existe uma vez que a

(iii) Se f é integravel, definimos

sequéncia ( fOT sk(t)dt) € de Cauchy em X ja que f € integravel, e sendo X um espago de Banach,
keN

segue a existéncia de tal limite.
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Teorema 1.32. (Bochner) Uma funcdo fortemente mensurdvel f : [0,T] — X é integrdvel se, e

somente se, a aplica¢do
¢: [0,T] —» X

= [lf@lx

é integrdvel. Neste caso, temos

T T
f | < f 1FOlxdr,
0 0
T T
<u’, f f(t)dt> _ f s f@)ar,
0 0

Demonstragdo. Ver [17]. O

para todo u’ € X'.

1.3 Quatro Resultados Importantes

O objetivo desta sec@o € estabelecer quatro resultados importantes no desenvolvimento deste
trabalho que s3o o Lema de Gronwall, o Lema de Aubin-Lions(ver [15]), o Teorema de Arzela-
Ascoli e um Teorema de Existéncia e Unicidade de Solugdo, para equagdes lineares parabdlicas

com condig¢des inicial e de fronteira na classe das funcdes Holder continuas.

Lema 1.33. Lema de Gronwall. Sejam u e v funcdes continuas ndo-negativas no intervalo [a, b]

satisfazendo a desigualdade

t
u(t) < a+ f v(u(s)ds, VYtela,b],
para algum a > 0. Entdo,
!
f v(s)ds
u(t) < aeva .
Em particular, se @ = 0 entdo u = 0.

Demonstragcdo. Sejam a > 0e w(t) = a + fa ' v(s)u(s)ds. Temos que w(a) = a e w(t) > a > 0,

Vt € [a, b]. Além disso, como u(t) < w(t) e v > 0, vem que

w () = v(Ou(t) < v(H)w(t)
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w'(1)
w(t)

ft W,(S)ds < ftv(s)ds
a W(s) a
Inw(t) — Inw(a) < f v(s)ds

lnwsfv(s)ds

<w(t), Vtela,b].

Integrando entre a e t, temos

a

@ . el v(s)ds.

a
Assim,

f v(s)ds
u(t) < w(t) < aeva .

Se @ = 0, o caso anterior implica que para todo @’ > 0,

!
f v(s)ds
u(t) < a’eva ,Vt>a.

Logo, u(t) = 0. ]

Este lema, no caso @ > 0, serd utilizado em vdrias estimativas para a obtencdo da solucdo do
sistema de equacdes em questdo (Capitulo 2). Ja o caso a = 0 terd importancia no estabelecimento

da unicidade dessa solucao.

A seguir, enunciamos e demonstramos um resultado retirado de [13].

Lema 1.34. Lema de Aubin-Lions. Sejam By, B, By espacos de Banach, By C B C By, By
reflexivo, com By -» B compacta e B — By continua. Entdo, para todo 6 > 0, existe Cs > 0 tal
que

Vil < 6lIvils, + Cslivlla,,
para qualquer v € B.
Demonstrag¢do. Suponhamos que existam ¢ > 0 e uma sequéncia (v,)., C By, tal que ||v,[[z, = 1

€

Vallg = Ollvallg, + allvallg,, n>1.
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(59

Como B, € compactamente imerso em B, em particular essa imersdo € continua, temos que (v,)’”,

¢ limitada em B. Logo, pela desigualdade acima temos que v, — 0 em B;. Mais ainda, (v,),. | €
limitada em B, que € reflexivo, ou seja possui uma subsequéncia convergindo fracamente v,, Xy
em By. Novamente por By ser imerso compactamente em B, temos que v,, converge a v fortemente
em B. Logo, temos que v = 0. Logo, v,, — 0 em By. Isto € um absurdo, visto que ||[v,|[z, = 1.

Portanto,

IVlls < 6lIvils, + Collvils, -

Outro resultado importante é o Teorema de Arzela-Ascoli, mas antes daremos a seguinte

defini¢ao:

Definicao 1.35. Seja ¥ uma familia de funcoes f : X — R. Dado x, € R, diremos que a familia
F ¢ equicontinua no ponto xy, quando dado € > 0, existir 6 > 0 tal que se x € X, |x—xo| < 8, temos
|f(x) — f(x0)| < € qualquer que seja f € F. A familia é dita equicontinua quando é equicontinua

em todos os pontos de X.

Teorema 1.36. Seja K um subconjunto compacto de R" e seja F uma familia de fungcées que sdo

continuas em K e assumem valores em R". Entdo sdo equivalentes:
(i) A familia F é equicontinua e limitada em K
(ii) Toda sequéncia em ¥ possui uma subsequéncia uniformemente convergente em K.

Demonstragdo. Ver [3], p.191. |

No decorrer da demonstracdo da existéncia de solugdo suave das equacdes de Navier-Stokes,

precisaremos recorrer ao teorema apresentado abaixo, retirado de [9].

Consideremos o operador linear parabdlico com coeficientes reais

ou < 0u n u
Lu=—- Z a;j(x, 1) 5x,~(’)xj + ; a;(x, t)(?_xi + a(x, Hu,
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onde (x,7) € QX (0,7) = Qr. Sejam Sy = S X (0,T), onde S € a fronteira de €2, e o seguinte

problema de valor inicial e de fronteira:

Lu(x,t) = f(x,1),

u(x,0) = p(x) xeQ, (1.9)
S b, D22 (x, 1) + b(x, Du(x, 1) = $(x, 1), x € Sy

i=1 !

Teorema 1.37. Seja B € (0, 1). Suponhamos que os coeficientes do operador L estejam na classe
CPE2(Qr) e by, b € CYBYBI2(S ). Entdo para quaisquer f € CPP2(Qr), ¢ € C*F(Q) e ¢ €
CPUBI2(§ 1), o problema (1.9) possui uma tinica solugdo u € C**P'*#2(Qr) e existe uma cons-

tante C, independente de u, f, ¢ e ¢, tal que

lellzss ey < C (Iflrsrngyy + lgllcznisny + l@llcrsasnrs )

Demonstragdo. Ver [9]. ]

Observacao: No Capitulo 2 usaremos que a constante C no Teorema 1.37 depende dos coeficientes
de £, de b;,b e de T, de uma forma nao-decrescente em relacido as normas dos coeficientes de L,
de b; e b, nos respectivos espacos de Holder especificados no enunciado, bem como em relagdo
a T. Este fato ndo esta explicitamente afirmado em [9], mas pode ser constatado analisando-se a

demonstragﬁo desse teorema no mesmo.



CAPITULO 2

EXISTENCIA E UNICIDADE DE
SOLUCAO

Neste capitulo estabeleceremos a existéncia de solucdo fraca para o sistema de Navier-Stokes
unidimensional para um fluido isentropico compressivel, no sistema de coordenadas lagrangianas,
provadas em [7]. Faremos primeiramente um breve comentario sobre a deducdo dessas equacdes.
Posteriormente, desenvolvemos completamente e com bastante detalhes
a existéncia local no tempo de solugdo suave para estas equagdes quando temos dados iniciais
suaves. Em [7] consta apenas um breve resumo sobre esta parte. A existéncia global no tempo
desta solugcdo serd assumida. A partir dai, a existéncia de solugdo fraca global serd garantida
através de aproximagodes de solucdes suaves, utilizando estimativas para essas aproximacoes. Ga-
rantida a existéncia global de solu¢do fraca, mostraremos que tal soluc@o construida, juntamente

com uy € H'([0, 1]), é tinica.

No capitulo anterior denotamos Q7 = QX (0, T), mas para simplificar a notacao estaremos con-
siderando neste capitulo Q7 = [0, 1] x [0, T'] e denotaremos H™ = W™, Para o bom entendimento

e desenvolvimento das demonstracdes de [7], consultamos outras referéncias, especialmente
[2,5, 8,12, 16].

35
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2.1 Sobre a Deducao das Equacoes

Nesta se¢do faremos uma breve deducao das equagdes

{ prt (pu)x =0
(pu)t + (pMZ + P(p))x = (/'l(p)ux)xa

modelando um fluido isentrépico em uma dimensdo espacial, onde p, u, P(p) e u(p) sdo, respecti-

2.1)

vamente a densidade, a velocidade, a pressdo e o coeficiente de viscosidade do fluido.
Comecamos fazendo um resumo introdutorio das deducdes das equagdes de Navier-Stokes na

sua forma mais geral, tendo como referéncia principal o livro do E. Feireisl [5].

As equacdes de Navier-Stokes modelam o movimento de um fluido do ponto de vista
macroscopico, como um meio continuo, em termos das varidveis densidade, velocidade e tempera-
tura do fluido. Estas equagdes traduzem os principios fisicos de conservacao de massa, momento e
energia. Denota-se por p(x, t), u(x, t) e 6(x, t), respectivamente, a densidade de massa, a velocidade
e a temperatura no ponto x por onde passa o fluido no instante . Matematicamente, assumindo que
u, p e 0 sdo funcoes suficientemente integraveis e diferencidveis (de forma que todos os célculos

abaixo sejam validos), as leis de conservacao (ou de balango) sdo expressas como

d
— f pdx=0 (conservagdo de massa)
dt Jo,

dt

d

— f (ou)dx = (of + Fiy)dx  (conservacao de momento)
Q Q

d

7 f Edx = f (of -u+ Qin)dx (conservacao de energia)
o o

onde €, € a regido ocupada pelas particulas do fluido no instante ¢ que estavam no tempo ¢ = 0
em um dominio €, o qual pode ser tomado relativamente arbitrario (limitado e com uma fronteira
suave € suficiente para os nossos propdsitos aqui), f denota a densidade de forgas externas ao
fluido atuando na regido €2, os termos le F.dxe le Qi dx representam, respectivamente, forgas
internas (i.e. provenientes do proprio fluido) atuando na regido €, e perdas de energia em £,
devido a fatores internos do fluido, e E representa a energia total, sendo dada pela expressao
E = p(lul*/2 + e), com e sendo a energia interna especifica (olul>/2 é a energia cinética). A
temperatura 6 estd relacionada com e pela Segunda Lei da Termodindnica, como veremos abaixo.

Aplicando o Teorema do Transporte (v. subsecao 2.1.1) chegamos a

f o + div(pu)dx = 0
Q
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[ o+ divipuindx = [ of7+ Fldx, =1 m
Q, Q

f (E, + div(Ewydx = | (of - u + Qu)dx,
Q, Q

onde u/, f/, F! , j =1,---,n, denotam, respectivamente, as coordenadas do vetores u, f e F,,.
int it

Como o dominio ), € arbitrario, obtemos as equagdes que representam os trés principios de

conservacao na forma diferencial:

pr +div(pou) =0
(oul), + div(ouw'u) = pf/ + Fl . j=1,---.n (2.2)
E, +div(Eu) = pf - u+ Q.

Agora, a questdo delicada e sofisticada é obter expressdes tratdveis matematicamente, ou
modelos particulares, para os termos Fj, € Q;,,. Em primeiro lugar, por consideracdes fisicas é

razoavel assumir que o termo fg Fi.«dx pode ser escrito como
1

f Fidx = f t(x,t,n)dx
Q 00,

para algum vetor #(x, t,n) ( principio de “stress” de Euler-Cauchy (cf. [5, p.4]) onde n = n(x) é a

normal a 0€; unitdria exterior, no ponto x. Mais particularmente, assumimos que
tix,t,n) =T(x,t)n

onde T'(x,t) € uma matriz n X n simétrica (leis de Cauchy [5, p.4]) a qual é denominada tensor de

stress. Assim, usando o Teorema da Divergéncia, vem que
F,,=divT,

onde o divergente de uma matriz € o vetor cujas coordenadas sdo os divergentes das linhas da

matriz. Quanto ao termo fQ Qi dx representando as mudancas da energia em €,, temos
't

Qindx = f (Tu — q) - ndx,
Q aQ,

onde g € o fluxo de calor ou fluxo de energia (cf. formula (1.11) em [5, p.5]). Logo, usando

novamente o Teorema da Divergéncia, obtemos

Qi = div(Tu — g).
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Portanto, nessas condi¢des, as equacdes (2.2) acima ficam as seguintes:

o+ div(pou) =0
(o), + div(ow/u) = (divT) +pf/, j=1,---,n
E, + div(Eu) + divg = div(Tu) + pf - u.

Multiplicando a segunda equacdo por u/, somando em j = 1,2,--- ,n, usando a expressdo resul-

tante, e também a primeira equacao (conservacao de massa) na equacao da energia, obtemos

o0+ divi(ou) = 0
(pu), + diviown) = (VT +pfi, j=1,--.n
(pe), + div(peu) + divg = T : Vu,

também denotada mais resumidamente, como

o+ div(pu) =0
(ou); + div(pu ® u) = divT + pf
(oe), + div(peu) + divg = T : Vu,

onde u ® u é o produto tensorial ou a matriz dada por (u ® u);; = u'u’ e T : Vu é o produto escalar
J
ZZ]':I Tjkuxk‘

Mais particularmente ainda, assumimos que o tensor stress 7 é da forma
T=S-pl

(lei de Stokes) onde I é a matriz identidade, p = p(x, t) € uma funcdo escalar chamada de pressdo

e S chama-se o tensor de stress viscoso. Neste caso, reescrevemos as equagdes acima como

o+ div(pu) =0
(ou), + div(pu®u) + Vp =divS + pf
(pe); + div(peu) + divg + pdivu = § : Vu.

Em modelos ditos viscosos lineares ou Newtonianos, temos
S =2uD(u) + A(divu)l,

onde D(u) € a parte simétrica da matriz Jacobiana Vu, i.e. D(u) = (Vu + (Vu))/2 (Vu)' é a

transposta da matriz Vu) e u e A sdo coeficientes de viscosidade: u € o “shear viscosity coefficient”
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e = A+ (2/n)u é o “bulk viscosity coefficient”). Estes coeficientes podem depender de p e 6 [5,
p.7]. No que se segue nos restringimos a esse tipo de fluido e a uma dimensao espacial (n = 1).
Neste caso, e com as restricoes mencionadas até o momento (faremos mais restricdes) as equagdes

de Navier-Stokes sdo as seguintes:

Prt (P”)x =0
(ou), + (pu? + p)y = (Luy), + pf
(pe); + (pew), + q, + pu, = {u?.

A Segunda Lei da Termodindnica relaciona a entropia especifica s do fluido com 6, e, p € p pela
equacgio

Ods = de + pdv,

onde v € o volume especifico (v = 1/p; dv = —p%dp). Assumindo que e = e(s, p) (equagdo de

estado) dai vem que

6—6—9 e %: -
s op

PP

Logo e, = eys; + ep; = Os, + p72pp, = O, — pp(pu)y € e, = eS8 + eppx = Osy + ppp, =
s, — p~2p(pu), (cf. [14, p.338]). Substituindo estas relacdes na equagio de energia, usando mais
uma vez a primeira equagao (conservagcao de massa) obtemos as equacdes de Navier-Stokes em

uma dimens@o com a equacao de entropia:

pPr+ (P”)x =0
(pu)t + (P”Z + p)x = (gux)x +pf
(PO)(s; + usy) + qx = {ul.

O fluido € dito isentrépico quando s, + us, = 0 (a entropia € constante ao longo das trajetérias
de particulas do fluido) [11, p.27]. Entdo, neste caso, a terceira equagdo reduz-se a g, = {u>. Além
disso, sabe-se da termodinanica que, para gases, a viscosidade € proporcional a raiz quadrada da
temperatura 6 [5, p.8] e, para os gases isentropicos ditos perfeitos, a temperatura é uma fungao
dependente s6 da densidade e a pressao € uma funcdo dependente também sé da densidade e sendo
dada por p = ap”, para certas constantes a € y [5, p.14]. Assim, as equagdes (2.1) descrevem, em

particular, um gds nessas circunstancias.
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2.1.1 O Teorema do Transporte

Nesta secdo consideramos um fluido qualquer com trajetéria de particulas bem definida e
manteremos algumas notacoes da secdo anterior. As funcdes aqui envolvidas serdo suficientemente
diferencidveis para que os calculos abaixo fagcam sentido.

Sejam uma fungdo f(x, 1), x € €, e x(¢) a trajetéria da particula de uma particula x do fluido.

Calculando a derivada desta funcdo em relacao a ¢, temos:

d 0
VF(x(2), z).d—fu(r), £+ a—f(xm, )

d
Ef (x(0), 1)

of
(u Vf+ E) (x(£), D).

. g . of . ~ 2
No caso unidimensional, Vf se resume a 6—£ e a velocidade € um escalar, logo, a férmula

anterior toma a forma:

d
Ef(-x(t), t) = (ufx + ﬁ) (-x(t),t)

Definicao 2.1. Definimos a derivada material da funcdo f por

Df of
2w Y
D VIt

Pela definicdo dada acima temos que a derivada material de f € a derivada de f em relacdo ao

tempo ao longo da trajetoria de uma particula. No caso unidimensional, temos

%C:ufx+f,.

Feitas estas consideracdes, enunciamos com rigor, o Teorema do Transporte:

Teorema 2.2. Teorema do Transporte. Sejam u = u(.,t), t > 0, um campo de vetores, definido

num aberto A do R", de classe C'(A x [0, 0)), e X(x,-) a solucdo do problema de valor inicial

ax
I =u(X@®),t), t>0

X(0)=x

para x qualquer em A. Entdo para toda f € C'(A X [0, o)) e qualquer Q CC A, vale a férmula

d 3 D_f )
Efgtf(x,t)dx— Lt[Dt(x’t)-F(dwu)f dx,

onde Q; = X(Q,1).
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O Teorema do transporte é demonstrado fazendo-se a mudanca de varidvel y = x(#) e usando-se
a equagdo J; = (divu)J, onde J € o determinante da matriz jacobiana dessa mudanca de varidvel.
A demonstracdo desse resultado pode ser encontrada em [10]. No caso de uma dimensdo a

demonstracdo pode ser feita rapidamente usando-se a férmula

d b(t) (1)
7 f(x,ndx = f(b(1), )b’ (1) — fla@®), Na’ (1) + Jilx, )dx
a(t) a(r)
De fato, em uma dimensao temos que €2, ¢ um intervalo da forma (a(?), b(t)) em que a(t) = X(a, 1)

e b(t) = X(b,t), onde a = a(0) < b = b(0), e aplicando essa férmula, temos:

d b(t) b(1)
7 fx,ndx fb(), hu(b(t),1) — f(a(®), Hu(a(?), 1) + filx, )dx
a(t) a(r)
b(1) b(1)
(fu)dx + fi(x, t)dx
a(t) a(t)
b(1) b(r)

((fu)x + ﬁ)d-x = (ﬁ + ufx + uxf)dx

a(t) a(r)
b(t) D
= (—f + u, f)dx.
a(,) Dt

2.2 Apresentacao do problema

Nesta secao faremos algumas consideragdes sobre o problema de Navier-Stokes em uma
dimensdo de um fluido isentrépico, com a viscosidade e a pressdo dependentes da densidade e
possuindo interface com o vacuo. Inicialmente, daremos uma motivagao sobre a condi¢do de fron-
teira do problema, bem como a mudanca para coordenadas lagrangianas.

Na se¢do anterior fizemos um comentério sobre a deducdo destas equacdes que sao

Pr+ (plxl)g =0 (23)

proveniente do principio de conservacdo de massa, e

(ou): + (pu® + P(p))e = (u(pue)e, 24)

resultante do principio de conservagdao do momento (segunda lei de Newton), onde p, u, P(p) e u(p)
sdo, respectivamente a densidade, a velocidade, a pressdo o coeficiente de viscosidade. a(t), b(1)

sao as condi¢des de fronteira, ou seja, a interface do gds com o vacuo. Aqui, usamos as variaveis
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a(0) b(0) g
Figura 2.1: Fluido em uma dimensao com fronteira livre

T e £ para representar, respectivamente, o tempo e o espaco (unidimensional), pois trabalharemos
em coordenadas lagrangianas, nas quais usaremos a notacao convencional #, x.

Estamos interessados no fluido tendo uma interface com o vacuo. Mais precisamente,
consideramos as equacdes (2.3) e (2.4) no dominio 7 > 0, a(t) < ¢ < b(1), onde as curvas
¢ = a(r),& = b(t) representam a interface com o vacuo, no plano ét.

Notemos que iremos trabalhar com fronteira livre, ou seja, o gds ndo estard contido em um
ambiente fechado, podendo expandir-se livremente.

Para motivar a condicdo de fronteira definida abaixo, suponhamos que seja dada uma solucdo
(p,u)de (2.3) e (2.4) e que a a funcao definida por

(o,u), sea(t)<é&<b(r)
(0,0), seé>b(r)oué < a(r)

(extensdo por zero de (p, u) definida no dominio 7 > 0, a(1) < & < b(1)) seja uma solucao fraca para
as equacoes (2.3) e (2.4) em todo semi-plano 7 > 0,& € R. Seja V uma vizinhanca aberta no semi-
plano = > 0 de um ponto (a(r),7),r > 0. Consideremos os dominios
Vt = {(& 1) € Vi€ > a(n))e VT = {(6,1) € V;€ < a(r)}. Como (p,u), agora estendida por

zero, é uma solugio fraca da equacdo (2.3) em todo semiplano 7 > 0, para toda ¢ € C}(V) temos

fv ) (sorp + (pru) di¢,7)+ fv ] (QDTp + wgpu) d¢,7)=0.

Como p = 0 em V7, ficamos com

fv ) (%p + sogpu) di¢,7)=0.
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Suponhamos que (p, #) € C'(V+). Entio, integrando por partes, obtemos

0= [ (ew+ewacn = [ ctoupunds - [ oo+ o
% % v+

= foo o(pu p).—(—l,a’(‘r)) dar.
0 T @@)?

onde n = (—1,d'(1))/ \/1 + (a’(7))? é a normal unitdria ao longo de dV* N {¢ = a(r)} apontando
para fora de V*. Logo, —p(a(7), T)u(a(7), 1) + p(a(t), 7)d’(7) = 0, ou seja,

d

——a(7) = u(a(r),7),

dr

assumindo que p(a(7),7) = limg .4+ p(€,7) seja ndo-nula. Aqui também estamos fazendo a

indentificagdo u(a(t), 7) = limg_ 4+ u(§, 7). Da mesma maneira, temos que
d
——b(1) = u(b(7), 7).
dr
Procedendo de forma andloga com a segunda equagao, obtemos

0 = fv ) (sorpu + o’ + P(p))) dé,7) - fv K& (,u(p)ug) dé, 1)
= f Vien@-(ou® + P(p) — u(p)ug, pu)d(£,7)
-

, 24 Po) — , e —
j(: e(a(r), T)(pu” + P(p) — p(p)ug, pu) 1+ (@)

d&, ).

Logo,
(=P(p) + u(p)ug)(a(r),7) = 0.

De maneira andloga, obtemos que

(=P(p) + p(p)us)(b(7), 7) = 0.

Em resumo, devemos ter a seguinte condic¢ao de fronteira

4 o) = w1, “Lb) = ulpr), 7
dr dr
(2.5)

(=P(p) + p(p)ug)(a(7), 7) = 0 = (=P(p) + p(p)ug)(b(7), 7).
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Para simplificar nosso problema, assumiremos que tanto a pressdo quanto a viscosidade sdo

diretamente proporcionais a uma poténcia da densidade. Mais precisamente, assumiremos que
P(p) = Ap”
up) = Bp®,

ondey>1,0<a<1,A>0e B >0 sio constantes.
Como o problema possui fronteira livre é conveniente aplicarmos uma mudanca de coordena-
das para que possamos trabalhar com um problema que possua o dominio fixo. Para isso faremos

uso de coordenadas lagrangianas, descrita como se segue.

X = f p(y, T)dy
a(t)

r=r.

Sejam

Nesse novo sistema de coordenadas x representa a massa de fluido compreendido entre a(7) e &.
A fronteira do problema considerado inicialmente, ou seja, as curvas & = a(1) e & = b(1),

tornam-se

() b(T) b(0)
x=f p(y,)dy=0 e x=f p(\/,f)dy=f p(y,0)dy = M.

(1) a(r) a(0)

Esta dltima integral calculada tomando 7 = 0, indica a massa inicial total do fluido, que pelo
principio de conservacdo de massa € invariante no decorrer do tempo. Vamos considerar M = 1,
sem perda de generalidade.

Facamos agora a mudanca de coordenadas nas equacdes e vejamos como fica o nosso
problema inicial nestas novas coordenadas. Para isso, assumiremos que (o, u) seja suficientemente

diferencidvel de forma que possamos usar a regra da cadeia. Entao

I
Pr = pxaT ptaT

= —p.pU+ Py

o0x ot ox ot
(pu)s = pzu + pug Pr—=+p—=|u+plu;—+u—

fog T o¢ & IS
= ppu+ plu,.
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Assim, somando estas duas derivadas, a equacdo (2.3) se transforma em
o +p2ux =0. (2.6)
Passemos a segunda equacao.

(pu)‘r = putpu;

ox ot Ox ot
= |py—+pi— |u+plu,— +u—
ot ot T T

= —ppu? + pit — pucu + up,

(puz)g = p§u2+2upu§

Ox ot\ , Ox ot
e o+ 2o + )
PP + 2unp’,

0
(P(p))e = (P(p))xa—;c = (P(p))p-
B0
Ug = ux(?f + ut@f = U,pP.

Assim, substituindo em (2.4), temos
(i + PP + puty + (P(P)sp = P(H(O)UP)s,
que pela equacdo (2.6) reduz-se a
u + (P(p)x = (U(P)uxp)x.
Substituindo a pressao P(p) = Ap” e viscosidade u(p) = Bp®, a equagdo (2.4) se transforma em
u+A(P")x = B(p" " uy). (2.7)

Passemos a condi¢@o de fronteira (—P(p) + u(p)uz)(a(r), ) = 0 que no novo sistema de coorde-
nadas torna-se (—Ap” +Bp'*?u,)(0, t) = 0. Da mesma forma temos que (—P(p) +u(P)ug)(b(1),7) =0
torna-se (—Ap” + Bp'*%u,)(1,1) = 0, ou seja,

A(p”) = B(p'*u,), parax=0oux=1, et>0. (2.8)
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Além disso, adicionamos uma condi¢ao inicial ao nosso problema

(o(x,0), u(x,0)) = (po(x), up(x)) 0<x<1, (2.9)

onde py e uy estdo, respectivamente, nos espacos W' = Wh21((0, 1)) e L** = L**((0, 1)), sendo n

n2n-1)
2n2+2n-1

Daqui em diante, trataremos s6 do problema (2.6)-(2.9), o que é equivalente a resolver as

um ndmero natural, o qual seré fixado, em toda dissertacdo, satisfazendo a condi¢ao > .

equagdes (2.3)-(2.4), com as condi¢des de fronteira e inicial especificadas, no caso de termos uma
solucdo diferencidvel. Deixamos em aberto a discussdo do caso de termos uma solucdo sem essa
regularidade. Encerramos esta secao com a definicao rigorosa de solucao fraca do problema (2.6)-

(2.9), sob as condig¢des especificadas acima para py, iy, n € demais parametros das equacdes.

Definicao 2.3. Sejam o > 0 e n € N. Diremos que (p,u) é uma solucdo fraca de (2.6)-(2.9) se,

para qualquer T > 0, tivermos
p € L ([0, T, W), p, € L*([0,T],L*), ueL™((0,T],L*") N L*([0,T], H"),
satisfazendo

pr+ Py =0, p(x,0) = po(x)

para quase todo x € (0,1) e quase todo t > 0 e

Tl 1
f f (u; + (Ap” — Bp* ' u).)dxdr + f up(x)¢(x, 0)dx = 0,
o Jo 0
para toda fungdo ¢ € C7(Q), onde Q = [0,1] X [0, T).

2.3 Solucao Suave

Nesta secao estabeleceremos a existéncia de solucao local no tempo (p, u) do problema (2.6)-

(2.9) satisfazendo

,07,0t»,0x,ptx, l/l, ux7 uxxa ut € Cﬁﬁ/z(QT)9
considerando os dados iniciais py € C'*#([0, 1]) e uy € C>*4([0, 1]), para um S € (0, 1) arbitrério.
A existéncia global de tal solucdo nao serd tratada, mas a prova de um caso particular pode ser

encontrada em [8].
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Teorema 2.4. Seja 8 € (0,1). Se uy € C**([0,1]) e py € C'*([0, 1]), temos que o problema (2.6)-
(2.9) possui uma unica solugdo cldssica (p, u) satisfazendo p, Py, Pis Prxs Us Usy Uy, Ury € CBEI2(0p),

para algum T > 0.

Demonstragcdo. A existéncia de solucdo local no tempo é obtida através de uma aplicacao que

provaremos ser uma contragdo. Para isso, dados 7', ¢ > 0, definimos o espaco
Xro = {p € CP92(Qr) 0. € CPP(Qp) e @ = ¢ > 0},
que € um espago de Banach munido da norma

lellxr, = llellcssr + li@allcssn,
e consideramos o problema de fronteira e valor inicial

u + Ay = Bl u,), 0<x<1 0<t<T
w (i, t) = 397776, 0<t<T i=0,1 (2.10)

u(x,0) = up(x) 0<x<1

onde ¢ € uma funcdo em X7, e ug, € definido por
2

A A
o, (X) = tto(x) + x(l - g) [E¢7-1-"(0, 0) - ug(O)] + % [Ewl-"(l,m —uy).

Notemos que u , definido desta maneira satisfaz a condi¢do de compatibilidade u(’)’ Sa(i) = %@7‘1‘“(1', 0),
para i = 0, 1. Além disso, se uy € C>*4([0, 1]), temos que uop,, também pertence a esta classe. Pelo
Teorema 1.37, temos que existe uma dnica solucdo u € C*A1*8(Qr) de (2.10) satisfazendo a esti-
mativa

el 248120,y < C (||<Px||cﬁﬁ/2(QT) + llellcsors .y + ||M0,¢||c2+ﬁ([o,1])) .

Encontrada u € C*#!*f2(Q;) definimos um operador A que associa cada ¢ € X7 . tomada

inicialmente a funcdo p = A(p) solugdo do problema

+pu, =0 0O<x<1 0<t<T
{p’ P * , @2.11)

p(x,0) =po(x) 0<x<1

onde u € a solucdo de (2.10), como ilustra o diagrama abaixo
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Consideremos o subconjunto F' de X7, definido por

F={p € Xz llg — pollx,. <R},

onde R € qualquer nimero positivo fixado. Notemos que F € um subconjunto fechado de um
espago de Banach, logo F também € um espago de Banach. Nosso intuito agora € mostrar que
esta aplicagdo A : F — F é uma contracdo para algum 7" > 0, garantindo-nos a existéncia de
um ponto fixo que serd nossa solu¢do local de (2.6)-(2.9) com os dados iniciais suaves, isto &,
0o € C*([0, 11), uy € C*#([0, 1]) e inf py > 0.

Antes de mais nada, mostremos que p € F, para cada ¢ € F. De fato, temos que a solucdo p de
(2.11) é dada por

1
P = py(x) - f ux(x, s)ds. (2.12)
0
Assim, podemos tomar 7" de forma que

inf(og")
2 b

o™= lop | = Tlullcsrsr > inf(py") = TC. > (2.13)

onde

IA

C (llglly,. + luollca-»)
C (R + ooy, )’ + o llczws) =: C.,

el c2vp.14812

IA

uma vez que ¢ € F implica em

lellxr.. < 1l = pollx,. + lleollc2s < R + llpollcros.

Note que |lugyllc2» pode ser estimada em fungdo das normas de ¢ e uy nos seus respectivos
espacos. Logo, a constante C, depende somente de R, T, c, uy, po € € limitada para T limitado;

cf. a Observagdo feita logo apos o Teorema 1.37. De (2.13) temos que

”p”oo;QT <2 sup Po-

Analogamente, podemos limitar |p| inferiormente da seguinte forma:

1
< ﬁ + T||ul| 21482 < (infpo)_l +TC.<C,
P0

;
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onde C’, é algum niimero positivo andlogo a C.. Logo, |o| = (C.)™! > 0. Como p é continua, nio

nula e inf py > 0, podemos concluir que p(x, t) > C’, para alguma constante C’ > 0.

Mostremos agora que p, p, € Xr .. Para simplificar as estimativas consideremos v = 1/p e vy =
1/po. Desta forma, temos que v(x, ) = vo(x) — fot u,(x, s)ds. Como po € C#([0, 1]) e infjg 4700 > O,
temos que vy € CP([0,1]). Além disso, u, € CP#2(Qr) e p é limitada inferiormente por uma

constante positiva. Logo, podemos garantir que p € C#2(Qr).

No caso de p,, observemos que

vi(x, 1) = vj(x) — f Uy (x, 8)ds.
0

Assim, como pj(x) € CF([0,1]) e pjv, = —pp, temos que v, € CP([0,1]). Além disso,

U, € CPP2(Qr). Dai concluimos que v, € CP¥2(Qr). Notemos agora que, como p, = —p*v,,

p € CPP2(Qr)e 0 < C7! < p(x,t) < C, podemos garantir que p, € CP#2(Qr).
Portanto temos que p = A(p) € X7 .

Mostremos agora a invariancia de F pela aplicacdo A, para T suficientemente pequeno. Para

isso devemos mostrar que [[o — pollx,, < R para um determinado 7' > 0. Notemos que

lo = pol = lepo(e™" = po ")l < llpllelloolle TC. < 2llpol2,TC.,

ou seja,

llo — polle < KT,

para uma constante K andloga a C,. Como p,p, € CPP2(Qp), po € C"(0,1]) e

U, Uy, Uy, € CPPI2(Q7), podemos fazer também as seguintes estimativas:

(o = po)(x1. 1) = (0 = po)(x2, )| = ppo(xl,t)fo Mx(X1,S)dS—ppo(Xz,t)fo ux(xz, s)ds

IA

opo(x1, 1) f (ux(x1, 8) — u(x2, 8))ds
0

+ (Ppo(xl,t)—ppo(xz,t))fux(Xz,S)dS
0

KT|x; — x,f°

IA
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(0 — po)(x, 11) — (o — po)(x, 1) opo(x, 11) fo u(x, s)ds — ppo(x, 1) fo u(x, s)ds

IA

PPo(X, 1) f (ux(x, 8) = ux(x, $))ds

+ |(opo(x, 1) — ppo(x, fz))j; u(x, s)ds

KT|t; — l2|’8/2.

IA

Portanto temos que

(o — po)(x1,1) — (0 — Po)(xz,f)l

sup

X1#£X2 |X1 - x2|ﬁ
[
(0 = po)(x,11) = (o — po)(x, t2)|
sup 7
H#h |tl - t2|ﬁ

A seguir estimamos p,. Notemos que, como (0 — po)(x, 1) = (ppo)(X, 1) fot u,(x, s)ds, temos que

t f !
(0 = Po)x = PxPo f uxds + ppox f uxds + ppo f Urds.
0 0 0

Podemos fazer as estimativas separadamente e teremos da mesma maneira feita anteriormente que

I(P Po)x(x1,1) — (p — po)x(X2,t)|

)C]:#)CZ |x1 - x2|ﬁ
€
(o = po)x(x, 1) = (p — po)x(x, Zz)l
sup 7
I]#[z |t1 - t2|ﬁ

Das estimativas acima vemos que podemos tomar 7" > 0 de tal maneira que
llo = pollx,, < KT <R,

Ja que a constante K € limitada para 7 limitado, e consequentemente, A(F) C F.

Resta mostrar agora que a aplicacdo A € uma contracdo. Consideremos ¢, ¢, € F e sejam
p1 = Alpy) € pr = A(py). Faremos a estimativa de ||o; — p|lx; ., estimando separadamente a norma
do supremo e a seminorma de Holder. No que se segue,como ja fizemos acima, K representara
qualquer constante dependente das mesmas quantidades das quais depende C.,, isto é, dos dados

pPo € up, de R, T e c, e limitada para T limitado.
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Podemos estimar a norma do supremo da seguinte maneira:

o1 —pal = lpilloallor! = o3|
‘
< IIPllloollpzlloofo(uu—uzx)ds
< loilleollo2lleo Tlluey — unllc2s14812
< KT|luy — usl|cospresr
€
o1 =Pl = 1= iy + p3003 il

! !
o1 f Ui, $)ds — P f Uz, 5)ds
0 0

! !
f ulxx(x9 S)dS f (ulxx - u2xx)ds
0 0

< KT|uy — usl|cosprspr.

< |pi—p3l + |o3]

Passando a norma de Holder e omitindo a variavel ¢, temos:

(o1 — p2)(x1) = (o1 — P)(x)| < |o1ea(er" = p3)(x1) — prpa(pr! = P53 ()

< '((Plpz)(xl) = (p102)(x2)) fo (1 — Uz )(xy, 8)ds

+ '(Plpz)(xz) f ((U1x — ua)(x1, 8) = (U1 — Uz ) (X2, §))ds
0

< Klxy — 2P Tlluy — wallcoepspre.

De maneira andloga, omitindo a varidvel x, temos:

(o1 = P2)(t) = (o1 — Pl < lo1pa(pr" = P3N = prpa(pr! = P3N
< ‘((Plpz)(ll) = (0102)(12)) (U1 — Uz )(8)ds
0
+ ‘(Plpz)(tz)f (U1 — ur,)(8)ds
< Kl - l‘2|ﬁ/2T||u1 — u2||cz+ﬁ,1+,8/2.

Assim, temos que

(01 — p2)(x1,1) — (1 — p2)(x2, D))
sup

< KT||L£1 - u2||C2+/3,1+ﬁ/2
X1£X2 |X1 - xllﬁ
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(o1 — p2)(x, 1) — (o1 — P2)(x, 1)
sup B
t1#1 |t1 - t2lﬁ

< KTluy = uspllc2presr2.

Para estimar a norma de Holder da derivada de (o, — p,), notemos que

(P1 = p2)x(x, 1) = (l% - pi(x, 1) f Uxx(x, 5)ds — pop(;c ) - p3(x, 1) f Uz xx(X, S)dS)-
0 0

0 0

1
Desta forma chamando vy = — podemos escrever
Po

(01 — p2)x(x1, 1) — (01 — P2)(x2, D)

< hGenp (e 1) = vp (P31, 1) = vp(x2)pT (62, 1) + Vi (x2)p3 (X2, 1)
! !
b e [ oids - i) [ e 9ds
0 0
! t
+ P%(Xl,f)f u2xx(xlas)ds_p%(x27t)f Uz (X2, S)ds| .
0 0

A tarefa agora é estimar cada parcela na soma acima separadamente. Temos que

! t
o7 (x1, t)f Uixx(X1, $)ds —P%(xz,f)f U1xx(X2, 8)ds
0 0

IA

(pf(xl,t)—pi(n,t))f ui(x1, 8)ds
0

+ |(p1(x2)) f (U1xx(X1, 8) = Upx(X2, 8))dS
0

IA

Killor = palleolxt = P T + Ko Tlluy — usllcrmissnlx; — xoff.

Como ja temos que
llo1 = p2llee < llo1llollo2lleaT et — uallcassisnr,

segue que

< KTlluy — wollcossaserlx; — xff.  (2.14)

! !
021, 1) f a1, $)ds — 262, 1) f e, 5)ds
0 0

Da mesma forma temos que

< KTlluy — wollcossasernlx; — 2. (2.15)

! !
P%(xz’f)f szx(xz,s)dS—Pg(xl,l‘)f Upxx(X1, S)ds
0 0
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Passemos a estimativa da expressdo envolvendo v;. Notemos que, como py € C #8([0,1]) e
inf py > 0, temos que vy € C'*#([0, 1]). Desta forma, lembrando da estimativa da norma de Holder

de p; — p2, vem

vo () (o} = pR(x1) = vy(x2)(pt — P3)(x2)|

< il = P = (o7 = P}

+ | 0hxn) = vh(x2)) (o1 = p2)(x2)]

< KilvollersTlluy — uallcassissrlxy — xalP + Kolxy — 2P Tlluy — ullcesissn

< KTlluy — wallc2easprn|xy — xafP. (2.16)

Juntando (2.14), (2.15) e (2.16) temos que

(01 — p2)x(x1,1) = (01 — P2)<(x2, D)
sup

< KT||uy — usl|c2+p.i+s.
X1#£X2 |X1 - x2|ﬁ

De maneira andloga encontramos também

(01 — p2)x(x, 1) — (p1 — P2)x(X, 22)]
sup

PRSP < KT||luy = upllc2pies.
t1#1 1=

Sendo assim, chegamos a conclusdo que existe uma constante K > 0 limitada para 7 limitado
tal que
llor = pallxy. < KTy = ttllcpacore. (2.17)

Agora observemos que u; — u, € solu¢cdo do seguinte sistema em u

U — B(90}+aux)x = B((Qoi-'—a - ‘péﬂl)ubc)x - A(‘P? - ()0;/))(

—a— —a— x? —-a— —-a—
u(x,0) = 4x(1-3) @] =& 0,0 + £4 [ = 9 H(1,0)]
(i) = 5@ =G|, i=0,1,1€00,T]

Logo, pelo Teorema 1.37, temos que (u; — u,) satisfaz a seguinte estimativa
iy = ialleasprsnnig,y < C (Ifllcsngyy + It = u2)Cx, Ollcasqo.)
A o o
+ Il = gD v

onde
=B = @5 uzy) — Al@) — @)y
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Cada uma dessas parcelas pode ser estimada em termos da norma de (¢, — ¢,), permitindo escrever

a estimativa anterior como sendo

luy — uallc2s 200,y < Cllr — @allxy, -

Por fim, dai e de (2.17), podemos escrever que existe uma constante C > 0 tal que

IA(p1) = Al)llx,. = llo1 — p2llxr. < CTllgr — @allx,, -

Portanto, podemos tomar 7" > 0 de tal maneira que CT < 1 e consequentemente garantir que A
€ uma contracdo. Sendo assim, temos que existe ¢ € X7, tal que A(p) = ¢. Isto nos garante que
(2.6)-(2.9) possui uma solugdo local no tempo.

Como dito anteriormente a extensao desta solucdo para todo 7' > 0 nao sera tratada neste traba-
lho, mas assumiremos que existe (p, #) solucdo global do nosso sistema, com p, Oy, U, Uy, Uy, U €
CPPI2(Qr), T > 0. Segundo os autores de [7], tal extensdo pode ser obtida fazendo-se estimativas
de energia e utilizando-se a teoria de Schauder para equagdes parabdlicas.

Além de p,p, € CPP2(Qr), podemos garantir que p, e p,, também estdo nesta classe, ja que
Pr = =P Uy, Prx = =20Pxlhy — P7ULyy, € teMOS Uy, iy, € CPP2(Qy).

Portanto, temos que a solugdo (p, #) do nosso sistema € tal que

B2
papx’pt’ptx, U, Uy, Uyy € CBB/ (QT)’

para qualquer 7 > 0. O

2.4 Estimativas sobre a Solucao Suave

Nesta secdo estabeleceremos algumas estimativas sobre a solucdo suave do problema (2.6)-(2.9),

obtida na secao anterior, ou seja, (p, u) satisfazendo

P, p)c’ pt’ ,Dtx’ l/l, I/[x, ut’ uxx € C’B’B/Z(QT)

p(x,1) > 0em QOr,

onde B € (0, 1) € arbitrarioe Q7 = [0, 1] x [0, T].
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No decorrer do processo de obtengdo de tais estimativas estaremos mudando a ordem de
integracdo vdarias vezes sem nos preocupar em justificar os passos, visto que com as condi¢des adi-
cionais acima, as funcdes consideradas em nossas estimativas serdo sempre integraveis em nosso
dominio de integracdo, podendo portanto aplicar o Teorema de Fubini sem nos preocuparmos.

Feitas estas consideragdes iniciais podemos passar a dedugdo das estimativas, em forma de
lemas, que serdo necessarias mais adiante na demonstracdo da existéncia e unicidade.

Nosso primeiro lema fornece-nos informagao sobre a estimativa da energia.

Lema 2.5. De acordo com as condicoes estabelecidas anteriormente, temos que

1 2 y—1
f (u (x, 1) +Ap (x,t))dx . B
0 2 ’y—l

¢l
fp“auidxds (2.18)
0o Jo

y—1

1 2 A
f@+ Po \ax. vielo.T]
0o (2 y-1

Demonstragdo. Para provar (2.18) faremos uso da equagdo da conservagdo do momento. Primei-

ramente multiplicando esta equagdo por u , temos
ut; + A(P")u = B(p" " uy) u.

Integrando esta equagdo em (0, 1) X (0, 7), vem

1 t 1 t 1 t
f fuusdsdx+Af f(py)xudsdx:Bf f(p““ux)xudsdx.
0o Jo 0o Jo 0o Jo

Integrando por partes cada uma dessas integrais, temos

1 1 t 1 t 1
—f w?(x,f)dx — Affpyuxdxds+Bffpl+“u§dxds
2 Jo 0 Jo 0 Jo

1 t

1 1
= 3 jo‘ ug(xX)dx + f ((Bup'™™ — Ap")u)

0

ds.

0

Logo, pela condicdo de fronteira, obtemos

l 1 ! 1 ! 1 1 1
- f u?(x, Hdx — Af f oudxds + Bf f p”“uidxds = —f u(z)(x)dx.
2o 0o Jo 0o Jo 2 Jo

A equacdo de conservacdo de massa nos fornece que p’u, = —p,. Substituindo esta relacdo na

equagdo acima temos

1 1 ! 1 1 ! 1 1
- f W (x, tdx + Bf f o' utdxds + Af f P pydsdx = = f ud(x)dx,
2 Jo 0 Jo 0o Jo 2 Jo
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ou seja,

1/.2 -1 PN 1,2
f (u (x.1) + A P (x, t)) dx + Bf f p”"uidxds = f [uo(x) - A ( )]
0 2 Y- 1 0 0 0 2 -1

Com isso acabamos de demonstrar (2.18). O

O préximo lema fornece a estimativa para limitagao superior da densidade do fluido.

Lema 2.6. A densidade p do fluido é limitada superiormente por uma constante independente de

0, ou seja, existe uma constante C = C(||ooll, [luoll2) tal que
plx,t) <C, V(x,t)e€l[0,1]x][0,T]. (2.19)
Demonstracdo. Pela equagdo (2.6) temos que
(0%, = ap™'p; = —ap™*!
Integrando em (0, 7), vem
1
ph(x, 1) = pg(x) — @ f(; P u(x, s)ds. (2.20)
Agora integrando (2.7) em (0, x), segue-se que
fo ' u(y, dy + Ap”(x, 1) — Ap?(0, ) = Bo' " u,(x, 1) — Bp"™u,(0, t).
Pela condi¢do de fronteira, esta relagdo reduz-se a
fox u(y, )dy + Ap”(x, 1) = Bo' " u,(x, 1). (2.21)

Substituindo (2.21) em (2.20), temos

%m—ifuwwmewuﬂm
(x)——ff u(y,s)dyds——f p7(x, s)ds

() — fwmnmwm——l:www

P (x, 1)
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Além disso, pela desigualdade de Holder e pelo lema anterior, temos

f w0y
0

1/2

X 1 1
< f u(y, Dldy < f |u<y,t)|dys( f u2<y,r>dy) <C
0 0 0

Assim,
N N Aa (7
ph(x, ) < p%x, t)+? o (x, s)ds
0
N a [ a
= i+ 5 [ woay-5 [ uona
., a (! a (™
< oo+ 5 [ ooy + 5 [ wo.oiay
0 0
< C(lloolleo lloll2)-
Logo,
p(x, 1) < Cllpolleos lloll2)-
Com isso provamos (2.19). O

Passemos a préxima estimativa relevante ao nosso estudo.

Lema 2.7. Para todo n € N temos

1 r
f W(x,dx + nn-1) f f w2 p" il dxds
0 0 Jo

< C = Cllpolloos lletoll2n, T, ), Y1 €0, T].

Demonstragcdo. Para mostrar esta estimativa, multipliquemos a equagdo da conservagdao de mo-

=1 obtendo

mento por 2nu
20", + 2nAEY) " = 2nB(p" uy) P

Integrando em [0, 1] X [0, #], segue que

1 1 1
f f2nu2”_lu,dsdx+2nAf f(p")xuz”_ldsdx:2n3f f(p”“ux)xuzn_ldsdx.
0 Jo 0 Jo 0 Jo
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Resolvendo cada uma dessas integrais por partes e fazendo uma mudanca na ordem de integracao
convenientemente, teremos que

1 1
f wdx — f "dx + 2nAf =1y 2n(2n — l)Af f P P udxds
0 0 0

!
= 2anu2"_1pl+“ux a’s—2n(2n—1)Bf f o utuP 2 dxdss.
0 0 0 Jo

1
f u*dx 2n(2n — l)Bff oy 2 dxds
0
f dx +2n(2n — DA f f PP 2 udxds
0

2n (f (Bp""u, — Ap?)u*"! ds)
0 0

que pela condicao de fronteira simplifica-se em

1 N
fuzndx + 2n(2n—1)Bf f o utuP " dxds
0 0o Jo
1 t 1
= f ué"dx+2n(2n—1)A f f P ¥ udxds.
0 0o Jo

Aplicando a desigualdade de Cauchy +ab < llalz §|b|2 a segunda integral do lado direito da

Dai,

+

+

(1 +a) (+a)

=p 2 uxes——>0 teremos

equacdo acima com a = p’~

1 ¢
f wdx + 2n(Cn-1)B f f o utuP 2 dxds
0 o Jo

! 1 (I+a) (1+a@)
C(lluoll2n) + 2n(2n — 1)Af f P p 2 W u dxds

B I+a 2 2y-a—1
C+2n(2n—1)A(ff 2"2( P +Ap2B )dxds)

A2 ! 1
= C+n(2n—1)Bff u2”_2p1+“u)2cdxds+—n(2n—1)ff u?2p? " dxds.
0o Jo B 0 Jo
Logo,

1 S 2 S
A
f u?'dx +n(2n — l)Bf f uz”_zp”“uidxds <C+ —n2n - 1)f f w2 N dxdss.
0 0 Jo B 0 Jo

A desigualdade de Young nos garante que

IA

IA

@y-a=Dn | n—-1,,

2n-2 2y-a-1 < u.
n

1
u""p <-p
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Dai, utilizando esta relac@o e (2.19) temos que

1 t
f wdx + nCn-1)B f f w2 p" il dxds
0 0o Jo
A2 ! 1 C _ 1
C+— (n(2n — l)f f (— + n—uz’l) dxds)
B 0 0 n n

A2 t 1
C+C(T)+m-1)2n-1)— f f u?'dxds.
B 0 0

1 A2 ! 1
f W< C(T+m-DR2n-1)— f f u?dxds.
0 B 0 0

Dai, pelo Lema de Gronwall, temos

IA

IA

Logo,

1
A2
f u?dx < Ce" VCDE < C(T, n).
0

Portanto,

1 t 1
f uw?dx + n(2n — 1)Bf f w?p " ldxds < C(llpolless llttollan, T, ).
0 0 Jo

Assim terminamos a demonstragcdo deste lema. O
Passemos a proxima estimativa sobre a derivada da densidade.

Lema 2.8. Existe uma constante C = C(||pgl|lw1.2n, ||toll2n, T) tal que

1
f 00" (x,0)dx < C, te€[0,T].
0

Demonstracdo. Multiplicando (2.6) por p®~!, temos

(04

oy -1 +pa/+lux — O,

que € equivalente a

1+a

1
Uy = —— (atpa) .
a

Substituindo esta relacdo em (2.7), temos

B
Uy + A(,Dy)x = _E(atpa)x-
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Integrando em [0, ] e mudando a ordem de derivagcdo, obtemos

t ! B !
fusds+Af(p7)xds:——f(asp“)xds
0 0 @ Jo

u(x, 1) = up(x) + A f (p7)x(x, $)ds = g (0.p%(x,0) = 0" (x, 1)) .
0

a)Zn—l

Agora vamos multiplicar esta equagdo por (d,0 e posteriormente integrar em (0, 1). Desta

forma, pela desigualdade de Holder e a desigualdade de Minkowski para integrais, vem que

1
f 0,01 %dx < f 1005 ()00 |dx
0
+ Bf {I(u—uo)|+AfImy)xldS}l(ﬁxpa)z" "dx
2n 1/2n o 1 1/2n
< ( f wxp“)z"dx) {( f (axp8<x>)2"dx) +—( | <u—uo>2"dx) }
0 B 0
1
+ ( f (axp")zndx) { 07 lds }
0
1 = '
< C(f (3xp“)2"dX) -{||6p0||2n+”u_u0”2n+f”axpylbnds}-
0 0
Assim,

1/2n
(f (G )2”dX) <C{||0xp0||zn+||u uoll2n + f“axpyHans}

Por (2.7) temos que ||ull,, < C, entdo podemos escrever

1/2n

1/2n
( f (00" )Z"dx) <C+C f ( f (axp7)2"dx) ds.

Pela desigualdade de Jensen,
. 1 120 \21
C+ C( f ( f (6xp7)2”dx) ds]
0 \Jo

1
f(axpa)anx
0
r ol
C+Cff(6xpy)2”dxds.
0o Jo

C+C f f (07 (0,p%))*"dxds

IA

IA

Como (9,07) = Zp"~*(d,p"), temos

1
f (00" dx
0

IA

IA

c+C f max(p7 @y2n f (00" dxds.
0

[0.1]
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Aplicando o Lema de Gronwall, juntamente com o Lema 2.5 e o fato de termos y — a > 0, segue

imediatamente que
1
f 0.0 "dx < C
0

e concluimos a prova do lema. O

Encerramos esta secio com uma estimativa inferior para a densidade.

2n*—n

Lema 2.9. Fixado n € N tal que 2 ton—1

> a, existe uma constante positiva

C = C(lluoll2n, lleollwr2n, [igllf]l?o, T) tal que

plx,t) > C, VY(x,t)e€[0,1]x[0,T].

Demonstragdo. Consideremos as seguintes fungdes auxiliares

v(x,t) = >0 e V()= max v(x s).

p(x, 1) [0,1]x[0.1
Observemos que 0 nosso problema consiste em mostrar que existe C como no enunciado tal que
v(x,1) < C~!, paratodo x € [0, 1] e todo ¢ € [0, T].
Utilizando a identidade (0,0)v* = L—ly(axp”)v"“, o Lema 2.8, a desigualdade de Holder e Lema

2.5, teremos

v(x, £) = v(0,1) = f “Omdx = (a"p) f (@, p)Vdx
0

f |axp|v2dx- f 0,0 ¥ dx
1/2n 1 l/q
—( f |axp“|2"dx) ( f v(““)qu)
a \Jo 0
1 1/q
fv.v(”“)q_ldx)
0
1 (1+a)g-1
S | max v(., t d
f v syrcen)

(1+a)g—1

1 1/q 7
f v(x, t)dx) (max v(., t)) , (2.22)
0 [0,1]

IA

IA

IA
a

IA
a

IA
a
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onde g = = u,. Agora integrando em [0, 1] X
[0, 7], L o
f f ve(x, s)dsdx = f f u.dxds,
0o Jo 0o Jo
ou seja,

1 1 t
f v(x, Hdx — f v(x,0)dx = f (u(1,s) —u(0, 5))ds.
0 0 0

Dai, pela desigualdade de Young

1
f v(x, t)dx
0

1 ¢
f v(x, 0)dx + f (u(1,s) —u0, s))ds
0 0

t 1
1
2fmax|u(.,s)|ds+f - dx
o [0.1] 0 1nfp0

t I/n
max |u(., s)"ds| +C.
o [0.1]

IA

IA

Aplicaremos a imersdo de Sobolev W1(0,1) — L>(0,1) e a desigualdade de Holder para

limitar a integral do lado direito desta dltima equagdo. Procedendo assim, vem

! !
fllu”(S)lloods < Cfllu”(S)llwlwldS
0
f lu®(s)II,*ds + C f f || u|d xds
f ( f u?(x, s)dx) ds+C f f |t~ |ua|dxds.
o \Jo
Usando (2.7) temos que fol u*'(x, s)dx < C. Logo, novamente por Holder, obtemos
t
f " ($)leods C+C f f |u" " |uy|dxd s
0
12, v Al
C+C(ff n-2 p“"dxds) (ffv”"dxds)
0o Jo

Substituindo esta estimativa na desigualdade anterior, temos

1 S| 1/2n
f v(x,)dx < C+C (f f v““dxds) . (2.23)
0 0o Jo

Notemos que podemos escrever (2.6) da seguinte maneira

IA

IA

1/2

IA

()= 52

> Uy.
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Integrando em [0, ¢], temos

(-a) _U l-a (7 ww
vZ(xt)=p, > (0)+ fp T uds.
0

Integrando em (0, 1), usando (2.18) e a desigualdade de Jensen, temos

1 1 1 t 2
f V7 (x,fydx < Zf pg(l_a)(x)dx+Cf (f p(l§“)|ux|ds) dx
0 0 o \Jo
1 1 t
2f pa(l_”)(x)dx+ Cf (f p(”")uids) dx
0 o \Jo

Clleolloos lletoll2 [gllf] T). (2.24)

f oAl 1/2n
cC+C f f v2“v1_“a’xds)
0 Jo
; 1 1/2n
c+C fVZ“(s)dsf vl_“dxds)
0 0

¢ 1/2n
c+C f v2“(s)ds)
0

1/2n

IA

IA

Inserindo (2.24) em (2.23), temos

1
f v(x, Hdx
0

IA

IA

IA

T

< C+C f Vz"(T)ds)
0

< C+Cvin.

Substituindo esta equagdo em (2.22), temos

(1+a)g-1

v < w00+ (C+ v vy

1/q

v(0,1) + ((C + Cverm(m) (v(r)) )

Como p(x, 1) < C, temos que ﬁ < v(}m) < C. Dai, podemos escolher a constante C de maneira
que 1 < CVY"(T). Assim,

(1+a)g-1

v(x, 1) < w0, 1) + (CV(T))n* 7

Nosso préximo passo € estimar v(0, ¢) por alguma constante. Para isso consideremos a condi¢dao

de fronteira, que combinada com (2.6) nos fornece

Ap?(0,1) = =Bp®!p,(0, 1),
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ou seja,
A
—Epy_"” (0,7) = p(0,1)

que € equivalente a
A 1

Bw—1(0,1)

Chegamos entdo em uma edo que resolvida nos fornece

=v,(0,1).

)l/ (y-a)

w0, 1) = v(0,0) (%(y — PO + 1 <cC

Inserindo esta limitagdo na equagdo anterior, chegamos a

o (I+a)g-1

+(CV(T))n™

A » 1)
v < 0, 0)(E(y—a)pg “(0)t + 1)

(1+a)g-1

< C+C(V(T))m*

1+ -1 2n -1 2
Jéqueg+%<l,poisa<n(n—) ondeq:2 nl
n_

, , concluimos que
ng q 2n% +2n—1 1

V(T) < C(“pO”WLz”’ ||M0||2n, [15111;/707 T)7 v-x € [Oa 1]7Vt € [Oa T]
Desta maneira temos que v(x, ) < C e completamos a prova do lema. O
Observamos que o fato de termos 0 < @ < 1 nos garante a existéncia de um natural » tal que

2n’ —n

mim-1_%

2.5 Existéncia de Solucao Fraca

Nesta secdo, a partir das estimativas obtidas para solu¢des suaves, garantiremos a existéncia
de solugdo fraca global por aproximacgao destas solu¢des suaves. Para isso regularizaremos os
dados iniciais de nosso problema a fim de garantir a regularidade necessaria para a obten¢do da
solucdo suave abordada na secdo anterior, além de utilizar propriedades de convergéncia de tal
regularizacdo. Mais ainda, terd papel fundamental nesta secao o Lema de Aubin-Lions, que nos

garantird maior regularidade da densidade.

Teorema 2.10. Sejam y > 1 e 0 < a < 1 em (2.7) e (2.8). Suponhamos que [igllf]po > 0,
nn-1)

M=) o o Entd
MEyom—1  ¢Hmae

po € WE([0,1]) e ug € L*([0, 1]), para algum n € N satisfazendo
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o problema de fronteira e valor inicial (2.6)-(2.9) possui uma solugdo fraca global (p,u) com
p(x,t) > C para todo (x,t) € [0,1] X [0,T], onde C é uma constante que depende somente de

loollwr2n, lluoll2n, [lgllf] poeT.

Demonstragdo. Sejam j, uma fungdo regularizante padrao (v. Defini¢do 1.1), ¢ € C7(R) satisfa-

zendo

p) =1, <!
W) =0, x> 1

eY.(x) =y ( ﬁ) . Para simplificar a nota¢do ainda denotaremos por (py, 1) a seguinte extensao de

(00, up) em R :
po(l), x € (1, 0)
po(x) =3 po(x), xel0,1]
P0(0), x € (=00,0)

) up(x), x€[0,1]
UplX) = .
0 0.  x#[0.1]

Definamos agora (of, u;) da seguinte maneira:

Po(x) = (o * je)(X),

(uo * Je )1 = (%) = Yre(1 = X))
+ (o * j)OWe(x) + (uo * je)(De(1 = X)

A e\y—a—1 * A evy—a—1 !
b OO [ wody - Ze o) [ wd -
0 X

1o(x)

Vejamos que pj e uj, satisfazem a condig¢do de fronteira (2.8). Derivando ug, temos

(o * o) (1 = We(x) = (1 — )} + (o * j)XO){~.(x) — (1 — x)}
+ (g * jo)OWL(x) — (g * jo)(DW(1 — x)

A A
+ E(psv-”-%om(x) + E(ps)’—“(l)wg(l —X).

aué(x)

Calculando auS(O) e Ecug(l), encontramos que

d
A(pp)(0) = B(p‘S)IW(O)ZC(MS)’(O)
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d o
App)’' (1) = B(pS)”“(l)ZC(uS) (1),
ou seja, pj € ug satisfazem (2.8).
Notemos que pf; € um regularizador (padrao) de po (v. Definigdo 1.1) logo, como py € wh2n,

temos que
s &
lim |log — pollw12 = 0,
e—0
(ver Teorema 1.9). Embora uj aqui ndo seja o regularizador padrao de ug (v. §1.1.1), vejamos que
também vale a convergéncia
lim ||u§ — I/t()”gn =0.
e—0
De fato, j4 sabemos que (uo * j;) —> up em L>". Desta forma, basta mostrar que as demais
parcelas de uj tendem a zero em L** quando & vai a zero. Procederemos desta maneira, como

l,//g(X) ? 07 quando & — 07 temos que (MO * ]g)(O)l//g()C) B 07 (MO * ]8)(1)'7[’8(1 - )C) B 0’
X 1

25 *1(0) f Y(0dy — 0, 4005 (1) f Y1 —y)dy — 0 em L*'. Agora facamos o
0 X

seguinte:

(o * je)OWrellon = f (g * je) O e (x)*"dx

R

= |(uo * je)(O)P" fo Wy (x)dx

c 2n
Cs( fo jg(—y)uo(y)dy)
CS( fo ué"<y>dy) ( fo o <—y)dy)

< c( f ) ugn(y)dy) — 0.
0

Da mesma maneira temos que (i * j.)(1)¥.(1 — x) — 0 quando € — 0. Logo, temos que

IA

2n—1

IA

o5 — pem W' e uf — ug em L*".

Consideremos o problema de valor inicial e de fronteira (2.6)-(2.9) com dados iniciais (ug, 0o)
substituidos por (i, p%). Observamos que uf € C**[0, 1] e pi, € C'*#[0, 1] para qualquer 3 € (0, 1).
Com essa regularidade nos dados iniciais, dado qualquer 7', podemos garantir, para cada € > 0, a

existéncia de uma solugdo global (p°, u®), tal que

B2
0%, 0%, P, P uf ul uf uf € CPPI2(Qy).



CAP.2 ¢ EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCAO

67

O nosso proposito € utilizar as estimativas dos lemas da secao 2.5 para estabelecer a existéncia
de solucdo fraca do nosso problema através de aproximacdo. Comecgamos observando que do

Lema 2.7 podemos garantir que

1
jlﬁﬁun&gc,ze&TL
0

onde C é uma constante positiva independente de € e ¢, ou seja, a sequéncia (familia) (4%)..o €
limitada em L*([0, T'], L*").
Dos Lemas 2.8 e 2.9 temos que
1 1
£\a\\2n eya—1 & 2n
[Caderryrac= [ ()" axsc

0 0

Logo,

1
[ @raxsc. reon,
0

ou seja, a sequéncia (p?).-o também € limitada em L ([0, T'], L™).

Mais ainda, pelas limitacdes inferiores e superiores da densidade, temos que
Cl'<p’(x,1)<C, t€[0,T],xel0,1],

para alguma constante C > 0 independente de &. Também temos uma estimativa para (¢#5). Com

efeito, a partir da primeira igualdade do Lema 2.18, temos que

T 1
f\fmyuﬁmmsa
0 0

ou seja, (u°)gs0 € limitada em L([0, T], L?). A seguir observamos que pela equagio de conservagio

da massa, p? + (p°)*u® = 0, e a limita¢do superior para a densidade, temos que

T 1 T 1
fﬁfwﬁwm:f‘[@wﬁﬂxmm&c.
0 0 0 0

Dai, (p%)¢-0 também € limitada em L*([0, T'], L?).

Em resumo, temos
1 1
jYﬂWLMmi[@y%mM$C,tHQH (2.25)
0 0

C'<p’(x,f)<C, x€l0,1],t€[0,T], (2.26)
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T 1
f f ((U)? + (0F)))(x, )dxdt < C. (2.27)
0 0

Em virtude dos lemas apresentados neste capitulo, temos que as constantes C envolvidas nestas
estimativas dependem somente das normas de pj € i, que por sua vez estdo limitadas pelas normas
de py e uy. Logo, C depende somente de ||pg||y1.21, [|uoll 20, inf(o,17 00, T € 1, mas ndo de . Tendo em
vista estas estimativas podemos garantir a existéncia de uma subsequéncia de (p°, u®), a qual por

simplicidade ainda denotaremos por (p®, u®), tal que
u® S wem L¥([0,T1, L"),

p° 25 pem L2([0, T], W),

pf = wy em L*([0, T1, L?),

e 5wy em LX([0, T1, L),

w* w . N ~ .
onde — e — denotam, respectivamente, convergéncias em relagdo a topologias fraca-* e fraca, e
u,p, w; € w, sao os limites das sequéncias indicadas, nos espacos correspondentes. Nao € dificil
Ver que wy = p, € wy = u, em quase todo ponto de [0, 1] X [0, T']. De fato, para toda ¢ € C;’(Qr),

pelas convergéncias acima temos que

¢owdX = lim dp7dX = —lim ¢p°dX = — dpdX = opdX.
Or =20 Jor =0 Jor or or

Analogamente, temos que u, = w, em quase todo ponto de Q7. Assim,

pf = p em LA([0, T1, L), (2.28)

w8 = uy em L2([0, T, L?). (2.29)

Mostremos agora que (p, u#), tomado como o limite da subsequéncia (p®, u®), € uma solugdo
fraca do problema (2.6)-(2.9), isto é, com os dados iniciais (py, #y) como no enunciado do Teorema
2.9. Em primeiro lugar, através da imersdo de Sobolev W!?7(0, 1) — C'=1/"([0, 1]) e (2.25), segue-

se, para quaisquer xi, x, € (0, 1), t € [0, T], a estimativa

0°(x1, 1) = p°(x2, )] < Cloxy — x| 72,
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Além disso,

(1) = (212

| 12
( j(; lo®(t1) —P‘g(fz)lde)
1 t 2 1/2
[ f f p; (x, s)ds dx)
0 1

in =212l g,

1/2
Clty — 1 / .

IA

IA

Dai, pelo Lema de Aubin-Lions (Lema 1.34, com By, = W'?(0,1) e B; = L*(0,1)) e (2.25),

segue-se que para todo ¢ > 0 existe Cs tal que

lo°(t) = p° ()l < Sllp°(11) = p°(@)llwrn + Csllo®(1) = p° ()2 < C6 + Cilty — 1]'72,
para quaisquer t,t, € [0,T]. Entdo, dado qualquer n > 0, tomando ¢ > 0 tal que Cé < n/3 e

1/(1-1/2n) 2
(fixado este 5,6 = (1)) (x1,11), (xa, 12) € Q7 tais que |x1 — xo < (—) el — 1] < (i) ,

3C 3Cs
temos
|pg(x1’ tl) _pg(XZ’ t2)| < |p8('xl7tl) _pg(x27 tl)l + |p€(x2’ tl) _pg(XZa t2)|
< C|X1 - x2|1—1/2n +Co + C(gll‘l - l2|1/2
n.n . n
< —=4+—=—4+=—=n.
373731

Logo, a sequéncia (p°)..o € equicontinua em Q7. Assim, tendo em vista também (2.26), pelo
Teorema de Arzeld-Ascoli (Teorema 1.36), podemos extrair uma subsequéncia, a qual ainda deno-
taremos por (o), tal que

po(x,. 1) — p(x,1),  em C*(Qr).
1 1
Fazendo v* = — e v = —, devido a limitac¢do da densidade, temos também que
p° P
Vi(x, 1) — v(x, 1), em CY(Qr),

e a equacao da conservacio de massa toma a forma

& & _
vi —uy=0.

Multiplicando-a por ¢ € C°((0, 1) X (0, T')) e integrando por partes segue-se que

f Vg dxdt — f u®¢,dxdt = 0.
Or Or
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Pela convergéncia uniforme de V¢ e por termos ¢, € L'(0,T;L?), podemos garantir que
er Ve, dxdt — er v, dxdt e er u?¢ dxdt — er u¢p,dxdt. Logo,

f v¢,a’xdt—f ug.dxdt = 0.
or T

Tendo em vista que p;, u, € L*(Qr)(ver (2.28) e (2.29)) e p > C > 0, podemos integrar esta dltima
equacao por partes, logo temos que fQT(vt —u)¢pdxdt = 0 para toda funcdo ¢ € C;((0, 1) x (0, T)),
donde,
pr+ P’y =0,
em quase todo ponto (x,7) € Qr. Além disso, como pj(x) = p®(x,0) — p(x,0) em C([0, 1] e
p5 — po em L*'([0, 1]), temos que p(x, 0) = py(x) em quase todo ponto de (0, 1).
Passemos a segunda equagdo. Multiplicando a equagdo do momento por ¢ € C(Q), onde

0={(x,1;0<x<1e0<t<T}, temos que

gu; + AP(0°)). = B((0°) )y

Desta forma, integrando por partes em [0, 1] X [0, T"), obtemos
1 T T T 1 1
f ((;Su‘9 - f u‘gqﬁ,dt) dx + Af ((p€)7¢ — f (p’s)yqﬁxdx) dt
0 0 0 0 0 0

T 1 1
= Bf ((pg)““uiqﬁ —f(pg)“"u‘;(/)xdx)dt.
0 o Jo

Utilizando as condi¢des de fronteira e valor inicial reduzimos esta expressao a:

1 T 1
f ($x. T (x, T) - p(x, () dx — A f f (0°) ¢ddxdt
0 0 0

T 1
- -B f f (%) U dxdt,
0 0

T 1 1
f‘f(Mﬁ?—mﬁﬁ%ﬂ%ﬂﬁ+]ﬂanw&@w:0
0 0 0

que de forma melhorada escreve-se

Para finalizar, devemos tomar o limite quando £ — 0 na equagdo acima. Por termos que u® Su
em L*(0,T; L*") e ¢, € L'(0, T; L7), temos que

Tl I T
f f u®¢,dtdx — f f ugp,dtdx.
o Jo o Jo
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Como uf — u, em L2(Qr) e p° — p em C%(Qr), temos que (o°)+**uf = p'*oy, em L2(Qr). Assim,

por ¢, € L*(Qr), temos que

T 1 T 1
f f (09U P dxdt — f f P U b dxdt.
0 0 0 0

Mais ainda, por termos (p0°)Y — p¥ em Co(Q7r), podemos garantir que

Tl Tl
f f ©°) ¢ dxdt — f f o' ¢ dxdt.
0o Jo 0o Jo

1 1
f ug(x)p(x, 0)dx — f uy(x)ep(x, 0)dx.
0 0

De maneira similar temos

Logo, temos que

fT fl {uqﬁ, + (A,oy — Bp”“ux) ¢x} dxdt + fl up(x)dp(x,0)dx = 0.
0o Jo 0

Com isso, terminamos a demonstracao da existéncia de solucao fraca global. O

2.6 Unicidade de Solucao

Nessa secao estabeleceremos a unicidade de solugdo global (p, u) construida anteriormente, com
a condi¢do de uy € H'([0, 1]). Inicialmente provaremos um lema que estabelece estimativas so-
bre u,, u, e u,,. Estas estimativas serdo obtidas por meio de aproximacdes, utilizando as mesmas

regularizagdes empregadas no Teorema de Existéncia.

Lema 2.11. Sejam (p,u) a solucdo fraca de (2.6)-(2.9) estabelecida na secdo anterior. Se uy €

H'([0, 1]), entdo u também satisfaz

ue L>(0,T],H") N L*([0, T], H?
(10,T],H) n L ([0, T], H") (2.30)
u; € L*([0,T],L%)
e
lltallzcor) + Ntxellizior) + ltallzqo.riaz) < Cllluollr, lloollw», inf po, T), (2.31)

n(2n—1)

2 ton—1 > a (como no Teorema 2.9).

onde n é tal que
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Demonstragdo. Mostremos primeiramente que d,u; — 0,1y em L?. Derivando ug, como definido

no Teorema de Existéncia, chegamos a

0xug Ox(uo * je) = Ox(uo * je)(XWe(x) = (o * jo)(X)Ox (X))
= Ox(ug * jo)(We(1 = x) = (uo * je) ()0 (Ye(1 = x))
+ (o * je)(0)0:(Yeo(x)) + (1o * j2)(1)O:(s(1 — X))

A A
+ E(PS)’_“_I(O)%(X) + E(pé)y_“_l(l)%(l - X).

J4 sabemos que 8, (ug * j.) —> O,y em L. Resta entdo mostrarmos que todos os demais termos
aqui tendem a zero quando ¢ tende a zero. Por termos que ¢, — 0 quando € — 0, vemos que
Ay * Jjo)OWe(x) — 0, Aty * j)W(l = x) — 0, 55 ' OWe(x) — 0 e
%(pg)y‘“‘l(l)wa(l — x) — 0. Além disso, temos

(a0 * je)(x) = (ug * je)(0)Oxtpe(X)ll5

1
fo {(uo * je)(x) = (g * )OO pe(x)) dx

C E

< 5 [ 10 iow - o+ 0
C

< < max{(uo * j.)(x) — (uo * j-)(0)}?
£ [0.e]
c x ’

= S [ 000+ o)
c((* ’

< —( | |ax<uo*j£)(x)|dx)
€ \Jo

<

c f 10,0 * je)(x)Pdx — 0.
0

Da mesma maneira tem-se que

1
(a0 * Ji)(x) = (g * j)(1)Dpe(1 = W5 = fo (o * je)(x) = (g * J )PP (@ pe(1 = ))*dx — 0.

Portanto podemos concluir que d,u; — 9.1y em L. No que se segue nesta demonstragdo, omiti-
remos o indice € nas solugdes p?, u® e nas suas derivadas.
Passemos agora aos cdlculos para obten¢do da estimativa do Lema 2.10. Multiplicando a

equacao (2.7) por u,, temos que

u? + Au(p")x = Bu(p"uy),.
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Integrando em (0, 1) X (0, ) encontramos

t 1 t 1 1 t
f f u,dxds + Af (p’us - f pyusxdx) ds = Bf (p““uxus
0 Jo 0 0o Jo 0

1 1
- f p““uxusxdx) ds,
0 Jo
que pela condicao de fronteira se reduz a

t 1 t 1 ! 1
f f udxds = A f f P ugdxds — Bf f P g dxds.
0 Jo 0 Jo 0o Jo

Agora vamos resolver cada uma dessas integrais separadamente, notando que u,(x,0) = uy(x).

1 t t
Af (pyux —f(py)suxds)dx
0 0 Jo
1 1 1 ot
Af p“/uxdx—Af pgu(’)(x)dx—Ayf fpy_lpsuxdsdx
0 0 0o Jo
I 1 1 ot
Af p“/uxdx—Af pgu{)(x)dx+A7f fp”luidsdx
0 0 0o Jo

Usando que p; = —p°u,, temos:

1
A f f o u,dsdx
0 Jo

e
1 ! 1 t !
Bf fp”"uxusxdxds = Bf (p”"ui —fux(p”"ux)sds)dx
0o Jo 0 0o Jo
1 t 1 t
= Bf o dx—Bf fux((oz+l)p“psux+pl+“uxs)dsdx
0 0 0o Jo
1 ‘
= Bf p“"uidx—Bfp(l)”(u{)(x))zdx
0 0
1 t 1 ¢
- B(1+a)f fp"psuidsdx—Bf fp““uxuxsdsdx.
0o Jo 0o Jo
Dai,

! 1 B 1 B 1 B 1 3
Bf f P g dxds = = f o utdx — — f P (X)) dx + =(1 + a)f f o uldsdx.
0o Jo 2 Jo 2 Jo 2 0o Jo

Logo,
! 1 B 1 B 1 1
ff u?dxds+—fpl+“uidx=—fp(1)+“(u6(x))2dx+Afpyuxdx
0 Jo 2 Jo 2 Jo 0

1 S| S|
B
—Afpgu(')(x)dx+Ayffp1+7uidxds——(1+a/)ffp2+“uidxds.
0 0 Jo 2 0 Jo

Temos que o primeiro membro desta equagdo € positivo, sendo igual ao seu médulo. Desta forma
para limita-lo podemos tomar o médulo, usar desigualdade triangular e limitar cada fator do se-

gundo membro separadamente. Procedamos desta maneira.
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Usando a limitacao superior para p e (2.18), temos

t 1 t 1 t 1
Ayf f P utdx = Ayf f pre o dds < Cf f p'uldxds < C.
0 Jo 0 Jo 0 Jo

Novamente usando (2.18), a limitacdo superior de p e a desigualdade |ab| < (a® + b?)/2, temos

1 1 1 1
+a +a A A
A f o luldx = A f O p P uyldx < = f P gy + = f P uldx < C.
0 0 2 Jo 2 Jo

Por termos que p§ — py em W'" e 9,u5 —> d,uy em L?, segue-se que

E ! 1+a 2
Py “(up)ydx < C.
2 Jo

Novamente por d,u; — O.up em L?, e pela desigualdade de Holder, obtemos

1 A 1 1/2 A 1 1/2
Af Poldsuoldx < = (f ,Dgydx) + = (f (ﬁxu0)2dx) <C.
0 2 0 2 0

Lembremos que nesta demonstracao substituimos uZ e p? por simplesmente por u, € oy, respecti-
0% Po

vamente.

Usando a limitacao inferior de p e estas quatro estimativas anteriores, chegamos a

1 t 1 t 1
f urdx + f f uldxds < C +C f f o7 u, P dx. (2.32)
0 0 0 0 0

Conseguindo uma limitac@o para a integral do lado direito estaremos com o nosso lema parcial-
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mente demonstrado, como veremos. Estimamos esta integral da seguinte maneira:

t 1 t 1
f f N Pdxds < f max |0 u,)(., 5)| f uldxds
0 Jo o [01]

f max |(Bp' " u, — Ap” + Ap”)(., 5)| f urdxds

[0,1]

IA

f max |(Bp " u, — Ap”)(., s)| f uldxds

[0.,1]

0% 2
f I’[I(l)aﬁiAp (,s) f udxds
1

f max f (Bp"*u, — Ap”),(., 5)dy idxds+C f udx
o [0.1] 0
ff |(Bp""u, — Ap”)(x, s)ldxf uidxds+C
0o Jo 0

1) ol 1
f(f Iusldx)(f uidx)ds+C
0o \Jo 0
1 1 2 1 1 2
—f(f Iusldx) ds+—f(f uidx) ds+C
2 Jo \Jo 2 Jo \Jo

1 t 1 1 t 1 2
< —ff ufdxds+—f(f uidx) ds + C.

2Jo Jo 2 Jo \Jo

Retornando a estimativa (2.32), segue-se que
t) 1
C+Cf (f uidx)(f uidx)ds
0o \Jo 0

1 t 1
fuidx+ff utdxds
0 0 0
t 1
C+C f ()13 f udxds.
0 0

Como ja temos que |[ull;2o,) < C, pelo Lema de Grownwall, temos que

1 ¢ 1
f u(x, Hdx + f f uldxds < C.
0 0 Jo

Com isso temos parte da limitacdo desejada:

+

IA

IA

IA

el o0, 71,22) + Nl z20p) < C.

Para obtermos a estimativa do termo restante, [|uy,|;2o,), tomemos a equacdo de conservagao

do momento

l+a

= B(1 + a)p"put, + Bp - Ayp"'p,
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e a multipliquemos por u,, para obter

Bp'" U, = wityy — B(1 + @)p”prit ity + Ayp” ™ ity
Integrando em (0, 1) e utilizando a desigualdade de young (ab < % + %) , temos

1 1 1 (!
f u? dx < Cf (u,2 + p? +p§ui) dx + = f ur dx.
0 0 2 Jo
Integrando com respeito a ¢, obtemos
t 1 t 1 t 1
f f u> dxds Cf f (utz + pi) dxds + Cf f prudxds
0 Jo 0o Jo 0 Jo

! 1
C+ f (., $)IIZ, f prdxds < C.
0 0

2
et llr2op) < C.

IA

Logo,

Novamente tomemos cuidado, pois estamos fazendo a identificacdo p® = p e u® = u. Mas como as
bolas sdo fechadas nas topologias fraca e fraca estrela, temos que agora considerando as funcdes p

e u, podemos concluir que

el 207y + Ntxxllzzegr) + ||Mx||Loo([o,T],L2) <C.

Teorema 2.12. Suponhamos que uy € H'([0, 1]) e que as demais condicées descritas no Teorema

2.9 sdo vdlidas. Entdo a solugdo de (2.6)-(2.9), construida na secdo anterior é uinica na classe

(2.30).

Demonstracdo. Sejam (p1(x, 1), ui(x,1)) e (p2(x,1), ur(x, 1)) solugdes de (2.6)-(2.9) satisfazendo
(2.30)-(2.31). Notemos que com estas condi¢des temos regularidade suficiente para fazer as

derivacdes necessdrias. Mostremos que estas solugcdes coincidem a menos de um conjunto de

1
pi(x.)’

Pela equacgdo (2.6) temos que (o1, uy), (02, ) satisfazem

medida nula. Por conveniéncia, denotemos v;(x, t) = parai=1,2.

1
pilﬂlaxui = ——04)7 c axui = atvi, l = 1,2
04
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A equagdo (2.7) nos fornece
Uy + A(py)x - B(pl+au1x)x
Uy + A(py)x - B(pl+au2x)x

Subtraindo uma equacgao da outra, vem
(ur = ), + A} = P} = B(pr ™ tt1x = py " h2),
Multiplicando por (u#; — u,), temos que

(1 — ) (ur — wa); + Ay — w)(p] = pY)x = Blur — u2) (o tt1x — Py tn)x

1d
——(Ml —up)* + Ay — u)(p] — p3)x = Bluy — )01 U1, — py Uy

Integrando em (0, 1), usando a condicao de fronteira temos

2dtf (uy —ug) dx

1
Bf (ul - MZ)(p}+au1x - p;+au2x)xdx
0
1
- Af(; Ay — Mz)@? —pg)xdx
1

= B(u; — uy(p; ™ uy,) — ;ol“)‘uzx))0

1
- B f (1 — up) (o) iy — P5 up, )dx
0

1
+ A f (U1 — u2) () 1y — Py Uz )dx — AQuy — ur)(p] —
0

1
= Af(ul_u2)x(p}+au1x_pé+au2x)dx
0
1
- B f (1 — u2) (o) s — Pyt )dx
0

1 1
= A f vy = v),(v;" =v;))dx - B f (w1, — u2,)p) dx
0 0

1
B f (uy — ), (V7" = vy dx
0

Facamos a estimativa de cada parcela separadamente. Considere

A 1
a(x,t) = %f vy + T(v; — ) " Var.
0

1
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Assim, temos que a primeira parcela pode ser escrita como sendo

1 1 1
A f i =v)(v]” =v;)dx = A f (Vi = v2) f 4 ((v2 + (v = v2)) ") drdx
0 0 o dt

1 1
—Ay f (v — V), f (va + (v =) YD = vy)drdx
0 0

1 A'y 1
—zf vi = va)i(vy — Vz)7 f (2 + 7(vy — ) " Ddrdx
0 0

ld 5 y
—ﬁ d—t((Vl — v2) )a(x, Ndx

1

_EO

1
alx,nH(vy — vz)zdx + f a(x, (v, — vz)de.
0

A segunda parcela pode ser estimada da seguinte maneira

1 1
_Bf (ulx - MZx)zpi-Hldx < _Mf (u]x - uZx)de,
0 0

onde M € uma constante de depende da limitagdo inferior de p;. A terceira parcela pode ser esti-

mada aplicando a desigualdade de Cauchy da forma +ab < %az + %Ebz, de forma que temos

M
—(1 —(1 2 —(1 —(1 2 2
~B(u1, — ur) (v, = vy, s-gwu—uh)+cwﬁ“”—%<”5wh>

7@uﬂmf+aw—wﬂmf-

IA

Assim, tomando Cy = M — %, podemos escrever

1d 1 1 1
T f (u; —wp)’dx < -Cy f (U1, — up)*dx + C, f (u2.)* (v — v2) dx
t Jo 0 0

d (" !
- d_tf a(x,t)(vl—vz)zdx+f a,(x, (v — v,)*dx,
0

0

onde Cy e C; sdo constantes positivas dependendo somente de limitagdes superior e inferior de p,
e 2.

Temos que esta aplicacdo a(x, t) é limitada inferiormente por uma constante positiva. De fato,
temos que tanto v; quanto v, sao limitadas superiormente digamos por K; e K, respectivamente.

Assim, tomando K = max{K;, K>} temos

(=1 +1v) < (1 -7K; +7K) < (1 =K +7K) = K.
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Logo,
Ay : —(y+1)
a(x,t) = > (va +T(vi — V1)) dr
0
Ay (! 1 s
= — d
2 Jo ((V2+T(V1—V2))) !
Ay (11 Ay
> > ; KdeT = ST = C>0.
Além disso, podemos fazer a seguinte limitacao superior:
_ |ay (4 ~+1)
a0l = |5 fo Z (v + (1= o)) dr

A 1
< 77/ f |y + D(@vi + (1= D) "2 (@vy, + (1 = )vy)| de
0

Ay(y + 1) :
< %C f Vo + (Vi — va)TldT
0

IA

1
Cf(lv2t|+|vlt_v2t|)dT
0

C(lval + vie = v,

onde novamente C depende somente das limitagdes inferior e superior de p; € p;.

Novamente usando a desigualdade de Cauchy, podemos escrever

la,(x, vy =)l < C(val + viy = vaD(vy = v2)?
= Clval(vi = v2)* + Clvy; = val(vy — v2)?
C
< 7°(vl, — 2 + C(1 + o )(vy = m)2.

Dai,
: 2 CO : 2 : 2
f a(x,)(v1 = vo)dx < — f (i =va)dx+C f (1 + [va)(vy = v2)7dx.
0 0 0

Fazendo uso desta estimativa podemos escrever

1d (! 1 4
Ed_t\fo (w1 —up)*dx + COL (U1, — U ) dx + d_tf(; a(x, H)(v; — vy)2dx
1

f a,(x, Dy = v)?
0

IA

IA

C 1 1
70 f (vi; = va)’dx + C f (1 + o) (v = v2)*dx.
0 0
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Agora, integrando em (0, 1) e usando que

(P1(x,0), u1(x, 0)) = (p2(x, 0), u2(x, 0)) = (po(x), uo(x)),

1 1 1 C() ! 1
= f (u1 — w)’dx + f a(x, (v = v2)’dx + = f f (1 — u2,)?
2 0 0 2 0 0
t 1
c f f (1 + lugl)2(v — vo)’dxds.
0 0

Como vimos anteriormente a(x, t) > C > 0. Logo,

1 t 1
f (u; —up)*dx < C f f (1 + [ua)*(vi = v2)*dxds
0 0 0

1 t 1
f (v = m)?dx < C f f (1 + [ua,])>(vi = vo)*dxds,
0 0 0
consequentemente

1 1 t 1
f (u; — wp)?dx + f (v —=w)*dx < C f f (1 + |uo)*(vy — vy)*dxds. (2.33)
0 0 0 0

J4 que up, € L*([0,T],H"), temos pela imersdo de Sobolev W'?(0,1) — C°(0,1]) que

fot (1 + 12)*(8)||leods < 0. Assim, chegamos a

1 t 1
f (i —1)’dx < C f (1 + 12, ($)lleo f (vi — v2)’dxds.
0 0 0

Pelo Lema de Gronwall, temos que
f (v; — wy)dxds =

Logo, v = v, em quase todo ponto de [0, 1] x [0, T']. Consequentemente, também temos

1
f (u; — up)’dx = 0,
0

devido a (2.33). Portanto, u; = u, em quase todo ponto de [0, 1] X [0, T]. |

obtemos

Observacao: Os autores em [7] afirmam que a unicidade de solucdo fraca é vélida na classe de

funcdes satisfazendo

p € L>(0,T1, H"), p, € L*([0, T1, L?),u € L>([0, T1, L?) N LX([0, T], H")
p(x,t) > 0em [0, 1] x [0, T].
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No entanto, ndo nos ficou claro alguns detalhes em [7] para chegar a este ponto, especialmente no
que diz respeito aos cdlculos com derivagdes que fizemos na demonstragdo acima. Por isso, nos

restringimos aqui a unicidade na classe menor descrita por (2.30)-(2.31).
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