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RESUMO

O problema da reconstrugiio de torneios permanece sem uma conclusio definitiva
por aproximadamente quatro décadas. Este trabalho apresenta a evolugio das pesquisas
sobre este problema e traz também um estudo sobre os torneios de Moon, que constituem
uma classe de torneios reconstrutiveis.

Em 1966, Frank Harary propds a seguinte conjectura: todo torneio de ordem »n €
reconstrutivel a partir de suas cartas se n € suficientemente grande. A falsidade desta
conjectura (conhecida como conjectura da reconstrugéo para torneios ) foi demonstrada por
Stockmeyer, em 1977. Mas, muitas classes de torneios reconstrutiveis foram caracterizadas
até o momento. Nosso objetivo neste trabalho ¢ estudar algumas destas classes.
Verificamos, na secgdo 2, que a classe dos torneios ndo-hamiltonianos constitui uma classe
de torneios reconstrutiveis, o que foi provado por Harary e Palmer, em 1967. Centramos
nossos estudos, no entanto, na classe dos torneios de Moon, ou seja, os torneios cujos
subtomeios ou sdo hamiltonianos ou sdo transitivos. Na sec¢do 5, caracterizamos o0s
torneios de Moon por subtorneios transitivos maximais. A partir desta caracterizagio ¢
possivel representar os torneios de Moon pelo seu name . Finalmente, na secgao 6, usando o
name verificamos que os torneios de Moon sfo reconstrutiveis a partir de suas cartas.

ABSTRACT

The reconstruction problem for tourmaments rerains without a global solution
since 1966. This paper shows the evolution of searches on this problem and presents a
study about Moon tournaments, which constitute a class of reconstrutible tournaments.

In 1966, Frank Harary posed the reconstrution problem for tournaments by asking:
is it possible to reconstruct any tournament T, from its cards provided n is sufficiently
large? The falsity of the reconstruction conjecture for tournaments was stated by
Stockmeyer, in 1977. Several classes of reconstructible tournaments were characterized
since the conjecture was posed. The porpose of this paper is to show some of this classes.
We verify, in section 2, that the non-hamiltonian tournaments constitute a class of
reconstructible tournaments. This result was proved by Harary and Palmer, in 1967. Our
main purpose in this paper is to characterize the structure of Moon tournaments, i. e., the
tournaments whose subtournaments are either hamiltonian or transitive. In section 5, we
characterize the Moon tournaments by using their maximal transitive subtournaments. With
this new characterization is possible to represent Moon tournaments by using its name.
Finely, in section 6, using the name, we prove that Moon tournaments are reconstructible
from its cards.
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INTRODUCAO

Desde que F. Harary formulou o problema da reconstrucio de torneios,
em 1966, muitos artigos foram publicados sobre o assunto na tentativa de
se caracterizar classes cada vez maiores de torneios reconstrutivels. Mas os

resultados nao sao tao expressivos, ou tdo abrangentes, como se pretendia.

O primeiro grande resultado foi obtido pelo préprio Harary em parceria
com E. Palmer, no artigo On the Problem of Reconstructing a Tournament
from Subtournaments, publicado em 1967. Neste artigo, Harary e Palmer
provaram que todo torneio nao hamiltoniano, com ordem superior ou igual
a cinco, € reconstrutivel a partir de suas cartas. Harary foi o primeiro a usar
a palavra carfa para designar um subtorneio obtido pela eliminacao de um

vértice de um torneio 7,,, ou seja, os subtorneios de ordem n — 1.

Uma década mais tarde, Stockmeyer construiu um par de torneios nao
reconstrutiveis em cada uma das ordens 2" + 1 e 2* + 2, n = 1,2.3, ...

Provando, portanto, a falsidade da conjectura da reconstrucao para torneios.

As classes dos tornejos transitivos, dos altamente regulares e dos torneios
bineutrais constituem 3 classes de torneios reconstrutiveis. Cada uma de-
las tem exatamente um torneio em cada ordem n. Outra grande classe de
torneios reconstrutiveis foi caracterizada por Moon, em 1979, a classe dos
torneios cujos subtorneios ou sdo hamiltonianos ou séo transitivos ( chamada

de Classe dos Torneios do tipo-Moon).

Na década de 80, surge um novo olhar sobre o problema da reconstrucao
de torneios, pois 0 matematico Davide Carlo Demaria formulara a Teoria da
Homotopia Regular. Com essa nova ferramenta, outros artigos sao publica-
dos apontando novas classes de torneios reconstrutiveis, classes bem maiores

que as anteriores {em geral, contendo classes j4 caracterizadas no passado).
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Um exemplo desse progresso ¢ a classe dos torneios normais caracterizada
por Demaria e Guido, em 1990. Logo depois, em 1992, Paolo Vitolo carac-
teriza a classe dos torneios simplesmente desconexos, que contém a classe dos
torneios de Moon. Ainda na mesma linha de exemplos, em 1994, C. Guido
desenvolve uma nova representacio dos torneios de Moon usando subtorneios
transitivos maximais. Em 1996, C. Guido considera a classe dos torneios com
um quociente simples normal, esta classe contém os torneios normais, dando

mais um importante passo em busca de se caracterizar a classe dos torneios

reconstrutiveis.

Nesta dissertagdo, mostramos em detalhes algumas classes de torneios

reconstrutiveis. Nosso ob jetivo foi alcangado nos seguintes passos:

Seccgao 1. Neste primeiro estigio do trabalho, apresentamos os conceitos
mais elementares para a compreensao dos passos seguintes, dos quals

destacamos o conceito de torneio reconstTutivel.

Seccao 2. Nesta seccao, verificamos que se T é um torneio ndo hamiltoniano
com pelo menos 5 vértices, entdo T pode ser reconstruido a partir dos

seus subtorneios T;.

Seccao 3. A demonstragao de que o quociente simples relacionado a um
torneio T' é altamente regular se, e somente se, existe em 7 um 3-
ciclo ndo-conado e todo 3-ciclo conado é contraivel, feita nesta secgao,

viabiliza algumas ferramentas necessarias ao desenvolvimento da seccio

5.

Seccao 4. Nesta passagem, comecamos nosso estudo dos torneios do tipo-
Moon, onde constatamos que a classe dos torneios hamiltonianos com

pelo menos 5 vértices cujos 3-subtorneios hamiltonianos sao do tipo-



Moon é equivalente & classe dos torneios hamiltonianos do tipo-Moon

com pelo menos 5 vértices,

Seccgao 5. Usando os resultados obtidos nas secgdes precedentes chegamos
a uma nova caracterizagao dos torneios de Moon. Com base nesta
caracterizagao, mostramos que todo torneio de Moon 1, pode ser rep-

resentado por Ty, = (13,1}, onde T, = Trp e Ty = Trp—1 (X4, ..., Xp-1).

Seccdo 6. Nesta seccdo atingimos nosso objetivo final que € mostrar que
todo torneio de Moon T,,,n 2 4,excluindo-se as composicdes C3(11, T2, T'r3)

e Ca{Ty, Trs,To) é reconstrutivel a partir de suas cartas.

A seguir, elaboramos um histograma a fim de dar uma melhor visualizacao
da evolugao das pesquisas sobre o problema da reconstrugio de torneios.
O artigo Structure and Reconstruction of Moon Tournaments, de Cosimo
Guido, publicado em 1994, localizado no histérico abaixo, serd o centro da

nossa atencao para esta dissertagao.



HISTORICO

1960. Publicada a Conjectura de Ulam, ou Conjectura da Reconstrucgo
para Grafos {Dois grafos H, e G, (n > 3) sdo isomorfos sempre que

sao hipomorfos entre si};

1966. F. Harary pergunta: E possivel reconstruir um torneio 7), a partir de
suas cartas se n € suficientemente grande?(Conjectura da Reconstrugao

para Torneios );

1967. Harary e Palmer concluem que os torneios 7, redutiveis, ie., nao

hamiltonianos (classe R ,n > 3) podem ser reconstruidos a partir de

suas cartas;
1970. Beineke e Parker exibem torneios nao reconstrutiveis de ordens 5 ¢ 6;

1977. Stockmeyer demonstra a Falsidade da Conjectura da Reconstrucao
para Torneios construindo um par de torneios nao reconstrutiveis em

cada uma das ordens: 2" e 2" n = 1,2,3,...;

1979. Moon verifica que os torneios cujos subtorneios ou sdo hamiltonianos
ou sao transitivos constituem uma classe M de tornelos reconstrutiveis

( chamada Classe dos Torneios de Moon);

Década de 80. Na segunda metade da década de 80, Demaria desenvolve

a Teoria da Homotopia Regular;

1990. Demaria e Guido caracterizam uma nova classe de torneios recon-

strutiveis- A Classe A dos Torneios Normais com pelo menos 4 vértices;

1992. Paolo Vitolo amplia a classe dos torneios de Moon considerando a
Classe & dos Torneios Simplesmente Desconexos ( esta classe contém

a classe dos torneios de Moon);

(81}



1994. C. Guido desenvolve uma nova representacao dos torneios de Moon
usando Subtorneios Transitivos Maximais. Esta técnica norteard os

estudos da presente dissertacgio.

1996. C. Guido amplia a classe dos torneios normais considerando a Classe
Q dos Torneios H, , n > 4, com um Quociente Simples Normal ( os
torneios desta classe sdo reconstrutiveis, excluindo-se um de ordem 5 e

dois de ordem 6). Esta classe contém a classe dos torneios normais.

DIAGRAMA

A relacdo entre as classes de torneios reconstrutiveis citadas acima pode

ser melhor visualizada pelo diagrama abaixo.

RN
i

. simplesmente desconexos §
redutivets

de Maon

Quociente simplesieé C,

normais

| Queciente simples normal

Fig. 01

C3(SW 5@ SB)) & a classe dos torneios cujo quociente simples é Cs.
Vale observar que os retingulos utilizados acima nao tém qualquer relagao

com os tamanhos das classes que representam.



SECCAO 1
PRELIMINARES

Nesta segcdo, apresentaremos as principais definicoes e os resultados delas
decorrentes. Para estudar as diferentes classes de torneios reconstrutiveis,

comegamos com as definicoes elementares presentes em [1] e [2].

Definigao 1.1 Um grafo orientado é dito um torneio se cada par de
vértices distintos do mesmo forma um e somente um arco. O grafo G da

figura 02 é um torneio,

Denotaremos por T, um torneio de ordem n, onde a erdem € o nimero
de vértices do tforneio. Escreveremos r —— y quando o vértice x for um
predecessor do vértice y { L.e., o arco estd orientado de = para y ), neste
caso, o vértice y é dito um sucessor de . Na figura 02, o torneio G tem

ordem 4 e T é predecessor de i, w e de z.

¥

£ < x
Fig. O2

Definicao 1.2 Um torneio T é chamado transitive se para todo z,y,z €
T tal que z — yey — z tem-se z — z. Um torneio é dito hamsiltoniano
se existe um ciclo passante {uma finica voita ) passando por todos os vértices

deste torneio.



De acordo com {3}, existe apenas um torneio transitivo de ordem n, para
cada ntmero natural n. Sejam vy, ..., v, seus vértices. Denotaremos por Ty,
o torneio transitivo de ordem n tal que h < k implica vp — v € por T7 o

torneio transitivo de ordem n tal que h < k implica v, — vy.

Na figura 03 abaixo, G’ ¢ transitivo, mas G nao é transitivo. Por outro

lado, G é hamiltoniano e G nao é hamiltoniano.

Fig. O3

Definicao 1.3 Um torneio T ¢ dito regular se para todo z € T’ o mimero
de predecessores de x ¢ ignal ao nimero de sucessores. Uma conseqiiéncia
imediata deste fato é que quando T for regular o mimero de vértices de T’
sera tmpar. Assim, o torneio G da figura 02 néo pode ser regular.

X

-
—E

Fig. 04

T é chamado altamente regular se existe uma ordenacao ciclica vy, v,

oy Va1, U1 dos vértices de T tal que v; — v; se, e somente se, v; € um dos



primeiros m sucessores de v; na ordenacso ciclica dos vértices de T. neste
caso o torneio serd denotado por Romys.

O torneio T da figura 04 é altamente regular e hamiltonianc. Para verficar
que T & altamente regular, basta tomar a  ordenagao
(11 = T3v2 = Wy V3 = Y; U4 = 2; Vs = k). Observe que, neste caso, 2m+1 = 5,
portanto m = 2. Com a ordenagdo acima, podemos verificar que v; — v;

se, e somente se, v; € um dos primeiros 2 sucessores de v;.

Se A e B séo dois subtorneios de T, escrevemos A — B quando cada
vértice de A é um predecessor de todos os vértices de B. Dizemos que um
vértice v cona um subtorneio S em T { ou, equivalentemente, que S é conado
por v) se v — S ou S — v. Uma aplicacio f : T — T do torneio T
no torneio T' é um homomor fismo se para todo z,y € T tal que z — y

tem-se f(z) — f(y) ou f(z) = f(y). No torneio G da figura 03, o vértice

x cona o subtorneio S formado por y e z (z — S).

Definicio 1.4 Dizemos que um subtorneio S de T ¢ uma e — componente
de T', e seus vértices sao chamados equivalentes, se S é conado por cada um
dos vértices de T — 5. Vale notar que, de acordo com esta definicio, cada
vértice de T é, ele préprio, uma e-componente trivial de 7. Se T, é um
torneio de ordem n, podemos particiona-lo { nao de maneira nica ) em e-
componentes disjuntas SV, S | S5{™  Neste caso as e-componentes S,
5@ . 8™ podem ser consideradas como vértices vy, Vs, ...,Un, de um torneio
Qm obtido da seguinte maneira: v; — v; se, e somente se, S — S0},
Qm ¢ dito torneio quociente. Veja que T, pode ser obtido da composigéo

Qm (8D, ....,8() das e-componentes SV, §@, . 5™ com o quociente Q.

Um torneio T, é dito simples se a tnica composi¢ao possivel de T, se



obtém para m = 1 ou para m = n, isto &, quando o torneio quociente é o
tornelo trivial 77 ou é isomorfo a T,, ( neste dltimo caso, cada componente é

trivial ).

Definicdo 1.5 Seja T, (n > 2), um torneio ndo-hamiltoniano. Chamamos
de condensacao de T, seu quociente transitivo Tr}, (j > 2), quando todas

as suas componentes S sio hamiltonianas { ou triviais ). Neste caso, Tp, =

Tri( §P, ..., S0,

A partir das definigGes acima, podemos obter alguns resultados bastante

{itels para as seqcoes subseqlientes.

Proposicao 1.6 Sejam T um torneio e 7' um torneio quociente de T

Entso existe um subtorneio 7 de T isomorfo_a 7.

. ~ " PR
Demonstracao. Para obter 77 basta escolher um vértice em cada uma

das e-componentes de 7 e considerar o subtorneio formado por estes vértices.

Proposicao 1.7 Sejam R e S duas e-componentes de um torneio T. Se

RNS # @ e RUS # T, entdao RUS é um subtorneio de vértices equivalentes
de 7.

Demonstragio. Sejam x um vértice em RNS e y um vérticeem 7" - (RUS).

Entéo para todo z € RUS tem-se :
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z — Y=z —yey — 2z &>y — z .0u seja, em qualquer um

dos dois casos y cona RUS, o que demonstra a proposi¢ao.

Definicao 1.8 As cartas de um torneio 75, s&o os (n-1)-subtorneios de T,,.
A carta relativa ao vértice v de T, é o subtorneio T,, - v. Um hipomeor fismo
entre dois torneios T, e R, é uma bijecao f : T, — R, tal que para cada
vértice v€ T, a carta de T, relativa ao vértice v é isomorfa 4 carta de R,

relativa ao vértice f{v).

Ta R,

Fig. 06

Dois torneios sdo hipomerfos se existe um hipomorfismo entre eles, isto

e, se eles possuem as mesmas cartas.

Definicao 1.9 Um tomeio T}, é reconstrutivel a partir de suas cartas se

R, = T, (isomorfo) sempre que R, e T, sdo hipomorfos.

Definicao 1.10 Um torneio cujos subtorneios ou sdo hamiltonianos ou
sao transitivos é chamado torneio de Moon { ou do tipo— Moon ). O torneio

G da fig.02 é do tipo-Moon.
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SECCAO 2

O PROBLEMA DA RECONSTRUCAO DE UM TORNEIO A
PARTIR DE SEUS SUBTORNEIOS

A pergunta gue queremos responder é: se o conjunto T; de subtorneios
(cartas) de T é dado, é possivel reconstruir 7'? { se possivel, como?). Nesta
secgao, constatamos que se 1" € um torneio nao hamiltoniano com pelo menos
5 vértices, entao T pode ser reconstruido a partir dos seus subtorneios 7.

Usaremos T,, para representar um torneio de ordem n.

Definicao 2.1 O outdegree de um vértice v; { denotado por od(v; ) ) é
o niimero de arestas que partem de v; .O indegree do vértice v; { denotado
por #d{v;)) € o niimero de arestas que incidem em v;. O grau de v;{denotado
por d{v;) ) é dado pela soma das arestas adjacentes a v;. O placar s; de um
vértice v; € 0 outdegree de v;. Um vértice v € T, é dito um receptor de T,
se od(v) = 0 ( id{v) = n-1} e um transmissor de T,, se id(v} = 0 (od(v) =
n-1).

x > i
Y

w > z

Fig 07

Na figura 07, od{z) = 3;0d(y) = 2;0d{z) = Q;od{w) = 1 e id(z) =
0;4d(y) = 1;id(z) = 3;id(w) = 2. Note que z € transmissor, pois id(z) =0 e
z é receptor, pois od(z) = 0.

12



Geralmente, os vértices de 7, sao ordenados de tal forma que

81 < 80 X ..KX 8.

O PROBLEMA DA RECONSTRUCAO DE UM GRAFO A
PARTIR DE SEUS SUBGRAFOS

Nesta segcdo, serao considerados apenas torneios { e grafos) de ordem

superior ou igual a 3.

Lema 2.2 Seja 7' um torneio com n vértices, cujas arestas sdo Ty, To,
By Sejam T - z; (1= 1,2, ..., q) os subgrafos obtidos de T pela eliminagao
da aresta x;. Entao T tem um receptor se, e somente se, algum T - z; tem

um vértice v com id(v) = n-1.

Fig. 08

Demonstragdo. Se 1 tem um receptor, assuma que v € o receptor de 7.
Veja figura 08. Tome z; uma aresta nao adjacente a v. Assim T - x; contém
v e id{v) = n-1. Reciprocamente, se T-z; contém v tal que id{(v) = n-1,

entao x; nao € adjacente a v, logo T contém v com id(v) = n-1 e 0 lema esta

demonstrado.

Teorema 2.3 T’ pode ser reconstruido a partir de seus subgrafos T-z;.

Demonstracao. Ha dois casos a considerar:

13



1° Caso. T ndo tem um receptor. Emtao s; > 1 e podemos escolber um
subgrafo T-r; com um vértice u tal que od(u) = s;-1. Seja v o outro
vértice de T-x; com grau igual a n — 2. Entao T' é obtido pela adicao

da aresta (u,v) a T - ;.

2° Caso. T tem um receptor. Escolha T-z; sem vértices w tal que id{w)
= n-1. Entdo T-z; foi obtido de T pela eliminacdo de uma aresta
adjacente ao receptor. Seja v um vértice de T-z; com id{v) = n-2 e
od(v) = 0. Seja u o outro vértice de T-z; com grau igual a n-2. Sem
perdas, podemos assumir que v € o receptor de T, assim T é obtido

pela adicgo da aresta (u,v) a T-x;.

O PROBLEMA DA RECONSTRUCCAO DE UM TORNEIO A
PARTIR DE SEUS SUBTORNEIOS

Seja T,, um torneio com vértices vy, va, ... , Up. Sejam T; =T - v; (¢ = 1,
...,71) os subtorneios obtidos de T pela eliminacao do vértice v; e das arestas
adjacentes a ele. Observamos que um digrafo D {(i.é. um grafo orientado
D) é um torneio se, e somente se, ) — v é wm torneio para cada v € D.
Iremos, a partir de agora, estudar o seguinte problema: se o conjunto 7T; de

subtorneios € dado, é possivel reconstruir T'? { se possivel, como?).

Percebe-se que para n = 3 isto naoc é possivel, pois 7 é um 3-ciclo ou é
transitivo e o conjunto 7; é o mesmo em ambos os casos. Portanto 7" ndo é

determinado pelos T;.

Teorema 2.4 Um torneio T, ( n > 4 ) é hamiltoniano se, e somente se, T,
nao tem receptor nem transmissor € para algum v € T, , T,-v € hamiltoniano.
Demonstracao. Suponhamos T, hamiltoniano.Para facilitar, escrevere-

mos apenas ' para representar T,,. Evidentemente, T nao tem receptor nem

14



transmissor. Por [4], teorema 2, T tem um ciclo de comprimento n — 1, dig-
amos C = vy, ¥g, ...Up-1, 1. Portanto T,, = T-v, contém C e é, entao, hamil-
toniano, pois contém um ciclo de comprimento n—1. Reciprocamente, supon-
hamos que T, = T — v,, é hamiltoniano. Seja C um ciclo vy, vg, ..., Up..1, V1.
Como vy, nao é receptor nem transmissor, existe aresta com origem em C ¢ in-
cidente a v, como também existe aresta com origern em v, e incidente em €.

Por [4], teorema 2, T tem um ciclo de ordem n e é, portanto, hamiltoniano.

Teorema 2.5 Se T,,n > 4, é hamiltoniano, entao no maximo dois

subtornelos T, tém transmissores.

Demonstra¢ao. Seja T hamiltoniano com ordem superior ou igual a qua-
tro. Suponha que v; seja um transmissor em 7o = T — vp. Entao o placar de
v; em T € pelo menos n—2 ( pois é n—2 em T»). Como T é hamiltoniano, o
placar de vy é exatamente n—2. Se T tem dois subtorneios 7; com transmis-
sores, entao existem dois vértices v; e v3 com placar n—2 e podemos assumir

que vg € predecessor de v;. Veja figura 09.

n-3 vértices

Fig. 09

Dado que v tem placar n — 2, ha um outro vértice v3 que € predecessor
de vg e sucessor de v;. Os outros n — 3 vértices v; , com i > 4, sdo todos
sucessores de v e de vy. Portanto, para i > 4, o placar de v; é menor que n—2
e, consequentemente, nenhum destes v; pode ser um transmissor em qualquer

subtorneio T — v. Logo, nenhum 7},7 > 4, pode ter um transmissor. Assim,
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T, e T3 tém transmissores v) € vg, Tespectivamente. A outra possibilidade
¢ de que vs seja um transmissor de 77. Mas, sendo T’ hamiltoniano, vz é
sucessor de algum vértice v;,i > 4. Portanto, o placar de vy é menor que

n — 2 e T} nao tem um transmissor.

Este teorema nao vale para m = 3 porque, neste caso, cada um dos 3

subtorneios T; tem um transmissor.

Tecorema 2.6 Um torneio T com pelo menos 5 vértices tem um trans-

missor se, € somente se, pelo menos quatro subtorneios T} tém transmissores.

Demonstracao. Suponhamos que T tenha um transmissor, digamos v.
Entao, para ¢ > 2,v é um transmissor de T;. Como T tem pelo menos 5
vértices, ha pelo menos 4 destes subtorneios. Suponha agora que pelo menos
quatro subtorneios 17,75, 75 e T tenham um transmissor. Suponha ainda,
por absurdo, que T néo tem um transmissor. Considere S como sendo a
componente hamiltoniana de T que é o transmissor de 7r}, a condensagao
de T'. Portanto, 5 contém pelo menos 3 elementos. Além disso, se v é
um vértice de T' ~ S, entdo T — v nao pode ter um transmissor. Logo, os
transmissores dos 1; acima estdo todos em S, de onde conclui-se que S tem
pelo menos quatro vértices. Assim, S — v; tem um transmissor para cada

i < 4. Como § é um torneio hamiltoniano, isto contradiz o teorema 2.5.
Uma conseqiéncia imediata deste teorema € o
Corolario 2.7 Quando n > 5,7, tem um transmissor se, e somente se,
pelo menos n — 1 subtorneios 7; tém um transmissor.

Quando G e H sio dois grafos sem vértices em comum, o grafo G+ H
é obtido pela ligagao de cada vértice de G com cada vértice de H por uma

aresta. (Quando estas arestas sfo todas orientadas de G para H, escrevemos
G+ - H.
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Teorema 2.8 Se T é um torneio com pelo menos 5 vértices tal que um
dos subtorneios T; , digamos 77 = T — v;, nao tem um transmissor e pelo

menos 4 subtorneios T; tém um transmissor, entdo T = v+ — T1i.

Demonstracao. Pelo teorema 2.6, T tem um transmissor, digamos v.
Entao T — u tem um transmissor para todo u # v. Logo, v = v e T =

U+ — Ti.

Teorema 2.9 Se 7, é um torneioc com pelo menos 5 vértices ¢ cada T;

tem um transmissor, entao 1, pode ser reconstruido a partir dos subtorneios
T;.

Demonstracao. Precisamos provar que existe um inteiro m, com 2 < m <
n, tal que, para uma conveniente escolha dos T;, as seguintes condigbes sao

satisfeitas:

1. Cada T; tem vértices com placar n — 2, ...,n —m;

2. T, ...,T;, nao tém vértices com placar n — (m + 1), mas Tppy3, ..., I

tem;

3. T1, ..., Ti, sdo todos isomorfos e T, = 11+ — 17.

Pelo teorema 2.6, T, tem um transmissor, digamos v;. Como cada T; tem

um transmissor, T, tem um vértice, digamos vs, de placar n — 2.

Ha dois casos para serem considerados:

Primeiro caso. Nenhum dos vértices v, > 3, tem placar n — 3;

Segundo caso. Algum vértice, digamos va, tem placar n — 3.
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Vamos estudar, separadamente, cada um dos casos:

Primeiro caso:

1. Cada T; tem um vértice de placar n — 2;

2. T e T; nao tém vértices de placar n— 3, mas para cada 4,1 2> 3,71}

tem vértice de placar n — 3 ( vs, neste caso};

3. T} e T sdo evidentemente isomorfos ¢ T,, = v+ — T3, (m = 2).

Segundo caso:
m > 3 e, novamente, ha duas possibilidades. Se nenhum dos vértices
v;,t = 4, tem placar n —~ 4, entéao T7, T3 e T3 ndo tém vértices de placar
n — 4, mas para ¢ > 4, cada T; tem tal vértice {vs). Cada T; tem
vértices de placar n — 2 e n — 3. Novamente, T;, T3 e T3 sao isomorfos
e Ty = vi+ — T1,(m = 3). Se algum vértice, digamos v;, tem placar
n—~4em > 4, continuamos este processo e obtemos (1.), {2.) e (3.}.

Logo, T, pode ser reconstruido.

Observagdo. Cada um dos teoremas (2.6, 2.7, 28 e 2.9) tem um teorema

dual que se obtém substituindo a palavra transmissor pela palavra receptor.

Teorema 2.10 Se T é um torneio nao hamiltoniano com pelo menos 5

vértices, entao 1T’ pode ser recoustruido a partir dos seus subtorneios 7;.

Demonstracao. Pelo teorema 2.7 (e seu dual), podemos descobrir, através
dos 7;, quando T tem um transmissor ou receptor. Em seguida, pelo teo-
rema 2.4, € possi:vel determinar se T é ou nao hamiltoniano. Se T nao é
hamiltoniano e tem um transmissor (ou receptor), 7" pode ser reconstruido
pelos teoremas 2.8 e 2.9. Assumimos, entdo, que T nao é hamiltoniano e nao

tem transimissor nem receptor. Logo, T tem pelo menos seis vértices. Sejam
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S1,..., Om as componentes de T com 57 o transmissor € Sz o receptor em
Tk, (que denotaremos simplesmente por T*) Seja |S;| == niimero de vértices
de 5;. Como T ndo tem transmissor, temos |S:| > 3. Como 7T nao tem
receptor, | Sz} > 3. Para cada i = 1,2,...,n, sejam S,...S. as componentes
de T; = T —~ v; com S} e S o transmissor e o receptor, respectivamente, de

T

1

Escolha a notacio de tal mancira que |S}| > |S¢] e {SZ] > |55} para todo

i. Desta maneira, S; e S} sdo isomorfos, bem como S; e S%.

Se |Si]+ |S%] = n. Entdo T = Si+ — 5%. Caso contréario, o nimero de

componentes de T' é maior do que 2.

Se [51] = 4, entdo, hd um ciclo de comprimento |S)] — 1 em S; (pois
S é hamiltoniano). Portanto, existe um vértice v em 5 tal que S; —v é
um subtorneio hamiltoniano. Podemos, assim, escolher T3 = 7 — vz com
|S3] = |51] — 1. Agora, elimine todos os vértices de S? para obter 7 — S}
(subtorneio de T), de onde 7" = S+ — (T3 — 5%). De maneira andloga,

podemos reconstruir T se [Sp] > 4.

Se |51] = |Sp| = 3, entdo S; e S s@o 3-ciclos. Portanto, se v é um vértice
de 5,7 — v tem um transmissor. Escolha 13 = T — w3 tal que T3 tem um

L{ransmissor.

v

Ts

Fig. 10a

Seja u o transmissor de T3 e seja v um vértice de T3 que é predecessor de
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todos os vértices de 73, exceto u.

} -3 vértices

¥

Fig 10b

Entao, observando a figura 10b, T é obtido pela adicao do vértice vz que

é sucessor de v e predecessor de todos os outros vértices de Ts.
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SECCAO 3

CARACTERIZACAO DE TORNEIOS POR 3-CICLOS
CONADOS

Esta secgao € desenvolvida como ferramenta para a secgao 5 e o objetivo
principal € provar que o quociente simples relacionado a um torneio T €

altamente regular se, e somente se, existe um 3-ciclo nao-conado e todo 3-

ciclo conado € contraivel.

Definicao 3.1 Um subtorneio 7' de um torneio T é dito contratvel se
existe um subconjunto proprio de vértices equivalentes de T que inclui os

i . L e - r, 4. ~ s
vértices de T, Caso contrario, 77 ¢é dito ndo contraivel.

E importante observar que todo conjunto de vértices equivalentes esta
contido num conjunto maximal de vértices equivalentes. Portanto, T' é con-
traivel se, e somente se, est4 contido muma componente maximal de 7. B
evidente que cada subtorneio contraivel é também conado. Restringindo-nos
aos 3-ciclos, observamos que estes se dividem em 3 classes: ndo conados,

conados contraiveis € conados nao contraivels.

Proposigao 3.2 Sejam R um quociente nao trivial de um torneio T e
p & projecao canodnica de T em K. Um 3-ciclo C é néo-conado em T se, €

somernte se, sua projecdo p(C) é nao-conada em K.

Demonstragao. Suponha p(C) conado em R por v;. Sem perda de gener-
alidade, suponhamos p(C) — v; . Assim, em T, os vértices de C pertencem
a componentes que precedem a componente 5;. Seja s um vértice de 5.
Entao, para todo uw em O, tem-se u — s. Logo, C — s, sendo, portanto,

conado em 7. Entao, se C nao é conado em T, tem-se p(C) nio conado
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em R. Suponha agora que p(C) é nio conado em R. Seja v; um vértice
em R — p(C). Entéo existem vértices u' e v em p(C) tais que v — v; e
vy v'. Sejam u e v dois vértices de C que foram projetados por p em
1 e v, Tespectivamente. Assim u —> S; e 8; — v, portanto, nenhum
vértice de S; cona C. Como v; é um vértice qualquer de B, temos que C néo

¢é conado por nenhum vértice de T — C.

Proposicao 3.3 Um torneio T é transitivo se, ¢ somente se, nao ha

3-ciclos em T,

Demonstracao. Segue imediatamente das definigoes.

Proposicao 3.4 Um torneio T é hamiltoniano se, e somente se, existe

um 3-ciclo nao contraivel em 7.

Demonstracao. Considere C; o i-ciclo em T'. Seja n a ordem de 7. Como
T é hamiltoniano existe, pelo teorema 2.4, C, O C,_1 D ... D C3. Suponha
que Cj é contraivel. Assim, existe S componente de T' tal que C3 C 5. S
Nao contém todos os C; porque é um subconjunto préprio de T. Seja Cy
o malor ciclo em S. Seja v o vértice de C,; que ndo pertence a S. Entao
S —— vouv — 5, logo Cy;, ndo é hamiltoniano. Contradicao. Portanto,
C; ndo é contraivel. Reciprocamente, suponhamos que um 3-ciclo C de T
ndo é contraivel, logo, pelo teorema 2.4, existe v; em T — C tal que §; = C U
{v;} é hamiltoniano. Se para todo v em T — 5; tem-se S5; — vouv — 5y,
entao C esta contido numa componente de vértices equivalentes de T, sendo
portanto contraivel. EntZo existe v, em T — S; tal que Ty = S U {w} é

hamiltoniano. Repetindo este processo, concluimos que 7 é hamiltoniano.

Proposigao 3.5 Cada 3-ciclo de um torneio simples é ndo contraivel.

Demonstracao. Seja T um torneio de ordem n. Se C é contraivel, existe

S C T (S subconjunto préprio de vértices equivalentes) tal que C C 8, isto
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é, S tem mais de dois € menos que n vértices, contradizendo o fato de que T

é simples.

E importante observar que os torneios cujos 3-ciclos 880 nao contraiveis

sdo composigoes de componentes transitivas com um quociente simples.

Proposigac 3.6 Cada 3-ciclo de um torneio altamente regular € nao

conado.

Demonstracao. Seja Tomy; o torneio e C =< z,y,2 > um 3-ciclo de
Tom+1. Ordene os vértices de To,41 de tal maneira que 7 = v;. Assim v, =y
evg = z,onde h < k < 2m+1. Como Topm,; é altamente regular, concluimos

que:

como h < m + 1, entdo vy — v; —> vy, para todo v; tal que 1 < i < A;
como k — h < m, entdo v, — v; — vy, para todo v; tal que h <1 < k;
como k > m 4+ 2, entdo vy —— v; — vy, para todo v; tal que k < i <

2m+ 1.
Portanto, nenhum vértice de Topmoy cona C.

Observacao. O quociente simples relacionado a T é o torneio simples
unicamente determinado na classe dos quocientes de um torneio 7. Se T é
hamiltoniano as componentes também sio unicamente determinadas e sao

conjuntos maximais de vértices equivalentes de T' (veja [5]).

Lema 3.7 Seja T um torneio cujos 3-ciclos conados sao todos contralves,
Seja w um vértice de 7. Entao um 3-ciclo ndo conadode T' = T —w é também

nao conado em 7T

Demonstracio. Sejam R; o quociente simples relacionadoa T e S, §®)
as componentes. Sejam R, o quociente simples relacionado a T° e SV, .,

S as respectivas componentes. Suponha que €' é um 3-ciclo néo conado em
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T’ e conado por w em T. entéo C é contraivel em T e est4, portanto, contido
numa componente. Suponha C C SU. Veja que C é nao contraivel em T,
pois nio é conado. Pela proposicio 3.4, T é hamiltoniano, entdo a partigao
{SW —a,...,S® — 1w} deve ser uma cobertura de T" formada por conjuntos
maximais de vértices equivalentes de 7' e mais fina que {S', ..., S'®}1. Mas
isso é impossivel porque € C SW — w ¢ 8O — w est4 contido numa das
componentes S S™ e por outro lado, os vértices de € devem estar

em 3 componentes diferentes §'®), §'9) g

v . g, . .
Observamos que, sob as condi¢es do lema acima, se 7 € hamiltoniano,

entdo T & hamiltoniano.

Teorema 3.8 O quociente simples relacionado a um torneio € altamente

regular se, e somente se :

a) Existe um 3-ciclo ndo-conado.

b) Todo 3-ciclo conado & contraivel.

Demonstragdo. Seja T, = Rpp:1(SO, ., 5™} onde Rgpy: € um
torneio altamente regular nio trivial. Se um 3-ciclo € é néo-contraivel, seus
vértices devem pertencer a 3 componentes diferentes. Como Ra,,,; € alta-
mente regular, concltﬁmos; pela demonstracao da proposicao 3.6, que C é

ndo-conado. Além disso, pelas proposices 3.4, 3.6 e 3.2, existe pelo menos

um 3-ciclo ndo-conado em 7,.

Vamos provar a reciproca por inducao sobre a ordem n de 7;,. Paran =3
existe apenas o 3-ciclo satisfazendo a) e b) e é altamente regular. Suponhamos
entao que para cada T de ordem k que satisfaz a) e b) o quociente simples
é altamente regular. Consideremos o torneio Tx: que satisfaz a) e b) e o

3-ciclo nao-conado €' =< z,y, 2 > de T;.,. Escolha um vértice w € T3, 1 —C
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e faca Ty = T+ — w. Assim C é também nio-conado em T%, e cada 3-ciclo
¢’ conado em T} é conado em Trr1. Entao, se ¢’ é um 3-ciclo conado em
Te, €' é contraivel em Ty.y por b), isto é, estd incluido numa componente
prépria A de Tp,;. Portanto €' é também contraivel em T}, pois O €
(A — w). Logo a) e b) sdo verdadeiras para T}, e pela hipdtese de inducio,
T = Ron1(SW, ..., S} onde o quociente simples nao-trivial Ropyq é

altamente regular.

Consideremos agora para cada i = 1,2,...,2h + 1 os subconjuntos com-
plementares em S®:

570 ={ve 8Dy —s w} e 50 = {v e S jw — v}

Afirmamos que, para no maximo um indice § = 1.2, ...,2h + 1, a particao
{ 5@ 51 & nao-trivial. Caso contrério, se p# g e S~ £ 4 5@ ¢
5@ £ P o S seja ST — SW. Como Rgpe; é um torneio altamente
regular nao-trivial, existe r = 1,2, ..., 2h+1 tal que § — S® — 5@
8. Escolha v, € S®) e suponha que w — u, ( o caso oposto é analogo).
Podemos encontrar elementos convenientes v, em S® ( resp. v, em 5@ )

tais que w —< v, Up, ¥; >. Mas isso € uma contradicao ao lema 3.7.
Entao, dois casos podem ocorrer:
1. Para cadai=1,2,...,2h + 1, tem-se $™@ = ou 5@ = §;
2. Ha exatamente um indice i tal que §7® # § £ 50,

Vamos analisar cada um dos casos:

1. Se ocorre 1), entdo 7;,; é hamiltoniano e w nao cona Iy , pela ob-
servagao do lema 3.7 e prop. 3.4. Fazendo uma rotacéo de indices se

necessario em Rap.1, podemos supor w — SETY ¢ SBF2 o o
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Considerando 3-ciclos em Rgpy; ¢ aplicando o lema 3.7 em ambos
os casos w —- SW ¢ S~ 3 obtemos que w é um sucessor de
S+3) g+ SRR+ e um predecessor de 52, G | §®) Final-
mente, Tr.; = Ron 1 (SO U {w}, §@, ..., §E+1,

. Se ocorre 2}, fazemos novamente uma rotagio nos indices de Rys.: para
supor S~ £ @ #£ 51 | Se w — S®D aplicando o raciocinio an-
terior, obtemos, como antes, Ty+1 = Rono1 (ST U {w}, S, . S+,
Se S™+1 4, novamente w é um predecessor de S*+2) | §h1) ¢
um sucessor de S, S Além disso, temos que S —s §—1),
De fato, sejam v; € 571 e v; € S~ tais que v; — v;.Escolha um
vértice vpp.; em S, Entio o 3-ciclo < vy, w, vy > é conado
por v; e é, entdo, contraivel em Tx.;, por b). Seja T, o quociente
simples relacionado a Ti.;, onde as componentes sdo denotadas por
50 ., 8'®, Assim, v, e vonts estao incluidos na mesma componente,
digamos §'). Aplicando o mesmo raciocinio da demonstracio do lema
3.7, a particao {5 W —w, ..., '@ —w} deve ser uma cobertura te Tj, mais
fina que {SW .., S@11 Mas isso é impossivel porque v; e ght; PeT-
tencem a $'4 e, por outro lado, v; € S& e vy, € S, Portanto
Ther = Rones(S—W, SO SO+ [y} g0+2) G+3)  GER+1) ge(h)y

onde Rap,3 é altamente regular, o que demonstra o teorema.
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SECCAQ 4

CARACTERIZACAO DE TORNEIOS HAMILTONIANOS DO
TIPO-MOON

Seguindo a notacdo de [6], vamos denotar por AH a classe dos torneios
hamiltonianos com pelo menos 5 vértices cujos 5-subtorneios hamiltonianos
sao do tipo-Moon. Por outro lado, denotaremos por M H a classe dos torneios
hamiltonianos do tipo-Moon com pelo menos 5 vértices. Nosso objetivo
nesta segcao sera provar que AH = MH. Para demonstrar esta equivaléncia

comecamos buscando uma caracterizagao dos torneios hamiltonianos do tipo-

Moon.

Observagao. Denotaremos por 177 o torneio dual de 7, que se obtém
revertendo todos os arcos de 7,,. E evidente que se T,, é do tipo-Moon, entao

T também é do tipo-Moon. Em particular, se H, € AH , entdo o seu dual
Hr e AH .

Proposicao 4.1 Se H, € AH e S é uma componente nao-trivial de

vértices equivalentes de H,, entdao S é subtorneio transitivo de H,.
S‘\.R > P
=

Fig. 11

Demonstraggo. Como H,, é hamiltoniano, existe um sucessor s de S e um

predecessor p de S tal que s — p. Suponha agora que exista um 3-ciclo Cy
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em S. Entdo H, contém o subtorneio hamiltoniano N} = Cs(s,p, (3), o que

contradiz a hipétese, pois Ni nio é do tipo-Moon.

Definicao 4.2 Dizemos que um ciclo C. em um torneio 7}, pode ser
estendido a um ciclo C; , 8 > 7, em 7T, se existem ciclos Criy, ..., Coy
tais que Uiy pode ser obtido de C; acrescentando-se um vértice entre dois
vértices consecutivos de C;, para todor < ¢ < s—1 (ou de modo equivalente:
se C; pode ser obtido de (i pela eliminacdo de um vértice de C;11 para

todor <i<s—1).

Proposicao 4.3 Seja C,, um ciclo de T,,, m < n. C,, pode ser estendido

a um ciclo passante em 7, se, e somente se, Cy, € nio contraivel,

Demonstragao. A demonstracao desta proposicao segue imediatamente

da demonstracéo da proposicac 3.4.

Uma conseqiiéncia imediata da proposicdo 4.3 € o corolario abaixo que

generaliza a proposicao 3.4.

Corolario 4.4 Um torneio ¢ hamiltoniano se, e somente se, contém um

ciclo nao contraivel.

Proposigac 4.5 AH = MH (ié.: um tornelo hamiltoniano de ordem
maior ou igual a 5 é do tipo-Moon se, e somente se, cada subtorneio hamil-

toniano de ordem 5 também é do tipo-Moon).

Demonstracdo. A inclusbo M H C AH é evidente porque todo subtorneio

de um torneito do tipo-Moon é do tipo-Moon (Proposigao 4.1).

Para provar a inclusao contraria, consideremos H, € AH e suponhamos
que H, nao é do tipo-Moon. Se (5 é um 3-ciclo conado em H,, entdo, pela

proposicao 4.1, nenhuma e-componente nao-trivial de H, pode conter Cs, e
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assim, pela proposicio 4.3, podemos estender C3 a um ciclo passante C,, em
T

Se C3 é conado por v em H,,, denotamos por C(C3,v) o conjunto de todos
os ciclos minimais {comprimento minimo) que podem ser obtidos estendendo-
se Cs e contendo v. Seja C a unio da familia {C{Cs,v) - Cs € H,,, Cs conado
por v,v € Hy,}.

Consideremos o torneio hamiltoniano C, € € tendo comprimento minimo
em C , e seja C, uma extensio de um 3-ciclo 3 conado por v € C,. E
evidente que 7 > 5. Em virtude da observacio feita no inicio desta secéo,

podemos assumir que ¢ — Cs.

Se Cr = {.{CsUwvg) U ... Uw), devemos ter v = v. Caso contrério,
se v; = v para algum 3 < j < r, C; = (...{Cs Uy U ... Uwv;) seria um
ciclo menor que C, estendendo Cs e contendo v, e teriamos C, ¢ C(Cs,v).
Portanto, C, —v é um ciclo que estende Cj e, como seu comprimento é menor
que o minimo r, Cp — v nao pode conter vértice que cona Cy. Considere z
um predecessor de v em < C,. >, Se z precede exatamente 2 vértices de U,
entdo < z,v,C3 > é isomorfo a Ng. Se z precede exatamente 1 vértice de
Cs, entéo < z,v,C3 > € isomorfo a N?. Em qualquer um dos casos, H, nio

pertence a AH | o que é absurdo.

Uma consequiéncia da proposicdo acima é o

Coroldrio 4.6 Seja H, um torneio hamiltoniano. Se todo 5-subtorneio
hamiltoniano de H,, & isomorfo a M; para algum i = 1,2,3, entao todo

subtorneio nao-hamiltoniano de H, ¢ transitivo.

Uma observacao muito importante encontrada em [6] que relembramos

aqui € de que existem torneios com pelo menos 6 vértices que nao sao do
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tipo-Moon, embora seus 5-subtorneios hamiltonianos sejam do tipo-Moon.

Exemplos podem ser obtidos de T = T3(v, M3).
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SECCAO 5
ESTRUTURA DOS TORNEIOS DE MOON

Os resultados obtidos nas secgbes precedentes permitern uma nova car-
acterizagao dos torneios de Moon que, lembramos, é o principal obietivo
desta dissertagao. Nosso objetivo nesta secgdo serd mostrar que todo torneio
de Moon T, pode ser representado por T, = (I,,T,), onde T, = Tr, e
Ty = Trp-1{Xq, ... Xp-1).

Comecamos vendo que Burzio € Demaria chegaram a uma importante

conclusao ( prop. 5.1 ) que aqui serd demonstrada a partir dos resultados

obtidos na seccao 3.

Proposicdo 5.1 Para qualquer torneio T, as seguintes condigbes sdo

equivalentes:

a) T, é do tipe-Moon.
b) Todo subtorneio de 7, é do tipo-Moon.

¢) Todo 4-subtorneio de T, é do tipo-Moon ( i.e.: nio hi 3-ciclo conado em

T )-

d) Ty = Rom+1{SW, ..., §@m+1)) é a composi¢io de 2m + 1 e-componentes

transitivas com um quociente simples altamente regular.
Demonstracao:
a) = b). Decorre imediatamente da definicdo de torneio do tipo-Moon.

by == ¢). SeC =< z,y,z > éum 3-ciclo conado por um vértice v,< Z, ¥y, z, v >
nao é hamiltoniano e nem transitivo e tem ordem 4. Portanto, todo

subtorneio de ordem 4 é do tipo-Moon.
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¢) == d}. Se nao hé 3-ciclo em T, 7, é transitivo (Prop. 3.3). Assim
T, = Ri(T},), onde R; é o torneio trivial {altamente regular). Se C é
um 3-ciclo de T,,, C nao é conado. Assim sao satisfeitas as condigbes
a) e b) do teorema 3.8 e, portanto, T, = Rom1(SWH, .., 5@+,
onde Hop, .1 € altamente regular (e nao-trivial). Além disso, para cada
i=1,..,2m + 1, 8% & transitiva, pois ndo hi 3-ciclos em S% (se
existissern, seriam conados). d) — a). Se Rppyy = Ry, T, é transi-
tivo e a} estd verificada. Se Ry, ndo € trivial, considere um vértice
wem T, e faca T,y = T, — w. w estd contido em uma compo-
nente, digamos, S@™*1 Dois casos sao possiveis: 1} S@mT1) o £,
Entdo, T,y = Romi1(SM, 8@ .. §@m+1) _ ). Portanto, T,_; é
hamiltoniano (Prop. 3.4} e, além disso, S®™*1) ¢ transitiva { nao
ha 3-ciclos contidos em S¥m+D). 2) §@mH) oy = B Se m =
1, Ty = Ry(SW, @) e 6 tramsitivo, pois SO e SP sio transitivos e
SU — §2) isto , ndo ha 3-ciclos contidos em S U S, Sem >
1,Tny = R2mwl(5(1), S@ . 8m-1) glm) |y glm+l) glm+2) 5{%)),
onde Ry, ; é altamente regular e a componente S U §™+1) & tran-
sitiva, pois S(™ e SUH1) s30 transitivas com S™ — S+ Desta
forma, todos os subtorneios de T,, de ordem n — 1 sdo hamiltonianos
ou transitivos e satisfazem d). Aplicando o mesmo raciocinio, obtemos

os mesmos resultados para os subtorneios de 7;, de ordem n ~ 2, n — 3,
W4

Uma consequéncia imediata da proposicdo acima € o

Corolario 5.2 Para todo torneio 7, e para todo inteiro m, com 4 < m <
n, tem-se: T, é do tipo-Moon se, e somente se, todo m-subtorneio de 7, ¢

do tipo-Moomn.
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Demonstragao. Basta utilizar a equivaléncia entre a) e b) da proposigdo

acima e lembrar que todo torneio com no méximo 3 vértices é do tipo-Moon.

Um resultado importante que obtemos neste momento € o fato de que ser

um torneio de Moon é uma propriedade hipomorfa, a qual obtemos no

Carolario 5.3 Se 7, é um torneio de Moon e T,; é hipomorfo a T,,, entéo

T, é do tipo-Moon.

Demonstragao. Note que se n > 4 ¢ 7, € do tipo-Moon, entao cada carta
de T, é do tipo-Moon. Como as cartas de T, séo isomorfas s cartas de T},
temos que todas as cartas de 7, séo do tipo-Moon. Assim, todo subtorneio
de T é do tipo-Moon (pois estao contidos numa carta de 7)), portanto, pelo
corolario anterior, T;; é do tipo-Moon. Se n < 4, ndo hi o que demonstrar,

pois todo torneio com no maximo 3 vértices € do tipo-Moon.

ESTRUTURA DOS TORNEIOS DE MOON

Seja T, um torneio de Moon, n > 3, e seja T, um subtorneio transitivo
de ordem maximal, Tr, = {a1,...,0,},2 < p < n,a; — @; <=1 < j. Seja
14, p+q = n , o subtorneio obtido com os vértices de T, que nao pertencem

aTry.

A primeira conseqiiéncia € a que segue:

Proposigao 5.4 7, ZTrysep<nel, =0sep=n.

Demonstraco. Seja r € Ty, O subtorneio < T'r, U {2} > é hamiltoniano,
portanto @, ~— T ~—— a;. Se existisse um ciclo C3 em Ty, T, iria conter o

subtorneio Hy = Cs(ai, ap, Cs), 0 que contradiz a Prop. 4.5 uma vez que 7,
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seria hamiltoniano. Observe que Hs nao é do tipo-Moon, pois Cs fornece um

3-ciclo conado em T,.

Proposicao 5.5 Para todo 2 € T, existe 1 <4 < p—1 tal que a; —
r—apsempreque 1 <k<tet<j<p
Demonstracio. Se existissem inteiros 1 < k < j < ptais que ag — T —

a;, entao o iria conar o 3-ciclo < @;,a,,7 > o que seria uma contradicao a

proposigao 95.1.

Definicao 5.6 Seja 1 < ¢ < p— 1. Dizemos que um vértice z € T, é do
tipo i (com relacdo a Tr,) se para todo 1 <k <ieparatodoi < j<p

tem-se a; — T — a5, .

Denotaremos por X; , 1 <4 < p~ 1, o subtorneio formado pelos vértices
do tipo ¢ ( com relacdo a T'r, ). Também denotaremos por ; um vértice do

tipo ¢. X; poderd ser vazia para algum <.
Observacao: segue da proposicao 5.4 que X; , 1 < i < p— 1, é transitivo
sempre que nao € vazio, pois é subtorneio de um torneio transitivo.
Proposigao 5.7 Sejam z; e z; vértices de diferentes tipos ¢ e j, respec-
tivamente. Entdo z; — £ <= 1 < j.

Demonstracao. Suponhamos que z; — 74,¢ < 7. Entao z; cona o ciclo

{z;,a:,a;}, 0 que é impossivel, uma vez que T, é do tipo-Moon.

Uma conseqiiéncia desta proposicao é o

Coroléario 5.8 T; = Try_1(X;,...., X,.1), onde as componentes X;,1 <

i < p— 1, sdo transitivas ou vazias.

A partir dos resultados anteriores, é possivel obter informacoes sobre a

ordem das componentes X;.
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Proposicao 5.9 Para todo inteiro 1 < i < p — 1 temos:
Xa]+ e X< 4 [ Xpal + o H X <p—ie

Demonstracdo. Sejam 1 < i < p—1e |Xi|+ ...+ |X;i| > i. Considere
T'=< X;UX;U..UX; >, entso é possfvel encontrar em 7, o subtorneio
transitivo Tro(< @i, ..., @p >,T;) de ordem maior do que p, o que contradiz
a maximalidade de Tr,,.

De maneira analoga, se | X, 1] + ... + |Xi;| > p — %, considere R’ =<
X;U...UX, ; > Entao Try(R', < a1,...,0; >) = Tr, h > p, que é uma

contradicao.

Um resultado que decorre imediatamente da proposicao 59 é o

Corolario 5,10 g <p~1. | X;|<p/2,V1<i<p-—1.

Demonstracao. Basta considerar os 2 casos: ¢ < p/2 out > p/2 e aplicar

a proposigao 5.9.

A figura abaixo é chamada de {-representacdo de um torneio de Moon.

t-representagdo

Xp X X

Podemos escrever Tr, = (Tp, Ty), onde T, = Trpe Ty = Trp 1 (X1, .o, Xp-1).
De agora em diante, usaremos sempre esta notagao para indicar um torneio
de Moon. Oportunamente, as e-componentes do torneio Ty (X1, ...; Xp-1)

serao denotadas por X;(T,,).
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Proposicao 5.11 Suponha que para algum 1 < ¢ < p—1 tem-se: | Xq| +
e +1X5l =i e | Xq| 4+ .. + X, < J para todo 1 < j < i. Entao existe
uma t-representacao T, = (T;,’I;), T; = Trp-1(X], ...,X;,l) que verifica as
condigdes [X, | + ... + | X, | = 4 |X, 1]+ o + X, < j e Xy ¥ Xiys
sempreque 1 <k <p—i—lel<7<i

~ - . ‘g £ ! f
Demonstracio. Vamos considerar o subtorneio transitivo T, = {¢y, ..., @, }

- . ¢ -
que € o subtorneio composto T, = Ty 1(< @iyy, vy 8p >, X3,..., X5), € seja

T, =Trp1(Xy,...,X,_,) o subtorneio dos vértices restantes.

Como a;c = gy, 1 < k£ p—t € imediato que X;; = Xpg,1 <k <
p—i—1. Logo X, ,U..U Xy = {ar,nat e | X, 4|+ ..+ X, ;| =i

Assim a afirmacio é verdadeira para i == 1.

Sei>2el < j<i,temos [ X;|+...+|Xi-ji1]| 2 7+ 1 (caso contrario, se
[ Xil+ -+ Xim 1] € 4, implicaria | Xy |+...+]Xi- ;| > i~7, uma contradigao).
Consequentemente a, ; € XU .UX;_j:1, e portanto a;,_ G G Assim,

podemos concluir que a;_;+1 € X,_;, portanto, | X, |+ ..+ | X, ;| <Jj.

Observamos que um resultado dual da proposicao 5.11 vale se | X,.1| +

o+ | Xpil =0 e [ Xpoa| + .+ | Xp—jl < 4, paratodo 1 < j <.

Corolario 5.12 Duas t-representacies quaisquer de um torneio de Moon

podem ser obtidas uma a partir da outra pela aplica¢ao da proposi¢ao 5.11.

Demonstraggo. Sejam (13,7,) e (’I;,T;) duas t-representacoes distintas
de T,. Usando a mesma notacao da proposigao 5.11 temos T, N T;; #0e
segue que a; € T*z; implica a, & ng' Se a; € Tz;, entao ou a; € T;,., para todo
1< ji<ioua € T;, para todo ¢t < k < p. A afirmacio € imediata se
i € {1,p}. Caso contrério, como a;,ar ¢ T, para algum 1 < j <i < k < p,

conclui-se que em 77, ~ {a;, az } a; tem placar menor ou igual a p—2 e nenhum
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vértice que domina a; tem placar p — 1. Assim, nenhum vértice de T; tem

placar p — 1, o que € uma contradicao.

Assumiremos, entdo, que T, N TI: = {ai,...,a,} para algum 2 < § <
p— 1. Como nenhum vértice z, € X pertence a T; sei <k <p-—1(pois
ap, — Tp — a;), temos Tg; = {a;,...,8,) U X3 U ... UX;_ e portanto,
1 X1} + ... +|Xio1] = ¢ — 1. Desta forma, podemos aplicar a proposicéo
5.11 e obter por indugdo a t-representacgao (T;, T;) a partir de (1, T,), como
pretendiamos demonstrar.

Definigao 5.13 Dizemos que a t-representagio T, = (1,13}, com T; =
Trp-1{X1, ..., Xp-1) é uma representagio regular se existe um inteiro 1 < r <

p que satisfaz:

L X+ oo+ X1l = p—re |Xpoq| + ... + 11X < p— s para todo
1<s<r;

2. As outras t-representagdes (1,,1,), T, = Trp_1(Xy,..,X, ;) de T,
verificam a condigao | X, |+ ..+ |X,|<p—s paral <s<r.

Observacoes:

1. Todo torneio de Moon tem pelo menos uma representacao regular.

2. Todas as representacoes regulares de um torneio de Moon determinam

o mesmo inteiro r da definicdo 5.13.

Lema 5.14 Toda representacao regular verifica as condigoes | X3| + ... +
[X;| < 7, para todo 1 < j < 7, assim como para todo p—r < j <p-—1
ser>1,e|X;| =1paratodo 1 <i<p—1ser =1 (onde a notagho é a
mesma da defini¢ao 5.13).
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Demonstracao. Segue diretamente da definicdo 5.13.

Lema 5.15 Uma t-representacao (15,7} de T, é a tnica representagio

regular de T, se | X1+ ... + | X¢| <t paratodo 1 <t <p- 1.

Demonstracao. Toda t-representacao (T;,T‘;) de T, pode ser obtida de
(T, Ty) pela aplicagao da versao dual da proposicao 5.11 e, portanto, verifica
a condigdo !X;_11+...+|X;I < p—7j, paratodo 1 < j < r, se r é determinado

como na definicdo 5.13.

Proposi¢ao 5.16 Dois torneios de Moon T, e T, sio isomorfos se, e
somente se, qualquer t-representacao de 7T, pode ser obtida de qualquer t-

representacio de 7, como na proposicao 5.11.

~ - 7 - .
Demonstragao. E verdade que 1), e T, sao isomorfos se, e somente se,
. - , " - ¥
existe uma t-representacio de T, que é também uma t-representagio de T,,.

Portanto, a demonstracdo da proposicio segue do coroldrio 5.12.

Observamos que a estrutura de um torneio de Moon pode ser determinada
a partir da composigao tramsitiva T, = Trp_1(X1,..., Xp-1) de qualquer t-
representacac T, = (T,,7Ty). Mais do que isso. Como toda e-componente
nao-vagia X; € transitiva e contém apenas vértices do tipo 7, a estrutura de

T, pode ser determinada por inteiros n; = [ X;l,1 <i1<p— 1

Assim, podemos denotar uma t-representagao de um torneio de Moon
Tnpor T, = Iny_1..ma}, onde n; = [X3],1 €1 < p—1. [np_y..m] serd
chamada de name de T,, cujas letras sdo ny,.1,...,n; € poderao ser denotadas,

oportunamente, por n;(7,).

Proposicao 5.17 Toda t-representacao de um torneio de Moon deter-

mina uma representacio Tp, = Ropm (57, ..., S 1) e vice-versa.
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Demonstragao: Seja T,, = [ny_1...7:] um name de 7, e sejam ny,, ..., 7,
suas letras ndonulas, i; < ... < ip. Entdo T, = Romsi(St, ..., 87 1) é a
composigao de 2m + 1 e-componentes com um quociente simples altamente
regular, onde |§7] = n;, , 1 < j < m, e, assumindo ip = 0 € 41 = p,

lsm—é.ji:ij "'"Z:j__}_, 1$j§m+1.

No sentido contrario, seja T, = Raom1({S%,...5*™ ™). Assuma que a com-
posicao Trpy,1{S™*1, ..., 521} & o subtorneio transitivo de ordem maximal
p { com rotacac de indices das componentes, se necessario ). Entdo podemos

obter uma t-representacéo T,, = [np_1...n| tomando
n;, = |87 se iy =[S + L+ |8, 1 <r < m.

n; = 0 se i # 1, para todo 1 < r < m.
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SECCAO 6
RECONSTRUGAO DOS TORNEIOS DE MOON

De agora em diante, nesta secqdo, usaremos sempre a letra p para denotar
a ordem de um subtorneio transitivo maximal 7}, de um torneio 7, ( onde
n é maior ou igual a 4 ). 7}, sempre denotard um torneio de Moon. Nosso
objetivo final é mostrar que todo torneio de Moon T,,n > 4,excluindo-se as
composigoes Ca{T1,T2,Trs) e C(T1,Trs, T3) € reconstrutivel a partir de suas

cartas.

Comecamos verificando que o inteiro p definido na seccao precedente pode
ser determinado a partir das cartas de T, isto é, p ¢ uma invariante hipo-

morfa.
Proposicao 6.1 Sao validas as seguintes equivaléncias:
i) p = n se, e somente se, cada carta de 7, ¢ transitiva.

ii} p=n —1 se, ¢ somente se, T}, tem simultaneamente cartas transitivas e

cartas hamiltonianas.
111) p < n — 2 se, e somente se, toda carta de 7,, € hamiltoniana.

Demonstragao:

Se p = n,7, é transitivo e todas as suas cartas sio transitivas, e vice-

versa.

Se p = n— 1,Tr, é uma carta transitiva de 7,, e ainda, como T, é
7 r b n

hamiltoniano, existe carta hamiltoniana.

No sentido oposto, se T, tem carta hamiltoniana, entao nao € transitivo.

Como existe carta transitiva, p=n — 1.
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Se p < n— 2, toda carta de T, é hamiltoniana, pois 77, é maximal. A

volta é imediata.

Vamos considerar a classe das cartas de 7, que contém um subtorneio
transitivo maximal de ordem p e denota-la por P. O ntmero das cartas

restantes de 1}, serd denotado por d = n — |P|.

Proposicgo 6.2 ¢ < |P]|<n, 0<d<ped#1.

Demonstracao: Observamos que para cada € T, a carta T,,—z contém
Tp. Logo, a primeira afirmacao é verdadeira. Sendo [Pl 2 ¢, segue dire-
tamente que 0 < d < p. Sejam d > 0 e T,—v ¢ P. Assim, se (I},T;) é
uma t-representacio de 1), temos que v € T, e g < p- 1, pois Ty Uay é
transitivo, assim como T; U a,. Se T, = Try(as,...,a,) € v = a;, entéo, para
cada z € T, temos que (T, —v)Uz é um ciclo de ordem p, pois nao hé torneio
transitivo de ordem p em 7, —v. Desta forma, existe pelo menos um j,

1<j<pli-jl=1, tal que (T, - a;)¢ P. Logo, d # 1.
Proposicao 6.3 As propriedades a seguir sdo equivalentes:
1. d=p;
2. T, tem somente um subtorneio transitive de ordem p;

3. T, tem um tinico {portanto regular) name [n,_;...n;), o qual verifica as

condigoes ny +...+ny < t,np_1+...+m < p—f, paratodol1 <t < p—1.

Demonstracao:

1) = 2). Suponhamos que T, tenha dois subtorneios diferentes T, e T;.

Assim, T,, teria n — [T, N T,| > n — p cartas em P.
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2) == 3). Obviamente, 1,, tem um tnico name relativo ao tnico subtorneio
transitivo 7. Se a condigao n; + ... + n; = 1 fosse verificada para
algum 1 < § < p— 1, entao 7T, iria conter o subtorneio transitivo
Tresi{< @pe1,y -y @y >, X1, ..., X¢) que é diferente do torneio T,,. Usando

a propriedade dual, a segunda condigdo fica verificada.

3) == 1). Consideremos T, = Try{ay,...,a,) o subtorneio de T, relativo ao
name dado. Entao, a; é o 1inico vértice de T, com placar s{a;) > p—1.
Logo, cada carta T,,_1 em P deve conter ay, e consequentemente ag, ...,

@p, POis a1 nao precede nenhum vértice z € 1.

Proposicao 6.4 2 < d < p—1 se, e somente se, T, tem apenas um name
regular e este name verifica a condicao ny + 2+ ...+, <LVI<E<p~1

e determina um inteiro 2 <r < p-—1.

Xp. X, X
Pt X, X !

a——> & Do, e, > T,

Fig. 13

Demonstracio: (<==)

1. T,—v contém o subtorneio transitivo Try—po1 (X5, ooy Xpo1, < @1, .0y @ >

) de ordem pV v € Gyrpg, --n; Gp;

2. T, — x contém Tp,Vz € T);
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3. Além disso, V1 < ¢ < r, T, — a; nado possul vértice com placar maior ou

igual a p— 1.

(1), 2 e 3) = P] = n~—r = 2 < d < p-1.

(=)d>0=d2>2=7r22en +.+n <tVli<t<

p — 1{observacio da Def. 5.13). Pelo lema 5.15, o name regular é tinico.
Corolario 6.5 Toda carta de T,, em P tem um unico name regular.
Demonstragao.

1. Para toda carta T, € P existe uma t-representacao de T, tal que

Tn-1 =T, ~ z; para algum z; € 1;
2. O name induzido [my..q, ..., my] de T, satisfaz:

(a) My +..+mp<p—hem+.+m <kVI<hA<i<k<
p — 1, pois, em ambos os casos, foi retirado um vértice de (z;} e
|z + o |z £5,V1I< < p~ 1.

(b) Assim, usando a Prop. 5.11 para " trocar” de t-representacao se for

necessario, ocbtemos um name regular que satisfaz |z +... +{z| <

t,¥1 <t < p— 1, portanto tnico {Lema 5.15).
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ORDENACAO LEXICOGRAFICA DAS CARTAS DE P

Definicao 6.6 A carta T com name regular {m,_...m;] precede a carta

y 7 !
T com name regular [m,_;..m,| se, e somente se, Mp-1 > M, ; € para

qualquer 7,2 < j < p—1, tal que m; = m;,\:/j <i<p—l=m; 2> m_;-ﬁl.

Pelo corolédrio anterior, toda carta de P tem um name regular. Vamos

ver como obter este name regular em cada caso:

» Quando d = p: Neste caso, P tem g cartas; T,, tem um tnico name
regular (Prop. 6.3). Assim, cada vez que excluimos um vértice de uma

letra nao nula, obtemos o name regular de uma carta de 7,.
e Quando 2<d<p~1:

— De g cartas em P obtemos o name regular como no caso acima;

~ Nas cartas restantes, os names regulares podem ser obtidos dos
narmes nao regulares de 7, pela eliminacao de uma unidade de
uma letra ndo mula n; tal que 1 < j < i == n;+...+n; < J (pois
isso implicara ng + ...+ ny < t,¥V1 <t < p—~ 1, de onde se conclui

que o name é Unico, portanto, regular).

e Quando d = (: Neste caso, os names regulares de todas as cartas de
‘P podem ser obtidos de todos os names de T,, pela eliminagdo de uma

unidade numa letra nao nula n; tal que 1 Lj<i=n+...+n; <j.

Lema 6.7 Um torneio T, n > 4, é reconstrutivel a partir de suas cartas

sempre que g > 2.

Demonstracao: O inteiro d = n — [P} pode ser obtido a partir das cartas

de T,,. Existem trés casos a serem considerados:
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Primeiro caso. d = p. Seja {n,..1...1n1] o Gnico name regular de T,,. Observe
que sd obtemos cartas ndo isomorfas em P quando eliminamos vértices

de componentes diferentes X; e X; ( isto é, i £ j).

1. Se P contém cartas nao isomorfas, entao n; = maz{n;{Tn..1)/Tn_1 €
P}, 1< i< p-—1. De onde se obtém in,_;...n;| reconstruindo-se

T, a partir de suas cartas.

2. Se duas quaisquer cartas de P sdo sempre isomorfas, podemos
reconstruir T, adicionando-se uma unidade & tnica letra nao nula
de um narne qualquer de uma carta de P(pois [fp-1...7:] também
tem uma tinica letra ndo nula). Foram eliminados vértices de uma

mesma componente.

Segundo caso. 2 < d < p— 1. Seja [np-1...n1]| 0 name regular de T, que

devemos determinar. J& sabemos que np_; + ... +ng =p —d.

Se g > p—d + 2. Pelo menos duas cartas de T, tém names regulares
cujas p — d primeiras letras sao iguais a ny_i,..., Ng, TESpectiva-

mente(sao as cartas com name regular induzido de T,).

Xp-l Xd Xl

e ... ®

L . > ) 7
ha Y

my; +..+mg=p-d  Pelo menos 2 vértices

Fig. 14

Denotaremos por Py a classe destas cartas. Portanto, n; = maxmy; 1.1

¢ o name regular de uma carta de P[.
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Se g=p~d+ 1. Apenas uma carta tem name rtegular [my.1...my]
com Myp_1 + ... + mg = p —d. Neste caso, utilizamos a ordem
lexicografica para escolher a 1iltima carta {nesta ordenagao} cujo
name regular tem letras iniciais my,_q,...,mg.1,mg — 1. Final-

mente, T,, é reconstruido substituindo-se my — 1 por myq.

Se g = p— d. Considere o subconjunto P’ C P das cartas cujo name
regular [m,_;i..m1] satisfaz my.1 + ... + My = p~d — 1. Seja
[mé,ul...mfl] o primeiro name regular na ordem lexicografica de
P’. Assim, o name regular de T, é determinado por n; = m, + 8,4,
pois: m; = ... = my,_, = 0 e podemos excluir os casos n; = 1 ou
; > m;,d +1<i < p—1,{caso contrério,[m;,_i...m;] nao seria
o primeiro), assim como n; = 1, para algum 2 < j < d — I{caso

contrario, implicaria d # r em T,,).

Terceiro caso. d = (. Neste caso, P contém todas as cartas de 7,. Vamos

considerar o name regular de cada uma:

Se g==p— 1. Temos T,, = HRpp-1(pois cada X, tem exatamente um
vértice). Portanto, T, é reconstrutivel.

Se g < p— 1. SejaT a carta cujo name regular [m;,_l.

na ordem lexicografica em P. Seja ¢t o menor inteiro tal que

r # . -
..m, | € o primeiro

m, # 0. Concluimos que t > 2 e existe 1 < a < f tal que
n; = m, + 6in,1 < i < p—1, séo letras de um name regular de
T,.. Obs.: a # 1, caso contrario, a aplicagdo da prop. 5.11 no
name tegular de T, fornecido por a permitiria obter uma carta
que precede T'. Considere m o mimero de letras nio nulas de um
name qualquer de T, ( sdo todos iguais, e m pode ser determi-

nado pelas cartas de T,,: Cf. [1]). Se o name regular de T tem
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m letras ndo nulas, entdo T}, pode ser reconstruido tomando-se
o = t(tinica posigio possivel, por causa da ordem, pois m, # 0).
Assumiremos, para excluir o caso direto, que o name regular de
T' term m — 1 letras ndo nulas. Lembramos que é possivei contar
o numero de componentes maximais de qualquer ordem de T, a
partir de suas cartas (Cf. [1]). Afirmamos que podemos obter
um inteiro 1 < ¢y < ¢/2 tal que T, pode ser reconstruido a partir
de T° fazendose @ = ¢; ou @ = t — #,. Excluindo o caso trivial
iy = 1, quando a =t — 1, podemos assumir £ > 4. Seja s > t um
inteiro tal quem, > lem, < 1,V1 <i<s Seja0<j<s—~t
o ntmero de letras ndo nulas m;,1 < i < s. Consideremos a
classe @ das cartas de T, cujo name regular tem letras iniciais
m;_l, ...,m;H,m; — 1 e as outras letras ndo excedem 1. Assim,
j+1 letras iguais a 1 seguem m,—1 e a tiltima letra é nula po name
regular de toda carta em Q. Sejam T = [m;_lm;’] a primeira
carta em Q e h o \Ultimo inteiro tal que mg = 1. Novamente,
afirmamos que 7}, pode ser reconstruido a partir de T" pondo-se
a=soua=h O casoa = s ocorre somente se pelo menos m,
cartas de Q tém o mesmo name que 7. O caso a = h ocorre
se no maximo 2 cartas de Q tém o mesmo name que T, Assim,
se m, > 3, podemos determinar « e, portanto, reconstruir 7.
Consideremos, entao, ms = 2: Agora, os torneios reconstruidos a
partir de 7" pondo-se & = s ou @ = h tém a mesma lista placar
somente se j = s — h — 1.Logo, se m; = 0 para algum h < i < 3,
as cartas de P permitem-nos escother o valor a = s ou o = h. Se

m;' =1,Vh<i<s T, é reconstrutivel pondo-se o = h.
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Lema 6.8 O torneio T,,,n > 4, é reconstrutivel se g = 1, excluindo-se os

torneios compostos Cs{1y, T, Trs) e Ca{T1,Trs, T2).

Demonstra¢do: Seja x o tinico vértice de T;. Pela Prop. 6.1, T, tem duas
cartas transitivas se, e somente se, x é do tipo 1 ou do tipo p —~ 1. Caso

contrario, 7,, tem apenas uma carta transitiva.

Primeiro caso. Os dois torneios que podem ser construidos sao isomorfos.
Em particular, ocorre sempre que p = 3. Diante disso, podemos as-

sumir que T, tem apenas uma carta transitiva e que p > 4.

Segundo caso. Se p = 4, entdo x é do tipo 2 e o caso € trivial. Sejam p > 5
e C a classe da cartas hamiltonianas de 7,. Estas cartas certamente
tém um subtorneio transitivo de ordem p — 1. As cartas tém apenas

um name se, e somente se, r é do tipo 1,3 < i < p— 3.

& az as p

Fig. 15

Neste caso, © cartas ( respec. p—4¢ cartas) em C tém um vértice do tipo
i~ 1 (respec. 7). Assim, podemos determinar 7, a partir das cartas de
C, e reconstruir 7,,. Se alguma carta em C tem pelo menos 2 names,
entao i =2 oui=p-—2 Os torneios cujo z € T, é do tipo 2 ou p— 2

nao sao isomorfos e tém as mesmas cartas se, e somente se, p = 5. Por
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esta razéo, excluimos Cs(Ty, Ta, Trs), se = é do tipo 2 e Cs(Th, Trs, Tb),
se z é do tipo p— 2.

Teorema 6.9 Todo torneio de Moon T,,n > 4,excluindo-se as com-
posicdes Cs(T1, To, Trs) e Ca(Ty, Trs,Ts) é veconstrutivel a partir de suas

cartas.

Demonstragao: Pela Prop. 6.1, p {e portanto g} é determinado pelas

cartas de T,,. Temos, assim, 3 casos possiveis:

Quando g = 0. Neste caso, T,, = T'r,, sendo, portanto, reconstrutivel.
Quando ¢ = 1. Pelo Lema 6.8, T, é reconstrutivel.

Quando g > 2. Pelo Lema 6.7, 7, é reconstrutivel, 6 que demonstra o teo-

rema.
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