Universidade Estadual de Campinas
INSTITUTO DE MATEMATICA, ESTATISTICA E COMPUTACAO CIENTIFICA

Departamento de Matematica

Dissertacao de Mestrado

Matrizes de Conexao

via o Complexo de Morse-Witten

por

Dahisy V. de S. Lima

Mestrado em Matematica - Campinas - SP

Orientadora: Profa. Dra. Ketty Abaroa de Rezende

Este trabalho contou com apoio financeiro do CNPq.



MATRIZES DE CONEXAO VIA O COMPLEXO DE MORSE-WITTEN

Este exemplar corresponde a redagdo

. final da dissertagdo devidamente corri-
gida e defendida por Dahisy Valadao
de Souza Lima ¢ aprovada pela comis-
sdo julgadora.

Campinas, 05 de agosto de 2010

Keld, 4. do lespnde.

Prof. Dr:. |
Orientador

Banca Examinadora:

1 Ketty Abaroa de Rezende
2 Marco Antonio Teixeira
3 Mariana Rodrigues da Silveira

Dissertagdo apresentada ao Instituto

de Matematica, Estatistica e Compu-

tagdo Cientifica, UNICAMP, como
requisito parcial para obteng@o do Ti-
tulo de MESTRE ém Matematica.



FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA
BIBLIOTECA DO IMECC DA UNICAMP
Bibliotecaria: Maria Fabiana Bezerra Miiller — CRB8 / 6162

Lima, Dahisy Valaddo de Souza
L628m Matrizes de conexdo via o complexo de Morse-Witten/Dahisy

Valaddo de Souza Lima-- Campinas, [S.P. : s.n.], 2010.

Orientador : Ketty Abaroa de Rezende
Dissertagdo (mestrado) - Universidade Estadual de Campinas,

Instituto de Matematica, Estatistica e Computagdo Cientifica.

1.Matriz de conexdo. 2.Teoria do indice de Conley. 3.Teoria de
Morse. 4.Teoria de homologia. I. Rezende, Ketty Abaroa de. IL
Universidade Estadual de Campinas. Instituto de Matematica, Estatistica

e Computagdo Cientifica. III. Titulo.

Titulo em inglés: Connection matrices via the Morse-Witten complex

Palavras-chave em inglés (Keywords): 1. Matrix of connection. 2. Conley index theory.
3. Morse theory. 4. Homology theory.

Area de concentragio: Matemética

Titulagdo: Mestre em Matematica

Banca examinadora: Prof*. Dr*. Ketty Abaroa de Rezende (IMECC — UNICAMP)
Prof. Dr. Marco Antonio Teixeira (IMECC — UNICAMP)
Prof*. Dr". Mariana Rodrigues da Silveira (UFABC)

Data da defesa: 05/08/2010

Programa de Pos-Graduagdo: Mestrado em Matematica

i



Dissertaciio de Mestrado defendida em 05 de agosto de 2010 e aprovada

Pela Banca Examinadora composta pelos Profs. Drs.

Wbk A, e Pomondiy.

Prof.(a). Dr(a). KETTY ABAROA DE REZENDE

3

Prof. (a). Dr (a). MARC%TONI})/ TEIXEIRA

S en e

Prof. (a). Dr (a). MARIANA RODRIGUES DA SILVEIRA

il



Agradecimentos

A minha orientadora Profa. Dra. Ketty Abaroa de Rezende pela dedicacao e paciéncia, e
por ter me conduzido durante o mestrado com a calma necessaria para me ajudar a transpor

os momentos dificeis.

A Profa. Dra. Mariana Rodrigues da Silveira por todo o apoio e ajuda durante o

desenvolvimento deste trabalho.
A minha familia, por todo apoio e carinho, em especial 2 minha mae.
Ao Cnpq pela bolsa de estudo concedida.

Aos funciondrios da Secretaria de Pés Graduagao do IMECC-UNICAMP pela gentileza

e atencao diariamente prestados.

A todas as pessoas que colaboraram de alguma forma para a concretizacao desta dis-

sertacao, estimulando-me intelectual e emocionalmente.



Resumo

Dada uma variedade suave e fechada M, o complexo de Morse-Witten associado a uma
fungao de Morse f : M — R e a uma métrica Riemanniana g em M consiste de grupos de
cadeia gerados pelos pontos criticos de f e um operador bordo que conta linhas de fluxos
isoladas do fluxo gradiente negativo. A homologia do complexo de Morse-Witten é isomorfa
a homologia singular de M.

Dado um conjunto invariante isolado S, uma matriz de conexao para uma decomposi¢ao
de Morse de S é uma matriz de homomorfismos entre os indices homolégicos de Conley dos
conjuntos de Morse. A matriz de conexao é capaz de prover informagoes dinamicas sobre
um fluxo. De fato, esta matriz pode detectar a existéncia de orbitas conectantes entre os
conjuntos de Morse de S.

O complexo de Morse-Witten esta relacionado a teoria de matrizes de conexao. Mais
precisamente, o operador bordo do complexo de Morse-Witten é um caso especial de matriz

de conexao.
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Abstract

Given a smooth closed manifold M, the Morse-Witten complex associated to a Morse
function f : M — R and a Riemannian metric g on M consists of chain groups generated by
the critical points of f and a boundary operator counting isolated flow lines of the negative
gradient flow. The homology of the Morse-Witten complex is isomorphic to the singular
homology of M.

Give a isolated invariant set S, a connection matrix for a Morse decomposition of S
is a matrix of homomorphism between the Conley homology indices of Morse sets. The
connection matrix is capable of providing dynamical information of a flow. In fact, this
matrix can detect the existence of connecting orbits among Morse sets of S.

The Morse-Witten complex is related to connection matrices theory. More precisely, the

boundary operator of the Morse-Witten complex is a special case of connection matrix.
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Introducao

Neste trabalho serda abordada a teoria de Conley. Esta teoria tem uma enorme gama de

aplicacoes para o estudo da dinamica de um sistema.

Um resultado fundamental da teoria de Conley diz que todo fluxo em um espago métrico
localmente compacto pode ser decomposto em uma parte recorrente por cadeia e outra parte
do tipo gradiente. O conjunto recorrente por cadeia é um conjunto compacto invariante que
contém o conjunto nao errante e os pontos que se tornam recorrentes quando pequenos erros
sao introduzidos no fluxo. Na parte restante do espaco o fluxo ¢é do tipo gradiente, ou seja,
existe uma funcao de Lyapunov continua que é estritamente decrescente nas orbitas que
nao estao no conjunto recorrente por cadeia. Se as componentes do conjunto recorrente
por cadeia sao identificadas a pontos, o espaco quociente é do tipo gradiente. Portanto, o
problema de fornecer uma descrigao qualitativa do fluxo se divide em duas partes, a descricao
das componentes do conjunto recorrente por cadeia e a descricao de como tais componentes

se conectam umas as outras.

Na teoria de Conley, é introduzida a nocao de decomposicao de Morse de um conjunto
invariante isolado S. Uma decomposicao de Morse de S é uma colecao finita de conjuntos
invariantes isolados disjuntos, chamados conjuntos de Morse, cuja uniao contém o conjunto

recorrente por cadeia de S.

Uma vez que uma decomposi¢ao de Morse ¢ fixada, os conjuntos de Morse sao descritos
pelo indice de Conley, que fornece uma descricao topoldgica da dinamica local. A teoria
de matrizes de conexao é uma ferramenta importante para o estudo das conexoes entre os
conjuntos de Morse. Esta teoria foi desenvolvida por Franzosa em [7], [8], [9]. As entradas
da matriz de conexao podem registrar a existéncia de érbitas conectantes do fluxo. Dada
uma decomposicao de Morse com m conjuntos de Morse, a matriz de conexao é uma matriz
m X m cujas entradas sao homomorfismos entre os indices homolégicos de Conley associados

aos conjuntos de Morse. Essas aplicagoes sao definidas por sequéncias exatas em homologia.



2 Introducao

O objetivo principal deste trabalho é estudar um caso especial de matrizes de conexao,
a saber, quando o fluxo em questao é um fluxo Morse-Smale sem orbitas periddicas.

Nesse sentido é apresentado um estudo sobre o indice de Conley (homolégico e ho-
motdpico) como também sobre o caso geral de matrizes de conexdo para decomposigoes
de Morse.

De forma totalmente independente a teoria de Conley, também se faz um estudo sobre a
homologia de Morse. Dadas uma variedade Riemanniana (M, g) suave, fechada e de dimensao
finita e uma fungao de Morse f : M — R que satisfaz a condi¢ao de Morse-Smale, constroi-se
um complexo de cadeia (C.(f),d¢), chamado complexo de Morse-Witten, cujo k-ésimo grupo
de cadeia de Morse é o grupo abeliano livre finitamente gerado pelos pontos criticos de f de
indice de Morse k.

Interligando a teoria de matrizes de conexao e a teoria de Morse, mostra-se que a difer-
encial do complexo de Morse-Witten 0¢ pode ser interpretada como uma matriz de conexao
para um fluxo Morse-Smale sem 6rbitas periddicas sobre M.

Este trabalho foi organizado em cinco capitulos, e o desenvolvimento do mesmo seguira

o seguinte roteiro:

e O primeiro capitulo apresenta de forma sucinta os pré-requisitos que servirao de su-
porte para a compreensao dos capitulos seguintes. Na primeira secao deste capitulo,
sao expostos alguns conceitos basicos de sistemas dinamicos. Ja na segunda segao
as preliminares algébricas sao abordadas, os principais conceitos apresentados nesta
secao sao: homologia singular, sequéncias exatas e homologia relativa. E finalizando o

primeiro capitulo, alguns conceitos basicos da teoria de Morse sao definidos.

e O segundo capitulo é dedicado exclusivamente ao complexo de Morse-Witten. FEste
capitulo contém os ingredientes essenciais para o desenvolvimento do principal capitulo

deste trabalho, a saber, o Capitulo 5.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana fechada e suave de dimensao finita. A partir
de uma funcao de Morse f : M — R cujo fluxo gradiente negativo ¢ satisfaz a condigao
de Morse-Smale, sao definidos os conceitos de variedades conectantes, espacos moduli,
numero de interseccao, grupos de cadeia de Morse e, por fim, operador de Morse-
Witten. Destes elementos surge o complexo de Morse-Witten. Deste modo, associa-se

ao fluxo ¢ um complexo de cadeia. E o resultado mais importante deste capitulo é

2



o fato de que a homologia do complexo de Morse-Witten coincide com a homologia

singular de M.

O Capitulo 3 é destinado ao estudo de conjuntos invariantes isolados. Este capitulo
introduz a teoria necessaria sobre conjuntos invariantes isolados, que sera utilizada

para definir matriz de conexao no Capitulo 4.

A primeira secao deste capitulo apresenta o indice homotépico e o indice homoldgico

de conjuntos invariantes isolados, bem como suas principais propriedades.

Ja na segunda secao, sao estudadas duas decomposicoes para conjuntos invariantes
isolados: a decomposicao em par atrator-repulsor e, a sua generalizacao, a decom-
posicao de Morse. Além disso, sao apresentados os conceitos de trio-indice, necessario
para a definicao da matriz de conexao no caso de uma decomposicao em par atrator-
repulsor, e de filtragao-indice, necessario para a generalizacao da matriz de conexao

para decomposicoes de Morse mais gerais.

Um dos objetivos deste trabalho é definir matriz de conexao para uma decomposi¢ao
de Morse de um dado conjunto invariante isolado S. Isto é feito no quarto capitulo,
que inicia com uma breve revisao sobre trancas de complexos de cadeia e trancas de
modulos graduados. Este capitulo foi dividido em duas secoes, a primeira define matriz
de conexao para uma decomposicao em par atrator-repulsor de S, e a segunda secao

generaliza a matriz de conexao para qualquer tipo de decomposi¢ao de Morse de S.

No decorrer deste capitulo encontram-se alguns resultados que mostram a importancia

dinamica da matriz de conexao na busca de érbitas conectantes entre certos conjuntos.

O Capitulo 5 é o mais importante deste trabalho. Neste capitulo o complexo de
Morse-Witten e a teoria de matriz de conexao sao interligados. Mais precisamente,
Salamon em [19] mostra que a diferencial do complexo de Morse-Witten é uma matriz
de conexao. Através deste resultado, obtém-se uma forma mais pratica para obter uma
matriz de conexao para um fluxo Morse-Smale sobre uma variedade Riemanniana M

fechada e suave de dimensao finita.



Capitulo 1

Preliminares

Este primeiro capitulo tem como finalidade apresentar alguns pré-requisitos de sistemas
dinamicos, algebra e topologia algébrica que serao utilizados ao longo deste trabalho.

A primeira secao deste capitulo apresenta alguns conceitos bésicos de sistemas dinamicos.
A secao 1.2 é dedicada a homologia singular, que é um pré-requisito essencial para a teoria
de matriz de conexao que serd desenvolvida neste trabalho. J4 na secao 1.3 encontram-se

alguns conceitos elementares da teoria de Morse.

1.1 Preliminares Dinamicas

Nesta secao, encontram-se algumas propriedades bésicas de fluxos. As principais re-
feréncias para esta secao sao: [2], [4], [15] e [18].

Ao longo desta secao, X denotara um espaco topoldgico qualquer.

Definicao 1.1. Um fluxo continuo ¢ sobre X €é uma agao continua de R sobre X, ou

seja, € uma aplicacdo continua ¢ : R x X — X que satifaz:
1. ¢(0,x) =z, para todo x € X;
2. o(s+t,x) = p(s,¢(t,x)) para quaisquer s,t € R ez € X.

Veja que, ao fixar um ponto xg € X e variar t € R, obtém-se um caminho em X que
passa por x( no instante ¢ = 0. Este caminho é a 6rbita, em relacao ao fluxo ¢, que passa

pelo ponto xg.



6 Secao 1.1 e Preliminares Dindmicas

Definigao 1.2. Dado x € X, a orbita através de x com respeito ao fluro ¢ é o conjunto
O,(z) :=={p(t,z) : t e R}, ou seja, Oy(x) = p(R, ).

Por simplicidade a notagao para a érbita de um ponto z, adotada aqui, serd O(z).

Existem 3 tipos de orbitas: drbita singular, érbita fechada e érbita regular. Uma drbita
stngular é¢ uma orbita formada por um tnico ponto p. Neste caso, o ponto p é dito uma
singularidade do fluxo ¢. Uma d&rbita é fechada (ou periddica) se existe T' # 0, tal que
o(T,p) = p e @(t,p) # p sempre que t € (0,7). Neste caso, a dérbita de p é difeomorfa ao
circulo S* e T' é chamado de perfiodo da 6rbita. Uma 6érbita que nao é singular e também
nao é fechada é chamada de orbita regular. As orbitas regulares sao imagens de imersoes

biunivocas de R em X.

Exemplo 1.1. Seja ¢ um fluxo em na esfera 2-dimensional S? como na Figura 1.1. Os polos
norte e sul sao singularidades do fluxo e o equador é uma érbita fechada . As outras érbitas

sao regulares, “nascem” em um dos polos e “morrem” no equador. A

ps

Figura 1.1: Fluxo em S? que contém uma 6rbita periédica v e duas singularidades py e pg.

Definicao 1.3. Um conjunto S C X € um conjunto invariante em relacao ao fluro ¢

se, para todo p € S, p(t,p) € S para todo t € R, ou seja, se p(R,S) = S.

E facil verificar que qualquer érbita é um conjunto invariante, pois se y € O(x) entao
O(y) = O(z). Além disso, um conjunto ¢é invariante sob ¢ se, e somente se, é unido de
orbitas de ¢.

Se S é invariante sob ¢ entao o fecho de S e o complementar de S também o sao. O

mesmo vale para uniao e interseccao sob qualquer colecao de conjuntos invariantes.

Definigcao 1.4. Seja N C X um subconjunto de X. O conjunto invariante maximal
de N ¢ definido por:

Inv(N)={x € X | o(t,z) € N, para todo t € R}.
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Se N é um conjunto fechado entao Inv(N) também o é, j4 que o fecho de qualquer
conjunto invariante € invariante. No Capitulo 3, sera definido novamente conjunto invariante
maximal e tal definicao sera explorada com maiores detalhes.

Os conjuntos limites, que serao introduzidos neste momento, sao uma generalizacao do
conceito de limite e ajudam no estudo do comportamento assintético de um sistema dinamico.
O interesse é saber “para onde vai” um subconjunto ou ponto do espago de fases quando o

tempo tende para co ou —oo.

Definicao 1.5. Dado Y C X, o conjunto w-limite de Y, denotado por w(Y'), é definido
por
w(Y) = Inv(cl{p([0,00),Y)}) = [ el(([t, 00), Y)).!

t>0

Analogamente, o conjunto w*-limite (ou a-limite) de' Y € definido por:

W' (Y) = Inv(cl{p((—00,0],Y)}) = () el(p((—o00, 1], V).
t>0

O conjunto w-limite de uma uniao finita é a uniao dos conjuntos w-limite correspondentes.
Em particular, se z € Y, w(z) C w(Y). No entanto, em geral w(Y') é maior do que a unido
dos w(y) paray € Y.

Em particular, dado ¢ € X, w(q) é o maior conjunto invariante em ¢(g, [0, 00]), recipro-
camente, w*(¢q) é o maior conjunto invariante em (g, [—o00, 0]).

Note que o w*-limite de p sob o fluxo ¢ é o w-limite de p sob o fluxo reverso —p. Assim
as propriedades de w* sdo repassadas para w e virce-versa. Além disso, w(q) = w(q) sempre
que ¢ pertencer a orbita de ¢. Intuitivamente, w*(p) e w(p) sao onde a érbita de p “nasce”

e “morre”, respectivamente.

Exemplo 1.2. Considerando novamente o fluxo ¢ na esfera S? como na Figura 1.1, veja
que w(py) = w*(pn) = pn € W(ps) = w*(ps) = ps. Agora se x é um ponto da esfera que
nao é uma singularidade de ¢ e nao pertence a drbita periddica vy entdo w(z) = 7, ou seja,
a Orbita de x “morre” no equador. Ja em relacao ao conjunto w*-limite de z, h4 dois casos
a serem levados em consideracdo: se x estd no hemisfério norte entdo w*(x) = py; se = estd

no hemisfério sul entao w*(z) = pg. A

Proposicao 1.1. Sejam X wum espaco topolégico compacto e ¢ um fluzo sobre X. Seja
Y C X, entao:

1O fecho de um espago topolégico A é denotado por cl(A).



8 Secao 1.2 e Preliminares Algébricas

1. w(Y) #0;

2. w(Y) € fechado;

3. w(Y') € invariante pelo fluxo ¢ em X;
4. w(Y) € compacto em X ;

5. w(Y) € conexo se'Y for conexo.

A demonstragao desta proposi¢ao é simples e pode ser encontrada em [18].
Vale a pena notar que as propriedades da Proposi¢ao (1.1) também sao vélidas para o

conjunto w*-limite.

Exemplo 1.3. Considere o fluxo em R? como na Figura 1.2. Veja que p é uma singularidade
do fluxo e o conjunto w-limite do ponto ¢ # p é formando pela unido das érbitas O(a) e

O(b). Note que w(q) é desconexo. A

Figura 1.2: O conjunto w-limite de ¢ nao ¢ conexo.

1.2 Preliminares Algébricas

Dois dos principais assuntos deste trabalho sao o indice de Conley e a matriz de conexao.
Estas duas ferramentas serao definidas de forma puramente algébrica em capitulos posterio-
res. Esta secao apresenta alguns pré-requisitos da algebra e da topologia algébrica necessarios
para a definicao das ferramentas supracitadas.

As principais referéncias para esta segao sao: [17] e [22].
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1.2.1 Homologia Singular

O propésito desta segao é fazer uma breve revisao sobre a teoria de homologia singular
para espacos topoldgicos arbitrarios. Serao definidos os elementos essenciais para a obtencao
da homologia de um espacgo topoldgico, assim como para a homologia de um complexo de
cadeia. Em seguida sera visto que a homologia de um espaco topoldgico é um caso particular
de homologia de um complexo de cadeia.

O elemento basico da teoria de homologia é o simplexo, conceito que serd definido agora.

Definicao 1.6. Um p-simplexo em R" € o fecho convezo de p + 1 pontos {xg, 1, , 2}
de R™, de modo que x1 —xo, -+ , T, — To formam um conjunto linearmente independente. Os
pontos {xo, 1, -+ ,x,} sdo chamados de vértices do p-simplexo.
. - A A
0-simplexo 1-simplexo 2-simplexo 3-simplexo

Figura 1.3: Exemplos de simplexos em R3.

O n-simplexo em R"*! cujos vértices sdo os pontos
zro=(1,0,0,---,0,0), z;=(0,1,0,---,0,0), -+, x,=1(0,0,0,---,0,1)

¢ chamado de n-sitmplexo padrao em R" e denotado por o,. O n-simplexo padrao pode

ser visto analiticamente por:

O'n:{(to’«~.7tn)ERn+1 tzZO Vze Ztl:l}

1=0

A partir do n-simplexo padrao em R" estende-se o conceito de simplexo para espacos

topoldégicos mais gerais. Ao longo desta secao, considere X um espaco topoldgico arbitrario.

Definicao 1.7. Um n-simplexo no espaco topologico X é uma funcao continua da forma
pro, — X,

onde o, € o n-simplexo padrao em R™.
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o

Figura 1.4: Representacao de um 2-simplexo em X.
Como o ¢ um conjunto formado por um ponto e o1 é um intervalo fechado, um 0-simplexo
em X pode ser identificado com um ponto de X e um 1-simplexo com um caminho em X.

Definicao 1.8. Seja X um espago topoldgico. Para cadan > 0, defina C,,(X) como o grupo

s

abeliano livre cuja base consiste de todos os n-simplexos de X. Cada elemento de C,(X) €

chamado de n-cadeia de X e tem a forma
> mop:
p

onde n, € Z sao quase todos nulos e cada p € um n-simplexo singular de X.

Com a finalidade de definir aplicagao bordo, é necessario formalizar o conceito de faces

de um simplexo.

Definicao 1.9. Seja p um n-simplexo em X, comn >0 e sejai € {0,--- ,n}. A i-ésima

face de p é o (n — 1)-simplexo de X dado por

&p:on,l — X

(to, -+ ytno1) — p(to, -+ tic1, 0, b1, -+ too1).

T
o ‘,—‘\1/_\
%]
.-
Zo
_/' X
xq r1

Figura 1.5: Primeira face de p.

Na pratica, 0;p despreza a contribuigao na direcao de x; para depois aplicar p, ou seja,

para calcular a i-ésima face de 0;p basta mergulhar ¢,,_; em o, de forma oposta ao vértice
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x; e entao ir para X via p. Por exemplo, considere o 2-simplexo p da Figura 1.4, a primeira
face de p é dada pela composicao mostrada na Figura 1.5.

Para cadai € {0,--- ,n}, o i-ésimo operador d; dado pela Definigdo 1.9 é uma funcao que
tem como dominio o conjunto dos n-simplexos de X e como contra-dominio o conjunto dos
(n—1)-simplexos de X. Como C,,(X) é o conjunto das n-cadeias de X, ou seja, ¢ o conjunto
gerado pelos n-simplexos de X, o operador 0; pode ser estendido para o homomorfismo
0; : Cp(X) — C,_1(X) da seguinte forma:

0; <Z npp> = anaip.
P P

Agora, segue a definicao de operador bordo:

Definicao 1.10. Defina a aplicagao bordo como sendo o homomorfismo
0:Ch(X) = Chq(X)

dado por

n

=0

A aplicagao bordo também é chamada de operador bordo. E comum denotar por 0, a
aplica¢ao bordo 0 que tem C,(X) como dominio.
O proximo teorema ¢é fundamental para o desenvolvimento da teoria de homologia sin-

gular.

Teorema 1.1. A composicao O o J

Co(X) -2 Oy (X) -2 C_o(X)

¢ a aplicagao nula.

A demonstracao deste teorema é simples e encontra-se em [22].

Do ponto de vista geométrico, o Teorema 1.1 afirma que o bordo de qualquer n-cadeia é
uma (n — 1)-cadeia sem bordo. Esta é a propriedade bésica que leva a defini¢ao de grupo de
homologia. Antes de definir grupo de homologia é necessario destacar dois tipos de cadeias:

os ciclos e os bordos.
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Defini¢ao 1.11. Uma n-cadeia ¢ € C,,(X) € um n-ciclo se 0,c =0, ou seja, se ¢ € ker 0,
onde 0y, : Cp,(X) — C—1(X). O conjunto de todos os n-ciclos de X € denotado por Z,(X).

E convencao considerar toda 0-cadeia como um 0O-ciclo.

Definicao 1.12. Uma n-cadeia ¢ € C,(X) é um n-bordo se existe d € Cyy1(X) tal que
Ons1d = ¢, ou seja, se ¢ € im Op11, onde Oy : Cpi1(X) — Cr(X). O conjunto de todos os
n-bordos de X € denotado por B,(X).

Sendo 0 um homomorfismo, ker 9,, = Z,(X) e im 0,41 = B,(X) s@o subgrupos abelianos
de C,(X). Além disso, o Teorema 1.1 implica que B,(X) C Z,(X). Deste modo estd
bem definido o grupo quociente H,(X) = Z,(X)/B,(X), este grupo é o n-ésimo grupo de
homologia de X.

Definicao 1.13. Para cada n > 0, o n-éstmo grupo de homologia singular do espaco

topologico X € o grupo abeliano

Zn(X)  ker 0,

Se ¢ € Z,(X) entao o conjunto ¢ + B,(X) é a classe de homologia de c¢. Note que
c+ B,(X), d+ B,(X) € H,(X) sao iguais quando ¢ — d € B,(X), ou seja, quando a
diferenca entre os n-ciclos ¢ e d forma o bordo de uma (n + 1)-cadeia de X. Neste caso, c e
d sao ditos ciclos homalogos.

Em particular, todos os n-bordos de X sao condensados no elemento nulo de H,(X).
Portanto, a existéncia de elementos nao nulos nas homologias de X detectam a existéncia
de ciclos de X que nao sao bordos em X.

Agora, o objetivo é generalizar a Defini¢ao 1.13. Para isto, serao introduzidos os conceitos

de grupo abeliano graduado e complexo de cadeia.

Definicao 1.14. Um grupo abeliano graduado G ¢é uma cole¢io de grupos abelianos
{G;} indezxada pelos inteiros ou pelos naturais e com operagao componente a componente.

Se G e G' sao grupos abelianos graduados entao um homomorfismo de grau r € 7
f:G—@G
€ uma colecao de homomorfismos f;, onde

fi : Gl — G;—&—r‘
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Um subgrupo H C G de um grupo graduado € um grupo graduado {H,;}, onde cada H;
€ um subgrupo de G;.

Se H é um subgrupo graduado de G entdao o grupo quociente G/H ¢é o grupo graduado
{Gi/H;}.

Dado um espago topolégico X, a colegao de grupos abelianos Cy(X) = {C},(X)}.en é um

exemplo de grupo graduado.

Definicao 1.15. Um complexo de cadeia é uma sequéncia de grupos abelianos e homo-
morfismos

8n 1 an anfl
IR, B O

tal que a composi¢ao Ony1 0 0, = 0, para todo n. Fquivalentemente, um complexo de cadeia
¢ um grupo graduado C' = {C,} juntamente com um homomorfismo 0 : C — C' de grau —1
tal que 0o 0 = 0.

A notagao usual para um complexo de cadeia é (C,0), e o homomorfismo 0 é chamado
de diferencial do complexo de cadeia, ou até mesmo de aplicagao bordo.

Considerando o grupo graduado C.(X) = {C,(X)}nez, onde C,(X) = 0 para todo
n < 0, juntamente com o homomorfismo d = {9,}, onde cada 9, : Cp,(X) — C,,_1(X) é o
homomorfismo da Definigao 1.10. Entao (C,(X),0) é um complexo de cadeia.

Seja (C,0) = {(Cn,0n) tnez um complexo de cadeia e, para cada n, denote por Z,(C)
e B,(C) o ker 0, e im 0,41, respectivamente. Fixe as notagoes Z,(C') e B,(C) para repre-

sentarem respectivamente os grupos graduados {Z,,(C)}nez € {Bn(C)}nez.

Definicao 1.16. O n-ésimo grupo de homologia singular do complexo de cadeia
(C,0) € o grupo
Z,(C)

(€)= 5 ey

O grupo graduado H.(C) = {H,(C)},ez € a homologia do complexo de cadeia (C,0).

Observe que o n-ésimo grupo de homologia do espaco topoldgico X, definida anterior-

mente por
Zn(X)  ker 0,

Bn(X> n im an+1,

Hn(X) =

¢ exatamente o n-ésimo grupo de homologia do complexo de cadeia (Cy(X),0) = {Cn(X), dn},
onde 0 = {9, } é o operador bordo apresentado na Definigao 1.10. Por esta razao, a Defini¢ao

1.16 generaliza a Definicao 1.13.
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O grupo graduado H,(X) = {H,(C.(X)) }nez formado pelos n-ésimos grupos de homolo-
gias do complexo de cadeia (C.(X),0) é normalmente chamado de homologia do espago
topoldgico X.

Esta subsecao finaliza com um breve estudo das aplicacoes de cadeia.

Definicao 1.17. Dados dois complexos de cadeia (C,0) e (C',d'), uma aplicacao de cadeia

¢ ={d,}:C — C" é um homomorfismo de grau zero* que faz o sequinte diagrama comutar:

<I)7L /
C,——C]

o
<I>7L—1

l
Cna—=Chy

para todo n, ou seja,
dod, =, 00,

E facil verificar que se ¢ é uma aplicacao de cadeia entao
O(Z,(C)) C Z,(C") e P(B.(C)) C B.(C). (1.1)

As inclusoes em (1.1), garante que ¢ induz um homomorfismo de grau 0 entre os grupos

de homologia dos complexos (C,9) e (C’,d") dado por:

o, : H,(C) — H,(C)
a+ B.(C) — ®(a)+ B.(C")

Assim, toda aplicacao de cadeia induz uma aplicacao entre as homologias dos complexos de
cadeia.

Dados dois espagos topologicos X e Y e uma funcao continua f : X — Y, o objetivo agora
¢ definir uma aplicacao de cadeia entre C,(X) e Ci(Y). Seja p : 0,, — X um n-simplexo em
X, entao

fip:=fop:ion—Y

¢ um n-simplexo em Y. Logo, f; pode ser visto como uma aplicacao que leva n-simplexos

de X para n-simplexos de Y.

2 A hipétese de que ® tenha grau 0 é desnecessaria. Aqui se exige que a aplicacio de cadeia tenha grau 0
apenas por conveniéncia, ja que todas as aplicagoes cadeias consideradas neste trabalho tém este grau.
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Sendo C,,(X) o grupo abeliano livre gerado pelos n-simplexos de X, f; pode ser estendida

de maneira tnica para o homomorfismo
fi: Ch(X) — Cu(Y).

Veja que variando n nos inteiros, obtém-se uma colecao de homomorfismo que, por sim-
plicidade, também sera denotada por f;. Pode-se mostrar que o diagrama abaixo comuta

para todo n € Z,

Co(X) —m (V)

q
Ty

Cna(X) —=Cra(Y)

Ou seja, fi: C(X) = C.(Y) é uma aplicacdo de cadeia.
Sendo uma aplicagao de cadeia, f; induz um homomorfismo entre as homologias dos

espacos X e Y, dado por

for Ho(X) — HJ(Y)
a+ B.(X) > fia) + B.(Y)

Desta maneira, uma aplicagao continua entre espacos topoldgicos f : X — Y induz
uma aplicacdo f; entre os complexos de cadeia C,(X) e C.(Y) que, por sua vez, induz um
homomorfismo entre as homologias H.(X) e H.(Y). (Estas notagoes serdo importantes em
capitulos posteriores.)

O proéximo resultado sera bastante utilizado ao longo do trabalho:

Teorema 1.2. Sejam X e Y espacos topologicos homotopicamente equivalentes e sejam
f: X =Y eg:Y — X aplicagies continuas tais que fog ~ 1y e go f ~ 1x, entao
fo: H(X) — H.(Y) é um isomorfismo.?

1.2.2 Sequéncias Exatas

Esta subsecao preocupa-se em apresentar defini¢oes e resultados referentes as sequéncias

exatas que serao essenciais para o bom entendimento dos capitulos posteriores.

30 inicio da secdo 3.1 contém um resumo da teoria de homotopia.
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Definicao 1.18. Uma tripla C L D% E de grupos abelianos e homomorfismos € exata se

imf = kerg. Uma sequéncia de grupos abelianos e homomorfismos

i e, e, Lo g, I

¢ chamada de sequéncia longa exata se cada tripla é exata, ou seja, seim f, = ker f, 1,
para todo n € 7.

Uma sequéncia exata do tipo
0—C-L D% E 0

¢é chamada se sequéncia exata curta.

Como resultados imediatos das definigoes acima segue a proposicao:

Proposicao 1.2. 1. Uma sequéncia do tipo 0 — C D2 B0 ¢eata se, €

somente se, f € um monomorfismo e g € epimorfismo.

2. Uma sequéncia do tipo 0 — C Iy D 50 ¢ erata se, e somente se, f € um

isomorfismo.
3. Uma sequéncia do tipo 0 — C' —> 0 € exata se, e somente se, C' =0

A demonstracao desta proposicao segue imediatamente da definicao de exatidao de uma
sequeéncia.
A nogao de sequéncia exata de grupos abelianos e homomorfismos pode ser generalizada

para complexos de cadeia. Como é apresentado a seguir:
Definigao 1.19. Para cada i € Z, seja C* = {C}}rez um grupo abeliano graduado e seja
[P =A{fitrez : C" — C™ wma aplicagio de grau zero. A sequéncia

1 2 3 n

¢ uma sequéncia longa exata de grupos graduados se, para cada k € Z, a sequéncia
de grupos

e — O —C =0, — - — 0 — -

€ exata.
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Sejam (C,0) = {(Cy,0n)}, (D,0") = {(Dy,0,)} e (E,0") = {(E,,0!)} complexos de
cadeiae f: C — D eg: D — E aplicagoes de cadeia de grau zero. Uma sequéncia exata de

complexos de cadeia da forma
0—C-sD % E 0,

que também é chamada de sequéncia exata curta de complexos de cadeia, pode ser

representada por um diagrama

8 8/ 8//
f
0 C, D, —'—~E, 0
8 8/ 6//

onde as linhas sao sequéncias exatas curtas de grupos abelianos e cada quadrado é comuta-
tivo, ja4 que f e g sao aplicagoes de cadeia.

Sendo f e g aplicagoes de cadeia, cada uma induz um homomorfismo em homologia
fe : H(C) = H(D) e g. : HJ(D) — H,(F). O préximo resultado garante que existe um
homomorfismo 0, : H.(F) — H.(C) de grau —1, além de garantir que sempre é possivel
associar a uma sequéncia exata curta de complexos de cadeia uma sequéncia longa exata em

homologia.

Teorema 1.3. Se
0—Cc-5LD%E—0 (1.2)

€ uma sequéncia exata curta de complexos de cadeia, entdo existe um homomorfismo de

conexao 0, : H.(F) — H.(C) de grau —1, tal que a sequéncia longa

- — H,(C) L5 Hy(D) 25 HL(BE) 2 H,y(C) L5 Hy (D) — -+ (1.3)

€ exata.

Muitas vezes refere-se a sequéncia (1.3) como a sequéncia exata em homologia induzida

por (1.2).
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O préximo teorema sera utilizado no Capitulo 4, sua demonstracao encontra-se em [17].

Teorema 1.4 (Five Lemma). Considere o diagrama comutativo com linhas exatas

A A, As Ay As

AN

B, By By By Bs

onde A; e B; sdo grupos abelianos, e f; sao homomorfismos, para todo i € {1,---,5}. Se

f1, fa, fa, f5 sdo isomorfismos entao f3 também € isomorfismo.

1.2.3 Homologia Relativa

Para finalizar esta secao de preliminares algébricas, serd apresentando de forma breve o
conceito de homologia relativa.

Dado um espago topolégico X e um subespago A C X, denote por C,(X,A) o grupo
quociente C,(X)/C,(A). Veja que as cadeias em A sdo triviais em C,(X,A). Como a
aplicacao bordo 0 : Cp,(X) — Cp—1(X) leva C,,(A) em C),_1(A), esta induz uma aplicacdo
bordo no quociente 9" : Cy, (X, A) — C,—1(X, A) dada por:

¢+ Cn(A) 25 9,(c) + oy (A).

Assim, (Cy(X, A),d") é um complexo de cadeia.

Definicao 1.20. Seja A é um subespaco de X, o n-ésimo grupo de homologia relativa
H, (X, A) é definido como sendo o grupo de homologia H,(C.(X)/C.(A)).

Abaixo sao listados alguns resultados de homologia relativa que serao usados ao longo
deste trabalho. As demonstragoes de tais resultados podem ser encontradas na referéncia
[17].

Se A é um subespaco de X entao tem-se a sequéncia exata curta de complexos de cadeia
0 — CL(A) 55 (X)) 25 O.(X)/C.(A) — 0

onde i : A — X ¢é a inclusao canodnica.
Os proximos dois teoremas, cujas demonstracoes sao omitidas, sao importantes para a

teoria desenvolvida no Capitulo 4.
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Teorema 1.5 (Sequéncia Exata do par (X, A)). Se A é um subespago de X, entao existe

uma sequéncia exata
s Hy(A) — Hy(X) — Ho(X, A) -% Hy 1 (A) — - -

Teorema 1.6 (Sequéncia Exata da tripla (X, A, A")). Se A C A C X sao subespagos,

entdo existe uma sequéncia longa exata
c Hy(A A — Hy (X, A) — Hy(X, A) -2 Hy (A A)) — - -

As demonstracoes dos teoremas 1.5 e 1.6 podem ser encontradas na referéncia [17].

Observagao 1.1. Eziste uma generaliza¢do da teoria de homologia que foi desenvolvida até
aqui que se comporta de maneira muito similar e, por vezes, oferece vantagens técnicas. Fsta

generalizagao, chamada de homologia com coeficientes, consiste no uso de cadeias da

Z ;045

onde cada p; € um n-simplexo singular em X, como anteriormente, mas ao invés dos coefi-

forma

cientes serem tomados em 7. estes sao tomados em um grupo abeliano G fizado previamen-
te. Tais n-cadeias formam um grupo abeliano C,(X;G) e ainda existe uma versdao relativa
Cu(X, A;G) = Co(X;G)/Co(A; G).

A formula para o operador bordo O € a mesma que a definida anteriormente, ou seja,
i §=0 i

Como anteriormente, um cdlculo simples mostra que 9> = 0, portanto os grupos C,,(X; G)
e Co(X, A; G) formam complezos de cadeia. O grupo de homologia resultante H,(X;G) e

H, (X, A; G) sao chamados de grupos de homologia com coeficientes em G.

1.3 Funcao de Morse

No Capitulo 2 trabalha-se com fluxos gradientes oriundos de uma funcao de Morse

definida sobre uma variedade. Como base para o estudo feito no capitulo citado, esta secao
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aborda de maneira sucinta elementos basicos da teoria de Morse.

Sejam M uma variedade diferenciavel de dimensao n e f : M — R uma aplicacao
diferenciavel. Um ponto p € M é chamado de ponto critico de f se a aplicacao induzida
dfy : TyM — Ty, R nos espacos tangentes for a aplicacao nula. Escolhido um sistema de

coordenadas locais ¢ = (z!,...,2") : U — R" em torno de p, isto significa que

0

dt

(Fod ) 6M) = . = 2—(Fod ) 6(n)) = 0.

- ox"

O numero f(p) é chamado de valor critico de f.

Denote o conjunto de pontos criticos de f por:
Crit(f)={pe M : df,=0}.

Para cada p € Crit(f), escolha coordenadas locais ¢ = (z!,....,2") : U C M — R" e

defina a foma bilinear simétrica em 7),M, chamada a Hessiana de f no ponto p, por

n o 82 o1
HI(&,m) ==Y Sy, Sij=Si(fip;0) = (%cﬂp))

4,j=1

Um ponto critico p é chamado ponto nao-degenerado se, e somente se, a matriz

= (PU25 )

Hessiana de f no ponto p

outoul
é nao-singular, ou seja, inversivel.

O ntmero de autovalores negativos de Hg é definido como sendo o indice de Morse
de p e denotado por inds(p). Defina E*(p) sendo a soma dos autoespagos associados aos
autovalores negativos de Hzf e E%(p) a soma dos autoespacos associados aos autovalores
positivos de H.

Pode ser verificado que, para um ponto p € Crit(f), a nogao de Hessiana, indice de

Morse e ponto nao-degenerado nao depende da escolha do sistema de coordenadas.

Lema 1.1 (Lema de Morse). Seja p um ponto critico nao-degenerado de f. Entdo existe

um sistema de coordenadas locais ¢ = (Y1, ..., Yn) em uma vizinhanga U de p tal que

1. ¢(p) = (m1(p), - syn(p)) = 0;

2. (foo ™)y, un) = f(0) = (1)* — . = (Wn)* + (as1)> + ... 4+ (yn)? vale para todo U,
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e A € o indice de Morse de f no ponto p.
A demonstragao deste lema encontra-se na referéncia [11].
Corolario 1.1. Os pontos criticos nao-degenerados de uma funcgao f : M — R sao isolados.

Demonstracao: Seja p € M um ponto critico nao-degenerado de f : M — R e seja
¢ : U — R™ um sistema de coordenadas em torno de p tal que ¢(p) = 0. Considere a
aplicacao C*™ g : ¢(U) C R™ — R™ dada por

o) = (5 (F o)) - (fo0™)0)).

Tem-se que g(0) = 0 e a matriz Hessiana HJ é nao singular. Pelo Teorema da Funcio
Inversa, g ¢ um difeomorfismo de uma vizinhanga Uy de 0 para outra vizinhanga U/ de 0.
Em particular, g é injetiva em Uy, ou seja, para todo x € Up\{0}, g(z) # ¢g(0) = 0. Portanto,

x nao é ponto critico de f. O

Definicao 1.21. Uma funcao suave f : M — R é chamada de funcao de Morse se

todos o0s seus pontos criticos sio nao degenerados.*

Exemplo 1.4. Considere a esfera de dimensao n
Sn:{(l'l,"' 7$n+1) cR" - x%"““l’i_’_l _ 1}

e a fungao f: S™ — R dada por f(z1, - ,Tpi1) = Tpe1. A funcdo f é uma fungao de Morse
em S™ que possui apenas dois pontos criticos: o polo norte N = (0,---,0,+1) e o polo sul
S =(0,---,0,—1). (Veja Figura 1.6.) Os pontos criticos N e S sdo ambos nao-degenerados

e seus indices de Morse sao inds(N) = n e inds(S) = 0, respectivamente. A

Exemplo 1.5. A funcao ¢ = f? : S? — [0,1] possui uma quantidade infinita de pontos
criticos. (Veja Figura 1.7.) O polo Norte N, o polo sul S e qualquer ponto do equador

E:{(.Tl,"' >$n+1) es" Tn+1 :0}

sao pontos criticos de f. Logo, f nao é uma funcao de Morse. A

4Aqui é permitido que dois pontos criticos p e ¢ estejam em um mesmo nivel, ou seja, que f(p) = f(q).
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Figura 1.6: Funcao de Morse em S™. Figura 1.7: Funcao com ponto degenerado.

Corolario 1.2. Se M ¢é uma variedade compacta e fechada e f : M — R uma funcao de
Morse, entao #Crit(f) < oc.

Demonstragao: Suponha, por absurdo, que a cardinalidade de Crit(f) nao é finita. Seja
{zk}ren uma sequéncia de pontos criticos distintos de f. Pela compacidade de M, tal
sequéncia possui subsequéncia que converge, digamos, ao ponto x. Pela continuidade da
diferencial de f, segue que = € Crit(f). Sendo f é uma fungao de Morse, x é ponto critico

nao-degenerado, contradizendo o Corolario (1.1). O

O préximo teorema garante que nao se perde muito em restringir o estudo as fungoes de

Morse.

Teorema 1.7. Se M é uma variedade fechada, entao o conjunto das funcoes de Morse é
aberto e denso em C'(M,R).

Para a demonstragao deste teorema veja a referéncia [1].

Outro resultado da teoria de Morse que vale a pena destacar sao as desigualdades de
Morse.

Seja M uma variedade compacta e suave de dimensao n e F um corpo. Entao Hy(M;TF)
é um espago vetorial de dimensao finita sobre F, e o k-éstmo nimero de Betti de M,
denotado por b (F), é definido como sendo a dimensao de Hy(M;F). Agora, se F = Z entao
bp(Z) é definido como sendo o rank da parte livre de Hx(M;Z). A notagao para o k-ésimo
numero de Betti quando F = 7Z é apenas by.

Seja f : M — R uma funcao de Morse, e seja ¢, o nimero de pontos criticos de f de

indice k, para todo k =0,1,--- ,n. Seja F um corpo, pode-se mostrar que:

cr > bi(F), (1.4)
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para todo k € {0,1,--- ,n}. As desigualdades em 1.4 sdo conhecidas como desigualdades
fracas de Morse. Em particular, estas desigualdades implicam que o nimero total de pontos

criticos de f é maior ou igual que a soma dos ntimeros de Betti,

D =D bi(F)
k=0 k=0

Observe ainda que ¢, depende apenas da fun¢do de Morse (e nao de ), e b (F) depende
apenas da topologia de M e de F, mas nao da funcao de Morse. As conhecidas desigualdades

fortes de Morse fornecem mais relagoes entre ¢y e by (IF):

Teorema 1.8. Dada uma funcao de Morse f: M — R, onde M € uma variedade compacta

e suave de dimensao n, tem-se

Z(_l)k—l-m Z /C—l—mbk
k=0 k=0
para todo m € {0,1,--- ,n}. E aigualdade € garantida quando m = n.

O Teorema 1.8 mostra que a caracteristica de Euler, x(M) = >} _, bx(F), independe do
corpo F. Além disso, se F = Z, entao vale resultado andlogo sobre os nimeros de Betti
bi. Este fato pode ser visto como corolario do Teorema dos Coeficientes Universais em

homologia.



Capitulo 2

O Complexo de Morse-Witten

Este capitulo tem como base a teoria de Morse. Uma motivacao para o estudo da teoria
de Morse ¢ o caracter interdisciplinar que esta possui, pois esta teoria contém ideias de longo
alcance que relacionam andélise, geometria diferencial, topologia algébrica e mais recente-
mente fisica-matematica. A esséncia da teoria cldssica de Morse é uma colecao de teoremas
que descrevem de forma simples e elegante a relacao entre a topologia de uma variedade M
e a estrutura dos pontos criticos de uma fungao de Morse em M (veja [11]).

Na abordagem cléssica da teoria de Morse, o aspecto dinamico do campo gradiente de f
nao é completamente explorado. Alguns resultados principais desta teoria sao recuperados
através do estudo da homologia de Morse. Este capitulo tem como tema central o complexo
de Morse-Witten (que da origem a homologia de Morse).

Uma funcao de Morse f : M — R definida em uma variedade Riemanniana suave e
fechada (M, g) d& origem a um complexo (C.(f), 0%), chamado de complexo de Morse-Witten,
cujos grupos de cadeias sao gerados pelos pontos criticos de f e cujo operador bordo é definido
por uma contagem algébrica do niimero de linhas de fluxo, contadas com sinal, associado ao
campo —V f.

O Teorema da Homologia de Morse (Teorema 2.10) afirma que a homologia do complexo
de Morse-Witten (C.(f), 0¢) é isomorfa a homologia singular da variedade M com coeficientes
inteiros.

As ideias basicas envolvendo o complexo de Morse-Witten foram desenvolvidas durante
a primeira metade do século X X, assim como varias versoes de homologia de Morse para o
caso de dimensao infinita, como por exemplo homologia de Floer, que continua até hoje a

ser de interesse de pesquisadores nas areas de matematica e fisica tedrica.

25
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Durante os anos 50, Smale encontra a condi¢ao para a dinamica do campo gradiente, a
qual é chamada de condicao de Morse-Smale e que fornece os ingredientes necessarios para
o estudo da homologia de Morse. Diz-se que uma funcao f satisfaz a condicao de Morse-
Smale quando as variedades estaveis e instaveis dos pontos criticos de f interceptam-se
transversalmente.

As inspiracoes finais para a criacao da homologia de Morse foram fornecidas pelos traba-
lhos de Witten e de Floer com o propédsito de achar uma prova para a conjectura de Arnold.
A conjectura de Arnold (1966) diz que o nimero minimo de pontos fixos de um difeomorfismo
simplético exato sobre uma variedade simplética M é a soma dos nuimeros de Betti de M,
desde que todos os seus pontos fixos sejam nao degenerados.

No inicio de 1990 surgiram vérias abordagens para tornar rigorosa a ideia do complexo
de Morse-Witten e a homologia de Morse, oriunda deste complexo, emergiu. A abordagem
de Floer e Salamon [19] é via teoria do indice de Conley. A abordagem adotada por Schwarz
¢ considerando a equagao do gradiente negativo, no espirito da teoria de Floer, como uma
seccao em um fibrado de Banach apropriado sobre os conjuntos de caminhos em M. Uma
terceira abordagem ¢é através do ponto de vista de sistemas dinamicos, a saber via interseccao
da variedades estaveis e instaveis. Weber em [23] utiliza essa abordagem que também serd
usada neste capitulo.

Para uma histéria mais detalhada do surgimento da homologia de Morse veja [3].

As principais referéncias para a construgao do complexo de Morse-Witten apresentada
neste capitulo sdo [1] e [23]. Para questoes envolvendo sistemas dinamicos a referéncia bésica
é [15].

2.1 Fluxos Gradientes

Esta secao trata dos fluxos gradientes negativos, os quais possuem varias propriedades
interessantes. Sao definidos os conceitos de variedade estavel e variedade instavel, essenciais
para a construgao do complexo de Morse-Witten.

Ao longo desde capitulo, fixe M uma variedade Riemanniana suave e fechada! de di-
mensao finita n, g uma métrica Riemanniana em M e f : M — R uma funcao suave. A
identidade

g(Vf,.) =df()

LCompacta e sem bordo.
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determina unicamente o campo vetorial gradiente V f sobre M. O fluxo associado ao campo
gradiente negativo —V f é chamado de fluro gradiente negativo.

Se v é uma trajetoria do fluxo gradiente negativo, entao:

%f(v(t)) =df(7(1)) ' (t) = g(Vf(4(1)),7 (1)) = = IV f(v(1))]* <0, VteR.

Isto mostra que f decresce ao longo de orbitas nao singulares. Logo, érbitas fechadas
nao podem existir e qualquer érbita regular O(q) intersecta o conjunto de nivel f~'(f(g)) no
maximo uma vez. Além disso, tal interseccao é ortogonal com respeito a métrica g. Usando

estas propriedades tem-se a seguinte proposicao:

Proposigao 2.1. Seja ¢ o fluxo associado ao campo vetorial —V f. Para todo p € M tem-se
que w*(p) Uw(p) C Crit(f).

Demonstragao: A ideia da demonstracao é supor por absurdo que existe ¢ € w(p) tal que
Vf(q) # 0, para algum ¢ € M. Seja S a intersecgao de f~'(f(q)) com uma vizinhanga
suficientemente pequena de ¢q. Veja que S é uma subvariedade de dimensao n — 1 ortogonal
a grad(f) e, pela continuidade do fluxo, a 6rbita de qualquer ponto suficientemente préximo
de ¢ intersecta S. Como ¢ € w(p), existe uma sequéncia p, € O(p) convergindo para ¢. Dai,
a Orbita de p intersecta S em mais de um ponto (de fato, em infinitos pontos), o que é um

absurdo ja que f decresce ao longo das orbitas regulares. U

Além disso, se o w-limite de uma orbita de um fluxo gradiente negativo contém mais de
uma singularidade, entao deve conter infinitas singularidades. Para mais detalhes veja [15].
A partir de agora, assuma que o fluxo gradiente negativo é gerado por uma funcao de
Morse f. Assim, a proposicao seguinte segue imediatamente do Corolario 1.1 e da observagao

feita logo acima.

Proposicao 2.2. Seja M uma variedade fechada de dimensdo finita e ¢ o fluro associado
ao campo vetorial =V f, onde f é uma func¢ao de Morse. Entao w*(q) e w(q) consistem cada

um de apenas um ponto critico de f, para todo q € M.

Definigao 2.1. Dado = € Crit(f), a variedade estdvel de x ¢ definida por

Wi(z) == {g € M | wlq) = z}.
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E a variedade instdvel’ de x:
W) = {g € M | w(q) = x}.

O conjunto W#(x) é formado pelos pontos de M cujas 6rbitas “morrem” em z. Ja o
conjunto W*(x) é formado pelos pontos de M cujas érbitas “nascem” em zx.

Note que, pela Proposicao 2.2, cada ponto de M pertence a variedade estavel de algum
ponto critico de f; da mesma forma, cada ponto de M estd na variedade instavel de algum
ponto critico de f. Segue que uma funcao de Morse f sobre M fornece duas decomposicoes de
M, uma como colecao das variedades estaveis e outra como colecao das variedades instaveis

dos pontos criticos de f:

M= | W= |J w@). (2.1)
(f) (f)

zeCrit zeCrit

Ainda pela Proposicao 2.2, as unites acima sao unioes disjuntas.
O termo “variedade” na definicao acima ¢é justificado pelo proximo teorema, que garante
que W*(z) e W*(z) sdo variedades, para todo x € Crit(f).

Teorema 2.1 (Teorema da Variedade Estavel/Instavel). Seja f : M — R uma fun¢ao
de Morse em uma variedade Riemanniana (M, g) suave e fechada de dimensao finita n. Se
xz € Crit(f) entao W*(z) e W*(z) sdo subvariedades de M sem fronteira e seus espagos
tangentes em x sao dados pelos espagos estdvel e instdvel da linearizagao de f em x, ou seja,
E*(z) e E"(x), respectivamente. Além disso, o espaco tangente de M em x se decompaie

como
T, M = T,W*(z) ® T,W*(z).

Embora, para o caso geral de um campo vetorial com singularidades hiperbdlicas, es-
tas variedades sejam apenas imersas injetivamente, no caso Morse, elas sao mergulhadas.
De fato, as variedades W*(z) e W"(x) sao imagens de mergulhos suaves de discos abertos
de dimensdes n — inds(z) e inds(x), respectivamente, ou seja, dim(W*(z)) = inds(z) e
dim(W*(z)) = n — inds(z).

Na proxima secao, sera abordada a orientabilidade da variedade estavel e da variedade

instavel. A observacao a seguir sera de extrema importancia neste contexto.

2A nomenclatura estd relacionada aos termos em inglés “unstable” (instével) e “stable” (estavel).
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Observacao 2.1. Pela Proposi¢ao 2.2, tem-se que w(q) = limy_,o0 vi(q). A fungao

H:[0,1] x Wea) — W)

t,q) — ¢ (q)

¢ uma homotopia entre a identidade em W?*(x) e a aplicagao constante q¢ — z. Dai, a

variedade estdvel de x € contratil. Analogamente, a variedade instavel de x é contrdtil.

2.2 Orbitas Conectantes

Fixados z,y € Crit(f), defina a variedade conectante entre x e y por:
My = My (f, g) == W (x) "W (y).

O conjunto My, é formado por linhas de fluxo de acordo com sua “origem” e seu “destino”,
ou seja, My, ¢ o espaco de todos os pontos cujas 6rbitas comecam em z e terminam em y.
Em outras palavras, a € M,, se, e somente se, w*(O(a)) =z e w(O(a)) =y. O espaco My,
também é chamado de espaco das linhas de fluxo de x para y.

Seja a um valor regular entre f(x) e f(y). O espaco das drbitas conectantes entre
x e y é definido por:

M\xy = /T/l\xy(f,g, a) == Mg, N f'(a). (2.2)

Este conjunto é composto por um unico representante de cada orbita do fluxo gradiente
negativo de x para y, pois cada 6rbita intersecta a superficie de nivel, f~!(a), no maximo
em um ponto. De fato, M\xy ¢é o espaco moduli das linhas de fluxo que conectam z a y.

Veja que, para duas escolhas diferentes de a, existe uma identificacao natural entre os
espagos /T/l\wy( f,g,a) correspondentes, a qual é dada pelo fluxo.

Estes dois espacos recém definidos serao de extrema importancia para a definicao do

complexo de Morse-Witten. Para esclarecer melhor as defini¢coes acima, segue um exemplo.

Exemplo 2.1. Considere a esfera S? e o fluxo gradiente negativo gerado pela funcao altura
f em S?, como na Figura 2.1. O fluxo em questdo apresenta seis singularidades. Sendo
a funcao altura uma funcao de Morse, estao bem definidos as variedades conectantes e os
respectivos espacos moduli dos pontos criticos de f. Ainda na Figura 2.1, sao indicados

algumas variedades conectantes e espagos moduli.
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Ja na Figura 2.2 sao exibidos alguns espagos moduli em relagao a diferentes escolhas de

niveis regulares. A

Figura 2.1:  Exemplos de variedades Figura 2.2: Exemplos de espacos moduli obti-
conectantes e espacos moduli. dos com diferentes escolhas de niveis.

Através das variedades instaveis e estaveis foram obtidas duas decomposicoes para M em

(2.1). Uma decomposi¢ao mais fina para M é dada pelas variedades conectantes:

M= | My= [J WnWwy).

z,yeCrit(f) z,y€CTit(f)

Note ainda que as unioes acima sao disjuntas.

Em condigoes especiais sobre o fluxo gradiente negativo sobre uma variedade Rieman-
niana, as variedades conectantes e os espagos moduli apresentam propriedades significantes,
de modo que permitem a definicao do complexo de Morse-Witten. Esta secao é dividida em
varias subsecoes, porém todas sao dedicadas ao estudo das variedades conectantes e seus res-
pectivos espagos moduli. Quando as variedades estaveis e instdaveis dos pontos criticos de f
sao transversais, mostra-se que os espacos moduli de dimensao 1 sao compactos, e 0os espagos
moduli de dimensao maior sao compactos por érbitas quebradas. Além disso, mostra-se que

a variedade conectante e o espago moduli sao orientaveis.
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2.2.1 Transversalidade

Subvariedades de uma dada variedade podem se intersectar de varias formas. Uma delas
¢ a intersecgao transversal que serd introduzida agora. Para uma discussao mais abrangente
do assunto veja [5] e [6].

De modo geral, diz-se que duas subvariedades A e B de M, com dim(M) < oo, se

interceptam transversalmente (ou tem intersecgao transversal), A h B, se
TWA+1T,B =1T,M, paratodoqgec AN B.

A soma acima nao é direta, apenas soma de vetores um de cada espaco vetorial. Quando
as subvariedades nao se interceptam, diz-se que elas se interceptam transversalmente por
vacuidade.

A interseccao de subvariedades, em geral, nao é uma variedade. No entanto, se a inter-

seccao é transversal entao esta é ainda uma subvariedade. Além disso,
e codim(A N B) = codim(A) + codim(B);
e T,(ANB)=T,ANT,B.
Logo, se A M B, tem-se:
dim(A N B) = dim(A) + dim(B) — dim(M). (2.3)

Diz-se que o campo vetorial gradiente V9 f satisfaz a condicao de Morse-Smale se
W"(z) e W*(y) se intersectam transversalmente para todos os pontos x,y € Crit(f). Neste
caso, (g, f) é dito um par Morse-Smale, f é dita ser uma fun¢cao Morse-Smale e o

fluxo associado ao campo —V f é dito fluxo Morse-Smale.

Exemplo 2.2 (Toro Inclinado). Considere o toro bidimensional 7" sobre o plano z = 0 em
R3, como indicado na Figura 2.3, e a funcdo f : T'— R dada pela funcio altura com respeito
as coordenadas do plano horizontal. Essa funcao é de Morse e admite 4 pontos criticos: um
ponto repulsor x, dois pontos de sela y; e y» e um ponto atrator z, e seus respectivos indices
de Morse sao 2, 1, 1 e 0. Considere a métrica em 71" induzida pelo espaco euclidiano ambiente.
O campo gradiente negativo oriundo desta fungao nao é Morse-Smale, pois W"(y;) e W*(ys)

se intersectam e tal interseccao nao pode ser transversal. No entanto, a transversalidade



32 Secao 2.2 e Orbitas Conectantes

pode ser alcancada inclinando ligeiramente o toro como indicado na Figura 2.4, em outras

palavras por uma perturbacao de f que destréi a conexao entre os pontos de sela y; e ys. A

"
T
/ z
Figura 2.3: Fluxo nao Morse-Smale. Figura 2.4: Fluxo Morse-Smale.

O proximo teorema garante que a condi¢ao de um campo ser Morse-Smale é uma condig¢ao

genérica.

Teorema 2.2 (Transversalidade de Morse-Smale). Seja (M, g) € uma variedade Rie-

manniana suave e compacta de dimensao finita, entdo o conjunto dos campos gradientes de
classe C" do tipo Morse-Smale é denso em C"(M,R).

A prova do Teorema 2.2 pode ser encontrada em [1].

Pelo teorema acima, o campo V9 f pode ser aproximado em C! por um campo gradiente
suave V9 f que satisfaz a condicdo Morse-Smale. De fato, f pode ser escolhido de forma que
seu valor em qualquer ponto critico seja igual ao indice de Morse do ponto critico. Note que
a métrica g nao é, geralmente, préxima de g. Além disso, para uma fungao de Morse fixa, é

possivel obter transversalidade simplesmente por alteragoes na métrica.

Teorema 2.3. Se o fluro gradiente negativo é de Morse-Smale, entdo os espagos My, e

—

M, sao subvariedades de M sem fronteira e suas dimensoes sao dadas por:
dim(May) = ind;(z) —ind;(y) e dim(My,) = ind(z) — ind,(y) — 1.
Além disso,

T, My = T,Wx) N T,W*(y) e T,My, = T,W* () NT,W*(y) NV f(p)*.
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Demonstragao: Como a interseccao de duas subvariedades transversais imersas ¢ uma
subvariedade imersa, sendo M,, = W*(z) N W*(y) e W*(x) h W?*(y) entdo M,, é uma
subvariedade de M; e por (2.3), tem-se

dim(M,,) = dim(W*(z)) + dim(W*(y)) — dim(M)
= inds(x) + (n—inds(y)) — n
= inds(x) —inds(y).

Sendo o espago tangente da intersecao de duas subvariedades, que se intersectam transver-

salmente, igual & intersecao dos espacos tangentes, segue a afirmacao sobre T, M.

o~

Para calcular a dim(M,,), note que T,f '(a) = V(p)* e Vf(p) é tangente a M,,,
portanto, M,, e f~(a) sdo transversais. Disto seguem os resultados sobre o espago tangente

a My, e sobre a dimensao:

—

dim(M,,) = dim(M,,) +dim(f"(a)) — dim(M)
= inds(z) —inds(y) + (n—1) —n
= inds(x) —inds(y) — 1.

Proposigao 2.3. Se as variedades W*(x) e W*(y) se intersectam transversalmente, entdo

as sequintes afirmacoes sao verdadeiras:
1. Seinds(z) < inds(y), entio My, = 0;
2. My = {a};
3. Seinds(x) = inds(y) e v # vy, entdo My, = 0;
4. Se My, #0 ex #y, entdo indg(x) > inds(y).

Demonstracao: 1) Segue diretamente da hipdtese de transversalidade entre W*(x) e W*(y).
2) E claro que = € M,,, pois z € We(x) e x € W*(x). Se ¢ € My, e q # x, entdo q deve
ser ponto nao critico, dando origem a uma érbita periddica, o que é impossivel para fluxos

gradientes.
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3) Suponha, por absurdo, que existe ¢ € M,,. Entao, M,, contém uma subvariedade
1-dimensional, a saber (R, ¢), o que contraria o fato de que dim(M,,) = 0.

4) Suponha o contrario, que ind;(z) < ind;(y). Se inds(x) < inds(y), pelo primeiro item
segue que My, = (), absurdo. Se inds(z) = inds(y), como z # y, o terceiro item afirma que
M, =0, absurdo. Logo indg(x) > ind(y). O

O item 1 da Proposicao 2.3 afirma que nao existe uma 6rbita do fluxo Morse-Smale de x
para y, quando inds(x) < inds(y). O item 3 assegura que nao existem drbitas conectantes
entre pontos criticos que possuem o mesmo indice de Morse. Assim, se existe uma 6rbita
conectante de z para y (com z # y), entdo inds(x) > inds(y). Em outras palavras, dada
uma orbita nao-singular do fluxo gradiente negativo, esta 6rbita “nasce” em um ponto critico
de indice r e “morre” em um ponto critico de indice s, com s,7 € Ne s < r.

Voltando ao Exemplo 2.2, fica claro agora que o fluxo associado a funcao altura no toro,
Figura 2.3, nao é um fluxo Morse-Smale, pois existe conexao entre pontos de sela que possuem

mesmos indices de Morse.

2.2.2 Compacidade

Assuma ao longo dessa subsecao que o campo —V f é Morse-Smale e x,y € Crit(f). No
caso em que a variedade conectante M,, nao é compacta serd investigado a estrutura de
sua fronteira topoldgica vista como subconjunto de M, de onde surge uma compactificacao
canonica para o espag¢o moduli M\zy associado. No caso em que o indice relativo® entre x

ey é +1, a variedade M\xy ja é compacta, logo é um conjunto finito de pontos.
Teorema 2.4. Se inds(z) —inds(y) = 1 entao #M\xy < 0.

Demonstragao: Suponha que nao existam pontos criticos entre z e y. Se Mg, # 0, fixe

a € (f(y), f(x)) e defina .K/l\my := My, N f~(a). Para e > 0 suficientemente pequeno, sejam:
S* = [T (f(@) N Wh(z) e S%:= [T (f(y) + ) NW(y).

Considere o fluxo destes conjuntos em um tempo ty > 0 suficientemente grande tal que

f|%05u <ae f|(p7t055 > a, ty existe Ja que nao existem outros pontos criticos entre z e y.

30 indice relativo entre z e y ¢ a diferenga ind(x) — indf(y).
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Sendo a intersecao de trés conjuntos fechados um conjunto fechado, segue que o conjunto:
A= QO[O’tO]Su N fﬁl(a) N QO[_tOmSS

é fechado. Por outro lado, o conjunto A coincide com o espaco moduli M\xy de dimensao
0 =inds(x) —inds(y) — 1. Assim, ./(/l\xy ¢ um subconjunto discreto fechado de uma variedade

compacta e, portanto, é finito. O caso geral segue do proximo teorema. O

O proximo teorema afirma que os espagos moduli, de qualquer dimensao, sao compactos
por orbitas quebradas. Logo, faz-se necessario uma definicao sobre d6rbitas quebradas.

Pela Proposicao 2.2 cada érbita do fluxo gradiente negativo “nasce” e “morre” em pontos
criticos da funcao de Morse f. Além disso, existe uma
relacao biunivoca entre as orbitas da variedade conec-
tante M, e os pontos do espago moduli ./(/l\my. Deste
modo, os pontos do espago moduli podem ser conside-
rados como Orbitas.

Considere as drbitas conectantes u! € -A//Txmzu
com zo,z; € Crit(f) ei € {1,...,1} . O conjunto

1

formado pela unidao das érbitas u',...,u! e dos pontos

X, ..., x; € chamado de orbita quebrada e denotado

por (ug,...,uy,).
roxima definicao formaliza a ideia de convergéncia de oOrbitas ue é uma con-
A definicao f | deia d de 6rbit ks
vergéncia geométrica com respeito a distancia Riemanniana d em M das orbitas de pp a

unido das 6rbitas de u?’s. Mais precisamente,

Definic¢ao 2.2. Dada uma sequéncia de orbitas {py}ren em /ny, a sequéncia {py} converge

para a orbita quebrada (u!, ..., u') quando
Ve>0, 3kg €N : Yk > ko, O(pr) CU(OWHU...uOWh),

onde U(A) denota uma e-vizinhanca aberta do subconjunto A C M.

O fato da sequéncia {py} convergir para a érbita quebrada (u', ..., u') sera denotado por

pe — (ul,...,u!). Neste caso, diz-se que a sequéncia pj converge para a érbita quebrada

1

(ul,...,u!) de ordem I. Veja Figura 2.5.
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zy

T2

Figura 2.5: Convergéncia da sequéncia py, para a érbita quebrada (u', u?) de ordem 2.

Definicao 2.3. Um subconjunto K C M\Iy € dito compacto por orbitas quebradas se: para
toda sequéncia de Cauchy {pg}tren em K, existem pontos criticos x = xg, x1,...,T1_1,T; =Y
e existem orbitas conectantes v € ./T/l\mj_lm]., com j = 1,...,1 tais que p, — (u,...,ul)

quando k — oo.

O proximo teorema fornece uma compactificacao natural para os espacos moduli via

orbitas quebradas.

Teorema 2.5 (Compacidade). Se a condigio de Morse-Smale é satisfeita, entdo o espago
moduli M\xy ¢ compacto por orbitas quebradas. Além disso, a convergéncia € de ordem no

mdzimo inds(z) — indg(y).

Demonstragao: Fixe um valor regular a de f entre f(z) e f(y) e defina /Qxy C [Ya)
como em (2.2) . Assuma que inds(z) > inds(y), caso contrario, .K/l\my = () pela Proposicao
2.3, e nao ha o que fazer. Dada uma sequéncia de Cauchy {pj}ren C J(/l\xy c fYa),
existe uma subsequéncia convergindo a algum elemento v do conjunto compacto f~(a).
Denote tal subsequéncia com a mesma notacao da sequéncia. Pela Proposicao 2.2, exitem
2,z € Crit(f) tais que u € M,.,. Pela continuidade de ¢, ©i(pr) — @i(u), segue que p;(u)
estd no fecho cl(M,,) de M,, para todot € R, e portanto z € cl(M,,). A prova prosseguird

em duas etapas:
Passo 1: Se z # y, entdo existe v € W"(z) Ncl(Myy,) com v # z.

A chave da demonstracao é o teorema de Grobman-Hartman para fluxos, que afirma que
os fluxos associados & —V f ¢ & —DV f(z) sao localmente conjugados. ( Ver [15], Capitulo
2, Teorema 4.10, onde apenas equivaléncia local é afirmada, mas de fato a conjugacao local

¢é provada.) Isto significa que existem vizinhangas U, de z em M e V; de 0 em T, M, como
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também um homeomorfismo h : U, — Vj tais que

h(pi(q)) = (Dp:(2) o h)(q)

para todo (t,q) que satisfaz p;(q) € U, e Dyy(2) o h(q) € Vy. Observe que h identifica uma
vizinhanga de z em W#(z) com uma vizinhanca de 0 em E*®; analogamente para os espagos
instaveis. Assuma, sem perda de generalidade, que u e py sdo elementos de U, caso contrario
aplique @7 com T' > 0 suficientemente grande e escolha uma subsequéncia. Agora, aplique
o homomorfismo h e considere a imagem de u e de p, em Vo C T, M. Continue usando a

mesma notagao para a sequéncia assim obtida em Vj. (Veja a figura abaixo.)
ES
Vo C T.M

S

P P
e aB
e Al )

B = Uy

Para provar o passo 1 assuma o contrario. Como h conjuga ¢; e a linearizagao do fluxo,
o contrario significa que para cada esfera S, de raio € em E" admite uma J-vizinhanca B
em T, M que ¢ disjunta de M. Fixe e > 0 e 0 < ¢ < € suficientemente pequenos, de modo
que S, e B estejam contidos em Vj. Assuma também que |u| < §/2, caso contrario aplique
1 novamente. Pela linearidade do fluxo em T,M = E* @& E", pode-se escrever Dy, (z)py na
forma (Ap5, ApY), onde py = (pg,p¥). Os operadores lineares A; € L(E?®) e A* € L(EY)*,
com t > 0, sao uma contracao estrita e uma dilatagao estrita, respectivamente. Para todo k
suficientemente grande tem-se |p;| < d, dai e |A{p;| < 0 para t positivo. Sendo A} expansao

e 0 o tnico ponto fixo de Ay, segue que |A}

pi| > € para algum ¢y > 0. Dai, a érbita O(py)
vai em direcao de B o que contradiz a afirmacao inicial e prova o passo 1. Além disso, o
argumento mostra que a Orbita através de p; converge localmente em torno de z para (u,v)
no sentido da Definigao (2.3).

Passo 2: Prova do teorema.

Assuma z # y, entao pela Proposigao 2.2 tem-se que v € M\Zg, para algum z € Crit(f)

com inds(Z) < inds(z). Repetindo o argumento na prova do Passo 1 tem-se um processo

4A aplicacdo tempo t do campo vetorial linear —DV f(z) é dada pelo operador linear simétrico A; =

(A7, A7)
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iterativo que s6 pode terminar em y. E este processo deve terminar, pois Crit(f) é finito pelo
Corolério 1.2 e o indice dos pontos criticos em cada passo da iteracao decresce estritamente
pela Proposicao 2.3. Comecando novamente com a mesma sequéncia py e repetindo o mesmo
argumento para o fluxo reverso, prova-se a existéncia dos pontos criticos e érbitas conectantes
como na Definicao 2.3.

Resta provar a convergéncia. Em torno de cada ponto critico a prova foi feita no passo
anterior. A convergéncia fora de vizinhancas fixadas dos pontos criticos é uma consequéncia
da estimativa

d(piq, p:4) < ed(q,4), VYq,G€ M e ViR,

onde k = k(M,—=V f) > 0 é uma constante, veja [15] (Capitulo 2, Lema 4.8). A estimativa
mostra que, em um intervalo compacto de tempo, as orbitas através de p, convergem uni-
formemente para a 6rbita de u. Tome b = f(v) e veja M\zy como subconjunto de f~1(b).
Cada ponto p; determina um tnico ponto pr € f~1(b) definido pela interseccio da érbita
de pr e f71(b). Argumentado como acima, incluindo a escolha de uma subsequéncia, tem-se
que as oOrbitas através dos pontos pj convergem uniformemente em um intervalo compacto
de tempo para a orbita através de v. Repetindo este argumento uma quantidade finita de

vezes conclui-se a prova do Teorema 2.5. 0

A prova para o caso geral do Teorema 2.4 segue, como corolario do Teorema da Compaci-
dade. De fato, sendo o indice relativo entre x e y igual a 1, a sequéncia de pontos criticos
dada pelo Teorema 2.5 é formada por apenas x e y, ja que nao ha possibilidade de existir
um ponto critico de indice intermedidrio. Logo, o fato de M\xy ser compacto por érbitas
quebradas implica que ﬂ/l\xy é compacto. Como a dim(/T/l\xy) = 0, este espaco moduli é um
conjunto discreto, sendo compacto, #M\xy < o0. Assim, a demonstracao do Teorema 2.4

fica completa.

2.2.3 Colagem

Na subsecao anterior foi investigada a estrutura da fronteira topolégica do espaco moduli
/ny e foi mostrado como isto conduz a uma compactificacao natural do espago moduli. No
caso do indice relativo entre x e y ser +1 foi visto que ./(/l\xy ¢ compacto, portanto finito. Outro
caso importante é quando o indice relativo entre x e z é +2. Neste caso, as componentes

conexas de M\xz sao difeomorfas & esfera S' ou ao intervalo (0,1). Esta dicotomia segue do
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fato que estes sao os unicos dois tipos de variedades 1-dimensional sem fronteiras. Na Secao
2.3 serd visto que para cada extremo de uma componente conexa aberta de /T/l\m corresponde
um unico par de 6rbitas conectantes (u,v) € M\xy X M\yz, onde y é um ponto critico de indice
intermediario.

A principal implica¢ao do préximo teorema, é que para todo par (u,v) € //\/\lxy X ./\//\lyz
corresponde precisamente um dos extremos das componentes conexas e abertas ﬂm O
principal ingrediente para esta construcao é a chamada aplicacao de colagem. Mais precisa-
mente, serd definida uma aplicagao C'! que leva o par (u,v) e um parametro positivo real p
a um unico elemento de M\IZ Além disso, quando p — oo a correspondéncia é com o par

original (u,v).

Teorema 2.6 (Colagem). Assuma que a condi¢io de Morse-Smale € satisfeita e sejam
x,y,z € Crit(f) com indices de Morse k + 1,k, k — 1, respectivamente. Entao existem um

numero real positivo py e um mergulho

—

# : My, X [po, 00) X M\yz — M\xz, (u, p,v) = u,v,

tais que

u#,v — (u,v)  quando p — oo.

Além disso, nenhuma sequéncia em M. \(u#(py00)v) converge para (u,v).”

Demonstragao: A prova é feita em 3 passos. Apds uma construcao local em torno de v,
restringi-se a prova ao caso em que ¢; ¢ definida em torno de y = 0 € R".

Passo 1 (Modelo Local): Pode-se assumir, sem perda de generalidade, que uma vizinhang¢a
suficientemente pequena de y em W*(y) € uma vizinhanga de 0 em E® e similarmente para
W (y).

O subespaco estavel E° associado a dp.(y) € L(R™) é independente da escolha de t > 0
e similarmente para o subespaco instavel E*. Pelo Teorema 2.1, E® e E" sao os espacos
tangentes em y das variedades W*(y) e W"(y), respectivamente. A prova deste teorema
mostra que, localmente em torno de y, as variedades estavel e instavel sao graficos. Mais
precisamente, existem vizinhancas U® C E° e U" C E* de y e aplicagoes suaves n, : U® — E*
e n, : U — E° tais que 75(0) = 0, dns(0) = 0 e similarmente para n,. (Veja Figura 2.6.)

Os graficos de 7, e 7, denotados por W}’ . e W, sao chamados de variedade estavel local e

5A convergéncia afirmada no Teorema 2.6 é no sentido da Definigao 2.2.
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variedade instavel local, respectivamente.

Fluxo ES Fluxo ¢, E?
Wiie
u B B
Nu l Y y o
we, S ~_ 7
s Wi, "

Figura 2.6: Variedade estével local e variedade instavel local

A aplicacao suave
n:UxU* = E*® E*, (u, 25) ¥ (T4 — 15(x5), 5 — Nu(T0))

satisfaz 7(0) = 0 e dn(0) = 1. Dai, quando restrita a uma certa vizinhanca de zero, 7
1

)

¢ um difeomorfismo. A familia de difeomorfismos locais definida por ¢; := 1o ¢, on~
t > 0, satisfaz ¢;(0) = 0 e dp;(0) = dy(0). Além disso, uma vizinhanca pequena de zero na
variedade estavel de ¢; é uma vizinhanca de zero em E® e um resultado similar vale para a
variedade instavel.

Para referéncia posterior, fixe uma métrica |.| em R" compativel com a decomposi¢ao
R™ = E*@® E?, ou seja, sendo ||.||s a métrica em E*® e ||.||, a métrica em E", entdo |z B z,| =

maX{“iUs“sa ”quU}

Passo 2 (Unicidade do ponto de interse¢io): Fize bolas fechadas B* C W', C E" e
B® c Wg. C E° em torno de y e defina V := B" x B*. FEscolha u € /\//ny e assuma,
sem perda de generalidade, que uw € B*® (caso contrdrio, substitua u por or(u) para algum
T > 0 suficientemente grande). Escolha um disco k-dimensional D¥ C W*(x) que inter-
secta transversalmente a drbita de O(u) precisamente em u. Para t > 0, denote por DF a
componente conezxa de o;(D*) NV contendo oi(u).

FEscolhav € M\yz e defina o disco (n—k)-dimensional D";* C W*(2) de maneira similar,
mas com respeito ao fluxo reverso ¢_y (veja Figura 2.7). Entao existe to > 0, tal que para
cada t >ty existe um tnico ponto p; na intersecao de DF e D"k

A ideia da prova é representar DF e D"7* parat > 0 suficientemente grande, como gréfico

de aplicagoes suaves Fy : B* — B* e G; : B* — BY, respectivamente. Como DF N DF
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,,,,,,,, Wie| Dot
L i
: \Df
| 7 W
V =B"x B’ |

Figura 2.7: Unico ponto de interseccao p, € DF N D% ¢ Wu(z) N W*(z).

corresponde aos pontos fixos de G, o F; : B* — B, basta mostra que esta aplicacao é uma
contracao estrita.

Sendo a intersecio entre D* e B® transversal, pode-se aplicar o A-lema (ver [15] Capitulo
2, Lema 7.2). Dado € > 0, o A-lema assegura a existéncia de t; > 0 tal que DF é ¢ C1-
préximo de BY, para todo t > ty, e analogamente para D";* e B®). Isto significa que

existem difeomorfismos

¢ : B* — DY, q— (97(q), 9} (q)),
Y:B — DF pe— (7(p), 7 (p),

tais que

(q)_(#@)(«4 (1>_<dww) ce Vge B

0 ¢ (q) ’ 0 dg;(q) 7 ’

<0>_(mm><e <0>_<mmn><e vpe B
p 7 () ’ 1 d; (p) |

Dai, para ¢ > 0 suficientemente pequeno, as aplicacoes ¢} e 7} sao inversiveis e as

aplicagoes desejadas s@o dadas por (veja Figura 2.8):

Fi(q) = ¢ o (6}) ' (q), Gelp) == (7) (p)-

A existéncia de um ponto fixo da aplicagao suave G; o F; : B* — B" segue do teorema do

ponto fixo de Brouwer.
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7 oAS( Au\—15
ela, (¢, ¢{(¢i)"'q)
T
D}
\&
\ Wige
B" Ya=gtq 1
Figura 2.8: O disco DF como grifico da Figura 2.9: Variagao do ponto de inter-
fungao F} := ¢f o (o)7L Seccao py.

Usando as desigualdades acima, obtém-se

[d(Gro Fy)|gll = Hd'ﬁ‘(ﬁ)*lthod('yf)_1|thod¢f’(¢@‘)’lqOd(qby)_l’QH
< E\d0y;) gl - [1d(81) 7 ||
< /(1—¢)

A dltima expressao é estritamente menor que 1 sempre que 0 < € < 1/2. A ultima

desigualdade foi obtida definindo S := d(¢}')|, e aplicando a desigualdade triangular, donde

L=[IS7 =S @ =) = 1S = ISl = S,

fornece uma estimativa para ||S™!|.

Pela Desigualdade do Valor Médio, G; o F; é uma contracao estrita. O principio da

contragdo garante um unico ponto fixo. Além disso, |p;| < v/2e.

Passo 3 (Aplicagao de Colagem): Usando a notagao do passo anterior, defina py :=tg e
u# v = p,, para todo ¥p € [py,0). Esta aplicagao satisfaz as afirmagoes do teorema.

O campo vetorial de menos o gradiente é transversal aos discos D e D";* (caso contrario,
escolha D* e D"~* menores no passo 2). Isto implica que eles sdo “deslocado de si mesmo”
pelo fluxo, logo sua intersec¢ao p; ndo pode permanecer constante: (d/dt)p; # 0. Isto mostra
que u# v é uma imersao em M,.. Para mostrar que u# v é, de fato, uma imersao em M\xz,
basta garantir que p; ndo varia ao longo de uma linha de fluxo, ou seja, basta que (d/dt)p,
e —V f(p:) sejam linearmente independentes. O que ocorre, ja que caso contrario os discos
devem ser movidos ambos na diregao de —V f ou na dire¢ao oposta. No entanto, neste caso,

o disco DF move na diregio de —Vf e D";* move na diregio oposta. (Veja Figura 2.9.)
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Como dim(ﬂxz) = 1, a aplicagdo u#t v : [tg,00) — M\xz ¢ também um homeomorfismo
sobre sua imagem, e portanto, um mergulho.

Escolha uma sequéncia de niimeros reais positivos ¢, — 0. O A-lema garante a existéncia
de uma sequéncia {to;}ien tal que Df é ¢ Cl-préximo de B", sempre que t > to;, e simi-
larmente para D";*. Dada qualquer sequéncia t; — oo de niimeros reais suficientemente
grandes, pode-se escolher uma subsequéncia {fo,, }ien tal que t; > to;,. Segue que DZ e B
sdo €, C'-préximos e similarmente para D";* e B*. Daf |p;| < v/2€, — 0 quando i — oo.
Isto prova que

lps| — 0, quando t — oo.

Assim, a convergéncia de u# v para a 6rbita quebrada (u,v) segue pelo mesmo argumento
feito na prova do Teorema 2.5. A unicidade do ponto de interseccao p; prova a afirmacao
final do Teorema 2.6. Ul

2.2.4 Orientagao de M,

O objetivo nessa subsecao é, empregando a teoria de topologia diferencial, introduzir
alguns conceitos os quais permitirao a definicao do complexo de Morse-Witten. Essa subsecao
é dividida em dois topicos: uma breve introducao de “Orientacoes de Fibrados Vetoriais e

Variedades” e “Orientagao de M,,” que usa ferramentas do primeiro tépico.

Orientacoes de Fibrados Vetoriais e Variedades

Para este tépico as referéncias principais sao [5] e [6].

Seja V' um espago vetorial de dimensao finita n > 0. Duas bases ordenadas {ey, ..., e,}
e {fi,---,fn} para V s@o equivalentes se o automorfismo A : V. — V tal que Ae; = f;,
com i € {1,---,n}, tem determinante positivo, ou seja, se a matriz mudanga de base tem
determinante positivo. E claro que a relacao acima ¢é de equivaléncia, e gera uma particao no
conjunto das bases ordenadas de V' em duas classes. Uma orientacao de V' é a escolha ar-
bitraria de uma das classe de equivaléncia ey, ..., e,] das bases, logo existem duas orientagoes
possiveis; se uma é denotada por w entao —w denota a outra orientacao. A ordem das bases
¢ importante, pois a troca de dois elementos numa base ordenada, produz uma nova base

com uma ordem diferente e com orientacao oposta a anterior.
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No caso de um espago vetorial de dimensao zero, é conveniente definir orientagao sim-
plesmente como sendo a escolha de um sinal +1 ou —1.

Um espago vetorial orientado é um par (V,w) com w uma orientagao de V. Se L : V' — V'
¢ um isomorfismo de espagos vetoriais orientados (V,w) e (V',w'), com w = [ey, ..., €,], entdo
Lw = [Ley, ..., Le,] é uma orientacao de V', a orientacao induzida por L. Um isomorfismo
L:V — V' preserva orientacdo se Lw = W'; caso contrario L reverte orientacgao.

A orientacao padrao w” de R™ com n > 0 é [ey,...,e,], onde cada e; é o i-ésimo vetor
unitario. A orientacao padrao para R? é +1.

Seja 0 — E' %5 FE Ly E" — 0 uma sequéncia exata curta de espacos vetoriais.
Dadas orientages w' = leq,...,e,| de E' e " = [fi,..., f] de E”, uma orientacao w de
E é definida por w = [a(ey),...,alen), g1, ..., gm] onde B(g;) = fi. E facil verificar que
esta orientacao independe da escolha dos vetores gis. Mais geralmente, uma orientagao em

qualquer par de dois espagos que constituem a sequéncia exata acima induz uma orientacao

do terceiro espago de forma tunica:
w=uw e, J=w/" J=w/.

Agora, seja £ = (p, F, B) um fibrado vetorial. Uma orientag¢do para £ é uma familia
w = {wy }zep, onde w, é uma orientacao da fibra E, de forma que £ tenha um atlas A com
a seguinte propriedade: se ¥ : £|y — R™ estd em A entao 9, : (E,,w,) — (R",w,) preserva
orientacao. A familia w é chamada de familia coerente de orientacoes das fibras, e A
de atlas orientado. Se £ tem uma orientagao w, entao £ é dito orientavel e o par (§,w) é um
fibrado vetorial orientado.

Abaixo encontra-se alguns resultados a serem utilizados cujas demonstracoes podem ser

encontradas em [6].

Proposigao 2.4. Todo fibrado vetorial sobre uma variedade M simplesmente conexa € ori-

entavel.

Seja 0 — & — & — £ — 0 uma sequéncia exata curta de fibrados vetoriais. Dadas
orientagoes w’ e w” para £ e £, respectivamente, a familia w = {w, },ep de orientagoes das
fibras de £ é obtida tomando-se w, = w), ®w!; w definido desta forma ¢é uma familia coerente
de orientagoes, logo é uma orientagao para £. Orientagoes em quaisquer dois par de fibrados
vetoriais £, &, £” determina, de maneira tnica, uma orientacdo para o terceiro fibrado, em

particular:
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Proposicao 2.5. Seja 0 — & — & — & — 0 uma sequéncia exata curta de fibrados

vetoriais. Dois dos fibrados &,&',&" sao orientdveis se e somente se o terceiro for orientdvel.

A partir disto, uma variedade M ¢é dita orientdvel se o fibrado tangente TM é um
fibrado vetorial orientavel, isto é, uma orientacao para M é uma orientacao para T'M; uma
variedade orientada é um par (M,w), onde w é uma orientagao para M. Se M é conexa
e orientavel entao M admite exatamente duas orientagoes.

Como corolério da Proposi¢ao (2.4), segue:
Corolario 2.1. Qualquer variedade simplesmente conexa € orientdvel.

Se (M,w) e (N,0) sao duas variedades orientadas, um difeomorfismo f : M — N
preserva orientacao se T'f : TM — TN preserva orientagao, ou seja T fw = 6. Caso
contrario, f reverte orientacao. Quando M é conexa, f tem que preservar ou reverter

orientacao. Assim, para determinar qual dessas situacoes acontece, basta ver o que acontece
com T, f.

Orientacao de M,

Daqui em diante, assuma que (g, f) é um par Morse-Smale. Pela Observagao 2.1 as
variedades W¥(z) e W*(y) sao contréteis para quaisquer x,y € Crit(f); usando o Corolario
2.1 segue que estas variedades sao orientaveis.

O préximo teorema garante que, dados x,y € Crit(f), a variedade conectante M, e o
espaco moduli M\xy sao variedades orientaveis. De fato, o Teorema 2.7 afirma que, dadas
orientagoes de W*(x) e W*(y), estas induzem orientagoes em My, e em M\my, denotadas

por [Mylind € [M\my]ind, respectivamente.

Teorema 2.7. Fize uma orienta¢ao arbitrdria para W*(z), Vo € Crit(f) e inds(zx) > 0.
Entao, para todo x,y € Crit(f), My, e /\//Txy herdam uma orientagdo induzida [My|ina €

[Mayling, respectivamente.

Demonstragao: Primeiramente, lembre que uma orientacao para uma variedade é uma
orientacao para seu fibrado tangente.

Dados z,y € Crit(f), com inds(z),inds(y) > 0, fixe arbitrariamente orientagdes para

WH(z) e W*(y). Se My, =0, ndo hé o que fazer. Suponha que M., # 0.
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Como W*(z) i W*(y), segue do Teorema (2.3) que o fibrado tangente TW*"(x) decompde-

se ao longo de M, do seguinte modo:

onde o tdltimo termo denota o fibrado normal de W#(y) restrito a M,,. O objetivo é
mostrar que T'M,, é orientdvel e determinar uma orientacao [T Myylina de TM,, a par-
tir das orientacoes de TW*(z) e TW*"(y). Pelo Coroldrio 2.5, basta mostrar que Ty, W*(x)
e Vu,, W?*(y) sao fibrados vetoriais orientéveis.

Sendo TW*(x) um fibrado orientado, T, W"(x) também o é, pois a restricao de um
fibrado vetorial orientado a uma subvariedade é um fibrado vetorial orientado. Além disso,
como W#(y) é contrétil, VW?#(y) é orientavel. Sua orientacao é determinada pela orientacao
de uma unica fibra. A escolha natural é a fibra sobre y, pois esta é isomorfa ao espaco

vetorial orientado T,W*"(y) via o isomorfismo que preserva orientacao:
T,W*y) & T W5 (y) ~T,M ~V,W?(y) & T,W*(y).

Restringindo o fibrado vetorial orientado VW?*(y) a subvariedade M,, obtém-se o fibrado
vetorial orientado V,, W*(y).

—~

Para determinar a orientagao induzida em M,,, considere o isomorfismo:

TM\WMOCZI ~RP TMmy,

onde a orientacao de [Tﬂzy/\/lxy]md é dada pela restricao do fibrado vetorial orientado 7'M,

e a orientacao do fibrado linear é dada por —V f. OJ

As orientacoes induzidas My ing nas variedades conectantes M., com z e y variando no
conjunto dos pontos criticos de f e tendo indice relativo igual a 1, serao essenciais na definicao
do complexo de Morse-Witten. Segundo a demonstragao do Teorema 2.7, o procedimento

para obter tais orientagoes é:

e Para cada ponto x € Crit(f), com inds(x) > 0, fixe arbitrariamente uma orientagao
para W"(x);

e Considere o espago V,W*(y) com orientagao compativel a orientagdo de W*(y);
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e Através do isomorfismo que preserva orientagao (2.4), determine a orientagao [My]ing.

O Teorema 2.7 exigi que os indices dos pontos criticos sejam maiores que zero. Ora, se
inds(y) = 0 entao V,W?*(y) = 0. Dai, T, W"(x) ~ TM,,, de onde segue a orientacao de
M, no caso em que ind¢(y) = 0.

Note que nao ha restrigoes sobre a orientabilidade da variedade Riemanniana M. Como

exemplos serao vistos um no caso orientavel e outro no caso nao-orientavel.

Exemplo 2.3 (Esfera 2-dimensional deformada). Considere a variedade S? e a funcao
altura f : M — R, como na Figura 2.10. A funcao f é de Morse com 4 pontos criticos:
dois pontos repulsores = e z/, um ponto de sela y e um ponto atrator z. Veja que f é, de
fato, uma fungao de Morse-Smale, pois o fluxo gradiente negativo oriundo de f nao possui

conexao entre pontos criticos de mesmos indices.

T, W*(z)

-/\/l.l‘_u

M;l:’ Y

ol

Figura 2.10: Funcao altura em S2.

Considerando as orientagoes para as variedades instaveis fixadas na Figura 2.10, o obje-
tivo é encontrar as orientagoes dadas pelo Teorema 2.7 para as variedades conectantes.

Como z tem indice de Morse nulo, a orientacao de My, é facilmente obtida, pois esta
é induzida pela orientaciao de T;W"(¢); onde ¢ € {x,2’,y}. Ja as orientagdes [Mylind
e [Myyling Tequerem um pouco mais de atencao, elas sdo obtidas através do isomorfismo
(2.4). Uma boa maneira de encontrar estas orientagoes é via a representacao planar do fluxo
em questao, como na Figura 2.11. Veja que a uniao no infinito do retangulo com o ponto z
fornece a esfera S?. Nesta representacao, o vetor 2’ é obtido da orientagao de W*(y) (que é
compativel com a orientacao de V,W?*(y)). O vetor 1’ é escolhido de forma que a orientacao
dada pela base {1’,2'} seja compativel com a orientacao de W*(x), isto é, a orientagao dada

pela base {1,2}. O vetor 1’ determina a orientagao [Myling, assim a orientacao [Myy|ina €
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oposta a orientagao dada pelo fluxo em M,,, como mostra a Figura 2.12. Analogamente,

obtém-se os vetores 1”7 ¢ 2" e a orientagdo My lina. A

z
N
!/
x [ ] y ° :C »
2 2
r1> - 1 — <\11
1 1//
2, \/ 2//

Figura 2.11: Representagao planar do Figura 2.12: Orientagoes induzidas nas
fluxo em S2. variedades conectantes.

Exemplo 2.4 (Plano Projetivo Real). Vendo o plano projetivo real como o disco unitério
em R? com os pontos de fronteiras identificados, considere a funciao de Morse, como na Figura
2.13, tendo precisamente trés pontos criticos x, y e z com respectivos indices de Morse: 2,
1 e 0. Considere as orientacoes das variedades instaveis dadas na figura. A orientacao
de M;, coincide com a orientacao da variedade instavel de [, para [ = z,y. A variedade
conectante M, tem duas componentes conexas, cada uma sendo uma linha de fluxo. Assim
a orientacao de cada componente conexa de M,, coincide com a orientacao da variedade
instével de y, como mostra a Figura 2.13. J4 a orientacao [My]ina € obtida pelo isomorfismo
(2.4). A variedade M, também tem duas componentes conexas, cada uma sendo uma linha
de fluxo. A orientacao induzida por [M,,]inq nestas linhas coincidem com a orientagao dada

pelo fluxo. A

N
}ind /\

xy.

Y > "

[M yz} ind

T

Figura 2.13: Funcao de Morse em RP?2,
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Dados z,y, z € Crit(f) com indices de Morse k + 1, k, k — 1, respectivamente, u € M\zy
ev e M\yz, a aplicagao de colagem de orbitas u#,v = p, dada no Teorema 2.6 induz uma

aplicacao de colagem de orientacoes
0% : Or(My,) x Or(My,) — Or(MuFe?), p € [po,0),

onde M7, denota a componente conexa de M, contendo u. Denote por [4] a orientagao
de M}, dada pelo fluxo. A orientagao de uma k-dimensional fibra determinada por uma k-
upla ordenada de vetores é denotada por (vy,...,v). Denote por [(vq,...,vx)] a orientacao
resultante em todo o fibrado vetorial. A aplicacdo o7 é definida no caso da orientacao dada

pelo fluxo por (veja Figura 2.9)

o# (il 16 = |~V 50~ 00)]

e no caso geral por

o (M3, ], [M}.]) = abo™ ([l [0]) (2.5)

onde a,b € {+1} sao determinados por [M}, | = ali] e [M}_] = b[7].

Exemplo 2.5. Para melhor compreensao da aplicagao de colagem de orientagoes, considere
novamente a esfera S? e o fluxo Morse-Smale vistos no Exemplo 2.3.

Sendo ', y e z pontos criticos com indices consecutivos, pelo Teorema 2.6, existe um
nimero real py > 0 e um mergulho (ug, p,v1) — us#,v;. Na Figura 2.14 a esquerda sao
mostrados alguns pontos da imagem desse mergulho.

Deste modo, a aplicacao up#,v; induz uma aplicacao de colagem de orientacoes. Na

Figura 2.14 a direita, os vetores —V f(p2) e —(d/dp)(p,,) sdo ilustrados. A

Figura 2.14: Exemplo de aplicacao colagem.
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Veja ainda que a orientagao de M,,, dada pela aplicagao de colagem e a dada pelo

Teorema 2.7 coincidem. O teorema a seguir mostra que este fato sempre acontece.

Teorema 2.8. A aplicacio de colagem 0¥ e a orientacdo provida pelo Teorema 2.7 sdo

compativeis no sequinte sentido
o™ ([M Jina: My Jina) = [MEFlina.
Demonstragao: Defina n, € {+1, —1} pela identidade [M}, |ina = n[t], entdo

o (M3 Jing, My Jina) = nunyo™ ([a], [0])
= (V11 00)| 2.6

Para comparar o lado direito da equagao (2.6) com [M27*"];.4, 6 necessario relacionar

as orientagoes induzidas dos fibrados TM3, , TMy_ e TMiFe" . Infelizmente, as variedades

bases destes fribrados nao tém ponto em comum. Por outro lado, o ponto critico y pertence ao
fecho das trés variedades bases e os trés fibrados tangentes mencionados podem ser estendidos

ao ponto y. Isto é devido & existéncia dos limites®

e L (dgew
B @ @yea] — T @ ge) T )

Considerando a mesma notacao para o fibrado estendido ao ponto y e usando duas vezes o

isomorfismo em (2.4), obtém-se que as fibras sobre y estao relacionadas por

[T,W*(x)] = [T,MG,)ina ® VW (Y)]ind
= [Tysz]ind D [TyWu<y)]ind
= [TMGlina @ [TyM.ling @ [VyW*(2)]ina-

E como y = lim,_,o p,,

[T, (@)] = [T, M lina & [Vy W (2)]ina.

6Aqui o fato de y ser um ponto critico ndo degenerado é crucial e u(+00) e v(—00) sdo autovetores da
Hessiana de f em y correspondendo a autovaloes positivos e negativos, respectivamente.
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Dali,
[TyM;z#pv]md = [TyM;y]md 2 [TyMZz]ind = N1y [u(+00)] @ [v(—00)].

Os pares (u(+00),v(—00)) e (=V f(p,), —dip(pp)) representam a mesma orientacio de Mu7 "

Pela igualdade (2.6) isto prova o teorema. O

2.3 O Complexo de Morse-Witten

Enfim, as ferramentas necessarias para a construcao do complexo de Morse-Witten foram
estabelecidas.

Ao longo desta secao, considere M uma variedade Riemanniana suave e fechada de di-
mensao finita n. Seja f : M — R uma funcao de Morse. Escolha de forma arbitraria uma
orientacao para cada variedade instavel dos pontos criticos de f e denote este conjunto de

escolhas por Or.

Definicao 2.4. O grupo graduado de Morse CM.(M, f) = {CM.(M, f)}, associado
a uma fung¢ao de Morse f : M — R, com coeficientes inteiros e graduado pelos indices de

Morse, € definido por:
1. CMy(M, f) =0, se k <0y

2. se k>0, CMy(M, f) € o grupo abeliano livre gerado pelo conjunto Crity(f), ou seja,

CM(M.f):= @B Zlx), kel

zeCrit(f)
onde Critg(f) € o conjunto dos pontos criticos de f de indice k.

Na defini¢ao acima, (x) denota o par consistindo do ponto critico x e a orientagao de
T, W"(x).

Com a finalidade de simplificar a notagao, o k-ésimo grupo de cadeia de Morse
CMy (M, f) serd denotado apenas por Cix(f) e o grupo graduado de Morse C' M, (M, f) por
C.(f). Veja que os grupos de cadeia de Morse sao finitamente gerados pois uma fungao de
Morse admite um ntmero finito de pontos de criticos.

Seja g uma métrica Riemanniana em M. Se (g, f) nao for um par Morse-Smale entao

pode-se substituir (g, f) localmente em C' por um par (g, f) Morse-Smale, de acordo com
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o Teorema 2.2. Como o tipo de Morse” é localmente constante, os grupos de cadeia sao
isomorfos. Deste modo, assuma, sem perda de generalidade, que (g, f) ¢ um par Morse-
Smale.

Assuma que indg(z) —inds(y) = 1 e seja u € /\//Ya;y. A 6rbita O(u) é uma componente
conexa de M,,, logo tem orientacao induzida [O(u)]ing. Denotando a orientagao induzida
em O(u) pelo fluxo tangente por [i], o sinal caracteristico n, = n,(Or) da érbita através

de u é definido por meio da igualdade
[O(W)]ina = nu[i].

Definicao 2.5. O operador bordo de Morse-Witten 05(x) : Ci(f) — Cr—1(f) € definido nos
geradores x de Cy(f) por

Ola)= Y alzyy), ey =Y (2.7)

yECTity_1(f) UEMzy

e € estendido a toda cadeia por linearidade.

O Corolario 1.1 garante que uma funcao de Morse admite apenas uma quantidade finita
de pontos criticos, logo a primeira soma em (2.7) ¢ finita. J4 o Teorema 2.4 garante que
ﬂxy ¢ formado por uma quantidade finita de pontos, o que garante que a segunda soma em
(2.7) também ¢ finita.

O préximo passo é mostrar que o grupo graduado de Morse C.(f) juntamente com o
operador bordo 0¢ formam um complexo de cadeia (o complexo de Morse-Witten). Mas

antes disso, dois exemplos:

Exemplo 2.6 (Esfera 2-dimensional deformada). Retomando o Exemplo 2.3, onde
tem-se um fluxo de Morse-Smale em S2, os grupos de cadeia de Morse e o operador bordo
de Morse-Witten estao bem definidos, para este caso. Veja que os grupos de cadeia sao:
Co(f) = Za) & (&), Co(f) = Z{y), Co(f) = (=) e Cu(f) = 0, para k € Z)\ {0,1,2}. Da

Figura 2.12 tem-se que n,, = —1, n,, = -1, n,, = +1 e n,, = —1. Logo,

n(:zc,y) = Nyy; = _17 TL(IL‘/,y) = Ny, = _1; n(?/vz) = TNy, +nv2 =+1-1=0.

7O tipo de Morse de uma funcio f é definido pelo nimero de pontos criticos juntamente com seus
respectivos indices de Morse.
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E os operadores 95 : Co(f) — C1(f), 05:Ci(f) = Co(f) e 95 :Co(f) — 0 sao definidos

nos geradores por:

O5(x) = —(y), 05(z')=—(y), Iy)=(2)—(2)=0 I5(z) =0.
Para todo k € Z com k # 0, 1,2, tem-se que 05 é o operador nulo. A

Exemplo 2.7 (Plano Projetivo Real). Considerando o fluxo de Morse-Smale no plano
projetivo real visto no Exemplo 2.4, os grupos de cadeias sao: Cao(f) = Z(x), Ci(f) = Z({y),
Co(f) = Z{z) e Cx(f) = 0, para k € Z \ {0,1,2}. Os sinais caracteristicos das dérbitas que
passam por uj, ug, v1 € vy sdo 1, 1, 1 e —1, respectivamente. Logo, n(z,y) = u; +uy =2 e

n(y, z) = v +vy = 0. E, consequentemente, os operadores bordo sao definidos nos geradores

por:
95 : Co(f) = Ci(f) 97 : Ci(f) = Co(f) 95 : Co(f) =0
() = 2(y) (y) =0 (z) =0

e 05 é o operador nulo para k € Z\{0, 1, 2}. A

Para provar que (9¢)* = 0 serao estudadas as componentes 1-dimensional dos espagos
moduli. Nesse sentido, fixe © € Criti(f) e z € Crity_s(f). Pelo Teorema 2.3 o espago de
orbitas ./(/l\m é uma variedade (sem fronteira) de dimenséao 1 e, portanto, suas componentes

conexas ./T/l\jw sao difeomorfas ao intervalo (0,1) ou & esfera unitaria S'. Veja a Figura 2.15.

M

b\

Tz

Figura 2.15: ./T/l\;z ~ (0,1) e /T/l\gcz ~ Sl

Proposicao 2.6. Sejam x € Crity(f) e z € Crity_o(f), entao:

1. O conjunto das orbitas quebradas de ordem 2 entre x e z

Bl = {(u,v) |ue /T/l\xy,v € M\yz, para algum y € Crity_1(f)}



54 Secao 2.3 ¢ O Complexo de Morse- Witten

corresponde exatamente aos “extremos” das componentes conexas nao-compactas de

o~

M.

2. Duas drbitas quebradas (u,v) e (u,v) correspondentes a mesma componente conexa

M sio chamadas cobordantes. Além disso, seus sinais caracteristicos satisfazem:

NNy + ngng = 0.

Demonstragao: Seja M\;Z uma componente conexa nao-compacta de ./(/l\m. No paragrafo
anterior, foi visto que /T/l\;z ~ (0,1). Pelo Teorema 2.5, M\;Z é compacto via drbitas que-
bradas; dai, tomando duas sequéncias em (0, 1) uma convergindo a 0 e a outra a 1, obtém-se
duas érbitas quebradas (u,v) e (u,v) com u,u € M\xy e v,v € M\yz, onde cada Orbita
quebrada corresponde a um extremo de M\;Z A dltima afirmacao do Teorema 2.6 implica
que (u,v) # (w,v). (No entanto pode ocorrer que v = u e v # v.) O Teorema da Co-
lagem também garante que cada orbita quebrada (u,v) corresponde a um extremo de uma
componente nao-compacta de M. Com isto conclui-se a prova de (i).

Para provar (i7), basta usar a Defini¢do 2.4, o Teorema 2.8 e o fato de que u#,v € M’

e U#,0 € M, para obter a seguinte igualdade de orientagoes de M _:

na, [<Vf<pp>,%pp>] = o ([, [8]) = o (M, Jints M)

= Mg = M

= oH (M Jinas M} Jina) = nanzo™([u], [0])
= nang va(ﬁp)?dipﬁpﬂ

A dltima igualdade é vélida, pois ambos os vetores (d/dp)p, e (d/dp)p, apontam para fora

a0 longo da fronteira de M _. O

O préximo teorema afirma que a aplicagao 9° apresentada na Definigao 2.5 é de fato um

operador bordo, ou seja, 0° o 9¢ = 0.
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Teorema 2.9 (Operador Bordo). O operador bordo de Morse-Witten satisfaz
010, =0, para todo k € Z.

Demonstragao: Pela definicao e linearidade de 0, defini¢io de B., e pela Proposicio 2.6

segue que

c c o
Op_10px =

(]

> n@yn(zy) | 2

2€Crity_o(f) \yeCrity_1(f)

S OY Y )

ZeCTitk*Z(f) yecritk*l(f) ue.//\./[\wy UEM\yz

E NNy | 2

2€CTrit_o(f) \ (u,w)eBL,

(Z(nunv + nuny)) z

(]

] 1]

2€CTit_o(f)
=0

onde a tltima soma é sobre as componentes conexas M de M,, difeomorfas a (0,1). O

Desta maneira, o par (C,(f), 0¢) formado pelo grupo graduado de Morse juntamente com

o operador bordo de Morse-Witten, formam um complexo de cadeia, chamado complexo
de Morse- Witten.

Definicao 2.6. Dadas uma variedade fechada e suave de dimensao finita M, uma funcdo
de Morse f e uma métrica Riemanniana g em M de forma que a condi¢cio de Morse-Smale
seja satisfeita, denote por Or uma escolha de orientacoes de todas as variedades instdveis
associadas ao campo vetorial —V f. FEntdo os grupos de homologia de Morse com

coeficientes inteiros sao definidos por

ker Of

H C
im ;4

HM(M)=HMy(M; f,g,0r;Z) = , V kel
Pelo Teorema da Transversalidade 2.2, pode-se definir os grupos de homologia de Morse
para qualquer par (g, f), Morse-Smale ou nao, e para qualquer escolha de orientacdo Or.

Como estes grupos sao todos naturalmente isomorfos, a nota¢ao usada sera H M, (C.(f), 9S).
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(Para mais detalhes veja [23], Secao 4.)
Finalmente, segue o seguinte teorema que confirma o poder do complexo de Morse-
Witten:

Teorema 2.10 (Teorema da Homologia de Morse). A homologia de Morse do com-

plexo (Ci(f),0°) € isomorfa a homologia singular da variedade M, ou seja,

ker Of

Hy(M) ~ HM(C.(f),0;) = T
he+1

A demonstracao deste resultado é feita no Capitulo 5, através de ferramentas da Teoria
de Conley.

Como corolario do Teorema 2.10, segue as desigualdades de Morse.

Corolario 2.2. Seja f: M — R uma func¢ao de Morse e denote por ¢, o niumero de pontos

criticos de f de indice k e por by, = rankHy(M,Z) o k-ésimo nimero de Betti ®. Entdo
e — Cho1 + -+ (=1)Fco > by — by + -+ + (=1)bg,

para todo 0 < k < n = dim(M), e a igualdade vale quando k = n.

Observacao 2.2. O complexo de Morse-Witten pode ser definido para coeficientes em qual-
quer grupo abeliano G, para isto, basta definir Cx(f,G) = G ® Cx(f), para todo k € Z,
e

0(G) =16 ® 0 : Cul(f, G) — Crs (£, G).

O dltimo teorema e o Teorema dos coeficientes universais garantem que a homologia singular
da variedade com coeficientes em G € isomorfa a homologia de Morse, com coeficentes em

G, ou seja,
ker 05 (G)

k+1

2.4 Definigao alternativa de n(x,y)

O operador bordo de Morse-Witten pode ser caracterizado em termos de numeros de

interseccao. Nesta secao serd mostrada tal construgao.

80 rank de Hy(M,Z) é a cardinalidade uma base de sua parte livre.
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Primeiramente, relembre que dada uma variedade orientavel X de dimensao finita n,
sejam Y e Z duas subvariedades compactas de X, tais que Y h Z e dimY + dimZ = n,
por (2.3) segue que dim(Y N Z) =0, ou seja, Y N Z é um conjunto discreto, logo finito pela

compacidade das subvariedades.

Seja [v1,vg,...,vx] a orientacao de T,Y e [vki1, Vkt2,...,V,] & orientacdo de T,Z, se
[VU1, ..., Uk, Ukt1, - - -, Uy coincide com a orientagao de T, M, entao defina sgn(z) = +1, caso
contrario, defina sgn(z) = —1. Neste caso especial, o nimero de intersec¢ao entre Y e

Z em relagao a X, denotado por I(Y, Z; X), é definido da seguinte maneira:

1Y, Z;X) = Z sgn(z).

zeYNZ

(R%w?)

/

Figura 2.16: Ntmero de interseccao: I(Y,Z;R*) =0e I(Y', Z/;R?) = —1.

Os exemplos da Figura 2.16 ilustram como calcular o nimero de interseccao entre duas
curvas em R? no primeiro caso, e entre uma curva e uma superficie em R? no segundo caso.
Para mais detalhes sobre nimero de intersecgao veja [5] ou [6].

Em [19], Salamon mostra a relagao existente entre nimero de intersec¢ao e o operador
bordo de Morse-Witten, que sera abordada a partir de agora . Nesse sentido, sejam M
uma variedade n-dimensional orientada e f uma funcao de Morse-Smale em M. O conjunto
de nivel f~1(a) = {z € M : f(z) = a} é uma subvariedade orientada de M para todo
valor regular a. Mais precisamente, uma base {&,...,&,} de T, f~(a) é dita positiva se
{—Vf(2),&,....&} define uma base positiva para T, M. (E claro que {—=V f(z),&,...,&} 6
uma base para T, M, pois V f(x) é ortogonal ao conjunto de nivel f~!(a). )

Sejam x,y € Crit(f) de modo que o indice relativo entre x e y seja 1. Escolhida uma

orientagao para E*(z) = T,W*"(z), esta induz uma orientagao em E*(z) = T, W?(x) através
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do isomorfismo que preserva orientagao T, M ~ E*(x)® E"(z). Segue que a esfera instdvel
W' (z) = W(x) N f(a)

herda uma orientacao de W*(z) e a esfera estdvel
Waly) =W(y) N f(a)

herda uma orientacao de W#(y). As variedades Wk (z) e WS(y) sdo orientadas usando a
mesma convengao utilizada para orientar f~1(a).
O ntimero de intersecao entre W (z) e Wi (y) vistos como subvariedades de f~!(a) estd

bem definido, pois
W) N Wi (y) = W (@) N W (y) 0 f (@) = My,

que ¢ uma O-variedade, pelo Teorema 2.3 ja que o indice relativo entre z e y é 1.

O inteiro n(z,y) que aparece no operador bordo do complexo de Morse-Witten coincide
com o numero de intersegao, I(W"(x), W:(y); f~'(a)), de W¥(z) e Wi(y) em f~!(a). E por
isso, o inteiro n(z,y) é chamado de nimero de intersec¢do com respeito a x e y.

Observe que a definicao de niimero de interseccao, dada no inicio desta secao, abrange
apenas as variedades orientaveis. E, como foi visto, o complexo de Morse-Witten é definido
para qualquer variedade fechada de dimensao finita, sendo esta orientavel ou nao. No caso de
M ser nao-orientavel, para expressar o numero n(x,y) em termos de nimero de interseccao,
deve-se considerar o levantamento Zs-invariante de f para o recobrimento duplo orientado
de M.

Exemplo 2.8 (Esfera 2-dimensional deformada). Retomando o exemplo da esfera
2-dimensional deformada vista no Exemplo 2.3, a intengao agora é obter os inteiros n(z,y)
por meio dos numeros de intersec¢ao, e certificar que estes coincidem com os jé obtidos no
Exemplo 2.6.

Nesse sentido, fixe a orientagao anti-horaria {£;,&} para S? e permaneca com as ori-
entagdes para as variedades instaveis dadas na Figura 2.10. Denote por {ni,n2}, {n},n5} e
{n{} as orientagoes de W"(x), W*(z') e W"(y), respectivamente.

Sejam a, b, ¢ € R valores regulares com a € (f(y), f(z)), b € (f(y), f(z") ec e (f(2), f(v)).
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A orientacao {v1} de W¥(x) é escolhida de forma que a base {—=V f(p),v1} esteja na
mesma classe de equivaléncia que a base {n1,n,}, onde p € W¥(z). Analogamente para a
orientagao de W(z').

Agora, como W (y) tem dimensao zero, cada ponto desta esfera admite como orientacao
os inteiros +1 e —1. A determinacao de qual deles é a orientagao do ponto vem da comparacao
entre as orientagoes {n}'} e {—=V f(q)}, onde ¢ € W(y). Se estas orientagoes coincidem, entao
a orientacao em q ¢ +1, caso contrario, é —1.

De maneira similar, as orientacoes das esferas estaveis sao obtidas. A Figura 2.17 sintetiza

todas essas informacoes, mostrando as orientagoes obtidas nas esferas estaveis e instaveis.

W (z)

a

Wy (x)

z z

Figura 2.17: Orientacoes induzidas nas esferas estaveis e instaveis.

Sendo anti-hordria a orientacao de uma superficie de nivel de S?, pela definicao de ntimero

de intersecgao tem-se:
n(z,y) = I(We(x), Wi(y); f~H(a)) = 1,
n(@',y) = I(Wy'(2'), Wi (y); f71(b)) = —1

en(y,2) = I(W(y), W2(2); f1(c)) =+1 - 1=0.

Observe que estes valores coincidem com os valores que ja foram encontrados anteriormente

no Exemplo 2.6. A

A préxima secao é dedicada aos exemplos. Sao exibidos varios exemplos de complexos
de Morse-Witten para diferentes variedades. Nestes exemplos, os inteiros n(z,y) sdo obtidos

pelo método apresentado na Secao 2.3.
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2.5 Exemplos - Teorema da Homologia de Morse

A vantagem do complexo de Morse-Witten é que o operador bordo é descrito geometri-
camente. Geralmente, dado o fluxo gradiente Morse-Smale, é mais facil calcular a homologia
do espaco usando o Teorema da Homologia de Morse.

Nas figuras a seguir ¢ utilizado a convencao: a seta da forma > indica o sentido do fluxo,
a seta da forma » representa a orientacao da variedade instavel em questao e a seta ™ indica

a orientacao induzida por » em uma dada linha de fluxo.

Exemplo 2.9 (Esfera 1-dimensional). Considere M = S* e a fungao de Morse-Smale
f M — R dada pela fungao altura como na figura abaixo. A funcao f tem dois pontos
criticos: p e ¢, com indices de Morse 1 e 0, respectivamente. A orientacao de W"(p) é

escolhida da esquerda para a direita, como indicado na figura. Veja que M,, = S* — {p, ¢}

e My, = {u,v}.

. : - . T,W"(p) A
O fluxo tangente induz as orientagoes anti- y
horaria na orbita que passa em u e horaria f
na orbita que passa por v. J4 a orientacao de I
W*(p) induz a orientagao hordria em O(u) e
em O(v). Logo n, = —1en, =1.
Assim, n(p,q) = 0 e o complexo de Morse-Witten (C.(f),9¢), dado por
9e=0 95=0
Ci(f) 1 Co(f) ——— 0
8e=0 I 95=0
Z{p) : Zlg ——— 0
fornece a homologia
Z , sek=0,1
HM(C.(f),07) = {
0 , cc
como esperado. A

Exemplo 2.10 (Esfera 1-dimensional deformada). Considere M = S! e a fungao de
Morse-Smale f : M — R dada pela fungao altura como ilustrados na figura abaixo. Neste
caso, a funcao f possui seis pontos criticos: ps, ps e pg cada um com indice de Morse igual

a 1, e p1, po € py cada um com indice de Morse zero.



Capitulo 2 ¢ O Complexo de Morse- Witten 61

Considerando as orientagoes das variedades instaveis como na figura, tem-se que
n(ps, pa) = n(ps, pa) = n(ps, p2) = 1
n(ps,p1) = n(ps, p2) = n(ps,p1) = —1.

E o complexo de Morse-Witten é:

os os
Ci(f) ' Co(f) : 0
| |
<P3;P5,P6 > ——> < P1,P2,P4 > —-—— ()

onde o operador bordo 9f ¢ definido nos geradores de Cy(f) por 0{(ps) = (pa) — (p1), 05 (ps) =
(pa) = (p1) € 9%(ps) = (pa) — (p2)-
Veja que

ker OF
Imoy

HMo(Ci(f), 00) =

< Pp1,P2,P4 >

< P2 —P1, Pa—P1, P4 — P2 >
<P1,P2,P4 ; P1 = P2 = P4 >

Z

Q

Q

Q

HM(C.(f),0) = kerd{ ~ <p3—ps+ps>=~ Z.

Assim, a homologia do complexo (C.(f),05) é

Z , sek=0,1

0 , cc

HMp(C.(f), %) :{
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Exemplo 2.11 (Esfera n-dimensional). Seja
M=5"= {(xb "‘7xn+1> € Rn+1 : «I% + ...+ xiJrl = 1}

an-esfera e defina f : S™ — R por f(x1,...,Zn11) = Tpy1. A funcado f é do tipo Morse-Smale e

possui dois pontos criticos em S™, o polo norte N = (0, ...,0,1) e o polo sul S = (0, ...,0,—1).

Figura 2.18: Funcao altura na esfera n-dimensional.

O complexo de Morse-Witten é

cniﬂ e G (f) 2 o) 2 Coif) 2o
Z(N) On (I) On—_1 0o (I) o1 Z<S> Ao 0

Quando n = 0 é claro que o operador bordo é nulo. No Exemplo 2.9 foi mostrado que
0f = 0 quando n = 1 e quando n > 1 nao existe pontos criticos de indices 1. Dali, para
n > 0, os operados bordos no complexo de Morse-Witten da funcao altura em S™ sao todos
identicamente nulos.

Logo, quando n = 0

72®7Z , sek=0

0 , C.C.

HM(C.(f), 05) = {

e paran >0
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0 que ja era esperado. A

Exemplo 2.12 (Toro bidimensional). Seja T2 o toro bidimensional com a métrica usual
e considere o fluxo de Morse-Smale no toro, como na Figura 2.19.
A funcao f, que d& origem ao fluxo em questao, possui quatro pontos criticos: s com

indice de Morse 2, r e ¢ cada um tendo indice de Morse igual a 1 e p com indice 0.

Figura 2.20: Orientagoes induzidas
Figura 2.19: FIU.XO Morse—Smale no toro. nas orbitas conectantes.

Os grupos de cadeia de Morse sao Co(f) = Z(s), C1(f) = Z{r) ® Z{q), Co(f) = Z{p) e
Cr(f)=0,parak € Ze k #0,1,2.

Considere as orientagoes das variedades instaveis mostradas na Figura 2.20. Como
inds(p) = 0, a orientacdo de Mg, é dada por 1”, e a orientagdo de M,, é dada por 1"
Ja a orientacao de My, é £ de modo que {&,1'} e {1,2} determinam a mesma orientacao
para W*(s). Analogamente, encontra-se a orientacdo de My,. A Figura 2.20 mostra as
orientacoes induzidas nas variedades conectantes. Agora fica facil saber qual é o sinal carac-
teristico de uma érbita que conecta dois pontos criticos cujos indices diferem por 1, para isso
basta comparar a seta > que indica o fluxo com a seta » que indica a orientacao induzida

pela variedade conectante. Deste modo,
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Segue que n(s,r) = n(s,q) = n(r,p) = n(q,p) = 0, ou seja, todos os operadores bordos

sao nulos. E o complexo de Morse-Witten é:

D Of) N ) I )

1 85=0 i 95=0 i 95=0

—— <85> —— < q,T> — <DP> ——()— -

Logo,
7 , sek=0,2
HM(C(f),00) = ZDZ , sek=1
0 , C.C.



Capitulo 3
Conjuntos Invariantes Isolados

A partir deste capitulo serda abordada a teoria de Conley, como é atualmente designada
devido a contribuigao significativa de Charles Conley. A teoria de Conley tem uma enorme
gama de aplicacoes para o estudo da dinamica de um sistema, incluindo existéncia de érbitas
periodicas em sistemas Hamiltonianos e solucoes do tipo ondas solitarias para equagcoes
diferenciais parciais, estrutura de atratores globais para equagoes de reacao-difusao, a prova

do comportamento cadtico em sistemas dinamicos e teoria da bifurcacao.

A teoria de Conley é desenvolvida a partir de um conjunto invariante isolado. Um
conjunto é dito invariante se é a uniao de orbitas, e é dito isolado se é o conjunto invariante
maximal em alguma vizinhanga compacta de si mesmo. O elemento fundamental desta teoria
é o indice de Conley, que é uma ferramenta topoldgica que prové invariantes homotodpicos
e homoldgicos para conjuntos invariantes isolados. Na segao 3.1, serao definidos o indice
homotopico e o indice homoldgico. A propriedade mais relevante do indice de Conley é sua
invariancia sob continuacgao, em particular sob pequenas perturbagoes.

A teoria de Conley generaliza a teoria de Morse, que descreve a estrutura dinamica de
uma variedade fechada através dos pontos criticos nao degenerados de um campo vetorial
gradiente. Na teoria de Morse nao hé como definir um indice para conjuntos invariantes
mais gerais, enquanto o indice de Conley esta bem definido para quaisquer fluxo continuo e
conjunto invariante isolado.

Na teoria de Conley, procura-se descrever a estrutura dinamica de um conjunto invariante
isolado S decompondo-o em uma uniao disjunta de conjuntos invariantes isolados “menores”.
Na secao 3.2, sao exibidas duas maneiras possiveis de decompor um conjunto invariante

isolado: a decomposicao em par atrator-repulsor e a decomposicao de Morse.

65
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O indice de Conley, a decomposi¢ao em par atrator-repulsor e a decomposicao de Morse

sao essenciais para a definicao de matriz de conexao, como sera visto no Capitulo 4.

3.1 Indice de Conley

As principais referéncias para esta se¢do sao: [2] e [18].
Antes de definir o indice de Conley, vale a pena recordar alguns conceitos basicos e

resultados de Topologia. Para um estudo mais aprofundado veja [14].

Definigcao 3.1. Um espago pontuado (Y,yy) € um espago topoldgico Y com um ponto

distinguido yo € Y, o qual recebe o nome de ponto base.

Sejam (X, zg) e (Y, yo) dois espagos pontuados. Uma aplicagao entre espagos pontuados
f:(X,z0) = (Y,y0) é uma aplicagao f : X — Y tal que f(xo) = yo; f : (X, 20) = (Y, 40) é
continua se é continua no sentido usual de X para Y.

Duas aplicagoes continuas f,g : (X,z9) — (Y,yo) sdo homotdpicas se existe uma

aplicacao continua H : X x [0,1] = Y tal que

H(zo,s) = vo, 0<s<1.

O fato de f e g serem homotopicas é denotado por f ~ g, e diz-se que f é homotodpica a g.
Veja que ~ é uma relagao de equivaléncia.

Dois espagos pontuados (X, zg) e (Y, yo) sdo topologicamente equivalentes se existem
aplicagoes [ : (X, z9) = (Y,v0) e g : (Y,yo) — (X, x0) tais que fog~ 1y e go f ~ 1.
Neste caso, é comum escrever (X, xg) =~ (Y,yo) e dizer que os pares (X, zg) e (Y, yo) tém o
mesmo tipo de homotopia.

Observe que a equivaléncia homotoépica define uma classe de equivaléncia no conjunto
dos espagos topoldgicos. Por exemplo, R? \ {(0,0)} ~ S*.

O tipo de homotopia do par (yo,%) é chamado de trivial e denotado por 0.

Seja S* a esfera unitaria k-dimensional. O tipo de homotopia do par (S*, 54), com sy € S*,

¢ denotado por XF.
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Dado um par de espagos topoldgicos (N,L) com L C N e L # (), defina sobre N a

seguinte relacao de equivaléncia:
r~y & =y ou x,y€lL. (3.1)

Denote por N/L o espago pontuado (N/ ~,[L]), onde [L] representa a classe de equiva-
léncia dos pontos de L segundo a relagao (3.1) e N/ ~= {[z] : = € N} pode ser identificado
com (N\L)U [L]. Assim, N/L denota o espago obtido de N ao colapsar o subconjunto L a
um ponto.

No caso em que L = (), é convengao considerar o espago N/L como sendo (N U {x}, {*}),
onde {*} denota a classe de equivaléncia do conjunto vazio.

A topologia em N/L é definida da seguinte forma: um subconjunto U C N/L é aberto
se U é aberto em N e UN L = () ou se o conjunto (U N (N\L))U L é aberto em N.

Sejam (X, xg) e (Y,yo) dois espacos pontuados. O espago produto de (X, xg) e (Y,yo) é
o espago pontuado (X X Y, X X yoUxy X Y). Além disso, a soma wedge de X e Y é

XVY :=(XUY)/{zo~ o}

ou seja, o quociente da uniao disjunta de X e Y sob a identificacao xg ~ yo; € o produto
smash de X e Y ¢
XAY =X XxY/X x{yo} U{xo} xY.

ou seja, o quociente do espaco produto X x Y sob a identificagao (z,yo) ~ (zo,y), para todo
reX,yeyY.

Os espacos X e Y podem ser vistos como subespagos de X X Y, identificando-os com
X X yg e xg X Y. Estes dois espagos se interceptam no ponto (z, o). Deste modo, a uniao
destes espacos pode ser identificada com a soma wedge de X e Y. E portanto, tem-se as

seguintes identificagoes:
XVY =Xx{ytU{yw}xY e XAY=XxY/XVY.

Como exemplos: a soma wedge de dois circulos é homeomorfo a figura 8; o produto smash
de qualquer espaco pontuado X com a 0-esfera ¢ homeomorfo a X; o produto smash de dois
circulos é o quociente do toro com a figura 8, que é homeomorfo a S?; o produto smash de

S™ com S™ é homeomorfo a S™",
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Esta secao ¢ dividida em duas subsegoes, a primeira dedicada ao indice homotdpico de

Conley e a segunda ao indice homolégico de Conley.

3.1.1 Indice Homotoépico de Conley

Seja ¢ : R x X — X um fluxo continuo sobre X, onde X é um espago métrico localmente
compacto. Como foi visto na Secao 1.1, um conjunto S C X ¢é invariante sob o fluxo ¢ se

¢(R,S) = S. Recordando a defini¢do de conjunto invariante maximal:

Definicao 3.2. Seja N C X um subconjunto de X. O conjunto invariante mazxrimal

em N € definido por:
Inv(N)={x € X : ¢(t,x) € N, VteR}.

Esta definicao sugere que Inv(N) é um conjunto invariante e, além disso, é maximal em
N com relagao a esta propriedade. Com efeito, Inv(N) é invariante sob o fluxo ¢, pois se
z € Inv(N) ey € O(z) entao O(y) = O(x) C N, portanto y € Inv(N).

Agora, suponha que L C N é um conjunto invariante, dado x € L, por L ser invariante,
O(x) C L C N;logo = € Inv(N) e, portanto, L C Inv(N). Ou seja, o conjunto Inv(N) é o
“maior” conjunto invariante em N.

Outra propriedade interessante do conjunto Inv(N) é:
Proposicao 3.1. Se N C X ¢ compacto entdo Inv(N) é compacto.

Demonstragao: Basta mostrar que Inv(N) é fechado em N. Sejam (x,,),eny uma sequéncia
em Inv(N) e zo € X tais que x,, — xo. Para mostra que Inv(N) é fechado, basta mostrar
que xg € Inv(N). Como ¢ é continua, para cada t € R fixado, ¢(t, z,)—¢(t, o) quando
n — oo. Sendo z, € Inv(N), p(t,z,) € Inv(N) C N, Vt € R. Assim, (o(t,2,))nen ¢
uma sequéncia em N que converge a ¢(t,xg), logo ¢(t,z9) € N para todo t € R. Ou seja,

O(xy) € N, o que implica que xy € Inv(N). O

Definicao 3.3. Diz-se que S C X é um conjunto invariante isolado quando eziste uma
vizinhanga compacta N em X de S tal que S C int(N) e S = Inv(N). Neste caso, N € dita

uma vizinhanca isolante de S.
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Segue da Proposicao 3.1 que todo conjunto invariante isolado é compacto. Além disso, a
uniao disjunta de conjuntos invariantes isolados é um conjunto invariante isolado. Mas, em

geral, se a uniao nao for disjunta esta afirmacao nao é verificada.

Como indicado na figura ao lado, o fluxo no disco tém trés
pontos estacionarios e as érbitas dos outros pontos “correm para
baixo”. Os pontos a, b e ¢ formam conjuntos invariantes isolados,
A:={a,b}UC(a,b) e C :={b,c}UC(b, c) também sao conjuntos
invariantes isolados, onde C(ky, ko) representa a dérbita que

conecta os pontos ki e ky. Porém, a uniao A U C' nao é isolado, apesar de ser invariante.

Exemplo 3.1. Considere um ponto de sela na origem do plano. Este ponto é um conjunto
invariante isolado, pois o conjunto compacto N = [—1, 1] x [—1, 1] é uma vizinhanga isolante

da origem, como mostra a Figura 3.1. A

Exemplo 3.2. Existem conjuntos que sao invariantes pelo fluxo mas nao sao isolados. Como

exemplo, considere a equacao diferencial ordindria em R? dada por

ZL:1:IQ

(L:Q = —T.

A origem (0,0) é um ponto de equilibrio, logo S = {(0,0)} é um conjunto invariante porém
nao ¢ isolado, pois qualquer vizinhanga compacta N de (0,0) contém uma 6rbita periédica,

veja a Figura 3.2. A

e

TS

P

Figura 3.2: Conjunto invariante que
Figura 3.1: Conjunto invariante isolado.  p3o é isolado.
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Uma ferramenta importante na teoria de Conley é a nocao de “par-indice”, que sera
estudada agora. Intuitivamente, um par indice para um conjunto invariante isolado S é um
par de espagos compactos (N, L) com L C N e N—\L ¢ uma vizinhanca isolante de S, de
modo que uma das seguintes situagoes ocorra: a érbita em tempo positivo de um ponto de
N\L ou estd contida em N\L ou escapa de N passando por L, de forma que, apds a drbita

“entrar” em L esta nao retorna a N\ L.

Definicao 3.4. Seja S C X um conjunto invariante isolado. Um par (N, L) de conjuntos

compactos de X € um par-indice para S em X se L C N e
1. N\L ¢é uma vizinhanga isolante de S em X ;

2. L € positivamente invariante em N, ou seja, se x € L e o([0,T],x) C N entao
([0, T],z) C L;

3. Sex e N eyp([0,00),z) € N entio existe T > 0 tal que ¢([0,T],2) C N e p(T,x) € L.

N N N
S

O3 Co | |

Permitido Nao permitido Nao permitido

O item 3 da definicao anterior afirma que cada érbita que deixa o conjunto invariante N
em tempo positivo tem que passar obrigatoriamente por L antes de deixar N, por isso, L
recebe o nome de conjunto de saida do fluxo para N.

Para melhor compreensao da Definicao 3.4, abaixo encontram-se alguns exemplos de

conjuntos invariantes isolados com seus respectivos pares-indice.

Exemplo 3.3. Considere fluxos no plano que tém como retrato de fase as figuras 3.3, 3.4 e
3.5. Cada um destes fluxos admite um conjunto invariante isolado formado por uma singu-
laridade, a saber, um ponto atrator, um ponto de sela e um ponto repulsor, respectivamente.
No Capitulo 5, Exemplo 5.1, encontra-se uma prova de que uma singularidade forma um
conjunto invariante isolado. Nas figuras mencionadas, também encontram-se um par-indice

(N, L) para cada singularidade S. A
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ISP N

I N
-~ e
o /]

Figura 3.3: Ponto atrator. Figura 3.4: Ponto de sela. Figura 3.5: Ponto repulsor.

-
\\C/”‘f

,/ -
\\‘ A \\‘

Exemplo 3.4. A faixa de Mobius admite um fluxo com um ponto repulsor e um ponto de

sela, veja a Figura 3.7. Esta figura também mostra um par-indice para o conjunto invariante

formado pela sela. A
Exemplo 3.5. Considere o campo vetorial gradiente # = 22 — y? e y = —2zy gerado pela
fungao f(x,y) = (1/3)z® — xy*. Este sistema tem (0,0) como unico ponto estaciondrio,

conhecido como sela de macaco. O retrato de fase desse sistema encontra-se na Figura 3.6,

onde também estd ilustrado um par-indice para (0, 0). A

N <— - -
i
~ !

Figura 3.6: Sela degenerada. Figura 3.7: Sela na faixa de Mobius.

O par-indice estd bem definido apenas para conjuntos invariantes isolados. O préximo

resultado garante a existéncia do par-indice para qualquer conjunto invariante isolado.

Teorema 3.1 (Existéncia do par-indice). Seja S um conjunto invariante isolado de um
fluzo continuo ¢. Entao existem conjuntos compactos N e L tais que (N, L) é um par-indice

para S.

A demonstragao deste teorema foi feita por Conley em [2] e, posteriormente, Salamon fez

uma prova mais simples em [18].
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Assim, dado qualquer conjunto invariante isolado S sempre é possivel obter um par-indice
para S. Porém, nao hé garantia da unicidade deste par-indice. Na verdade, tal objeto pode

ser escolhido de varias formas. O préximo exemplo ilustra este fato.

Exemplo 3.6. Considere novamente o caso de um fluxo no plano que admite como singu-
laridade um ponto de sela. Na Figura 3.8 s@o exibidos trés pares-indices (N, L), (N, L) e

(N, L") para o conjunto invariante isolado S formado apenas pela singularidade. A

N/
N
s s
<> < >
L

Figura 3.8: Pares-indice distintos para um ponto de sela S.

N//

Lr/

Exemplo 3.7. Considere o fluxo no plano que possui dois pontos de sela x e y que nao
se conectam, como na Figura 3.9. Cada um destes pontos forma um conjunto invariante,
e veja que o conjunto S = {z,y} formado pela unido dos pontos de sela também é um
conjunto invariante isolado. Logo, existe par-indice para S. De fato, na figura em questao
estao representados dois pares-indice para S, um par indice (N, L) é formado pelo retangulo

grande e o outro par-indice (N’ L') é formado pela unido dos dois quadrados. A

Figura 3.9: Conjunto invariante formado por dois pontos de sela.

O indice homotépico de Conley de um conjunto invariante isolado é definido a partir de
uma informagao comum que todos os pares-indice de S possuem. Essa informacao é dada

pelo proximo teorema.
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Teorema 3.2 (Invariancia do par-indice). Se S é um conjunto invariante isolado e (N, L)
€ (N, E) sao dois pares-indice para S, entao N/L e N/E sao homotopicamente equivalentes,

ou seja, tem o mesmo tipo de homotopia.

De fato, se (N, L) e (N , Z) sao dois pares-indice para S, entdo existe uma equivaléncia
homotépica (definida pelo fluxo) entre os espacos pontuados N/L e N/L. Os detalhes dessa
equivaléncia homotdpica via o fluxo podem ser encontrados em [10].

Os teoremas 3.2 e 3.1, que sao fundamentais na teoria de Conley, foram demonstrados
por Conley em [2] e posteriormente por Salamon, que provou estes resultados de forma mais
simples em [18].

Pelo Teorema da Invariancia do par-indice, o tipo de homotopia do espaco pontuado
N/L, onde (N, L) é um par-indice para S, s6 depende do comportamento do fluxo em uma

vizinhanca de S, e portanto a préxima definicao faz sentido.

Definigao 3.5 (fndice Homotépico de Conley). Seja S um conjunto invariante isolado
de um fluxo ¢. O indice homotopico de Conley de S € definido como sendo o tipo de
homotopia do espago pontuado N/L, onde (N, L) é um par-indice para S. Este indice é
denotado por h(S) = [N/L] *.

Exemplo 3.8. A Figura 3.10 apresenta um fluxo em R? que possui conexao de duas selas.
O conjunto S’ formado pelas duas selas e pela érbita que conecta estas selas é um conjunto
invariante isolado. Logo, o indice homotépico de S esta bem definido. Para obté-lo basta

considerar um par-indice (N, L) qualquer de S’, como por exemplo o mostrado na figura, e

calcular o tipo de homotopia do espago pontuado N/L. Assim, h(S") = X! v XL A
N y
NG B i
(- Q- OO0
B D
Y h(S') = xv B!

Figura 3.10: Tipo de homotopia do espago pontuado N/L.

L[N/L] denota a classe de equivaléncia do espaco pontuado N/L sob a relagao =, ou seja, a colecio de
todos os pares (Y, yo) tais que (Y, yo) ~ N/L.
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Observagao 3.1. Note que o conjunto invariante isolado S do Exemplo 3.7 admite o mesmo
par-indice que o conjunto invariante isolado S’ do Exemplo 3.8 e, portanto, S e S’ tém
o mesmo indice homotopico. Assim, o indice homotopico de Conley perde informacgoes
dinamicas, no sentido que uma conexao entre dois pontos de sela como S’ possui o mesmo
indice que o conjunto formado por apenas dois pontos de sela. Observe ainda que a sela de
macaco, Exemplo 3.5, também tem como indice homotopico a soma wedge de duas esferas

de dimensao 1.

Como foi afirmado anteriormente, o indice de Conley generaliza o indice de Morse. Com
efeito, o indice de Morse estd bem definido apenas para singularidades nao degeneradas, jé o
indice de Conley esta bem definido para qualquer conjunto invariante isolado, em particular
para singularidades nao-degeneradas como também para as degeneradas. O indice de Morse
¢ um numero nao negativo ja o indice de Conley é o tipo de homotopia de um espago
pontuado. No caso dos pontos criticos nao degenerados estes dois indices se relacionam da
seguinte forma: se x é uma singularidade tendo indice de Morse k, entao o indice de Conley
é o tipo de homotopia da k-esfera, ou seja, h(x) = ¥*. Esta relagao serd vista com maior

detalhe no Capitulo 5, mais especificamente, Exemplo 5.1.

o

Atrator T,

Sela N I . 34_7 Q 1
de dimensao 1 nd A

Sela
de dimensao 2

3
Repulsor 2

Figura 3.11: Par-indice e indice de Conley de singularidades em R3.
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3.1.2 Indice Homolégico de Conley

Infelizmente, trabalhar com classes de homotopia de espagos topolégicos é muito compli-
cado. Sendo assim, é comum considerar um indice mais fraco que o indice homotopico de

Conley, mas que é um invariante algébrico. Tal indice é definido a seguir:

Definicao 3.6 (fndice homolégico de Conley). Seja S um conjunto invariante isolado
de um fluxo ¢ e seja (N, L) um par-indice para S. O indice homolégico de Conley é
definido por

Con.(S, ) .= H.(N/L) ~ H.(N, L),

onde H,(N/L) denota o n-ésimo grupo de homologia do espago pontuado (N/ ~,[L]).

Como os pares-indice para um conjunto invariante isolado tem o mesmo tipo de homotopia
e como a homologia de espacos homotdpicos sao isomorfas, o indice homolégico de Conley esta

bem definido, ou seja, ndo depende da escolha do par-indice; de fato, Con. (S, ¢) = H.(h(95)).

Observacgao 3.2. Nao € verdade que dado qualquer par-indice (N, L), H.(N/L) ~ H.(N, L).
No entanto, pode-se provar que sempre € possivel encontrar um par-indice para o qual este
isomorfismo seja verificado. Um par-indice com esta propriedade é chamado de par-indice
regular. Para mais detalhes veja [18)].

Como para algumas técnicas algébricas é mais conveniente trabalhar com o par (N, L)
diretamente ao invés de trabalhar com o espaco quociente, ao longo deste trabalho, assuma

que 0s pares-indice sao requlares.

Serao usadas as seguintes notacoes para o indice homoldgico de Conley de um conjunto
invariante isolado S: H(S) e Con.(S).

Exemplo 3.9. Seja S uma singularidade com variedade instavel de dimensao n. Foi visto
que o indice homotépico de Conley de S é X", de modo que o indice homoldgico de Conley

de S, com coeficientes em Z é:

, sek=mn
0 , sek#n

A

A aplicabilidade do indice homoldgico de Conley depende essencialmente de trés pro-

priedades: a propriedade de Wazewski, de aditividade e de continuacao.
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Proposicao 3.2 (Propriedade de Wazewski). Seja S um conjunto invariante isolado de
um fluzo . Se Con.(S) 20 entdo S # ().

Demonstragao: A prova serd feita por contrapositiva. Suponha que S = (), que é um
conjunto invariante isolado por vacuidade, considere o par-indice (@,()) para S. Entao

Con,(S) = 0. Ou seja, se Con,(S) 2 0 entao S # 0. O

Um exemplo trivial do indice homolégico de Conley é obtido da propriedade de Wazewski,
se S = entao Con,(S) = 0.

Proposicao 3.3 (Propriedade de Aditividade). Seja S um conjunto invariante isolado
de um fluro . Se S = S1US,, onde Sy e Sy sao conjuntos invariantes isolados disjuntos,

entao Con,(S) ~ Con.(S1) ® Con,(Ss).

Demonstragao: Como S; e S; sao conjuntos invariantes isolados disjuntos, existem vizi-
nhancas isolantes disjuntas Ny e N; tais que (N, Lg) e (N1, L1) sao pares-indice para Sy e

S1, respectivamente. Dai,

COTL*(S) = H*(N()UNl,L()ULl)
= H*(N07LO) @H*(NhLl)
= Con.(Sy) ® Con,(Sy).

Exemplo 3.10. Considere o conjunto invariante isolado S = {z,y} do Exemplo 3.7. Como
S é uniao disjunta de dois conjuntos invariantes isolados formados pelos pontos de sela x e
y, entao o indice homolégico de S coincide com a soma direta dos indices homolégicos de z

e y. No Exemplo 3.9 foi calculado o indice homolégico de singularidades, e portanto:

Zd7Z , sek=1

Con,(S) = Con,({z}) & Con.({y}) = { 0 sek#1

Veja que o indice homolégico depende apenas do par-indice e nao do conjunto invariante
isolado. Como a sela de macaco 3.6, a conexao de pontos de sela, apresentada no Exemplo
3.8, e .S = {z,y} admitem o mesmo par-indice e portanto o mesmo indice homotdpico, segue

que o indice homologico destes conjuntos também coincidem. A
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Antes de enunciar a propriedade de continuacao do indice homoldgico de Conley, é

necessario a seguinte defini¢ao:

Definigao 3.7. Seja {p) : R x X — X }rea uma familia de fluzos parametrizada por um
intervalo compacto A C R. Sejam N C X e Sy := Inv(N,¢)). Dois conjuntos invariantes
isolados Sy, e Sy, sao relactonados por continuagao se N é uma vizinhanga isolante

para Sy, com X\ € [N, A\1].

Proposigao 3.4 (Propriedade de Continuacao). Sejam S,, e Sy, conjuntos invariantes

1solados relacionados por continuacao. Entdo,
COH*(S)\O) ~ CO?’L*(S)\l).

A demonstragao da proposigao acima pode ser encontrada em [18].

A proposicao acima afirma que conjuntos relacionados por continuagao possuem o mesmo
indice homolégico de Conley. Deste modo, muitas vezes o cdlculo do indice homoldgico de
um conjunto invariante isolado complicado pode ser reduzido a algum caso mais simples.

O proximo exemplo ilustra como a Proposicao 3.4 pode auxiliar no célculo do indice

homolégico.

Exemplo 3.11. Dada a familia de equacoes diferenciais

T o=y (3.2)

g = y+(1—=XN(z*-1) <x+%)+)\(:€—1)

parametrizadas por A € [0, 1], seja ¢, o fluxo gerado por este sistema, para cada A € [0, 1].

Para k > 0 suficientemente grande, N = [—k, k| x [—k, k] é uma vizinhanga isolante de
Sy = Inv,, (N), para todo A € [0,1]. Desta maneira, Sy estd relacionado por continuagao
com S, de onde tem-se Con,(Sy,) = Con,(Sy,).

Para A = 1, o sistema 3.2 se resume a:

T =y
y = yt+ao—1

E, portanto, o conjunto invariante isolado S; é constituido por apenas um ponto de sela.
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Pelo Exemplo 3.9, segue que

Z , sek=mn

Con,(Sy) = Con,(Sy) =
(50) (S0) {O,sek#n

Para mais detalhes do Exemplo 3.11 veja a referéncia [13].

3.2 Decomposicao de Conjuntos Invariantes Isolados

Como foi visto, os objetos basicos de estudo da teoria de Conley sao os conjuntos invari-
antes isolados. Ha casos em que tais conjuntos apresentam comportamentos dinamicos mais
ricos. De modo a simplificar o estudo de tais conjuntos, considera-se decomposicoes destes
conjuntos em conjuntos invariantes menores. Nesta secao, serao vistas a decomposicao em
par atrator-repulsor e, sua generalizacao, a de decomposicao de Morse.

Ao longo desta secao, também serao introduzidos os conceitos de trio-indice para um par
atrator-repulsor e filtragao-indice para uma decomposicao de Morse. Estes dois conceitos
serao importantes para definir a matriz de conexao, o trio-indice é usado no caso de uma de-
composicao em par atrator-repulsor e a filtracao-indice é usada no caso de uma decomposicao

de Morse mais geral.

3.2.1 Decomposicao em Par Atrator-Repulsor

Como é esperado, o estudo das decomposicoes de conjuntos invariantes isolados comegara
pela decomposi¢ao em par atrator-repulsor. Seja S C X um conjunto invariante isolado sob

o fluxo ¢.

Definigao 3.8. Um subconjunto A C S é um atrator (em relagio a S) se existe uma
vizinhang¢a U de A em S tal que w(U) = A. Analogamente, A C S é um repulsor (em

relagdo a S) se existe uma vizinhanga V de A em S tal que w*(V) = A.

Um repulsor é um atrator para o fluxo reverso. Um conjunto atrator é um conjunto
invariante isolado, o mesmo vale para um conjunto repulsor.

O lema a seguir fornece uma caracterizagao dos conjuntos atratores.
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Lema 3.1. Sejam S um conjunto invariante isolado sob o fluxro ¢ e A um subconjunto
compacto invariante em S. FEntao A € um atrator em S se, e somente se, ewxiste uma

vizinhanga U de A em S tal que ¢((—00,0],v) € U para todo v € U\ A.

Demonstracao: (=) Seja U vizinhanga de A em S tal que A = w(U). Suponha, por
absurdo, que v € U\A e ¢((—00,0],7) C U. Disto e da defini¢ao de w-limite, tem-se que
O(y) C w(U), ou seja, v € w(U) = A, contradi¢ao. Logo ¢((—0,0],7) € U.

(<) Se U ¢ uma vizinhanca compacta de A em S tal que ¢((—00,0],7) € U para todo
v € U\A, entdo existe t* > 0 tal que ([—t*,0],7) ¢ U para todo v € UN S\U. Agora,
escolha uma vizinhanga V' de A tal que ¢([0,¢*],V) C U. Entao ¢([0,00),V) C U e dai
w(V) = A. O

Proposigao 3.5. Sejam S C X um conjunto invariante isolado sob o fluxo ¢ e A um atrator

em S. Entao, as sequintes afirmacoes sao verdadeiras:
1. Sevye S ew (y)NA#D, entio v € A;
2. SevyeSewly)NA#D, entio w(vy) € A;
8. A :={veS : w)NA=0} éum repulsor;

CA={yeS : w(y)NA* =0}

A

5. Sey €S, entao w(y) Uw*(y) C AU A%,
6. Se A" € um atrator em A, entao A" € um atrator em S.
A demonstragao da proposigao acima nao é complicada e pode ser encontrada em [18].

Definicao 3.9. Seja A um atrator em S. O repulsor A* € chamado de repulsor comple-

mentar de A em S e o par (A, A*) de par atrator-repulsor em S.

Observe que A* é o maior conjunto invariante de S disjunto do atrator A.
A Proposicao 3.5 fornece uma descrigdo completa do comportamento das érbitas em S
com relagdo a um par atrator-repulsor (A, A*). Seja z € S entdo uma das trés condigdes

abaixo é verificada pela dérbita de x:

e O(x) pertence ao atrator A;
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e O(x) pertence ao repulsor complementar A*;

e O(x)N(AUA*) =D ew(z) € Aea(zr) € A*, ou seja, a 6rbita de x “nasce” no repulsor

A* e “morre” no atrator A.

No terceiro caso, diz-se que a Orbita de x conecta os conjuntos A e A*, ou ainda, que é uma

Orbita de conexao entre A e A*.

Definigao 3.10. Seja (A, A*) um par atrator-repulsor em S. O conjunto das orbitas de

conexao de S em relagao ao par (A, A*) € o conjunto
C(A,A") .= S\(AU A").

Portanto, o par (A, A*) decompde o conjunto invariante isolado S na uniao
S=AUC(A A*)U A"

Esta decomposicao é conhecida como decomposi¢cao em par atrator-repulsor de
S. No Capitulo 4 ¢ introduzida uma ferramenta, a matriz de conexao, que ¢é utilizada para
estudar o conjunto C(A, A*) # () das dérbitas conectantes.

Um ponto = € S estd em C(A, A*) se, e somente se, w(z) C A e w*(x) C A*, ou seja,
CAA)={r el : wx)CAew(x)C A*}.

Exemplo 3.12. Considere a esfera 2-dimensional deformada S? e o fluxo gradiente negativo
oriundo da funcdo altura f, como mostra a Figura 3.12. Veja que S? é um conjunto invariante
isolado, tomando A = {z,¢/,2'} UC(z,¢ ) UC(2,y) e A* = {x,y,2'} UC(y,x) U C(y,2’),
tem-se que A e A* s@o invariantes e isolados. Além disso, (A, A*) é um par atrator-repulsor
em S2. A

Exemplo 3.13. Considere o fluxo no plano mostrado na Figura 3.13. Veja que o conjunto
S formado pelo ponto de sela s, pelo ponto repulsor r e pela conexao entre estes dois pontos
C(s,r) é um conjunto invariante isolado que tem N como vizinhanga isolante. E facil ver
que A = {s} é um atrator em S e A* = {r} é seu repulsor complementar em S. De onde,

(A, A*) é um par atrator-repulsor em S. A

E interessante observar que, dado um conjunto invariante isolado S, este pode admitir

varias decomposicoes em par atrator-repulsor distintas. O conjunto invariante isolado do
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Figura 3.13: Par atrator-repulsor para a
Figura 3.12: Par atrator-repulsor para S2. conexao de pontos de sela.

z z

Exemplo 3.12 também admite como par atrator-repulsor o par (B, B*), onde B* = {z,2'} e
B=AU{y}uC(y,y), por exemplo.

Sejam A; e A, atratores em S. Entao segue que A; N Ay é um atrator em S, pelo Lema
3.1, e que A} U A} é o repulsor complementar, pelo item 3 da Proposi¢ao 3.5. Por dualidade,
Ay U Ay é um atrator em S e seu repulsor complementar é A} N A3.

Na Sec¢ao 3.1, foi visto que qualquer conjunto invariante isolado admite par-indice. Sendo
(A, A*) um par atrator-repulsor, os conjuntos A e A* sdo invariantes isolados; desta maneira,

pode-se associar a estes conjuntos pares-indice.

Definigao 3.11. Seja (A, A*) uma par atrator-repulsor para um conjunto invariante isolado
S. Um trio de conjuntos compactos (Ny, N1, No) com Ny C Ny C Na, é chamado de trio-

indice para o par atrator-repulsor (A, A*) se:
1. (N1, Ny) € par-indice para A,
2. (N, Ny) € par-indice para A*,
3. (Na, No) € par-indice para S.

Kurland estabelece em [10] que, dado um par atrator-repulsor (A, A*), sempre é possivel

encontrar compactos Ny, N; e Ny de modo que o trio (Ny, N1, N3) seja um trio-indice para
o par (A, A%).

Proposicao 3.6. Sejam Ny C N; C Ny conjuntos compactos. Se (N1, No) € par-indice para
A e (Ny, No) € par-indice para S, entio (Na, Ny) € um par-indice para A*.

Exemplo 3.14. Retomando o Exemplo 3.12, onde é apresentado uma decomposicao em

par atrator-repulsor da esfera S?, considere a tripla de compactos (Ng, N1, No) com Ny = (),
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Ny = {p e S?| f(p) < c} e Ny é a propria esfera. Veja que (Ny, Ny) é par-indice para
A, (Ny, Np) é par-indice para A* e (Ns, Ny) é par-indice para S. Logo, (Ng, N1, N3) é um
trio-indice para (A, A*). A

Exemplo 3.15. Um trio-indice para o par atrator-repulsor visto no Exemplo 3.13 é dado

pelos compactos na Figura 3.14. A

NO Nl NQ

Figura 3.14: Trio-indice para o par atrator-repulsor (A, A*) do Exemplo 3.13.

3.2.2 Decomposicao de Morse

Seja S um conjunto invariante isolado em X. Sejam A um atrator em S e A* seu
repulsor complementar. Foi visto que o par atrator-repulsor (A, A*) em S decompde S na
uniao S = AU C(A, A*) U A*. A generalizagao desta ideia é uma decomposigao de Morse
para S.

Uma decomposicao de Morse é formada, nao s6 apenas por dois subconjuntos invariantes
isolados e disjuntos de S, e sim por uma colecao finita M, de subconjuntos invariantes
isolados disjuntos de S, de modo que cada elemento de S pertence a algum M, ou a alguma
orbita que “nasce” em M, e “morre” em M, para certos m, 7.

Mas antes de definir decomposicao de Morse é necessario um conhecimento basico sobre

ordens parciais, que sera introduzido agora.

Ordem Parcial

Ao longo deste trabalho, considere P um conjunto indexante finito com p elementos.

Definicao 3.12. Uma ordem parcial em P ¢ uma relagcao < entre os elementos de P

satisfazendo:
1. para qualquer m € P nunca ocorre m < m;

2. sem <7 en’ 7", comm, ', 7" € P entao ™ < 7"
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Uma ordem total em P é uma ordem parcial em P que também satisfaz: para cada
m,m € Pourw <7 oun <.

Assuma que < é uma ordem parcial em P, denote por (P, <) o conjunto P munido
com a ordem parcial <. Uma extensao de < é uma ordem parcial <* em P tal que:
T <7 = 7w <*7'. Se <*éuma ordem total em P entdo <* é uma extensao linear de <.
Se P’ C P entao < induz uma ordem parcial em P’ chamada de restricao de < a P’.

Um éntervalo em (P, <) é um subconjunto I C P que satisfaz a seguinte condigdo: se
' €l enm < 7" < x entdao 7 € I. O conjunto dos intervalos em (P, <) serd denotado
por Z(P, <) ou simplesmente por Z.

Um intervalo I € Z é um intervalo atrator se m € I e 7’ < 7 implicam que 7’ € I. O

conjunto dos intervalos atratores de (P, <) é denotado por A(P, <) ou simplesmente por A.

Definigao 3.13. Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado. Dois elementos distintos

m, 7 de P sao ditos adjacentes se {m,7'} € .
De forma mais geral:

Definigao 3.14. Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado e considere 7, com a ordem

usual <. Uma n-upla (I, ..., I,) de intervalos mutuamente disjuntos é dita adjacente se
1. U;’L:l [,L € Z,‘
2. sej<kemeljn €l ention Am.

A colegao das n-uplas adjacentes de intervalos em (P, <) é denotada por Z,(P, <), ou
apenas por Z,,. Note que Z = Z;. Se (I, J) é um par adjacente (ou seja, uma 2-upla adjacente)
de intervalos entao o intervalo I U J sera denotado por I.J.

O préximo resultado é relevante para a teoria de decomposicao de Morse, desta forma,

este é enunciado como proposicao.
Proposicao 3.7. Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado.
1. Se <* € uma extensio de < entdo L, (P, <*) C I,(P,<).
2. Se <* € a restrigio de < a um intervalo J € (P, <) entdo I,(J, <*) C I,(P, <).

Demonstragao: 1. Se n=1: Seja [ € Z(P,<*),dados m,7’ € [ se 7" € Penm < 7" <7,
pela defini¢do de extensao, m <* 7" <* 7', logo 7" € I. Portanto, I € Z(P, <).
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Se n>1: Dado ([, - ,1I,) € Z,(P,<*), tem-se que [; U---U [, = I é um intervalo em
I(P,<*),logo I € I(P, <), pelo caso n = 1. Agora, sejam j < k, m € I; e n’ € I;. Suponha
por absurdo que 7’ < 7, sendo <* extensao de <, entdo 7’ <* 7, contradizendo o fato de
(I, ,1,) € T,(P,<").

2.8e n=1: Sejal € Z(J,<*), dados m,7" €  C Jsen” € Penw < 7" < 7', entdo
7" € J, jd que J é um intervalo em (P, <). Pela defini¢ao de restri¢ao, m <* n” <* 7', logo
7" € I. Portanto, I € Z(P, <).

Se n > 1: Dado (Iy,---,1I,) € Z,(J, <*), tem-se que [y U---U I, =1 € Z(J,<*), logo
I € Z(P, <), pelo caso n = 1. Agora, sejam j < k, m € I; e ' € I. Suponha por absurdo
que 7 < 7, sendo <* restricao de < e 7,7’ € J, entdo 7w’ <* m, contradizendo o fato de

(I, ,1,) € T,(J,<"). O

Se m,n" € P sao tais que m A 7’ e ©' £ 7w entao diz-se que 7 e 7’ sdo elementos ndao
compardveis. Se (I,J) e (J,I) sdo ambos pares adjacentes de intervalos, entdo I e J sao
ditos intervalos nao compardveis.

Se (I1,....1,) € I, e U, I = I, entdo a n-upla (Iy,...,I,) é chamada de uma decom-
posicao do intervalo I. E claro que, se (I, J, K) é uma tripla adjacente de intervalos, entao
(1,J), (LK), (IJ,K) e (I,JK) sao todos pares adjacentes de intervalos.

Decomposicao de Morse

A partir de agora, inicia-se o estudo das decomposi¢oes de Morse, generalizando a de-
composicao em par atrator-repulsor, vista na subsecao anterior. Serd visto que, para cada
decomposicao de Morse é possivel associar uma cole¢ao de conjuntos compactos que genera-

lizam a nocao de trio-indice para par atrator-repulsor.

Defini¢ao 3.15. Sejam (P, <) um conjunto parcialmente ordenado, com P finito e S um
congunto invariante isolado. Uma decomposicao de Morse <-ordenada de S € uma cole¢ao
D(S) = {M:}rep de conjuntos invariantes isolados de S mutuamente disjuntos com a
sequinte propriedade: se x € S\ Upep M, entio existem w,n' € P tais que 1 < 7' e
z € C(My, M), onde

C(My,My):={zeS|w(zr)C My ew(z) C M}
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Assim, uma decomposigao de Morse D(S) é uma colegao finita de conjuntos invariantes
e compactos M, mutuamente disjuntos cuja uniao contém todo o comportamento recorrente
por cadeia de ¢, ou seja, o conjunto recorrente por cadeias é precisamente o conjunto dos

pontos que pertencem a todas as decomposicoes de Morse de S.

Observacao 3.3. Como a cole¢io de conjuntos D(S) = {Myz}rep pode ser uma decom-
posi¢ao de Morse para mais de um conjunto invariante, a estrutura (incluindo os indices)
associada a decomposicao de Morse do conjunto invariante S sao definidos relativos ao con-
gunto S. No entanto, para simplificar a notagao, serda omitido referéncia a S na discussao

de tais estruturas.

Exemplo 3.16. Seja Ay, = ({1,2,---,k}, <) um conjunto ordenado, onde a ordem < é
a restricao da ordem usual nos naturais N. Considere o fluxo no bitoro 7' mostrado na
Figura 3.15, onde encontram-se trés decomposicoes de Morse distintas para o mesmo fluxo
no bitoro. A primeira decomposicao D(T") = {M;}rca,, tem cada singularidade como um
dos conjuntos de D(T). Ja a terceira decomposicdo D(T) = {My}reca, ¢ constituida por
apenas dois conjuntos, veja que esta decomposicao de Morse é, de fato, uma decomposicao

em par-atrator-repulsor. A

Figura 3.15: Decomposigoes de Morse para um fluxo no bitoro.

A partir deste exemplo, é natural perguntar se, dado um conjunto invariante isolado .S,
existe uma decomposi¢ao de Morse mais fina. O préximo exemplo mostra que a resposta é

nao.
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Exemplo 3.17. Considere a equagao

i = x’sen (E) .
T
Seja N = [—2,2]. Entéo, Inv(N) =S = [—1,1] é um conjunto invariante isolado. Pode-se

definir decomposicoes de Morse para S da seguinte maneira:

Di(S) = {[-1,-1}
Dy(5) = {-1puf{1ipu{[-1/2,-1/2]}
Dy(5) = {-1pu{-1/23u{1pu{1/2yu{[-1/3,-1/2]}

D.(5) = (Jt-1/m} J/k) U1 /n, —1/n]}

Assim, para cadan € N, D,,(S) é uma decomposigao de Morse de S com 2n — 1 conjuntos e a
decomposicao de Morse se torna mais refinada a medida que n cresce. Como, por definicao,
uma decomposicao de Morse pode consistir apenas de uma quantidade finita de conjuntos,

nao existe uma decomposicao de Morse mais fina para S. A
A proposicao seguinte é consequéncia imediata da definicao de decomposi¢ao de Morse:

Proposicao 3.8. Sejam < uma ordem parcial em P e D(S) = { My }rep uma decomposi¢do
de Morse <-ordenada de S. Se <1 é uma ordem parcial em P, entao D(S) = {My}rep €
uma decomposi¢io de Morse <i-ordenada de S se, e somente se, C(M,, M) # O implica

que ™ <1 7' para quaisquer w, 7' € P.

Demonstracao: (=) Seja C(M,, M) # (). Tome x € C(M,, M,,). Como D(S) é uma
decomposicao de Morse <;-ordenada, entao existem p,p’ € P com p <1 p' e x € C(M,, M,y).
Logo,

w(x) C M, NM, e w'(z)C MsNM,y.

Como os conjuntos que formam a decomposicao de Morse D(S) sao disjuntos segue que
m=pen =p. Portanto, 7 <; 7”.

(<) Dado x € S\ Urep M, existem 7,7’ € P com 7 < 7" tais que x € C(M,, M,.). Ora,
por hipétese, sendo C (M, M) # 0 entdo m <; 7. De onde segue que D(S) = {M, },cp é

uma decomposic¢ao de Morse <;-ordenada. 0
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Assuma, ao longo deste trabalho, que D(S) = { M, }rcp é uma decomposicao de Morse
<-ordenada de S. A ordem parcial < em P induz uma ordem parcial em D(S). Esta
ordem, também denotada por <, é chamada de uma ordem admissivel da decomposicao

de Morse. O fluxo em S define uma ordem parcial natural em P dada por:

Definig¢ao 3.16. Seja D(S) = { M, }rcp uma decomposicio de Morse <-ordenada. A ordem
do fluxo, denotada por <;, € definida considerando que m <; 7' se, e somente se, existe

uma sequéncia de elementos distintos de P, m = my,...,m = ©" com C(My,, M, ) # 0, para
jged{l, ...l —1}.

Em outras palavras, 7 <; 7’ sempre que C(M,, M) # 0 e estende-se usando a transi-
tividade.

Segue da Proposicao 3.8 que <; ¢, de fato, uma ordem parcial em P e D(S) é uma
decomposicao de Morse < -ordenada de S. A ordem do fluxo é uma ordem minimal em

D(S), ou seja, tem o menor niumero de relagdes entre todas as outras ordens admissiveis.

Exemplo 3.18. Considere um fluxo em R? que possui um conjunto invariante isolado S
formado por uma conexao entre os pontos de sela s e s’ e uma conexao entre o ponto de sela

s’ e o ponto atrator a, como na figura abaixo :

Considere ainda o conjunto ordenado {1,2,3} com a seguinte ordem: 1 < 2 < 3 e sejam
M, = {a}, My = {s'} e M3 = {s}. Veja que estes conjuntos forma uma decomposigao de

Morse <-ordenada, além disso, < é a ordem do fluxo. A
Proposicao 3.9. Toda ordem admissivel em D(S) € uma extensio da ordem do fluzo.

Demonstracao: Seja < uma ordem admissivel em D(S) e suponha que © <y ©’. Pela

definicao da ordem do fluxo, existe uma sequéncia m = 7y, ...,; = 7 de elementos de P
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tal que C(My,, M, ) # 0, para j = 1,...,1. Pela Proposicao 3.8, m; < m;11, para todo
j€{l,...,l —1}. Portanto, m < 7’ e segue o resultado. O

Associado a uma ordem admissivel < de D(S) existe uma cole¢ao de conjuntos, chamados

de conjuntos de Morse, definidos por

= (YU U conon).

el el

onde [ é um intervalo. Veja que os conjuntos M, que constituem a decomposicao de Morse
D(S) também sdo conjuntos de Morse, ja que {7} é um intervalo, para todo m € P.

Como cada ordem admissivel de uma decomposicao de Morse D(S) é uma extensao da
ordem do fluxo, tem-se Z(<) C Z(<y). Dal, a colecao de conjuntos de Morse da ordem do

fluxo contém os conjuntos de Morse de qualquer ordem admissivel.

Proposicao 3.10. Seja D(S) uma decomposi¢ao de Morse <-ordenada de S, onde S € um

congunto invariante isolado.

1. Se J € I(=) entao existe um intervalo K € A(=<) tal que (K\J, J) € uma decomposicao
de K e K\J € A(<).

2. Se I é um intervalo atrator em (P, <), entdo M; é um atrator em S com complementar

repulsor Mpy ;.

Demonstragao:

1. Basta tomar K = {7 | existe 7’ € J com 7 < 7’ ou m = 7'}.

2. A demonstragao é feita por indugao sobre a ordem da decomposigao de Morse D(S).
Se D(S) é uma decomposicao de Morse com apenas um conjunto entdo o resultado vale.
Suponha que o resultado vale para toda decomposicao de Morse de ordem m — 1 e seja D(S)
uma decomposigao de Morse de ordem m. Sejam I € A(<) e k um elemento minimal de I,
ou seja, nao existe m € [ tal que m < k.

Afirmacgao: M, é um atrator em S.

De fato, seja U uma vizinhanca compacta de M, em S disjunta de UM, onde a uniao
percorre o conjunto {m € P\k}, tal vizinhanca existe pois M, é um conjunto invariante
isolado. Seja v € U\M,. Entao w*(v) C Uep\xM,. Caso contrario, w*(v) C M,. Seja 7 tal

que w(v) C M,. Como k é minimal entdo 7 nao pode estar em I'\x e como I é um intervalo
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atrator entdo m nao pode estar em P\I. Logo m = k, ou seja w(v) C M,. Mas isto contradiz
o fato de v € U\M,. Logo w*(v) C U,ep\, Mr. Segue que w*(v) € U e, pelo Lema 3.1, M,
¢ um atrator em S. E Mp,, é o repulsor complementar de M, em S.

Seja <, a restricdo de < a P\x. Entdo {M; | rep\x} ¢ uma decomposicao de Morse
<,-ordenada. Por hipétese de indugao, Mp, € um atrator em Mp\,. E M,\I é o repulsor
complementar de My, em Mp\,. Como Mp,, é repulsor em S e Mp\; é repulsor em Mp,

entao pela proposicao 3.5 Mpy; ¢ repulsor em S. Logo M; é atrator em S. U
Franzosa mostra em [7] que todo conjunto de Morse é um conjunto invariante isolado. A

demonstragao do préximo resultado encontra-se em [7].

Proposicao 3.11. Seja D(S) = { M, }rcp uma decomposi¢ao de Morse em S el € Z. Entdo

1. {M, | m € I} é uma decomposi¢iao de Morse <r-ordenada de M;, onde < € a restri¢do

de < al.
2. {M, | m € P\I}U{M;} é uma decomposicio de Morse de S.
Como consequeéncia deste resultado:
Corolario 3.1. Se (I,J) € Zy entao (Mg, My) é um par atrator-repulsor em My;.

O trio-indice para um par atrator-repulsor é generalizado pela nocao de filtragao-indice

para uma ordem admissivel em uma decomposicao de Morse; da seguinte maneira:

Defini¢ao 3.17. Uma filtragao-indice para uma decomposi¢ao de Morse D(S), sequndo

a ordem admissivel <, € uma cole¢do de conjuntos compactos N' = {N;}rea(<) satisfazendo:
1. para cada I € A(<), (N7, Ny) € um par-indice para o atrator Mp;
2. para quaisquer I,J € A(<), Njng = Ny NNy e Ny =Ny UN,.

Assuma que N = {N;} e (<) é uma filtracao-indice para a decomposicao de Morse D(S),
segundo a ordem admissivel <. A primeira propriedade da Definicao 3.17 garante que N
contém ao menos um par-indice para cada conjunto de Morse M; sempre que I for um
intervalo atrator. Na realidade, uma filtracao-indice fornece ao menos um par-indice para
cada conjunto de Morse M, sendo J um intervalo atrator ou nao. Eo que garante o préximo

resultado:
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Proposigao 3.12. Seja N uma filtragao-indice para a decomposi¢io de Morse D(S), sequndo

a ordem admissivel <. Seja ainda J € T.

1. Se (I,J) € uma decomposicao de um intervalo atrator K € A, entdo (Nk,Ny) é um

par-indice para Mj.

2. Se (I;, J) € uma decomposicio de um intervalo atrator K;, parai = 1,2, entao Nk, \Nj, =
N, \Np,.

Demonstragao:

1. Veja que, pela defini¢ao de filtragao-indice, Ny C N; C Nk além disso, (N;, Np) e
(Nk, Np) sao pares-indice para M; e M, respectivamente. Ja o Coroldrio 3.1 garante que
(M, My) é um par atrator-repulsor em M. Segue da Proposigao 3.6 que (Ng, N;) é um
par-indice para M.

2. Sejam K .= KiNKyel:=I1 NI, Vejaque I,K € A, pois I;, K; € A parai=1,2,
além disso (I, J) é uma decomposicao de K, pois [UJ = (LHLUJ)U(LUJ) =K NK; =K.
Para finalizar a prova, é suficiente mostra que Nxg\N; = Nk, \NN;,. Note que K3 = KU e
KNI =1, pois

Ki=LUJ=LUK UKy,=1LUK,
[:[1ﬂ12:flﬂ[2ﬂJ:[1ﬁK

Pela propriedade 2 da Definicao 3.17 tem-se Nx, = Nxg U N;, e Nx N N;, = Nj. Estas
igualdades implicam que Ny, \Ny, = Ng\Np, = Ng\N;. O

Agora, se J € T é um intervalo qualquer, as Proposigoes 3.10 (1) e 3.12 implicam que, em
uma filtragao-indice N de D(S), existe um par-indice (Ng, N;) para o conjunto de Morse
M. Além disso, se (Ng, Ny) e (N, N;) sdo dois pares-indice definidos por A entdo existe
uma equivaléncia homotépica entre os espagos Ni/Nj e Ni/Nj.

Franzosa estabelece em [7] a existéncia de filtragoes-indice.
Proposigao 3.13. Para toda decomposicao de Morse D(S) existe uma filtra¢ao-indice N .
Para finalizar este capitulo, segue um exemplo de filtracao-indice.

Exemplo 3.19. Considere novamente o conjunto invariante isolado do Exemplo 3.18. Seja

P ={1,2,3} um conjunto com ordem 1 < 2 < 3.
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O propésito deste exemplo é exibir uma filtracao-indice para a decomposicao de Morse
D(S) = {M,;}icp <-ordenada, onde M; = {a}, My = {s'} e M3 = {s}.

Nesse sentido, veja que os intervalos atratores de (P, <) sdo: In =0, I = {1}, I, = {1, 2}
e I3 = {1,2,3}. Observe que os conjuntos de Morse M, onde I € A, sdo dados por: M;, = 0,
My, = My, My, = My UMy UC(My, My) e My, = My U My U M3 UC(My, My) U C(My, Ms).

Considere os conjuntos compactos Ny, N, Ni, e N, dados na Figura 3.16.

Nj,

0

Nh N[2 N[

3

Figura 3.16: Filtracao-indice para a decomposi¢ao de Morse { My, My, M3}.

Veja que os compactos dados pela Figura 3.16 sao tais que:
e (N, Np,) é par-indice para M, ;
e (Np,, Np,) é par-indice para Mi,;
e (Nyp,, Ny,) é par-indice para My,.

A Figura 3.17 ilustra tais pares-indice.

B Ny N,
- - -
S S
u M, Aﬂ {A MJ M,

Figura 3.17: Pares-indice para os conjuntos de Morse M;, My e Mjs, respectivamente.

E facil verificar que os compactos Ny, N, Ny, e Ny, satisfazem: Nj~;, = Ni, NNy, e
Npun, = Ni, UNy, para k,l € {0,1,2,3}. Logo, o conjunto N' = {Ny,, Ny, N, Ni,} é uma

filtragao-indice para a decomposi¢ao de Morse { My, My, M3}, segundo a ordem <. A



Capitulo 4
Matriz de Conexao

Para descrever completamente a dinamica de um conjunto invariante isolado S para o qual
tem-se uma decomposicao de Morse M, é necesséario entender as orbitas conectantes entre
os conjuntos de Morse. Isto pode ser feito relacionado os indices de Conley dos conjuntos
de Morse com o indice de Conley do conjunto invariante isolado S. Neste capitulo sera
construido a ferramenta algébrica, chamada matriz de conexao e criada por Franzosa, para
estudar tais conexoes.

A matriz de conexao é definida, de modo geral, como sendo uma matriz que tem como
entradas aplicacoes entre os indices homoldgicos de Conley dos conjuntos M. A importancia
da matriz de conexao no estudo da dinamica de um fluxo sobre um conjunto invariante
isolado esta no fato de que suas entradas nao nulas podem detectar a existéncia de orbitas
conectantes entre conjuntos de Morse.

Este capitulo contém duas se¢oes. Na primeira secao, ¢ construida a matriz de conexao
para uma decomposicao em par atrator-repulsor de S. Na segunda secao, generaliza-se a
ideia de matriz de conexao para o caso de uma decomposi¢cao de Morse qualquer, ja que uma
decomposi¢ao de Morse contém varios pares atrator-repulsor.

Mas antes é imprescindivel adquirir conhecimento basico sobre trancas de complexos de
cadeia e trancas de modulos graduados. Essas trancas generalizam, respectivamente, as

nocoes de sequéncias exatas de complexos de cadeia e de sequéncias exatas em homologia.

Definicao 4.1. Sejam C4, Cy e C3 complezos de cadeia. A sequéncia

O - Oy 25 Oy

93



94

€ uma sequéncia fracamente exata se:
1. i € injetiva;
2. poi=20;

3. a aplicacdo de cadeia p : Cy/im(p) — Cj definido por p induz um isomorfismo em

homologia.

Lembre que, dada uma sequéncia exata curta de complexos de cadeia
0sA5BABC o0,

existe um homomorfismo de grau —1, 0 : H(C) — H(A), chamado de homomorfismo de
conexao (Teorema 1.3). Para sequéncias fracamente exatas também existe um homomorfismo

de conexao. Mais precisamente:
Proposicao 4.1. Dada uma sequéncia fracamente exata de complexos de cadeia
Ci — Cy 2 Cy
existe um homomorfismo natural 0 : H(C3) — H(CY) de grau —1 tal que a sequéncia
S H(CY) -2 H(Cy) 2 H(Cy) -2 H(CY) — - -

¢ exata. Este homomorfismo é chamado de homomorfismo de conexao.

A prova desta proposigao encontra-se em [8].

Considere, ao longo deste capitulo, (P, <) um conjunto finito parcialmente ordenado.

Definicao 4.2. Uma trangca de complexos de cadeia sequndo a ordem parcial < € uma

cole¢ao € = 6(<) que consisti de complexos de cadeia e aplicagées de cadeia satisfazendo:

1. para cada I € Z(<) existe um complexo de cadeia C(I),

2. para cada (1,J) € Iy(<) existem aplicagoes de cadeia
(L, IJ):C(I) — C(1J), p(IJ,J): C(IJ) — C(J)

que satisfazem:
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(i) a sequéncia de complexos de cadeia C(I) SN C(IJ) 2 C(J) € fracamente exata;
(i1) se I e J sio nao compardveis, entao p(JI,1)i(1,1J) = id|c(p

(tii) se (I,J, K) € Z3(=<), entdo o sequinte diagrama de trangas comuta:

IJ)K
| C(J)
/

C(JK

(.
-

\/\/

E agora segue a defini¢ao de tranca de médulos graduados, que é essencial para a defini¢ao

de matriz de conexao.

Definicao 4.3. Uma tranca de modulos graduados sequndo a ordem parcial < € uma

colecio G = 9(<) que consisti de médulos graduados e aplicagoes entre os médulos graduados

satisfazendo:
1. para cada I € I(=<) existe um mddulo graduado G(I),
2. para cada (1,J) € Io(<) existem aplicagoes
i(1,1J):G(I) — G(IJ) de grau0,

p(IJ,J): G(IJ) — G(J) de grau0,
oS, I):G(J) — G(I) de grau —1,

que satisfazem:

(i) a sequéncia --- — G(I) LN G(IJ) 2 G(J) N G(I) — -+ € exata;
(i1) se I e J sio nao compardveis, entio p(JI,1)i(I,1J) = id|en

(iit) se (I,J, K) € I3(<), entdo o sequinte diagrama de trancas comuta:
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“a an< Z / \a\ ) *G(K)'//
| < \G<IJ> - >a
/ X
C(LIK) e
p< o GUK)/ >8
p 0
G(K) ‘a/ \ a(n
a< \ G(IJ)/ >z
/ \
e | euIE),
v B « ’

Para as préoximas segoes é necessario definir quando duas trancas de médulos graduados

sao isomorfos:

Definicao 4.4. Sejam & e G’ duas trangas de modulo graduado sequndo a ordem parcial <.
Uma aplicagcdo © entre ¢ ¢ 94’, denotada por © : 49— 4', € uma colegcio de homomorfismos
de mddulos 6(1) : G(I) — G'(I), com I € I(=), tais que, para cada (I,J) € Iy(<) o sequinte
diagrama comuta:
= G() = aJ) L= G(J)) 2= a()
le(z) le(u) le(.]) J{e(z)
G =G (1)) - G (T) 2= G

Se (1) é um isomorfismo, para cada I € Iy(=<), entao © ¢é dito um isomorfismo de

trancas de modulos graduados, e diz-se que 4 e 4’ sio trancas isomorfas.

Veja que a tranca de complexos de cadeia generaliza a nocao de sequéncia fracamente
exata de complexos de cadeia e a tranga de modulos generaliza a ideia de sequéncia longa
exata em homologia. Pela Proposicao 4.1, cada sequéncia fracamente exata de complexos de
cadeia induz uma sequéncia longa exata em homologia. De fato, cada tranga de complexos

de cadeia define uma tranca de moédulos graduados.
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Seja ¢ uma tranga de complexos de cadeia sobre <. Se (I, J) € Z5(<), pela definigao de

tranca de complexos de cadeia, a sequéncia

i(1,1.7) p(I1.7)
_—

o(I) o) "ML o

é fracamente exata. Associada a uma sequéncia fracamente exata, a Proposicao 4.1 garante

que existe uma sequéncia longa exata em homologia

iw(I,1.7)

o g D gy Y

H(J) a(J,I)

H(I) —— - (4.1)

Considere a cole¢ao 7#%(<) consistindo dos médulos graduados H (I) para cada intervalo
I € (<), juntamente com as aplicacoes i(I,I.J), p(IJ,J), O(J,I) definidas pela sequéncia
(4.1), para cada par (I, J) € Zy(=).

Franzosa prova em [8] que:
Proposicao 4.2. J#%(<) é uma tranca de mdédulos graduados sequndo a ordem parcial <.

Portanto, para cada tranca de complexos de cadeia, é possivel associar uma tranca de

modulos graduados, como foi afirmado anteriormente.

Definicao 4.5. Seja € uma tranca de complexos de cadeia, a tranca € recém construida
¢ dita tranca de modulos graduados gerada por €. Além disso, se G ¢ uma tranca de

modulos graduados isomorfa a HE, entao G € dita gerada por complexos de cadeia.

A tranca de médulos graduados é essencial para a construcao da matriz de conexao. E
a tranca de complexos de cadeia é a estrutura suporte que é necessaria para a prova da

existéncia da matriz de conexao.

4.1 Matriz de Conexao para um Par Atrator-Repulsor

Para a discussao a seguir, fixe um médulo G. Dado um espaco topolégico X, represente
por C.(X) as cadeias singulares de X com coeficientes no médulo G e denote por H,(X)
a homologia corresponde do complexo. E notacao similar é usada para um par de espacos
AcCX.

Denote por H(S) o indice homolégico de S, ou seja, H(S) = H.(h(S)). Note que se (N, L)

¢ um par-indice para S, entao existe uma identificagdo natural entre H(S) e H.(N/L).
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Seja (Ng, N1, N2) um trio-indice para um par atrator-repulsor (A, A*) em S. Considere

as aplicacoes induzidas nos espagos pontuados
N1 /Ny == No/Ny -2 Ny /Ny, (4.2)
onde a inclusao ¢ e a projecao p sao definidas, respectivamente, por:
ifelny) = lelng,  p(falyg) = [y

Veja que poi = 0.
Passando para o nivel de cadeias, obtém-se de (4.2) a seguinte sequéncia de complexos

de cadeia:
C,(N1/No) = C(Ny/No) —5 C,(Ny/Ny). (4.3)

Sendo ¢ injetiva e poi = 0, ¢4 ¢ injetiva e py o4y = 0. Além disso, a aplicacao quociente

N5 /Ny

: Ny /N, No/N; =~
p 2/0—> 2/1 NI/NO

define a aplicagao de cadeia p : Cx(No/Ny, N1/No) — C.(N2/N1) que, por sua vez, induz
o isomorfismo em homologia p, : H.(Na/Ny, N1/Ny) — H.(N2/Ny) (ver [7]). Assim (4.3)
¢ uma sequéncia fracamente exata e, pela Proposicao 4.1, associada a sequéncia (4.3) existe

uma sequéncia longa exata:
> H.(Ni/Ny) —2> H.(No/No) 2> H.(Ny/N) —2> H.(N\/Ny) — -

Agora, seja (Li, Lo, L3) outro trio-indice para o par atrator-repulsor (A, A*). Como as
homologias de espagos com o mesmo tipo de homotopia sao isomorfas (Teorema 1.2), segue

da invariancia do par-indice que:

> H.(N/Ny) > H.(No/No) —Z> H,(Ny/Ny) —2> H.(Ny/Np) — -

T S

o —— H.(Li/Ly) —> H.(Ls/Lo) 2~ H.(Ls/L1) —%> H.(Li/Log) — -

LA notacdo [m]%f, introduzida aqui, denota a classe de equivaléncia de x € Nj segundo a relacao de
equivaléncia definida em 3.1.
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Deste modo, tem-se a sequéncia longa exata

(4,5)

. H.(A) i d(A*,A)

Ho(S) " g a) D A (4.4)

Defini¢ao 4.6. A sequéncia longa exata definida em (4.4) € chamada de sequéncia exata

do indice homoldégico associada ao par atrator-repulsor (A, A*) e a aplicagdo de conerdo
0(A*,A): H(A*) — H(A) recebe o nome de aplicagao bordo definida pelo fluzo.

A aplicagao 0(A*, A) definida acima prover informagoes sobre o conjunto de érbitas conec-
tantes de A* para A em S. O final desta secao aborda essa questao.

Considere agora os seguinte modulos graduados:

CA(A) = H(A),
CA(A") = H(A"),
CA(S) = H(A) ® H(A®).

Uma aplicagao A : CA(S) — CA(S) pode ser representada na forma matricial por:

A AW, A)
S\l AM A Al )

onde A(A) : CA(A) — CA(A), A(A*) : CA(A*) —» CA(A*), A(A, A*) : CA(A) — CA(A*)
e A(A* A) : CA(A*) = CA(A).

Considerando o caso particular em que A(A), A(A*) e A(A, A*) sdo aplicagoes nulas
e A(A*, A) é a aplicagao bordo definida pelo fluxo, ou seja d(A*, A), tem-se que A é uma
aplicacao bordo, isto é, todas as entradas de A sao aplicacoes de grau —1 e AoA = 0. Assim,
(CA(S),A) é um complexo de cadeia que possui os seguintes subcomplexos: (CA(A),0) e
(CA(A*),0).

A partir destes complexos de cadeia, pode-se construir a seguinte sequéncia exata curta

de complexos de cadeia:
0 — CA(A) == CA(S) 25 CA(A") — 0, (4.5)

onde 7 e P sdo a inclusdo candnica e a projecdo canonica, respectivamente. Esta sequéncia é
a mesma que
0— H(A) - H(A) @ H(A*) 2 H(A*) — 0.
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Passando para homologia, (4.5) induz a sequéncia exata longa
o HA(A) 5 HA(S) 25 HA(AY) -2 HA(A) — - (4.6)

onde HA(A), HA(A*) e HA(S) denotam, respectivamente, as homologias dos seguintes
complexos de cadeia (CA(A),0), (CA(A*),0) e (CA(S),A).

Até aqui, foram obtidas duas sequéncias longas exatas em homologia, a sequéncia exata
do indice homolégico (4.4) e a sequéncia (4.6) construida logo acima a partir da aplicac¢do
A. Essas duas sequéncias relacionam-se de forma interessante, elas sao isomorfas.

Com efeito, para cada n € N,

ker A, (A)  ker 0 H,(A)

H,A(A) = = =
nA(4) im A, 1(A) im0 0

~ H,(A),

ker A, (A*)  ker 0  H,(A")
im A, 1(A*) im0 0

H,A(A") = ~ H,(A"),

ou seja, HA(A) e HA(A*) sao isomorfos aos indices homolégicos de Conley de A e A*,
respectivamente. Logo, 9 = 0.
No momento, obtém-se o seguinte diagrama comutativo de homologias de modulos e

aplicacgoes:

. — > HA(A) —= HA(S) 2= HA(A*) -2~ HA(A) —> - (4.7)

- sk

- —— H(A) —— H(S) ——~ H(A*) —2~ HA) —— ---

E facil ver que existem 6, : H,A(S) — H,(S) que fazem o diagrama (4.7) comutar. Pelo
Five Lemma (Teorema 1.4) as aplicacoes 6,,(S) sao isomorfismos.

Portanto o complexo (H(A) @ H(A*),A) gera uma sequéncia longa exata em homologia
que é isomorfa a sequéncia do indice homolégico do par (A, A*). Logo, a matriz A contém
informagoes sobre o conjuntos de drbitas conectantes C'(A, A*). Esta matriz é chamada de

matriz de conexao para o par atrator-repulsor (A, A*).

Definigao 4.7. Sejam S um conjunto invariante isolado de um fluzo ¢ e (A, A*) um par

atrator-repulsor de S. Considere o modulo graduado

CA(S) = H(A) ® H(A%)
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e a aplicagdo bordo A : CA(S) — CA(S) definida por

A_(o a>7
0 0

onde 0 = O(A, A*) € a aplicagao bordo definida pelo fluxo. A aplicagio A € chamada de

matriz de conexdo para a decomposicao em par atrator-repulsor (A, A*) de S.

Assim, a partir da matriz de conexao A de uma decomposicao em par atrator-repulsor
(A, A*), é possivel construir a sequéncia do indice homoldgico associada ao par (A, A*), a
menos de um isomorfismo de sequéncias exatas. Logo, a matriz A carrega todas as in-
formagoes algébricas desta sequéncia.

Um dos principais interesses no estudo do indice de Conley e da matriz de conexao
é entender como estes podem auxiliar na descricao dinamica de um dado fluxo sobre um

conjunto invariante isolado. Os resultados a seguir caminham nesta diregao.

Proposicao 4.3. Sejam S um conjunto invariante isolado de um fluzo ¢ e (A, A*) um par

atrator-repulsor de S. Se

e a aplicag¢io bordo O(A*, A) definida por ¢ é ndo nula
ou se

e H(S) nao € isomorfa a H(A) & H(A*)
entao C(A, A*) # 0.

Demonstragao: Fazendo a prova por contrapositiva, suponha que C(A, A*) = (). Entao S
se decompoes como uniao disjunta do atrator A com seu repulsor complementar A*. Segue

diretamente da Propriedade de Aditividade 3.3 que H(S) ~ H(A) & H(A*). Com isso, a
sequéncia do indice homolégico do par (A, A*) se torna:
i(A,S 5,4 d(A*,A
C—— H.(A) 2 HL(H(A) & H(AY) T H(40) T HAA) — -

Sendo esta sequéncia exata, ker 9 = im p = H(A*), ou seja, 0 = 0. U

Corolério 4.1. Se C(A, A*) =0, ou seja, se S = AU A* entao 0 = 0.
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Corolario 4.2. Seja S um conjunto invariante isolado de um fluzo ¢ e seja (A, A*) um par
atrator-repulsor de S. Se Con,(S) = 0 e se existe k € N tal que Cong(A) e Cony(A*) nao

se anulem concomitantemente entao C(A, A*) # ().

As provas destes dois corolarios seguem diretamente da Proposigao 4.3.

A partir do Corolério 4.2, conclui-se que: dados um ponto de sela e um ponto atrator
(ou um ponto repulsor), se estes pontos formam um par atrator-repulsor para um conjunto

invariante isolado cujo indice de Conley € o trivial, entao existe conexao entre estes pontos.

A Proposicao 4.3 pode ser usada para obter informacoes sobre a existéncia de dérbitas
conectantes apenas quando 0 # 0 ou quando H(S) 2 H(A) & H(A*). Porém existem casos
em que d =0e H(S)~ H(A) ® H(A*), como mostra a proxima proposigao.

Proposicao 4.4. Sejam S um conjunto invariante isolado de um fluxo ¢ e (A, A*) um par

atrator-repulsor para S. Se existir kg € N tal que

Hi(A), se k = ko
0, se k # ko

Hi(AY), se k = kg

Con (A7) = { 0 se k #k
) 0

Coni(A) :{
entao 0 =0 e H(S) ~ H(A) ® H(A*).

Demonstracao: Seja k € N arbitrario, por hipétese Hy(A*) = 0 ou Hx_1(A) = 0, em
ambos os casos, a aplicagdo Oy : Hy(A*) — Hyi_1(A) ¢é a aplicagao nula. Portanto, 0 = 0
para todo k € N, logo, 9 = 0.

Consequentemente, a aplicacdo A : H(A)® H(A*) — H(A) @ H(A*) é representada pela

matriz nula, o que implica que

ker Ay, .
Hi,(5) = HA(S) = m A, Hy(A) © Hy (A7),
para todo k € N. Portanto, H(S) ~ H(A) & H(A*). O

Devido a este resultado, nota-se que a aplicacao bordo 0 e a matriz de conexao nao
conseguem detectar conexoes entre singularidades que possuem o mesmo indice, como por

exemplo conexoes entre pontos de sela que possuem os mesmo indices.
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4.2 Matriz de Conexao para uma Decomposicao de

Morse

Seja S um conjunto invariante isolado e D(S) uma decomposi¢ao de Morse <-ordenada.

Na Secao 3.2 foi afirmada a existéncia de uma filtragao-indice para qualquer decomposicao
de Morse. Considere N = {N;}/c 4 uma filtragao-indice para a decomposigao de Morse D(S)
<-ordenada. Seja J € Z, se (Ng,, Ny,) e (Nk,, Ny1,) sao pares-indice, definidos pela filtragao
N, para o conjunto de Morse M entédo os respectivos espagos pontuados N, /Ny, e Nk, /N,
sao homeomorfos. Com efeito, Nk, \N;, = Ng,\Np,, pela Proposicao 3.12. Considere a
aplicacao entre Ng, /Ny, e Nk, /Ny, induzida pela identidade sobre Ny, \N;, = Ng,\Ny,, ou
seja,

Ng, /Ny, — Nk, /N1,

[z] — ] se € Ng,\Np,,

[x] — [Ny,] sex € Ny.

Tal aplicacao fornece o homeomorfismo afirmado.

Dado um médulo G arbitrério, denote por C.(Ng,/N;;G), com i = 1,2, o conjunto
formado pelas cadeias singulares com coeficientes em G do espago pontuado Nk, /Ny,. Como
os espagos pontuados N, /Ny, e Nk, /Ny, sao homeomorfos, segue que os complexos de cadeia
Ci«(Ngk,/N1,; G) e Ci(Nk, /Np,; G) sado isomorfos. Assim, todos os pares-indice definidos pela
filtracao N, que sao associados ao conjunto de Morse M, induzem complexos de cadeia
naturalmente isomorfos.

Para cada J € Z(<), denote por Cy(J; G), ou apenas por Cyr(.J), um complexo de cadeia
isomorfo ao complexo C,(Ng, Ny), onde (Ng, N;) é um par-indice para M, definido pela
filtracao N. Veja que a homologia do complexo Cy(J; G) é exatamente o indice homoldgico
de Conley do conjunto de Morse M, denotada por H(M,; G) ou simplesmente por H(Mj).

Pelo Corolario 3.1, se (1, J) € Zy(<) entao (M, M) é um par atrator-repulsor para My ;.
Seja (No, N1, Np) um trio-indice definido pela filtracao N para (M, M;), entdao estd bem

definida a sequéncia
C.(N1/No) == C.(No/No) —25 C.(N3/Ny).

Franzosa mostra em [7] que esta sequéncia é fracamente exata. Além disso, esta sequéncia
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pode ser representada por

i(1,1J) p(1J,J)

Cn(I) Cn(IJ) —= Cn(J), (4.8)

pela convencao adotada longo acima.
Sendo (4.8) fracamente exata esta induz, pela Proposicao 4.1, a sequéncia longa exata

in(1,1T L(1J,T a1
=) D g o) YD moovy) Y ma o)) —— L (49)

Veja que esta sequéncia é exatamente a sequéncia do indice homoldgico do par atrator-
repulsor (My, M) definida em (4.4).

A partir da sequéncia 4.8 é possivel construir uma tranca de complexos de cadeia Gpr(<)
formada pelos complexos Cyr(I), com I € Z, juntamente com as aplicagoes i(I, I.J) e p(IJ,J),
onde (I,J) € I; é o que garante o préximo resultado, cuja demosntracao encontra-se na

referéncia [7].

Proposicao 4.5. Sejam S um conjunto invariante isolado de um fluzo ¢, D(S) uma de-
composi¢ao de Morse para S e N uma filtragao-indice associada a D(S). A colecao €N; G)
consistindo dos complexos de cadeias Cy(I), para todo I € I, e das aplicagoes i(I,1J)
e j(1J,J), com (I,J) € Iy, é uma tranca de complexos de cadeia da filtragao-indice com

coeficientes em G.

Essa tranca também é denotada por G .

Como foi visto no inicio deste capitulo, passando a tranca de complexos de cadeia G
para homologia obtém-se uma tranca de médulos graduados #%\(<;G) gerada por Gy .
Esta tranca independe da filtracao N

Os mdédulos graduados que constituem a tranga #Z%(<;G), por definigdo de tranga
gerada, sao as homologias dos complexos de cadeia Cy(I) que formam %y. E para cada
I € Z, como foi argumentado antes, a homologia do complexo Cy(I) coincide com o indice
homoldgico de Conley do conjunto de Morse M;. Assim, a tranca %) (<;G) é formada
pelos indices homoldgicos de Conley H (M), para todo I € T e pelas aplicagoes definidas em
(4.9), a saber:

i(1,1J):G(I) — G(IJ) de grau 0,
p(IJ,J): G(IJ) — G(J) de grau 0,
o, I):G(J) — G(I) degrau — 1.
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Definicao 4.8. A tranca de mddulos graduados A\ (<;G) € chamada de tranc¢a do

indice homoldgico de Conley sequndo a ordem <.

Para cada par atrator-repulsor (My, M), onde (I, J) € I,, a tranga #%\(=<; G) associa,

pela Definicao 4.3, a sequéncia
—s H(M;) - H(M;,) 2 H(M;) 25 H(M;) —

que, de fato, é a sequéncia do indice homoldgico associada ao par atratot-repulsor (My, M).

Assim, dada uma tripla de intervalos adjacentes (I, J, K) € Z3, a tranga % (<; G) fornece

as sequéncias do indice homoldgico para cada combinagdo de intervalos adjacentes (I,.J),
(I,JK), (IJ,K) e (J, K) formados a partir da tripla (I, J, K):

c— H(M;) = H(M;,) 2 H(M,) -2 H(M;) —

s H(My) —5 H(Mypyx) -2 H(Mx) -2 H(M;)—

H(M;py) " H(Mi) 7 HMy) -2 H(M;)
S H(My) =5 H(Myg) -2 H(My) -2 H(M;)—

e as relacionam através do seguinte diagrama comutativo em forma de tranca :

i _ H(M;py) >
i \
H(M;pk) »
p H(MJK)
% \
o 0 / )
d H(M;py) >
b
H(MJ)\/ MIIK
'/ A -

Observe que se a decomposi¢ao de Morse D(.S) for formada apenas por um par atrator-

repulsor (A, A*) entdo a tranca acima se reduz a sequéncia do indice homolégico do par
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atrator-repulsor (A4, A*). E nesse sentido, a tranga do indice homolégico generaliza a sequéncia
do indice homolégico.

Veja que a tranga %)y (=<;G) depende da escolha da ordem admissivel em D(S). E
como toda ordem admissivel de D(M) é uma extensdo da ordem do fluxo, segue que a

tranca A% (<p; G) contém a tranca %) (<; G) para cada ordem admissivel; portanto

Definigao 4.9. A tranca 76\ (<y; G) do indice homoldgico para a ordem do fluzo é chamada

também de tranca do indice homologico para a decomposicao de Morse e é deno-
tada por FAD(S); G) ou FAD(S)).
Agora, para cada intervalo I € 7, considere o médulo graduado

CA(I) = P H(M,).

el

Uma aplicacao A(J,I) : CA(J) — CA(I) pode ser vista como uma matriz de aplicagoes

ALT) =] - A7) --- ;
nel,n’'ed

tal que cada A(n’, ) é uma aplicagao de H(M,) para H(M,) localiza na m-ésima linha e 7’-
ésima coluna da matriz A(J, I). Note que A(J, I) é uma matriz de ordem |I| x|J| < oo, onde
|| e |J| denotam as cardinalidades dos conjuntos I e .J, respectivamente; estes conjuntos
sao finitos pois I, J C P, e P é finito.

A aplicagao A(I,I) serd denotada apenas por A(7), e no caso em que I = P, a aplicacao

A(P) serd denotada simplesmente por A.
Definicao 4.10. Considere a aplica¢io A(I) : CA(I) — CA(I).

1. A(I) € triangular superior se A(n',7) # 0 implica 71 < @' ou m = «', para todo

m,m €1;

2. A(I) € triangular estritamente superior se A(n',m) # 0 implica 7 < «, para

todo m,n" € I;

3. A(I) € uma aplicagao bordo se, para todo w,7' € I, A(n',7) possui grau —1 e
A(T)o A(I) = 0.
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Proposigao 4.6. Seja A : CA(P) — CA(P) uma aplicagao bordo triangular estritamente
superior. Para cada intervalo I, a aplicacao A(I) : CA(I) — CA(I) € uma aplica¢ao bordo

triangular estritamente superior.

Demonstragiao: E imediato que A(T) é triangular estritamente superior e que A(7’, ) é de
grau —1, para todo 7, 7" € I. Falta apenas ver que A(I)? = 0. Com efeito, sejam J, K € T
tais que (K, I, J) é decomposicao de P, ouseja, IUJUK = Pe (K,I,J) € Z3. A aplicacao

A pode ser visualizada da seguinte maneira:

AK) A(LK) A(JK)
A=| A, D A1) AU
AK,J) A(LJ)  A(J)

Sendo A triangular estritamente superior, A(K,I) = A(K,J) = A(I, J) = 0, portanto,

A(K) A(LK) A, K)
A=| 0o AQ) AU
0 0 A(J)

Por hipétese A? = 0, logo a composicao da segunda linha com a segunda coluna da

matriz A é nula, ou seja, A(1)? = 0. O

Considere A uma aplicagao bordo triangular superior, entao (CA(P), A) é um complexo
de cadeia que possui como subcomplexo de cadeia (CA(I), A(])), para cada I € Z; além
disso, A([) é triangular superior.

Para cada (I,J) € Z,, estd bem definida a seguinte sequéncia exata curta de complexos

de cadeia

p(IJ,J)

WD) o) ML oa(ry — o, (4.10)

0 —= CA()

onde i e p sao as aplicagoes ébvias de inclusao e projecao, respectivamente. De fato, 7 e p

sao aplicagoes de cadeia, como mostra o préximo resultado.
Proposicao 4.7. Sejam I, J, K intervalos em (P, <).
1. As aplicagoes i(1,1J) e p(IJ,J) definidas em (4.10) sdo aplicagoes de cadeia;

2. Se I e J sao intervalos nao compardveis entao p(JI,J) oi(1,1J) = id|car);
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3. Se (I,J,K) € Iy entao o diagrama de trangas abaizo comuta:

< \
CA(1J)
/ \p‘
IJK CA(J)
CA(JK)
/

Demonstragao:
1. Representando as aplicagoes (I, I.J) e p(IJ, J) nas formas matriciais

id
i(1,10) = ( ) ) p(1g,d):= (0 id ).
Como (1, J) € Iy, a aplicacao A(IJ) pode ser visualizada do seguinte modo:

s (50500

Com essas identificagoes segue que:

AIT)oi(I,1J)=i(I,IJ)o A(I) e A(J)op(IJ,J)=p(IJ,J)oA(LJ).

Portanto, i(1,I.J) e p(IJ,J) sdo aplicagoes de cadeia.
2. Sendo I e J intervalos nao comparaveis, entao IJ e JI sao intervalos.
complexos (CA(LJ),A(1J)) e (CA(JI),A(JI)) estdo bem definidos, de modo que

p(JI,])oI(],]J)z(id 0 ) < i;l): ( id).

3. O diagrama de trancas é comutativo se valem as igualdades:

Logo, os

o i(IJ,1JK)oi(I,1J)=i(I,1JK),

o p(JK,K)op(IJK,JK) = p(IJK,K),
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o i(J,JK)op(IJ,J)=p(IJK,JK)oi(lJ,IJK).

Seja v = @, ;v € CA(I). Entao

i(IJ, IJK) oi(I,1J)(z) = (IJ,1JK) (EB xﬂ+@0>

el e

=P +Po+EPo = (I, 1JK)(x).
mel e meK
E dai, i(IJ,IJK)oi(l,I1J) =i(I,IJK). As outras duas igualdades sao provadas de forma

similar. O

Esta proposigdo implica que a cole¢ao formada pelos complexos (CA(I),A(1)) junta-
mente com as aplicagoes (I, 1.J) e p(IJ,J), anteriormente definidas, é uma tranca de com-

plexos de cadeia. O que prova o seguinte resultado:

Proposicao 4.8. Considere uma aplicacdo bordo triangular estritamente superior
A: CA(P) — CA(P),

onde CA(P) = @, .p H(M;). A colegao, denotada por €A(<), consistindo dos complezos
de cadeia (CA(I),A(l)), para cada I € I, e das aplicagoes de cadeia i(I,1J) e p(IJ,J)

definidas em (4.10), para cada (I,J) € Iy, € uma tranga de complexos de cadeia.

A tranga ¥A(<) é chamada de tranca de complexos de cadeia definida por A.
Agora, seja AN = HECA(<) a tranca de mddulos graduados gerada por TA(<).
Essa tranca é formada pela homologia do complexo (CA(I), A(I)) denotada por HA(I),

para cada I € Z, e pelas aplicagoes

w(I,1J): HA(I) — HA(IJ)  de grau 0,
p(IJ,J): HA(IJ) — HA(J)  de grau 0,
O, 1) : HA(J) — HA(I) de grau —1,
que sado obtidas da sequéncia longa exata em homologia associada & sequéncia (4.10), para
cada (I, J) € Is.
Com isso, foram construidas nessa secao duas trancas de médulos graduados: a tranca

do indice homolégico de Conley #%6)\(<;G) dada pela Definicao 4.8 e a tranga JZA recém
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construida. A matriz de conexao para a decomposicao de Morse D(M) é definida a partir

dessas duas trancas da seguinte forma:

Definig¢ao 4.11. Sejam S um conjunto invariante isolado de um fluzo ¢ e D(S) = { My} ecp

uma decomposicao de Morse com ordem admissivel < para S. Considere o mddulo graduado

CA(P) = P H(M,)

TeP

e a aplicacao A : CA(P) — CA(P). A aplicagio A € dita uma matriz de conexdo

para a decomposicao de Morse D(S) segundo a ordem admissivel < se
1. A € uma aplicagao bordo triangular estritamente superior;

2. a tranca de mddulos graduados FZA € isomorfa a tranga do indice homoldgico de
Conley H6\(=;G), ou seja, eziste uma colecao de isomorfismos {¢p(I) : HA(I) —
H(My), I € T} tal que para cada par (I,J) € Iy o diagrama abaizo comuta:

= HA(I) —= HA(IJ) —Z= HA(J) =2~ HA(I) — - --

le(r) ie(u) leu) ieu)

co—— H(M;) —= H(M;;) = H(M;) —2= H(M;) —> - -+

Para melhor compreensao da definicao de matriz de conexao apresenta acima, segue
um exemplo detalhado de matrizes de conexao para o conjunto invariante isolado visto no

Exemplo 3.18.

No exemplo a seguir o médulo G serda tomado como sendo o corpo Zs.

Exemplo 4.1. Considere o conjunto parcialmente ordenado (P, <), onde P = {1,2,3} e
1 <2 < 3. Veja que o conjunto de intervalos de (P, <) é

T = {13 {2} {3}, {1, 2}, {2, 3}, {1,2,3}} .

Os pares adjacentes de intervalos sao:

Lo = {({1},{2}), ({2}, {3}), ({1}, {2,3}), ({1, 2}, {3})}-
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O conjunto das triplas de intervalos adjacentes é:

Considere ainda o conjunto invariante isolado S dado na Figura 4.1. Veja que S é
composto por trés singularidades a, b e ¢ juntamente com as érbitas conectantes C'(b,a) e
C(c,b). Definindo os conjuntos M; = {a}, My = {b} e M3 = {c}, tem-se que a colecao
D(S) = {M;}rep é uma decomposicao de Morse <-ordenada para S. Além disso, a ordem

admissivel < coincide com a ordem do fluxo.

b | M, M a

Figura 4.1: Decomposicao de Morse para o conjunto invariante isolado S.

O primeiro objetivo deste exemplo é construir a tranca do indice homolédgico de Conley

segundo a ordem < para S. Nesse sentido, considere a seguinte notacao:

Mg =S, My = M UM, UC(My, M), e M= MyUM;UC(My, Ms).
Calculando o indice homotopico dos conjuntos de Morse M;, com I € Z, tem-se:
h(M) = X%  h(My) = h(Ms) = h(Mya3) = X', k(M) =0, k(M) =Xt v I

Logo, os respectivos indices homolégicos (com coeficientes em Z5) sao:

Lo , sen=2>0 Y Lo , sen=1
0 , sen#0 0 , sen#1l

H(Ml):{

Zo®Zoy , sen=1

H(M12):{0 , sen€Z H<M23>:{ 0 sen # 1
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H(Ms) = H(M3) = H(Ma3).

Deste modo, a tranca do indice homoldgico %)\ (<;Z,) é formada pelos médulos gra-
duados acima, juntamente com as aplicac¢oes de inclusao (I, 1.J), projecao p(IJ,J) e bordo

d(J, 1), para os pares adjacentes de intervalos (1, J).

Como (P, <) tem apenas uma tripla de intervalos adjacentes ({1}, {2}, {3}), a tranca do

indice homoldgico é a tranca:

Agora, para cada intervalo I € Z, considere o médulo graduado CA(I) = @ H (M, ), onde

7 varia no intervalo I. Assim,

7 =0 Z =1
CA(l):H(Ml):{ 9o , Sen { 5 , SEn

CA(2) =CA(3) =
0 , sen#0 0 , sen#1

Zo , sen=0,1
CA(12) = H(M,) ® H(M,) = 2

0 , sen#0,1
Zo®Zoy , sen=1

CA(23) = H(M) & H(M;) = 0 £1

—
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Lo , sen=20
CA(123) = H(My)® H(My) ® HM3) = Zo®Zy , sen=1
0 , sen#0,1

Dada uma aplicacao A : CA(P) — CA(P) bordo triangular estritamente superior, pode-

se visualizar A como uma matriz

onde A(2,1) : H(Ms) — H(My), A(3,1) : H(M3) — H(M;) e A(3,2) : H(M3) — H(M>)
sao homomorfismos de grau —1.
Ora, sendo A(3,2) uma aplicagao de grau —1, A(3,2) é a aplicagao nula, pois as homolo-

gias H(Ms3) e H(M;) sdo nao nulas apenas na dimensao 1. Portanto,

Como
Zy , sen=1 {Z2 , sen=20
—

A(2,1) =
@1) {0 , sen#1 0 , sen#0

entdo A(2,1) é a aplicagdo nula ou um isomorfismo, ja que A(2,1) é um homomorfismo.
Analogamente, A(3,1) é a aplicagdo nula ou um isomorfismo.

Para que A seja uma matriz de conexao para a decomposicao de Morse D(S5), a tranga
JCA gerada por A deve ser isomorfa a tranca do indice homoldgico de Conley. A partir deste
fato, obtém-se informagoes sobre as aplicagoes A(2,1) e A(3,1).

Para obter a tranca de mddulos graduados gerada por A, é necessario calcular as ho-

mologias dos complexos (CA(I), A(I)), para cada I € Z, onde A(I) é a restrigao de A ao

intervalo I. Tem-se
ker A, (1) H, (M)

H. A1) = — ~ H,(M
nA(1) im A,y (1) 0 n(M1),
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ker A, (2)  H,(My)

HoA(2) = — O H, (M),
_ ker A,(3)  Hn(Mz) _
H,A(12) ker A,(2,1)  H,(M;) @ ker A,(2,1)
" Cim A, (2,1) imA,(2,1)p0
ker A,(3,2)  H,(Msy) @ H,(M
HA(3) = < Bn32)  Ha(Mo) & Ha(Ms) s g ).

im A,41(3,2) 0

Veja que a homologia do complexo (CA(I), A(I)) é isomorfa ao indice homoldgico de
Conley do conjunto M, para todo I intervalo, exceto quando I = {1,3}. Para que A seja
uma matriz de conexao para a decomposigao de Morse D(S), é necessario que HA(12) ~

H(M3). Foi visto que A(2,1) ou é a aplicagao nula ou um isomorfismo, sendo

H,(M;) @ ker A,(2,1)

HuA12) = =0 A2, 1)®0

se A(2,1) = 0 entao HA(12) =~ H(M;) ® H(M,) 2 H(Ms). Agora, se A(2,1) é um
isomorfismo entao HA(12) ~ H(M;s).
Observe que nao foi necessaria nenhuma restrigao em A(3, 1) para que A seja uma matriz

de conexao para D(S). Logo, as aplicagoes

Q
Q
(@]
Q

A= 0 0 e A=|0 0
0 0 0 0
sao matrizes de conexao para a decomposicao de Morse em questao. A

Denote por €.#(<; G) o conjunto das matrizes de conexao para a decomposigao de Morse
D(S) segundo a ordem <, com coeficientes em G. Se a ordem considerada é a ordem do
fluxo, o conjunto de tais matrizes é denotado por €.Z(D(5); G) e se A € €.#(D(5);G), A
é chamada de uma matriz de conexao para a decomposicao de Morse D(S), com coeficientes
em G.

Se <, é uma extensao de <, como Z(=<,) C Z(=<), entdo HACA(<.) C HACA(=<). Assim,
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existem mais restrigoes algébricas na definigdo de A para que %) (<) seja isomorfa a
HAEA(<) do que na definigdo de A para que H%G)\ (<) seja isomorfa a HAECA(<.). Como

toda ordem admissivel em D(M) é uma extensao da ordem do fluxo, entao:

Proposicao 4.9. Seja < uma ordem admissivel para a decomposi¢ao de Morse D(S). Entao

CHMD(S);G) C CM=;G).

Esta proposicao reflete o fato de que as matrizes de conexao segundo a ordem do fluxo
para uma decomposi¢cdo de Morse sdo definidas usado o méximo (sobre todas as ordens
admissiveis para a decomposigao de Morse) de informagoes algébricas.

Como visto para matriz de conexao para um par atrator-repulsor, a matriz de conexao
para uma decomposicao de Morse codifica algumas informagdes sobre a estrutura do conjunto
invariante isolado S. A proposicao abaixo descreve uma situagao onde informagoes sobre o
conjunto de orbitas conectantes entre conjuntos de Morse podem ser obtidos via matrizes de

conexao para decomposicao de Morse.

Proposigao 4.10. Seja A € €.4(D(S); G). Dados dois elementos w, 7" adjacentes na ordem
do fluro <y com A(r',m) # 0 entdo C(My, M) # 0.

Demonstragao: Como A é uma matriz triangular estritamente superior, sendo A(7’, 7) # 0
entao m <; 7. Pela defini¢ao da ordem do fluxo, existe uma sequéncia de elementos distintos
o = 7,71, ... ,m, = em P de modo que C'(M,, ,,M;) # 0, para cada i € {1,--- ,n}.
Como 7 e 7’ sdao adjacentes entao n =1 e C(M,, M) # (. O

Franzosa mostra em [8] que, dada uma decomposicao de Morse D(S) = { M} ep com
ordem admissivel <, se Hy(M,) é livre para todo k € Z e para todo m € P, entao existe
pelo menos uma matriz de conexao para a decomposicao de Morse D(S). Deste modo, se
os coeficientes sao tomados sobre um corpo entao existe matriz de conexao para qualquer
decomposicao de Morse. (Veja [16].)

Uma das propriedades mais importantes de matriz de conexao é a relacionada a con-
tinuagao. Para especificar esta propriedade sera exposto alguns fatos da teoria de con-
tinuacao. (Para mais detalhes veja [9].) Considere uma familia de fluxos parametrizados
pelo intervalo [0,1]. Assuma que, para A € [0, 1], tem-se um conjunto invariante isolado S*
e uma decomposicao de Morse {M? : 7 € (P, <))} de S*, onde <, denota a ordem parcial

definida pelo fluxo em relagdao ao parametro . Assuma ainda que S* e M2 sdo relaciona-
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dos por continuagao, recorde a Definigao 3.7. (Aqui ndo se assume que a ordem do fluxo
permanece constante quando se varia \.)
Para cada intervalo [ em P e A\ € [0, 1], defina Hy = H,(h(M*(I))). Se <o ¢ uma ordem

admissivel para valores entre 0 e \, entao existe um isomorfismo definido pelo fluxo
O(I)~' : Hy(I) — Hy(I),

para cada intervalo I. Dada uma matriz de conexao para o fluxo no parametro A, obtém-se

uma matriz de conexao para o fluxo no parametro 0 via
ol w') = 6(x') ™ A (7)),

O que d4 origem a uma aplicacdo © : €4\ (<)) — C.#y(<o). Esta aplicacdo ¢ injetiva se
<o permanece uma ordem admissivel quando se varia o parametro de 0 a A, o que é sempre

verdade se A é suficientemente pequeno.

Proposicao 4.11. Se <y permanece uma ordem admissivel quando o parametro varia entre
0 e A, entao © : C.M\(<)) = CMy(<0) € injetiva, ou seja, CM\(<)\) C Cly(<o)-

Alguns resultados interessantes sobre matriz de conexao sao obtidos quando se considera
fluxos Morse-Smale sobre uma variedade M. Assuma que {M, : m € P} é uma decom-
posigao de Morse para um conjunto invariante isolado S contido em M, e que cada conjunto
D(M,) é uma singularidade hiperbdlica. Como cada conjunto de Morse é uma singularidade
hiperbdlica, o indice de Conley de cada conjunto é o tipo de homotopia de uma esfera pon-
tuada ¥¥, onde k é a dimensdo da variedade instavel de M,. Tem-se o seguinte resultado

demonstrado por Reineck em [16]:

Proposigao 4.12. Suponha que W*(M,) e W*¥(M,/) se intersectam transversalmente para
todo w, 7' € P. Considerando a homologia com coeficientes em um corpo F, a matriz de

conexao A sequndo a ordem parcial determinada pelo fluxo € unica.

Demonstracao: Sejam 7, 7' € P tais que ' <; 7. Existem dois casos a considerar:
Primeiramente, suponha que 7 e 7’ sdo adjacentes em P, entdo a aplicagdo A(w, ') é

definida pela sequéncia:

oo — Hy(h(My U C(My, My ) U My)) — Hy(h(My)) N Hy 1 (h(My)) — - -
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e, portanto, é inica (ou é a aplica¢do nula ou um isomorfismo).

Agora se m e 7’ nao sao adjacentes, entdo A(m,n’) = 0. De fato, como 7 e 7’ nao sao
adjacentes, existe 7 € P, com 7’ <; 7" <; m. Sejam i, j e k tais que h(My) = X7, h(Myn) =
Y e h(M,) = ¥F. Sendo ' <; " e W*(M,) e W#(M,») se intersectam transversalmente,
entdo i < j, ou seja, i < j— 1. Analogamente, j < k—1, daii < k—2. A aplicacao A(m, ")
é uma aplicacao de grau —1 de H,(X*;F) em H,(X%F), onde i < k — 2. A tnica aplicacdo
possivel é A(m, ') = 0.

Assim, cada aplicacao em A é nula ou é definida unicamente pelo fluxo. O

O exemplo a seguir mostra que a hipotese de transversalidade é necessaria na Proposi¢ao
4.12.

Exemplo 4.2. Considere o fluxo na Figura 4.2, onde o conjunto S, que consiste dos trés
pontos de equilibrio a, b e ¢ mais as érbitas conectantes, ¢ um conjunto invariante isolado.

A

—0-a—
c

Figura 4.2: Conjunto invariante isolado.

Defina os conjuntos M; = {a}, My = {b} e M3z = {c}. Veja que D(S) = { M, }rep, onde
P = {1,2,3}, é uma decomposi¢ao de Morse para S, com ordem admissivel < dada por
1 < 2 < 3. Observe ainda que < é a ordem definida pelo fluxo.

O objetivo deste exemplo é encontrar as matrizes de conexao para a decomposicao de
Morse D(S). Nesse sentido, como 1 e 2 sao elementos adjacentes na ordem <, entdo a
aplicacao A(2,1) é definida pelo fluxo. Analogamente, 2 e 3 sao elementos adjacentes, logo
A(3,2) é definida pelo fluxo, o que ndo ocorre com a aplicacao A(3,1).

Para encontrar as aplicagoes A(2,1) e A(3,1), serd necessério calcular os indices de
Conley dos conjuntos de Morse My, My, Mz e My, onde My = My U My U C(a,b). Sendo
M, um ponto atrator, M, um ponto de sela e Mz um ponto de sela, tem-se h(M;) = X,

h(Msy) = h(Ms) = XL,
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Para calcular h(Mjs,), considere o par-indice (N, L) para M2 dado na Figura 4.3, logo
o espago pontuado N/L tem o tipo de homotopia de um ponto, portanto, h(M;s) = 0.

Consequentemente, o indice homolégico de Mo é o trivial, ou seja, H(Mis) = 0.

N

Figura 4.3: Par-indice para o conjunto de Morse M.
Usando este fato na sequéncia:
A
v — Hk<M12> — Hk<M2) — Hk—l(Ml) —

obtém-se que a aplicacao A(2,1) é um isomorfismo, pela Proposicao 1.2. Veja ainda que as
homologias H (M) e H(M;) sd@o nao nulas apenas na dimensao 1, donde A(3,2) é nula. Até

aqui, a aplicacao A tem a seguinte forma:

{ -

c
?
0
0

o O

[S =
o o olg

Sera usada a Proposicao 4.9 para mostrar que A(c, a) pode ser a aplicagdo nula ou um

isomorfismo.

Figura 4.4: Perturbacgoes do fluxo em 4.2

Nesse sentido, considere a Figura 4.4 a esquerda, que mostra um fluxo que pode ser
realizado por meio de uma pequena e arbitraria perturbagao do fluxo na Figura 4.2 . Neste

caso, a ordem parcial definida pelo fluxo é 1 < 2 e 1 < 3. A aplicagao A(3,1) agora é definida
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pelo fluxo. Seja Mz = M; U C(1,3) U My. E fécil ver que h(My3) = 0, daf H(My3) = 0.
Analogamente ao caso anterior, A(3,1) é um isomorfismo.

Por outro lado, se a perturbacao no fluxo da Figura 4.2 for feita de modo que se obtenha
o fluxo na Figura 4.4 a direita, entdao A(3,1) =0, jd que 1 £ 3.

Como cada uma destas matrizes de conexao podem se realizadas por meio de uma
pequena e arbitraria perturbacao do fluxo na Figura 4.2, a Proposicao 4.9 implica que ambas
matrizes sao matrizes se conexao para o fluxo inicial.

Assim, foram obtidas as seguintes matrizes de conexao para a decomposi¢ao de D(S)

<-ordenada:

Q
Q
o
Q
o

o O
o O
o O

O préximo resultado foi mostrado por McCord em [12]:

Proposicao 4.13. Considere a homologia sobre Zy e sejam A e A* singularidades hiperbolicas
com indice de Conley XF e XK1, respectivamente. Suponha ainda que a variedade estdvel de
A intersecta a variedade instdvel de A* transversalmente. Entdo a aplicagcao O definida pelo

fluxo conta o nimero de orbitas conectantes de A* para A maodulo 2.

Um resultado similar a este é obtido considerando coeficientes mais gerais, desde que se
considere a soma com orientagoes. O préximo capitulo trata desde assunto, onde se define

matriz de conexao via o complexo de Morse-Witten.



Capitulo 5

Matrizes de Conexao via o Complexo
de Morse-Witten

Como pode-se notar, até aqui duas linhas de estudo foram apresentadas de forma inde-
pendente, a saber: homologia de Morse e teoria de Conley.

A homologia de Morse, abordada no segundo capitulo deste trabalho, tem como ferra-
menta fundamental o complexo de Morse-Witten. Tal complexo estd bem definido para
qualquer variedade Riemanniana M suave e fechada de dimensao finita com um fluxo gradi-
ente negativo. Como resultado principal deste estudo foi afirmado que a homologia de Morse
coincide com a homologia singular da variedade M.

J4 os capitulos posteriores trataram da teoria de Conley, foi seguida uma linha de estudo
que permitiu introduzir a ferramenta conhecida como matriz de conexao. A matriz de
conexao esta bem definida para qualquer decomposicao de Morse de um conjunto invariante
isolado sob um fluxo continuo.

Este capitulo tem como finalidade relacionar estes dois estudos paralelos que foram feitos
até aqui.

Como foi visto no capitulo anterior, apenas a definicao de matriz de conexao ja é com-
plexa, e encontrar a matriz de conexao para um conjunto invariante isolado pode ser extrema-
mente complicado. Seria interessante obter uma forma mais pratica de obter tais matrizes.
Para o caso de fluxos de Morse-Smale sobre uma variedade Riemanniana M suave e fechada
de dimensao finita é possivel obter uma matriz de conexao para M, de forma alternativa,
utilizando-se o complexo de Morse-Witten, que esta bem definido para M. Desta maneira,

obtém-se uma relagao entre os dois grandes temas abordados até entao nesta dissertacao.

121
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Na Secao 5.1 é apresentada a prova de que a diferencial do complexo de Morse-Witten
¢ uma matriz de conexao. Como corolario seguird de forma simples a prova do Teorema
da Homologia de Morse. Na Segao 5.2, define-se uma matriz para M via o complexo de
Morse-Witten sem usar ferramentas da teoria de Conley, trata-se da matriz fornecida pela
aplicagao bordo de Morse-Witten que é uma matriz de conexao.

Como as ferramentas para a construcao do complexo de Morse-Witten foram desenvolvi-

das logo no inicio deste trabalho, vale a pena fazer uma breve revisao sobre tal teoria.

Revisao - Complexo de Morse-Witten

Fixe uma variedade Riemanniana (M, g) suave e fechada de dimensdo n e uma funcao
f: M — R de Morse. Considere o campo vetorial gradiente V f sobre M. O fluxo associado
ao campo gradiente negativo —V f é chamado de fluxo gradiente negativo.

Foi visto que

e f decresce ao longo de érbitas nao singulares;

e Orbitas fechadas nao podem existir;

e qualquer drbita regular intersecta o conjunto de nivel f~!(f(¢)) no maximo uma vez;
e w*(q) e w(q) consistem cada um de apenas um ponto critico de f, para todo g € M;

Fixados z,y € Crit(f), a variedade conectante entre x e y é
My = W*(z) N W*(y).

Seja a um valor regular entre f(z) e f(y). O espago moduli entre x e y é definido por:
My, = My, N [ (a).

Diz-se que o campo vetorial gradiente V9 f satisfaz a condigao de Morse-Smale se as
variedades instaveis W"(x) e W#(y) se intersectam transversalmente para todos os pontos
xz,y € Crit(f). Neste caso, (g, f) é dito um par Morse-Smale, f é dita ser uma funcao

Morse-Smale e o fluxo associado ao campo —V f é dito fluxo Morse-Smale.
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Se o fluxo gradiente negativo ¢ de Morse-Smale, entao os espagos M, e M,, sao sub-

variedades de M sem fronteira e suas dimensoes sao dadas por:
dim(M,,) = inds(z) —inds(y) e dim(/T/l\xy) =inds(z) —inds(y) — 1.

Fixe uma orientagao arbitraria para W*(z), Vo € Crit(f) e inds(x) > 0. Entdo, para
todo z,y € Crit(f), My, e M\xy herdam uma orientacao induzida [Myy]ima € [M\xy}ind,
respectivamente.

Assuma que inds(x) —inds(y) = 1 e seja u € M\xy. A érbita O(u) é uma componente
conexa de M,,, logo tem orientacao induzida [O(u)]ing. Denotando a orientagao induzida
em O(u) pelo fluxo tangente por [4], o sinal caracteristico n, = n,(Or) da érbita através de

u é definido por meio da igualdade
[O(w)]ina = na[u]-
A partir disto, o complexo de Morse-Witten (C.(f),d¢) é definido por
o Cr(f)=0,se k <0;

e se k>0, Cr(f) =P Z(x), onde a soma percorre o conjunto Critg(f);

e 0 operador bordo de Morse-Witten 9¢(x) : Cr(f) — Cx—1(f) ¢ definido nos geradores
x de Ci(f) por

Oplx) = > nl@y)y), ey = Y n,

yeCTit_1(f) UEM oy

e é estendido a toda cadeia por linearidade.

A homologia de Morse do complexo (C.(f),d¢) ¢é definida por

ker 0%
HM,(M) = imerack . VkeZ
k+1

A homologia de Morse do complexo (C,(f), <) é isomorfa a homologia singular da var-

iedade M, ou seja,
ker Of

. C .
im ;4

Hi(M) =~ HM(C.(f),05) =
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Observacao 5.1. O complexo de Morse-Witten pode ser definido para coeficientes em qual-
quer grupo abeliano G, para isto, basta definir Cx(f,G) = G ® Cx(f), para todo k € Z,
e

0i(G) =10 : Ck(f,G) — Ck_1(f, G).

5.1 Matriz de Conexao para Fluxos Morse-Smale

Nesta secao, o objetivo é mostrar que uma matriz de conexao para um fluxo de Morse-
Smale pode ser obtida através do operador bordo de Morse-Witten. Como corolario deste
fato seguird a prova do Teorema da Homologia de Morse (Teorema 2.10). As referéncias
bésicas para esta se¢ao sao [1] e [19].

Antes de estabelecer esta relagao entre matriz de conexao e o operador bordo do complexo
de Morse-Witten, vale a pena frisar que um ponto critico de uma funcao de Morse é de fato
um conjunto invariante isolado, assim como o conjunto formado por dois pontos criticos e a

orbita que os conecta. Os préoximos exemplos tratam destas questoes.

Exemplo 5.1 (Ponto critico como conjunto invariante isolado). Seja f : M — R
uma funcao de Morse definida em uma variedade Riemanniana suave (M, g). Suponha que f
satisfaz a condigdo de Morse-Smale, logo dado = € Crity(f), W*(xz) e W*(x) se intersectam
transversalmente no ponto x. Dai, existe uma carta coordenada ¢ : U — T, M em torno
de z que leva W*(z) N U em T,W*(z) e W¥(x) NU em T,W"(x) (ver [1], problema 9 do

Capitulo 5). Para cada e > 0 suficientemente pequeno, defina
D} ={veT,Wx) : |v|| <€}

D! ={veT,W"x) : |v| <€}

Seja N, = ¢ 1(D? x D*) e L, = ¢ *(D? x D"). E facil ver que N, é uma vizinhanca
isolante para o conjunto compacto invariante S = {z} e (NV,, L,) é um par-indice para S.

Note que
(Ng, L) = (DI x D, D x 0DY) ~ (D, 0DY).

Logo N,/L, ~ D¥/0D, e o tipo de homotopia do espago D¥/0DY é a k-esfera pontuada,

€)

onde k é a dimensao da variedade instavel de x . Até aqui foi obtido que o conjunto S = {z}



Capitulo 5 ¢ Matrizes de Conexao via o Complexro de Morse- Witten 125

=
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Sla
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Figura 5.1: O par (V,, L,) é par-indice para o ponto de sela z.

¢ invariante isolado e o indice de Conley de S coincide com o tipo de homotopia da esfera

k-dimensional. Além disso, veja que

H;(Ny, L,;7Z)

Q

H;(D¢, 0D 2)
H;(D¢/OD¢, *; Z)
~ HJ(Nx/ny *; Z)

Q

para todo j € Zy. Observe ainda que H;(N,, L,;Z) = H;(D¥,0D;Z) é isomorfo a Z, se
j =k e, caso contrario, é o grupo trivial.
Como uma orientagao da variedade instavel W*(z) de = determina um gerador do grupo

de homologia Hy(N,, L,;7Z) ~ Z, obtém-se a seguinte identificagao

G(f)= P Za)~ P Hi(N. LZ).

zeCrity(f) x€Crity(f)

A

Exemplo 5.2 (Linha do fluxo gradiente como conjunto invariante isolado). Seja
f : M — R uma fungao de Morse-Smale em uma variedade Riemanniana compacta de
dimensao finita (M, g). Sejam x € Criti(f) e y € Crity_1(f) e considere o conjunto S(z,y)
formado pelas singularidades x e y juntamente com a variedade conectante M,,, ou seja,
S(x,y) == My, U{y,z}. O objetivo deste exemplo é mostrar que S(x,y) é um conjunto
invariante isolado e construir um trio-indice para o par atrator-repulsor (y,z) em S(z,y).
Inicialmente, suponha que nao existe conexao entre x ¢ y, ou seja, que M,, = 0. Entao
S(xz,y) = {z} U {y} é a unido disjunta de dois conjuntos invariantes, logo é um conjunto

invariante isolado. Sejam (A, A) e (B, B) pares-indice para {z} e {y}, respectivamente.
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Tome Ny = AUB, Ny = AUB e Ny = AU B, deste modo (Ny, Ny, Ny) é um trio-indice
para S(x,y).

// Kﬁ N N, N,

Figura 5.2: (AUBJNMJB) é um Figura 5.3: (Np,N1,N3) é um trio-indice para o par
par-indice para S = {z,y}. atrator-repulsor (y,z) em S.

J& no caso que existe conexao entre as singularidades em questdo, isto é, My, # 0, o
Corolario 1.1 garante que S(z,y) := My, U{y,z} é um conjunto invariante isolado.

No Capitulo 2, foi visto que a fungao de Morse decresce ao longo de 6rbitas nao singulares,
logo f(y) < f(x). Sejac € Rcom f(y) < ¢ < f(z). O Teorema 3.1 garante a existéncia de um
par-indice (N, Ny) para S. Tomando Ny = NgU(NoNM€), onde M¢={ve M : f(v) <c},

tem-se que (Ny, N1) é um par-indice para = e (N1, Ng) é um par-indice para y.

Figura 5.4: Par-indice para a conexao de singularidades S.

De fato, veja que (y,z) é um par atrator-repulsor em S e (Ny, N1, N3) é um trio-indice
para esta decomposigao de S em par atrator-repulsor.

Agora, sejam (N, L,) e (IV,, L,) pares-indice arbitrdrios para x e y, respectivamente, e
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considere o homomorfismo
Ay(z,y) « Hy(Ny, Ly; Z) — Hy—1(Ny, Ly; Z)
que é definido como a composicao das seguintes aplicagoes:

=~ O ~
Hk)(N:E7 L:E) - Hk(N27 Nl) - Hk*l(Nla NO) - Hk—l(Ny7 Ly)

onde os isomorfismo sao induzidos pela equivaléncia homotoépica do Teorema 3.2 e d, é o
homomorfismo de conexao que aparece na sequéncia longa exata em homologia da tripla

(No, N1, N3). Com isto determina-se o homomorfismo

Nv: P Hu(NeLisZ)— @ Hia(N, Ly Z). (5.1)
z€Crity(f) y€CTity_1(f)

A

O homomorfismo A = {A} definido acima é um caso especial de matriz de conexao para
fluxos Morse-Smale definidos em variedades Riemannianas suaves e compactas de dimensao
finita. Como foi visto no Capitulo 4, uma matriz de conexao é definida a partir de uma
decomposicao de Morse para um conjunto invariante isolado, com ordem admissivel <. Seja
M uma variedade Riemanniana suave e fechada de dimensao finita n. Considere o conjunto
parcialmente ordenado (P = Crity, <), onde a ordem ¢é definida pelo fluxo, considerando
ainda a decomposicao de Morse D(M) = {M,}.cp de M, onde cada conjunto de Morse é
formado por apenas uma singularidade M, = {z}. Entao a aplicacdo A definida em (5.1) é
uma matriz de conexao para a decomposicao de Morse D(M ) segundo a ordem do fluxo.

A partir do homomorfismo (5.1), mostra-se que o operador bordo 9¢ do complexo de
Morse-Witten coincide com a aplicacao A e, portanto, 9¢ fornece uma matriz de conexao

para a decomposi¢ao de Morse D(M) = { M, },cp. Mais precisamente:

Teorema 5.1. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana compacta e suave de dimensdo
finita e f uma fung¢ao de Morse sobre M. O operador bordo de Morse-Witten 0 = {05}

coincide com o homomorfismo A = {A}.

Este teorema ¢é o resultado mais importante desta dissertagao. O principal objetivo
deste trabalho é obter uma forma pratica para calcular as matrizes de conexao. O Teorema

5.1 garante que, para fluxos Morse-Smale definidos em variedades Riemannianas suaves e
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fechadas de dimensao finita, o operador bordo de Morse-Witten 0¢ é uma matriz de conexao.
E, como foi visto na Secao 2.3, o operador 9¢ é descrito geometricamente e, de certo ponto
de vista, mais acessivel.

A prova do Teorema 5.1 apresentada aqui foi feita por Salamon em [19].

Demonstracao: (Teorema 5.1)

A ideia da prova é mostrar que, dados (N,, L,) um par-indice para © € Crit,(f) e
(Ny, L,) um par-indice para y € Crity_1(f), 05 o operador bordo de Morse-Witten, Ay
o homomorfismo definido em (5.1) e §, o homomorfismo de conexdo, o seguinte diagrama

comuta:

Cr(f) Cr-1(f)
D H(N. L Z) Ay B Hia(N, N, Z)
zeCrity(f) yECTity_1(f)

- -

Hy(Ng, Ni—1) Hy—1(Ng—1, Ng—2)

onde (Ng_2, Ny_1, Ni) é um trio-indice para o par atrator-repulsor (y,z) em S(z,y) (definido
ao longo da demonstragdo). O segundo retangulo no diagrama acima comuta, j& que o
homomorfismo de conexao é uma aplicacao natural e as aplicacoes verticais sao isomorfismos
induzidos pelo fluxo. E portanto, falta mostrar que o primeiro retangulo comuta.

Com o intuito de simplificar a notagao, considere os conjuntos
Me:={veM: fo)<c} e M.:={veM : f(v)>c}

Fixe © € Crity(f), y € Crity_1(f) e seja S(z,y) = My, U {x,y}. Alterando a funcdo f
fora de uma vizinhanga isolante de S(z,y), pode-se considerar, sem perda de generalidade,
que z e y sao os Unicos pontos criticos em f~1(a,b), onde f(y) = a e f(z) = b. O homomor-
fismo A, e o operador de Morse-Witten nao sao afetados por esta alteracao. Para detalhes
sobre tal alteracao veja [19].

Inicialmente, serao fixados alguns pares indices para os conjuntos S(z,y) = My, U{z, y},
{z} e {y} . Dados ¢ € (a,b), € > 0 suficientemente pequeno e ¢, > 0 suficientemente grande,

defina os seguintes conjuntos:
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={ve M. : f(p—t(v) <b+e},
Ly={veN, : f(v)=c},
Ny ={ve M : f(py,(v) > a—e},
Ly={veN, : flonv)) =a—e},

NQZNxUNy, Nl N ULx, NOZLyUCl(Lx—Ny)

Desta forma (V,, L,) e (N2, Ny) sdo pares-indice para x, (Ny, L,) e (N1, Ny) sdo pares-
indice para y e (Na, Ny) é um par—l’ndice para S(z,y). Assim, (No, N1, Np) é um trio-indice

para o par atrator-repulsor (y,z) no conjunto invariante isolado S(x,y). Veja Figura 5.5.

P

Figura 5.5: (Np, N1, N3) é um trio-indice para o par atrator-repulsor (y,z) em S(s,y).

Afirmacgao 5.1. Veja que N, é uma vizinhanga tubular do disco instdvel fechado W*(x)N M.,

k-dimensional com largura convergindo a zero quando ty — oQ.
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De fato, note que o disco instével fechado W*(x) N M, k-dimensional esta contido em N,
ja que, para todo v € W*(z), tem-se que w*(v) = z e, como f decresce ao longo de drbitas
regulares, f(¢p_4(v)) < f(z) = b para todo t € R.

Fixado ¢ > 0 suficientemente pequeno, o conjunto N, é contraido para W*(z) N M,
quando t; — oo. Com efeito, f(y_4(v)) < b+ € para todo v € N,. Se t; — o0, entdo
fw*(v)) < b+ € e como w*(v) C Crit(f), segue que f(w*(v)) = b, portanto v € W*(x).

Desta maneira, (N,, L,) é contraido para

(W (z) N M, W*(z) 1 f~(c)) = (D*,0D"). ©

O isomorfismo acima garante que (N,, L,) é um par-indice regular, ou seja, que vale a
igualdade H(N,, L,) = H(N,/L,). Para mais detalhes veja [1].

Afirmacao 5.2. De forma andloga, N, € uma vizinhanca tubular do disco estdvel fechado

W#(y) N M€ com largura convergindo a zero quando ty — oo.

Ora, dado v € W#(y) N M€ é claro que w(v) = y, portanto f(¢,(v)) > a > a — €.
Portanto, W*(y) N M¢ C N,,.

Fixado € > 0 suficientemente pequeno, o conjunto N, é contraido para W?*(y) N M¢
quando ty — oco. Com efeito, f(¢y(v)) > a — € para todo v € N,. Se ty — o0, entao
fw(v)) > a— e e como w(v) C Crit(f), segue que f(w(v)) = a, portanto v € W*(y).

Sendo W*(y) é difeomorfo a um disco aberto de dimensao n — k + 1, tem-se

(Ny7 Ly) ~ (Dn—k—l-l % Dk_l, Dn—k-l—l % aDk—l). o

O isomorfismo acima garante que (V,, L,) é um par-indice regular, ou seja, que vale a
igualdade H(N,, L,) = H(N,/L,). Para mais detalhes veja [1].

Afirmacao 5.3. E possivel obter variedades V; de dimensao k — 1 difeomorfas ao disco

fechado D*=, de modo que cada V; contém um tinico ponto v; de Ma,.

Foi visto que N, é um espessamento do disco estdvel fechado W*(y) N M€ e lembre-se
que W*(z) = W*(z) N f~(c) C L, é a esfera instdvel de z. Como M,, = W¥(x) N W*(y)
tem uma quantidade finita de componentes conexas (Teorema 2.4), N, N W (x) consiste de
uma quantidade finita de componentes conexas Vi, ---,V,,, cada uma contendo um tnico
ponto v; € M,, NV;. De fato, a érbita de um ponto intersecta o conjunto de nivel f~'(c)

no maximo uma vez. Portanto, cada componente V; contém apenas um ponto de M,,,.
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Como N, é uma vizinhanga tubular do disco estével fechado W#(y) N M¢ ~ Dm=F+1
existe um difeomorfismo
W, : N, — D" "t x DF-!

satisfazendo
\ij(Ly) — D?’L—k+1 % aDk—l

y) = D" {0}
V}) = {9]} X Dkil onde 9j < aankJrl.

Em particular, V; é uma variedade (k — 1)-dimensional difeomorfa a D*~1 (e sua fronteira
dV; = V; N L, é difeomorfa a 9D*~') via a aplicagdo ¥; = mp 0 W, |y,

Yylv,

‘/} J Dn—k—‘rl x Dk:—l 2 Dk_l,

onde my ¢é a projecao nas ultimas k — 1 coordenadas. o

A aplicacio W,y =m0 W, : N, = DF"1leva L, em 0D*! ¢ induz um isomorfismo em

homologia

(Ty,2)- el e (%)
Hy—1(Ny, Ly) —= Hy—1(D*1, 0D ) —~ Hy 1 (V;, 0V;) ~ Z.

~ ~
~ ~

Afirmacao 5.4. As variedades instdveis W"(x) e W*(y) induzem orientagoes em V;, para

todo j € {1,--- ,m}.
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Fixadas orientagoes de forma arbitraria para as variedades instaveis W*(z), para todo
z € Crit(f), sabe-se que a orientacao de T, W*(y) determina um gerador v do grupo de ho-
mologia Hy_1(Ny, L,) ~ Z. A classe de homologia de o também determina um gerador para
Hy_1(N1, Ny) = Z, entao os grupos Hy_1(N,, L,) e H,_1(N1, Ny) podem ser identificados. O
isomorfismo (¥ ), 0 (¥, ), leva o gerador @ € Hy—1(Ny, L) no gerador a; € Hy_1(V;,0V;).
Em outras palavras, a classe de homologia de a; ¢ determinada pela orientacao de T,V
herdada pela orientagao de T,,W"(y) via o isomorfismo T,,V; — T, W*(y) determinado pelo
fluxo.

Como V; é uma componente conexa de N, N W¥(z), a orientagdo de W*(x) induz

uma orientagao em T,,V; do seguinte modo: seja § a orientacao de W*"(x), a base or-

denada {n,--- ,mk—1} de T, V; fornece a orientagao induzida por { em T V; se a base
{=Vf(vj),m, - ,mk—1} estd na classe de equivaléncia da bases que fornecem a orientacao &
para W"(x). o

Defina n; igual a +1 se as duas orientacoes recém definidas para T, V; coincidem, caso
contrario, defina n; = —1. Entao n; ¢ o sinal associado a 6rbita conectante em M., contendo
v; definido na Se¢ao 2.3.

Note que a esfera instdvel W¥(z) = W*(z) N f~(c) coincide com W*(x) N L,, portanto
Wi(x) C W*(x) N N,. E sendo W (x) um conjunto fechado, cl(W;(z) — UL, V;) C Wi ().
Deste modo, (cl(W(z) — UL, V;), Wi (x), W*(z) N N,) é uma tripla e, pelo Teorema 1.6,
tem-se a sequéncia longa exata

e Hy (W), (W (2) = UL V))) — Hp(W*(2) 0 N, (W (2) = UJL V))) —

J

Hy(W" (@) 0 Ny, W) = Hy (W (), (W2 () = UL V) — -

Veja ainda que W*(x) N N, C Ny, Wi(x) C Ny e cd(Wi(z) — UL, V;) C No. Assim,

C

considere o diagrama

Hy(W"(2) N Ny, W () —2 > Hyt(We(@), (W (@) — L7, V;))

; -

a5
Hi(Ny, Ny) Hi_1(Ny1, Ny)

onde as aplicagoes verticais sdo induzidas pela inclusao e ¢! é o homomorfismo de conexao
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da sequéncia longa exata associada a tripla (Ny, N1, N3). Este diagrama comuta ja que o

homomorfismo de conexao é uma aplicagao natural.

Veja que
Hi (W (@), el (W () — @Hk 1 z), cd(We(z) — VE))”@Z

e defina ¢, ; como a j-ésima componente do homomorfismo
8+ Hy(W¥(2) N Ny, Wi(z)) = Hy (W (2), el (W2 () — LI, V;))

através dessa identificagdo. Entdo, para cada g € Hp(W"(z) N N,, W¥(z)) tem-se que
5*(B) = 6*,1(/6) +- 5*@(6) €

= " 5.(6.5(8)) € Hy—1(N1, No) = Z.
7j=1

Como N, é um espessamento do disco instavel fechado W*(x) N M. = W*(x) N N,, tem-se
que
(Ny, L) ~ (W*(z) N N, W*N L) = (W*(x) N N, Wi (x)).
Entao, Hp(W"(x) N N, W*(x)) ~ Hg(Ny, L,).
Um gerador 5 do grupo Hi(W"(z) N N,, W*(z)) é tomado como a seguir. Escolhen-
do triangularizacoes para os discos fechados (k — 1)-dimensionais V; C W para todo
j € {1,--- ,m}, estenda essas triangulariza¢oes para uma triangularizacao da k-variedade

W (x) N N, com bordo W"(z) N L,. Essa triangularizagdo, juntamente com a orientagao de

W*"(z), determina o gerador f.
Note que  também determina um gerador para Hy(No, N1) ~ Hg(N,, L), e vale a

identificagao
Hy(Ng, Nv) = Hy(Ng, L) = H,(W"(z) N N, Wi (z)).

Pela propriedade de excisao,
Hy (W), dd(Wi(x) = V;)) = Hya V5, 0V) = Z

para todo j € {1,---,m}. Através desse isomorfismo a imagem da classe de homologia
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d+;(B) € representada pela triangularizagao original de V; junto com a orientacao original de
W*(z) e, portanto, corresponde com n;a;. Como foi visto, a; € Hy_1(V},0V;) corresponde

a a através do isomorfismo Hy_1(N,, L,) =~ Hy_1(V;,0V;), obtém-se deste modo

$.(0:(B)) = ana =n(z,y)o € Hy_1(N1, No) = Hi—1(N,y, Ly).

Jj=1

Com a identificacao f = = e a = y, tem-se a féormula

Ap(m) = > nlzy)y =)

yeCrity_1(f)

E segue o teorema. 0

O Teorema 5.1 acima, mostra que o complexo de Morse-Witten para uma variedade
Riemanniana M suave e fechada de dimensao finita é um caso especial de matriz de conexao

para M, quando se considera os coeficientes em Z.

Como foi visto na Observacao 2.2, o complexo de Morse-Witten pode ser definido para
coeficientes mais gerais, de fato, pode-se construir o complexo de Morse-Witten considerando

os coeficientes em qualquer grupo abeliano.

Assim, dado um médulo G, o complexo de Morse-Witten, com coeficientes em G, para
M esté bem definido, basta considerar Cp(f, G) = G ® Ci(f), para todo k € Z, e

Além disso, 05 (G) também é uma matriz de conexao para M. A prova desta afirmagao segue
considerando a aplicagdo A(G) := 1g ® A(Z), onde A(Z) é a aplicagdo definida em 5.1, e

do fato de que o homomorfismo
G ® Hy(;Z) — Hi(.; G)

comuta com o operador bordo.

Agora, o Teorema da Homologia de Morse 2.10, que afirma que a homologia do complexo

(C«(f),0°) é isomorfa a homologia singular da variedade M, é facilmente provado usando o
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Teorema 5.1.

Demonstracao: [Teorema da Homologia de Morse 2.10]

Pelo Teorema 2.9 ;0 0;; = 0. Mas veja que este fato também é consequéncia imediata
do lema anterior.

Para j < k < n defina Si; como a uniao dos conjuntos My, de todos os pares de pontos
criticos de f satisfazendo j < ind;(y) < inds(x) < k. (Nao sei se é necessario falar que estes
conjuntos sao compactos.) Veja que, paratodo 0 < j < k < n, Sy; é um conjunto invariante e
isolado. De fato, se N é uma vizinhanga compacta de S; tal que Crit(f)NN = Crit(f)NSy;,
entao

Inv(N)={ve N : p(t,v) € N para todo t € R},

pela Proposigao 2.2. Portanto Si; ¢ um conjunto invariante isolado. Em particular, S, = M
e Spr = Critg(f).

Conley mostra em [2] que existe uma filtragao-indice Ny C Ny C N; C --- C N, de
modo que N,, = M, N_y = 0 e (Ng, N;_1) um par-indice para S; com j < k.

A invariancia do par-indice (Teorema 3.2) e o Exemplo 5.1 implicam que

Ne/Neei~ | N/ | Lo~ \/ S&

zeCrity(f) zeCritp—1(f) zeCritk(f)

Portanto, H;(Ny, Nx—1) = 0 para todo j # k e a sequéncia longa exata em homologia do par
(Nlm qu)i

Ox Tk -
oo = Hygy (N, Niy) 2 Hy(Ny) = Hj(N) 25 Hj(Ng, Njy) — -+

implica que a aplicagdo de inclusdo H;(Nj_1) N H;(Nj) é um isomorfismo para todo

j # k,k — 1. Disto segue que:

(i) H;(Ny) — H;(M) é um isomorfismo para todo j < k pois:

H;(Ny) — H;j(Njsy) — -+ — H;j(N,_y) — H;(M).

(ii) H;(Ny) = 0 para todo j > k. Esta afirmacao é provada usando inducdo em k. Se k =0
é claro que H;(No) = 0 para todo j > 0, ja que (Ny, ) é um par-indice para Crito(f).

Agora, assuma que H;(Ny_;) = 0 para todo j > k — 1 e considere a sequéncia longa
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exata do par (Ng, Ny_1):
. 'Hj(Nkfl) — HJ(Nk) — Hj(Nk:?Nkfl) — e

Usando a hipétese de indugao e o fato de que H;(Ny, Ny_1) = 0 tem-se H;(Ny) = 0,
para todo 7 > k.

Destes fatos obtém-se o seguinte diagrama comutativo cujas linhas e colunas sao exatas:

Hi_1(Ng—2) =0

|

0 = Hy(Nk—1) — Hp(Ni) — Hy(Ng, Ni—1) Hi—1(Nk-1)

)

Hk—l(Nk—la Nkz—2)

Ox

ej:(Ng_1,0) = (Nk_1, Nk_2) é a aplicagao de inclusdo de pares. Em particular, a aplicagao

Je t Hr1(Ng—1) = Hp_1(Ng_1, Nx_2) é injetora, e dai o nicleo dos dois homomorfismos de

conexao no diagrama acima coincidem. Ambos sao isomorfos a Hy(Ny) e a kerd§ C Ci(f).
O primeiro isomorfismo acontece pois se i : Hx(Ng) — Hp(Ng, Np_1), pela exatidao da

linha do diagrama acima ¢ é um isomorfismo sobre sua imagem. Logo
Hi(Ny) ~ imi = kerd, = kerd,.

O segundo isomorfismo conclui-se diretamente do Teorema 5.1. Assim, a sequéncia exata em
homologia
d, i\
Hir1(Niy1, Ni) =5 Hi Ny, = Hy(Ni1) — 0

¢é isomorfa a sequéncia exata

[

9 1 T
Cri1(f) =5 kerdf = Hp(M) — 0

com H;(N;) — H;(M) é um isomorfismo se j < k entdao Hy(Nyy1) — Hy(M) é um iso-
morfismo. Pelo teorema de isomorfismo para modulos e pela exatidao desta ultima sequéncia

segue o resultado almejando:

kerdj,

. C .
imay
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Analogamente, mostra-se que
ker 95(G) O

k+1

5.2 Matrizes de Conexao via o Complexo de Morse-

Witten

Fixe uma variedade Riemanniana (M, g) que seja suave e fechada e tenha dimensao
finita n. Considere ainda um fluxo gradiente negativo ¢ sobre M oriundo de uma funcao de
Morse-Smale f. Deste modo, como visto no Capitulo 2, estd bem definido o complexo de
Morse-Witten (C.(f),05) para M.

Cada aplicagao 95 : Ci(f) — Cr_1(f) pode ser vista como uma matriz Ay de ordem
¢k X ¢, onde ¢ = #Crity(f). Mais especificamente, sejam Crity(f) = {z1, -,z } €
Crite—1(f) ={v1, -+ ,Ye,_, }- Entao

Ck(f) = Z<x1> ©--- D Z<x0k> e Ckfl(f) = Z<y1> G- D Z<yck—1>'

E o operador de Morse-Witten ¢é definido nos geradores por
Ck—1
) = Y nlwiy;){ys).

j=0

Logo, a aplicacao J5 é representada pela matriz Ay:

1 To PN .’L'Ck
y1 | n(x, ) n(xa, ) s n(@e, )
Yo | n(z1, ) n(w2, ya) e (e, y2)
y(%_] n(:vl, ka—l) ’fL(.”L’Q7 ka*]) to n(xfw y(’/kfl)

Ou seja, a aplicagao 0; é representada por uma matriz cujas entradas sao os nimeros de
intersecgao n(x,y) entre pontos criticos de indice relativo 1.
Da mesma forma, o operador de Morse-Witten 0¢ pode ser visualizado como uma matriz

A que contém as matrizes Ay, para k € Z e 0 < k < n, da seguinte forma:
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C Ci Ck Cry1 Cria - Cy
Co 0
CA;:—Q 0 Aji 0
Gt ] 0 0 Ay
C| O 0 AVASY
Cer1| 0 0 0 AV
C,| 0 0

A matriz A é dita uma matriz de conexao para M. Na secao anterior foi mostrado
que, de fato, A é uma matriz de conexao segundo a teoria desenvolvida por Franzosa.

Portanto, para obter uma matriz de conexao para um fluxo Morse-Smale em uma va-
riedade Riemanniana suave e fechada de dimensao finita basta construir o complexo de
Morse-Witten.

No Capitulo 2, foram explicitados os complexos de Morse-Witten para vérias variedades.
Deste modo, as matrizes de conexao via o complexo de Morse-Witten para tais variedades

podem ser obtidas facilmente. Segue alguns exemplos de matriz de conexao:

Exemplo 5.3. Considere novamente a esfera S? deformada vista no Exemplo 2.3, considere
ainda o fluxo gradiente negativo proveniente da funcao altura em S? e as orientacoes nas
variedade instaveis mostradas na Figura 2.10. No Exemplo 2.3 foram obtidas as orientacoes
induzidas nas variedades conectantes de S?, de modo que os sinais caracteristicos das érbitas

de conexao sao os dados na Figura 5.6.

Figura 5.6: Sinais caracteristicos das orbitas conectantes.
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z Y x x’

z[ 0 0 0 0

A(5%) = y| 0 0o —1 -1

x| 0 0 0 0

2| 0 0 0 0

Assim, uma matriz de conexao para S? é dada por:
A

Exemplo 5.4. Considere o fluxo Morse-Smale no toro 7% como na Figura 5.7. No Exemplo

2.12, foi visto que os grupos de Morse sao Co(f) = Z(s), C1(f) = Z{r) & Z(q), Co(f) = Z(p)
eCp(f)=0,parak € Zek#0,1,2.

Figura 5.8: Orientagoes induzidas nas
orbitas conectantes.

Figura 5.7: Fluxo Morse-Smale no Toro.
Considerando as orientagoes para as variedades instaveis como na Figura 5.8, ainda

no Exemplo 2.12, foram obtidos os sinais caracteristicos das érbitas que conectam pontos

criticos de indice relativo igual a 1. E estes sao dados por:

Ny = Ny = Ny = Ny = 1,
Ny = My, = Ny = Ny, = —1
E, portanto, n(s,r) = n(s,q) = n(r,p) = n(q,p) = 0. Segue que a matriz de conexao
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para o toro segundo o fluxo descrito acima é a matriz de nula:

A(T?) =

o o O O
o O O O
o O O O
o O O O

A definigao do complexo de Morse-Witten (C.(M, f), 0°) para uma variedade M, apresen-
tada na Segao 2.3, depende do conjunto de orientagoes escolhidas para as variedades instaveis
Or. No exemplo a seguir, sao fixadas uma variedade M e uma funcao de Morse-Smale em
M, e sao escolhidos dois conjuntos de orientacoes para as variedades instaveis de M, a partir

destes objetos obtém-se as matrizes de conexao referentes a cada conjunto de orientagoes.

Exemplo 5.5. Considere a esfera S2, o fluxo de Morse-Smale e as orientacoes das variedades

instaveis nos pontos criticos, apresentados na Figura 5.9.

1 2 2 2

Figura 5.10: Representacao planar global
Figura 5.9: Fluxo de Morse em S2. do fluxo da figura (5.9).

Denote por f a fungao de Morse-Smale que dé origem ao fluxo em questao. Os grupos

de cadeia de Morse sao:

Co(f) = Z(x1) ® Z(xa), Ci(f) = Z{y) © Z(y2) e Co(f) = Z{z1) ® Z(22).

Para encontrar o operador bordo dado pela Definicao 2.5, considere a representacao planar

do fluxo mostrada na Figura 5.10.
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Lembre que o sinal caracteristico da o6rbita através de u é definido pela igualdade:

[O(u)]ina = nu[t]. Observe na Figura 5.11(c) que a orientacao induzida em O(uy) por

M,,,, discorda da orientagao induzida em O(w;) pelo fluxo. Assim, n,, = —1. Da mesma
forma n,, = —1, como mostra a Figura 5.11(d).
L1 (2 Z2
/
Uy U9

X1 Y1 T X1 U1 Zo
Vylws(yl) Vylws(yl)
nul = —1 an - _1
. | - o | .
Ll P L R R
. "

Figura 5.11: Em (a) e (b) representagéo local do fluxo da Figura 5.9. Em (c) orientacao induzida
em O(uy) por Mgy, . Em (d) orientagdo induzida em O(uy) por M,,,, .

Através de anélise semelhante, vé-se que n,, = —1, n,, = —1.

Com a finalidade de obter o sinal caracteristico de uma érbita que conecta um ponto de
sela e um ponto repulsor, basta verificar se a orientacao induzida nesta érbita pela orientacao
da variedade instavel do ponto de sela coincide com a orientacao da érbita dada pelo fluxo.
Logo, n,, = —1, n,, =1, n,, =1 e nyg = —1. Veja a Figura 5.9.

Deste modo, a matriz de conexao para S?, considerando-se o fluxo e orientacoes das

variedades instaveis como mostra a Figura 5.9, é:

(0 0 -1 1 0 0]
0 0 1 -1

Ay |0 0 0 0 -1
0 0 0 0 —1 —1
0 0 0 0
0 0 0 0
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Os operadores bordo 95 : Co(f) — Ci(f), 95 : Ci(f) — Co(f) e 05 : Co(f) — 0 sao

definidos nos geradores por:

d5(x1) = —(y1) — (¥2), 05(x2) = —(y1) — (v2),
I (y1) = (22) — (2 > Oi(y2) = (21) — (22),
I5(z1) = e O5(z) =

Calculando a homologia do complexo (C.(S?, f),d¢), tem-se a homologia singular da

esfera S?:
HMy(S%,Z) = 7, HM\(SZ) =0 ¢ HM,(S%7) =7

Ainda considerando a esfera e o fluxo na Figura 5.9, mantenha as orientacoes ja conside-
radas das variedades instaveis dos pontos criticos, exceto do ponto y,, para o qual considere a
orientacao oposta a orientacao considerada anteriormente. Através de um processo analogo,

obtém-se a matriz de conexao:

(0 0 -1 -1 0 0]
0 0 1 1 0 0
A |0 0 0 01
0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

A

Observe que no exemplo anterior foram obtidas duas matrizes para a esfera S2, e estas
possuem entradas diferentes. Deste modo, pode-se obter “vérias matrizes de conexao” via
o complexo de Morse-Witten para uma variedade. Mas estas matrizes tém uma relacao
forte entre si que é garantida pela préxima proposigdo. Denote por A(M, f, Or) a matriz de
conexao de M obtida via o complexo de Morse-Witten considerando a funcao de Morse f e

o conjunto de orientacoes Or.

Proposicao 5.1. Sejam M uma variedade Riemanniana suave e compacta de dimensao
finita n e seja f uma fun¢do de Morse-Smale sobre M. Sejam Or e Or' dois conjuntos

de orientagoes para as variedades instaveis dos pontos criticos de f. Entao as matrizes

A(M, f,0r) e A(M, f,Or") siao semelhantes.
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Demonstragao: Como uma funcao de Morse admite apenas uma quantidade finita de pon-
tos criticos, os conjuntos Or e Or’ sado finitos. Portanto, basta mostrar o caso em que os
conjuntos de orientacoes Or e Or’ nao coincidem apenas por uma orientacao. Nesse sen-
tido, denote por x o ponto critico cujas orientagoes £ e ¢ para W*(z) dadas pelos conjuntos
Or e Or', respectivamente, sejam opostas. Seja k := inds(z), dado y € Crity_1(f), de-
note por n(z,y) e f(x,y) os numeros de intersec¢ao considerando as orientagoes Or e Or’,
respectivamente. Analogamente, para z € Critg1(f).

Existem dois casos a considerar: inds(z) =1 e inds(z) > 1.

1° Caso: Suponha que inds(x) = 1. Seja u € M\xy, a orientacao induzida na orbita
de u é dada pela orientagao de W*(z). Como & e ( sao opostas, estas induzem orientagoes
opostas na érbita de u. Portanto uma delas coincide com a orientagao dada pelo fluxo e a
outra é exatamente a orientagao oposta, isto é, n, =1len, = —-1oun, = —1en, = +1.
Como u é arbitrario, tem-se n(z,y) = —n(z,y).

Agora, seja v € /T/l\zx A orientagao induzida na érbita de v pelo conjunto de escolha de

orientacoes, é dada pelo isomorfismo:
T@(U)W“(z) ~ TO(U) D V@(U)WS(ZE). (5.2)

As orientagoes de Tp(,)W*"(z) dadas pelos conjuntos Or e Or’ coincidem, mas estes conjuntos
induzem orientacoes opostas em Vo, )W?*(z), pois a orientacdo induzida neste fibrado é
compativel com a orientacao de W"(x), e este ultimo tem orientagdes opostas £ e ¢ dadas
pelos conjuntos Or e Or’. Deste modo, as orientagoes que estes conjuntos induzem na drbita
de v também sdo opostas, pelo isomorfismo acima. Sendo v arbitrério, n(z,x) = —n(z,x).

Assim, a matriz A(M, f,Or’) é obtida de A(M, f, Or) multiplicando-se a coluna e a linha
referentes a x por —1.

2° Caso: Suponha que inds(xz) > 1. Seja u € ./(/l\acy7 a orientacao induzida na orbita de

u, O(u), é dada pelo isomorfismo:
T@(u)Wu(:E) ~ TO(U) D V@(U)Ws(y). (5.3)

As orientagoes dadas pelos conjuntos Or e Or’ para W*(y) sao as mesmas, logo estes dois
conjuntos induzem a mesma orientagao no fibrado Vo,)W*(y), pois as orientagoes de W*(y)
e VouwyW?*(y) sdo compativeis. J4 as orientacoes £ e ¢ de T W"(x) dadas pelos conjuntos

Or e Or' sao opostas. Destas observagoes e da equacao (5.3) segue que as orientagoes
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induzidas na 6rbita de u por Or e Or’ sao opostas. Portanto, n(x,y) = —n(z,y), pois o
ponto u foi tomado arbitrariamente.

Agora, dado v € /T/l\zx, a demonstracao de que n(z,z) = —n(z,x) é andloga a ji feita
acima para o primeiro caso.

Neste caso, também se verifica que a matriz A(M, f,Or") é obtida de A(M, f,Or)

multiplicando-se a coluna e a linha referentes a x por —1. Il

A demonstracao da Proposicao 5.1 mostra que a relacao entre as matrizes de conexao
A(M, f,0r) e A(M, f,Or"), obtidas por escolhas diferentes de orientagoes para as variedades
instaveis dos pontos criticos, vai além de semelhanca de matrizes. Uma ¢ obtida da outra
apenas multiplicando-se por —1 certas linhas e colunas. Mais especificamente, se os conjuntos
Or e Or' diferem pelas orientagoes dos pontos criticos aq, - - - , a;, entao a matriz A(M, f, Or’)
é obtida de A(M, f, Or) multiplicando-se por —1 as linhas e colunas referentes aos pontos
ay, -, a.

Deste modo, uma entrada da matriz A(M, f,Or) é nao nula se, e somente se, é nao nula
em A(M, f,Or’). De forma mais geral, as entradas de A(M, f,O0r) e A(M, f,Or') diferem
apenas por sinal. Em outras palavras, dadas uma variedade Riemanniana (M, g) suave e
compacta de dimensao finita e uma funcao de Morse-Smale sobre M, as matrizes de conexao
para M obtidas via o complexo de Morse-Witten sao iguais médulo 2.

Mas este fato ja era esperando, pois a Proposicao 4.13 garante que, dado um fluxo Morse-
Smale sob uma variedade Riemanniana M compacta e suave de dimensao finita, considerando
a homologia sobre Z,, entao a entrada da matriz de conexao correspondentes aos pontos
criticos © € Crity(f) e y € Crity_1(f) conta o nimero de 6rbitas conectantes de x a y
modulo 2.

Veja que, nos exemplos acima, as entradas da matrizes de conexao estao no conjunto
{=1,0,+1}. De fato, as matrizes de conexao, obtidas via o complexo de Morse-Witten, para

superficies orientdveis tém por caracteristica que suas entradas sao 0, +1 ou —1.

Proposigao 5.2. Sejam M uma variedade orientdvel fechada 2-dimensional e p um fluxo

de Morse-Smale em M. FEntao as entradas da matriz de conexao pertencem ao conjunto

{-1,0,1}.

Demonstracao: No caso de um fluxo de Morse-Smale, a entrada da matriz de conexao

correspondente ao par (z,y) de pontos criticos com indice relativo 1 é dada pelo nimero de
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intersegao n(x,y) = Znu, onde u € ﬂzy. Assim, basta mostrar que n(z,y) € {—1,0,1},
para todos os pontos criticos de f com indice relativo igual a 1 e com 0 < inds(y) <
inds(z) < n.

Como dim(M) = 2, #K/l\xy < 2, pelo Teorema 2.3. Se #/\73311 = 1 nao ha o que fazer,
pois neste caso /Wwy = {u} e, portanto n(z,y) = n,. Mas o sinal caracteristico de uma
6rbita é +1 ou —1.

Agora, se #/(/l\xy = 2, por exemplo M\xy = {uy, us}, entdo existem dois casos a considerar:

Caso 1: x é uma sela e y é um ponto atrator. O fluxo tangente induz a mesma orientacao
nas 6rbitas O(uy1) e O(usg), pois o fluxo é do tipo gradiente. Assim [u;] = [uz]. J4 a orientacao
que My, induz em O(u;) é oposta a orientacao induzida por M, em O(us), veja a Figura
5.12. Sendo [O(w;)]ina = nu,[ti], entdo n,, =1 en,, = -1 oun, = —-1emn, = 1. De

qualquer forma n(z,y) = 0.

x x
SN
—————— >
Ny, = —1
Y ) Y

Figura 5.12: Representagoes das orientagoes induzidas pelo fluxo em (a), pelo espaco M, em (b),
e sinais caracteristicos em (c¢), quando = é um ponto de sela e y é um ponto atrator.

Caso 2: x é um ponto repulsor e y um ponto de sela. Novamente as orientacoes induzidas
pelo fluxo tangente em O(uy) e O(ug) sdo as mesmas. No entanto, as orientagoes [O(u;)],

1 = 1,2, sao opostas; como se vé na Figura 5.13.

U Ty = 1
N R
R I S
Uy Ny, = —1

Figura 5.13: Fluxo local: orientagoes induzidas pelo fluxo em (a) e por My, em (b).

Para este caso também se verifica que n(x,y) = 0 O
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O exemplo a seguir garante que a hipotese de orientabilidade sobre a variedade 2-

dimensional na Proposicao 5.2 é essencial.

Exemplo 5.6 (Matriz de Conexao para o Plano Projetivo Real.). Retome o Exemplo
2.13 de um fluxo de Morse-Smale sobre o plano projetivo real RP?, que possui trés singu-
laridades: um ponto repulsor x, um ponto de sela y e um ponto atrator z. Considerando as
orientagoes das variedades instaveis dos pontos criticos como na Figura 5.14, ja foi visto no

Exemplo 2.13 que as orientagoes nas orbitas conectantes sao as dadas na figura abaixo.

Figura 5.14: Fluxo de Morse-Smale em RP?2.

Ou seja, n(x,y) = ny, +nu, = 1+1=2en(y,z) = +1—1 = 0. Além disso, os operadores

bordos sao definidos nos geradores por:

95 : Co(f) = Cu(f) 97 : Ci(f) = Co(f) 9 : Co(f) =0
() = 2(y) (y) =0 (2) =0

E a matriz de conexao para o fluxo minimal no RP? é

A(RP?) =

o o O
o o O
S NN O

Calculando a homologia de Morse do complexo (C,(RP?, f),d¢) obtém-se a homologia
singular do RP?:
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E claro que a Proposicao 5.2 é valida se a variedade M for de dimensao 1. A pergunta
natural que surge é: uma matriz de conexao para fluxos de Morse-Smale em variedades de
dimensao maior que 2 pode apresentar uma entrada inteira com moédulo maior que 17 A
breve investigacao feita a seguir para o caso tridimensional garante que a resposta a esta
pergunta é afirmativa.

No caso de um fluxo Morse-Smale sob uma variedade tridimensional, as singularidades
sao dos seguintes tipos: um ponto repulsor, um ponto atrator, um ponto de sela de indice 2
e um ponto de sela de indice 1. As dinamicas locais dos pontos de sela sao apresentadas nas
figuras 5.15 e 5.16.

Figura 5.15: Ponto de sela em R3 de Figura 5.16: Ponto de sela em R? de
indice de Morse 2. indice de Morse 1.

Considere um fluxo de Morse-Smale sob uma 3-variedade orientavel M. O objetivo é
mostrar que se A é uma matriz de conexao para M, obtida via o complexo de Morse-
Witten, as entradas nesta matriz correspondentes a ligagdes entre um ponto repulsor x e um
ponto de sela s, de indice 2 ou entre um ponto de sela s; de indice 1 e um ponto atrator z
s6 podem ser —1, 0 ou +1.

De fato, a variedade estavel de sy é composta por duas orbitas regulares, de modo que
#stz < 2. Se #/T/l\msz < 2, nao ha o que fazer. Suponha #/\//\lm2 = {u,v}. A orientagao
de W"(z) pode ser “carregada” até o ponto sy através das orbitas de u e de v. Sendo M
orientavel, nao importa qual caminho é percorrido, obtém-se a mesma orientagao ao chegar
no ponto s,. Deste modo, os sinais caracteristicos das orbitas de u e v se cancelam, e
n(z,se) = 0. Veja Figura 5.17.

Portanto as entradas de A correspondentes a ligacoes entre pontos repulsores e pontos
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+1

Figura 5.17: Sinais caracteristicos das érbitas que conectam um repulsor & uma sela de indice 2.

de sela de indice 2 s6 podem ser nulas ou +1. Analogamente mostra-se que as entradas
correspondentes a ligacoes entre pontos atratores e pontos de sela de indice 1 estao no
conjunto {—1,0,1}.

Ja as entradas da matriz de conexao que estao relacionadas aos pontos de sela s; e sy
nao se limitam ao conjunto {—1,0,+1}, pois a quantidade de érbitas que conectam sy a $;
depende de que forma a alca relativa ao ponto de sela sy é colada na variedade estavel do

ponto s; . De modo que hé intimeras possibilidades.

Como ja foi mencionado, neste trabalho foram abordadas duas teorias de forma indepen-
dentes: a teoria de Conley e a teoria da homologia de Morse.

Primeiramente foi estudada a teoria de Morse. Foi visto que, dadas uma variedade
Riemanniana (M, g), suave e fechada de dimensao finita, e uma fungao de Morse f : M — R
cujo fluxo gradiente negativo ¢ satisfaz a condicao de Morse-Smale, o grupo graduado de
Morse Ci(f) = {Ck(f)} com coeficientes inteiros e graduado pelos indices de Morse, foi

definido por:
1. Cr(f)=0,se k <0;
2. se k>0, Cx(f) := @ Z(x), onde a soma percorre o conjunto Crity(f).

O operador de Morse-Witten 95 (z) : Cx(f) — Ci—1(f) foi definido nos geradores = de Ci(f)

por

Oe) == > al@yly), ey = Y n,

yECTite—1(f) wEMay
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Destes elementos surgiu o complexo de Morse-Witten (C.(f),9¢). Um resultado importante
que foi visto é que a homologia de Morse coincide com a homologia singular da variedade
M.

Na teoria de Conley o objeto basico de estudo era um conjunto invariante isolado .S. Foi
definido o conceito de par-indice para S; foi visto que pares-indice existem para quaisquer
conjuntos invariantes isolados e que, dados dois pares-indice para S, estes tém o mesmo
tipo de homotopia. A partir da invariancia do par-indice, definiu-se o indice homotépico de
Conley para S como sendo o tipo de homotopia de um par-indice para S.

Ja o indice homoldgico de S foi definido como sendo a homologia do espago pontuado N/ L,
onde (N, L) é um par-indice para S. A propriedade mais importante do indice homoldgico,
vista no decorrer deste trabalho, foi que conjuntos relacionados por continuacao possuem o
mesmo indice homoldgico.

Para simplificar o estudo de um conjunto invariante isolado S, foram definidas duas
decomposigoes de S: a decomposicao em par atrator-repulsor e a decomposicao de Morse,
que generaliza a primeira. Uma decomposicao de Morse <-ordenada ¢é formada por uma
colecao finita M, de subconjuntos invariantes isolados disjuntos de S, de modo que cada
elemento de S pertence a algum M, ou a alguma orbita que “nasce”’em M, e “morre”’em
M, tais que ™ < 7.

Tendo em maos uma decomposicao de Morse <-ordenada, definiu-se matriz de conexao
de uma forma puramente algébrica. De modo geral, a matriz de conexao foi definida como
sendo uma matriz que tem como entradas aplicagoes entre os indices homolégicos de Conley
dos conjuntos M. Foi visto que a importancia da matriz de conexao no estudo da dinamica
de um fluxo sobre um conjunto invariante isolado esta no fato de que suas entradas nao nulas
podem detectar a existéncia de érbitas conectantes entre conjuntos de Morse.

O principal objetivo deste trabalho foi estudar uma forma mais simples de obter uma
matriz de conexao. Para o caso de fluxos Morse-Smale sobre uma variedade Riemanniana M,
suave, fechada e de dimensao finita; foi visto que a diferencial do complexo de Morse-Witten

¢ uma matriz de conexao para M.
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