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RESUMO

O objetivo principal desta dissertacao é apresentar o resultado central de R. Mat-
sumoto sobre as algebras munidas de fungao peso serem anéis de coordenadas afim de curvas
algébricas com exatamente um lugar de grau um no infinito. A partir disto, pode-se concluir
que os cédigos de avaliagao, introduzidos por Hpholdt, van Lint e Pellikaan, construidos sobre
estas algebras sao um caso particular dos cédigos geométricos de Goppa, isto é, codigos de
Goppa pontuais. Para isto, utilizamos resultados sobre teoria de corpos de funcoes algébricas,
de codigos geométricos de Goppa e de algebra comutativa. Com a introdugao dos conceitos
de fungoes ordem e peso, nos é permitido descrever os codigos de avaliacao e assim determi-
nar cotas inferiores para a distancia minima do seus codigos duais, que em alguns casos sao

melhores que as cotas de Goppa.
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ABSTRACT

The main objective of this text is to present the central result of R. Matsumoto concern-
ing those algebra with a weight function being affine coordinate ring of an affine algebraic
curve with exactly one place at infinity. From that statement one can conclude that the
evaluation codes, introduced by Hgholdt, van Lint e Pellikaan, constructed on this algebra
are particular cases of geometric Goppa codes, that is, one point AG codes. For this, we
use results of the algebraic function fields theory, geometric Goppa codes and commutative
algebra. The introduction of the concepts of order and weight functions enable us to describe
the evaluation codes and thus to determine lower bounds for the minimum distance of its

duals codes, in same cases, are better than the Goppa’s bounds.
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INTRODUCAO

A teoria dos Cédigos Corretores de Erros foi iniciada pelo matematico C.E. Shanon,
do laboratério Bell, num trabalho publicado em 1948. No comeco os maiores interessados
nesta teoria foram os matematicos, que a desenvolveram consideravelmente, mas, na década
de 70, com o avanco das pesquisas espaciais e a grande popularizacao dos computadores,
essa teoria passou também a interessar aos engenheiros. Hoje em dia, os codigos corretores
de erros sao utilizados sempre que se deseja transmitir ou armazenar dados, garantindo sua
confiabilidade, e estao presentes no nosso cotidiano, por exemplo, quando fazemos uso de
informacoes digitalizadas, tais como assistir um programa de tv, falar ao telefone, ouvir um
CD/DVD de musica, navegar na internet, etc..

A mais importante revolucao na teoria dos cddigos corretores de erros se deu na

década de 80, quando foram introduzidos ferramentas de curvas algébricas para a construgao

n

de cédigos lineares (cédigos estes que sdo subespacos vetoriais do espago vetorial Iy

, onde [,
denota um corpo finito com ¢ elementos). Tais cédigos foram apresentados por V.D. Goppa
em um artigo publicado em 1983 e sao conhecidos por Cddigos Geométricos de Goppa. Desde

sua construcao, tal classe de codigos vem sendo amplamente desenvolvida.

Contudo, os estudos dos cédigos geométricos de Goppa eram trabalhosos para nao
especialistas em geometria algébrica. Assim, em 1998, Hgholdt, van Lint e Pellikaan pro-
puseram, em [7], um método alternativo ao de Goppa para a construgao de tais cédigos.
Em vez de usarem conhecimentos sobre curvas algébricas, os autores utilizaram nocoes el-
ementares de algebra linear e teoria de semigrupos. Foram introduzidos os conceitos de

Fungao Ordem e Funcao Peso, e os cédigos construidos sobre F-dlgebras, a partir destas



fungoes, os autores deram o nome de Cddigos de Avaliagao.

Nesta altura se imaginava que esta teoria poderia gerar novos cédigos. Porém, em
[11], Matsumoto provou que tais c6digos sdo um caso particular dos codigos geométricos de
Goppa, isto é, os cddigos de Goppa pontuais.

Nesta dissertacao, estamos interessados em apresentar o resultado central de Mat-
sumoto sobre as F-dlgebras munidas de funcao peso. Na verdade, vamos ver como Mat-
sumoto provou que estas [F-algebras sao nada mais que os anéis de coordenadas afim de
curvas algébricas (neste texto, curva algébrica significa curva algébrica afim absolutamente
irredutivel e nao singular) com um ponto no infinito e que os cédigos de avaliagao construidos
sobre elas sao codigos geométricos de Goppa pontuais. Para tanto, este texto esta dividido
em trés capitulos e dois apéndices, estruturados da seguinte forma:

O primeiro capitulo é dedicado a apresentacao dos conceitos bésicos da teoria de
codigos de Goppa. Nele, definimos o que sao os cddigos corretores de erros, os corpos de
funcgoes algébricas sobre uma variavel e os codigos geométricos de Goppa, tendo como um
dos principais resultados o toerema de Riemann-Roch. Este capitulo auxilia o leitor como
referéncia quanto aos resultados e a terminologia empregada nos capitulos seguintes.

No segundo capitulo introduziremos os conceitos de funcoes ordem e peso afim de
construir os codigos de avaliacao e de determinar uma cota inferior para a distancia minima
do seu codigo dual, e apresentaremos uma conexao entre estes codigos, construidos sobre
determinadas algebras, e os cddigos geométricos de Goppa pontuais.

No capitulo 3, veremos algumas importantes caracteristicas das F-algebras munidas
de fungao peso. Caracteristicas que nos permitirao concluir que os cédigos de avaliacao
construidos sobre elas sao codigos geométricos de Goppa pontuais. Ao final deste, vamos
apresentar alguns exemplos a fim de ilustrar os resultados obtidos neste e nos capitulos
anteriores.

Para finalizar esta dissertacao, apresentamos dois apéndices. O primeiro consiste
em expor os resultados classicos de algebra comutativa utilizados ao longo do texto. No
segundo, fornecemos as defini¢oes e os resultados basicos sobre curvas algébricas necessarios
a compreensao deste trabalho.

E importante comentar que os resultados desta dissertacao foram generalizados por
Carvalho, Munuera, Silva e Torres, em [2]. Nele é introduzido uma versao mais “abrangente”da
definigao de fun¢ao ordem (peso) com o objetivo de obter construgoes alternativas dos cédigos

geométricos de Goppa, utilizando-se de métodos elementares.



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo iremos introduzir as defini¢bes e os conceitos béasicos da teoria de corpos
de funcgoes algébricas e descreveremos, a partir desta, a construcao de cédigos algébricos
geométricos propostos por Goppa, codigos também conhecidos como Codigos Geométricos de
Goppa. Todo este capitulo foi escrito baseado no livro “Algebraic function fields and codes”,
referéncia [12], isto é, todos os resultados e defini¢oes citados aqui podem ser encontrados
em tal referéncia. Contido, nos propusemos a apresentar algumas das demosntracoes dos

resultados mais reelevantes para esta dissertacao.

1.1 Cdbdigos

Nesta se¢ao apresentaremos algumas nogoes bésicas da teoria de cédigos. Seja F, um corpo
finito com ¢ elementos e considere o espago vetorial n-dimensional Fy chamado de alfabeto
cujos elementos sao as n-uplas a = (ay, ..., a,), com q; € F,.

Para a = (ay,...,a,) e b= (by,...,by) € F} seja

d(a,b) :=|{i: a; # b;}|

A funcao d é chamada de distincia de Hamming em Fj. Definimos também o peso de

um elemento a € IF’; como sendo

w(a) = d(a,0) = |{i : a; # 0}

3



SECAO 1.1 « CODIGOS 4

Observe que a distancia de Hamming é uma métrica em Fy.

Definigao 1.1. Um cédigo linear C (sobre o alfabeto Fyy) é um subespago linear de .
Os elementos de C sao chamados de palavras-codigo. Chamamos n o comprimento de
C e dimC (como F-espago vetorial) a dimensio de C. Um [n, k|-cédigo é um cédigo de
comprimento n e dimensdo k. A distancia minima d(C) de um cddigo C' # 0 é definido
por

d(C) :=min{d(a,b);a,b e C,a # b}

Como d(a,b) = d(a — b,0) = w(a —b) e C é um espago linear, a distancia minima é
equivalente a

d(C) = min{w(c),c € C,c # 0}

Vamos nos referir a um [n, k|-cédigo com distancia minima d por [n, k, d]-codigo.
Uma maneira simples de descrever um especifico cédigo C' é descrever sua base (como
[F ~espago vetorial). Assim, seja C' um [n, k|-cédigo sobre [, uma matriz geradora de C' é a

matriz k X n, cujas linhas formam uma base de C.
Definigao 1.2. Se C C F} é um cddigo, entao
CH={uelF: (uc)=0,Vec=(c1,....c,) € C}

¢ chamado de o c6digo dual de C, onde (,) denota o produto interno canénico. Quando

C = O+ dizemos que C € auto-dual e se C C CF entdo definimos C' como auto-ortogonal.

Da dlgebra linear temos que o dual de um [n, k]-cédigo é um [n, n—k]-cédigo e (C+)*+ = C.
Em particular a dimensao de um cédigo auto-dual de comprimento n é n/2.
Seja C' um [n, k]-cédigo em [Fy. Definimos como matriz teste de paridade do codigo C' a

matriz geradora H,_p)x, de C*. Mais ainda,
C:{UGFZ]”]H-ut:O}

onde u' denota a transposta do vetor u. Observe que uma matriz teste de paridade identifica
se um vetor u € Fy ¢ uma palavra c6digo ou nao.

Um dos problemas béasicos na teoria dos cédigos algébricos é o de construir, sobre um
alfabeto fixado [y, cédigos cujas dimensao e a distancia minima siao grandes em relacao ao
comprimento. Entretanto, hd algumas restri¢oes: se a dimensao de um cédigo é grande (com
relagdo ao comprimento) entao a distancia minima ¢é pequena. Veremos a seguir, uma cota

simples que relaciona os parametros de um codigo.
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Proposicao 1.3. [Cota de Singleton] Para um [n, k, d]-cddigo temos que
k+d<n+1.

Codigos satisfazendo k + d = n + 1 tem seus parametros otimizados e sao chamados
c6digos MDS (codigos separados pela maxima distancia). Se n < ¢ + 1, existem cddigos

MDS sobre F, para todas as dimensoes k < n.

1.2 Corpos de funcoes algébricas

Nesta se¢ao, estudaremos as ferramentas necessarias para a construgao dos codigos geométricos

de Goppa.

1.2.1 Lugares

Defini¢ao 1.4. Um corpo de fungoes algébricas (ou simplesmente, corpo de fungoes)
F|K de uma varidvel sobre um corpo K € uma extensdo de corpos K C F tal que F € uma

extensao algébrica finita de K(x) e x € F' € transcendente sobre K.

O conjunto K = {z € F|z ¢ algébrico sobre K} é um subcorpo de F' chamado de corpo
de constantes de F|K. Mais ainda, F|K é um corpo de funces sobre K.

Um corpo de fungoes F|K é dito ser racional se F' = K (z) para algum x € F' transcen-
dente sobre K. Neste caso, K(z) é o corpo de fragoes do anel de polinomios K[z| em uma
variavel sobre K.

Definiremos agora o que vem a ser um anel de valorizacao.

Definicao 1.5. Um anel de valorizagao do corpo de fungies F|K é um anel O C F com

as sequintes propriedades:
1)KSOGCF;

2) qualquer z € F temos que 2 € O ou z"t € O

Tal anel é local cujo tnico ideal maximal ¢ P = O\O*, com O* = {z € O] existe w €
O com zw = 1}, isto é, O* é o grupo das unidades de O@. Assim, para x € F tem-se que
x € P se, e somente se, z7 ¢ O e para o corpo de constantes K de F|K temos que KCO

e PNK = {0}. A seguir enunciamos o principal resultado que caminha nesta direcao.
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Teorema 1.6. Seja O um anel de valorizag¢ao do corpo de fungoes F|K e P = O\ O* seu
unico ideal maximal. Entao:

a) P € um ideal principal.

b) Se P =tO, entdio qualquer z € F' e z # 0 tem uma unica representac¢ao na forma z = t"u
para algum n € Z e u € OF.

c) O € um dominio de ideal principal. Mais precisamente, se P =t0O e {0} #1 C O é um
ideal, entao I =t"O para algum n € N.

Isto nos leva a um outro conceito, a saber:

Defini¢ao 1.7. a) Um lugar P de um corpo de fun¢oes F|K € o ideal mazimal de algum anel
de valoriza¢ao O de F|K. Qualquer elemento t € P tal que P = tO é chamado elemento
primo de P;

b) Pp:={P: P éum lugar de F|K}

Observe que dado um anel de valorizacao O cujo ideal maximal é P, entao O pode
ser unicamente determinado por P, a saber: O := Op = {z € F|z~! ¢ P}. Neste caso,
chamamos Op de anel de valorizacao do lugar P. Uma segunda descricao muito 1til de

lugares é dada em termos de valorizagoes.

Definicao 1.8. Uma valorizacao discreta de F|K € uma fung¢io v : F' — Z U {co} com
as sequintes propriedades: para quaisquer x,y € I temos

1) v(x) = o0 se, e somente se x = 0;

2) vzy) = v(x) + v(y);

3) v(x+y) > min{v(z),v(y)}, com igualdade quando v(x) # v(y);

4) Eziste z € F tal que v(z) = 1;

5) v(a) =0 para todo 0 # a € K.

Neste contexto, o stmbolo oo se refere a um elemento nao pertencente a 7Z tal que co+o0o =
o0+ n=mn+o00=o00e00 >m para todo m,n € Z. Das propriedades (2) e (4) segue que
v é sobrejetiva e a propriedade (3), quando valido a igualdade, é chamada de desigualdade
triangular estrita.

Agora, seja um lugar P € Pr. Podemos associar a P uma fungao vp : F — Z U {0}
da seguinte maneira: escolha um elemento primo ¢t € P, entao, do teorema 1.6, qualquer
elemento nao-nulo z € F' possui uma unica representagao da forma z = t"u com u € Op e

n € Z. Assim, definindo vp(z) :=n e vp(0) := oo, segue:
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Teorema 1.9. Seja F|K um corpo de fungoes.
a) Para qualquer lugar P € Pg, a func¢ao vp definida acima é uma valorizag¢ao discreta de
F|K. Mais ainda:

Op = {z € Flvp(z) > 0},
Op = {z € Flop(z) = 0},
P={z€ Flup(z) > 0}.
Um elemento x € F' é um elemento primo de P se e so se vp(x) =1
b) Reciprocamente, supondo que v é uma valorizagao discreta de F|K, entdo o conjunto
P = {z € Flo(z) > 0} € um lugar de F|K e Op = {z € Fluop(z) > 0} € o anel de
valorizacdo correspondente.

¢) Qualquer anel de valoriza¢ao O de F|K é um subanel maximal de F.

Seja P um lugar de F'|K e Op o anel de valorizagdo correspondente. Entao o anel de
classes residuais Op/P =: Fp é um corpo, chamado de corpo das classes residuais de P.
A aplicagdo = — x(P) de F em Fp U {00}, onde z(P) :=z+ P sez € Op e z(P) := o
caso contrario, é chamada de aplicacao de classe residual com respeito a P. Assim, podemos
considerar que K é um subcorpo de Fp, pois K C Op, K NP = {0} e logo a aplicagao
residual Op — Fp induz um mergulho canonico de K em Fp. Do mesmo modo, K 6 visto

como um subcorpo de Fp.
Definicao 1.10. Seja P € Pr. Definimos o grau de um lugar P como sendo:
grau P := [Fp : K|
O grau de um lugar é sempre finito, mais precisamente, dados um lugar P € Pr e
0 # x € P tem-se que grau P < [F: K(x)] < oco. (ver [12], proposi¢ao 1.1.14)
Uma importante descricao dos elementos de P é dada a partir da aplicacao da valorizagao

discreta correspondente a estes elementos sobre os elementos de F.

Definicao 1.11. Seja z € F' e P € Pp. Dizemos que P é um zero de z se e somenle se
vp(z) > 0; P € um polo de z se e somente se vp(P) < 0. Sewvp(z) =m >0, P é um zero

de z de ordem m; se vp(z) = —m < 0, P € um polo de z de ordem m.
A seguir, nos concentraremos em questoes sobre a existéncia de lugares em F|K.

Teorema 1.12. Seja F|K uwm corpo de fungdes e R um subanel de F' com K C R C F.
Suponha que {0} # 1 ; R € um ideal proprio de R. Entao existe um lugar P € Pg tal I C P
e R - Op.
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Isto nos permite afirmar:

Corolario 1.13. Sejam F|K um corpo de fungoes e z € F tal que z € transcendente sobre

K. Entdao z tem no minimo um zero e um polo. Em particular Pr # ().

Dem. Considere o anel R = K|[z] e o ideal I = zK|[z]. O teorema anterior assegura que
existe um lugar P € Pr com z € P, dai vp(z) > 0 e logo P é um zero de z. Analogamente,

existe um lugar ) que é um zero de 2~ . Logo, Q é um polo de z. [

O seguinte resultado, conhecido como Teorema da Aproximacao Fraca, estabelece que se
U1, ..., 0, sdo valorizagoes discretas de F'|K duas a duas distintas, z € F' e se sabemos os

valores v1(z),...,v,-1(2), entdo ndo podemos concluir nada a respeito de v, (z).

Teorema 1.14. Teorema da Aproximacao Fraca (T.A.F.)
Seja F|K um corpo de fungées, Py,..., P, € Pg, lugares dois a dois distintos de F|K,
T1,..., &y € Fery,...,r, € Z. Entdio eziste algum x € F tal que vp(x — x;) = 1; para

1=1,...,n.

Vimos que se x € F é transcendente sobre K entao este possui zeros e polos. O préximo
resultado, que é uma consequéncia (nao trivial) do T.A.F.; nos permite, de alguma forma,

concluir algo a respeito da quantidade de zeros e polos de .

Proposicao 1.15. Em um corpo de funcgioes F|K, qualquer elemento nao nulo x € F possui

uma quantidade finita de zeros e polos.

Dem. Seja F|K um corpo de fungoes e Py, ..., P, zeros de um elemento z € F. Entao

T

vai(x)grau P, <[F: K(z)].

i=1
Assim, se z é algébrico sobre K entao, como K N P = {0}, temos que x ndo tem zeros nem

polos. E, se x é transcendente sobre K entao o nimero de zeros de x é menor ou igual a

[F': K(x)]. De maneira andloga, tem-se que a quantidade de pélos de x ¢é finita. |

1.2.2 Corpos de fungoes racionais

Estudemos agora o caso especifico de um corpo de fungoes racionais F' = K(z), onde = é
transcendente sobre K. Dado um polinémio arbitrario p(z) € K[z, monico e irredutivel,

considere o anel de valorizagao.
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Oy = { L8+ f(2), 9(x) € Ka],p(x) £ g(x)}

de K(x)|K e que tem ideal maximal

Powy = {28 1(2), () € Ko, p()] (), p(2) 1 9() b

Neste caso, p(x) é um elemento primo para P e a valorizacao discreta correspondente vp
pode ser descrita como: se z € K(z) \ {0} ¢é escrito na forma z = p(z)*h(x) com n € Z
h(z) € Opa)\Pp(z), entao vp(z) = n. O corpo das classes residuais K(z)p = Op(z)/Pp(z) €
isomorfo a Klx]/(p(x)) e consequentemente grau P = grau p(z).

Um outro anel de valorizacao de K (z)|K ¢é descrito como

O = {5: £(2). 9(2) € K[o], grau f(x) < graug(a) |

~

cujo ideal maximal é

Poo = {48: £(2). 9() € Kla], gran f(z) < graug(e) }

Este é chamado de [ugar infinito de K(x). Observe que este rétulo depende especifica-

mente da escolha do elemento z € K (z)|K (por exemplo, K (z) = K(2) e o lugar P, com

respeito a % é o lugar Py com respeito a x). Assim, ¢t = % é um elemento primo de P e
grau P, = 1. A valorizacao discreta correspondente a P,, é dada por

f(=)
g(z

Voo(L2) = grau g(x) — grau f(x), onde f(x),g(z) € K|[x].

Na realidade, estes sdo os unicos anéis de valorizagdo de K (z). Logo:

Teorema 1.16. Os dunicos lugares no corpo de fungoes racionais K(x)|K sdo os lugares

P2y € Py definidos acima.

1.2.3 Divisores

Nesta subsecao apresentaremos a definicao de divisores de um corpo de funcoes e veremos
alguns resultados importantes a teoria de corpos de funcoes.
No que segue, F|K denotard um corpo de fungoes algébricas de uma variavel sobre K,

com K algebricamente fechado em F'.
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Defini¢ao 1.17. O grupo abeliano livre o qual € gerado pelos lugares de F|K € denotado
por Dp e é chamado de grupo divisor de F|K. Os elementos de D sio chamados de

divisores de F|K e sdo da forma

com np € 7 quase todos nulos.

O suporte de D ¢é definido por
suppD = {P € Pr;np # 0}.

Um divisor da forma D = P com P € Pr é chamado de divisor primo. Dois divisores

D => npP e D =5 nlpP sao somados da seguinte maneira
D+ D' => (np+np)P.

O elemento zero do grupo divisor D ¢é o divisor com todos np nulos.

Dados Q € Pr e D € Dp, definimos vg(D) := ng, logo
suppD = {P € Pr;vp(D) #0} e D = Z vp(D)P.
PesuppD

Uma ordem parcial em D ¢é dada por:
Dy < Dy <= vp(Dy) < wvp(Dy), para qualquer P € Pp.

Assim, dizemos que um divisor é positivo se D > 0.

O grau de um divisor é definido por:

grau D := Z vp(D)grau P
PE]PF
e isto fornece um homomorfismo de Dr em Z.
Sabemos que um elemento nao nulo x € F' tem uma quantidade finita de zeros e pdlos

em Pr. Deste modo, podemos definir:

Definicao 1.18. Seja 0 # x € F' e denotemos por Z e N o conjunto dos zeros e polos de x

em Pr. Entao definimos:
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()0 =D peyvr(x)P, o divisor zero de x;
(7)oe = D pen(—ve(2))P, o divisor pdlo de z;

() == ()0 — (T) oo, o divisor principal de x.

Observe que (x)g > 0, () > 0 € que x € K se, e somente se, (z) = 0.

Definimos como sendo o grupo dos divisores principais de F'|K o conjunto Pr := {(z);x €
F\{0}} € Dp. O grupo quociente Cr = Dp /P é chamado de o grupo de classe dos divisores.
A classe correspondente em Cr do divisor D € Dy serd denotada por [D]. Dois divisores D
e D’ sdo ditos equivalentes, denotados por D ~ D’ se [D] = [D'], i.e., D = D’ + (x) para
algum = € F'\ {0}.

Definiremos agora um espaco vetorial que é de fundamental importancia a teoria de

corpos de fungoes algébricas.

Definigao 1.19. Para um divisor A € Dg, definimos o K-espago vetorial associado a A,

como sendo o conjunto

L(A):={z € F|(z) > —A} U{0}.
Paralelamente, £L(A) = {z € Flvp(x) > —vp(A),V P € Pr} U{0}.

Observagao 1.20. £(0) = K; L(A) # {0} se, e somente se, existe A’ ~ A com A" > 0; se
A <0 entao L(A) = {0}; e se A’ ~ A entao L(A) € isomorfo (como K-espaco vetorial) a
L(A").

Dado um espaco vetorial V', denotemos sua dimensao por dim V.
Lema 1.21. Seja A, B divisores de F|K com A < B. Entdo temos que L(A) C L(B) e
dim (L(B)/L(A)) < grau B — grau A

O resultado abaixo nos fornece uma importante informacao sobre a dimensao dos espagos

L(A).

Proposicao 1.22. Para qualquer divisor A € Dp, o espagco L(A) é um K-espago vetorial
de dimensao finita. Mais precisamente se A = A, — A_ com os divisores positivos Ay e A_

entao

dim L(A) < grau Ay + 1
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Defini¢ao 1.23. Para A € Dp, o inteiro dim A := dim L(A) é chamado de dimensao do

divisor A.

O préximo resultado nos diz que ha, essencialmente, uma relacao entre o niimero de zeros

e o numero polos (contando com a respectiva ordem) de um elemento ndo-nulo de F.

Teorema 1.24. Qualquer divisor principal tem grau zero. Mais precisamente, dado x €
F\K, temos que
grau (x)o = grau ()« = [F : K(z)].

Dem. Scjan = [F : K(z)] e B := ()oo = y_._, —Up,(x)P;, onde P, ..., P, sao pélos de .

Entao .
grau B = vai(x_l)grau P <[F:K(z)]=n
i=1
E suficiente mostrar que n < grau B. Escolha uma base ui,...,u, de F|K(z) e um

divisor C' > 0 tal que (u;) > —C para i = 1,...,n. Entdo, temos que
dim (IB+C) > n(l+1), para todo | > 0,

pois, .Iin € L(IIB+C)para0 <i<lel<j<n. Observe também que estes elementos sdo
L.I. sobre K, devido ao fato de z* € K(z) parai =1,...,[ serem L.I. sobre K e uy,...,u,
serem L.I. sobre K(z). Chamando ¢ := grau C temos que n(l + 1) < dim L(IB + C) <
[ grau B + ¢+ 1 o que implica que

l(grau B—n) >n—c—1, paratodol € N.

Logo, para [ suficientemente grande, temos que grau B > n. Portanto, grau (). = [F :
K(x)]. Como (z)g = (27')e0, concluimos que grau (x)g = grau (r7 1)y = [F : K(z7!)] =
[F: K(z)].

Este teorema nos traz a seguintes consequencias:

Coroléario 1.25. Sejam os divisores A, A" com A ~ A’. Entao:
a) dim A =dim A" e grau A = grau A’

b) Se grau A < 0 entdao dim A = 0.

c) Se grauA = 0 entao as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(1) A € principal

(2) dim A > 1

(3) dim A =1
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O préximo resultado é fundamental para definirmos o que vem a ser o género de um

corpo de fungoes.

Proposicao 1.26. Ewiste uma constante v € Z tal que para todos divisores A € D temos
que

grau A —dim A <.
Definigao 1.27. O género g de F|K € definido por

g := max{grau A —dim A+ 1|A € Dr}.

Observe que o género de F'|K é um inteiro ndo negativo, pois tomando A = (0) temos
que grau A — dim A+ 1 = 0, concluindo que g > 0. Um primeiro resultado a respeito do

género de um corpo de funcoes é o seguinte:

Teorema 1.28. (Teorema de Riemann) Seja F|K um corpo de fungdes de género g.

a) Para qualquer divisor A € Dg, temos dim A > grau A+ 1 —g;

b) Existe um inteiro ¢, dependendo de F|K tal que dim A = grau A+ 1 — g sempre que
grau A > c.

Disto, pode-se mostrar que o género de um corpo de fungoes racionais K (x)|K é zero,

mas no geral, é complicado de se determinar o género de um corpo de fungoes.

1.2.4 O Teorema de Riemann-Roch

Nesta subse¢ao denotaremos F|K como um corpo de fungoes algébricas de genero g.
Definicao 1.29. Para A € Dr definimos o indice de especialidade de A como sendo:
i(A) :=dim A—grau A+g—1

O Teorema de Riemann diz que i(A) é um inteiro ndo negativo e i(A) = 0 se grau A é

suficientemente grande.

Definigao 1.30. Um adele de F|K é uma aplicagdo
]P)F e F
Q:
P +— ap

tal que ap € Op para quase todo P € Pp.
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O adele pode ser visto como um elemento do produto direto [] pep, I'» assim usaremos a

notacdo o = (ap)pep, ou simplesmente o = (ap). Definiremos o conjunto
Ap :={a]a é um adele de F|K}

por espaco dos adele de F|K, sendo este um espago vetorial sobre K. Definimos também o
adele principal de um elemento x € F' como sendo o adele onde todas as componentes sao
iguais a x. Observe que esta definicao faz sentido devido ao fato de a quantidade de pélos

de x ser finito.

Definigao 1.31. Para A € Dr definimos
Ap(A) :={a € Ap;vp(a) > —vp(A) para todo P € Pg}.

E f4cil ver que este conjunto é um K-subespaco vetorial de Ap.
O préximo resultado nos diz que apezar de Ap, Arp(A) e F' terem dimensdo infinita o
quociente Ar/(Ap(A) + F) tem dimensao finita sobre K.

Teorema 1.32. Para qualquer divisor A, o indice de especialidade é
i(A) == dim (Ap/(Arp(A) + F)).

Consequentemente, tem-se que g = dim (Ap/(Ap(0) + F)).
Agora introduziremos o conceito de diferencial de Weil o qual dard uma segunda inter-

pretacao para o indice de especialidades de um divisor.

Definic¢ao 1.33. Um diferencial de Weil de F|K ¢ uma aplicagao K-linear w : Ap — K

que se anula em Ap(A) + F para algum divisor A € Dp. Chamamos
Qp ={w | w é uma diferencial de Weil de F|K}
o mddulo de diferencial de Weil de F|K. Para A € Dr seja
Qp(A) :={w € Qp | w se anula em Ar(A) + F}.

O espago Q0 é um K-espago vetorial e Qp(A) um subespago de Qp. Observe que para
r € Few € Qp aaplicacgo zw : Ap — F definida por (2w)(a) := w(za) ainda é um
diferencial de Weil. Disto pode-se concluir (ndo naturalmente) que Qr é um espago vetrorial

unidimensional sobre F. Mais ainda, para A € Dp, temos que dimQp = i(A).
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E possivel fazer uma ligacao entre divisores e qualquer diferencial de Weil nao-nulo.

Fixando 0 # w € Q e considerando o conjunto de divisores
M(w) :={A € Dr | w se anula em Ap(A) + F}

pode-se garantir a existéncia de um tnico divisor W € M (w) tal que A < W para qualquer

A € M(w). Isto, nos permite definir:

Definicao 1.34. a) O divisor (w) de um diferencial de Weil w # 0 € o inico divisor de F|K
satisfazendo: w se anula em Ap((w)) + F; e se w se anula em Ap(A) + F entio A < (w).
b) Para 0 # w € Qp e P € Pr definimos vp(w) := vp((w)).

c) Um lugar P € dito um zero (respectivamente polo) de w se vp(w) > 0 (respectivamente
vp(w) < 0). w € chamado regular em P se vp(w) > 0 ew € dito ser reqular (ou holomorfico)
se P € regular para qualquer lugar P € Pp.

d) Um divisor W € chamado um divisor candnico de F|K se W = (w) para algum w € Qp.

Das observagoes feitas apés a definicao 1.33 tem-se que para 0 #£ x € F e 0 # w € Qp
entdo (zw) = (x) + (w) e quaisquer dois divisores canonicos de F'|K sao equivalentes. Uma
simples consequéncia disto é que os divisores de F|K formam uma unica classe [W] no grupo

quociente Cr. A esta classe de divisores damos o nome de classe canénica de F|K.

Teorema 1.35. Seja A um divisor arbitrdrio e W = (w) um divisor candnico de F|K.

Entao a aplicagao

€T [— Trw

{c(W—A) — Qp(A)
W

¢ um isomorfismo de K-espago vetorial. Em particular, i(A) = dim (W — A).

Agora estamos em condicoes de enunciar e provar um dos principais resultados da teoria

de Corpos de Fungoes Algébricas.

Teorema 1.36. (Teorema de Riemann-Roch)

Seja W um divisor candnico de F|K. Entao, para qualquer divisor A € Dg temos
dim A = grau A+1— g+ dim (W — A).

Dem. Como i(A) = dim A — grau A+ g — 1 e do teorema anterior dim (W — A) = i(A)
segue que
dim A=grau A —g+1+dim (W — A).
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Corolario 1.37. Para um divisor canonico W, nos temos grau W =2g —2 edim W =g

Sabemos do Teorema de Riemann que existe uma constante ¢ tal que se grau A > ¢
entdo i(A) = 0. Agora, podemos dar, mais precisamente, uma descri¢do de como escolher

esta constante.

Teorema 1.38. Se A é um divisor de F|K de grau A > 2g — 1 entao

dim A=grau A+1—g.

Vejamos agora algumas consequéncias do Teorema de Riemann-Roch.

O primeiro resultado é um melhoramento do Teorema da Aproximacao Fraca.

Teorema 1.39. (Teorema da Aproximagao Forte) Seja S & Pp, um subconjunto
proprio de Pp e Py,..., P, € S. Suponha que sejam dados x1,...,x, € F e ny,...n, € Z.

Entao existe um elemento x € F' tal que

vp(r —x;) =mn;, parai=1,.. 1 e
vp(z) >0, para P € S\ {Py,...,P.}.

Veremos agora alguns reusltados sobre os elementos de F' que possui apenas um polo.

Proposicao 1.40. Seja P € Pr. Entdao para qualquer n > 2g existe um elemento x € F

com divisor de pdlos ()s = nP

Definigao 1.41. Seja P € Pr. Um inteiro n > 0 é chamado de nao-lacuna de P se e

somente se eziste um elemento x € F com (2)o = nP. Do contrdrio chamamos n de lacuna

de P.

Claramente, n ¢ uma nao lacuna de P se e somente se dim(nP) > dim((n — 1)P).

Veremos posteriormente uma outra maneira de definir tais elementos.

Teorema 1.42. (Teorema das Lacunas de Weierstrass) Suponha que F|K tem género
g>0eP éum lugar de grau um. Entao existem exatamente g lacunas iy < ... < i, de P.

Mais ainda, i, =1 e 1y < 2g — 1.

Vejamos agora o que vem a ser uma componente local de um diferencial de Weil.
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Definicao 1.43. Seja P € P

a) Para x € F sejaip(x) € Ap o adele cuja a P-componente é x e o restantes dos compo-
nentes € 0.

b) Para um diferencial de Weil w € Qp definimos sua componente local wp : FF — K

como sendo wp(x) := w(ip(x)).(Claramente, wp é K-linear)
Sobre as componentes locais temos os seguintes resultados:

Proposicao 1.44. Sejaw € Qp e a = (ap) € Ap. Entio wp(ap) # 0 para uma quantidade
finita de lugares P e

w(a) = Z wp(ap).

PePr

Em particular ) pep, wp(1) = 0.
Proposicao 1.45. a) Seja w # 0 um diferencial de Weil de F|K e P € Pp. Entao
vp(w) = max{r € Z | wp(x) = 0 para todo x € F com vp(x) +r > 0}.

Em particular wp # 0.

b) Se w,w' € Qp e wp = wp para algum P € Pp, entdo w = w'.

Disto, segue, para r € Z, que vp(w) > 1 se, e somente se, w(z) = 0 para todo € F' com

vp(x) > —r.

1.3 Cdbdigos geométricos de Goppa

Esta secao é dedicada a construcao dos coédigos geométricos de Goppa. Neste, F; denota um
corpo com ¢ elementos.
Considere as seguintes notagoes:
F|F, é um corpo de fungoes algébricas de género g.
P, ..., P, sdo lugares dois a dois distintos de F'|F, de grau 1.
D=P+..+PF,.
G é um divisor de F|F, tal que supp G N supp D = (.

Definigao 1.46. O cédigo geométrico de Goppa C(D, ) associados aos divisores D
e G ¢é definido por

Ce(D,G) = {(x(Py), .. x(P,))|z € L(G)} C F".
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Obeserve que tal definigao faz sentido: para x € £(G) temos que vp, (z) > 0, para todo
i =1,...,n, pois supp D N supp G = (); para z(P;) € Fp,, como grau P, = 1 segue que
Fp, =T, assim z(P,) € F,.

Consideremos a aplicacdo avalia¢ao

avp : L(G) — Fy
r  — (x(P),...,z(B,)).

Temos que avp é F,-linear e a imagem de £(G) por esta aplicagao é Cr(D, G).
Vejamos agora que, para um cédigo Cr(D, G) cujos parametros sao [n, k,d], é possivel,
pelo teorema de Riemann-Roch, estimar seus parametros e obter uma cota inferior para a

distancia minima d.
Teorema 1.47. C.(D,G) é um [n, k,d]-cddigo tal que
k =dim G —dim (G— D) ed>n— grauG.

Dem. Considerando a aplicagao avp : L(G) — F7, definida acima, temos que £(G)/Ker(avp)

é isormorfo a Im(avp) = Cr(D,G). Como Ker(avp) = {x € L(G);vp,(z) > 0 parai =

1,...,n} = L(G — D) segue que k = dim(L(G)/Ker(avp)) = dim G — dim (G — D).
Calculemos agora uma cota inferior para a distancia minima d. Lembre-se que o peso de

um elemento x de um cédigo é denotado por w(z). Assuma que Cp(D,G) # {0}. Escolha

z € L(G) tal que w(avp(x)) = d. Entao, existem n — d lugares P, ..., P, _, no suporte de

D tais que vp, () > 0, para j = 1.,...n —d. Logo = € L(G — (P, + ... + P;,_,))\{0}, ou
seja, dim(L(G — (P, + ...+ P,,_,))) > 1. Portanto, do corolario 1.25, segue que

0<grau(G— (P, +..+P,_,)) =grauG — (n —d),

ou seja, d >n — grau G. [

Uma consequéncia deste teorema ¢ o seguinte resultado.

Corolario 1.48. Suponha que grau de G € estritamente menor que n. Entdo a aplicacdo
avaliagcio avp : L(G) — Cr(D, G) € injetiva e ainda:

a) Ce(D,G) € um |n,k,d|-cédigo com d > n — grauG e k = dimG > grauG + 1 — g. Logo
k+d>n+1-—g.
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b) Se 2g — 2 < grauG < n entao k = grauG +1 — g.

c) Se {x1,...,xx} € uma base de L(G) entdo a matriz
l‘l(Pl) [L'l(PQ) xl(Pn)
M= ' : :
rp(P) wp(P2) -0 mp(F)

¢ uma matriz geradora de Cr (D, G).

Observe que a cota inferior para a distancia minima dada no item (a) deste corolario é

muito parecida com o cota de Singleton. Assim toda vez que tivermos grau G < n teremos
n+l—g—k<d<n+1-k.

Note também que se F' é um corpo de fungoes de género g = 0, entao d = n+1—k. Assim, os
c6digos geométricos de Goppa construidos sobre um corpo de fungoes racionais F,(z) serao

cédigos MDS. Isto nos motiva a dar a seguinte definicao:

Definicao 1.49. O inteiro d* :== n—grau G é chamado de distancia designada do codigo
Ce(D,G).

O Teorema 1.47 estabelece que a distancia minima de um Cdédigo Geométrico de Goppa
nao pode ser menor que a distancia designada. Agora, quando supomos que dim G > 0
e d* > 0, temos que d* = d se e somente se existe um divisor D’ com 0 < D' < D,
grau D" = grau G e dim (G — D') > 0.

Por meio das componentes locais da diferencial de Weil, podemos associar um outro

cédigo aos divisores D e (G, a saber:

Definicao 1.50. Seja G e D = P, + ... + P, diwvisores onde P; sdo dois a dois distintos,
grau P; =1 e suppD N suppG = 0. Entdo definimos o cddigo Cqo(D,G) C Iy por

Ca(D,G) :={(wp,(1),...,wp,(1))|w € Qp(G — D)}.
Um resultado analogo ao Teorema 1.47 é o seguinte:

Teorema 1.51. Cqo(D,G) é um [n,k',d]|-cddigo tal que k' = i(G — D) —i(G) e d >
grau G — (29 — 2). Mais ainda, adicionando a hipdtese de grau G > 2g — 2 temos que
K =i(G—-D)>n+g—1—grau G. Se, contudo, tivermos 2g —2 < grau G < n, entdo
K=n+g—1—grauG.
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O préximo resultado nos mostra que existe uma relagdo entre os codigos Cr(D, G) e
Co(D, G).

Teorema 1.52. Os cidigos Cp(D,G) e Co(D,G) sao duais um do outro, isto é
Co(D,G) = Cc(D,G)*

Dem. Primeiramente notemos o seguinte fato: Considere um lugar P € Pr de grau 1, um

diferencial de Weil w com vp(w) > —1 e um elemento x € F' com vp(x) > 0. Entao
wp(z) = x(P)wp(1) (1.1)

De fato, como grau P = 1, podemos escrever x = a + y onde a = z(P) € F, e vp(y) > 1.
Entao

wp(z) = wp(a) + wp(y) = awp(1) + 0 = z(P)wp(1).

(Note que wp(y) = 0, pois vp(w) > —1, vp(y) > 1 e proposi¢ao 1.45).

Mostremos que Cqo(D,G) C Cr(D,G)*. Seja w € Qp(G — D) e x € L(G), entao, da
proposicio 1.44 e do fato de x € F' e w se anular em F, temos que 0 = w(x) = Y pep, wp(T).
Para P € F\ {P,,..., P} temos que vp(z) > —vp(w). Logo, da proposicao 1.45, segue que

wp(x) = 0. Assim,

0= we(e) =Y wn(e) = Y w(P)on ) = (@n D). ..wn (D). (@(P).....x(P))

PePp
Portanto, Co(D,G) C Cr(D,G)* .
Agora mostremos que a dimensao dos cédigos Cq(D,G) e Cp(D,G)*t sdo iguais. Pelos

teoremas 1.47 e 1.51 e o Teorema de Riemann-Roch, temos

dim Cq(D,G) =i(G — D) —i(G)
=dim (G—D)—grau (G—D)—14g— (dim G — grau G — 1+ g)
= grau D 4+ dim (G — D) — dim G =n — (dim G — dim (G — D))
=n —dim Cz(D,G) = dim C¢(D,G)*

Observacao 1.53. Um cddigo Cqo(D,G) pode ser representado como Cr(D, H), para um
apropriado divisor H. A saber: seja n uma diferencial de Weil tal que vp(n) = —1 e

np,(1) =1 parai=1,...,n. Entao

Cr(D,G) = Cqo(D,G) = Cr(D,H), onde H=D —G + (n).
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1.4 Subanéis de um corpo de funcoes

O objetivo desta secao é de apresentar conceitos e resultados que serao fundamentais no
ultimo capitlulo desta dissertagdo. No que segue, F|K denota um corpo de fung¢oes com

corpo de constantes K.

Definigao 1.54. Um subanel de F|K ¢é um anel R tal que K C R C F e R nao é um

coTpo.

Em particular, se R é um subanel de F'|K entao K ; R ; F'. Dois exemplos disso sao:
a) R = Op para algum P € Pp;
b) R = Klxy, ..., z,] onde z1, ...,z, € F|K.

Um exemplo mais geral de (a) é dado na seguinte defini¢ao:
Definigao 1.55. Para ) # S G Pr seja
Og :={z € F |vp(z) >0, para todo P € S}

a intersecao de todos os anéis de valorizacao Op com P € S. Qualquer anel R C F que é

dessa forma é chamado de anel de holomorfia de F|K.

Disto, temos que qualquer anel de holomorfia Og é um subanel de F|K que é integral-
mente fechado; o corpo de fracoes de Og é F'; qualquer anel de valorizacao Op é um anel

holomorfico; e para P € Pre ) # S ; Pr temos que Og C Op se, e somente se, P € S.

Teorema 1.56. Seja R um subanel de F|K e S(R) :={P € Pr | R C Op}. Entao:

i) #S(R) G Pp;

i) Ogr) € o fecho integral R de R em F. Em particular, R é um subanel integralmente
fechado de F|K com corpo de fracoes F'.

Dem. i) Como R nao é um corpo, existe um ideal préprio I de R. Do teorema 1.12, existe
P e Pptalque Il C Pe R C Op. Logo, S(R) # (. Por outro lado, considere z € R
transcendente sobre K. Entao, do colorario 1.13, segue que S(R) # Pp.

ii) Como R C Ogry ¢ Og(r) ¢ integralmente fechado, segue que R C Og(r). Agora,
considere z € Og(gy. Afirmamos que z 'R[z"'| = R[z7']. De fato, suponha que isto ¢

falso, isto é, 27 R[z~!] ¢ um ideal préprio em R[z7!]. Pelo teorema 1.12, podemos encontrar
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Q € Pr tal que R[z7'] C Og e 27! € Q. Assim, temos que Q € S(R) e z ¢ Og, 0 que uma
contradi¢ao com o fato de z € Og(ry. Logo, existem ay, ..., a, € R tais que

1=z iai(z_l)i.

=0

Multiplicando esta equacao por z**1, obtemos

Uma consequéncia direta deste teorema é o seguinte resultado.

Corolario 1.57. Um subanel R de F|K com corpo de fragoes F ¢é integralmente fechado se,

e somente se, R é um anel de holomorfia.

Observagao 1.58. Para ) # S C Pr temos que Og € um dominio de ideais principais. Tal

resultado € uma generaliza¢do do teroema 1.6.



CAPITULO 2

Cdédigos de Avaliacao

Neste capitulo apresentaremos uma conexao entre cédigos de avaliagao sobre uma determi-
nada algebra e c6digos geométricos de Goppa pontuais e determinaremos cotas inferiores para
as distancias minimas dos cédigos avaliados e seus codigos duais. Para isso, introduziremos
os conceitos de fungao ordem, funcao peso e semigrupos.

No que segue, R denotard uma F-algebra, isto é, R é um anel comutativo com unidade
contendo um corpo F. Denotaremos também Ny como sendo o conjunto dos ntimeros inteiros

nao-negativos e o simbolo —oo é menor que n, para todo n € Nj.

2.1 Funcgoes ordem (peso)

Definigao 2.1. Seja R uma F-dlgebra. Uma aplicag¢ao p : R — NoU{—o0c} € chamada uma

funcao ordem sobre R se sao satisfeitas as sequintes condicoes:

(1) p(f) = —o0 se, e somente se, f =0;

(2) p(\f) = p(f) para todo X € F\{0};

(3) p(f +g) < max{p(f), p(g)} com igualdade quando p(f) # p(g);
(4) Se p(f) < plg) e h # 0, entio p(fh) < p(gh);

(5) Se p(f) = p(g), entdo existe A € F tal que p(f — Ag) < p(g).

23
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A funcao p € chamada fung¢ao peso se além de satisfazer as condigcoes anteriores também

satisfazer:

(6) p(fg) = p(f) + p(g), para todo f,g € R.

Observacgao 2.2. Uma consequéncia imediata da definicao de funcdo ordem é que se p é
uma fungdao ordem de uma F-dlgebra R e R' é um F-subdlgebra de R entao p|,, também é

uma func¢do ordem de R'.
Exemplo 2.3. A funcdo p(f) = grau(f) para f € R = F[z] é uma fun¢ao peso.
O resultado abaixo nos traz algumas propriedades para a funcao ordem.

Lema 2.4. Seja p uma funcao ordem em R. Entao,

(1) Se p(f) = p(g), entdo p(fh) = p(gh) para todo h € R.

(2) Se f € R\{0}, entao p(1) < p(f).

(3) F = {f € Rlp(f) < p(1)}.

(4) Se p(f) = p(g), entdo existe um unico X € F tal que p(f — Ag) < p(g).

Dem. No transcorrer da demonstracao, sempre que colocarmos (7)*, com 1 < ¢ < 5, estamos

nos referindo aos respectivos itens da definicao 2.1

(1) Seja p(f) = p(g). Entao, de (5)* , existe um X\ € F tal que p(f — Ag) < p(g). Logo,
de (4)*, para h € R, temos que p(fh — Agh) < p(gh). Como fh = (fh — Agh) 4+ Agh, temos
que p(fh) = p(Agh) = p(gh) por (3)* e (2)*, respectivamente.

(2) Suponha, por absurdo, que f é um elemento ndo-nulo de R tal que p(f) < p(1). Entao,
de (4)*, a seqiiéncia p(1) > p(f) > p(f?) > ... é estritamente decrescente, contradizendo o
fato de Ny U {oo} ser bem-ordenado. Logo, p(1) < p(f).

(3) Pelas condigoes (1)* e (2)* temos que F C {f € R|p(f) < p(1)}. Agora, seja f # 0

*, existe um

tal que p(f) < p(1), entdo, do item anterior, temos p(f) = p(1). Logo, de (5)
A € F tal que p(f — Al) < p(1). Portanto, f — A =0, ou seja, f € F.

(4) A existéncia de A é garantida pela definicdo de fun¢ao ordem, assim, provemos a
unicidade. Suponha que exista A, « € F tal que p(f —Ag) < p(g) e p(f —ag) < p(g). Temos,
de (3)*, que p(f —Ag — (f — ag)) < p(g), ou seja, p((A — a)g) < p(g). Logo, de (2)*, temos
que A = a. [ ]
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O préximo resultado nos mostra que uma F-algebra munida de uma funcao peso é um

dominio.
Proposicao 2.5. Se existe uma funcgao ordem p em 'R, entao R é um dominio de integridade.

Dem. Suponha que R nao seja um dominio, entdo existem f,g € R\{0} tal que fg = 0.
Sem perda de generalidade, suponha p(f) < p(g). Entao, p(f?) < p(fg) = p(0) = —oc.
Logo p(f?) = —oo e portanto f? = 0. Agora, como f # 0 entao, por (2) do lema anterior,
temos p(1) < p(f). Assim, p(f) < p(f?) = —o0 e logo f = 0, absurdo. [

Vejamos em um exemplo que a reciproca da proposicao anterior é falsa.

Exemplo 2.6. A F-dlgebra R = F[X,Y]|/(XY — 1) € um dominio, mas ndo existe funcao
ordem sobre R. De fato, denote por x a classe X + (XY —1) ey para Y + (XY —1). Logo,
R = Flz] + Fly] e € claro que x # 0 e y # 0. Assim, se p € uma fungao ordem em R,
entao, do lema 2.4 (2), p(1) < p(z) e logo p(y) < p(zy) = p(1). Portanto, p(y) = p(1).
Analogamente, p(x) = p(1). Entdo, para todo f € R, temos que p(f) < p(1), ou seja,
R =T, pelo lema 2.4 (3). Isto é uma contradi¢do, pois x ¢ F.

Veremos a seguir que se uma [F-algebra R é munida de uma fungao ordem, entao existe

uma [F-base de R, R visto com um espaco vetorial, com certas propriedades.

Teorema 2.7. Seja R uma F-dlgebra com func¢ao ordem p. Assuma que R # F. Entdo:
(1) Eziste uma F-base {f; :i € N} de R tal que p(f;) < p(fiy1) para todo i € N;
(2)SefeRef=NMNfit++Nfi,comA; €Fparaj=1,...ie)\ #0, entao p(f) = p(fi);
(3) Seja l(i, j) := 1 tal que p(f;f;) = p(fi). Entao 1(i,j) <1(i+1,7) para todo i e j;

(4) Seja p; :== p(fi). Se p € uma fungdo peso entio pyujy = pi + pj-

Dem. (1) Como R # F, existe f € R\F. Assim, pelo lema 2.4, p(1) < p(f). Logo,
p(f™) < p(f*) para todo n € Ny e portanto, o conjunto de valores de p é infinito. Seja
(p; : i € N) uma seqiiéncia crescente de inteiros nao-negativos tais que os p;’s sdo todos os
valores da fungao ordem, isto é, p(R\{0}) = {p; : i € N}. Assim, para todo ¢ € N existe um
fi € R tal que p(f;) = p;. Logo, pela construcao acima, p(f;) < p(fir1) para todo i e para
todo f € R nao-nulo existe um indice ¢ com p(f) = p(fi). Temos também que p(1) = p.
Mostremos que o conjunto {f; : i € N} := B é uma F-base para R. Segue facilmente da

definicao 2.1 que B é linearmente independente. Mostremos, entao, que B gera R.
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Seja f € R, entdo existe um fi, € B tal que p(fx) = p(f). Logo, pelo lema 2.4 (4), existe
um tnico Ay € F tal que p(f — M\efx) < p(fx). Novamente, existe um fj, € B, com h < k tal
que p(f —Aifr) = p(fn) e consequentemente existe A\, € F tal que p(f— A fe —Anfn) < p(fn)-
Continuando esse processo, temos que p(f — Ao fx — ... — Af1) < p(f1) = p(1). Portanto,
p(f = Mefe — . — Aif1) = —o0, ou seja, f = A\ f1 + ... + A\ fr. Portanto B gera R.

(2) Segue de (1) e de (3) da definigao 2.1.
(3) Como p(fi) < p(fit1) entdo, p(fif;) < p(fir1f;). Logo, 1(i, ) <1(i+1,7).
(4) Como p & uma fungio peso, piy) = p(fif) = p(F) + p(f;) = o1 + . .

O préximo resultado nos fornece um procedimento a ser seguido quando buscamos ex-

emplos de fungoes ordens sobre uma dada F-algebra.

Teorema 2.8. Sejam R uma F-dlgebra, {f; : i € N} uma F-base do F-espago vetorial R
com fi =1 e {p; : i € N} uma sequéncia estritamente crescente de inteiros nao negativos.
Para cada i € N considere L; o F-subespaco vetorial gerado por fi,..., f; e para cada par
(i,7) chame [(i,7) o menor inteiro positvo | tal que fif; € L;. Seja p uma fungao de R em
No U {—o0} definida por p(0) = —oco e p(f) = pi se i € o menor inteiro positivo tal que
f € L;. Se para todo par (i,7) € N* tem-se I(i,7) < l(i + 1,7j) entao p é uma func¢ao ordem

sobre R. Mais ainda, se py;jy = p; + pj, entao p € uma fungao peso.

Dem. Observe que as condigoes (1), (2), (3) e (5) seguem diretamente da defini¢ao de p e do

fato que Ly C Ly C L3 C ... sao subespacos vetoriais de R. Mostremos, assim, as condig¢oes
(4) e (6).

Para cada f € R\{0} associamos um indice ¢(f) que é o menor inteiro positivo tal que
f € L,y Sejam f,g € R. Entao, existem \;, a;, 3 € F com A5y # 0, ayq) # 0 € Bypg) # 0
tal que

F=Y Nfsg= Y aifjefg= > Bl
i<u(f) Ji<u(9) I<u(fg)
Existem também p;; € F tal que
fifi = Z pijifi

1<1(3,9)

e pijigij) 7 0. Logo,
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:(Z AZfZ)(Z ajf] Z Z )\Oéjfzf] Z Z )\aj Z ,Uzylfl

i<u(f) i<u(g) i<u(f) 5<u(g i<u(f) 5<u(g I<i(z

Z Z Z A%Nzglfz

i<u(f) 7<e(g) I<U(4,5)
Entao,
Bi= > Noypuijl.
1(i,5)=1
Como I(i,7) < I(i + 1,7), entdo 1(z,7) < I(e(f),e(g)) se i < ¢(f) ou j < ¢(g). Contudo,

se i = u(f) e j = tlg), temos que Napijii;) = Burg) 7# 0, € portanto temos que ¢(fg) =

1(¢(f),e(g)). Logo, dado f,g,h € R com p(f) < p(g) e h # 0 temos que p(fh) = p,sn) =
DI (k) < Pi((g)u(h)) = P(gh), 0 que prova a condicao (4) da definigao 2.1.

Agora, se piij) = pi + pj; entao p(fg) = pusg) = Pu(n) o) = Pun) T Pug = P(f) + p(9),
verificando a condigao (6) da definigao 2.1 e portanto provando que p é uma func¢do peso. m

O exemplo abaixo ilustra o teorema anterior.

Exemplo 2.9. Considere a ordem lexicogrdfica graduada < no conjunto dos monomios
{XY" | a,b € Ny}, ou seja,

XY < XY < a+b<ct+dova+b=c+de(ab) =< (cd),

onde <1, € a ordem lezicogrifica®. Sejam fi, fa, ... a enumeracdo do conjunto de monémios tal
que f; < fir1 para todo i € N. Abaizo apresentamos duas matrizes onde uma corresponde ao

congunto dos monomios e a outra corresponde aos respectivos indices, sequndo a enumera¢ao

acima.
Y?® . . . . 16
Y4 | Xy . . . 11| 17
Y3 | XY3 | X%y3 7 112 ] 18
Y2 | XY?| X?2Y? | X3Y? . 4 18 113119
Y | XY | X?Y | X3Y | XYY 2 9 14|20
1 X X2 X3 X4 11316 10|15

Dados (a,b), (¢,d) € N? temos que (a,b) <z, (c,d) se, e somente se, a < coua=ceb<d.
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Seja R :=F[X,Y] e f=Mfi+ ..+ \fn em R. Defina p(0) = —oc e p(f) =n—1 se
An # 0. E’fdcz’l ver que p é uma func¢ao ordem sobre R. Observe que, fo = X2Y, fs = XY
e fsfo = X3Y? = fi9. Logo 1(5,9) = 19.

Na seguinte proposicao veremos que para uma classe especifica de F-dlgebras existem

fungoes pesos.

Proposicao 2.10. Seja I o ideal em F[X,Y] gerado por um polinomio da forma XY ¢ +
uY? e + G onde 0 # u € F, G € F[X,Y], graux(G) = d < a, grau(G) < b+c¢, b < a
e mdc(a,b) = 1. Seja S = F[X,Y]/I. Denote as classes residuais de X, Y e G por x, y
e g, respectivamente. Seja R o espaco vetorial gerado por {x®y’|a, 8 € Ny,a < a e ca <

(a —d)B}. Entdo R € uma F-dlgebra com uma fungao peso p tal que p(x) =b e p(y) = a.

Dem. Observe que z%° = —uy’™® — g, entdo temos que z%y° é uma combinacao linear de
*y? com a < a, pois graux(G) < a. Logo, por inducio, temos que o conjunto {z%y’|a, 3 €
No,a < a ou 3 < ¢} forma uma base de S sobre F e portanto, o conjunto {z%y°|a, 3 €
No,a < a e ca < (a—d)f} é uma base de R. Assim, seja (f; : ¢ € N) uma enumeracao
dos elementos da base de R. Se fi = #%¢y®, com a < a e ca < (a — d)§3, entdao defina
pi = ab+ Ba. Entao, como mdc(a,b) = 1, a aplicagao («, ) — ab+ [a é injetiva no dominio
{(c, B) € Ng|la < a}. Logo, se i # j entao temos que p; # p;. Portanto, podemos assumir
uma enumeracao tal que a sequéncia (p; : ¢ € N) é estritamente crescente.

Seja Ly = (f1,..., fi). Provemos que para todo i, j existe um inteiro ndo-negativo [ tal
que f;f; € L;. Dai, segue que R é uma [F-dlgebra. Além disso, mostremos que se {(,j) é
o menor inteiro nao-negativo [ tal que f;f; € L; entao py; ;) = pi + pj. Logo, teremos, do
teorema 2.8, que existe uma funcao peso p em R tal que p(z®y?) = ab + Ba.

Sejam f; = 2°yP e pi=ab+ facoma <aeca < (a—d)f, e f; =27y’ e pj =vb+ da
comy < aecy<(a—d)d. Entao fif; = 2"y e p; 4+ p; = (@ +7)b+ (8 + d)a com
e(a+7) < (a— d)(B+0)

(1) Se a« + v < a entdao f;f; é um elemento da base de R e portanto fi;; = fifj e
Puig) = Pi + Pj-

(2) Se a + v > a, entdo existe € € Ny, € < a, tal que a + v = a + €. Assim,

ca < cla+7) < (a—d)(B+9) <a(f+9).
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Logo, 49 = c+n paraalgum n € Ny e c(a+¢) < (a—d)(c+n). Portanto c(d+¢€) < (a—d)n.
Como € < a segue que ce < (a —d)(b+ ¢+ n). Além disso,
fifi = atyay’ = —uaty’tt — acynyg.
Entdo, segue que o termo zy***+" é um elemento f; da base de R e
pitpi=(@+b+ (+0)a=e+ (b+c+n)a=p.

Mostremos agora que zy"g € L;_y, pois assim teremos que f;f; € L e fif; ¢ Li_1 e portanto
1(i,7) =L.

Sabemos que um monémio de G, com coeficientes nao-nulos, é da forma X*Y* com x < d
e k+ A <b+c, pois graux(G) = d e grau(G) < b+ c. Assim, provemos por indugdo sobre
€ que:

Se (6,m),(k,\) € N2, e < a, cle+d) < (a—d)n, k <d,
k+A<b+cep =eb+ (b+c+mn)aentiao xF Ty e [, ;.

Disto, resulta que zy"g € L;_;.

(2.i) Se e+ < a, entdao xTFy"* é um elemento da base de R, pois c(e+r) < (a—d)(n+N).
Além disso, como b < a, por hipétese, e kK + A < b+ ¢, temos que

(e+r)b+ (n+Na=eb+ (kb+ Xa) +na < eb+ (b+c+n)a = p.

Portanto, z "y € L;_;.
(2.i) Se € + k > a entao existe € € Ny tal que € + k = a + €. Observe que € < ¢, pois

k < d < a. Agora, como
ca<cle+r)<(a—d)(n+N) <aln+N)
temos que existe n € Ny tal que n + A =c+ 1 e ¢’ < (a — d)n'. Temos também que

btct+n’ xﬁly"/g

xe+nyn+)\ — x“ycxe/yn’ _ —UJL’ﬁ/y
Entéao, segue que o termo z€y* " é um elemento fy da base de R e
pr =€b+(b+c+n)a=(a+e)b+(c+n)a=(e+r)b+ (n+Na<p

como feito em (2,i). Assim, temos que I’ < [ e, por inducio, z¢y"g € Ly_;. Portanto,

xRyt € [, . Logo existe uma fucdo peso p em R tal que p(z®y”) = ab + Sa.

Vejamos um exemplo que ilustra a proposicao anterior.
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Exemplo 2.11. Considere a curva plana X definida por X° —Y* —Y = 0 sobre o corpo
Fis. Note que esta equacio € da forma XY+ uY* e+ G(X,Y) =0, como na proposicio
anterior, ondea =5,b=4,c=d=0,G(X,Y) ==Y eu=—1. Seja R a F4-dlgebra dada
por R = Fi[X,Y]/(X°> +Y*+7Y), isto é, R € o anel de coordenadas de X. Denotemos as
classes residuais correspondentes a X e Y por x ey, respectivamente. Entao, da proposicao
anterior, {x%y® : a < 5} € uma base de R e p(x®y”) = 4a + 58 gera uma funcdo peso sobre
R. Seja a sequéncia (f; : | € N) uma enumeragdo crescente dos elementos da base, com

relagao seus pesos. Entao os primeiros termos da base com seus respectivos pesos sao:

3 4

fir 1 oy 22 2y v 22 2%y xy? 3 2t 2Py 2%y vy oyt 2ty

pm: 045 8 9 10 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

Logo, fi = 2%, fr=12% e fufr = 2% = y* +y = fi5+ f3. Portanto 1(4,7) = 15. Note também
que pp = p(fi) =1+5, para todo | > 7.

2.2 C(Cddigos de avaliacao e distancia minima dual.

Nesta se¢ao estudaremos os codigos de avaliacao e daremos uma conexao entre os codigos
avaliados sobre uma determinada &algebra e os codigos geométricos de Goppa pontuais.
Também, neste, determinaremos uma cota inferior para as distancias minimas dos codigos
duais aos cddigos avaliados.

Sejam F, um corpo finito com ¢ elementos e R uma I -algebra com uma fungao ordem
p- Sejam (f; : i € N) uma base de R sobre F, tal que, para cada i € N, p(f;) < p(fix1) (e
logo para todo f € R, ndo nulo, existe um indice j com p(f) = p(f;)). Seja L; o espaco
vetorial gerado por fi, ..., fi. Entdo para todo f € R temos que p(f) = p(f;) se, e somente
se, [ é o menor inteiro positivo tal que f € L.

Com o propésito de transfomar o espago vetorial Fy' em uma F,-dlgebra, introduziremos
uma multiplicagao em Fy. Sejam a,b € Fy. Definimos a multiplicagao * em Fy como
a*b = (aiby,...,anb,) onde a = (ay,...,a,) e b = (b1,...,b,). O espago vetorial F} com
esta multiplicacdo torna-se um anel comutativo com unidade (1, ...,1). Assim, identificando

{(a,...;a) : a € Fy} com Fy, temos que Fy é uma IF-dlgebra.

Definigao 2.12. A aplicagio ¢ : R — Fy € chamada de um morfismo de F-dlgebras, se

@ € Fy-linear e o(fg) = o(f) * p(g).
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Definicao 2.13. Na situacao descrita acima considere L; o espaco gerado por fi,...,f e
seja @ um morfismo entre Fy-dlgebras. Definimos um cddigo de avaliagio E; e seu codigo

dual Cy, respectivamente, por

Er = (L) = (¢(f1), - e(f1))

Cr={celF} :c-o(fi) =0,para todoi < I}.

A seqiiéncia de cédigos (E; : | € N) é crescente com respeito a inclusao e todos eles sao
subespagos de Fy. Logo, existe um natural N tal que F; = Ey para todo [ > N. Observe
que o codigo Ey é a imagem de R.

Neste trabalho estamos somente interessados nos morfismos sobrejetores.

Exemplo 2.14. Sejam P um conjunto consistindo de n pontos distintos Py, ..., P, de F" e
R = F,[X1,..., X\n] o anel de polonémios em m wvaridveis sobre F,. Considere a aplicagdo

de avaliacao
avp: R — FY
o= (f(P), s f(P).
Isto € um morfismo de F,-dlgebras, pois (FG)(P) = F(P)G(P) para quaisquer dois polinémios
F e G e qualquer ponto P em F".

Observagao 2.15. A aplicagao de avaliacao avp, definida acima, é sobrejetiva. De fato,
para todo 1 < j < n definimos P; := (zj1,...,Tjm) € também para cada par (i,l), com
1 <i<nel<Il<m, denotaremos Ay = {z; : 1 < j < n}\{xy}. Observe que se

definimos o polinomio

m

GZ:H H(Xl—.l’)

i=1 x€A;
entdo se tem que G;(P;) = 0 e Gi(P;) # 0, pois Py, ..., P, sao distintos. Assim, a imagem
dos polinomios G;/Gi(F;), pela aplicagdo, avp nos dd a base canonica de ¥y e portanto, avp

€ sobrejetiva.

A partir deste exemplo geral podemos exibir um morfismo sobre Fpassociado a uma
curva. De fato, suponha que I é um ideal no anel F [ X7, ..., X,,] e P = { P, .., P,} o conjunto
de zeros de I em F7, ou seja, f(P;) = 0 para todo P; € P e todo f € I. Entao, a aplicagao

avaliagao definida no exemplo anterior induz uma aplicagao linear (bem definida)
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avp 1 Fo[Xy, .., Xo|/I — T}

que também é um morfismo de F,-dlgebras.

Agora, considere X uma curva algébrica afim nao-singular absolutamente irredutivel
sobre o corpo F. Sejam P um ponto F-racional e R o anel das funcoes racionais que tem
pdlos, possivelmente, apenas em P. Seja vp a valorizagao em P. Entao vp(f) < 0 para todo
f € R\{0}, pois caso vp(f) > 0, P seria zero de f e logo existiria um pélo de f diferente
de P, o que é uma contradigdo. Assim, definindo p(f) = —vp(f) para f € R, temos, das
propriedades de valorizacao discreta, que p é uma funcao peso.

Assim, mostremos uma conexao entre cédigos de avaliagao construidos sobre R e codigos
geométricos de Goppa (pontuais) no ponto P. Sejam P, ..., P, pontos dois a dois distintos,
[F,-racionais de X diferentes de P e considere o divisor D = P, + ...+ P,. Sejam (f; : i € N)
uma base de R sobre F, tal que p; := p(f;) < p(fit1) =t pir1. Entao p(R\{0}) = {p; : i € N}.
Como L(pP) ={f € R:p(f) <prevg(f) >0,VQ # P}, entao os elementos da base de R,
que estao em L(p,P) formam uma Fy-base de L(p,P). Portanto L(p,P) = (f1,..., i) = L.

Logo, pela aplicagao de avaliacao, onde P = { P, ..., P,} em [/, podemos concluir que
E, = avp(L;) = avp(L(pP)) = C(D, p P),

onde C(D, p,P) denota o Cédigo Geométrico de Goppa associado aos divisores D e pP.
Logo,

Cl = EIJ' = C(D,plp)l = CQ(D,plP)

Agora vamos determinar uma cota inferior para a distancia minima d; do cédigo C;.
Veremos, em um exemplo, que esta cota é melhor, para alguns [, do que a cota dg(l) =
pr — (29 — 2) dada no teorema 1.51, onde g denota o género da curva X.

Para isto, seja h; = ¢(f;), onde ¢ é o morfismo de R em [Fy. Sabemos, da segao anterior,
que existe um inteiro positivo N tal que E; = Ey = Fy para todo [ > N. Seja H a matriz

N X n cuja a i-ésima linha é dada pelo vetor h;.

Definigao 2.16. Seja y € Fy. Considere as sindromes s;(y) =y - hi e sij(y) =y - (hi * hyj).
Entao S(y) = (sij(y) : 1 <i,5 < N) € a matriz sindrome de y.

O seguinte resultado estabelece uma relagao entre o peso de um elemento de Fy com o

posto da matriz sindrome deste elemento.
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Lema 2.17. Sejay € Fy Seja D(y) a matriz diagonal com as coordenadas de y na diagonal.
Entao

S(y) = HD(y)H",

posto(S(y)) = w(y),

onde w(y) denota o peso de y.

Dem. Temos que s;;(y) = y- (hixhj) = >, yihqyhji, onde hy; é al-ésima entrada de h;. Logo,
SW)ij = dopy HwyrHj;, e portanto segue a igualdade. Agora, como o posto da matriz
diagonal D(y) é igual ao nimero de entradas nao-nulas de y, temos que w(y) = postoD(y).
Assim, como a matriz H tem posto maximo igual a n, pois ¢ é sobrejetiva, temos que o

posto de S(y) é igual ao posto de D(y), como queriamos. [ |

Lema 2.18. (1) Sey € C; e l(i,j) < entdo s;;(y) = 0.
(2) Sey € C\Ciy1 el(i,j) =1+ 1 entao s;;(y) # 0.

Dem. (1) Sejay € Cj. Se l(i,7) <l entao f;f; € L;. Entao h; x h; = o(f;f;) é um elemento

de ¢(L;) que é dual de C;. Portanto, s;;(y) =y - (h; x h;) = 0.

(2) Seja y € C\Ci41. Se l(i,j) =l + 1 entao f;f; € Liy1\L;. Assim f;f; = pfir1 médulo
L;, para algum p € F,\{0}. Logo, h; x h; = ph;y1 médulo ¢(L;). Como y ¢ Cj4q, entao
si+1(y) =y - iy # 0. Portanto s;;(y) # 0. |

Para [ € Ny, considere o conjunto
Ny ={(i,j) e N* 1 1(4, j) = 1+ 1}.
Seja v; o numero de elementos de N;.

Lema 2.19. Set =, e (i1,51), -, (i1, j¢) € uma enumeragao dos elementos de N, em ordem
crescente com respeito a ordem lexicogrdfica em N2, entao i, < ... < i, € j; < ... < j1. Mais

ainda, se y € C)\Ciy1, entdo s;,5, =0 seu <v e s;;, #0 seu=wv.

Dem. Pela ordem da seqiiéncia (i1, j1), ..., (i, ji) temos que i; < ... < ;. Suponha que

Ty = tys1- Entao j; < jui1 e logo
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U4 1 = 1w, Ju) < Uiu, Jut1) = Ulugr, Jugr) = 141

o que é um absurdo. Logo a seqiiéncia iy, ..., ¢; ¢ estritamente crescente.

Agora, suponha que j,,1 > j,. Novamente, temos que
[+1= l(iu+1aju+1) > l@u—&—bju) > Z(Zua]u) =1+1

um outro absurdo. Logo, j,+1 < Jju, para todo u < t.

Seja y € Cy. Se u < v, entao (iy, jy) < l(iy,J») = + 1. Logo, do lema2.18, segue que

Do mesmo modo, seja y ¢ Cj11. Se u = v entao (i, j,) = L+ 1, e do lema 2.18, segue
que $;,j,(y) #0 |

Observe que para y € C)\Cjy1, temos, do lema acima, que a matriz (s;,;,(y)) com
1 < wu,v <y é uma sub-matriz de S(y) com posto igual a v;. Logo, do lema 2.17, temos que

w(y) = posto(S(y)) > posto(s,,;,(y)) = v, provando, assim, o seguinte resultado.
Proposigao 2.20. Se y € C)\Ci11 entao w(y) > v.

Devido a esta proposi¢ao, podemos determinar uma cota inferior para o cédigo dual Cj.

Mas antes, considere o nimero
d(l) = min{v,, : m > 1}.
chamado de cota ordem.
Teorema 2.21. O numero d(l) é uma cota inferior para a distancia minima de C, ou seja,
d(Cy) > d(1).

Dem. Segue diretamente da proposicao anterior. [

Vejamos um exemplo.

Exemplo 2.22. Da geometria algébrica temos que o género da curva X, considerada no
exemplo 2.11, € dado por g = (n — 1)(n — 2)/2 onde n é o grau desta curva; neste caso,
g = 6. Entao, dando continuidade ao exemplo citado acima, a tabela abaizo nos fornece uma

lista dos valores de py, vy, d(l) e dg(l).
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: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
f: 1 oy 2wy 2 2 2ty ay? P 2t By 22 b oyt oy
pi 0 4 5 8 9 10 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
Y 2 2 3 4 3 4 6 6 4 5 8 9 8 9 10 12
d): 2 2 3 3 3 4 4 4 4 5 8 8 8 9 10 12

de(l): —10 -6 -5 -2 -1 0 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Observe também que d(l) = v, =1 —5 para todo | > 16.

2.3 Semigrupos

Nesta se¢ao veremos algumas propriedades sobre semigrupos e determinaremos uma cota

inferior para as distancias minimas dos cédigos avaliados.

Definicao 2.23. Um subconjunto A de Ny € chamado semigrupo numeérico se 0 € A e

se A € fechado para a adicao.

Os elementos de Np\A sao chamados de lacunas e os elementos de A de nao-lacunas.
O numero de lacunas é denotado por g = g(A) e é chamado de género de A.

Observe que se g < 00, entao existe n € A tal que x € A se x € Ny e x > n. Nesse caso,
o menor n € A tal que {x € Ny : 2 > n} estd contido em A é chamado de condutor de A e

é denotado por ¢ = ¢(A). Assim, se g > 0, observe que ¢ — 1 é a maior lacuna de A.

Observagao 2.24. Suponha que p € uma fun¢ao peso sobre uma F-algebra R. A condi¢do
(6) da definicao 2.1 implica que o subconjunto A = {p(f) : f € R, f # 0} € um semigrupo
numérico chamado de semigrupo de p.

Em particular, se p = —vp, como visto na descri¢do apos a observacao 2.15, entao A €

chamado de semigrupo de Weierstrass de P.

Observe também que se A é um semigrupo com g lacunas e condutor ¢ entao, g = 0 se,
e somente se, ¢ =0 e quando g > 0 temos que c > g+ 1leA={z e Ny:z > g+ 1} U{0}

se, e somente se, ¢ = g + 1.

Exemplo 2.25. Seja A = {0,4,5,8,9,10} U{n € Ny : n > 12}. Entao A € o semigrupo da
funcao peso definida no exemplo 2.11. As lacunas de A sao 1,2,3,6,7 ¢ 11. Logo, o nimero

de lacunas € g =6, c =12 € o condutor e 11 é a maior lacuna de A.
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Seja (p; : | € N) uma enumeragao dos semigrupo de p, A, tal que p; < p;y1 para todo .

Denote por ¢(1) o nimero de lacunas menores que p;. Entdo, temos a seguintes propriedades:

Lema 2.26. Sejam A um semigrupo com finitas lacunas e | € N. Entao,
(1) gl) =p—1+1;

(2) pp <1+ g—1, valendo a igualdade se, e somente se, p; > ¢;

(3) Sel>c—g entiopp=1+g—1;

(4) Sel <c—g entio py <c—1.

Dem. (1) A nao-lacuna p; € A é o (p;+ 1)-ésimo elemento de Ny. Logo, p; é o (o, +1—g(1))-
ésimo elemento de A e portanto, segue que [ = p, + 1 — g(1).

(2) Como g(I) < g, temos que p;+ 1 —1 < g, ou seja, p; < g — 1+ 1. Agora, se p; > ¢ temos
que todas as lacunas sdo menores que p; e portanto g(l) = g, valendo a igualdade.

(3) O condutor ¢ é o (¢c+ 1)-ésimo elemento de Ny e mais, é o (¢ + 1 — g)-ésimo elemento de
A. Logo, ¢ = pey1-g. Assim, se [ > ¢ — g entdo p; > p.11-, = c. Portanto, de (2), temos que
pp=1l+g—1

(4) Sejal < c—g. Entao py <l4+g—1<c—1. Como ¢ — 1 é a maior lacuna de A, temos
que p; < c— 1. [

O préximo resultado nos mostra uma importante relacao entre o condutor e o nimero

de nao-lacunas de um semigrupo.

Proposigao 2.27. Seja A um semigrupo com um numero finito de lacunas. Se g é o género
de A e c seu condutor, entao ¢ < 2g, valendo a igualdade se, e somente se, para qualquer

s € Ny, se s € uma lacuna, entao ¢ — 1 — s € uma nao-lacuna.

Dem. Consideremos os pares (s,t) € N3 tais que s + ¢ = ¢ — 1. Pelo fato de ¢ — 1 ser uma
lacuna e de A ser fechado pra a adicao, temos que pelo menos um dos dois termos de cada

par deve ser uma lacuna. Assim, como temos ¢ pares desses, levando-se em consideracao a

c+1

1=] lacunas. Logo, ¢ < 2g.

ordem, temos que existem pelo menos |

Agora, se a igualdade é vélida, temos que g = ¢/2. Entao, se dados s,t € Ny tais que
s+t =c—1 temos que apenas um destes dois elementos é uma lacuna. Assim, tomando
s com lacuna, temos que ¢ — 1 — s é uma nao-lacuna. Reciprocamente, se s é uma lacuna
entdo ¢ — 1 — s é uma nao-lacuna. Logo, somente um dos temos dos pares (s, t) satisfazendo

s+t =c—1 é uma lacuna, portanto temos ¢/2 lacunas, ou seja, ¢ = 2g. [
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Definicao 2.28. Um semigrupo é chamado de simétrico se ¢ = 2g.

Exemplo 2.29. O semigrupo A do exemplo 2.25 ¢ um semigrupo simétrico.

Definicao 2.30. Dizemos que um semigrupo numérico A € finitamente gerado se existe um
subconjunto A = {aq, ...,a;} de A tal que para todo x € A, existem Ai,..., N\ € Ny tais que
t
T = Z Nia; . Assim, dizemos que A € gerado por A e denotamos A = (A).
i=1
Veremos a seguir uma caracterizacao dos semigrupos gerados por dois elementos, cujo

maximo divisor comum ¢ 1, e algumas propriedades sobre esses semigrupos.

Proposicao 2.31. Seja a,b € N tais que mdc(a,b) = 1. Entdao o semigrupo gerado por a e
b € simétrico, tem ab — a — b como maior lacuna, (a — 1)(b— 1) como condutor e o niumero

de lacunas g € igual o (a —1)(b—1)/2.

Dem. Como mdc(a,b) = 1 temos que todo inteiro m pode ser escrito de maneira tnica
como m = zb + ya onde x e y sdo inteiros e 0 < y < b. Assim, segue que toda lacuna (resp.
nao-lacuna) m tem uma tnica representagao m = xb + ya tal que 0 <y < be x < 0 (resp.
x >0), pois A = (a,b) = {ya+ xb:y,z € Ng}.

Seja ¢ o condutor de A = (a,b). Sabemos que a maior lacuna de A é ¢ — 1. Os nimeros
ya € A, com y = 0,1,...,b — 1 formam um conjunto completo de representantes da forma
ya + bZ e observe que ya — b é o maior elemento no conjunto ya + bZ sem uma representacao
com coeficientes inteiros nao-negativos. Logo (b— 1)a — b é a maior lacuna de A, que é igual
ac—1. Assim, c= (b—1)a—b+1 = (a—1)(b—1). Agora, mostremos que A é um semigrupo
simétrico. Suponha, por absurdo, que existe s,t € N, ambos lacunas, tais que s +t =c — 1.

Entao
s =x1b+y1a, t = 20+ yoa, onde 0 < y1, 942 < b e xq, x5 < 0.
Logo, ab—a—b=c— 1= (z1 4+ x2)b+ (y1 + y2)a e portanto
O<b<fB=(—z1—22—1b=(1+y2—b+1)a < (b—1)a < ba,

pois 0 <y +y2 < 2b—2 ¢ 1 + 29 < —2. Como o mdc(a,b) = 1 temos que a|(—z; —x9 — 1)
e que b|(y; +y2 —b+1). Logo 0 < % < 1, absurdo. Portanto A é um semigrupo simétrico e
c=2g. Assim, g = (a —1)(b—1)/2. n

Agora, para obtermos, a partir da proposicao anterior, uma caracterizacao de um semi-

grupo de género finito, vamos provar o seguinte lema:
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Lema 2.32. Se A ¢ um semigrupo tal que o mdzximo divisor comum dos seus elementos € 1

entdo existem a,b € A tais que mdc(a,b) = 1.

Dem. De fato, pois se 0 maximo divisor comum dos elementos de A é 1, entdao existem
ay,...,a, € A, com a,, # 0, e xq,...,x, € Z tais que 1 = a121 + ... + a;nT,y,. Assim, para

1 < m — 1, temos que existem ¢;, r; € Z tais que z; = ¢;a,, + r;, com 0 < r; < a,,. Entao
L=riay+ ... + Tm—1@m-1 + (G1q1 + - + G 1Gm—1 + T ) .-

Logo, como A é fechado para a soma, basta tomar a = a,, e b=r1a1+ ... +7p_10pm_1. M

Isto, juntamente com a proposicao 2.31, prova o seguinte resultado:

Corolario 2.33. Um semigrupo tem um niumero finito de lacunas se, e somente se, 0 mdzrimo

dwisor comum dos seus elementos € 1.
Exemplo 2.34. O semigrupo do exemplo 2.25 é gerado por4 eb, e g=6=(4—1)(5—1)/2.
Lema 2.35. Seja A um semigrupo com finitas lacunas. Seja s € A. Entao #(A\(s+A)) = s.

Dem. Seja ¢ o condutor de A. Seja T' = {t € Ny : t > s+ ¢}. Temos que T' C A, e mais,
TCs+A={s+A:AxeA}. SejaU={ueA:u<s+c} Entdo#U =s+c—gelAé
a uniao disjunta de T e U, ou seja, A=UUT. SejaV={ves+A:s<v<s+c} CU.
Entao temos que #V =s+c—g—s=c—ges+ A=V UT. Assim, segue que

#AM\(s+A) =#U —#V = (s+c—g)—(c—g) =s.

A seguinte proposicao é uma consequéncia do lema anterior:

Proposicao 2.36. Seja f um elemento nao-nulo de uma F,-dlgebra R com uma fungao peso
p. Entio dims,(R/ (£)) = p(f).

Dem. Sejam A o semigrupo da funcao peso p, ou seja, A = {p(g9) : g € R,g # 0} e
s = p(f). Seja (p; : i € N) a sequéncia, em ordem crescente, dos elementos de A. Da
definigao de funcao peso, temos que a imagem dos elementos nao nulos do ideal (f), segundo
a fungao p, éigual a s+A. Sabemos que para todo p; € A, existe um f; € R tal que p(f;) = p,
assim, caso p; € s + A, podemos tomar f; € (f). Observe que os conjuntos {f; : i € N}
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e {fi 11 € N,p; € s+ A}, via demonstracao do teorema 2.7, formam uma base para a
algebra R e o ideal (f), respectivamente. Logo, as classes de equivaléncia f; médulo (f) com
i€ Nep; € A\(s+ A) formam uma base para o quociente R/ (f). Portanto temos que a di-

mensao de R/ (f) é igual ao nimero de elementos de A\(s+A) = p(f), pelo lema anterior. m

O resultado abaixo nos mostra que existe uma relacao entre o nimero de zeros de um

elemento nao-nulo de uma &lgebra afim e seu peso.

Lema 2.37. Seja R uma dlgebra afim com func¢ao peso p e aplicagdo de avaliagdo avp. Seja

f um elemento nao-nulo de R. Entao o numero de zeros de f é no mdzimo p(f).

Dem. Seja P o conjunto de zeros de f, isto é, f(P) = 0 para todo P € P, e seja t = #P.
Temos, da observagao 2.15, que a aplicacao de avaliacao avp : R — IFZ ¢ linear e sobrejetiva.
Assim, do teorema do isomorfismo, temos que R/Ker(avp) = F.. Como (f) C Ker(avp) e
olhando ambos como subespaco vetorial de R, temos que dimg,({f)) < dimg, (Ker(avp)).

Entao, segue que

t = dimg,(R/Ker(avp)) = dimg,(R) - dime,(Ker(avp)) < dims, (R) — dimsz, ((f)) =
dims, (R/ (£)) = p(f),

pela proposicao 2.36. [ ]

A partir de agora estamos interessados em calcular uma cota inferior para os cédigos de

avaliacao Fj.

Seja R = F,[X1, ..., X,,|/I, onde I é um ideal de F,[ Xy, ..., X,,], e suponha que p ¢ uma
fungao peso em R. Seja (p; : @ € N) uma enumeragao, em ordem crescente, dos elementos
do semigrupo de p. Tomemos P um conjunto com n pontos do conjunto dos zeros de [
(Z(I) ={P €, | f(P) =0,V f € I}) e considere a aplicacio de avaliagao avp : R — Fy.

Entao, definimos os cédigos de avaliagao E; como

Ey =A{avp(f) : f € R, p(f) < i}

Teorema 2.38. A distancia minima do codigo E; é maior ou igual a n — p;. Se pp < n

entao dimg,(E;) = 1.
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Dem. Seja ¢ um elemento nao-nulo do cédigo Ej, logo existe f € R\{0} tal que p(f) < p
e ¢ = avp(f). Seja ¢; as coordenadas da palavra ¢, entdo temos que ¢; = f(F;) para todo
i. Do lema 2.37, temos que o nimero de zeros de f é no méximo p(f) < p, e portanto
w(c) Z2n—p(f) Z2n—p.

Agora, suponha que p; < n. Sabemos que E; é a imagem do espaco vetorial L;, de
dimensao [, via a aplicagao de avaliagao avp. Assim, se f € L; e avp(f) = 0 entao
f tem no minimo n zeros. Como, do lema 2.37, se f é nao-nulo entao f admite no
maximo p(f) < p < n, temos que f = 0. Portanto, Ker(avp|r,) = {0}, ou seja,
dimg,(E;) = dimg, (L) = L. |

O proéximo resultado é consequéncia imediata do teorema anterior e do lema 2.26.

Corolario 2.39. Seja p uma fungdo peso com g lacunas. Se p; < n entdao F; € um [n,k,d]-

codigo tal que k+d>n+1—g.



CAPITULO 3

Algebras munidas de Funcao Peso e

Cddigos de Goppa Pontuais

Neste capitulo, mostraremos que se uma &algebra é munida de uma fun¢ao peso entao esta
algebra é um anel de coordenadas de uma curva algébrica afim com exatamente um lugar
de grau um no infinito. Disto, poderemos concluir que os cédigos de avaliacao constuidos
sobre dlgebras com funcao peso sao cédigos geométricos de Goppa pontuais. Em alguns
resultados deste capitulo utilizaremos de conceitos importantes da algebra comutativa que
serao enfatizados no apéndice A desta dissertacao.

Ao longo deste, R denotard uma F,-dlgebra diferente de F,.

Para obtermos uma importante caracterizacao sobre algebras com fungoes pesos, neces-

sitaremos provar o seguinte resultado:

Lema 3.1. Seja M um subsemigrupo dos niumeros inteiros nao-negativos Ny. Entao, existe
um subconjunto finito {ay, ...,a;} em Ny que gera M, ou seja, para qualquer m € M, existem

n; € Ng, para 1 =1,...,t, tal que
m=mnia; + ... + NQy.

Dem. Seja 0 #t € M. Parai = 1,....,t defina a; = min(M N{i+tn : n € No}). Se
Mn{i+tn:n e Ny} =0, tome a; = 0. Mostremos que {ay,...,a;} gera M. Sejam € M. Se

m <t temos que m = a,,. Agora, se m > t, entao existem qi,1; € Ny tal que m = ¢t + 11,
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com 0 < i3 < t. Observe que t = a; e que m € M N{i; +tn:n € Ng}. Logo, m > a;,.
Suponha que a;, = i1 + tn; para algum n; € Ny. Entao, como m > a;,, temos que ¢ > n; e
portanto

m= (g —ni+n)t+i = (@ —n)t +nit +iy = (@1 — n1)ar + a;,-

Como ¢; — ny € Ny, segue o resultado. [

Agora, podemos provar uma primeira caracteristica de uma &lgebra munida de uma

funcao peso.

Lema 3.2. Se R ¢ uma F,-dlgebra com funcgdao peso p, entao R € uma dlgebra finitamente

gerada sobre IF,,.

Dem. Considere o conjunto p(R\{0}) C Ny. Entao, do lema anterior, existem a, ..., a; € Ny
tal que p(R\{0}) = (a1, ...,a;). Logo, existem fi,..., f; € R, ndo-nulos, tal que p(f;) = a;.
Assim, mostremos que R = F.[f1, ..., fi].

Seja 0 # g € R. Entao p(g) € p(R\{0}), ou seja, existem ny1, ..., ny; € Ny tais que

/0(9) =nN1101 + ... + Ny = nllp(fl) + ...+ mtﬂ(ft)

=p(fi") + -+ p(fi") = p(fi - F)
Entao, do lema 2.4 (4), existe um tnico A\; € F,, ndo-nulo, tal que
plg = Afih - f) < p(9)-

Novamente, existem nsq, ..., ngy € Ny tais que

n21 N2t )

p(g — Afi™ s ) = ngrag + ..o+ ngar = p(fi*t - f]
e portanto, existe um tnico Ay € I, tal que
P9 = MSP - FI = N0 e ) < plg = A - ).
Como Nj é bem ordenado, continuando o processo, existem tnicos Ay, € F, tais que
plg = 22 Afi™ - fi) < p(1).

Logo, segue que g — > . N f1" - ...« fi"* = 0, ou seja, g = Y A\ fi"™ - ... fi"". Portanto,
R:Fq[fh'”aft]' u

Vejamos agora um exemplo de que é possivel construir algebras com funcoes ordens que

nao sao finitamente geradas sobre .
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Exemplo 3.3. Seja R o F,-subespago linear de F,[X,Y] gerado pelo conjunto {X'Y7 | j =
Oou(j>0ei>0)}. Entio R € um subanel de F,[X,Y] e ndo € finitamente gerado sobre
F,. De fato, suponha que R € finitamente gerado pelos monomios fi = X, fo = X2Y72,
fs = XBYJ% . fo = X®Y%, onde iy,j; > 1 para 2 < t < 5. Como f; = X*Y7 =
X (XYi) = fft_l(Xij), podemos supor, sem perda de generalidade, que f, = XYt
para 2 <t <sel < jy < g3 <... < Js.

Assim, considere o monémio XY st € R. Entdo, existem ay, € F, com A\ = (g1, ooy Ais) €

I C N° tais que
XY+ = "ay, f e

A€l
Logo
)
XYJstl :E a}\kXAm(X/\kzyjzkkz)W(X)\ksyjs)\ks)
A €T
= E a)\kX)\k1+Ak2+"'+)\kSYjQ)\k2+"'+j5)\kS_
A€l

Como o0s monémios sao F-linearmente independentes em F,[X,Y], em particular, em

R, temos que existe t € N tal que ay, =1 quando k =t e ay, =0 quando k #t. Logo,

XVYistl = X Autdat+Aes yizhot. . Adshes

Logo M1 + M2 + ... + Ms = 1 e portanto, existe o € {1, ..., s} tal que Mo =1 € Mg = 0 para
Be{l,..,steB#a Assim, XYt = XY ou seja, js+1 = jo < js < js + 1, absurdo.
Portanto, R nao € finitamente gerado. Mas, como do exemplo 2.9, F [X,Y] tem funcao

ordem, seque, da observacgao 2.2, que R tem func¢ao ordem.

Vimos na proposicao 2.5 que F,-adlgebras com funcoes pesos sao dominios. Na seguinte
proposicao veremos que o corpo de fragoes destas algebras sao corpos de funcoes algébricas

de uma variavel sobre [F,.

Proposicao 3.4. Seja R uma Fy-dlgebra com funcao peso p. Seja F' o corpo de fragoes de

R. Entao, ' é um corpo de funcoes algébricas de uma varidvel sobre IF,.

Dem. Do lema 3.2, temos que R é uma F,-dlgebra finitamente gerada. Assim, é suficiente
provarmos que o grau de transcendéncia de F' sobre F,, denotado por grtrg, (F), é igual a
um, isto é, grtrg (F) = 1.

Seja f € R\F,. Entao a proposigao 2.36 nos garante que R/ (f) é um I -espaco vetorial
de dimensao finita. Logo R/ (f) é artiniano e portanto a dimensdo de Krull de R/ (f),
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denotado por dimg,u(R/(f)), é igual a zero, isto é, dimga(R/(f)) = 0. Entao, do
corolario A.46, temos que dimg,.R = 1.
Mas, como R ¢ um dominio, do teorema A.44, segue que grtrg, (F) = dimgru(R) = 1.

Proposicao 3.5. Sejam R uma F,-dlgebra finitamente gerada que é um dominio e I o
corpo de fracoes de R. Suponha que a dimensdo de Krull de R é 1. Seja R o fecho integral

de R em F. Entao % ¢ um F -espago vetorial de dimensao finita.

Dem. Como R é o fecho integral de R em F, temos, pelo coroldrio A.47, que R é um
R-médulo finitamente gerado. Logo, R = F,[X, ..., X,,]/I, onde I é um ideal primo de
F,[X1, ..., Xpn]. Seja ' o anulador do R-mddulo %, ouseja, [ = {r € R: 2R C R}. Entdo I'
é um ideal, ndo nulo, de R e de R. De fato, é facil ver que I' é um ideal de R e de R, assim
mostremos que I' # {0}. Como R é um R-médulo finitamente gerado, existem v, ..., y, € R
tais que R = Ry; + ... + Ry,. Sabemos também que cada y; € R é da forma y; = 2;/t;, com
zi,t; € R\{0}, para i = 1,...,n. Assim, tomando z =t,-...-t, € R, temos que zR C R, ou
seja, x € I'.

Agora, seja J um ideal de F,[X}, ..., X,] contendo I tal que % =T. Como R C R é uma
extensdo integral, pelo coroldrio A.33, segue que dimp. iR = dimyR = 1. Logo, como
R é noetheriano e I' # {0} segue, do coroldrio A.45, que dz’mkm”? = 0. Portanto, R/T" ¢
artiniano. Mais ainda, como ? = F,[X, ..., X,]/J, entao ? ¢ artiniano como IF,-mddulo.
Portanto ? ¢ um F-espago vetorial e pelo corolario A.7 tem dimensao finita. Como % C ?,

entao % tem dimensao finita. ]

Definicao 3.6. Sejam R o anel de coordenadas de uma curva X e F' o corpo de fragoes de
R. Seja P um lugar de F|F,, onde F|F, é o corpo de fungdes algébricas em uma varidvel
sobre F, . Dizemos que a curva X tem exatamente um lugar P no infinito se todo elemento

nao nulo de R nao tem pdlos fora de P.

Visto os resultados anteriores, estamos em condi¢oes de enunciar e provar o principal

teorema deste capitulo.

Teorema 3.7. Seja R uma Fy-dlgebra com fungdao peso p. Suponha que existe v € R tal
que p(x) > 0. Entdao o corpo de fragoes F' de R é um corpo de fungoes algébricas de uma
varidvel sobre F,, existe uma unica valorizagao discreta v de F|F, e um unico inteiro positivo

d tal que p(z) = —dv(x), para todo x € R. Mais ainda, se P € o lugar correspondente a
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valorizacao v, entao o grau de P ¢ 1, e R € o anel de coordenadas afim de uma curva

algébrica definida sobre IFy, com exatamente um lugar, P, no infinito.

Dem. Temos, do lema 3.4, que F' é um corpo de funcoes algébricas de uma varidvel sobre IF,.
Assim, seja d o méximo divisor comum dos elementos de p(R)\{0, —oc}. Defina a funcao
v: F — ZU{oo} porv(f/g) = M, para todo f,g € R, com g # 0 e v(0) = co. Entao,
da definigao de fungao peso, segue que v é uma valorizagao discreta de F|F,. Seja Op o
anel de valorizagao correspondente a v e P o lugar de Op. Denotemos por vp a valorizagao
v. Entao, F, ¢ isomorfo a Op/P, pois como F, C Op ¢ F, N P = {0} temos que F, estd
mergulhado em Op/P. Assim, seja ¢ : F, — Op/P esse mergulho. Mostremos que ¢ é
sobrejetora. Seja f/g € Op tal que 0 # f/g+ P € Op/P. Entao vp(f/g) = 0, ou seja,
p(g) = p(f). Logo, de (5) da definicao de funcao peso, existe A € I, tal que p(f —Ag) < p(9)
e portanto Up(%) = Up(g —A) > 0. Entao § — A€ Pelogo ¢(N\) = f/g+ P. Assim,
temos que F, é isomorfo a Op/P e, portanto, grau(P) = 1.

Seja Pr o conjunto de lugares em F|F,, R o fecho inteiro de R em F e S(R) := {Q €

Pr : R C Oq}. Entdo, do teorema 1.56, temos que R = ﬂ Og. Mostremos que

S(R) = Pp\{P}. (Observe que P ¢ S(R), pois existe x € %St(zl) que p(x) > 0 e logo
vp(x) < 0, ou seja, R ¢ Op.)

Tome W := {z € R : vp(z) > 0}. Entdo W é um F-espaco vetorial. Observe que W N
R = {0}, pois se x € WNR, entao vp(z) > 0. Logo, p(x) < p(1), ou seja, z = 0. Entdo W C
% e, da proposicao 3.5, segue que dimW < oo. Agora, suponha que exista T € Pr\(S(R)U
{P}). Pelo teorema da aproximagao forte, podemos encontrar x; € F' parai = 1,2, ... tais que

vp(x;) =1 e vg(x;) > 0 para todo @ € Pp\{T}, em particular, z; € ﬂ Og = R. Logo
QeS(R)
x; € W, para todo 7. Como, da definicao de valorizagao discreta, x1, 9, 3, ... sao linearmente

independentes sobre F,, temos que dimW = oo, absurdo. Portanto S(R) = Pr\{P}, o que
implica pela definicao 3.6 que R é um anel de coordenadas afim de uma curva algébrica afim
com exatamente um lugar P de grau 1 no infinito.

Mostremos agora a unicidade de d e v(= vp). Suponha que existam um inteiro positivo
d; e uma valorizacao discreta vy de F|F, tal que p(z) = —dyvi(z), para todo € R. Entéo,

da defini¢ao de valorizagao discreta, existe f, g € R\{0} tais que

L= u(f/g) = () - vilg) = ~2Lye)

Logo, di = p(g) — p(f) = —dv(f/g), ou seja, d divide d;. De maneira aniloga, tem-se que
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dy divide d. Portanto, d = dy. Agora, tomando P; o lugar correspondente a v;, temos que
P, € Pr\S(R) = {P}, ou seja, P, = P. Portanto v; = v.

Uma consequéncia natural deste teorema é o seguine resultado.

Corolario 3.8. Seja R uma F,-dlgebra. Se pi, p2 sao fungoes pesos nao-nulas de R entao

existe d € Q, positivo, tal que p1 = dps.
Agora estamos aptos a concluir o principal objetivo desta dissertacao.

Seja R uma IF;-dlgebra com fungao peso p. Do teorema anterior, temos que R ¢ um anel
de coordenadas afim de uma curva algébrica X definida sobre I, com exatamente um lugar

P de grau 1 no infinito. Vimos também que R C R = ﬂ Og.

QePr\{P}
Assim, sejam P, ..., P, pontos dois a dois distintos, F,-racionais de X diferentes de P.

Considere a aplicacao de avaliacao

avp: R — Ky

[ (f(P1), -, F(P))

Sejam D = P, + ... + P, e G um divisor de F tal que supp(D) N supp(G) = (. Sabemos
que L(G) = {z € Rlvg(xz) > —vg(G),VQ € Pr}. Agora, observe que dado x € L(G),

como R C ﬂ Og, temos que vg(x) > 0, para todo ) # P. Logo vp(z) < 0 e como

QEePp\{P}
vp(x) > —vp(G), temos que m := vp(G) > 0. Assim, P € supp(G). Mas L(mP) = {x €

R :p(x) <meuvg(f)>0,VQ # P}, entao, segue que L(G) = L(mP). Como R possui uma
F,-base e L(G) C R, temos que os elementos da base de R formam uma base para L(G).
Assim L(G) = (f1,..., fi) e portanto

E; = avp(L(G)) = avp(L(mP)) = C(D, mP).

Portanto, podemos concluir que os cddigos de avaliacao construidos sobre algebras com
fungao peso sao cédigos de Goppa pontuais.
Vejamos alguns exemplos que ilustram o teorema 1.24, proposicao 2.10 e os resultados

acima.

Exemplo 3.9. Considere a curva plana X definida pela equagio X® + Y5 +Y = 0 sobre o
corpo Fy. Seja R a Fy-dlgebra dada por R = F4[X,Y]/(X® + Y5 +Y). Denotemos por x e
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y as classes residuais de X e Y, respectivamente. Entio {x*y’|a < 6} € uma base de R.
Suponha que R € munida de uma fungao peso p. Entao, do teorema 3.7, seque que R € o
anel de coordenadas afim da curva X com exatamente um lugar ) de grau 1 no infinito e
que p = —vg. Determinemos os valores de p.

Sejay € R. Como F =TFy(x,y)|Fy € o corpo de fungies algébricas de uma varidvel sobre
Fy e o polinomio f(T) = T% + y(y* + 1) € o polinémio minimal de x sobre F4(y), seque, do

teorema 1.24, que

grau(y)o = grau(y)e = [F : F4(y)] = 6.

Agora, como Q) € o unico polo de y e grau Q = 1, temos que vg(y) = —6, ou seja, p(y) = 6.

6

Mas, como x% = —y® — y, entdo

6ug () = vo(2°) = vo(—y® —y) = min{vg(y®), vo(y)} = Bug(y)

e logo vg(x) = =5, ou seja, p(x) = 5.

Assim, tomando n pontos Fy-racionas Py, ..., P,, dois a dois distintos, de X diferentes de
Q e tomando D e G divisores de F|Fy, como na descri¢io acima, seque, pela aplica¢ao de
avaliagao, que o codigo de avaliagio E; € o cddigo pontual C(D,mQ), para algum m € N.
Logo, C;, = Cq(D, m@Q). Neste caso, o semigrupo de Weierstrass de Q@ ¢{0,5,6,10,11,12,...}
e tem género 10. Como feito no exemplo 2.22, a tabela abaizo nos fornece uma lista de valores

de pi, vy, d(1) e dg(1).

[: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
i 1 T y 22wy 2 2% 2%y my? ot 2ty ok ayd oy
pL: 0 ) 6 10 11 12 15 16 17 18 20 21 22 23 24
v 2 2 3 4 3 4 6 6 4 5 8 9 8 9 10

dy: 2 2 3 3 3 4 4 4 4 5 8 8 8 9 10
de(l): —18 —13 —12 -8 -7 —6 -3 -2 -1 0 2 3 4 5 6

Exemplo 3.10. A qudrtica de Klein sobre Fg com equagdo afim
XY +Y3+X=0

¢ da forma XY+ uY + G(X,Y) = 0, como na proposicio 2.10, onde a = 3, b = 2,
c=d=1,G(X,Y)=X eu=1. Seja S a dlgebra dada por S = Fs[X,Y]/(X?*Y +Y?+ X)
e denotemos as classes residuais correspondentes a X e Y por x ey, respectivamente. Seja

R a Fg-subdlgebra de S gerada pelos elementos x%y” tais que a < 3 e a < 23. Entdo, da
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proposicio 2.10, temos que {1} U {z*y°|la < 3 e 1 < B} € um base de R com p(1) = 0
e p(z°y®) = 2a + 383 gerando uma funcio peso sobre R. Entdo, do teorema 3.7, segue
que R € um anel de coordenadas afim de uma curva algébrica afim X definida sobre Fg
com exatamente um lugar P de grau 1 no infinito e p = —wvp, onde vp € a valoriza¢do
correspondente a P.

Agora, tomando Py, ...,P,, D e G como na descricio acima, seque ,pela aplicacdo de
avaliagdo, que o cddigo de avaliagio E; é um cddigo pontual C(D, mP), para algum m € N.
Logo, C; = Cq(D, mP) e o semigrupo de Weierstrass de P ¢ {0,3,5,6,7,...} com género

g = 3. A seguinte tabela nos fornece uma lista de valores de py, v, d(l) e dg(l).

: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
fi: 1y xy o 2%y xy® y® 2y wyd oyt
i 0 3 5 6 7 & 9 10 11 12
v 2 2 3 2 4 4 5
dhy: 2 2 2 2 4 4 5 8
de(): =4 -1 1 2 3 4 5

Observe que d(1) = dg(l) =1 — 2, para todo | > 6.



APENDICE A

Nocoes de Algebra Comutativa

Neste apéndice destacaremos os conceitos basicos, defini¢oes e resultados da algebra comu-
tativa que foram abordados ao longo do texto. Para maiores detalhes, recomendamos ao

leitor as seguintes referéncias [1], [3], [8] e [9].

A.1 Anéis Noetherianos e Artinianos

Definicao A.1. Sejam A um anel e M um A-mddulo. Dizemos que um A-mddulo M é
noetheriano (resp. artiniano) se toda cadeia ascendente (resp. descendente) de submddulos

de M € estacionaria, isto €,

M, € M, C...C M, C .. entao existe ng € N tal que M, = M,,, para todo n > ny
(resp. My D My D ... D M, D ... entdo existe ng € N tal que M,, = M,,, para todo n > ny).

Se M = A ¢é noetheriano (resp. artiniano) entao dizemos que A é um anel noetheriano

(resp. anel artiniano).

Exemplo A.2. 1)Qualquer corpo K € noetheriano e artiniano.

2) Z é um anel noetheriano (como Z-mddulo) mas nao € anel artiniano.

3) Seja K um corpo. Se V' é um K-espago vetorial de dimensao finita entdo V é um K-
modulo noetheriano e artiniano.

4) Todo dominio principal é noetheriano.

49
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Abaixo, mencionamos alguns resultados sobre estas definigoes.

Proposicao A.3. Sejam M um A-mdédulo e N um A-submdodulo de M. Entdo M € noethe-

riano (resp. artiniano) se, e somente se, N e M /N sao noetherianos (resp. artinianos).

Corolario A.4. Se A é um anel noetheriano (resp. artiniano) e I é um ideal de A entao

A/I é um anel noetheriano (resp. artiniano).

Definigao A.5. Seja A um anel e M um A-mddulo. Dizemos que uma cadeia finita estrita
de submddulos de M, i.¢., M = My 2 My 2 ... 2 M,, = (0), € uma série de composicao
se para todo i = 0,...,n — 1 nao existe um submodulo N de M tal que M; 2 N 2 M.

Proposicao A.6. Seja M um A-modulo. Entdo M tem série de composicdo se, e somente

se, M € noetheriano e artiniano.

Observe que se M é noetheriano mas nao é artiniano entao M pode nao admitir uma

série de composi¢ao, por exemplo:
M:ZQZZQZLZ;...;Q”Z;...

A partir dos resultados citados anteriormente tem-se como consequéncia os proximos dois

resultados.

Corolario A.7. Sejam K corpo e V. um K-espaco vetorial. Sao equivalentes:
i) dimgV =n < oo;

i1) V tem série de composi¢do;

ii1) V' é noetheriano como K-mddulo;

i) V' é artiniano como K-mddulo.

Corolario A.8. Sejam A um anel e My, ..., M,, ideais maximais de A (ndo necessariamente
distintos) tal que My - ... - M, = (0). Entdo

A € noetheriano se, e somente se, A € artiniano.

Vejamos a seguir algumas propriedades essenciais para caracterizar anéis artinianos em
termos de anéis noetheriano.

Primeiro, sejam A um anel, [ ideal de A e P um ideal primo de A. Dizemos que P é um
1deal primo minimal de I se P é um menor ideal primo de A que contém I. No caso em que

I = (0), dizemos que P é um ideal primo minimal de A.
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Proposicao A.9. Se A € um anel noetheriano entdo A possui um nimero finito de ideais

Primos minimazis.

Proposicao A.10. Se A € um anel artiniano entdo todo ideal primo de A € maximal. Mais

ainda, o numero de ideais mazrimais de A € finito.

Proposicao A.11. O nilradical de um anel artiniano (ou noetheriano) A, denotado por

n(A), € nilpotente.

Assim, estamos em condicoes de enunciar e provar um dos principais resultados envol-

vendo anéis noetherianos e artinianos.

Teorema A.12. A € um anel artiniano se, e somente se, A € um anel noetheriano e cada

tdeal primo de A € mazimal.

Dem. Suponha que A é artiniano. Entao, segue, da proposi¢ao A.10, que cada ideal primo
de A é maximal. Mais ainda, existe um numero finito P,...P, de ideais maximais de A.

Como N, P, = n(A) e da proposigiao A.11 existe k € N tal que n(A)* = {0}, segue que

{0} = n(A)F = (N, P)* D T P, ouseja, [T P} ={0}.
=1 =1

Logo, do corolario A.8, temos que A é noetheriano.

Suponha agora que A é um anel noetheriano e que cada cada ideal primo de A é maximal.
Entao, do fato de que cada ideal primo de A ser maximal, segue que os ideais primos de A sao
ideais primos minimais. Logo, da proposicao A.9, existe um numero finito Py, ... P, de ideais
primos de A. Novamente, como n(A) é nilpotente, existe um & € N tal que [, PF = {0}.
Portanto, do corolario A.8, segue que A é artiniano. [ ]

Os proximos dois resultados sao citados pois nos diz que todas as K-algebras finitamente

geradas sao noetherianos.

Teorema A.13. (Teorema da Base de Hilbert) Se A é um anel noetheriano entao o

anel de polinomios A[X]| € um anel noetheriano.

Corolario A.14. Sejam A um anel e I um ideal de A. Se A € noetheriano entio A[Xy, ..., X,]/1

também € noetheriano.
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A.2 Teoria da Dimensao

Definicao A.15. Sejam A um anel e I um ideal de A.
i) A dimensao de Krull de A (ou simplismente dimensdo de A), denotada por dimg,. A,
¢ definida como o sendo o supremo do comprimento das cadeias de ideais primos de A, isto

¢,
dimgruA = sup{fn e N |IPy G P1 G ... G P,, P, € Spec(A)}.

it) Se I € um ideal primo de A, definimos a altura de I, denotado por ht(I), como sendo o

supremo do comprimento das cadeias de ideias primos de A que terminam em I, isto ¢,
ht(I) = sup{n e N|IFRy G PG ... & P, =1, P, € Spec(A)}.
Em geral, a altura de um ideal I de A é dada por:
ht(I) =inf{ht(P) | P é ideal primo minimal de I}.

Exemplo A.16. 1) A € anel artiniano entao dimy. A =0
2) Se A =7 entao dimp A= 1.

3) Se A € finito entao dimg A = 0.

4) Se A= K[Xy,Xy,...], com K corpo, entdo dim. A= 0.

Dadas estas definicoes, estamos em condicoes de enunciar dois dos principais resultados da
teoria de dimensao de um anel comutativo, sendo que o segundo resultado usa-se de maneira

fundamental o primeiro resultado..

Teorema A.17. (Teorema de Krull para ideais principais) Sejam A um anel noethe-
riano e I = (a) # A um ideal principal de A. Se P € Spec(A) € um primo minimal em cima

de I entao ht(P) < 1. Mais ainda, se a # 0 nao for divisor de zero em A entdo ht(P) = 1.
Teorema A.18. Seja A um anel noetheriano de dimensao de Krull finita. Entao a dimensao
de Krull do anel de polinomios A[X] € igual a dimg,. A+ 1.

Uma consequéncia imediata do teorema anterior é o seguinte resultado:

Corolario A.19. Se K é um corpo entao a dimensio de Krull do anel K[Xq,...,X,] é n.
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A.3 Dependéncia Integral

Ao longo desta se¢ao, B|A denotard uma extensao de anéis, isto é, A C B e A é um subanel

de B.

Definicao A.20. Seja B|A uma extensdo de anéis. Dizemos que um elemento v € B €
inteiro (ou integral) sobre A se x € raiz de um polinémio monico com coeficientes em A,

isto €, se existem ay,...,a, € A tal que 2" + a1z ' + ... +a, = 0.

Exemplo A.21. 1) Seja A=7Z e B=C. Entao i € C é inteiro sobre Z, pois i* +1 = 0.
2) Seja A=7 e B =R entio /2 € R ¢ inteiro sobre Z, pois (v/2)? —2 = 0.

Um primeiro resultado que caracteriza um elemento inteiro sobre um anel é dado pela

seguinte proposicao.

Proposicao A.22. Dados uma extensio de anéis B|A e x € B, sdo equivalentes:

i) x € inteiro sobre A;

ii) Alz] = {g(x)|g(X) € A[X]} € um A-mddulo finitamente gerado;

iii) Existe um subanel C' de B tal que A C C, C € finitamemte gerado como A-mddulo e
x e C.

Segue, como consequéncia da proposicao anterior, os resultados abaixo.

Corolario A.23. Sejam B|A uma extensao de anéis e x1, ..., x, € B inteiros dobre A. Entdo

o anel Alxq,...,x,] € um A-mddulo finitamente gerado.

Corolario A.24. Sejam B|A uma extensdo de anéis. Entao
i) Se x,y € B sdo inteiros sobre A entdo x £y e x -y também sao.
ii) A = {x € Blx € inteiro sobre A} ¢ subanel de B que contém A. Tal anel é conhecido

como o fecho integral de A em B.
Disto, temos as seguintes definigoes.

Definigao A.25. Sejam B|A uma extensao de anéis. Dizemos que B|A é uma extensao
integral de anéis (ou B ¢ inteira sobre A) se para todo x € B temos que x € inteiro sobre

A. Se A= A entio dizemos que A ¢ integralmente fechado em B.
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Exemplo A.26. Sejam D um dominio e K seu corpo de fragoes. Se D é um dominio

fatorial entao D € integralmente fechado em K.
Vejamos, a seguir, algumas propriedades fundamentais a respeito das extensoes integrais.
Corolario A.27. Se B|A e C|B sao entensoes integrais entao C|A é uma extensao integral.

Proposicao A.28. Seja B|A uma extensao integral de anéis. Se J € um ideal préprio de
B el =JnNA entao B/J € integral sobre A/I.

Proposicao A.29. (Lema de Noether) Seja B|A uma extensdo integral de anéis onde B
¢ um dominio. Entao B € corpo se, e somente se, A é um corpo. Neste caso, B|A é uma

extensao algébrica de corpos.

Exemplo A.30. Q[v2] = {a + bv/2|a,b € Q} ¢ corpo, pois Q C Q[vV2] ¢ uma extensdo

integral.
Os proximos dois resultados sao conhecidos como o Teorema de “Going-up”.

Teorema A.31. Sejam B|A uma extensdao integral e P um ideal primo de A. Entdo, existe
um ideal primo @ em B tal que Q N A = P. Mais ainda, se Q' C Q € spec(B) entdo
Q' NA=P=QnNA se, e somente se, Q) = Q.

Teorema A.32. Seja B|A uma extensao integral de anéis. Sejam Py C P, C ... C P, uma
cadeia de ideais primos de A e Q1 C Q2 C ... C @, (m < n) uma cadeia de ideais primos
de B tais que Q;NA =PF;, , paral < i < m. Entdo a cadeia Q1 C Q2 C ... C @, pode
ser extendida a cadeia Q1 C ... C @, C ... C Q,, onde os Qs sao ideais primos de B e
Q:iNA=P;, para todo 1 <1i <n.

Como o resultado abaixo é usado de maneira fundamental nesta dissertacao, faremos sua

demonstracao aqui.
Corolario A.33. Seja B|A uma extensao integral de anéis. Entdo
dimKrullB = dimKrull A.

Dem. Aﬁrmag:éo 1: dimKTullB S dime” A.
De fato, seja Qo G Q1 & ... G @, uma cadeia de ideais primos de B. Defina P, := Q;N A €
spec(A). Entao, da parte final do teorema A.31, Py & Py & ... & P, é uma cadeia de ideais

primos de A. Portanto, da definicao de dimensao, dimg,.;B < dim g, A.
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Afirmacao 2: dimg, B > dimg, A.

De fato, seja Py & P & ... & P, uma cadeia de ideais primos de A. Do teorema A.31,
existe Qo € spec(B) tal que Py = Qo N A. Logo, dos teoremas A.32 e A.31, existem
QN GQS ... G Qucspec(B)com P;=Q;NAparal <i<ntaisque QoG & ... S Qn

¢ uma cadeia extendida de ideais primos de B. Portanto, dimg,.;B > dimg,..; A.

A.4 Normalizacao de Noether

A idéia central nessa secao é de apresentar a parte da teoria da dimensao envolvendo a

normalizacao de Noether de uma K-dlgebra finitamente gerada.

Definigao A.34. Sejam K C R uma extensio de anéis, Q = {y1,....,yn} C R e B =
K[Xy,...,X,] o anel de polinomios em n varidveis sobre K. Dizemos que:

i) O conjunto ) é algebricamente independente (ou transcendente) sobre K se satisfaz:
Dado G = G(Xy, ..., X,,) € B tem-se que G(y1, ...,yn) = 0 se, e somente se, G = 0.

Caso contrario, dizemos que §2 € algebricamente dependente.
ii) Um conjunto nao-vazio S C R € algebricamente independente sobre K se todo subconjunto

finito e nao-vazio de S € algebricamente independente sobre K.

Observe que dados a extensao de anéis K C R e Q = {y,...,y,} C R entao 2 é
algebricamente independente sobre K se, e somente se, a K-subalgebra gerada por K e €,
A = Klyi, ..., Yn|, é isomorfa ao anel de polinémios B = K[X7, ..., X,,].

Dadas estas defini¢oes, estamos aptos a apresentar uma das versoes do teorema de nor-
malizacao de Noether para K-dlgebras finitamente geradas sobre um corpo K. A partir
de agora, K denotard um corpo e B = K[Xj, ..., X,,] denotara o anel de polinémios em n

varidveis sobre K.

Teorema A.35. Seja R = K|y, ..., x,] uma K-dlgebra finitamente gerada que € um dominio.
Entdo apenas uma das sequintes afirmacgoes é verdadeira:
i) A dlgebra R é uma extensao algébrica finita de K e portanto R é um corpo (isto é, R é

um dominio que tem dimensao de Krull igual a zero);
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it) Existe d € N com 1 < d < n e existe A = {z1,...,24} C R tal que A € algebricamente

independente sobre K e K|z, ..., zq) C R é uma extensao integral. Mais ainda, neste caso a
dimensao de Krull de R € d.

Defini¢ao A.36. Seja R = K|z, ..., x,) uma K -dlgebra finitamente gerada que é um dominio.
A extensao integral K[z, ..., zq) € R, com A = {z1, ..., 24} algebricamente independente sobre

K € chamada de uma normalizacao de Noether de R.

Defini¢ao A.37. Dada uma extensio de corpos K C L (isto €, K € subcorpo de L), dizemos
que {x1,...,x,} gera L sobre K (ou que L € finitamente gerado, por {x1, ..., x,}, sobre K ) se L

¢ o corpo de fragoes do dominio D = K[xq,...,x,]. Neste caso denotamos L = K (xy, ..., T,).

Um corpo do tipo L = K(z1,...,z,) tem um invariante numérico, m € N, chamado de
grau de transcendéncia de K C L e que é usualmente denotado por grtrg(L). Tal invariante

sera definido através dos conceitos e resultados que descreveremos abaixo.

Definicao A.38. Sejam K C L uma extensdo de corpos, com L = K(xy,...,x,), d € N e
a={yi,...,ya} C L (sed=0 entio « = 0). Dizemos que o € base de transcendéncia
de K C L se {yy,...,ya} € algebricamente independente sobre K e se K(yi,...,yq) C L €

extensao algébrica.

Lema A.39. Sejam K C L uma extensao de corpos, {yi,...,ym} C L um conjunto alge-
bricamente independente sobre K e w € L. Entao, w € algébrico sobre K(yi,...,ym) Se, €

somente se, {y1, ..., Ym,w} € algebricamente dependente sobre K.

Proposicao A.40. Seja L = K(xy,...,x,) um corpo finitamente gerado sobre o corpo K.
Entao,

i) Erxiste a C {1, ...,x,} tal que a € base de transcendéncia de K C L.

ii) Eziste « = {y1,...,ya}, com 0 < d < n, tal que R = K|[x1,...,x,] € extensdo integral de
A= Klyy,...,yn| € a € base de transcendéncia de K C L.

Lema A.41. Sejam L = K(zy,...,x,) um corpo finitamente gerado sobre o corpo K e
a={y1,..,ya}, d > 1, uma base de transcendéncia de K C L. Se § = {wy,...,wx} C L,

k > 1, é algebricamente independente sobre K entao k < d.

Como consequéncia natural do lema anterior estamos em condicoes de apresentar o re-

sultado que define o grau de transcendéncia.
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Proposicao A.42. Se L um corpo finitamente gerado sobre o corpo K entao toda base de
transcendéncia de K C L tem o mesmo numero, m, de elementos. Tal numero m é chamado

de grau de transcendéncia de K C L e é denotado por m = grtrg(L).

Definicao A.43. Se R = K|xy,...,x,] € uma K-dlgebra finitamente gerada que é um
dominio definimos o grau de transcendéncia de K C R por grtri(L), onde L é o corpo

de fragoes de R. Vamos denotd-lo por: grtrg(R)

Uma relacao entre o grau de transcedéncia e a dimensao de Krull de uma K-4lgebra

finitamente gerada que é um dominio é dada no resultado abaixo

Teorema A.44. Se R = K|xy, ..., x,| € uma K-dlgebra finitamente gerada que é um dominio

entao
dimmu”R = grtrK(R).

Dem. Seja L o corpo de fragoes de R. Pelos resultados citados acima, sabe-se que R é
uma extensao integral de A = Ky, ...,yq], onde d = grtrg(L). Logo, do corolario A.33,
tem-se que dimyp R = dimy i A. Mas, {y1, ..., yq4} sao algebricamente independentes sobre

K. Entao, do corolario A.19, temos que d = dimy,.,A. Portanto, dimg,.. R = grtrg(R). m
Vejamos algumas consequéncias (ndo todas naturais) deste resultado. Aqui, uma K-
algebra finitamente gerada que é um dominio é dito ser um dominio afim.
Corolario A.45. Se R é um dominio afim e I um ideal de R entao,
dimgray R = ht(I) + dimguy(R/1).
Corolario A.46. Se R é um dominio afim e f € R nao é uma unidade entao,

dimgru(R/(f))) = dimgruR — 1.

Corolario A.47. (Teorema de Noether) Seja R um dominio afim sobre um corpo K.
Sejam L o corpo de fragées de R e F uma extensdo de corpos finita de L. Se R € o fecho
integral de R em F entdo R ¢ finitamente gerado como R-mddulo. Em particular, R é um

dominio afim.



APENDICE B

Curvas Algébricas

Este apéndice contém alguns conceitos bésicos sobre curvas algébricas. Para maiores detalhes
veja [4].

Ao longo deste, F denotard um corpo algebricamente fechado, IF, um corpo com ¢ ele-
mentos cujo fecho algébrico é o proprio F.

Seja n um inteiro nao-negativo. O espago afim de dimensao n, denotado por A™(F) ou
simplesmente por A™ (ou F"), é o conjunto de todas a n-uplas de elementos de F. Um
elemento P = (ay, ..., a,) € A" é dito ser um ponto de A" e ay, ..., a, sdo as coordenadas do
ponto P.

Seja F[z1, ..., z,] 0 anel de polinomios em n varidveis sobre F. Se f € F[zy, ..., x,], dizemos
que um ponto P = (ay, ...,a,) € A" é um zero de f se f(P) = f(ay,...,a,) = 0.

No que segue, dado um ideal I de F[zy, ..., x,], definimos como um conjunto algébrico

afim de A" obtido a partir de I como sendo o conjunto
Z(I)={P = (a1,...,an) € A"|f(P) =0, para todo f € I}.

Tal conjunto também é conhecido como o conjunto dos zeros de I.

Um conjunto algébrico afim Z(I) C A™ é dito ser irredutivel se este nao pode ser de-
composto como como uniao de dois outros conjuntos algébricos préprios de Z(I). De forma
equivalente, temos que Z(I) é irredutivel se, e somente se, o radical de I for um ideal primo
de Flxq, ..., x,)].

Disto, temos as seguintes definigoes:

o8
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Definicao B.1. i) Se I é um ideal primo de F|xq,...,x,], entdo o conjunto X = Z(I) dos

zeros de I é dito ser uma variedade algébrica afim (ou variedade afim).

ii) Dado uma variedade algébrica afim X, definimos o seu anel de coordenadas afim

como sendo

Definigao B.2. Dada uma variedade algébrica afim X definimos o corpo de fracoes de F[X],
denotado por F(X), como sendo o corpo de fungoes racionais de X. Os elementos de

F(X) sio chamados de fungoes racionais.

A dimensao da variedade X ¢é o grau de transcendéncia! de F(X) sobre F. Caso dimX =
1, entao dizemos que X' é uma curva algébrica afim (ou simplesmente curva afim). No caso
em que n = 2, dizemos que X é uma curva algébrica plana e mais, uma curva plana irredutivel
é um conjunto algébrico afim da forma X = Z(f), onde f é um polinomio irredutivel em

Flz1, 7o), ou seja,

X =Z(f) ={(a1,a2) € A’|f(a1,a2) = O}.

Os pontos da curva X, cujas coordenadas estao sobre I, sao chamados de pontos racionais.
Neste caso, F(X)| F é um corpo de fungoes algébricas de uma variavel sobre F, como
introduzido no capitulo 1.
Agora, considere uma variedade afim X e P um ponto de X. Observe que se H(xy, ..., T, )+
I = H(zxy,...,xn) + I entio H — H € I e portanto H(P) = H(P). Assim, dado h =
H(zy,...,z,) + I € F[X] podemos definir: h(P) = H(P). Logo, o conjunto

Op(X) ={f/g e F(X)|f,g € F[X] e g(P) # 0}
é um anel local que tem como corpo de fragoes o préprio F(X) e cujo ideal maximal é

Mp(X) ={f/g € F(X)|f,g € F[X], f(P) = 0 e g(P) # 0}.

Para finalizar, daremos duas outras importantes definicoes para melhor compreensao de

alguns “dados”citados ao longo desta dissertacao.

Lyer apéndice A
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Definigao B.3. Seja X uma curva algébrica definida pelo polinomio F € Flz,y|. Seja P
um ponto desta curva. Dizemos que o ponto P é um ponto nao singular se pelo menos
uma das derivadas parciais de F aplicadas neste ponto é nao-nula, ou seja, F,(P) # 0 ou
F,(P) # 0. Se todos os pontos da curva forem ndo singulares dizemos que a curva € nao

singular (ou regular).

Neste caso, a derivada parcial de um polinomio é a sua derivada formal.
Agora, definiremos o que vem a ser uma curva algébrica plana absolutamente irredutivel.
Seja f(x1, ..., x,) um polinomio em Fy[xy, ..., x,]. Se f é irredutivel em F[z4, ..., x,], onde F é

o fecho algébrico de F, dizemos que f(z1, ..., z,) é absolutamente irredutivel em F [z, ..., x,].

Definicao B.4. Dizemos que uma curva algébrica plana X é absolutamente irredutivel

se X = Z(f) onde f € Flz,y| € absolutamente irredutivel.
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