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RESUMO

Neste trabalho de tese sao estudados dois tipos de problemas de otimizacao abstrata. O
primeiro corresponde ao problema de programacao infinita. Tal problema consiste em mini-
mizar um funcional sujeito a um ntmero infinito de restri¢oes, onde as funcoes envolvidas
sao definidas em um espago de Banach. O segundo diz respeito ao problema de programacao
com tempo continuo, o qual consiste em minimizar um funcional, dado na forma integral,
sujeito a um numero finito de restricoes de desigualdade. Foram abordados os problemas
mono e multi-objetivos. Os resultados estabelecidos fornecem condi¢oes de otimalidade para
tais problemas. Condicoes suficientes foram obtidas usando a nocao de invexidade e tam-
bém usando uma relaxacao de invexidade, a KT-invexidade. Sob hipoéteses de qualificacao
de restricdo, KT-invexidade se torna também uma condi¢ao necessaria de otimalidade. Sao
também apresentados alguns resultados de dualidade.

Palavras-chave: programacao infinita, programacao com tempo continuo, condicoes de

otimalidade, solu¢oes de Kuhn-Tucker, solugoes fracamente eficientes, solu¢des propriamente
eficientes, invexidade, KT-invexidade, dualidade.
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ABSTRACT

In this thesis work it is regarded two type of abstract optimization problems. The first one
corresponds to the infinite programming problem. A such problem consists in minimizing a
functional subject to an infinite number of constraints, where the functions involved are de-
fined in a Banach space. The second one is the continuous time programming problem, which
consists in to minimize a functional, given in the integral form, subject to a finite number
of inequalities constraints. It were studied the mono and multi-objective problems. The es-
tablished results furnish optimality conditions for these problems. Sufficient conditions were
obtained using the notion of invexity and also a relaxation of invexity, the KT-invexity. Un-
der constraint qualifications assumptions, KT-invexity becomes also a necessary optimality
condition. Some results about duality are also presented.

Keywords: infinite programming, continuous time programming, optimality conditions,

Kuhn-Tucker solutions, weakly efficient solutions, properly efficient solutions, invexity, KT-
invexity, duality.
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INTRODUCAO

Em [23], Martin estabeleceu um interessante resultado relativo a caracteriza¢do de mini-
mizadores globais de problemas de programacao matematica. Ele introduziu o conceito de
KT-invexidade e mostrou que vale a propriedade de que todo ponto estacionario (ou ponto
de Kuhn-Tucker) é minimizador global se e somente se o problema é KT-invexo. A KT-
invexidade é uma relaxacao da invexidade, que por sua vez, sob certo ponto de vista, é uma
generalizacao da convexidade. A invexidade, assim como a convexidade, desempenha um
papel importante quanto a condicoes suficientes de otimalidade. E bem conhecido na teoria
de otimizacao que em problemas convexos vale a propriedade de que todo ponto estacionério
¢ minimizador global. Esta propriedade também ¢é valida para problemas invexos. Logo
vé-se que a convexidade e a invexidade sao condicoes suficientes para a validade de tal pro-
priedade. O resultado de Martin diz que a KT-invexidade é também uma condicao suficiente
para valer esta propriedade. Mas o que é interessante no resultado de Martin ¢ que ele diz
que vale a reciproca, ou seja, a KT-invexidade é também uma condicao necessaria para valer
esta propriedade. Portanto, o resultado de Martin mostra que a maior classe de problemas
onde é valida esta propriedade é a classe dos problemas KT-invexos.

Um dos objetivos desta tese foi o de generalizar o resultado de Martin [23] para alguns
problemas de otimizagao abstratos, ou problemas de otimizacao em espacgos de dimensao
infinita. Os problemas abordados foram os problemas de programacao infinita e os problemas
de programacao com tempo continuo.

Um problema de programacao infinita é dado na forma abaixo:

Minimizar f(z)
sujeito a  ga(z) <0, a € A, (PPT)
=0
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onde f,gq,hg: X — Rparaa € Ae € B, X é um espago real de Banach e A e B sao
conjuntos de indices. Usualmente, A e B sao subconjuntos de espacos Euclidianos.

Na formulacao acima, o problema de programacao infinita foi estudado em poucos tra-
balhos. Por exemplo, Schirotzek [33] e Tapia e Trosset [35]. Schirotzek considerou X como
um espaco topologico de Hausdorff localmente convexo, mas ele abordou o problema com
restricoes somente de desigualdade. Tapia e Trosset consideraram X como um espaco de
Hilbert. Contudo, (PPI) pode ser visto como um problema de otimiza¢do entre espacos
de Banach, e para estes existe uma extensa bibliografia. Por exemplo, Ben-Tal e Zowe [4],
Brandao [5], Brandao et al. [6], Craven [11], Guignard [17]|, Luenberger [21], Robinson [27],
Santos [29], Santos et al. [31] e [32] e Varaiya [36].

Em [4], Ben-Tal e Zowe estudaram um problema de otimizagdo abstrato, do qual o
problema de programacao infinita, sob certas condic¢oes, é um caso particular. Assim sendo,
os resultados de Ben-Tal e Zowe em [4] podem ser aplicados a (PPI).

Condicoes necessarias de otimalidade de primeira e segunda ordens para o problema
acima foram dadas em [4] por Ben-Tal e Zowe. Nesta tese, a teoria de Ben-Tal e Zowe
foi usada para estabelecer condigoes necessarias de primeira e segunda ordens para (PPI).
As condigoes de primeira ordem obtidas sdo semelhantes aquelas dadas por Schirotzek [33]
e Tapia e Trosset |35], mas sob hipoteses diferentes. Em relagao as condigbes de segunda
ordem, nao foram encontradas referéncias onde elas fossem estudadas especificamente para
o problema (PPI). A teoria existente é apenas para problemas gerais; como o problema
estudado por Ben-Tal e Zowe em [4].

Ainda em relacao as condi¢Oes necessarias, sao apresentadas algumas qualificacdes de
restricao e uma caracterizacao de otimalidade do tipo Kuhn-Tucker é obtida.

Ben-Tal e Zowe também apresentaram uma condicao suficiente de segunda ordem. Neste
trabalho, também sao dadas condicoes suficientes, mas nao usando os resultados de Ben-
Tal e Zowe. Aqui as condicoes suficientes sao obtidas usando invexidade. Além disso, é
generalizado para os problemas de programacao infinita a nocao de KT-invexidade e é obtido
um resultado similar ao de Martin [23].

A demonstracao de que KT-invexidade é uma condicao suficiente para que toda solucao
estacionaria (ou de Kuhn-Tucker) seja uma solugao otima global é direta. Em [23] Martin
usou o Teorema de Alternativa de Motzkin (ver Mangasarian |22]) para obter a reciproca,
isto é, para provar que KT-invexidade é uma condigao necessaria para que toda solucao
estacionaria seja uma solucao o6tima global. Aqui é desenvolvido um teorema de alternativa
adequado para o ambiente de programacao infinita. Isto é feito usando a teoria de Ben-Tal
e Zowe.

Em relacao aos resultados de dualidade é considerado um problema dual do tipo Wolfe
e estabelecidos os teoremas de dualidade fraca, de dualidade forte e de dualidade inversa.
Estes resultados sao obtidos, também, usando o conceito de invexidade.
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Um problema de programacao com tempo continuo ¢ da forma:

Minimizar ¢(:L’):/O f(t,z(t))dt

(PTC)
sujeito a  g(t,z(t)) <0 q.s. em [0,7],
r € X,

onde X & um subconjunto aberto, convexo e nao-vazio do espaco de Banach L7 [0,T], ¢ :
X =R, f(t,2(t) =&(@)(¢) e gt, x(t) = v(z)(t), com & : X — A{[0, T] ey : X — AT[0,T].
L [0,T] denota o espago de todas as fungdes vetoriais n-dimensionais que sao Lebesgue
mensuraveis e essencialmente limitadas definidas no intervalo compacto [0,7] C R, com
norma || - ||« definida por

|#]loc = max esssup{|a;(t)], 0 <t < T},
1<j<n

onde para cada t € [0,T], x;(t) é a j-ésima componente de z(t) € R™ e AT*[0,7] denota
o espaco de todas as funcoes vetoriais m-dimensionais que sao essencialmente limitadas e
Lebesgue mensuraveis, definidas em [0, 7], com a norma || - ||; definida por

T
Il = s [y (olar

Este problema de programagao com tempo continuo nao pode ser visto como caso par-
ticular do problema de programacao infinita e também nao pode ser tratado como um caso
especial de um problema de programagao abstrato, pois o espago A7*[0, 7] nao é completo e
seu cone nao-negativo {y € AT'[0,7] : y(t) > 0 q.s. em [0,7]} possui interior vazio. Estas
propriedades sao invariavelmente admitidas em formulagoes abstratas.

O primeiro autor a estudar o problema com tempo continuo foi Bellman em |3|. Ele es-
tudou um tipo de problema de otimizagao, que agora ¢ conhecido como problema de progra-
macao linear com tempo continuo. Depois disso, varios outros autores estudaram problemas
com tempo continuo mais gerais, considerando, por exemplo, problemas nao-lineares. Em
[38], Zalmai obteve condi¢des de otimalidade do tipo Kuhn-Tucker. Os resultados de Zalmai
sao generalizacoes naturais das condi¢oes de Kuhn-Tucker em dimensao finita. O caso nao-
diferenciavel foi estudado, por exemplo, em Brandao [5|, Brandao et al. [8], Rojas-Medar et
al. 28], Santos [29] e Santos et al. [30]. Uma boa lista de referéncias sobre problemas com
tempo continuo pode ser encontrada em [38].

Neste trabalho de tese, é introduzida a nocao de KT-invexidade para os problemas de
programagao com tempo continuo e é generalizado o resultado de Martin [23] para (PTC)
tanto no caso diferencidvel como no caso nao-diferenciavel.

Nesta tese também sao estudados problemas de otimizagao com miltiplos objetivos.
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Nos trabalhos [24] e [25], Osuna-Goémez et al. fizeram um estudo similar ao de Martin
para problemas de programacao multi-objetivo. Foi introduzida a nogao de KT-pseudo-
invexidade e mostrado que toda solugao vetorial de Kuhn-Tucker é uma solugao fracamente
eficiente se e somente se o problema é KT-pseudo-invexo. Osuna-Gomez et al. também intro-
duziram a nocao de KT-invexidade e fizeram um estudo relacionando as solucoes fracamente
eficientes do problema vetorial (multi-objetivo) com as solu¢oes 6timas de um problema
escalar associado. Foi mostrado que toda solucao vetorial de Kuhn-Tucker é uma solucao
fracamente eficiente e resolve um problema escalar com pesos se e somente se o problema, é
K'T-invexo.

Outro objetivo deste trabalho foi o de generalizar alguns resultados de Osuna-Gomez et
al. [24] e [25] para os problemas de programagio infinita e com tempo-continuo no caso
multi-objetivo.

Da mesma forma que o problema de programacao infinita é um caso particular do pro-
blema abstrato estudado por Ben-Tal e Zowe no caso mono-objetivo, assim o é no caso
multi-objetivo. Neste caso, a nocao de otimalidade usada por Ben-Tal e Zowe coincide com
a nocao de eficiéncia fraca para o problema multi-objetivo. Assim, usando a teoria de Ben-
Tal e Zowe, sao obtidas condicoes necessarias de primeira e segunda ordens para solugoes
fracamente eficientes. Sao também estudadas qualificacoes de restricoes e obtida uma carac-
terizacao do tipo Kuhn-Tucker para solugoes fracamente eficientes. Sao obtidas condicoes
suficientes para eficiéncia fraca e eficiéncia propria via invexidade. Mais, é generalizado
para os problemas de programacao infinita a nocao de KT-invexidade e é estabelecido um
resultado similar ao de Osuna-Gomez et al. [25].

Em [15], Geoffrion também faz um estudo relacionando o conjunto das solugdes propria-
mente eficientes de um programa multi-objetivo com o conjunto das solucoes 6timas de um
programa escalar associado. Geoffrion usa hipoteses de convexidade e um teorema de al-
ternativa. Aqui é obtido um resultado similar usando um teorema de alternativa adequado
(desenvolvido no Capitulo 2) e invexidade ao invés de convexidade.

Em relagao aos problemas de programacao com tempo continuo multi-objetivo, foram
generalizadas as no¢oes de KT-invexidade e de KT-pseudo-invexidade (introduzidas em [24])
e resultados semelhantes sao estabelecidos.

Esta tese esta dividida em duas partes. A primeira parte, onde sao estudados os proble-
mas de programacao infinita, é formada pelos Capitulos 1 ao 4. No Capitulo 1 sao feitas
as preliminares da primeira parte e apresentadas algumas aplicagoes dos problemas de pro-
gramacao infinita. O Capitulo 2 traz a teoria de Ben-Tal e Zowe. Neste capitulo é também
desenvolvido um teorema de alternativa, que é 1til nos Capitulos 3 e 4. O caso mono-objetivo
é estudado no Capitulo 3 e o caso multi-objetivo no Capitulo 4. A segunda parte, Capitulos
5 ao 8, é dedicada aos problemas de programacao com tempo continuo. Algumas notacoes
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e hipoteses referentes a esta segunda parte, além de algumas aplicagoes, sao dadas no Capi-
tulo 5. No Capitulo 6 sao estudados os problemas com tempo continuo no caso diferenciavel.
O caso nao-diferenciavel é estudado no Capitulo 7. No Capitulo 8 ¢ abordado o problema
multi-objetivo.

Houve uma tentativa de se escrever esta tese de modo que os capitulos sejam o mais
independente possivel entre si. Assim, o leitor interessado em algum capitulo especifico
poderd ir direto a ele sem precisar ter lido os capitulos anteriores. Excecao aos Capitulos 1
e 2, que é indispensavel para a leitura dos Capitulos 3 e 4, e ao Capitulo 5, necessario para a
leitura dos Capitulos 6 ao 8. De antemao prevenimos o leitor disposto em ler o texto inteiro
que ha definicbes, teoremas e demonstracdes que sao, de certa forma, repetitivos. E o preco
a se pagar pela independéncia entre os capitulos.

A leitura deste texto exige algum conhecimento de Anéalise Funcional e Teoria da Medida.
Para estes assuntos, o leitor pode consultar Brézis [9] e Folland [14]. Além disso, ao leitor ndo
familiarizado com a teoria de otimizagao, mesmo em dimensao finita, recomenda-se, para uma
melhor compreensao dos conceitos aqui tratados, a leitura de algum livro de programacao
nao-linear. Por exemplo, Bazaraa e Shetty [2] ou Izmailov e Solodov [19] ou Mangasarian
[22].

Antes de iniciar especificamente o estudo dos problemas em dimensao infinita, temos al-
gumas consideracoes sobre convexidade generalizada e resultados relacionados, em dimensao
finita.






Consideracoes sobre Convexidade
Generalizada

Definicoes e Relacoes

Iniciemos com as defini¢oes dos varios tipos de convexidade generalizada. Depois passemos
as relacoes entre eles.

Seja f : D C R" — R uma funcao diferencidvel, onde D é um subconjunto aberto e
nao-vazio.

Definicgoes:
1. f é dita ser convexa em u € D se

flx) = f(u) 2 Vf(u)(z—u) VaeD.
2. f é dita ser quasiconvexa em u € D se

F(2) < f(u) = V(W) (x —u) ¥z € D.
3. f é dita ser pseudoconvexa em u € D se

Vi) (z—u)= f(z) > f(u) Ve D.

4. f é dita ser invexa em u € D se existe uma aplicacao n: D x D — R" tal que

F(x) = f(w) = Vf(w)n(z,u) ¥ z € D.
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5. f é dita ser quasinvexa em u € D se existe uma aplicacao n: D x D — R" tal que

f(z) < flu) = V) n(z,u) <0V xeD.

6. f é dita ser pseudoinvexa em u € D se existe uma aplicacao n: D x D — R™ tal que

Vi) n(z,u) >0= f(z)> fu) ¥z €D.

Quando f é convexa (quasiconvexa, pseudoconvexa, invexa, quasinvexa, pseudoinvexa)
em cada ponto de D, diz-se que f é simplesmente convexa (quasiconvexa, pseudoconvexa,
invexa, quasinvexa, pseudoinvexa).

Em [12], Craven mostrou que uma funcdo f é invexa se f = h o ¢, com h convexa,
¢ diferenciavel e tal que a matriz jacobiana J¢(z) tem posto completo (ou seja, é inver-
sivel). Portanto algumas funcoes invexas podem ser obtidas de fung¢oes convexas por uma
transformacao adequada do espago dominio. Tais transformacoes destroem a propriedade de
convexidade, mas nao a de invexidade. A nomenclatura invexo (do inglés inver), que vem
de invariante convexo, foi introduzida em [12] para expressar esse fato. Sejam h: R" — R e
¢:R" — R" Tome f =ho¢ex,uecR" Temos

f(@) = f(u) = h(o(x)) = h(d(w))

> Vh(¢(2))"[¢(x) — d(u))
= V(@) [Je@)] " [o(x) — d(u)]
= V/(@)'n(z,u),

onde n(z, u) = [Js(2)] " [p(x) — ¢(u)].
Definicoes:

1. uw € D é dito ser um ponto estacionario de f se V f(u) = 0.

2. u € D é dito ser um minimo global de f se f(x) > f(u) para todo z € D.

Teorema:

1. Convexidade implica pseudoconvexidade que por sua vez implica quasiconvexidade. As
reciprocas sao falsas.

2. Pseudoconvexidade implica invexidade. A reciproca nao é verdadeira. Além disso,
existem funcoes invexas que nao sao quasiconvexas e funcoées quasiconvexas que nao
Sao invexas.
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3. A classe das funcoes pseudoinvexas coincide com a classe das fungoes invexas.

4. Quasiconvexidade implica quasivexidade. Invexidade implica quasinvexidade. As reci-
procas nao sao verdadeiras.

5. A classe das fun¢oes pseudoconvexas ¢é igual a interseccao da classe das fungbes quasi-
convexas com a classe das funcoes invexas.

6. f é invexa em D se e somente se todo ponto estacionario de f é um minimo global.
7. Se f nao tem pontos estacionarios entao f é invexa.
Para ver as demonstragoes, consulte Brandao et al. [7].

Observemos que convexidade implica invexidade com n(x,u) = © — u. A reciproca nao é
verdadeira.

Abaixo reproduzimos alguns exemplos de Brandao et al. [7].

Exemplos:

1. Seja f: R — R dada por f(x) = 1 —exp(—z?). Vé-se claramente que f ndo é convexa.
Mas f é invexa com

_exp(—gc2)+exp(_u2)
,r]('ry U/) = 2uexp(_u2) se u # 0
0seu=0.

2. Seja f : R — R dada por f(zr) = x®. f é claramente quasiconvexa, mas nao é
pseudoinvexa e nem invexa. De fato, f’(0)(—1—0)=0e —1 = f(—1) < f(0) =0, de
modo que f nao é pseudoconvexa. O tinico ponto estacionario de f é u = 0, que nao
¢ minimo global. Logo f nao é invexa.

3. Seja f : R — R dada por f(z) = = + 3. f claramente nao é convexa, mas é pseudo-
convexa. De fato, se f/'(u)(z —u) = (1 + 3u?)(x —u) > 0 entdo r > u, de modo que
fl@)=z+2°>u+u’ = f(u).

4. Seja f : R? — R dada por f(x,y) = v + 2*> — 10y> — y. [ & invexa, mas nao é
pseudoconvexa. De fato, Vf(z,y) = (1 + 322, —30y> — )T # (0,0)T V (x,y) € R?,
de modo que f nao possui pontos estacionarios. Logo f é invexa. Por outro lado,
V£(0,0)7[(2,1) = (0,0)]" = (1,-1D)(2, )T =1>0e f(2,1) = -1 < 0= f(0,0).
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5. Seja f : (0,7) — R dada por f(z) = sen®z. f é quasinvexa, mas nao ¢ quasiconvexa
e nem invexa. De fato, f é quasinvexa com n(z,u) = (cosu)(senx — senu). Porém,
fB3r/4) = f(n/4) e f'(7/4)(3n/4 — w/4) = 37w /8 > 0, donde f nado é quasiconvexa. O
tinico ponto estacionario de f é u = 7/2, que ndo é minimo global. Portanto f nao é
invexa.

Na Figura 1 temos um diagrama que resume as relacoes entre os diversos tipos de con-
vexidade generalizada apresentados nesta secao.

pseudoconvexas

quasiconvexas

quasinvexas

Figura 1: Relagoes entre as classes de fungoes convexas generalizadas.

Aplicacoes

Considere o seguinte problema de programacao matematica:

Minimizar f(x)

sujeito a  g;(x) <0, i=1,...,m, (P)
xr e D CR"”,
onde f: D —Reg;,:D—R, i=1,...,m, sdo funcdes diferenciaveis e D é um conjunto

aberto.

Defini¢ao: Um ponto u € D tal que g;(u) < 0, i = 1,...,m, é dito ser um ponto esta-
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ciondrio (ou ponto de Kuhn-Tucker) de (P) se existe A\ € R™ tal que

u) + Z AiVgi(u) =0, (1)

)\zgz(u) = 0, 1= 1,...,m, (2)
N>0i=1,...,m. (3)

Definigao: Um ponto u € D é dito ser um minimizador global de (P) se f(x) > f(u) para
todo x tal que g;(x) <0, i=1,...,m

E bem conhecido na teoria de otimizacao o resultado que diz que se os dados do problemas
S40 convexos, ou seja, se

flx) = flu) > V) (z - ), (4)
9i() = gi(u) = Vgi(u)' (z —u), i € I(u) = {i : gi(u) = 0}, (5)

para todos x,u € D, entao todo ponto estacionario é minimizador global. De fato, seja u
um ponto estacionario. De (3), (4) e (5) segue que

f(z) = fu) > V) (z —u) Z)\ng (x —u) Z)\ —gi(x) + gi(u)]

i€l(u i€l(u

para todos x,u € D. Levando em conta (1) e (2), obtém-se

fl@) = fw) > =" Ng(x)VzeD.

1€l(u)

Logo para = € D tal que g;(x) <0, ¢ € I(u), tem-se f(x) — f(u) > 0. Portanto u é um
minimizador global.

Esta ¢ uma propriedade bastante interessante e é desejavel estender a classe de problemas
onde ela é valida. Em Mangasarian [22] esta provado que ela continua sendo valida se as
condigbes em (4)-(5) forem trocadas por

Vi) (z
gi(x) < gi(u) = Vgi(u)" (z —u), i € I(u).

As condicbes acima significam que f é pseudoconvexa e que g; é quasiconvexa, para cada
i € I(u). Pseudoconvexidade e quasiconvexidade sao generalizagoes de convexidade, ou seja,
a classe de problemas que satisfazem as condicoes acima é maior que a classe de problemas
CONVEXOS.
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Em 1981, Hanson [18| observou que o fator £ — u ndo desempenha nenhum papel na
demonstracao acima. Entao, ele considerou problemas para os quais existe uma funcao
n: D x D — R" satisfazendo

f(@) = fu) = Vf(u) n(z,u),
gi(x) = gi(u) = Vg(u)'n(z,u), i € I(u),

para todos x,u € D, e mostrou que tais problemas também possuem a propriedade de
que todo ponto estacionario ¢ um minimizador global. Estes problemas sao chamados de
problemas invexos.

Se as condicoes acima forem trocadas por

VW) n(z,u) = f() > f(u),
gi(w) < gi(w) = Vgi(w) n(z,w), i € I(u),

a propriedade continua valida, como pode ser facilmente verificado. Estas condicoes signifi-
cam que f é pseudoinvexa e que g; é quasinvexa, para cada i € I(u), que sao generalizacoes
de invexidade.

Em [23], Martin fez as algumas observacoes em relagao ao conceito de invexidade, duas
das quais sao citadas a seguir. A primeira é que para um problema sem restricoes, invexidade
¢ também uma condicao necessaria para valer a propriedade de que todo ponto estacionario
é minimizador global. De fato, sejam z,u € D. Se f(x) > f(u), tome n(z,u) = 0. Se

f(x) < f(u), tome n(z,u) = [f(z) = f@]IVf()[|*Vf(u). Assim,
f(@) = f(u) 2 Vf(u)-n(z,u) Vo,ueD.

Isto mostra que, para problemas sem restricoes, invexidade nao deve ser vista como uma
condicao suficiente forte para valer a propriedade citada acima, mas simplesmente como
uma maneira diferente de enunciar esta propriedade. Na verdade sao coisas equivalentes.

A segunda observacao é que ao examinar a demonstracao de Hanson de que invexidade é
uma condicao suficiente para valer tal propriedade, mas com “necessidade” em mente, vemos
que, em relagdo as restrigoes, ha o que Martin chamou de surplus fat (gordura excedente,
em portugués) na definicdo de invexidade. Martin, entdo, retirou esta “gordura excedente”
e introduziu a nocao de KT-invexidade para o problema (P). KT-invexidade é, deste modo,
uma relaxacao de invexidade que, além de ser uma condicao suficiente para valer a pro-
priedade de que todo ponto estacionario (ou ponto de Kuhn-Tucker) é minimizador global, é
também uma condi¢ao necesséaria para tal. Assim, no problema (P) todo ponto estacionario
é um minimizador global se e somente se (P) é KT-invexo. KT-invexidade vem de Kuhn-
Tucker invexidade, e dizemos que (P) é KT-invexo se existir uma fun¢ao n: D x D — R"
satisfazendo

f(x) = f(u) = Vf(u) - n(z, ),
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0> le(”) ‘77(37714)7 1=12...,m,
para todas solugoes factiveis z,u de (P), ou seja, para x,u € {x € D : gj(x) <0, i =
L,...,m}.

O resultado de Martin mostra que nao é possivel estender mais a classe de problemas
onde a propriedade é vélida, ja que a KT-invexidade é também uma condicao necessaria para
a validade da propriedade. Portanto a maior classe de problemas onde vale a propriedade é
a classe dos problemas KT-invexos.

Este tltimo tipo de invexidade e o resultado de Martin serao os principais objetos desta
tese. Eles serao generalizados para alguns problemas de programacao em dimensao infinita,
nomeadamente, os problemas de programacao infinita e de programagao com tempo continuo.

Para finalizar este capitulo, temos mais dois exemplos. O Primeiro é de um problema
nao-convexo mas invexo. O segundo é de um problema KT-invexo mas nao invexo.

Exemplos:

1. Considere o problema

Minimizar x; — sen o
sujeito a senx; —4senzy < 0,
2senxy + 7senxy + 21 — 6 <0,
2x1 4+ 2x9 — 3 <0,
4a3 + 425 — 9 <0,
—senz; < 0,
—senzy < 0,
(71, 75) € R%

Este problema claramente nao é convexo. No entanto, ele é invexo com

n(z,y) = (

Sen T — Seny; Sen Ty — Sen ¥
CoS U1 ’ COS 1Yo ’

onde x = (x1,22) e y = (Y1, Y2)-
2. Considere o problema

Minimizar f(z) = —exp(—x)

sujeito a  g(z) = —x <0.
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Tome A = 1. Entdo f/(0) + Ag’(0) = 0, de modo que u = 0 é um ponto estacionario. E
facil ver que u = 0 é minimo global. Suponha que exista um outro ponto estacionério
x # 0. Entao existe A > 0 tal que

f(z) + Mg (z) = exp(—z) — A =0,
Ag(z) = —Ax = 0.

De Ax =0 e x # 0 segue que A = 0, donde exp(—z) = 0, o que é um absurdo. Logo
todo ponto estaciondrio é minimizador global. Assim, pelo resultado de Martin, o
problema é KT-invexo. Suponha que o problema ¢ invexo. Entao, existe uma funcgao
n:R xR — R tal que
—exp(—az) +exp(—u) = f(z) = f(u) > f'(u)n(z,u) = exp(—u)n(z, ),
—z+u=g(z) - g(u) = ¢'(Wn(z,u) = —n(z, u),

para todos x,u € D. Dai

f@) = fu) = f(2)(z —u)

—exp(—z) + exp(—u) — exp(—u)(x — u)
—exp(—x) + exp(—u) — exp(—u)n(x, u)
OV z,ueD.

(AVARAY

Mas, claramente f nao é convexa. Logo a desigualdade acima ¢ uma contradicao.
Portanto o problema nao é invexo.



CAPITULO 1

Problemas de Programacao Infinita

1.1 Notacoes & Hipdteses

Nesta primeira parte da tese serao estudados problemas de programacao infinita dados na

forma abaixo:
Minimizar f(z) = (fi(z),..., f,(x))
sujeito a  ga(7) <0, o € A,
hg(x) =0, B € B,

onde f,gn,hg: X - Rparaa € Ae € B, X éum espaco real de Banach e A e B sao os
conjuntos de indices. Geralmente, A e B sao subconjuntos de espagos Euclidianos.

No Capitulo 3 é abordado o problema acima no caso mono-objetivo, ou seja, com p =
1. O caso geral, isto é, o caso multi-objetivo, é abordado no Capitulo 4. O Capitulo
2 é dedicado a exposi¢ao da teoria de Ben-Tal e Zowe [4], necessaria para a obtengao das
condicoes necessarias, e ao desenvolvimento do teorema de alternativa, necessario em algumas
demonstracoes nos Capitulos 3 e 4.

Abaixo temos uma colecao de hipoteses que serao usadas nos Capitulos 3 e 4.
Hipoteses:

(H1) f, ga, a € A, e hg, B € B, sao Fréchet diferenciaveis;

(H2) f e go, o € A, sao Fréchet diferenciaveis e hg, § € B, sao continuamente Fréchet
diferenciaveis;

(H3) f, ga, a € A, e hg, B € B, sao duas vezes Fréchet diferenciaveis;
H4) a+— g.(x), a— ¢ (z)d, B~ hg(x)e +— hly(x)d sao continuas para todos z,d, € X;
o B B

15
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(H5) a — ga(2), a > gy(x)d, o gi(z)(d, 2), B hg(x), B hy(x)d e hi(r)(d, 2)
sao continuas para todos z,d, z € X;

Em (H4) e (H5), o apostrofe “ * 7 denota a derivada em relagao a x, e ndo em relacao a
a ou .

Vamos supor em toda esta parte que os conjuntos de indices A e B sao espacos de
Hausdorff compactos. Denotemos por M(A) o conjunto de todas as medidas de Radon
definidas em A e por M(B) o conjunto de todas as medidas de Radon definidas em B.

Denotemos por C(A) o espago das funcoes continuas definidas em A equipado com a
norma do supremo e por C(B) o espago das fung¢des continuas em B com a norma do supremo.

Denotemos por F o conjunto de todas as solucgoes factiveis do problema:

F={reX:g.,(z) <0, a€ A, hg(z)=0, § € B}.
Dado z € IF, denotemos por A(Z) o conjunto de indices das restri¢oes ativas em Z:
A(z) ={a € A: g,(x) =0}.

Seja X um espago normado. Dizemos que uma funcao Fréchet diferenciavel f: X — R
é invexa em T € X se existe uma aplicacao n: X x X — X tal que

fl@) = f(z) = f(@)n(z,2) Vo e X

Dizemos que f é invexa se f é invexa em cada ¥ € X. Dizemos que f é estritamente invexa
em T € X se existe n: X x X — X tal que

fl@) = f@) > f(@n(z 1) Ve eX, v #1.

Dizemos que f é estritamente invexa se f é estritamente invexa em cada z € X.

1.2 Aplicacoes

Nesta secao sao apresentadas algumas aplicagoes para os problemas de programacao infinita.

Analise de Estabilidade

Considere o problema de programacao nao-linear

Minimizar f(z)
sujeito a  g;i(z) <0, i=1,...,m,
x e R™
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Em muitos problemas é interessante considerar o problema com perturbacoes nas restri-
coes. Isto é devido ao fato de que em problemas reais, muitas vezes, as restri¢coes sao obtidas
através de medicoes, que estao sujeitas a erros.

O problema com perturbacoes nas restricoes é dado da seguinte forma:

Minimizar f(z)
sujeito a gz, \) <0, i=1,...,m, A€ [0,1],
r € R",

onde ¢;(x,0) = g;(z), i=1,...,m, x € R™

O problema perturbado é claramente um problema de programagao infinita. Assim, a
teoria desenvolvida neste trabalho pode ser 1til para o estudo da estabilidade de solugoes de
problemas de programacao nao-linear.

Estatistica

Sera exposto um um problema de estimacao da densidade de probabilidade, o qual é bem
conhecido da literatura estatistica. Este problema aparece como um exemplo em Tapia e
Trosset [35].

O problema consiste em minimizar a média integrada do erro ao quadrado de um esti-
mador de ntcleo de densidade de probabilidade. Especificamente,

2
. Tl &

onde x1,...,Xn Sa0 variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas com
funcao densidade de probabilidade ¢.

O problema assim posto pode ter solugoes que nao sao nao-negativas em todo ponto, o
que resulta em estimativas que nao sao densidades de probabilidade. Para contornar isto,
re-colocamos o problema como

2
+oo |1 n

Minimizar E SN K (- ) —

inimizar /_Oo [n; (T —xi) 5(:76)] dx

sujeito a K, (z) >0V x € (—o0, +00),
+o00
K,(x)dx =1,

K, € Ly(—o0, +00).

Podemos reformular o problema acima como um problema de programagao infinita, como
segue.
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Considere o espago de Sobolev H'[ay, as], que ¢ definido como sendo o espago vetorial
{z:2U) € Ly[oay, as] para j = 0,1} dotado do produto interno

<1'7 y> = <x(0)7 y(0)>L2[a1,a2] + <x(1)7 y(1)>L2[a1,a2]7

que o torna um espaco de Hilbert. Vale observar que neste espaco as derivadas sao tomadas
no sentido das distribuicoes.
Consideramos entao o problema abaixo, que é um problema de programacao infinita.

+oo |1 n 2
Minimizar f(z,) = E/ [— Z Tp(a—xi) —0(a)| da
1=1

oo | M4

sujeito a  ga(2n) = 7u(a) > 0, a € [ar, a),

h(wn) = /f zola)da —1 =0,

1
Ty € Hl[Oél,Oég],

onde Z,, denota a extensao de x, a (—oo,+00) dada por T,(a) = 0 se o ¢ [, 0, € a
esperanca é tomada em relacao as variaveis aleatérias independentes e identicamente dis-
tribuidas x1, ..., X» com funcao densidade de probabilidade § € H'(—o0, +00). Note que se
§ € H'(—o0, +00), entao a restrigao de § a [ay, as] € um elemento de H'[ay, ap]. Para mais
detalhes sobre o espago H'(—o00,+00), o leitor pode consultar Tapia e Thompson [34].

Economia

O problema apresentado aqui é um modelo geral de equilibrio do crescimento da economia
dado em El-Hodiri [13]. Este modelo é um caso particular do problema de programacao com
tempo continuo multi-objetivo.

Considere uma economia com n bens, m processos de producao, p processos de inves-
timento e ¢ consumidores. Seja r;;(t,u;(t)) o resultado em termos do bem i, do processo
operativo j no nivel u; no tempo t. Neste exemplo serd mantida a convencao de que r;; <0
se 0 bem ¢ é uma entrada do processo j e r;; > 0 se o bem ¢ é uma safda do processo j. A
presenca de t de forma explicita como argumento de g;; indica a possibilidade de mudancas
tecnologicas. Por processos de investimento entenda grupos de projetos de investimento.
Eles sao descritos por meio de funcoes requerimento e funcoes adicao-para-capacidade.

Seja s (t, vg(t)) o requerimento em termos do bem ¢, quando o processo k é operado no
nivel v, no tempo t, e seja S;(t,v;) a adicdo bruta a capacidade do processo de producao
j quando o processo de investimento k é operado no nivel v, no tempo t. A capacidade de
um processo de producdo, z;(t), é definida como sendo o nivel maximo no qual o processo
pode ser operado. Denote o consumo do bem i no tempo ¢ pelo consumidor [ por ck(t), e seja

ci(t) = (cl(t),...,ck(t)). Suponha que todos os periodos de planejamento dos responsaveis
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pelas decisdes sejam o intervalo de tempo [0,7]. A taxa de mudanca na capacidade de
producao do processo de producao ;5 é dado por

5(t) = Sii(t,on(t) — ayzi(t), j=1,...,m,

onde a; é a taxa (constante) de depreciagao na capacidade do processo j. Sejam z(0) =
(21(0), ..., 2,(0)) = 2y uma capacidade inicial e 2(T) = (21(T),...,2n(T)) = zr uma ca-
pacidade terminal. Denotemos por Z; e Z; os conjuntos de capacidades inicial e terminal,
respectivamente. Z; representa as metas do plano.

Seja ¢!(t,c!(t)) a funcdo utilidade instantanea do consumidor [, onde ¢! = (c},... ).

Suponha que o pedido de caminhos de consumo do consumidor [ seja representado pelo
funcional

I(d) = /OT P (t, c(t))dt.

O problema é entao posto da seguinte forma:

Maximizar </OT Pt ct()dt,. .., /OT qﬁq(t,cq(t)))

sujeito a (1) = ZSkj(t,vk(t)) —ajzi(t), t€[0,T], j=1,...,m,
k

Zhj(t,uj(t)) =) st () =D () =0, te[0,T), i=1,...,n,

1
Uj(t) S Zj(f), te [O,T}, ]: 1,...,m,
c¢(t)>0,i=1,...,n, v;(t) >0, u;j(t) >0, j=1,...,m, t €[0,T],
20 € Z(), 2 € 4.

A primeira restricao, como ja foi dito acima, representa a taxa de mudanca na capacidade
do processo de producao. A segunda restricao significa que nenhum bem é usado além do que
esta disponivel, a terceira quer dizer que nenhum processo é operado além de sua capacidade
e a quarta diz que o consumo e os niveis de processos nunca sao negativos.

As restricoes acima podem ser indexadas usando-se ¢ como indice. Por exemplo, em
relacao & primeira restricao, podemos definir

gl(v,z) = 2(t) — ZSkj(t,Uk(t)) +ajzi(t), t€[0,7], j=1,....,m.
K

Deste modo, este problema é um problema de programacao infinita multi-objetivo.



20



CAPITULO 2

Problemas de Otimizacao Abstratos

Neste capitulo é apresentado, de forma concisa, a teoria de condicoes de otimalidade para
problemas de otimizacao abstratos, dada por Ben-Tal e Zowe em [4]. Esta teoria sera usada
para o desenvolvimento de um teorema de alternativa assim como para obtencao de condigoes
necessarias de otimalidade para problemas de programacao infinita mono e multi-objetivos.
O teorema de alternativa sera ttil em demonstragoes nos capitulos seguintes.

2.1 Condicoes de Otimalidade

No que segue, é apresentada a teoria de Ben-Tal e Zowe [4] sobre condigoes de otimalidade de
primeira e segunda ordens para problemas extremos, ou problemas de otimizacao abstratos.
Ben-Tal e Zowe estudaram o seguinte problema:

Minimizar F(y)
sujeitoa  G(y) € —K, (P)
H(y) =0,

onde F : Y - U, G:Y —VeH:Y — W sao aplicacoes continuas, Y,U,V e W sao
espacos vetoriais topologicos reais, K é um cone convexo em V com interior nao-vazio e U
é ordenado por um cone préprio C' com interior nao-vazio.

Dado um subconjunto () de um espaco vetorial topologico F, o interior de () sera denotado
por int(Q) e o fecho de @ por cl(Q). Se @ for um cone préprio com interior nao-vazio,
seguindo a convencao usual, escrevemos u; > us quando u; — us € Q) e u; > us quando

U1 — Uy € 1nt(Q)

Definicao 2.1. Dizemos que y € Y € uma solugao factivel de (P) se G(y) € —K e H(y) = 0.
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Defini¢ao 2.2. Dizemos que uma solucdo factivel y é uma solugao 6tima global de (P) se
F(y) ¢ F(y) — int(C)
para toda solucao factivel y.

No Problema (P),se U =R e C =R; = {A € R: XA > 0}, entdo uma solugdo 6tima
no sentido da Definicao 2.2 coincide com uma solucao 6tima no sentido usual da otimizacao.
De fato, F(y) ¢ F(y) — int(C) é equivalente a F(y) — F(y) ¢ —int(C) = {A € R: A < 0},
ou seja, F(y) — F(y) > 0.

As defini¢oes 2.3, 2.4 e 2.5 abaixo sao devidas a Girsanov [16].

Definicao 2.3. Dizemos que d € Y é uma direcao de descida de F' em y € Y se existem
escalares a < 0 e T > 0 e uma vizinhan¢a N(d) de d tais que

F+td) < F(y)+ta¥de N(d), 0<t<T.
O conjunto de todas as diregcoes de descida de F' em 3 € um cone aberto, que é denotado por
Dy (9).
Definicao 2.4. Dizemos que d € Y ¢ uma direcao factivel de G em y € Y se existem um
escalar T > 0 e uma vizinhanca N(d) de d tais que

Gj+td) e —KVde N(d), 0<t<T.
O conjunto de todas as direcoes factiveis de G em y € um cone aberto, que é denotado por
D& ().
Definicao 2.5. Dizemos que d € Y € uma direcao tangente de H em y € Y se existem uma
funcao r(-):(0,00) =Y eT >0 tais que

Hy+td+r(t) =0 0<t<T,

er(-) € tal que para toda vizinhanga N da origem em 'Y existe Ty > 0 com

t
%EN, 0<t<T.

O conjunto de todas as dire¢des tangentes de H em y € um cone, que é denotado por Ty (7).

As defini¢oes a seguir sao devidas a Ben-Tal e Zowe [4].

Definicao 2.6. Dizemos que d € Y € uma direcao de quasidescida de F' em y € Y se para
todo u € int(C) existe T > 0 tal que

Fy+td) < F(y) +tu, 0<t<T.

O conjunto de todas as direcoes de quasidescida de F' em y € um cone, que € denotado por
Dr(y).
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Definicao 2.7. Dizemos que d € Y ¢é uma direcao quasifactivel de G em y € Y se para todo
v € inl(K) existe T > 0 tal que

Gy+td)e —K+tv, 0 <t <T.

O conjunto de todas as direcoes quasifactiveis de G em i € um cone, que € denotado por
De(y).

Definicao 2.8. Dizemos que z € Y € uma direcao de descida de segunda ordem de F em
y €Y em relacio a um dado d € Y se existe u € int(C'), uma vizinhanga N(z) de z e T >0
tais que

F(y+td+t*2) < F(y) —tPuV z€ N(2), 0<t<T.

O conjunto de todas as direcoes de descida de sequnda ordem de F' em iy em relacio a d €
um conjunto aberto e é denotado por Qp(y,d).

Definicao 2.9. Dizemos que z € Y € uma direcao factivel de segunda ordem de G emy € Y
em relacio a d € Y se existe v € int(K), uma vizinhanca N(z) de z e T > 0 tais que

G+td+t*z2) € —K —t*o ¥V 2€ N(z), 0 <t <T.

O conjunto de todas as direcoes factiveis de sequnda ordem de G em y em relacdo a d € um
conjunto aberto e é denotado por Qc(y,d).

Note que Qr(7,0) e Qa(y,0) coincidem com os cones de diregoes de descida (de primeira
ordem) de F' em g e das dire¢oes factiveis (de primeira ordem) de G em g, respectivamente,
dados nas definigoes 2.3 e 2.4 acima. Ademais, nao é dificil verificar que para d € D5 (y) =

Qr(y,0) tem-se Qp(y,d) = X e para d € D5(y) = Qc(y,0) tem-se Q¢ (y,d) = X.

Assim, na teoria de segunda ordem é interessante considerar os conjuntos de segunda
ordem Qr(y,d) (e Q¢(y,d)) para d pertencente a Dp(y) (Dg(y)) mas nao a Di(y) (DS(Y))-

O conjunto de tais dire¢oes, denotado por D% (y), é chamado de cone critico de F' em :
Dy (y) = Dr(y) \ D5 ().
Analogamente define-se
Dg(5) = Da(5) \ D& (7).
Definicao 2.10. Dizemos que z € Y é uma dire¢ao tangente de segunda ordem de H em
geY em relagio a d €Y se existem uma funcao r(-) : (0,00) =Y eT > 0 tais que
H(j+td+t*24+7r(t) =0, 0<t < T,

er(-) € tal que para toda vizinhanca N da origem em Y existe Ty > 0 com

r(t
0y oeren,
O conjunto de todas as direcoes tangentes de sequnda ordem de H em iy em relacdo a d €
denotado por Vg (y,d).
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Note que Vg (y,0) = Ty (y), isto é, Vu(y,0) coincide com o cone das diregoes tangentes
(de primeira ordem) de H em gy dado na definigdo 2.5.

Defini¢ao 2.11. Seja D C Y. O funcional suporte 6*(-|D) : Y* — R U {00} associado
com D € definido em y* € Y™ por

6" (y*|D) = supy™(y).
yeD

Se D = 0, por convengao, 6*(-|D) = —oo. O dominio efetivo de §*(-|D), denotado por
A(D), ¢ definido por
AD) ={y* € Y": 6" (y*|D) < oo}.

Quando D é um cone, pode ser facilmente verificado que
1) = {

e A(D)=—D",onde Dt ={y* € Y*:y*(y) >0V y € D} ¢ o cone dual (ou polar) de D.
O resultado abaixo, devido a Ben-Tal e Zowe, fornece condi¢oes necessarias de primeira
e segunda ordens.

0se y* € A(D),
00 caso contrario,

Teorema 2.12. Seja § uma solu¢ao dtima de (P). Entao, para todo

d € Dr(y) N De(y) N Tu(y), (2.1)

tal que Qr(y,d), Qa(y,d) e Vy(y,d) sao conjuntos converos e nao-vazios, correspondem
funcionais lineares continuos em 'Y

lr € MQr(y,d)), lo € MQc(7,d)), lu € MVr(,d)),
nem todos nulos, que satisfazem a equacao de Euler-Lagrange
lp+lg+1g=0 (2:2)
e a desigualdade de Legendre
0" (lp|Qr (g, d)) + 6" (la|Qa(¥, d)) + 6" (lu| Vi (9, d)) < 0. (2.3)
O corolario abaixo traz as condicoes de primeira ordem.

Corolario 2.13. Seja yj uma solugao dtima de (P). Suponha que os conjuntos Dy (y), DS (y)
e Vi (y) sdo convexos. Entao existem funcionais lineares continuos em Y

lr € DE()", la € D), lu € Tz ()™,

nem todos nulos, que satisfazem
lp+lg+1lg=0.
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Sob hipoteses de diferenciabilidade os conjuntos usados no teorema acima podem ser
descritos em uma maneira mais adequada. Nos resultados que seguem, serao utilizadas
derivadas direcionais de primeira e segunda ordens. No caso dos conjuntos de direcoes
tangentes sera utilizado a Fréchet diferenciabilidade. Dada uma aplicacao F' : Y — U, a
derivada direcional (de primeira ordem) de F' em § € Y na diregao d € Y é dada por

’ el0 g '

A derivada direcional de segunda ordem de F' é dada por

1| F(y 22) - F(y
F”(g, d, Z) — hm— (y +Ed+€ Z) (y)
el0 e IS

— F'(y;d)| para z € X.

Analogamente se define as derivadas direcionais para G : Y — V. Suponha que W é um
espaco normado. Dizemos que H : Y — W ¢é Fréchet diferencidavel em y € Y se existe
A € L(Y,W) tal que em uma vizinhanca de y, H pode ser representada sob a forma

H(y+h) = H(y) + Ah + o(h)||]]

onde limy, o [[o(R)|| = |lo(0)|| = 0. A é chamada derivada de Fréchet da aplicacao H em g,
e ¢ denotada por H'(y). Se H ¢ Fréchet diferenciavel em cada g € Y, entdo H'(y) : ¥ —
L(Y,W) que acaday € Y associa a aplicacdo H'(y) esta bem definida, e H"(y) = (H')'(y) €
LY, L(Y,WV)).

Proposicao 2.14. Suponha que Y, U,V e W sao espagos normados e seja iy € Y. Suponha
que F'(y;d), G'(y;d), F"(y,d;z) e G"(y,d; z) existem para todas diregoes d,z €Y e que H
€ duas vezes Fréchet diferencidvel em uma vizinhanca de . Entao

(i) Dp(y) ={d €Y : F'(y;d) < 0};
Dp(y) ={d e Y : F'(g;d) < 0};
Se F'(y)d <0,
Qr(y,d) ={z €Y : F'(y,d;2) + aF'(y;d) <0, a > 0};

(ii) Se —G(y) € K,
D&(y) ={d €Y : —-G'(y;d) € int(K + {aG(y) : a > 0})}

Do(y) ={deY : —G'(y;d) € (K + {aG(y) : a > 0})};
Se —G(y) € K e =G'(y;d) € {a(k+G(y)) : k € K, a >0},
Qc(y,d)={2z€Y :-G"(y,d; 2) € int(K)
+{aG(y) + bG'(g)d : a >0, b > 0}};
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(i1i) SeY e W sao espacos de Banach, H'(y) é sobrejetiva e H(y) = 0,

Ty(y) ={deY : H'(y)d =0}
V(. d) = {= €V : H'(§)z + %H”(g)(d, d) = 0} para d € Tu(j).

Quando U e V sao espacos normados, define-se de maneira aniloga as derivadas de
Fréchet de F': Y — U e G:Y — V. Neste caso, para y € Y, tem-se

1
F/(§d) = F'(@)d e F'(,d;2) = F/(5)d+ sF'(5)(d,d) ¥ d, 2 € Y,

Analogamente para G.

Observacao 2.15. No caso quando Y = R", U = R e C = R, pela proposi¢ao acima,
o conjunto das direcoes de descida de F' em y € formado pelas direcées que possuem um
angulo maior que 90° com o vetor gradiente de F' em ¥y, o qual indica a direcao de maior
crescimento de F'. O conjunto das direcoes de quasidescida contém o conjunto das direcoes
de descida mais as direcoes que sao ortogonais ao gradiente de F' em y. O cone critico é
formado pelas direcoes ortogonais ao gradiente de F' em j.

Observagao 2.16. QuandoY =R", V =R"™ e K = R?, pela proposicao acima, o conjunto
das diregoes factiveis de G em i € formado pelas direcoes que possuem um dngulo maior que
90° com todos os vetores gradiente das restricoes ativas em T ao mesmo tempo. O conjunto
das direcoes quasifactivers contém o conjunto das direcoes factiveis e é formado pelas diregoes
que possuem um dngulo maior ou igual a 90° com todos os vetores gradiente das restrigoes
ativas em T ao mesmo tempo. Logo se N € o cone gerado pelos vetores gradiente das restri¢oes
ativas em g, o cone das dire¢oes quasifactiveis é igual a A(N) = —NT.

Observacao 2.17. Se Y = R" ¢ W = RF¥, a proposicio anterior diz que, quando a matriz
jacobiana de H em 1 tem posto completo, o cone das diregoes tangentes de H em i € igual ao
niucleo da matriz jacobiana de H em y. Ou seja, o conjunto das direcoes tangentes é formado
pelas direcoes que sao ortogonais ao espaco gerado pelos vetores gradientes das restricoes de
wqualdade.

Observacao 2.18. Observe que na definicao dos cones de primeira ordem € levado em
consideracao as variagoes de primeira ordem das aplicacoes. Os conjuntos de sequnda ordem
levam em conta também as variagoes de sequnda ordem, ou seja, a curvatura das aplicacoes.

Os cones de primeira ordem formam uma aprorimacao linear do conjunto factivel. Os
conjuntos de sequnda ordem, uma aprorimacao de sequnda ordem, e portanto descrevem
melhor o conjunto factivel.
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Proposicao 2.19. Suponha que Y,U,V e W sao espagos normados e que F,G e H sdo duas
vezes Fréchet diferencidveis. Sejam y,d € Y.

(i) Se —F'(y)d € C e Qr(y,d) # 0, entao para lp € A(Qr(y,d)) existe u* € CT tal que
lp=u"o F'(y), w"F'(§)d =0,

5 (1rIQr (7 d)) = ~3u" F'(3)(d, d);

(ii) Se —G(y) € K, —G'(y)d € {a(k+ G())) : k € K, a >0} e Qa(y,d) # 0, entdo para
lc € MQc(y,d)) existe v € KT tal que
lg =v"oG'(y), v'G'(§)d =0, v*G(y) =0,
1
5 (161Qe(7.d)) = —v"C"(@)(d, d);
(11i) Se' Y e W sao espacos de Banach, H'(y) € sobrejetiva, H(y) =0 e H'(y)d = 0, entdo
para ly € A(Vy(y,d)) existe w* € W* tal que
ly =w"o Hl(ﬂ)?
1
0" (lu Vi (9,d)) = —gw H"(7)(d, d).
O proximo resultado é obtido usando o Teorema 2.12, a Proposicao 2.14 e a Proposicao

2.19.

Teorema 2.20. Seja § uma solugao dtima de (P). Suponha que Y e W sdo espagos de
Banach e que U eV sao espagos normados. Suponha também que F,G e H sao duas vezes
Fréchet diferencidveis e que a imagem de H'(y) é um conjunto fechado. Entao para toda d
satisfazendo

—F'(y)d e C, G'(y)d € —{a(k+G(y)): k€ K, a >0}, H(y)d=0, (2.4)

correspondem funcionais lineares continuos u* € Ct, v* € KT ew* € W*, nem todos nulos,
tais que

uF'(y)d =0, v*G(y) =0, v*G'(y)d =0, (2.5)
u o F'(§) +v* o G'(g) + w* o H'(y) = 0, (2.6)
(u* o F"(g) +v* o G"(§) + w* o H"(y))(d,d) > 0. (2.7)

A teoria apresentada nesta secao, a principio, pode parecer muito abstrata. Contudo,
todas as definicoes dadas sao generalizacoes de definicoes correspondentes em espagos de
dimensao finita, as quais sao fundamentadas em conceitos geométricos. O leitor nao fami-
liarizado com tais conceitos ¢ aconselhado a consultar Ben-Tal e Zowe [4] e Girsanov [16],
onde a teoria ¢ exposta de forma mais detalhada e ilustrada com alguns exemplos. Abaixo
¢ apresentado um destes exemplos de [4].
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Exemplo 2.21. Considere o problema

Minimizar F(y) = (y1 — 1)* + y3
sujeito o G(y) = |y1| — %yg <0,

onde k € um pardmetro positivo. Para que valores de k o ponto y = (0,0)T pode ser uma

solucao dtima?
Pela Proposicao 2.14-(i), temos

VF(@)=(_§),V2F@)=(§ g)

Di(y) = {d:d"VF(y) <0} ={d = (dy,dy)" : dy > 0},
DF(Q) = {d . dTVF( ) S O} == {d == (dl,dg)T . d1 Z 0},
DE(y) = {d:d"VF(g) =0} ={(0,d2)" : dy € R},
Qr(y,d) = {z:2"VF(y)+ %dTVQF( Yd+ad" VF(j) <0, a>0}

Fica claro que Qp(y,d) € convexo. Pela Proposi¢ao 2.19-(i), para d € D% (y),

) = —IN"VE(y)d se l = AVF () para algum X > 0,
N 00 caso contrdrio,

[ =AMk sel=AVF(y), A >0,
00 caso contrdrio.

Pela Proposi¢io 2.14-(ii), temos

Do(y) = {d:G'(5;d) <0} = {d = (d,dy)" : LOMS
= {(0,ds) : dy € RY,

(y) {d:G'(7:d) <0} =0,

(¥) = Da(y),

Qa(t,d) = {z:G"(5.ds2) <0} ={(21,2)" : a1 <

0}

D
D

QI QA
QL
I

1 _
Ed%’ 29 € R} para d € DG (y).

E facil ver, direto da defini¢io, que

%|ll|d% sel = (ll,O)T, ll c R,
00 €caso contrdrio.

5*(1] Qu(7, ) = {
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E 6bvio que Qa(y,d) é convero para d = (dy,dy)” com dy # 0. Assim, a equagdo de Euler-

Lagrange (2.2) fica
(=2 Y [0 -
() (B)-(0) z0 nen o

e a desigualdade de Legendre (2.3) fica
2 Ly
De (2.8) seque que |l;| = 2)\. Substituindo em (2.9), obtemos

. 2
A3 (1_E> > 0.

Logo k > 2 € a resposta da questao colocada no inicio do exemplo.

Observemos que no exemplo acima, as condicoes de primeira ordem dadas no Corolario
2.13 nao fornecem nenhuma informagao pois DZ(7) = Qa(7,0) = 0 (para qualquer k), de
modo que a equacao de Euler-Lagrange vale trivialmente.

2.2 Teorema de Alternativa

Sejam X um espaco de Banach e ¢;, i = 1,...,p, ¥,, o € A, e 73, B € B funcoes reais
definidas em X, onde A e B sao conjuntos de indices. Considere o problema
Minimizar &(z) = 112%};%(:5)
o (2.10)
sujeito a Y, (x) <0, a € A,
vs(x) =0, § € B.

Seja F ={z € X : o(x) >0, a € A, y5(x) =0, f € B} o conjunto de todas as solugdes
factiveis do problema acima.
Para estabelecer o teorema de alternativa, precisamos antes encontrar condicoes necessarias
de otimalidade de primeira ordem para este problema. Para isto usaremos o Corolério 2.13.
As seguintes hipoteses serdao necessarias:

o v, i=1,...,p,e1,, a € A, sao Fréchet diferenciaveis e v3, 3 € B, sao continuamente
Fréchet diferenciaveis;

o a— Yu(z), a Y (x)d, B+ ys(z) e B v5(x)d sdo continuas para todos z,d € X;
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e A e B sao espacos de Hausdorff compactos.

Acima, 9, () e () expressam as derivadas de 1, e 75 em relagao a z, respectivamente,
e nao em relacao a « ou S.
Defina U : X — C(A) e I' : X — C(B) respectivamente por

U(z)(a) = valz) e T(x)(B) = 8(x).
Podemos reescrever o problema acima da seguinte forma:
Minimizar ®(z)

sujeito a  U(x)
[(z)

K,

Il m

0,
onde K = {k € C(A) : k(o) > 0, o € A}. Iremos aplicar o Corolario 2.13. Antes, é preciso

calcular os cones Dg(Z), Dg(z) e Tr(Z) assim como caracterizar os respectivos cones duais.
E claro que, relativo ao Problema (P), serd considerado U =R e C =R,.

Lema 2.22. Seja @ € F. Entdo
(i) D5(%) ={z € X : (7)< 0, i € I(Z)}, onde I(Z) = {i : ¢:(7) = B(7)};
(ii) D5(7) = {2 € X : U(7)2 € —int(K + {a¥(z) : a > 0})};

(iii) se T'(%) € sobrejetiva, Tr(z) = {z € X : ['(z)z = 0}.

Demonstragao. Do Exemplo 7.4 na pagina 50 de Girsanov [16] obtemos (i). As partes (ii) e
(iii) seguem, respectivamente, da Proposicao 2.14-(ii) e (iii). O

Teorema 2.23 (Teorema de Minkowski-Farkas). Seja P : Ey — Ey um operador linear,
onde By e Ey sdo espagos vetoriais topoldgicos. Sejam Ky = {x € F1 : Px € Ky}, onde K,
um cone convexo em FEy. Se existir & € E tal que PT € int(K>), entdo A(K;) = P*A(K>),
onde P* denota o operador adjunto de P.

Demonstracao. Ver pagina 70 de Girsanov |16]. O
Lema 2.24. Seja x € F. Entao

i) se Dy () # 0, para le € A(Dg(Z)) existem \; >0, i =1,...,p, tais que
@ ®
p
lo(2) = M\pi(T)zV z€ X
i=1

6>\i20, Z¢[( ),’

&I
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(ii) se Dg(z) # 0, para ly € A(Dg(Z)) existe v* € K tal que

ly(z) =" (¥'(2)2) V 2 € X e v (¥(T)) = 0;

(111) se I'(Z) € sobrejetiva, para lr € A(1r(Z)) existe w* € C(B)* tal que
Ir(z) = w*(I'(Z)z).

Demonstra¢go. Vamos aplicar o Teorema de Minkowski-Farkas. Tome P : X — R#/(® dado
por Pz = (¢i(Z)2)ici(z) € K2 = Rfl(x) (onde #1(z) é a cardinalidade de I(Z)). Logo, pelo
Lema 2.22-(i), K1 = {z € X : Pz € — Ky} = Dg(z). Como Dg(Z) # 0, existe Z € X tal que
Pz € int(—Ks). Temos claramente que A(—K5) = K5. Segue, entdo, que existe A € K tal
que lp = P*\. Dai

lo(2) = (P*A,2) = (\, Pz) = ) Nig}(x)2

1€1(Z)

Tomando \; = 0, i ¢ I(Z), obtemos (i).
As partes (ii) e (iii) seguem, respectivamente, da Proposicao 2.19-(ii) e (iii). O

O teorema abaixo é a primeira forma geométrica do Teorema de Separacao de Hahn-
Banach e serd utilizado na demonstracao do Teorema 2.27 a seguir.

Teorema 2.25. Sejam P e () subconjuntos converos e disjuntos de um espag¢o vetorial
normado E, sendo que um deles € aberto. Entao eles sao separdveis, ou seja, eristem um
funcional linear continuo e ndo-nulo L e um escalar a tais que L(x) > a, para © € P, e
L(z) < a, para x € Q.

Demonstracao. Ver Brézis [9)]. O

Abaixo temos o Teorema de Representagao de Riesz. Ele também sera utilizado na
demonstragao do Teorema 2.27 e de outros teoremas na seqiiéncia.

Teorema 2.26. Sejam C(E) o conjunto das fun¢oes continuas definidas em E e M(E) o
conjunto de todas as medidas de Radon definidas em E, onde E um espa¢o de Hausdorff
compacto.

(i) Seja v* € C(E)* um funcional linear positivo, isto é, tal que v*(f) > 0 quando f > 0.
Entao existe uma unica medida de Radon positiva pp € M(E) tal que

:[Efdu\ffecwx
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(ii) Seja w* € C(E)* um funcional linear. Entdo existe uma unica medida de Radon com
sinal v € M(FE) tal que

w(f) = /Efdv v f e C(EB);

Demonstragao. Ver Folland [14]. O
Denotemos por R(I''(z)) o conjunto imagem de I"(z), z € X.

Teorema 2.27. Seja T uma solu¢io dtima do problema em (2.10). Suponha que R(I'(Z))
é um congunto fechado. Entao existem um vetor A € RP, uma medida positiva p € M(A) e
uma medida com sinal v € M(B), nem todos nulos, tais que

Z N (T)z + /Aw;(f)z p(da) + /B”ylﬁ(f)z v(dB) =0V z € X, (2.11)
NS0 i1 . p N=0. ¢ () (2.12)
/A?/)a(x) p(da) = 0. (2.13)

Demonstracao. Se I'(z) nao for sobrejetiva entdo, dado que R(I"(Z)) é fechado, existe um
conjunto aberto e convexo G € C(B) tal que R(I"(z)) NG = (). Entao, pelo Teorema 2.25,
existem w* € C(B)*, w* # 0, e um escalar a, tais que

w(I(z)2z) >aV z€ X,

Suponhamos que w*(I"(z)Z) < 0 para algum Z € X. Entao
w*(T'(2)t2) = tw*(I'(2)2) <0V ¢ > 0.
Assim para t suficientemente grande, teremos
w*(I'(z)t2) < a,

o que é uma contradi¢ao. Logo

w (IM(z)z) >0V 2z € X.
Pela linearidade de w* e de I'(Z) segue que

w*(IM(z)z) = V z € X.

Pelo Teorema 2.26-(ii) existe v € M(B) tal que

w (I (7)2) = /

BF’(E)de = /B”y’ﬁ(f)z v(dpB) Vv z € X.
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Definindo A = 0 e ;1 = 0 obtemos (2.11)-(2.13).

Agora suponhamos que I"(Z) é sobrejetiva. Suponhamos também que Dg(z) # 0 e
Dg(z) # 0. Pelo Lema 2.22, Tr(z) # 0 (dado que 0 € Tr(Z)). Pelo Lema 2.22 vemos
tambeém que Dg (), Dg(Z) e Tr(z) sdo convexos. Segue do Corolario 2.13 e do Lema 2.24
(lembrando que A(D) = —D* quando D & um cone) que existem A € R, v* € KT e
w* € C(B)*, nem todos nulos, tais que

Z)‘z% z 40" (V' (Z)z) + w*(I'(2)z) = 0,

Azzoa Z_ly"'ap7 )\Z_Ov Zéj(’f)?
v*(¥(z)) = 0.

Como v* € KT, é facil ver que v* é um funcional positivo. Assim, pelo Teorema 2.26-(i)
existe uma medida positiva p € M(A), tal que

v (V' (2)z) = /A\I/'(x)zd,u = /A@D’a(x)z p(da) ¥V z € X,

v(@) = [ $@di= [ vo(@) utdo

Pelo Teorema 2.26-(ii) existe v € M(B) tal que

w*(IM(z)z2) = /BF’(j)de = / V()2 v(dB) V 2 € X.

Logo existem A € R?, € M(A) e v € M(B), nem todos nulos, satisfazendo (2.11)-(2.13).
Por fim consideremos o caso quando Dg(Z) = 0 (se Dg(Z) = (), um argumento similar se
aplica). Neste caso, pelo Lema 2.22,

{V(2)z:2ze X}N(—int(K + {a¥(Z) : a > 0})) =

Dado que estes conjuntos sdo ndo-vazios e convexos e int(K + {a¥(z) : a > 0}) é aberto,
pelo Teorema 2.25 existe v* € C(A)*, v* # 0, tal que

v (V'(Z)z) >0 (—k—a¥(Z))Vze X, VEkeint(K)eVa>0. (2.14)

Para z =0 e a = 0, temos

v (—k) <0V k €int(K).
Logo v* € int(K)" = K. Entao, como —V(z) € K, v*(¥(z)) < 0. Suponha que v*(¥(z)) <
0. Para z =0, k € int(K) fixo e a > 0 suficientemente grande temos

v (—=k —a¥(Z)) = v*(—k) — av*(¥(Z)) > 0,
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que contradiz (2.14) com z = 0. Portanto v*(¥(z)) = 0. Assim, por (2.14),
v (U(Z)z) > v (k) VEkeint(K)eV z € X.
Dai

v (V' (Z2)z) > sup v*(—k) =6 (—v*|int(K)) V z € X.
keint(K)

Mas v* € int(K)" = —A(int(K)) = 6*(—v*|int(K)) = 0, de modo que
v (W (T)2) >0V z2e X
= 0" (V' (2)2) =0V z € X.
Usando o Teorema de Representagao de Riesz e tomando A = 0 e v = 0 obtemos (2.11)-

(2.13). 0

Note que se B for finito, digamos com n elementos, entao devemos tomar W = R". Deste
modo I' : X — R" e R(I"(%)) é fechado, independentemente de T'.

Denotemos por A(Z) o conjunto de indices das restri¢oes ativas em = € X, i.e.,
Az) ={a € A:¢.(x) =0}.

Agora estamos em condicoes de enunciar e provar o teorema de alternativa. A seguinte
qualificacao de restricao é necessaria.

Definicao 2.28. Dizemos que 1., a € A, e g, 0 € B, satisfazem (QR) em T € X se

(1) néo existe uma medida nao-nula v € M(B) tal que
/ V5(Z)zv(dB) =0V z € X;
B

(ii) existe z € X tal que

Ua(2)2 <0, a € A(z),
v5(2)z =0, B € B.

Observe que se X =R" e B = {1,...,m}, a condi¢ao (i) na defini¢do acima seria: nao
existem escalares a;, ¢ = 1,...,m, nem todos nulos, tais que
m
i=1

Isto é equivalente a dizer que os gradientes das restrigoes de igualdade sao vetores linearmente
independentes.



2.2. TEOREMA DE ALTERNATIVA

35

Teorema 2.29. Suponha que o sistema

pi(r) <0, i=1,...,p,
Yo(r) <0, a € A,
Ys(x) =0, B € B,

possui uma solugio T € X. Se p;, i € 1(Z), Vo, o € A(Z), 73 e =5, [ € B, sdo invezas
em T com uma mesma 1, Yo, o € A ey, [ € B, satisfazem (QR) em T e R(I'(Z)) ¢

fechado, entao exatamente um dos sequintes sistemas € consistente:
(I) existe x € X tal que

pilx) <0, i=1,...,p,
Ya(z) <0, v € A,

vs(7) =0, B € B;

(IT) existem N\ € R, € M(A), u positiva, e v € M(B) tais que

Zm + [ vala)tda) + [ ey ods) 20 v 2 € X,

/\>0 =1,....,p, A#O.

Demonstracao. Se (I) possui uma solugdo Z € X, entao

> Ail@) + / Ya(E) puldar) + /B 757 w(dB) < 0

para todos A € RP, € M(A) e v € M(B) tais que \; >0, i =1,...

Conseqiientemente (IT) ndo é consistente.
Suponha que (I) nao possui solugdo. Defina & : X — R por

®(z) = max ¢;(z)

1<i<p
e consideremos o problema

Minimizar &(x
sujeito a P, (x) <0, a € A,
=0

p, AF0ep>0.

(2.15)
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Seja F o conjunto de todas as solucoes factiveis do problema acima. Temos que
O(x)>0VreF,
visto que (I) nao possui solugdo. Por outro lado temos z € F e
o(z) <0.

Entao ®(z) = 0 e = é uma solugao 6tima do problema em (2.15). Pelo Teorema 2.27 segue
que existem A € RP, € M(A), p positiva, e v € M(B), nem todos nulos, tais que

Z)\z% z—l—/w Z)z p(do) + /’yﬁ( Jzv(df) =0V z € X, (2.16)

/\iZO,Z—l,...,p, =0, i¢ I(7), (2.17)

/A ba(E) plder) = 0. (2.18)

Por (2.18) temos u(A\ A(z)) = 0. Entao (2.16) se torna
Z/\z% )z + o W (Z)z p(da) + /75( Jzv(dB) =0V z € X.

Suponha que A = 0. Entao temos

Yl (Z)z p(da) + / V5(2)zv(dB) =0V z € X. (2.19)

A(z)

Se A(z) = () entao pu(A(z)) =0 e temos p = 0 dado que u(A\ A(Z)) = 0. Assim, como A, u
e v sao nem todos nulos, temos v # 0 e por (2.19)

/73( Jzv(dB) =0V z € X.

Isto contradiz (i) na Defini¢ao 2.28. Se A(Z) # 0 entao u(A(Z)) > 0, pois caso contrario
v # 0 e, de (2.19), temos uma contradi¢do com (i) na Definicao 2.28. Por (ii) na Definicao
2.28 existe z € X tal que

P (7)< 0, a € A(T),
v5(7)z =0, B € B.

Entao, integrando,

/A | Val)z o) + / 7 (2)2 v(dB) <
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visto que u(A(z)) > 0. A ultima desigualdade contradiz (2.19). Portanto A # 0.
Pelas hipoteses de invexidade existe n: X x X — X tal que

icl(z) Az
" / () — 75(2)] ()
gl " (Z)n(z, T) p(da
2(:) . /Amwum ) pu(da)

+/ Ya(@)n(z, ) v(dB) V x € X.

Mas de (2.18) temos u(A\ A(Z)) =0ede (2.17), \; =0, i ¢ 1(Z). Entdo

> Ader(e) = (e + / () — a(z)] p(dar) + / () — 75(2)] v(dB)
il o(2) — U (7 do
Z( o >]+/A(w)[w<> ba(@)] pi(dor)

+ /B () — 75(2)] 1(dB).

Assim, usando (2.16)-(2.18) com z = n(x,Z) e lembrando que ¢,(z) =0, o € A(Z), e que
v3(Z) =0, § € B, dado que T € F, obtemos

> hta) + [ )t + [ 0 dﬁ>zm )¥reX.

Para i ¢ I(z) temos \; = 0. Para ¢ € I(Z) temos ¢;(Z) = ®(z) = 0. Logo o lado direito da
desigualdade acima é nulo, e assim concluimos que (II) é consistente. ]
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CAPITULO 3

Problemas de Programacao Infinita
Mono-Objetivo

Este capitulo contém condigoes de otimalidade e dualidade para o problema de programacao

infinita abaixo:
Minimizar f(x)
sujeito a  go(z) <0, a € A, (PPT)
hﬁ(ﬁ) =0, € B.

Na proxima secao sao apresentadas as condicoes necessarias de otimalidade de primeira e
segunda ordens. Sao apresentadas também qualificagoes de restricao, as quais sao necessarias
para garantir que o multiplicador associado com a funcao objetivo é diferente de zero. De fato,
sao definidas adequadamente para o problema em questao as qualificacoes de restricao de
Slater e de Mangasarian-Fromovitz. Na Secao 3.2 sao apresentadas as condicoes suficientes,
as quais sdo obtidas sob hipoteses de convexidade generalizada (invexidade). Também,
fazemos para (PPI) um estudo semelhante ao feito por Martin em [23| para problemas de
programacao matematica. A tltima secdo é dedicada aos resultados de dualidade. Esta
secao traz teoremas de dualidade fraca, de dualidade forte e de dualidade inversa. Para
estabelecer tais resultados usamos o conceito de invexidade.

3.1 Condicoes Necessarias

Nesta se¢ao aplicamos os resultados do Capitulo 2 ao problema (PPI). Obtemos condi¢oes
necessarias de otimalidade de primeira e segunda ordens.

Defini¢ao 3.1. Dizemos que & € F é uma solucao étima global de (PPI) se f(x) > f(Z)
para todas x € TF.

39
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Se no problema (P) (ver pagina 21 do Capitulo 2) tomarmos, Y = X, U =R, V =
C(A), W=C(B), K={keC(A) : k(o) >0, a € A}, C =R, e definirmos F = f e G e
H respectivamente por

G(x)(a) = ga(2) e H(z)(B) = hs(x),
entdo (PPI) pode ser escrito como

Minimizar F'(x)
sujeito a  G(z) €
H(x) =

-K,
0.

Supondo que as hipoteses (H3) e (H5) sejam validas, é facil ver que G' e H estdo bem definidas
e que F',G e H sao duas vezes Fréchet diferenciaveis. Ademais, uma solucao 6tima global de
(PPI) é claramente uma solucao 6tima de (P) (no sentido da Defini¢ao 2.2).

Denotemos por R(H'(z)) o conjunto imagem de H'(z), = € X.

Teorema 3.2. Seja & € F uma solu¢ao dtima global de (PPI). Suponha que as hipdteses
(H3) e (H5) sao vdlidas e que R(H'(Z)) € fechado. Entao para toda d € X satisfazendo

f(2)d <0, g,(2)d <0, a € A, hy(z)d=0, € B, (3.1)

correspondem um nimero real X\ > 0, uma medida de Radon positiva p € M(A) e uma
medida de Radon com sinal v € M(B), nem todos nulos, tais que

AN(Z)z + /Ag;(x)z p(da) + /B hy(Z)zv(dB) =0V z € X, (3.2)

/A 00 () plder) = 0 (3.3)

A(2)(d, d) + / 6.(x)(d, ) pu(de) + /B y(#)(d, d) v(dB) > 0, (3.4)
Af'(z)d = 0, (3.5)

/A g(5)d u(da) = 0. (3.6)

Demonstra¢ao. Dado que T € F, ¢,(Z) <0, a € A. De (3.1) sabemos que ¢/, (Z)d <0, a €
A. Assim temos

9o(T)+ g (2)d <0, a e A= —-G(z) —G'(z)de K

= —G'(z)d € K + G(z)
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= —G'(7)d € {alk + G@): k€ K, a> 0}

Entao segue de (3.1) que as condi¢oes em (2.4) no Teorema 2.20 sdo validas. Logo existem
funcionais lineares continuos u* € C*, v* € KT e w* € W*, nem todos nulos, tais que
(2.5)-(2.7) valem. De (2.6) temos que

u* o F'(Z) +v* o G'(Z) + w* o H'(Z) = 0,

de modo que
u(F'(z)z) + v*(G'(z)z) + w*(H'(Z)2z) =0V z € X. (3.7)

Como C' = R, temos que Ct = R,. Assim u* é um namero real ndo-negativo, que vamos
renomear \. Pelo Teorema de Representacao de Riesz 2.26-(i) existe uma medida de Radon
positiva € M(A) tal que

v (v) = /Av(a) p(da) Vv e V. (3.8)

Pelo Teorema de Representagao de Riesz 2.26-(ii) existe uma medida de Radon com sinal
v € M(B) tal que

wmo:éwwpumeewi (3.9)

Conseqiientemente de (3.7) temos

AF'(T)z + /

G'(f)zdu—i—/ H' (Z)zdv =0V z € X,
A B

MN(Z)z + /Ag;(:l:)z p(da) + /B hy(z)zv(dB) =0V z € X.

Assim obtemos (3.2). De (2.5) temos que v*G(Z) = 0. Entao usando (3.8) obtemos (3.3).
(3.4) segue de (2.7), (3.8) e (3.9). De (2.5) temos u*F'(z)d = 0 e v*G'(z)d = 0. De
u*F'(Z)d = 0 obtemos (3.5) diretamente. De v*G'(Z)d = 0, usando (3.8), obtemos (3.6). O

A condigao (3.1) no enunciado do ultimo teorema implica que d € Dy(Z)N D¢ (Z)NTH(Z),
ou seja, d é, ao mesmo tempo, uma direcao de quasidescida, quasifactivel e tangente.

As condigoes (3.2)-(3.3) no Teorema 3.2 sdo as condi¢oes necessérias de primeira ordem.
Evidentemente, as condigoes (3.4)-(3.6) sao as condicoes de segunda ordem.

Se A em (3.2)-(3.6) ¢ igual a zero, entdo nenhuma informacao sobre a funcao objetivo é
levado em conta nas condicoes de primeira e segunda ordens dadas no Teorema 3.2. Para
garantir que A > 0, precisamos de algum tipo de qualificacao nas restrigoes do problema.

Definicao 3.3. Suponha que (H3) € satisfeita. Dizemos que as restri¢oes de (PPI) satisfazem
a condigao CQ(d) parad € X em & € F se
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(i) néo existe uma medida com sinal nao-nula v € M(B) tal que
/[h’g(f)z + hi(z)(d,d)]v(dB) >0V z € X;
B

(ii) existe z € X tal que

9a(2)2 + g0(2)(d, d) <0, a € A,
h(z)z + hi(z)(d,d) =0, B € B.

Corolario 3.4. Se para d satisfazendo (3.1), a condi¢cao CQ(d) é satisfeita em T, entao A
em (3.2)-(3.6) é nao-nulo.

Demonstra¢ao. Suponha que A em (3.2)-(3.6) é igual a zero. Entao

/A 00(2)7 + g(2)(d, )] p(de)
+/B[h23(x)z + h(z)(d, d)] v(dB) >0V z € X. (3.10)

Se u(A) = 0 entdao v # 0 pois A\, u e v sdo nem todos nulos, e por (3.10) temos uma
contradigdo com (i) na Defini¢do 3.3.
Se u(A) > 0, usando (ii) na Defini¢ao 3.3, obtemos

/A (60(@)% + ¢(2)(d, )] ul(der) + / Hy(2)% + Hi(E)(d, d)] (dB) < 0,

contradizendo (3.10).
Logo A > 0. O

Agora estudaremos as condi¢oes de primeira ordem separadamente. Analisemos sob que
condi¢oes podemos tomar A = 1 em (3.2)-(3.3). Para este fim, algumas qualificagoes de
restricao serao apresentadas. Nomeadamente, as qualificacoes de restricao dos tipos Slater
e Mangasarian-Fromovitz para (PPI).

Defini¢ao 3.5. Suponha que (H1) é vdlida. Dizemos que uma solu¢ao factivel T é uma
solu¢ao de Kuhn-Tucker (ou uma solugao estaciondria) se existem X >0, p € M(A), n >0,
e v € M(B) tais que (3.2)-(3.3) valem com \ > 0.

Quando existem A € R, A >0, u € M(A), p >0, ev € M(B) tais que (3.2)-(3.3) valem
com (A, p,v) # (0,0,0), mas sem que \ seja necessariamente nao-nulo, diz-se que Z é uma
solugao de Fritz-John. Logo toda solu¢ao de Kuhn-Tucker é uma solucao de Fritz-John. E,
sob as hipoteses do Teorema 3.2, toda soluc¢ao 6tima de (PPI) ¢ uma solu¢ao de Fritz-John.
Sera mostrado a seguir que quando as restri¢oes de (PPI) possuem alguma qualifica¢do, toda
solucao Otima é uma solugao de Kuhn-Tucker. A reciproca é verdadeira se o problema for
invexo. Mas isto é assunto da proxima secao.
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Definigao 3.6. Suponha que (H1) € satisfeita. Dizemos que as restri¢oes de (PPI) satisfazem
a qualificacao de restricao do tipo Slater em T € F se

(1) G, a € A(Z), hg e —hg, [ € B sao invexas com uma n comum;

(ii) nao existe uma medida com sinal nao-nula v € M(B) tal que
/Bhg(a:)z v(dB)=0V z € X;

(1i1) existe & € X tal que
9a(2) <0, a € A(Z),
hs(2) =0, 3 € B.
Definicao 3.7. Suponha que (H1) é satisfeita. Dizemos que as restrigcoes de (PPI) satisfazem

a qualificacao de restricao do tipo Mangasarian-Fromovitz em T € F se

(1) néo existe uma medida com sinal nao-nula v € M(B) tal que
/Bhg(a:)z v(dB)=0V z € X;

(i1) existe z € X tal que
g (2)2 <0, a € A(z),
ny(z)2 =0, B € B.
Teorema 3.8. Suponha que as hipdteses (H2) e (H}) sao vdlidas. Seja T uma solugdo dtima
de (PPI). Suponha que R(H'(Z)) € fechado. Se as restri¢oes de (PPI) satisfazem
(a) a qualificac@o de restri¢ao do tipo Slater em T
ou
(b) a qualificagao de restrigao do tipo Mangasarian-Fromovitz em T
entao T € uma solucao de Kuhn-Tucker.

Demonstrac¢ao. Segue do Teorema 3.2 que T satisfaz as condi¢oes de primeira ordem (3.2)-
(3.3). De (3.3) vem claramente que p(A\ A(z)) = 0. Entdo podemos reescrever (3.2)-(3.3)
€omo

)\f’(x)z+/

9o (T)z p(de) + / hy(2)zv(dB) =0V z € X.
A() B
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Supondo que A = 0 temos
/ gr(T)z p(da) + / hy(Z)zv(dB) =0V z € X. (3.11)
A(z) B

Suponha que a hipdtese (a) vale.
Se A(z) = ) entao p(A(Z)) = 0 e temos p = 0 visto que (A \ A(Z)) = 0. Assim, desde
que A, p e v sao nem todos nulos, temos v # 0 e por (3.11)

/Bh/’g(x)z v(dB) =0V ze€ X.

Isto contradiz (ii) na Defini¢ao 3.6.

Se A(Z) # 0 entdao p(A(Z)) > 0, pois caso contrario v # 0 e, de (3.11), temos uma
contradicao com (ii) na Defini¢do 3.6. Por (i) na Defini¢ao 3.6, g., a € A(Z), hge —hg, B €
B sao invexas com uma mesma 7). Dai para z € X,

Integrando, obtemos

/ e

=
|
Ne)
o}
©
=
—
ISH
2
_l_
=
=
=>
|
>
»
B
=
oW
=

> / | ShlEGE ) () + /B (@), ) v(dB).

Usando (3.11) com z = n(Z, Z) e lembrando que g,(Z) = hg(z) =0, a € A(Z), f € B, segue

que
| aat@yutde) + [ hatayvias) = o. (3.12)
A7) B

Por outro lado, temos de (iii) na Definicao 3.6 que existe & € X tal que

9a(8) <0, a € A7),
hs(i) =0, B € B.

Integrando vém

| ant@yutde) + [ hatayvias) <o,
A(z)

B

visto que p(A(Z)) > 0. Mas esta desigualdade contradiz (3.12).
Agora suponha que a hipotese (b) vale.
Se A(Z) = () temos uma contradi¢io como antes.
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Se A(Z) # (), como antes, p(A(Z)) > 0. Por (ii) na Defini¢ao 3.7 existe z € X tal que

g.(T)z <0, a € A(z),
hs(z)z =0, B € B.

Entao, integrando,
| d@zata)+ [ ry@zvids) <o,
A(Z) B
dado que p(A(Z)) > 0. A dltima desigualdade contradiz (3.11).
Portanto A > 0. O

3.2 Condicoes Suficientes

Nesta secao sao apresentadas as condigoes suficientes de otimalidade, é generalizada a nocao
de KT-invexidade para (PPI) e é estabelecido um resultado mostrando que KT-invexidade
¢ uma condicao necesséaria e suficiente para que todo ponto estacionario seja uma solucao
global do problema.

Relembramos da tltima secao que z € F é uma solugao de Kuhn-Tucker se existem
medidas p € M(A) e v € M(B) com p > 0 tais que

f(z)z + /A() g, (%) z p(da) + /B hy()zv(dB) =0V 2z € X. (3.13)

Teorema 3.9. Suponha que a hipdtese (H1) é vdlida. Seja @ € F uma solugao de Kuhn-
Tucker. Suponha que f, go, o € A(Z), hg e —hg, B € B, sao invexas em T com uma 1
comum. Entao T é uma solugcao dtima global de (PPI).

Demonstracao. Das hipoteses de invexidade temos que existe n: X x X — X tal que

f(2) = £(@) > @)l 7), (3.14)
9a(@) — 9a(2) = gL (@)(x,7), @ € A(z), (3.15)
ho(e) — ha(2) = Wy(@)n(e,2), B € B, (3.16)

+ [ o)~ @)~ [ gl @t )t

A(%)

—l—/B[hg(x) — hs(Z)] v(dB) — /B hy(Z)n(z,z)v(df) >0V z € X.
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Mas g,(Z) = hg(z) =0, o € A(x), § € B. Dai,

f@) - 5@ 2 @+ [

A(z)

gL (@)n(z, ) plda) + / Wy(@)n(e, 7) v(dP)

B

[ @ ntda) - [ hata) (a3,
A(3) B

Para z € F, temos [, . ga(2) u(der) < 0 e [ hg(z)v(dB) = 0, dado que pi é positiva. Logo

usando (3.13) com z = n(z, T) segue que

flx)—f(z) >0V zeF.
Portanto Z é uma solugao 6tima global. O

Agora sera introduzida a nogao de KT-invexidade para (PPI) e sera estabelecido um re-
sultado semelhante ao de Martin [23]. As relaxa¢oes na definigao abaixo sdo feitas observando
a prova do teorema anterior. Primeiro observemos que as desigualdades em (3.14)-(3.16) so6
precisam valer para solugoes factiveis de (PPI) e ndo para todos z € X. Observemos também
que a omissao dos termos g,(z) em (3.15) nao afeta a conclusao.

Definicao 3.10. Suponha que (H1) é vdlida. Dizemos que (PPI) é Kuhn-Tucker invexo (ou
KT-invexo) se existe uma aplicacao n: X x X — X tal que
fl@)=f(@) =z f@n(zz
0 = gu(@n(z,2), o € A(),
= hy(z)n(z,z), B € B,

&I

~—

(AVARAYS
&I

para todas x,T € F.

Observemos que se nao existem restricoes de igualdade, X = R™ e A é finito, a definicao
acima coincide exatamente com a definicao dada por Martin. Assim a definicao é de fato
uma generalizacao da definicao de Martin.

Note que se as funcoes f, go, a € A(Z), hg e —hg, f € B, sdo invexas com a mesma 17,
entao (PPI) é claramente KT-invexo.

No préoximo exemplo temos um problema que é KT-invexo mas nao é invexo e vale a
propriedade de que toda solucao de Kuhn-Tucker ¢ uma solucao 6tima global. Isto mostra
que invexidade ¢ uma condicao suficiente mas nao necessaria para valer esta propriedade.

Exemplo 3.11. Vamos considerar X = R e estudar o problema

Minimizar f(z) = 3 — 3 exp(—=2)
sujeito a  go(z) = —ax <0, a € [0, 1].
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Seja T =0 e p = medida de Lebesque. Entio A(Z) =[0,1] e

1 1
r@e+ [ b)) = go | )z utaa)
= %Z—%ZZOVZGR

Logo T = 0 € uma solucao de Kuhn-Tucker. Suponha que T > 0 € uma solu¢ao de Kuhn-
Tucker. Entao A(z) = {0} e eziste uma medida de Radon positiva p tal que

(%)= +/ gu(2)z pu(da) =0V z € R,
A#)

1.€.,

1
—exp(—1)z —I—/ (—a)zpu(da) =0V z € R.
2 0}

A integral acima € igual a zero. Assim obtemos

1
5 exp(—2)z =0V z € R,

o que € um absurdo. Portanto T = 0 € a unica solu¢io de Kuhn-Tucker em F = {z € R :
x > 0}.

E facil ver que f(x) > f(0) para toda x € F. Entio T = 0 ¢ uma solucio dtima global.

Conseqiientemente a propriedade de que toda solucao de Kuhn-Tucker é uma solugao
global vale para este problema.

Suponha que este problema ¢é invexo. Entao existe uma funcao n: R X R — R tal que

f@) = f(y) = fym(a,y)
ga(l‘) - ga<y) Z 9;(9)77@&), o€ [07 1]7
para todos x,y € R, isto ¢,

f(@) = f(y)
(=)l —y]

S wn(z,y)

>
> (_a)n<x7y)7 o€ [07 1]
Dai, para o =1,

f@) = fly) = )@ —y) > flz) = fly) = f(yn(z,y) >0, Vo,y € R,

Isto implica que f € convexa, o que € falso. Na verdade, f é concava. Logo este problema
nao € Invero.
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Definan:R xR — R por

n(x,y) =1 —exp(—z +y).

Assim
F@) — Fly) — Fnay) = 5 gexp(—o) — 3 + 5 exp(~y)
—% exp(—y)(1 —exp(—z +y)) = 0. (3.17)

Sejam x,y € F. Sey > 0, entdo para o € A(y) = {0},
9oy)n(z,y) = —an(z,y) = 0.
Se y =0, entdo para o € A(y) = [0, 1],
—an(z,y) = —an(z,0) = —a(l —exp(-z)) <0,
wvisto que x > 0. Portanto, em qualquer caso

0> go(y)n(z,y), € Aly). (3.18)

De (3.17) e (3.18) concluimos que o problema é KT-invezo.

Lema 3.12. Suponha que as hipdteses (H2) e (Hj) sao vdlidas, que as restri¢oes de (PPI)
satisfazem a qualificacao de restricao do tipo Mangasarian-Fromovitz em T € F e que
R(H'(z)) € fechado. Se T ndo € uma solugao de Kuhn-Tucker, entdo o sistema

f(x)z <0,
gL (2)2 <0, a € A(2), (3.19)
h(z)2 =0, B € B,

tem uma solugao z € X.

Demonstragao. Suponha que o sistema em (3.19) nao possui solu¢do. Defina ¢, ¢,, 105 : X —
R, a € A(z), (8 € B, respectivamente por

p(2) = f(2)z,
77Z)a(2) - g;(j)z, o€ A(Jf’),
v5(z) = h’ﬁ(i*)z, 3 € B.

Verifiquemos que as hipoteses do Teorema 2.29 sao satisfeitas. Claramente z = 0 é solucao
de
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Também ¢ claro que ¢, ., o € A(Z), 75 ¢ =3, 0 € B, sdo invexas em Z com uma mesma
n(z,w) =z —w, z,w € X, e satisfazem (QR) em Zz, ji que a qualificacio de restrigdo do
tipo Mangasarian-Fromovitz é satisfeita em z. Além disso a imagem de I"(Z) coincide com
a imagem de H'(z), de modo que é um conjunto fechado. Portanto, todas as hipdteses do
Teorema 2.29 sao satisfeitas. Segue que existem u € M(A(Z)), p positiva, e v € M(B) tais
que

o)+ [ v utda) + [ e vidd =0V e X

ou seja,
f(z)z + / g, (7)z p(da) + / hy(2)zv(dB) =0V 2 € X.
A(z) B

Isto contradiz a hipotese de que Z nao é uma solucao de Kuhn-Tucker. Portanto o sistema
em (3.19) é consistente. O

Teorema 3.13. Suponha que as hipdteses (H2) e (Hj) sao vdlidas, que as restrigoes de
(PPI) satisfazem a qualificacao de restrigao do tipo Mangasarian-Fromovitz em cada T € F
e que R(H'(Z)) € fechado para cada T € F. Entdao, toda solugcio de Kuhn-Tucker é uma
solugao dtima global se e somente se (PPI) é Kuhn-Tucker invexo.

Demonstracao. Suponha que toda solucao de Kuhn-Tucker é uma solucao 6tima global.
Sejam z,z € F.

Se f(z) < f(Z) entdao T nao é uma solugao 6tima global, de modo que, por hipdtese, T
nao é uma solucao de Kuhn-Tucker. Pelo Lema 3.12, existe z € X tal que

g.(T)z <0, a € A(T),
Wy(z)z =0, B € B.

Defina n(z,z) = [f(z) — f(2)][f'(Z)2z] 2. Temos

f(x) = f(@) = f@)n(z,z) =0 (3.20)
e, ja que [f(z) — f(2)][f'(2)2] " >0,
0> g.(2)n(z, 3), a € A). (3.21)
Mais,
0= hy(z)n(x,z), B € B. (3.22)

Por (3.20), (3.21) e (3.22) segue que (PPI) é Kuhn-Tucker invexo quando f(x) < f(Z).
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Se f(x) > f(z), defina n(x,z) = 0. Temos

flx) = f(@) = f(a)m(z, ),
0 = gu(@)n(z,2), a € AT),
0 = hy(z)n(z,z), B €B.

Assim (PPI) é Kuhn-Tucker invexo neste caso também.

Para z,z ¢ F definimos n(x,z) = 0.

Suponha que (PPI) ¢ Kuhn-Tucker invexo. Seja Z € F uma solugdo de Kuhn-Tucker.
Assim existe uma medida positiva g € M(A) e uma medida com sinal v € M(B) tal que

f(z)z + /A( )ga( z)z p(da) + / hy(Z)zv(dB) =0V 2z € X. (3.23)
Da hipotese de KT-invexidade obtemos
flx) = f(@) > f(@)n(,7) +/  Ga(Z)n(x, Z) p(der) +/ hig(2)n(z, z) v(dB)
A(Z) B

para toda x € F. De (3.23) com z = n(z,Z), vém
flx)—f(z) >0V zePF.
Portanto z ¢ uma solugao 6tima global. O]

Observemos que as hipoteses do Teorema 3.13 sao usadas apenas na parte “somente se”
da demonstracao.

3.3 Dualidade

Vamos supor que a hipotese (H1) é valida em toda esta segdo. Consideremos o seguinte
problema dual do tipo Wolfe:

Maximizar L(y, p,v) = )+ /Aga /Bhﬁ(y) v(d3) \

sujeito a  f'(y)z +/ ()2 p(da) + / 5(y)zv(dB) =0V 2z € X, (PD)
p=0,
(y, i, v) € X x M(A) x M(B). J
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Denotemos por G o conjunto de todas as solugoes factiveis de (PD), i.e.,

G = {(y.1.v) € X x M(A) x M(B): ['(y)=+ / gL (y)z p(do)
+/Bh’ﬁ(y)zy(dﬁ) =0VzeXepu>0}.

No que segue temos, respectivamente, os teoremas de dualidade fraca, forte e inversa.

Teorema 3.14. Suponha que f, go, o € A, hg e —hg, [ € B, sao inveras com a mesma
n. Entao

f(x) = Ly, p, v)
para todo x € F e todo (y, p,v) € G.

Demonstracao. Seja x € F e (y,u,v) € G. Pelas hipoteses de invexidade temos que

Entao

s}

> P+ [ gulunta,n) ulda) + /B Wy (y)n(e, y) v(dp).

Como (y,pu,v) € G, tomando z = n(z,y), o lado direito da desigualdade acima se anula.
Assim obtemos

/()

v

L) = [ guta) o) = [ hata) ()
> Ly, pv),
dado que x € F (= go(x) <0, a € A, e hg(x) =0, € B) e (y,pu,v) €G (= p>0). O

Teorema 3.15. Suponha que f, go, o € A, hg e —hg, B € B, sao inveras com a mesma 1.
Seja & € F uma solugao dtima de (PPI). Se existem i € M(A) e v € M(B) tais que T é uma
solugcao de Kuhn-Tucker, entao (T, [i,v) € uma solugao étima de (PD) e f(z) = L(Z, i, ).
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Demonstragao. Se existem i € M(A) e v € M(B) tais que T é uma solu¢do de Kuhn-Tucker
entao temos

f(z)z + /Ag’a(a‘:)z a(da) + /B hy(Z)zv(df) =0V z € X,

/an0f>n<da>=:o

com fi > 0. Logo (Z,1,7) € G e

Mww)=f@+AM@WM+L%@WM)
e
> Ly, pu,v) VY (y, p,v) €G,

onde usamos o Teorema de Dualidade Fraca 3.14 na ultima desigualdade. [

Teorema 3.16. Suponha que f € estritamente inveza e que g,, o € A, hg e —hg, 3 € B
s@o invezas com a mesma n. Seja T € F uma solu¢ao dtima de (PPI) e suponha que existem
g€ M(A) ev € M(B) tais que T é uma solu¢ao de Kuhn-Tucker. Se (z,1,0) € G € uma
solu¢ao dtima de (PD) entao & = T, isto €, & é uma solu¢ao dtima de (PPI). Além disso,

f(x) = L(Z, f1, 7).

Demonstracao. Suponha que & # Z. Pelo Teorema de Dualidade Forte 3.15, (Z, i, 7) é uma
solucdo otima de (PD), de onde

f(@) = f(@) > f'(2)n(z,2),
9a(T) = ga(®) > g, (2)n(7,2), a € A,
hs(T) — hs(2) = hi(2)n(z,2), B € B

Entao
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Desde que (z, 1, 7) € G, o lado direito da expressao acima ¢ nulo. Logo, usando (3.24), segue

que
7@+ [ gula) o) + [ nola) i)
> @)+ [ gule) itde) = [ hala) ).
Como z € F (= hg(x) = 0, 8 € B) e (z,1,v) ¢ uma solucdo de Kuhn-Tucker (=

[ 4 9(T) i(dor) = 0), temos

/ 0a(7) i(da) > 0.

Por outro lado, visto que (Z,/,0) € G (= 4 >0) ez € F (= ¢4(Z) <0, a € A), temos

/A 0o (%) fi(da) < 0.

Assim temos uma contradicao e portanto & = 7.
Por (3.24) e pelos fatos de que T é uma solugao de Kuhn-Tucker (= [, g4(Z) fi(do) = 0)
ez €F (= hg(z) =0, § € B), obtemos

f@) = f@)+ / 0a(Z) fi(dar) + /B ho(z) 9(dB)

]

O dltimo teorema continua sendo valido se ao invés da invexidade estrita de f temos a
invexidade estrita de g,, para algum o € A.

Observemos que uma condicao suficiente para valerem as hipoteses dos Teoremas 3.15 e
3.16 de que existem i € M(A) e v € M(B) tais que T é uma solu¢ao de Kuhn-Tucker, é que
R(H'(Z)) seja fechado e as restrigdes do problema satisfagam uma qualificacao de restri¢ao
(do tipo Slater ou Mangasarian-Fromovitz). Veja o Teorema 3.8.
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CAPITULO 4

Problemas de Programacao Infinita
Multi-Objetivo

Vamos estudar o seguinte problema de programagao multi-objetivo:

(fr(@), .. fol@))
0, a € A, (PPIM)

0, g €B.

Minimizar f(x)
sujeito a (x)
(

z)

Neste capitulo sao obtidas condicoes de otimalidade para eficiéncia fraca de solugoes fac-
tiveis e estudada a relagao entre o problema multi-objetivo e um problema escalar associado.
As condigoes de otimalidade sao dadas na Secao 4.1. As condig¢oes necessarias sao obtidas
usando os resultados de Ben-Tal e Zowe. As condi¢oes suficientes sao obtidas via invexidade.
Também generalizamos alguns resultados de Osuna-Gomez et al. [25]: generalizamos para
(PPIM) a nocao de KT-invexidade e mostramos que esta nogao é necessaria e suficiente
para toda solucao vetorial de Kuhn-Tucker ser uma solucao fracamente eficiente. Na tltima
secao sao apresentados resultados de eficiéncia propria e sobre a relacdao entre o problema
multi-objetivo e um problema escalar associado. E mostrado que sob algumas condicoes, o
conjunto de solucoes propriamente eficientes do problema multi-objetivo coincide com o con-
junto de solucoes 6timas do problema escalar. Os resultados sao estabelecidos sob hipdteses
de invexidade.

Dados u,v € RP, w > v significa u; > v;, j = 1,...,p, e u > v significa u; > v;, j =
1,...,p, onde u; denota a j-ésima coordenada de u.

I IA

o
hs

Definicao 4.1. Dizemos que T € F € uma solugao eficiente de (PPIM) se nao eriste x € F

tal que f(z) < f(z) e f(x) # f(2).

25
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Logo, uma solugao factivel é eficiente quando nao é possivel melhorar nenhum objetivo
sem piorar algum outro.

Defini¢ao 4.2. Dizemos que T € F é uma solugao fracamente eficiente de (PPIM) se nao
existe v € F tal que f(z) < f(Z).

Assim, uma solucao factivel é fracamente eficiente se nao é possivel melhorar todos os
objetivos simultaneamente.

Definigao 4.3. Dizemos que T € F é uma solugao propriamente eficiente de (PPIM) se ela
¢ eficiente e e existe um escalar M > 0 tal que, para cada i, temos

fi(@) — fi(z)
@ =
para algum j tal que f;j(x) > f;(Z), quando x € F e fi(x) < f;(Z).

Vemos entao que essa forma de eficiéncia evita a possibilidade de ocorrer “trade-offs”
ilimitados entre os varios objetivos. De outra forma dito, os quocientes entre o ganho em
um objetivo e a perda com respeito aos demais ¢é limitada.

4.1 Condicoes de Otimalidade para Eficiéncia Fraca

Nesta se¢ao sdo obtidas as condicoes de otimalidade para (PPIM): condigdes necessarias e
suficientes.

Vamos comecar com as condi¢oes necessarias. Sao apresentadas condicoes necessarias de
primeira e segunda ordens.

Como no caso do Capitulo 3, com p = 1, neste caso as condicoes necessarias de oti-
malidade também podem ser obtidas usando a teoria de Ben-Tal e Zowe, dada no Capitulo
2.

Tome em (P) (ver péagina 21 do Capitulo 2), Y = X, U = RP, V = C(A), W =
C(B), K={keC(A):k(a) >0, a € A}, C =RE edefina F' = f e G e H, respectivamente,
como

G(x)(a) = galx) e H(x)(F) = hs(x).
Assim (PPIM) pode ser escrito como
Minimizar F(x)
sujeito a  G(z) € —K,
H(z) = 0.

Supondo que as hipoteses (H3) e (H5) sejam validas, é facil ver que G e H estdo bem
definidas e que F,G e H sao duas vezes Fréchet diferencidveis. Além disso, uma solucao



4.1. CONDICOES DE OTIMALIDADE PARA EFICIENCIA FRACA o7

fracamente eficiente de (PPIM) é uma solucao 6tima do problema acima. De fato, se T é
uma solucao fracamente eficiente de (PPIM), entdo nao existe x € F com f(x) < f(Z), isto
¢, nao existe x € F com f(z) € f(z) —int(C). Naturalmente, isto é equivalente a dizer que
f(z) ¢ f(z) —int(C) para toda x € F. Entao Z ¢ uma solugao 6tima de (P).

Teorema 4.4. Suponha que as hipdteses (H3) e (H5) sao vilidas. Seja & € F uma solugdo
fracamente eficiente de (PPIM). Suponhamos que R(H'(Z)) é fechado. Entao para toda
d € X satisfazendo

fi(@)d <0, jeJ, g, (x)d<0, ac A, hy(x)d=0, B € B, (4.1)

correspondem um vetor A > 0 em RP, uma medida de Radon positiva up € M(A) e uma
medida de Radon com sinal v € M(B), nem todos nulos, tais que

Z)\jf]’-(i)z + /Ag;(i’)z p(da) + /B hs(Z)zv(dp) =0V z € X, (4.2)

jeJ

/A 00 () p(da) = 0 (1.3)

e
S s @+ [ @) + [ B@)d.d)vas) > o (4.4
jeJ A B
> Nifi(@)d =0, (4.5)
JjeJ
| du@)dntda) - (46)
Demonstracao. Similar & demonstracao do Teorema 3.2. [

A condic¢ao (4.1) acima implica que d € D¢(Z) N Dg(Z) N Ty(Z), ou seja, d ¢, a0 mesmo
tempo, uma direcao de quasidescida, quasifactivel e tangente.

Se A em (4.2)-(4.6) é igual a zero, entdo nenhuma informacao sobre a fungio objetivo é
levado em conta nas condicoes de otimalidade de primeira e segunda ordens. Para garantir
que A > 0, precisamos lancar mao das qualificacoes de restricao.

Definicao 4.5. Suponha que (H3) € satisfeita. Dizemos que as restrigoes de (PPIM) satis-
fazem a condicao CQ(d) para d € X em = € F se

(i) néo existe uma medida com sinal nao-nula v € M(B) tal que

/B[h’ﬁ(i)z L HYE) (A, d)] v(dB) = 0V 2 € X:
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(11) existe z € X tal que

90(T)z + go(2)(d,d) <0, a € A,
hs(2)z + hig(2)(d,d) =0, B € B.

Corolario 4.6. Se para d satisfazendo (4.1) a condicao CQ(d) é satisfeita em T, entao A
em (4.2)-(4.6) nao € igual a zero.
Demonstracao. Semelhante & demonstracao do Corolario 3.4. O]

Agora vamos analisar as condi¢des de primeira ordem separadamente. Vamos estudar
quando podemos tomar A # 0 em (4.2)-(4.3). Para esta finalidade, algumas qualificagoes de
restricao sao apresentadas. Nomeadamente, as qualificacoes de restricao dos tipos Slater e
Mangasarian-Fromovitz para (PPIM), introduzidas no Capitulo 3.

Definigao 4.7. Suponha que (H1) € vdlida. Dizemos que as restricoes de (PPIM) satisfazem
a qualificacao de restricao do tipo Slater em T € F se

(1) G, @ € A(Z), hg e —hg, [ € B sao invexas com uma n comum;

(ii) nao existe uma medida com sinal nao-nula v € M(B) tal que
/th@(g:«)z W(dB) =0V = € X

(i) existe & € X tal que

ga(2) <0, a € A(x),
hg(f) =0, € B.

Definicao 4.8. Suponha que (H1) € vdlida. Dizemos que as restricoes de (PPIM) satisfazem
a qualificacao de restricao do tipo Mangasarian-Fromovitz em T € F se

(i) néo existe uma medida com sinal nao-nula v € M(B) tal que
/Bhg(f)z v(dpB) =0V z e X;

(ii) existe z € X tal que

g (T)z <0, a € A(T),
Wy(z)z =0, 3 € B.
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Defini¢ao 4.9. Suponha que (H1) € vdlida. Dizemos que T € F € uma solu¢ao vetorial de
Kuhn-Tucker se existem um vetor A > 0 em RP, uma medida de Radon positiva p € M(A)
e uma medida de Radon com sinal v € M(B) tais que (4.2)-(4.83) valem com X # 0.

Quando existem A € RP, A\ >0, up € M(A), p >0, e v € M(B) tais que (4.2)-(4.3)
valem com (A, p,v) # (0,0,0), mas sem que A seja necessariamente nao-nulo, diz-se que
Z é uma solugao vetorial de Fritz-John. Sob as hipoteses do Teorema 4.4, toda solucao
fracamente eficiente de (PPIM) é uma solugao vetorial de Fritz-John.

No proximo resultado é mostrado que sob uma das qualificagoes de restricao definidas
acima, uma solucdo factivel z € X satisfazendo as condi¢des de primeira ordem (4.2)-(4.3)
é uma solucao vetorial de Kuhn-Tucker.

Teorema 4.10. Suponha que as hipdteses (H2) e (H]) sao vdlidas. Seja T uma solug¢ao fra-
camente eficiente de (PPIM). Suponha que R(H'(Z)) é fechado. Se as restri¢oes de (PPIM)
satisfazem

(a) a qualificacao de restri¢ao do tipo Slater em T
oU
(b) a qualificagao de restrigao do tipo Mangasarian-Fromovitz em T
entao T € uma solucao vetorial de Kuhn-Tucker.
Demonstracao. Semelhante & demonstracao do Teorema 3.8. O
Agora nos voltamos para as condigoes suficientes.

Teorema 4.11. Suponha que a hipdtese (H1) é vdlida. Seja T uma solug¢do vetorial de
Kuhn-Tucker para (PPIM). Suponha que f;, j € J, go, a € A(Z), hg e —hg, B € B, sao
inveras em T com uma n comum. Entdo T é uma solucdo fracamente eficiente de (PPIM).

Demonstracao. Suponha que existe uma solugao factivel z tal que f(z) < f(z). Pela inve-
xidade de f obtemos
fi@m(z, ) <0, j€J (4.7)

Como Z é uma solugao vetorial de Kuhn-Tucker, existem A\ € R, u € M(A) e v € M(B)
com\; >0,j€J, A#0, p>0e

> Af@ntea) +

@) uda) + [ K@ ov@n) =0 (49
jed A(z) B

Desde que \; >0, j € J,e A#0, de (4.7) vem

S° At 7) < 0.

jeJ
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Entao, por (4.8),

B

| a@nte.o)utde) + [ yote.a)vids) > o (19)
A(Z)
Pela invexidade de g,, o € A(Z), hg e —hg, § € B, temos
[ lsala) = ga(@) uda) + [ (hat) ~ haf@)] v(a5)
A(Z) B
>/ | ShlE ) () + | Kot z) i),

z)
para todo x € F, visto que p é positiva. Mas g,(z) =0, o € A(Z), e z, & € F implicam que
ga(z) <0, a € A(Z), e hg(x) = hg(z) =0, § € B, de modo que

| somte.o)uda) + [ Hy@nta.a)vids) <o,
A(Z) B

o que contradiz (4.9). Logo T é uma solucao fracamente eficiente. O

Abaixo temos a generalizagao da nogao de KT-invexidade para o problema (PPIM). Esta
no¢ao foi introduzida em Osuna-Gomez [25| para problemas multi-objetivo em espacos de
dimensao finita.

Definicao 4.12. Suponha que (H1) é satisfeita. O problema (PPIM) é dito ser Kuhn-Tucker
invexo ou (KT-invexo) se existe uma aplicagio n: X x X — X tal que

file) < f3(z) = fi@)n(z,z) <0, jeJ,
0> g, (T)n(z,7), ac A(T),
0= hy(z)n(x,7), B € B,

para todos x,T € F.

Observe que se f;, j € J, go, @ € A(Z), hg e —hg, § € B, sdo invexas com uma 7
comum, entdo (PPIM) é KT-invexo.

O préximo teorema mostra que KT-invexidade continua sendo uma condi¢ao suficiente
para uma solucao vetorial de Kuhn-Tucker ser uma solucao fracamente eficiente. Além disso,
este resultado mostra que KT-invexidade é também uma condicao necessaria para que toda
solugdo vetorial de Kuhn-Tucker seja uma solugao fracamente eficiente para (PPIM).

Teorema 4.13. Suponha que as hipdteses (H2) e (Hj) sejam vdlidas, que as restrigdes de
(PPIM) satisfazem a qualificagao de restri¢ao do tipo Mangasarian-Fromovitz em cada T € F
e que R(H'(Z)) € fechado para cada T € F. Entao toda solucdo vetorial de Kuhn-Tucker é
uma solu¢ao fracamente eficiente de (PPIM) se e somente se (PPIM) é KT-invezo.
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Demonstracao. Suponha que toda solucao vetorial de Kuhn-Tucker é uma solucao fraca-
mente eficiente de (PPIM). Sejam =,z € F.

Se fi(z) < f;(z), j € J, entdo T nao é uma solugdo fracamente eficiente, de modo que,
por hipotese,  nao é uma solucao vetorial de Kuhn-Tucker. Conseqiientemente nao existem
ANERP, e M(A)erve M(B) tais que

Z Aifi(T)z + /

gi(2)z p(da) + /B hs(Z)zv(dBf) =0V z € X,

jeJ A(E)
A >0, j€J, ANH#0,
> 0.

Verifiquemos que as hipdteses do Teorema 2.29 sao satisfeitas. Tome ¢;(2) = fi(Z)z, j €
J, Ya(2) = g,(T)z, a € A(T), e y3(2) = hj3(T)z, B € B. O sistema

0i(2) <0, je€J
Ya(2) <0, a € A(Z),
Y5(2) =0, B € B,

claramente possui uma solucao z = 0. Dado que ¢;, 1, e v3 sao lineares elas sao invexas em
Z com a mesma 7(z,w) = z —w, z,w € X. Também, a imagem de I''(Z), que coincide com
R(H'(z)), é fechado e a condigao (QR) ¢é satisfeita em Z, j4 que as restri¢oes satisfazem a
qualificacao de restricao do tipo Mangasarian-Fromovitz em z. Portanto todas as hipoteses
do Teorema 2.29 sao satisfeitas. Segue que existe z € X tal que

0i(2) = fi(@)2 <0, j € U,
Yalz) = gb(8)2 <0, a € A2),
Y5(2) = Hy(7)z =0, B € B,

Defina n(x,z) = z para z,7 € F e nj(x, Z) = 0 caso contrario. Portanto existe n : X x X — X
tal que

fite) < f;(x) = fi(z)n(x,z) <0, i € J,
0> go(z)n(z, 1), a € Az),
0= hs(z)n(z,7), B € B,

para todos x,z € F. Conseqiientemente (PPIM) é KT-invexo.

Reciprocamente, suponha que (PPIM) é KT-invexo. Seja & € F uma soluc¢do vetorial de
Kuhn-Tucker. Entao existem A € R?, ye€ M(A)ev € M(B) taisque A >0, A#0, u >0
e

Z A fi(@)z + /A() 9o (T)z p(da) + /B hy(Z)zv(df) =0V z € X. (4.10)

jeJ



62 CAPITULO 4. PROBLEMAS DE PROGRAMAGAO INFINITA MULTI-OBJETIVO

Se existe € F tal que f(z) < f(Z), entdo, pela KT-invexidade,

[i@m(z,z) <0, j €

Logo, usando (4.10) com z = n(x, z),

| a@nte.o)udo) + [ y@te.)v(ds) > o (411)
A(Z)

B

Por outro lado, da KT-invexidade, temos
[, @tz o) + [ pi@mtr.3)vias) <o,
z B

contradizendo (4.11). Portanto nao existe z € F com f(x) < f(Z), de modo que  é uma
solugao fracamente eficiente de (PPIM). O

Observemos que as hipoteses do Teorema 4.13 sao usadas apenas na parte “somente se”
da demonstracao.

4.2 Eficiéncia Prépria e Problemas Escalares

Aqui sao dadas condicoes suficientes para eficiéncia prépria de uma solucao vetorial de Kuhn-
Tucker e é mostrado que o conjunto de todas as solu¢oes propriamente eficientes de (PPIM)
coincide com o conjunto de todas as solugoes 6timas de um problema escalar relacionado.

Evidentemente, uma solucao propriamente eficiente é uma solucao fraca. Assim os Teo-
remas 4.4 e 4.10 fornecem condi¢oes necessarias para eficiéncia propria.

Teorema 4.14. Suponha que a hipdtese (H1) € vilida. Seja & € F uma solugao vetorial de
Kuhn-Tucker com A > 0. Suponha que f;, j € J, ga, a € A(Z), hg e —hg, f € B, sdo
mvexras em T com uma n comum. Entao T € uma solucao propriamente eficiente.

Demonstragao. Existem A € R?, ue€ M(A)ev e M(B) taisque A >0, u>0e
Z A fi(@)z + / go(ZT)z p(da) + / hy(Z)zv(dB) =0V 2 € X. (4.12)
7Y, A(3) B

Primeiro vamos mostrar que Z é uma solucao eficiente. Suponha que existe x € FF tal que

f(x) < f(@) e f(x) # f(Z). Entao
Z%’fy’(ﬁ) < ZAjfj(f)7

jeJ jeJ
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onde a desigualdade vale estritamente pois A > 0. Pela invexidade de f;, j € J, temos
S A7) <0
jed
De (4.12) segue que
/ gL (@)n(x, 7) plda) + / Wy (@), 7) v(dB) > 0. (4.13)
A(z) B

Pela invexidade de g,, a € A(Z), hg e —hg, § € B, obtemos
[ f00) ~ @l o) + [ o) ~ oot
> /A @, ) + /B Wy (@), 7) v(dB),

para todo = € F, dado que pr > 0. Para x,z € F temos g,(x) < 0, a € A(Z), e hg(z) =
hg(z) =0, § € B. Para a € A(Z) temos g,(Z) = 0. Dai

/  Ga(@)n(w, T) p(dar) + / Ky (2)n(z, 7) v(dB) <0,
AZ) B

o que contradiz (4.13). Portanto Z é uma solugdo eficiente de (PPIM). Suponha que Z nao é
uma solugdo propriamente eficiente. Entao para M = (p — 1) max{\;/\; : i,5 € J} (p > 2)
existem x € F e ¢ € J, tais que fi(x) < fi(Z) e
fi(z) = fi(z)
fi(x) = f;(7)
para todo j tal que f;(x) > f;(z). Para j # i tal que f;(z) < f;(Z) tem-se

> M

7(@) = fia) > 02 LN [5@) - £(@)]

Segue entao que

7@ = @) > TN @) — f@)] V2

isto €,
p)f 1[fz<1_7) — fi(z)] > /\j[fj(q;) _ f;(fﬂ e

Somando sobre j # i obtemos

Milfi(@) = fi@)] > D Nl fi(@) = f;(@)].
i
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Assim
S Alia) — (@) <0

Da invexidade de f;, j € J, segue que

SN @l 7) <0,

jeJ

desde que A > 0. Como antes isto leva a uma contradicao. Logo ¥ é uma solucao propria-
mente eficiente de (PPIM). O

Os dois teoremas a seguir relacionam o problema multi-objetivo (PPIM) e o problema
escalar abaixo:
Minimizar s(x) = ijfj (x)
jeJ
(PPIE)
sujeito a  ga(7) <0, a € A,
hg(l‘) =0, € B.

Teorema 4.15. Suponha que (H1) é satisfeita. Se T € F € uma solu¢ao dtima global de
(PPIE) com w; >0, j € J, entdo T € uma solugcdo propriamente eficiente de (PPIM).

Demonstra¢ao. Suponhamos que Z ndo é uma solu¢do propriamente eficiente de (PPIM).
Procedendo como na segunda parte do Teorema 4.14 obtemos

> wilfi@) ~ ;@] <0,
jeJ
o que contradiz a otimalidade de z para (PPIE). Conseqiientemente Z é uma solu¢ao pro-

priamente eficiente. O

Adicionando hipoéteses de invexidade obtemos a reciproca do teorema acima.

Teorema 4.16. Seja © € F. Suponha que (H2) e (H}) sio vdlidas, que f;, j € J, ga, @ €
A(Z), hg e —hg, B € B, sao inveras em T com uma mesma 1, que as restri¢oes satisfazem
a qualificagao de restricao do tipo Mangasarian-Fromovitz em T e que R(H'(Z)) € fechado.
Entao T € uma solugao propriamente eficiente de (PPIM) se e somente se T é uma solu¢ao
dtima global de (PPIE) com w; >0, j € J.

Demonstracao. A parte “se” segue do Teorema 4.15. Vamos provar a parte “somente se”.
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Suponha que Z é uma solucao propriamente eficiente de (PPIM). Entao, para cada i € J,
o seguinte sistema nao possui solucao x € X:

filz) < fi(2),

file) + M fi(x) < fi(z) + M f;(@), j #1,
ga(x) <0, o € A,

hs(z) =0, B € B,

onde M ¢é a constante da Definicao 4.3. De fato, se este sistema possuir uma solucao r € X,
entdo z € F e fi(x) < fi(Z). Conseqiientemente, dado que T é uma solugdo propriamente

eficiente,
fi(@) — fi(z)
fi(@) = f;(2)

para algum j tal que f;(xz) > f;(z). O conjunto {j : f;(z) > f;(z)} é ndo-vazio, pois caso
contrario

<M

file) < f3(x) ¥V jeJ,
o que implica que Z ndo é uma solugao eficiente, ja que fi(z) < fi(z) = f(z) # f(Z).
Portanto
filx) + M fi(x) > fi(z) + M f;(2),
o que contradiz a segunda desigualdade do sistema.
Tome

+ Mfi(z) — fi(®) — M f;(Z), j #1,

E facil ver que todas as hipoteses do Teorema 2.29 sdo satisfeitas. Segue que para cada i € J
existem \' € RP, p' € M(A(z)) e v' € M(B) tais que X' >0, X' #£0, p'>0e

SN+ [ ) ) + [ )@ = 0vaex.

M= 1. Assim

Como X' >0 e A" # 0, podemos supor que . ; \;

filx) + MY N fi(x) +
(@) ; (=) /A(:Jc)
> fi(@) + M) Nfi(@) V€ X,
J#i

9o () pi(dar) + /B () v (dB)



66 CAPITULO 4. PROBLEMAS DE PROGRAMAGAO INFINITA MULTI-OBJETIVO

Para x € [F temos
R+ MY N fi0) > £+ SN @)+ [
J#i i A(z)
de modo que
fi@) + MY O Nifi(x) > fi(@) + MY Nifj(@) Vo eFViel
i i
Somando sobre ¢ € J obtemos
ijfj(x) Z ijfj(i) V T € ]F,
jeJ jeJ

onde
wi=1+M> N, jel
i#]
Logo = é uma solucao 6tima de (PPIE) com w; >0, j € J. O



CAPITULO 5

Problemas de Programacao com
Tempo Continuo

5.1 Notacoes & Hipdteses

Os problemas de programac¢ao com tempo continuo a serem estudados sao da seguinte forma:

Minimizar ¢(x </ fi(t, x(t / fp(t, z(t dt)

sujeito a  g;(t,xz(t)) <0 q.s. em [0,T], i=1,...,m,
r € X,

onde X é um subconjunto aberto, convexo e nio-vazio do espaco de Banach L2 [0,T], ¢ :
X =R, fi{t,2(t) = §(@0)(0), g:(t,a()) = u(@)(1), & : X — A0, T, j € J = {1,....p},
e : X = AJ0,T], i€ I:={1,...,m}, onde L™ [0,T] denota o espaco de todas as fun¢oes
vetoriais n-dimensionais definidas no intervalo compacto [0, 7] C R, que sdo Lebesgue men-
suraveis e essencialmente limitadas, com a norma || - ||« definida por

]l = max esssup{|a;(t)], 0 <t < T},
1<j<n
onde para cada t € [0,7], z;(t) é a j-ésima componente de z(t) € R™ AP’[0,T] denota

o espaco de todas as funcoes vetoriais m-dimensionais que sao essencialmente limitadas e
Lebesgue mensuraveis, definidas em [0, 7], com a norma || - ||; definida por

T
ol = mase [ o

1<5<m

67
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Nos Capitulos 6 e 7 é estudado o caso mono-objetivo, com p = 1. O caso multi-objetivo
é estudado no Capitulo 8. Na seqiiéncia sao feitas algumas preliminares desta parte.

Seja V um subconjunto aberto e convexo de R™ contendo o conjunto {z(t) € R" : z €
X, te€[0,717}.

Vamos supor que f;, j € J, e g;, @ € I, sao funcodes reais definidas em V' x [0,7] e
que as fungbes t — f;(t,z(t)), j € J, e t — gi(t,z(t)), i € I, sdo Lebesgue mensuraveis e
integraveis para todo x € X.

Seja F o conjunto de todas as solucoes factiveis do problema acima, i.e., seja

F={reX:g(tazt) <0qs. em[0,T], i €I}

Dado = € F, para cada i € I denotemos por A;(x) o subconjunto de [0,7] onde a i-ésima
restricao é ativa, i.e.,

Ay(z) = {t € [0,T] : gi(t, z(t)) = 0}

Nesta parte, todos os vetores sdo vetores coluna. Dado w € R!, w < 0 significa w; < 0
parai=1,2,...,l, e w < 0 significa w; < 0 para i =1,2,...,l. Denotamos o transposto de
w por w'.

5.2 Aplicacoes

Problemas de programacao com tempo continuo podem ser tomados como modelos rea-
listas para uma variedade de processos de decisao 6tima nas areas de economia, pesquisa
operacional e engenharia. Abaixo, serdo expostos problemas de controle 6timo que sao ca-
sos particulares do problema de programacao com tempo continuo. Nestes problemas estao
presentes restricoes de igualdade, o que nao acontece no problema de programacao com
tempo continuo considerado neste trabalho. Entretanto, restricoes de igualdade podem ser
consideradas como sendo duas restricoes de desigualdade.

O problema a seguir é um problema de controle 6timo com dinamica linear, restri¢coes
de igualdade lineares e restricoes de desigualdade nao-lineares tanto nas variaveis de estado
quando nas varidveis de controle:

Minimizar /0 F(t,2(8), u(t))dt

d

ar’ ¢ ¢

C(t)x(t) + D(t)u(t) + /0 K, (t,7)x(r)dr + /0 K. (t,7)u(T)dr = b(t),
d

sujeito a (t) = A(t)z(t) + B(t)u(t) + a(t),

g(t,z(t),u(t)) < c(t) +/0 h(t, T, (1), u(r))dr,
t €10,7], x(0) dado.
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O préximo problema é também um problema de controle 6timo. Este possui dinamica
nao-linear, com restrigoes nas variaveis de estado e de controle:

T
Minimizar / Ot 2(t), u(t))dt
0
sujeito a  «;(t, (), u(t)) = Gi(t) —l—/ vi(t, s, z(s),u(s))ds q.s. em [0,T], i =1,2,...,m,
0

¢

ity z(t),u(t)) < p(t) +/ vi(t,s,z(s),u(s))ds q.s. em [0,T], i =1,2,...,k,
0

re X, uel

Estes modelos foram dados como aplicagoes de programagdao com tempo continuo em
Zalmai [38] e [39].
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CAPITULO 6

Problemas de Programacao com
Tempo Continuo Mono-Objetivo

Este capitulo contém condigoes de otimalidade para o problema:

Minimizar gb(:p):/o f(t,z(t))dt

(PTC)
sujeito a  g;(t,x(t)) <0 q.s. em [0,T], i € I,
r e X.

Vamos supor que as funcgoes f e g;, ¢ € I, sdo continuamente diferenciaveis em relacao a
seus segundo argumento sobre [0, 7.

No que segue, é relembrado a nogao de invexidade para (PTC) e generalizada para o
contexto de tempo continuo a noc¢ao de KT-invexidade, introduzida por Martin em [23]
para problemas de programacao mateméatica. Também, é dado um exemplo de problema
KT-invexo.

KT-invexidade ¢ uma nocao mais fraca de invexidade e sua definicao é inspirada na
demonstracao de Kuhn-Tucker suficiéncia, isto ¢, na demonstracao de que as condigoes de
Kuhn-Tucker sob hipoteses de invexidade sao suficientes a otimalidade. Abaixo é repetida
tal demonstragao, ou seja, ¢ mostrado que se (PTC) é invexo e y é uma solugao de Kuhn-

Tucker, entao y é uma solugao 6tima global. Antes é relembrado a no¢ao de invexidade para
(PTC) dada em Brandao et al. [8].

Definicao 6.1. Dizemos que (PTC) é invexo se existir uma fungaon : [0, T] xV xV — R"

71
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tal que t — 77(7573?(t)>y(t)) € LZO[O,T],

o) — 6(y) > / VP (1 y (), 2(t), y(0))dt (6.1)

gi(t, z(t)) = gi(t, y(t)) = Vgi(t,y(t))n(t, =(t),y(t)) ¢.s em [0,T], i € I, (6.2)
para todas x,y € X.

Definicao 6.2. Dizemos que y € F € uma solugao de Kuhn-Tucker se existir A € L7[0,T]

tal que
T
/

VI (Ey(t) + Y NVt )| z(t)dt =0V z € LL[0,T], (6.3)

el

Ni(t)gi(t,y(t)) =0 g.s. em [0,T], i €I, .
Ai(t) >0 ¢g.s. em [0,T], i € 1. (6.5)

Defini¢ao 6.3. Dizemos que y € F € uma solu¢ao 6tima global de (PTC) se
¢(x) 2 ¢(y) Vx €F.

O proximo teorema foi demonstrado em [28]. A defini¢io da KT-invexidade ¢é feita
observando esta demonstracao. Por esta razao, ela seré repetida aqui.

Teorema 6.4. Suponha que (PTC) € invexo. Entdo toda solu¢io de Kuhn-Tucker é solucao
otima global.

Demonstracao. Seja y uma solu¢ao de Kuhn-Tucker e suponha que (PTC) é invexo. De
(6.1), (6.2) e (6.5), temos

/0 [f(t, z(t) — f(t,y(t))]dt —/0 VIt y@))n(t, x(t), y(t))dt
/ D A gi(t, () — gilt, y (1) — Vit y(O)n(t, x(t), y(t)))dt > 0,

el

i.e.,

/0 F(ta(t) — FltyO)d > /

_/OT

VI (ty(1) + ) NVt y( ))] n(t, x(t), y(1))dt

el

S MOl () gz-<t,y<t>>]] dt.

i€l
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Conseqiientemente, usando (6.3) e (6.4) obtemos

| (o) = st pteniar = - /[ZA Yol alt ]dt.

el

Por fim, segue de (6.5) que

/0 [f(t,z(t)) — f(t,y(t))]dt >0V x €F. (6.6)

Logo ¢(z) > ¢(y) ¥V = € F, ou seja, y é uma solugao 6tima global de (PTC). O

Observando esta demonstragdo, podemos ver que as desigualdades em (6.1) e (6.2) s6
precisam valer para solugoes factiveis de (PTC), isto é, apenas para z,y € F, e que nao é
necessario que (6.2) seja valida para t ¢ A;(y), i € I, por causa da condigdo (6.4). Também
é facil ver que a omissao dos termos g¢;(t,z(t)), i € I, em (6.2) ndo afeta a conclusao (6.6).
Com isto em mente é introduzida uma relaxacao de invexidade, a qual é chamada de K'T-
invexidade.

Definicao 6.5. O problema (PTC) ¢ dito ser Kuhn-Tucker invexo (ou KT-invexo) se existir
uma fungao n: [0,T] x V x V — R" tal que t — n(t,z(t),y(t)) € L[0,T],

y) > / VF(t y () (t, 2(t), y(t))dt (6.7)

=Vt y()n(t, x(t),y(t)) = 0 q.s. em Ai(y), i € 1, (6.8)

para todas x,y € F.
O exemplo a seguir traz um problema que nao é invexo mas que é KT- invexo. Isto
mostra que a nocao de KT-invexidade é mais fraca que a nocao de invexidade. Além disso,

este exemplo mostra que invexidade nao ¢ uma condi¢ao necessaria para valer a propriedade
de que toda solucao de Kuhn-Tucker é uma solugao 6tima global.

Exemplo 6.6. Consideremos o sequinte problema de programacao ndao-linear com tempo

continuo:
Minimizar ¢(x) = /0 [1 — exp(—x(t))]dt
sugeito a x(t) >0 ¢.s. em [0,T],
onde x € Loo[0,T]. Tomemos f(t,z(t)) =1 —exp(—z(t)) e g(t,z(t)) = —x(t). Temos que

T =0 € a unica solugao de Kuhn-Tucker. De fato, tomando \(t) = V f ( ),t) =1 temos

/0 Vf(z(t),t) + At)Vg(z(t),t)]=(t)dt =0,
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para toda z € Loo[0,T]. Logo T =0 é uma solu¢ao de Kuhn-Tucker. Agora mostremos que
é unica. Seja x tal que x(t) >0 em P C [0,T), onde P é um conjunto Lebesque mensurdvel
com medida positiva. Suponhamos que x seja uma solucao de Kuhn-Tucker. Assim existe

A€ Loo[0,T] tal que
/OT[Vf(t,x(t)) + A(t)Vg(t,x(t))]z(t)dt =0V z € Ly[0,T], (6.9)

At)g(t,z(t)) =0 g.s. em [0,T7, (6.10)
A(t) >0 g.s. em [0,T].

1seteP,
Z(t)_{OSetgéP‘

Tomemos

E claro que z € Lo[0,T]. De (6.9) vém

/O lexp(—x(t)) — A(t)]=(t)dt = / lexp(—(£)) — A(D]dt = 0.

De (6.10) seque que A(t) =0 ¢.s. em P. Entao temos

/Pexp(—x(t))dt =0,

o que € um absurdo.

E ficil verificar que ¢(z) > ¢(z) ¥V = € F, isto é, T = 0 ¢ uma solucdo dtima global do
problema.

Portanto toda solucao de Kuhn-Tucker € solucao otima global.

Mas serd que este problema € um problema invexo? Suponhamos que sim. Entdo existe
uma fung¢ao n: [0, T] x V xV — R tal que para z,y € X temos

/0 [f (@, (t) — f(t y(t))ldt Z/O VIt y(@))n(t, x(t), y(t))dt
—2(t) +y(t) = —n(t, 2(t),y(t)) ¢.s. em [0, T7].

Mas isto implica em
/0 [f(t, (1)) —f(ty(t))]dt—/o VIt y()](t) —y(t)]dt
2/0 [f(t#ﬁ(t))—f(ty(t))]dt—/o Vit y@)nt,«(t), y(t))dt = 0

dado que V f(t,y(t)) = exp(—y(t)) >0 ¢.s. em [0,T]. Dai
¢(z) — d(y) = Do(y)(z — y),
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onde D¢(y) denota a derivada de Fréchet de ¢ em y. Logo este problema € invexo se e
somente se ele € convero. Mas ¢ fdcil ver que este problema ndo é convexo. Portanto ele
nao € invexo.

Vemos entao que invexidade nao é uma condicao necessdria para valer a propriedade de
que toda solucao de Kuhn-Tucker é solucao otima global.

Por fim, mostremos que o problema é KT-invexo. Definan:[0,T] xV xV — R por

n(t x(t),y(t)) =1 —exp(—x(t) + y(t)).
Entao

- / Y F (g (), 2(t), y(1))dt
:/0 [—exp(—w(t))+exp(—y(t))]dt—/O exp(—y(t))[1 — exp(—xz(t) + y(t))]dt
- / ([ exp(—a(8)) + exp(—y(t))] — [exp(—y(t)) — exp(—(£))]}dt = 0.

Agora tomemos x,y € F, isto €, tomemos x,y tais que x(t),y(t) > 0 ¢.s. em [0,T]. Para
te Aly) ={t€[0,T]:y(t) =0}, temos

—Vyg(t,y@O))n(t, z(t),y(t)) = n(t,x(t),y(t)) =1 — exp(—x(t) + y(t))
= 1 —exp(—=x(t)) >0,

visto que x(t) >0 ¢.s. em [0,T].

Abaixo temos uma qualificacdo de restricao no contexto de tempo continuo. Ela sera
necessaria para estabelecer o resultado principal deste capitulo.

Defini¢ao 6.7. Dizemos que g;, i € I, satisfazem (QR) em y € F se nao existirem v; €
L]0, T), vi(t) >0 g.s. em[0,T], i € I, tais que (v1(t),...,vn(t)) #0 q.s. em [0,T] e

Z/ (t)Vgi(t,y(t))z(t)dt = 0 para toda z € L2 [0,T].

el

Observacao 6.8. A qualificacio de restricdao acima € uma generalizacdo da qualificacao de
restricao de Mangasarian-Fromovitz no sequinte sentido. No caso de problemas de progra-
magcao matemdtica onde as restrigoes sao independentes do tempo, a qualificacao de restri¢ao
de Mangasarian-Fromovitz € satisfeita em y € F se existir z € R™ tal que Vg.(y)z <0, i €
I(y) = {i: gi(y) = 0}. Pelo Teorema de Gordan (ver Mangasarian [22]) isto € equivalente a
nao existirem v; > 0, i € I(y), tais que (v1,...,v,) #0 e

Z vV (y)w =0V weR"

i€l(y)
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Lema 6.9. Seja y € F e suponha que g;, i € I, satisfazem (QR) em y. Se y ndo é uma
solu¢do de Kuhn-Tucker, entio existe z € L [0,T] tal que

/T VIt y(#)2(0)dt < 0, (6.11)
Vai(t,y(t))z(t) <0 g.s. em Ai(y), i € 1. (6.12)

Demonstra¢ao. Se o sistema em (6.11)-(6.12) ndo possui solugdo, entao, claramente, o sis-
tema

T
| vrtuwzwa <o,
0
Xi(O)Vgi(t,y(t))z(t) <0 q.s. em [0,7], i € I,
também nao possui solugao, onde x; : [0,7] — R é definida, para cada i € I, por

1 sete Aily),
Xilt) = { 0 setd Ai(z).

Segue do Corolario 3.1, pagina 134 em [37], que existem ug € R e u; € Lo.[0,T], i € I, com
ug >0, u;(t) >0 q.s. em [0, 7], i €I, tais que (ug, v1(t),...,vm(t)) #0 q.s. em [0,7] e

T

/ luovm, y(t)) + Zuxt)xi(t)w;u,y(t»] 2(t)dt > 0V = € LL.[0,T).
0 iel

Pela linearidade da integral acima em relagao a z, a desigualdade se torna uma igualdade.

Assim, se ug = 0 temos

/ S wt OVt y()=(t)dt = 0V = € LL[0, T,

0 el

ou, equivalentemente,

Z/A OVt y(t)=(t)dt =0 ¥ = € L™ [0, T),

el

o que contradiz (QR). Logo, up > 0. Dividindo a expressao acima por ug e definindo
)\i = UZ'XZ‘/U(), 1€ I, obtemos

T
/ [Vf t,y(t) —l—Z)\ IVai(t,y(t))| z(t)dt =0V z € L [0,T],
0

icl
Xi(t)gi(t,y(t)) =0q.s. em [0,7], i € I,
Ai(t) > 0q.s. em [0,7], i € 1.

Logo, y é uma solucao de Kuhn-Tucker, o que contradiz a hipétese. Portanto existe z €
L7 [0,T] satisfazendo (6.11) e (6.12). O
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Teorema 6.10. Suponha que g;, i € I, satisfazem (QR) em cada y € F. Entao toda solu¢io
de Kuhn-Tucker € solu¢ao dtima global se e somente se (PTC) é K T-invezo.

Demonstra¢ao. Suponhamos que toda solucao de Kuhn-Tucker é solugao 6tima global. Se-
jam z,y € F.

Se ¢(r) < ¢(y), entdo y nao é uma solucdo o6tima global, e assim, por hipotese, y
nao é uma solucao de Kuhn-Tucker. Conseqiientemente, pelo Lema 6.9, segue que existe
z € L7 [0,T] tal que

/OT V£ (¢, y(0) 2 (B)dt < 0 (6.13)
Vai(t,y(t))z(t) <0 q.s. em A;(y), i € 1. (6.14)
Defina »
olt-5(0.900) = 060 — 000 | [ 9 euo)etoa] =00
Temos

¢(z) — o(y) —/0 VIt y(6)n(t, x(t), y(t))dt = 0. (6.15)

Dado que ¢(x) < ¢(y), segue de (6.13) que

1

[6(z) = 6(y)] l /0 VI (L y()=(0dt] >0
Entao, de (6.14) temos

Vgi(t,y()n(t, x(t),y(t)) <0 qs. em Ai(y), i € . (6.16)

De (6.15) e (6.16) segue que (PTC) ¢ KT-invexo.
Se ¢(x) > ¢(y), defina n(t, z(t),y(t)) = 0. Temos que

o) — bly) — / VPt b)) n(t, 2(t), y(t))di > 0 (6.17)

Vai(t,y(t))n(t,z(t),y(t)) =0 q.s. em A;(y), i € 1. (6.18)

De (6.17) e (6.18) concluimos que (PTC) ¢ KT-invexo.
Nos dois casos acima nao definimos n para x, y ¢ F. Mas podemos definir n(t, x(t),y(t)) =
0 quando x ou y nao é factivel.
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Reciprocamente, suponha que (PTC) é KT-invexo. Seja y € F uma solu¢ao de Kuhn-
Tucker. Entao, existem \; € Lo.[0,T], i € I, tais que

/T [Vf (t,y(t +Z)\ IV (t, y( ))] 2(t)dt =0V z € L [0,T], (6.19)
Z Xi(t)gi(t,y(t)) =0q.s. em [0,7T], i € I, (6.20)
Ai(t) >0q.s. em [0,7], i € 1. (6.21)

Segue de (6.20) que \;(t) = 0 q.s. em [0,7T]\ A;(y), @ € 1. Assim, de (6.7), (6.8) e (6.21)
obtemos

[ ttesto)— st [ aenie s),o0)

iel
para toda x € . Logo,

T

V(L y() + > AVt y(0) | nt,z(t), y(1))dt

el

/0 Lt 2(0)) — F(t,y(O)dt > /

para toda x € F, o que, levando em conta (6.19), se reduz a

/0 (. 2(t) — F(ty(D))dt >0 z € F,

e conseqiientemente ¢(x) > ¢(y) para toda x € IF, ou seja, y é uma solucdo 6tima global de
(PTC).
O

Observe que a hipotese de que g¢;, i € I, satisfazem (QR) no tltimo teorema é usada
somente na parte “somente se” da demonstracao.



CAPITULO 7

Problemas de Programacao com
Tempo Continuo Nao-Suaves

Neste capitulo serd estudado o mesmo problema de programacao nao-linear com tempo
continuo do capitulo anterior, mas sem hipoteses de diferenciabilidade. Abaixo reescrevemos
o problema.

T
Minimizar ¢(x) = / f(t,x(t))dt,
0
(PTC)
sujeito a  g;(t,z(t)) <0 q.s. em [0,7], i € I,
r e X.
Sera introduzida a no¢do de Kuhn-Tucker invexidade para (PTC) no caso em que as

fungoes nao sao diferenciaveis. Um resultado similar ao Teorema 6.10 do Capitulo 6 seréd
estabelecido para o problema nao-suave. Também, serd apresentado um exemplo ilustrativo.

Suponhamos que dado a € V, existem ¢ > 0 e um ntimero positivo k tais que para todo
t € 10,7, e para todos x,y € a4+ B (B denota a bola unitaria do R™) temos

[f(t,x) = f(ty)| < Ellz =yl

Hipoteses similares sao feitas para g;, i € I. Conseqiientemente, f(t,-) e g;(t,-), i € I, s@o
localmente Lipschitz em V sobre [0,7]. Suponhamos também que a constante de Lipschitz
é a mesma para todas as funcoes envolvidas.

Sejam y € X e h € L7 [0,T]. Entao, as derivadas direcionais generalizadas de Clarke
(ver Clarke [10])

(L (0: (D) = € (1) = tim sp £E IO Z SO

79
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97 (t.y(); h(t)) == 7 (y; h)(¢) == lim sup vi(z + €h) (? —7i(2)(t)

Liel,

sdo finitas q.s. em [0,7] e ¢°(y; h) é finita. Para facilidade na leitura, usaremos a notacao

fot,y(t); h(t)) e g7 (t, y(t); h(t)) ao invés de £°(y; h)(t) e 77 (y; h)(¢), i € I.
Segue das hipoteses que

t— fo(ty(t); h(D)),
t— g7 (ty(t);h(t), i €1,

sao Lebesgue mensuraveis e integraveis para toda z € X e toda h € L™ [0, T).
Para mais detalhes sobre analise ndo-suave, consulte Clarke [10].

Definicao 7.1. Dizemos que (PTC) é Kuhn-Tucker invexo (ou KT-invexo) se existe uma
fungao n: [0, T] x V xV — R" tal que n(t,x(t),y(t)) € L™ [0,T],

o(x) — o(y) > ¢°(y;n(z,y)), (7.1)

—g; (ty(t);m(t,z(t),y(t) >0 q.s. em Ai(y), i € 1. (7.2)

para todas v,y € F.

Por n(z,y) em (7.1) entenda a aplicacdo de X x X em L”[0,7] dada por n(z,y)(t) =
n(t, x(t), y(t)).

Definicao 7.2. Dizemos que uma solucao factivel y é uma solucao de Kuhn-Tucker se
existem \; € Lo[0,T], @ € I, tais que

)+ [ SOy > 0 h e 10, (73)
Xi(t)gi(t,y(t)) =0 ¢.s. em [0,T], i €I, .
Ai(t) >0 g.s. em [0,T], i €I. (7.5)

No exemplo abaixo é estudado um problema KT-invexo que nao é invexo.

Exemplo 7.3. Consideremos o sequinte problema de programacgao com tempo continuo:

2

Minimizar ¢(x) = / f(z(t))dt
sujeito a  g(x(t)) SOO a.e. in|0,2], v € Ly|0,2],
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onde f,q: R — R sao dadas respectivamente por

f() = { 1 —exp(—x) se x >0,

—x2 sex <0

e g(x) = —x. Sejam x,h € R. E fdcil ver que f é Clarke regular, isto ¢, a derivada direcional
(tradicional) f'(x; h) coincide com a derivada direcional generalizada de Clarke f°(x;h) para
todos t,h € R e

exp(—x)h se x> 0,
or 1y 1 fly+eh)—fly) ) —2zh sex <0,
f(x,h)—hryngyp e ) hsex=0eh>0,

e 0sexz=0eh<O.

Usando o fato que f é Clarke regular e o Lema de Fatou (ver Folland [1]]), temos

¢°(x;h) = limj;lp¢(y+€z) llmfz /f )+ ei )) f(y<t)>dt
< /211135313 f(y(t)ﬂh(gt)) ) 4y — / e
_ /f /zh%ﬂ ()+sh( f(sv(ﬂ)dt
_ /h%nff( ()+5h( ) — f(z(D) dt<h%nf/ fx(t) + eh(t )) fx(®)

< limsup
y—x

el0

= ¢°(z; h).

¢°(x;h)=/0 fo(z(t); h(t))dt

Também, g°(x; h) = —h para todos x,h € R,
Sejam T(t) =0 € Loo[0,2] e A(t) =1 € Loo[0,2]. Temos que

/f )4 e )= Syt

Portanto

¢°(7; h) +/0 A(t)g"(x(1); h(1))dl = /0 [£2(0; h(t)) = h(t)]dt = 0 ¥ h € Loo[0, 2].

Assim & = 0 € uma solugdo de Kuhn-Tucker. Suponhamos que y(t) > 0, t € P C [0,2]
seja outra solucao de Kuhn-Tucker, onde P € um conjunto Lebesque mensurdvel com medida
positiva. Entao existe A € Loo[0,2], A(t) >0 ¢.s. em [0,2], satisfazendo

S + [ N0 A0 0% e L) (7.6
At)g(y(t)) =0 ¢.s. em [0,2]. (7.7)
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Seja h - [0,2] — R dada por
- —1lseteP
h(t)_{ 0setéP.

E claro que h € Ly[0,2]. De (7.7) vemos que A(t) = 0 q.s. em P. Logo de (7.6) vém
~ 2 ~
0 < Gk + [ Mg O:h)
0

= ) - / A(Oh(t)dt = — /P exp(—y(t))dt,

o que € um absurdo. Logo T =0 é a unica solugao de Kuhn-Tucker deste problema.

E claro que ¢(z) > #(0) para toda v € F = {x € Ly [0,2] : (t) > 0 ¢.s. em [0,2]}.
Portanto toda solucao de Kuhn-Tucker ¢ uma solucao otima global.

Este problema nao € invexo. De fato, supondo que ele € invero chegaremos a uma con-
tradicao, como seque. Suponha que o problema € invero. Entao existen :[0,2] xV xV — R
tal que t — n(t,z(t),y(t)) € Lso[0,2],

o(z) — 6(y) > / oyt n(t, x(t), y(t))dt

—z(t) +y(t) = —n(t, 2(1),y(1)) g¢.s. em [0,2]

para todas x,y € L[0,2]. Usando a dltima desigualdade, nao é dificil verificar que f°(y(t); x(t)—
y(t)) < fo(y(t);n(t,z(t),y(t))) g.s. em [0,2] para todas x,y € L|[0,2]. Dai

b(x) — Bly) - / Pyt 2(t) — y(o))dt

> ¢(x) — Bly) - / £yt 28, y () dt > 0 (7.8)

para todas x,y € Ly[0,2]. Para z(t) =0 e y(t) =t em [0,2] temos

o) — Bly) - / P2yt 2(t) — y(t))dt = —dexp(~2) <0,

o que contradiz (71.8).
Agora vamos mostrar que o problema é KT-invexo. Definan:V xV — R por

exp(y)(f(z) — f(y)) sey >0,
n(z,y) =49 (=2y) ' (f(z) — f(y)) sey <0,
f(x) = f(y) sey=0.
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Sejam x,y € F et € 0,2]. Temos que

t)
foy(@)in(z(t),y(t)) = ¢ —2y®)n(x(t), y(t

de maneira que

eparat € Aly) ={t €10,2] : y(t) =0},

—9°((t);n(x(t),y(t))) = 1 — exp(=2(t)) = 0.
Portanto este problema ¢ KT-invexo.

Abaixo temos a qualificacao de restricao do Capitulo 6 adaptada para o caso nao-suave.
Defini¢ao 7.4. Dizemos que as restricoes g;, i € I, satisfazem (QR) em y € F se nao
existem u; € Loo[0,T], u; >0, i € I, tais que (uy(t), ..., um(t)) #0 ¢s. em [0,T] e
Z/ D62 (4 y(t): B(E)dE > 0¥ h € L [0, T].
iel

Lema 7.5. Seja y € F e suponha que g;, i € I, satisfazem (QR) em y. Se y nao é uma
solugcdo de Kuhn-Tucker entio existe h € L [0,T] tal que

¢°(y; h) <0, (7.9)
g (ty(t);h(t) <0 qs. em Ai(y), i€l (7.10)
Demonstra¢ao. Se o sistema em (7.9)-(7.10) nao possui solu¢do, em particular o sistema
¢°(y;h) <0,
Xi(t)g; (¢, y(t); h(t)) <0 q.s. em [0,T], i € I,

nao possui solugao, onde x; : [0,7] — R é definida para cada i € I por

1 sete Aily),
xit) = { 0 seté¢ AZ(Z)

Segue do Coroléario 3.1, pagina 134 em [37], que existem ug € R e u; € Lo[0,T], i € I, com
up > 0, u;(t) > 0q.s. em [0,7],7 € I, tais que (ug, ur(t),...,un(t)) #0 q.s. em [0,7] e

upd° (y; h / ZUZ Yxi(£)gs (t,y(t); h(t))dt >0V h € L2 [0,T]. (7.11)

el



84 CAPITULO 7. PROBLEMAS DE PROGRAMACAO COM TEMPO CONTINUO NAO-SUAVES

Se uy = 0 temos uma contradi¢ao com a qualificacao de restri¢ao, pois neste caso, usando a
definicao de y;, obtemos

Z/ (£)g2 (1 y(£): h(1))dt > 05 h € L]0, T].

Logo up > 0. Entao dividindo a expressao em (7.11) por ug e definindo \; = u;x;/uo, @ € 1,
obtemos

/Z/\ Vo (6, y(8): h(D)dt > 0¥ h € L™ [0,T].

Assim temos

/Z/\ Vo (6, y(1): h(D)dt > 0 Y h € L™[0,T]

Xi(t)gi(t,y(t)) =0q.s. em [0,7T], i € I,
Ai(t) > 0q.s. em [0,7T], i € 1.

Logo y é uma solugao de Kuhn-Tucker, o que contradiz a hipotese. Portanto existe h €
L™ [0, T satisfazendo (7.9) e (7.10). O

Teorema 7.6. Suponha que g;, i € I, satisfazem (QR) em cada y € F. Entao toda solucao
de Kuhn-Tucker € solugao dtima global se e somente se (PTC) é Kuhn-Tucker invezo.

Demonstra¢ao. Suponhamos que toda solucao de Kuhn-Tucker é solugao 6tima global. Se-
jam z,y € F.

Se ¢(z) < ¢(y), entdo y ndo é uma solugao 6tima global. Assim, por hipotese, y nao é
uma solugao de Kuhn-Tucker. Segue entao do Lema 7.5 que existe h € L7 [0, T] satisfazendo

(79) e (710) Deﬁna o = ¢O(y, h) ) n(t,x(t)7y(t)) — {¢<x) — gb(y)}a*lh(t) q-S- em [O,T]
De (7.9) segue que
{o(x) — d(y)}a™" > 0. (7.12)

Assim

o°(yin(zy) = ¢°(y; {o(x) — d(y) o 'h)
= {o(z) — o)} "¢ (y: h) = o(x) — d(y). (7.13)

De (7.10) e (7.12) temos que

g (ty@)in(t,z(t),y(t)) = {o(x) —d(y)}ta g7 (t,y(t); h(t))
< 04q.s. em A;(y), i € 1. (7.14)

De (7.13) e (7.14) concluimos que para x,y tais que ¢(z) < ¢(y), (PTC) é Kuhn-Tucker
invexo.
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Se ¢(x) > ¢(y) defina n(t, x(t),y(t)) = 0 q.s. em [0,7T]. Temos que

o(x) — o(y) — ¢°(y;n(w,y))dt >0 (7.15)

g: (L y@);n(t,x(), y(1)) = 0 a.s em Ay(y), @ € 1. (7.16)

Segue entao de (7.15) e (7.16) que (PTC) ¢ Kuhn-Tucker invexo.

Nos dois casos acima nao definimos n para x, y ¢ F. Mas podemos definir n(¢, x(t),y(t)) =
0 quando x ou y nao é factivel.

Suponhamos que (PTC) é Kuhn-Tucker invexo. Seja y € F uma solucao de Kuhn-Tucker.
Entao de (7.1), (7.2) e (7.5) temos

o(x) — o(y) — ¢°(y;n(x, ) — /OT Ze; Ai(t)g; (ty();n(t, z(t),y(t)))dt > 0,
para todo = € F, j4 que de (7.4) segue que Ai(t) = 0 q.s. em [0,T]\ Ai(y), i € I. Daf
o) o) = ) + [ S A0 B0t (), 90
De (7.3) segue que d(z) > ¢(y) ¥ x € F, ou seja, y & solugio otima global de (PTC). [

Observe que a hipotese de que g¢;, i € I, satisfazem (QR) no tltimo teorema é usada
somente na parte “somente se” da demonstracao.
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CAPITULO 8

Problemas de Programacao com
Tempo Continuo Multi-Objetivo

Sera estudado o problema de otimizacao multi-objetivo com tempo continuo abaixo:

T T
Minimizar ¢(z) = (/ fi(t,z(t))de, ... ,/ fp(t,:r(t))dt>
0 0
(PTCM)
sujeito a  g;(t,z(t)) <0 q.s. em [0,T], i=1,...,m,
r e X.

Suponhamos que as fungoes f;,7 € J, e g;, © € I, sao continuamente diferencidveis em
relacdo aos seus segundo argumento.

Neste capitulo sao introduzidos alguns conceitos de invexidade generalizada para os pro-
blemas de otimizacao multi-objetivo com tempo continuo, nomeadamente, os conceitos de
Kuhn-Tucker invexidade e de Kuhn-Tucker pseudo-invexidade. Usando o conceito de Kuhn-
Tucker invexidade, é feito um estudo sobre a relacao do problema multi-objetivo com um
problema escalar associado. Também, é mostrado que Kuhn-Tucker pseudo-invexidade é
uma condicao necessaria e suficiente para uma solucao vetorial de Kuhn-Tucker ser uma
solucao fracamente eficiente. Kuhn-Tucker pseudo-invexidade e o primeiro resultado prin-
cipal sao dados na Secao 8.1. A nocao de Kuhn-Tucker invexidade e o segundo resultado
principal sao dados na Secao 8.2.

Abaixo sdo definidas como em [30] solugoes fracamente eficientes e solugoes vetoriais de
Kuhn-Tucker.
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Definicao 8.1. Uma solucdo factivel y ¢ dita ser uma solucao fracamente eficiente de
(PTCM) se e somente se nao existe outra solugao factivel x tal que ¢p(x) < ¢(y).

Definicao 8.2. Uma solugao factivel y € dita ser uma solucao vetorial de Kuhn-Tucker de
(PTCM) se existem pu € RP e A € LT[0, T] tais que

T
/ [Zuij;(t y(t) + > XVt y(t) | h(t)dt =0 h € LL[0,T], (8.1)
0 Ljes il
Ai(t)gi(t,y(t)) =0 ¢.s. em [0,T], i € I, (8.2)

Ai(t) >0 g.s. em [0,T], i €,

:ujzoa JEJ, e:UJ#O

Por fim temos uma qualificacao de restricao no contexto de tempo continuo.

Definicao 8.3. Dizemos que as restri¢oes g;, i € I, satisfazem (QR) em y € F se nao
existem v; € Ly[0,T], vi(t) >0 q.s. em [0,T], i € I, tais que (v1(t),...,vm(t)) # 0 ¢.s. em
0,7] e

Z/ (t)Vai(t,y(t))h(t)dt = 0 para toda h € L7 [0,T].

el

8.1 KT-Pseudo-Invexidade e Condicoes de
Otimalidade

Nesta secao ¢ introduzida a nocao de Kuhn-Tucker pseudo-invexidade para o problema
(PTCM). Além disso, é exposto e provado um resultado que fornece uma condi¢ao necessaria
e suficiente para otimalidade global de uma solucao vetorial de Kuhn-Tucker.

Definigao 8.4. O problema (PTCM) € dito ser Kuhn-Tucker pseudo-invexo (ou K'T-pseudo-
invexo) se existir uma func¢ao n : [0, T) XV xV — R™ tal que t — n(t,z(t),y(t)) € L[0,T],

o) < dly) = / VLUt ()t o (t), y(t)dt < 0, j € J, (8.5)

=Vt yt))n(t, z(t),y(t)) >0 qs. em A;(y), i €I, (8.6)

para todas x,y € F.
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Lema 8.5. Seja y € F e suponha que as restricoes g;, i € I, satisfazem (QR) em y. Sey
nao é uma solugao vetorial de Kuhn-Tucker, entdo existe z € L [0,T)] tal que

/ Oy )t <0, e (8.7)
Vai(t,y(t))z(t) <0 gs. em Ai(y), i € 1. (8.8)

Demonstracao. Se o sistema em (8.7)-(8.8) nao possui solugao, entao, claramente, o sistema

/T Vit y(t)z(t)dt <0, j e J,
() Vgi(t,y(t))z(t) <0 q.s. em [0,7T], i € I,

também nao possui solugdo, onde x; : [0,7] — R é definida, para cada i € I, por

1 sete Al(y),
Xilt) = { 0 seté¢ AZ(Z)

Segue do Corolario 3.1, pagina 134 em [37|, que existem p; € R, j € J,eu; € Loo[0,T), i € 1,
com p; >0, j€J, u(t)>0q.s. em [0,7],i € I, tais que (p1,..., thp, ur(t), ..., un(t)) #0
q.s. em [0 T)e

/0 ZMJVf (&, y(t Zuz xi(t)Vgi(t,y@t) | z(t)dt >0V z € L"[0,T],

Ljed el |

ie.,

/0 Zugvf tyt) + ) wit)xi(t)Vgi(t,y(t) | z(t)dt =0V z € LL[0,T],

LjeJ el |

onde a igualdade vem da linearidade da integral em relacao a z.
Se (1, ..., p) = 0, entao

/ Zul xi(O)Vgi(t,y(t))z(t)dt =0V z € L2 [0,T7,

i€l
ou, equivalentemente,
/ w(£) Vit y()=(t)dt = 0¥ = € LL[0,T],
ier 7 Ai(y)

o que contradiz (QR). Logo, (u1, ..., ip) # 0. Definindo \; = u;x;, ¢ € I, obtemos

/T [Zuijj'-(ty )+ > XNVt y(t) | 2(t)dt =0V z € LL[0,T].

jeJ i€l
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Entao temos

/T [Zuij;(ty )+ NVt y(t) | 2(t)dt =0V z € LL[0,T],

jed iel
Xi(t)gi(t,y(t)) =0 q.s. em [0,T], i € I,
Ai(t) > 0q.s. em [0,7], ¢ € 1,
p; >0, 5 €J, epn#0.

Logo, y ¢ uma solucao vetorial de Kuhn-Tucker, o que contradiz a hipotese. Portanto existe
z € L [0,T] satisfazendo (8.7) e (8.8). O

Teorema 8.6. Suponhamos que as restri¢oes g;, i € I, salisfazem (QR) em cada y € T.
Entao toda solugdo vetorial de Kuhn-Tucker é uma solugdo fracamente eficiente de (PTCM)
se e somente se (PTCM) é Kuhn-Tucker pseudo-invezo.

Demonstra¢ao. Seja y uma solugao vetorial de Kuhn-Tucker e suponha que (PTCM) é KT-
pseudo-invexo. Suponha que existe uma solucdo factivel z tal que ¢(z) < ¢(y). Como
(PTCM) é KT-pseudo-invexo, usando (8.5), obtemos

/0 VIt ()0t 2, y(£)dE < 0, j € J. (8.9)

Desde que y ¢ uma solucao vetorial de Kuhn-Tucker existem p € RP e A € LT[0, 7] satis-
fazendo (8.1)-(8.4). Por (8.4) e (8.9) temos

| S sty o, <o

0 jes

Usando (8.1) com h(t) = n(t, z(t),y(t)), t € [0,T], obtemos

[ Sn vt ot o0.ue)i > o (8.10)

el

Por outro lado, de (8.3) e (8.6), dado que por (8.2), A\;(t) =0 q.s. em [0,7]\ A;(y), i € I,
segue que
[ S Al a2, 01 <o
el

0 que é uma contradi¢do a (8.10). Logo y é uma solucao fracamente eficiente.
Suponhamos que toda solucao vetorial de Kuhn-Tucker é uma solucao fracamente efi-
ciente. Sejam z,y € T tais que ¢(z) < ¢(y). Entdo y ndo é uma solucdo fracamente
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eficiente, de modo que, por hipotese, y nao é uma solucao vetorial de Kuhn-Tucker. Entao,
pelo Lema 8.5, existe z € L [0, 7] tal que

/T Vit yt))z(t)dt <0, j € J,
Vit y(t))z(t) <0 q.s. em Ai(y), i € 1.
Defina n(t, z(t),y(t)) = z(t) q.s. em [0,T]. Entao
| vsaomat.ma <o, e

—Vai(t,y())nt, z(t),y(t)) >0 q.s. em A;(y), i € 1.

Portanto existe uma fun¢ao n: [0,7] x V x V — R" tal que t — n(t,z(t),y(t)) € L%[0,T],

o) < B(y) = / VAt y(0))(t 2 (8), y(t)dt < 0, j €

—Vgi(t,y(®))n(t, =(t), y(t)) = 0 a.s. em Ai(y), i € 1,
para todas x,y € F. Assim (PTCM) é Kuhn-Tucker pseudo-invexo. O

8.2 KT-Invexidade e o Problema Escalar Associado

Nesta se¢ao, a nogao de Kuhn-Tucker invexidade introduzida em [24] para problemas multi-

objetivo finito dimensionais é generalizada para o contexto de tempo continuo. Além disso,

alguns resultados relacionando (PTCM) com um problema escalar sao estabelecidos.
Vamos considerar o seguinte problema escalar associado ao problema (PTCM):

T
Minimizar & (z) = / Zujfj (t,x(t))dt
0 jes
sujeito a  g;(t,z(t)) <0 q.s. em [0,T], i € I,
reX,

onde u; € R, j € J. Este ¢ um dos mais conhecidos problemas escalares associados a
problemas de otimizacao multi-objetivo e é chamado problema escalar com pesos.

Teorema 8.7. Toda solugdao dtima de um problema escalar com pesos p; > 0, j € J, nem
todos nulos, é uma solugao fracamente eficiente de (PTCM).
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Demonstrag¢ao. Seja y uma solu¢ao 6tima do problema escalar com p; > 0, j € J, nem todos
nulos, e vamos supor que existe z € F tal que ¢(z) < ¢(y). Entao ¢;(z) < ¢,(y), j € J, de
modo que

10 (@) < p1;d5(y), Jj € J,
dado que p; >0, 7 € J. Como p;, j € J, sdo nem todos nulos, existe ao menos um indice
Jj € J tal que p; > 0. Logo pelo menos uma das desigualdades acima vale estritamente.

Entao somando sobre J,
Z pidi(z) < Z 195 (y)
jeJ jeJ
o que contradiz a otimalidade de y. O

Para estabelecer a reciproca do Teorema 8.7 precisamos de algumas qualificacoes nas
restricoes e também de hipdteses de convexidade generalizada.

Definicao 8.8. O problema (PTCM) é dito ser Kuhn-Tucker invexo (ou KT-invexo) se
existir uma funcao n:[0,T] x V x V — R" tal que t — n(t,z(t),y(t)) € LL[0,T],

6i(x) — dy(y) > / V£ (Bt 2 (8), y(b)dt, j € J, (8.11)

=Vgi(t,yO)n(t, x(t),y(t)) = 0 ¢.s. em Ai(y), i € 1, (8.12)
para todas x,y € F.

Teorema 8.9. Suponhamos que as restricoes g;, i € I, satisfazem (QR) em cada y € T.
Se (PTCM) é Kuhn-Tucker invezo, entao toda solucdo fracamente eficiente € solu¢do de um
problema escalar com pesos p; > 0, j € J, nem todos nulos.

Demonstracao. Seja y uma solucdo fracamente eficiente de (PTCM). Entao, pelo Teorema
3.3, pagina 9 em [30], existem p € RP e A € L]0, T'] satisfazendo

/T[Zuij]’-(ty )+ Nt Vglty))]h(t)dt:OVheL’;o[O,T},

jeJ 1€l
Xi(t)gi(t,y(t)) =0, q.s. em [0, 7], i € I,
p; >0, € J, N(t)>0q.s. em [0,T], i €1,
(1, At)) # 0 g.s. em [0, T7].

Se u =0, entao A(t) #0 q.s. em [0,7], e

el

/[ZA )Vgi(t, y( ))]h(t)dt:0VheL§O[O,T].
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De \i(t)g:(t,y(t)) =0, q.s. em [0,T], i € I, segue que \;(t) =0 q.s. em [0,T]\ A;(y). Assim
temos
> [ MOV v =0 he 1 0.T)
il

com \;(t) >0 q.s. em [0,7], 1 € I, e (M (t),..., A\n(t)) #0 q.s. em [0,7], o que contradiz a
hipotese de que (QR) vale em y. Portanto y é uma solugao vetorial de Kuhn-Tucker, isto é,
existe u € RP e A € LT[0, T satisfazendo (8.1)-(8.4).

Como por (8.4), u; >0, j € J, e por (8.3), \i(t) > 0q.s. em [0,77], i € I, usando (8.11)
e (8.12) obtemos

/ STk 2(0) — £t y(t)]dt

jeJ
/ Z“avf (t,y(@)n(t, x(t), y(t))dt, (8.13)
=N Vit y()n(t, z(t),y(t)) > 0 q.s. em Ai(y), i € I, (8.14)

para toda z € F. Relembrando que \;(t) = 0 q.s. em [0,7]\ Ai(y), ¢ € I, integrando as
desigualdades em (8.14) sobre [0, 7] e somando sobre I obtemos

/ MOVt (et 2(0), y(0)dt > 0. (8.15)
De (8.13) e (8.15) segue que

/ STl 2(0) — f(t (et

Jj€J

> / [Zujvfj’»(ty )+ SNV y®) | 0t (), y()dt,

jeJ i€l

para todas x € F. Tomando h(t) = n(t, z(t),y(t)) q.s. em [0, 7], segue de (8.1) que a integral
na segunda linha acima ¢ igual a zero. Portanto y é solu¢ao de um problema escalar com
pesos com u; > 0, j € J, nem todos nulos. O

Teorema 8.10. Se (PTCM) é Kuhn-Tucker invexo, entao toda solucao vetorial de Kuhn-
Tucker € solugao de um problema escalar pesos p; >0, j € J, nem todos nulos.

Demonstracao. Semelhante a demonstracao do Teorema 8.9. O
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Os teoremas acima mostram que sob as hipoteses de que (PTCM) é Kuhn-Tucker invexo
e que as restricoes satisfazem a qualificagdo de restricao em cada y € IF, os conjuntos das
solucoes vetoriais de Kuhn-Tucker, das solucoes fracamente eficientes e das solugoes 6timas
de problemas escalares com pesos sao iguais. De fato, pelos Teoremas 8.7 e 8.9 vemos que
o conjunto das solugoes 6timas do problema escalar com pesos (onde p = multiplicador
de Lagrange associado a fun¢do objetivo) e o conjunto das solucoes fracamente eficientes
sao iguais. Pelo Teorema 8.10 temos que o conjunto das solugoes vetoriais de Kuhn-Tucker
esta contido no conjunto das solucoes 6timas do problema escalar. Mas a inclusao contréria
também é verdadeira, pois, pelo Teorema 8.7, toda solugao de um problema escalar com pesos
é solucao fracamente eficiente, que por sua vez, sob a hipotese de que vale a qualificacao de

restri¢do, é uma solucao vetorial de Kuhn-Tucker (veja o inicio da demonstracao do Teorema
8.9).



TRABALHOS FUTUROS

Em relacao aos problemas de programacao infinita, uma possibilidade de trabalho futuro
seria o estudo de dualidade para o caso multi-objetivo. Outra possibilidade seria tentar
generalizar os resultados dos Capitulos 3 e 4 para o caso nao-diferenciavel.

No caso dos problema de programacao com tempo continuo, h& a possibilidade de se
estudar dualidade para o caso multi-objetivo. Por exemplo, tentar generalizar para o contexto
de tempo continuo alguns resultados dados em [26] por Osuna-Goémez et al.. Neste trabalho,
Osuna-Goémez et al. introduzem um tipo de problema dual para um problema multi-objetivo,
que possui a propriedade especial de ser um problema escalar.

Além disso, pode-se também tentar generalizar KT-invexidade para problemas de otimiza-
¢ao abstratos, como o tratado por Ben-Tal e Zowe [4]. Ou ainda para outros tipos de pro-
blemas, como o problema de controle 6timo multi-objetivo e o problema de controle 6timo
impulsivo. Para o problema de controle 6timo impulsivo, uma possibilidade menos ambiciosa
seria estabelecer condi¢oes suficientes de otimalidade usando invexidade. Para o problema de
controle 6timo multi-objetivo, tentar fazer um estudo relacionando-o com um problema es-
calar com pesos, nos moldes do que foi feito para os problemas tratados nesta tese (Capitulos
4e8).

Outro tipo de problemas que poderiam ser abordados sao os problemas anormais ou de-
generados. Problemas de otimizagao sao assim chamados quando o multiplicador associado
a fungao objetivo é igual a zero. Izmailov [20] obteve condigbes de otimalidade para um
problema de otimizacao em espacos de Banach, mas com um ntimero finito de restricoes de
desigualdade. Avakov |1] estudou um caso mais geral incluindo restrigdes de igualdade, mas
ainda com um niimero finito de restricoes de desigualdade. Uma possibilidade de trabalho fu-
turo seria tentar obter condicoes de otimalidade para os problemas tratados nesta tese e, mais
além, tentar algum estudo na direcao que fez Martin para os problemas nao-degenerados.
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