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Resumo

Seja x um alfabeto finito ou enumeravel, e considere o espago de todas as seqiiéncias
finitas compostas por concatenacao de simbolos desse alfabeto. A essas seqiiéncias
daremos o nome de palavras. Denotaremos por x” conjunto de todas as palavras de
tamanho n. No presente trabalho, consideramos uma funcao que leva cada palavra
de tamanho n em um ndmero inteiro entre 0 e n — 1. Essa fungao é definida pelo
maior tamanho possivel de uma sobreposicao da palavra com uma copia dela mesma
transladada, e é chamada de fungao de sobreposi¢ao. A ela daremos o nome de S,,.
A relevancia da funcao de sobreposicao foi colocada em evidéncia, entre outros ca-
sos, na andlise estatistica da Recorréncia de Poincaré, e possui relacao explicita com
a entropia do processo. Nesse trabalho, provamos a convergéncia da distribuicao da
funcao de sobreposicao, quando a seqiiéncia é escolhida de acordo com relacao a n
variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas no alfabeto x. Também
apresentamos um limitante para a velocidade dessa convergéncia. Como conseqiiéncia,

mostramos também a convergéncia da esperanca e da variancia da fungao de sobreposicao.
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Abstract

We consider the set of finite sequencies of length n over a finite or contable alphabet
X. We consider the function defined over " which gives the size of the maximum
overlap of a given sequence with a (shifted) copy of itself. That function will be denoted
by overlapping function. We prove the convergence of the distribution of this function
when the sequence is chosen according to a product measure, with identically distributed
marginals. We give a point-wise upper bound for the velocity of this convergence. As
a byproduct, we show the convergence of te mean and the variance of the overlapping

function.
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Introducao

Seja m um numero inteiro positivo. Considere o espaco de todas as sequéncias
de tamanho n com simbolos tomados de um alfabeto y finito ou enumeravel. A essas
sequéncias daremos o nome de palavras (ver Definigao 1.1.1). No presente trabalho, nds
consideramos uma fungao S, definida em x" e tomando valores em {0,1,--- ,n — 1}.
Para cada palavra, essa funcao assume o valor do maior tamanho possivel de uma
sobreposicao que essa palavra pode ter com uma copia dela mesma transladada. Se nao
houver sobreposicao, a fungao assume o valor zero (ver Defini¢ao 2.1.1).

A fungao S,, esta relacionada com a funcao 7, que também esté definida sobre " e
assume valores em {1,2,--- n}, e indica a posi¢ao do primeiro encaize que a palavra
realizou com uma cépia dela transladada(ver Defini¢ao 1.2.1). Essa relagao é dada pela
equagao S, =n — T,.

A relevancia da fungao 7, (e portanto de S,) foi colocada em evidéncia na anédlise
estatistica da Recorréncia de Poincaré. Para provar a convergencia do numero de
ocorréncia de palavras (digamos, de tamanho n) quando n diverge, para a distribuicao
de Poisson, é necessdrio qua a palavra nao se sobreponha com ela mesma [16]. Ou, pelo
menos, que a propor¢ao das palavras que se sobrepoem seja pequena com relacao a n
[1]. Se esse nao for o caso, a distribui¢ao limite tem lei Poisson composta [15]. Também
temos na literatura algumas aproximagoes para esse limite em [20, 21, 22].

Tal relevancia também aparece quando consideramos o tempo decorrido até a primeira
ocorréncia da palavra. Esse tempo é conhecido como Tempo de Ocorréncia (hitting
time). E sabido que o tempo de ocorréncia pode ser bem aproximado por uma lei ex-

ponencial com parametro dado pela medida da palavra, no caso em que a palava nao



possui sobreposicao com ela mesma, ou quando tal sobreposicao é “pequena”. Mas,
quando a palavra apresenta sobreposicao (que nao seja “pequena’) com ela mesma, o
parametro deve ser corrigido por um fator. Tal fator é a probabilidade da palavra nao
aparecer duas vezes consecutivas. E essa probabilidade é dada pelas propriedades de
sobreposicao da palavra [2, 12].

Uma situagao similar acontece quado consideramos o tempo decorrido até a primeira
ocorréncia da palavra, colocando como condicao inicial a ocorréncia da propria palavra.
Este tempo é chamado de Tempo de Retorno (Return Time). Neste caso, acontece o
mesmo. E sabido que o tempo de retorno também pode ser bem aproximado por uma
lei exponencial. Mas quando a palavra apresenta sobreposicao com ela mesma, essa
lei deixa de ser exponencial, passando a ser uma combinacao convexa de uma medida
degenerada na origem e uma exponencial [9]. Neste caso, o mesmo fator citado no
paragrafo anterior aparece na combinagao convexa e na lei exponencial.

Até onde sabemos, os primeiros a observarem que a medida de todas as palavras que
possuem “grandes”sobreposicoes converge para zero foram Collet, Galves & Schmitt,
em 1999 [9]. Nesse trabalho, os autores provaram o decaimento exponencial dessa
medida quando “grande”significa maior ou igual a n — n/3. Tal resultado vale para
processos misturadores com funcao ¢ de decaimento exponencial. Mais tarde, o mesmo
resultado foi generalizado em [2] para processos misturadores com fungao ¢ de decai-
mento exponencial. No tltimo caso, “grande”significa ser maior ou igual a n — cn, onde
c é uma constante que depende da cardinalidade do alfabeto.

A distribuicao de 7, é desconhecida. Ou seja, nao ha uma forma explicita para

Fo (y) = p(mn < y).

Em 2002, usando a Complexidade de Kolmogorov, Saussol, Troubetzkoy e Vaienti
provaram, para um processo ergdédico com entropia positiva, que nlgglo % = c¢ > 1 quase
certamente [24].

Em 2003, usando o Teorema de Shannon, Mc-Millan e Breiman, Afraimovich, Cha-

zottes e Saussol provaram que vale o mesmo resultado (7,/n —c¢>1 q.c.) [8].
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Abadi e Vaienti, em 2008, encontraram a funcao de grandes desvios e relacionaram
T, com a entropia de Rényi do processo gerador das palavras.

Sendo assim, nosso trabalho tem uma ambicao interessante no que diz respeito a
Sistemas Dinamicos. Essa ambicao consiste no fato de que um conhecimento sobre 7,
implica em conhecer também a Entropia de Rényi do processo.

Para o nosso contexto, o resultado apresentado em [8] e [24] diz que o conjunto de
palavras que encaixam em tempo finito assintoticamente tem medida nula.

Note que, para 7,, (ver 1.2.1)temos:
€ {1,2,---,n}

E isso implica que:

-
2 <1
n

Entao, para nés, tal resultado se resume a:

lim % =1 I — q.c.

n—oo M
A expressao acima diz que, assintoticamente, 7,, cresce na mesma velocidade que n.
Isto nos sugere que a variavel aleatéria 7, apresenta comportamento assintético defec-
tivo. Ou seja, temos entao uma sequéncia de variaveis aleatorias nao estocasticamente
limitadas. Al vemos a necessidade de definir convenientemente uma outra sequéncia de
variaveis aleatérias que nos forneca informacao sobre o Tempo de Encaixze. Definimos,
portanto, S, (ver Definicdo 2.1.1). A seguir, para uma medida produto, provamos a
convergencia da distribuicao de S,, para uma distribuicao limite, cuja cauda decai ex-
ponencialmente quando n diverge. Além disso, apresentamos um limite superior para
a velocidade dessa convergéncia. Tal limite superior é nao-uniforme. Ele depende do
vetor de medidas p com marginais identicamente distribuidas, do tamanho do alfabeto

X, € de k, onde k£ é um inteiro positivo.
Essa convergéncia nao-uniforme nos permite obter como corolario a convergencia,
em particular, da esperanca, e em geral, de todos os momentos de ordem polinomial de

Sh.



Além disso, obtemos limitantes inferior e superior para E(S,,).

Também apresentaremos limitantes inferior e superior para a esperanca de S,,.

Essa dissertacao é organizada da seguinte maneira:

No Capitulo 1, apresentaremos o problema, daremos as defini¢oes iniciais e algumas
ferramentas que iremos usar.

No Capitulo 2, provaremos a existéncia da distribuicao limite.

No Capitulo 3, exibiremos limites inferior e superior para E(S,,).

No Apéndice, comentaremos sobre alguns problemas em aberto.



Capitulo 1

Palavras e o Tempo de Encaixe

Quando falamos sobre Palavras, varias definicoes e exemplos podem vir a cabeca.

Se fossemos a diversos pontos distintos da comunidade cientifica, e perguntassemos
qual a definicao de palavra, teriamos uma enriquecedora gama de respostas.

Um Linguista poderia citar a origem do nome Palavra (do latim “parabola”; que
por sua vez deriva do grego “parabole”). Depois disso, comentaria sobre a diferenga
entre termo(forma escrita) e vocdbulo(forma falada), com a intencao de tornar ainda
mais clara a definicao. Finalmente, ele definiria palavra como sendo um conjunto de
letras de um alfabeto.

Ja um Cientista da Computacao poderia defini-la como sendo a unidade de in-
formagao usada por um tipo particular de computador. Motivado pelo seu interesse,
ele daria alguns exemplos, falaria de comprimento de palavras de cada mdquina(bits),
de expansao binaria de nimeros decimais, entre outras coisas. Assim, ele te deixaria
mais bem-informado a respeito da definicao de palavra.

Para um Matemdtico, essa tende a ser uma pergunta mais simples. O motivo dessa
simplicidade é que, para nos, independente de seu significado ou aplicabilidade, uma
palavra é, antes de nada (e nada além de), uma sequéncia(finita ou infinita) de elementos
de um conjunto(finito ou infinito). Portanto, para o matematico sdo também palavras a
palavra do Linguista, a do Cientista da Computacao, as sequéncias de RNA em Biologia,
e, naturalmente, as sequéncias de niimeros.

A seguir, daremos uma definicao matematica de palavra, tentando esclarecer a forma



como enxergamos a matéria-prima essencial do presente trabalho.

1.1 Definicoes e notacao

Defini¢ao 1.1.1. Seja x um conjunto finito com cardinal denotado por |x|, ao qual
chamaremos de Alfabeto. Diremos que uma palavra € uma sequéncia finita de simbolos
desse alfabeto.

Formalmente:

xy = (a1ag---a,) a; € x,i=1,2,--+ n.

Onde os indices 1 e n em x indicam onde comeca e onde termina essa palavra de n

sitmbolos.

O conjunto de todas as palavras com simbolos do alfabeto y serd denotado por x".

Em Sistemas Dinamicos, essa definicao é equivalente a defini¢ao de cilindro.

No presente texto, usaremos a notagao x ou w para tratar de palavras. No nosso
trabalho, consideramos apenas as palavras geradas por uma sequencia de variaveis
aleatdrias independentes e indentimamente distribuidas no alfabeto y.

Exemplo 1.1.2. 010100 é uma palavra de tamanho n = 6 no alfabeto x = {0,1}. O

Aqui, consideraremos sempre um alfabeto y tal que 2 < |x|, com pu(a;) > 0,Va; € x.
As palavras sera formadas entdao por uma realizacdo de uma sequéncia de varidveis
aleatérias independente e identicamente distribuidas em Y.

Na secao seguinte, trataremos do Tempo de Encaize, que é uma definicao essencial

do presente trabalho.

1.2 O Tempo de Encaixe

Definicao 1.2.1. Seja x7 € x". Dizemos que o Tempo de Encaixe de =] € a varidvel

aleatoria 7, : X" — {1,2,--- ,n} tal que:



T(at) =inf{k>0: 27" =2}, }

Em palavras: dizemos que o Tempo de Encaize de uma palavra é o tempo que ela
leva para realizar um encaixe por sobreposi¢cao com ela mesma, deslocando, em cada
unidade de tempo, a palavra em uma unidade para a direita. Em termos mais simples,
é o numero de translagoes a direita necessérias, feitas em uma cépia da palavra, para
que ela realize uma sobreposi¢ao com a original.

Quando a condi¢ao acima nao ¢ satisfeita para nenhum k tal que 0 < k < n, diremos

simplesmente que o tempo de encaixe é igual ao tamanho da palavra. Ou seja:

To(2)) =1

Essa definicao fica mais clara nos dois exemplos seguintes.

Exemplo 1.2.2. Seja a palavra 2§ = 010101:

Inicio : 0 1 \
1°Passo : 0 > / \ 1
2°Passo : 0 1

Portanto, como a palavra realizou um encaixe no segundo passo (ou segunda translagao),

temos que o tempo de encaixe de 2§ é igual a 2. O



Exemplo 1.2.3. Seja a palavra z] = 0111:

Inicio : 0 1 1 1
1°Passo : 0 1 1 1
2°Passo : 0 1 1 1
3°Passo : 0 1 1 1
4° Passo : 0 1 1 1

Portanto, como a palavra nao realizou encaixe, temos que o tempo de encaixe de z}

¢ igual a 4, que é o tamanho da palavra. O

1.3 Definicao dinamica

Considere x como sendo um processo qualquer (ou uma palavra infinita) num alfa-

beto finito y. Diremos que z € Y. Entao, podemos escrevé-lo da seguinte maneira:

. .n,..oo
L =T Tpqq-

Note que 2 € x™ é a parte finita, e 2%, € X é a parte infinita de z, que foram
concatenadas, gerando .
Defina agora uma translacao T da seguinte maneira:

TN — N

T(x) = T(awpSy) = x5a.5, = 257



onde T retira da palavra a primeira letra. Aplicando recursivamente T', temos que

para 1 < m:

Entao, finalmente, definimos 7,,(z) da seguinte maneira:
To(x) = inf {m>1:T"(y) =y},
{yexMyfp=a7}

onde o infimo acima ¢ tomado entre todos as palavras y de tamanho infinito, e que
tenham os mesmos n primeiros simbolos de z.

E claro que y sempre pode ser tomado de maneira que 1 < 7, < n.

Note que essa definicao de Tempo de Retorno é equivalente a de Tempo de Encaize.

Vejamos um exemplo:
Exemplo 1.3.1. Seja a palavra z = 2%2%°, onde 2% = 010101. Entao, se tomarmos

y = 010101...., entdo teremos que T?(y) = vy, e portanto 7,(z) = 2.

O resultado acima coincide com o caso do exemplo 1.2 O

1.4 Classificacao peridédica das palavras

Uma forma de entender melhor o problema do tempo de encaixe é tentar iden-

tificar algum comportamento periédioco nas palavras. Note que, quando temos uma
)

palavra formada por “bloquinhos” que se repetem, temos um encaixe iminente. A seguir,

definiremos uma ferramenta fundamental deste trabalho:

Definigao 1.4.1. Seja 0 < k < n. Definimos B, (k) como sendo o conjunto de todas
as palavras de X" que sdo k-periodicas. Ou seja:
Bu(k) ={z7 e x" : 2] = (wl,...,a:;g,g:l,...,xk,...,gcl,...,xk,\xl,...,xr)}

S/
-~ -~

i 2 [n/k] i

Portanto, o conjunto B, (k) pode ser visto como o conjunto de todas as palavras

que podem ser escritas como concatenacio de [n/k| palavras 2§ € x* com uma palavra



x7 € x". Aqui, sempre consideramos r < k, o resto da divisao de n por k. Note que
o tamanho da palavra nao precisa necessariamente ser um multiplo de k. Somente a
palavra precisa apresentar certo “comportamento periédico”.

Falando ede forma mais simples, a palavra é formada por “bloquinhos”de tamanho
k.
Exemplo 1.4.2. Tome o conjunto de palavras de tamanho n = 4. Denotaremos esse

conjunto por Cy. Dai:

Cy = {0000;0001;0010;0011;0100; 0101;0110;0111; 1000; 1001; 1010; 1011;
1100;1101;1110; 1111}
Além disso:
By(1) = {0000; 1111}
B4(2) = {0000;1111;0101; 1010}
By4(3) = {0000; 1111;0010; 0100;0110; 1001; 1011; 1101}
By(4) =C4 O
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Capitulo 2

A distribuicao de n — 7,

No presente capitulo, iremos definir uma nova variavel aleatéria, que determina o
tamanho méaximo de um encaixe que a palavra pode fazer com uma copia dela mesma.
Para palavras geradas por sequéncias de variaveis aleatorias independentes no alfabeto
X, com uma medida produto, provaremos que essa variavel aleatéria possui distribuigao

limite.

2.1 Definindo S,

O Teorema apresentado em [8, 24] nos diz que, a menos de um conjunto de medida
nula, 7, cresce na mesma velocidade que n, . Entao, Vo > 0 fixado, temos que u(7, <
x) — 0, quando n diverge.

Definindo pu,(x) = p(r, < z) = F, (z), temos entao que {7,}neny nao forma uma
sequéncia de varidveis aleatdrias estocasticamente limitadas, e portanto { i, }neny nao é
uniformemente compacta.

Isso nos leva entao a nossa préxima definigao:

Definicao 2.1.1. Seja

T X" — {1,2,-+- n}

como definido no texto.

Definimos entdo uma nova sequéncia S, : X" — {0,1,--- ., n — 1}, da sequinte

11



] W

W

Figura 2.1: 7,(w) = n — k é o tempo que a palavra leva para encaixar, enquanto
Sp(w) =k é o tamanho desse encaixe.

maneira:

Sp(w) =n — 1 (w).

Uma vez que 7,, € o nimero minimo de translacoes necessarias para que ocorra um
encaixe, S,, define o maior tamanho de uma sobreposicao.
A figura 2.1 torna clara a relagao entre 7, e .S,,.

Vamos agora dar um coroldrio do teorema apresentado em [8] e [24], que diz respeito

aS,:

Corolario 2.1.2. Seja S, : \N — {0,1,--- ,n — 1} como definido no texto. Entdo:

lim = =0 pu—gq.c
n—,oo M
Demonstracao.
lim — = lim
n—,oo M n—oo n
LT
=1—lim 2=0
n—oo N,

Onde a tltima parte se deve ao teorema apresentado em [8] e [24], que foi comentado

na introducao. O

No Capitulo 3, mostraremos que limsup F(S,) < +oo. Usando um resultado que
n—oo

pode ser encontrado em [19], temos que que a sequéncia {jg, tnen € uniformemente

compacta.

12



No presente capitulo, definiremos os conjuntos R, (k) := B,(n — k), que serdo as
palavras com uma sobreposicao de tamanho k. O motivo para essa mudanga sera mera
conveniéncia. A primeira notagao faz mengao direta ao que foi feito em [1]. A segunda

se refere a simbologia sugerida por André Toom e Andréa Vanessa Rocha em [23].

2.2 Ferramentas auxiliares

Definicao 2.2.1. Definimos o conjunto R, (k) como sendo o conjunto de palavras que

tem uma sobreposicao de tamanho k. Ou seja:

Ru(k) = {2l € x" & af =2}

Note que vale a seguinte “dualidade”:

Para 0 < k < n, seja:
k
U B.(5)
j=1
o conjunto de palavras de tamanho n com alguma sobreposicao de tamanho s < k.

n—1
Seja U R,.(j) o conjunto das palavras que possuem alguma sobreposi¢ao.
7j=1

Defini¢ao 2.2.2. Se para cada a; € x temos u(a;) = p;, entao defina:

x|

V4
my = E D,
=1

p = maxp;,
T

motivados pela definicao de norma L, e norma do sup, respectivamente.
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Note que p* < my, pois como p € {p1,p2, -+ ,py(}, entdo p = pi, para algum
ke{1,2,---,|x|}. Portanto:
my=p'+> pf >
i#k
O lema a seguir nos da condigoes para que possamos “encolher’uma palavra de
tamanho n, tirando dela as duas letras centrais no caso em que n for par, e as trés

letras centrais no caso em que n for impar.
Lema 2.2.3. Seja k < [ 5] — 1. Entdo:

J-1 121

3
il U Bali) | =0 U Roazi-n()
=k

j=k

l5]1-1

Demonstragao. x} € U R,.(j) se e somente se ] € R,(j), para algum j tal que
j=k

k<j<|[3]—1 Logo

n
Ty = W1WaWy,

onde w; é uma palavra de tamanho j, wy é uma palavra de tamanho 2n — j, e elas
sao independentes. Agora escrevemos wy = ws W2 2Ws 3, onde wy o é a palavra central
de wy, e que tem tamanho 2 no caso onde n é impar ou tamanho 3 no caso em que n é

par. Ela pode ser escrita da seguinte forma:

+1

Wa2 =T )

——
W33
PR

com wg € waz palavras de tamanho L”%%j — 1. Agora, defina 0 = wyjwyjwezwy €

Ry n)-1(j), que ¢ independente de wy». Portanto:

I Ru() | = > wad) = Y ) p(wiwyywsyw)u(ws).

i=k P E€RR(J) wiwz,1EX" 2 wa 2€X?

14



Somando independentemente cada termo, o primeiro termo resulta em Ry|n 1-1(7),

e o segundo termo soma 1, pois se refere a todas as palavras ws o possiveis.

]

O préximo lema nos diz que a medida total do conjunto de palavras de tamanho n

com uma sobreposi¢ao grande converge exponencialmente para zero.

Lema 2.2.4. Vale a sequinte desigualdade:

Demonstracao. Usando a o-subaditividade de p e a “dualidade”
Ry(j) = Ba(n — j),

temos a seguinte expressao:

n—1 n—1 ’—%]
pl U RaG) | € D0 n(Ra(h) = ul(Bali)). (2.1)
i=13) i=13) i=1

Agora, note que, se w € B,(j), entdo temos a relagdo n = j\_?J +7r,onde 0 <r < j,

e r indica o resto da divisao de n por j. Portanto:

— J r
W= Ww;w; - -+ W; Wy w]'GX, Wy € X .
—_—
L?J vezes

Além disso, temos também que:

wj = U)TU}]‘_T

onde w;_, é uma palavra em x?~". Portanto:

w; ExJ wreX” wj_rEXITT

15



Pela definicao de m,, temos que o ultimo termo da expressao acima ¢ igual a:

r j—r

Temos também que vale:

A\ B A7\ "
T j—r ] _ 5 5
MaMiz] < Ma) = (”%J) = (”%J) :

Por uma desigualdade cldssica em norma L, que pode ser vista em [19], temos que,

para 1 < j < & vale:

*‘\3&7\3»—‘

127

Portanto, a tdltima parte da soma 2.1 satisfaz:

n 1\ -1 NEE! N
SO O R )
§> _

my

E assim, o lema esta provado. O

O lema a seguir nos fornece a taxa exponencial para a convergeéncia, que usaremos

para provar o Teorema principal deste trabalho.

Lema 2.2.5. Valem as sequintes desigualdades:

ko 24l
m4) ms

a) Z (Rai(3) mRzz(k))S(—g 1= m,

m
i=5+1 2

b) Z R, (k) < Ceo",

onde C', € <1, e d <1 sao constantes positivas que dependem do vetor p.

Demonstracao. a) Uma palavra z] pertence a Ry;(7) (] Re2;(k) se e somente se ela tiver
1

a forma:
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T = W Wawi W Wy

onde w; é uma palavra de tamanho k e wy é uma palavra de tamanho i — 2k (que

nesse caso ¢ igual a 222 ). Portanto:

e entao:

(R G) N Rak) = 3 (ulwn))' S () = mbm .

w1 exk w2€xi72k

Agora, vamos somar o resultado em i:

L ) . i1—
00 mka —1i mkmlJrl 2k & %+1—2k
- 4772 AL T4 17 mym
k. _1—2k __ 1—>00 _ 4119
myme = =
1—my 1—my

=241

b) Pela “dualidade”(2.2.1), a soma no item b) é igual a:

Z 1(Bn(4) N Ra(k))

ZQZ:N(Bn(ﬁmRn(k))"i‘ 22: 1(Bn(j) N Ru(k)) + Z 1(Bn(4) N Ra(k))

Agora, vamos resolver separadamente cada caso.
i) Suponha que w € (B,(j) N R,(k)). Como w € R,(k), temos que w pode ser

escrita na forma

W = W1wawy,

onde w; € ¥ e wy € Y2,

17



Como w € B,(j) com 1 < j < % —k, ela consiste na concatenagao de blocos de
tamanho j. Além disso, como B, (k) define uma propriedade periédica das palavras,

esses blocos podem ser observados comecando de qualquer posicao da palavra. Logo,
temos que:
Wy € Bn_gk(j).

Portanto:

u(Ba(7) N Ra(k) < Y (1)) Ba-ak ().

w1€Xk

Usando um argumento combinatério, temos que vale:

S (ulwn))? = m.

wlexk
E, pelo lema 2.2.4, temos:
n_f 1
2 m2)5]
3 i(Buoa()) < L
1—m3

ii) Como 2j <n —k e w € B,(j), podemos escrever:

W = W W W1 W1,

onde w; tem tamanho k e wy tem tamanho j — k. Como w € R, (k), primeiro w;

da concatenacao acima aparece. Além disso, w; tem tamanho n — k — 2j. Portanto,

usando a independéncia e fatorizando a medida nds temos:
p(w) = (u(wi))*(p(ws))? (1)

Entao:

k_j—k

P(Bn(G) NV Ro (k) < > (u(wn))® Y (ulwa))*p" % = mfmd*p

w1 ExF w1 ExI—F

n—k—2j

18



Somando ¢ ultimo termo em 7, nds temos:

Z (Ru(5) N Ry(k)) < C(p)m2% (m_g) .

1
Como m} ¢ a norma £, do vetor p, entao temos que a base do tdltimo termo da

expressao acima é menor que 1.
iii) Tome w = 27 € B,(j) N R, (k).

Observe que:

e Como w € R,(k), temos af = a?_, ;.

e Como os blocos podem ser “lidos”tanto de tras para frente quanto da frente para

’ , n _ n—j—1
tras, nos temos que r,,_p41 = xn—j—k'

Portanto, podemos escrever:

W = W1 Wl Wl W1 .

O tamanho de wy é k, o de wy é 2j + k — n, e o tamanho de w, é n — 2k — j.

Novamente utilizando a independéncia, podemos fatorar a medida e obter:

u(Ba(f) N Ra(k) < Y (u(w))® Y (ulwe))?p 7" = mlmy ™ g2 (2.2)

w1 €xF waExI

Somando o ultimo termo em j, obtemos:

S (R) 0 Rulk) < C'(pm (m) .

3
2
j:nT_k“Fl mg

E assim terminamos a demonstragao. 0
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2.3 O Teorema principal

Finalmente, chegamos ao principal teorema do presente texto.

Esse teorema diz, essencialmente, existe uma distribuicao limite para S, e que a
convergencia para essa distribuicao limite ocorre com taxa exponencial.

Primeiro, vamos definir alguns termos que aparecerao no enunciado:

Sejam:

n
n— 2

(p e = [ U Rn(5)\ U Ru(j) | + Z iz <Rm(l>\ L_J R2i(j)> ;
j= =k Jj=k

=2 j= i=k+1

n—1 31 B i—1
b = 1 | | Bal) N R\ | Rai) | + D e (Rzm') N Ryu(k)\ Rz,(j)) :

j=2 j=k+1 i=k+1 j=k+1

ax = > i (Raoi(i)\ Ujmr i — 1Ry (j)),
i=k—+1
by = Z Iz (Rzi(i) N Ra;i(k)\ U;";LH R2i(j)) :
i=k+1

Entao:

Teorema 2.3.1. Seja p uma medida produto em x™ com marginais identicamente dis-

tribuidas. Entao:

a) u(Sp, > k) =mb + apn.
b) (S, = k) =mb — by

c¢) lim p(S, > k) =mh + a.

n—0o0

d) lim pu(S, = k) = mh — by

n—oo

Além disso, temos que existem constantes positiva ¢, € < 1 e § < 1, que dependem do

vetor p de probabilidade dos simbolos do alfabeto, tais que:
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Demonstracao. Tome:
n—1
Gn(k) = pu(Sn 2 k) = p (U Rn(])) .
j=k

: n
Podemos supor, sem perda de generalidade, que k < 5
A principio, consideraremos o caso em que n é impar.

Fazendo a decomposicao de U;:,i R, (j):

g oy

Go() = 1 (U an) =i (Um0 | +n(Umro\U RGO

Jj=k

Pelo Lema 2.2.3, o primeiro termo do tultimo lado da igualdade é igual a

n_q
2

p | U Reqzi—n(k)
=k

Podemos decompor este tultimo termo, chegando a

(n—2)—1 (n—2)—1 7-1
12 Rn—Q(j) — K U Rn—?(])\ U Rn—Q(j)
j=k i=% =k

Gn(k) = Gna(k)

+ o Umo\U RO

Repetindo a mesma operacao para G,,_o, chegamos a:
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(n—2)—1 52

+ o U Ra20)\ U Ras(h)
]:%—1 =k
(n—4)—1 52

- n Ro s\ | Bu-s(i)
j=5-1 ij=k

Portanto, temos que:

n—1 %*1
+ p | R\ | Ralh)
i=3 i=k
(n—2)—1 52
i=% j=k
(n—2)—1 52
+ U Ry (5)\ U Ry—2(j)
j=5-1 j=k
(n—4)-1 32
j=5-1 =k

| Buca(5 = D\ U iali)

Um argumento recursivo aplicado em & nos fornece
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- i/L(RQZ URQZ )

- n (U R (7)\ U R%(j)) :

Finalmente, chegamos a seguinte expressao:

L

Gr(k) = Gop(k) + UR \URn(j) +ZN<R% \URQZ ) (2.3)

i=k+1

Pelo lema 2.2.4, temos que o primeiro termo do lado direito da expresao acima tende
a zero quando n diverge.

Portanto, temos:

nh—>nc}o Gn<k) RQk "— Z 1% (RZz U RQz )

i=k+1

Por outro lado,

(1(Sy = k) = Go(k) — Gk + 1).

Resolvendo esta equacao acrescentando 2.3, concluimos que
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WS = k) = p(Ban(k)) = pRagupny(k + 1)

— | U RGN RatkN | Rali)

j=1% j=k+1

— Z 1 <R2i(i)ﬁR2i(k)\ L_J RQz(]))

i=k+2 j=k+1

k
+ u (Rz(k+1)(k +1\J R2<k+1>(j>> :

=k

Calculando o termo da direita na primeira linha da ultima expressao, o resultado é:

1t (Ragreyy (k1) N Rogeyyvy) -

Com um certo abuso de notacao, considere uma uniao em um conjunto vazio de indices
como sendo o conjunto vazio.

Teremos entao o seguinte resultado:

p(sn =k) = p(Ro(k)) (2.4)
- M U Rn<j) N Rn(k)\ U Rn(j) (2'5)

- Z H (Rzz‘(i) N Ryi(k)\ U RQi(i)) : (2.6)

i=k+1 j=k+1

Pelo lema 2.2.4, o termo do meio vai a zero quando n diverge. Portanto, o limite
qr = lim u(S, = k)
n—oo

existe e é igual a:

p(Ror(k)) — Z p (Rzz‘(i) N Rai(k)\ L_J Rm‘(i)) :

i=k+1 j=k+1

Além disso, temos como consequéncia que |u(S, = k) — qx| é igual a:

24



g

> u<Rzi<z‘>mR%<k>\ U Rm)) e[ Um0 Ry U Ra)

=241 j=k+1 j=k+1

Retirando convenientemente conjuntos nos complementares acima, e usando a seguinte

desigualdade elementar valida para a e b positivos:
la — b| < max{a, b},

concluimos que:

(8, =)~ S maxd > n (R O R | S p(RaG) 0 R

No caso em que n é¢ um nimero par, basta repetir o mesmo argumento acima, apenas

trocando |4 | por %, e a demonstragao ¢é idéntica.

Como conclusao, temos que para qualquer inteiro positivo n vale:

Cans1 (k) = Gan (k).

Além disso, também vale:

M(Szn+1 = k?) = M(Szn = k’)

E finalmente, o Lema 2.2.5 finaliza a demonstragao. O]
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Capitulo 3

Limitantes para F(S),)

Seguindo a sequéncia do trabalho, vamos olhar agora para a E(.S,,) quando n diverge.

Primeiramente, daremos alguns corolarios do teorema principal .

Depois, apresentaremos limitantes para E(S,,), apresentando alguns exemplos.

A partir dai, mostraremos que { s, }nen € uma sequéncia uniformemente compacta.
E claro que o fato de conhecer a forma explicita de tal distribuicao talvez nos daria
um resultado mais direto. Mas a dificuldade (e a beleza) desse problema se encontra
justamente no fato de S,, nao possuir uma forma explicita simples de distribuicao de
probabilidade. Ou seja, nao se conhece uma expressao de Fg,  distribuicao de S,.
Posteriormente, seguindo uma sequéncia natural, daremos alguns resultados sobre a

variancia de S,,.

Corolario 3.0.2. Sejam w € x", e 7, como definidos no texto.

Entao:

lim £ (™) =1
n—00 n
Demonstragao. Por [8, 24], temos que:

lim 2 =1 W —q.c.

n—oo 1

Defina: Y,, = T—n.
n
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Yo
=<,
n

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos que:

Como 7, € {0,1,--- ,n}, temos que

lim [ Y,du = / lim Y,dy =1
n—oo n—oo

3.1 A convergéncia de E(S),)

Como consequéncia direta do teorema 2.3.1, mostraremos a convergéncia de F(S,,)
para um valor (), onde () é a esperanca de uma variavel aleatéria com distribuicao g,

definida sobre os inteiros nao-negativos.

Corolario 3.1.1. Seja Q) a esperanca de uma varidvela aleatoria com distribuicdo gy

sobre os numeros inteiros nao-negativos. Entao:
|E(S,) — Q| < Ce".
Demonstra¢ao. Como S, € {0,1,--- ,n — 1} temos que:

ZH(SH =k)= iﬂ(sn = k).
k=0 k=0

Além disso, como ¢, converge exponencialmente para zero, temos que k¢q;, ¢ somével.

Pelo Teorema 2.3.1, existem ntiimeros 0 < e < 1e 0 < § < 1 tais que:

|1(Sn = k) — qi| < €6

para todo n e k inteiro positivo, entao:

> Sy =k) = kgl <> k[u(S, =k) — q| <) kCe.
k=0 k=0 k=0

k=0

Note que o ultimo termo da expressao acima pode ser escrito da forma:
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Ce" i ké* = Ce™s i k6"t = Ceo Z —(5’“ 6”(5% i 5k
k=0 k=1 k=1

ne O 1  m 1 G,
—Ce5%(—6)—Ceé((1_5)2>——(1_5)26.

Como esse ultimo termo tende a zero quando n diverge, concluimos a demonstracao.

]

3.2 Limitantes para ()

Nesta secao, vamos dar um outro corolario do Teorema 2.3.1, que nos fornece limi-
tantes superior e inferior para @ = lim F(S,). A Seguir, daremos um4 prévia de um
n—oo

dos pontos que sera discutido no Apéndice do presentee trabalho.

Corolario 3.2.1. Seja @ o valor esperado de q, onde Q = Q(p), e p € o vetor de
probabilidades dos simbolos do alfabeto x. Entdo valem as sequintes desigualdades:
mo mo

< < —
1—m2 _Q_ (1—m2)2

Demonstracao. Vamos aqui usar a seguinte identidade, que pode ser encontrada em

[19]. Seja X uma variavel aleatéria assumindo valores inteiros positivos. Entdo:

= (X > k).
k=1
Usando a equacao acima, temos que:
Q= ;g{}o[ﬂ(sn > k)] =) DE&G ]

k=1
Por 77, temos que:

p(Fo(K)) < Jim G () < p(Fo) + D p(Ras(i). (31)

Usando o mesmo argumento combinatoério do capitulo anterior, temos que:
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Isto nos da:

00 k+1
my
3 b)) = 12—
i=k+1
Sabemos que:
Q=) lim G, (k)
k=1

k=1 k=1
2 ma
1 —my s@s (1 —mg)?

E assim, o corolario esta demonstrado.
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Apeéendice A

Problemas em aberto

A.1 O caso Bernoulli e a razao aurea

Vamos aqui tratar do caso em que o alfabeto possui dois simbolos, digamos y =
{0,1} tal que pu(0) =pep(l)=1—np.

Como um caso particular do Corolario 3.2.1, temos que no caso do alfabeto com
dois simbolos, e distribui¢ao Bernoulli, vale a desigualdade:

mo mo

Ui(p) = <SQ< 5 = a(p)

_1—77'L2 _(1—m2)

Note que, nesse caso, temos o seguinte valor para msy:

my=p*+(1—p)°=2p"—2p+1.

A seguir, apresentaremos alguns resultados desenvolvidos por Guilherme Ludwig,
sob a orientagao de Miguel Abadi.

Uma parte desse trabalho(que serd aqui apresentada) constituiu em simular amostras
de palavras de tamanho 250 no alfabeto x = {0,1}. As probabilidades de ocorréncia
de cada simbolo sao p e 1 — p. Ou seja, estamos tratando do caso de uma medida de
Bernoulli.

Em seguida, foi calculada E(S,,) para cada caso.

O grafico seguinte mostra os dados simulados e o grafico das curvas ¥1(p) e ¥2(p),

num interessante confrontamento entre o que é deterministico e o que é aleatorio.
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n-E(T.) vs. p

n-E{Tn}

Figura A.1: Relacdo entre S,, e p no caso |x| = 2

Note que, quando p se aproxima de 0 ou de 1, a entropia do processo tende a zero.
Nesse caso, o nivel de complexidade diminiu, e as palavras tendem a realizar encaixes
em tempo menor, portanto sobreposicoes de tamanho maior. Isso se deve ao fato de
um mesmo simbolo ocorrer com probabilidade grande. Por exemplo, se p(1) — 1 (o
que implica p(0) — 0), entdao as palavras terao grande probabilidade de ser do tipo
(1111111111111...), e tal palavra realiza um encaixe com 7,, = 1. No caso inverso,
p(1) = 1 (o que implica p(0) — 1), acontece o mesmo com S,,.

Note que temos:

lim ¢4 (p) = lim ¢ (p) = +o0
p—0 p—1

Além disso:

lim o6 (p) = lim 45 (p) = +o0
Observe também que a curva de cima (dada por ¥(p)) diverge mais rapido do que
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a curva de baixo (1)), nos casos em que p tende a 0 e a 1.

Nocasop=1—p= %, o valor de E(S,) fica entre 1 e 2. As simulagoes nos dizem
que esse valor esta proximo de 1, 64.

Uma pergunta interessante a se fazer é:

Seria a razdo durea um bom candidato a limite? Ou seja, seria razoavel pensar que:

lim B(S,) = LTV5

n—o00 2 ’

1
no caso em que p = 5?

A.2 (@Q(p) e a entropia

Outra pergunta interessante que ainda permanece sem resposta é sobre a monotoni-
cidade de E(S,) em relac¢do a entropia do processo.
Essencialmente, gostariamos de poder dizer se, para uma familia de processos parametriza-

dos por:

b= (p17p27 e me)

ﬁ = (ﬁl?ﬁ% e 7pm)

seria possivel fazer uma afirmagao do tipo

H(p) < H(p) & Qp) < Q(p)?

Ou do tipo

H(p) < H(p) & Qp) > Q(p)?

O seguinte grafico mostra a mesma simulagao do grafico anterior, com a diferenca

que a linha vermelha representa a entropia do processo.
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250-E(Tzs0) vs.p

. -
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Figura A.2: A linha vermelha representa a entropia do processo, e os pontos, os dados
simulados.
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