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INTRODUGAO _ ' i.

0 pro?ésité_desse nbséd_trabélhd & éhcdntrar-as diétribu£13
gSés exatas de combinagGes lineares de Variéveis'aleatérias con
‘tfnuas e iﬁdepehdehtes}.com diSt:ibuigSés Expenencial, Qﬁi-dﬁaf
drado e Uniforme. SR - o | . |  .

Céda combiﬁagﬁo linear, que estarémos trabalhando,_,_ééfaf
éonstitu;da, como ja diésemos, de variaveis aléatérias iﬁdeéen*_'
dentes e com'apeﬁas é meémé forma funcional,-oﬁ:ééja, para cédg
uma das combinagdes, apresentaremos uma.distribuiééo geral, on~
dé as variaveis aleatérias'dﬁe.a constitﬁem_tem_alﬁmésmaf;forma_

funcional, mas pardmetros diferentes; em seguida, éétaremos e§
tudando caéos partidularés, ou seja, quando;lés parémetroér sdo
iguais mas naoc especificados, e alguns-casoé em gque Os paramé-
tros estarao Qspécificados pbr alguns valores bem uéuais em Es-
tatistica. | | |

0 procedimento descrito acima sera feito para as trés com
binagOes lineares, ou seja, para a combinagdac linear de .ﬁaria—
veis Exponenciais, para as de Uniforme e por 4ltimo as de Qui-
~Quadrado.

Os resultados gerais aqui apresentados, nao foram encon-
Itrados né bibliografia consulfada,-onde estas, sb apresentaram
resultados para alguns casos particulares, os quais foram encon
tradas, genalmente; pela utilizagdo de métodos diferentes daqueles
por néé utilizados.

Dividimos nossa trabalho em 5 capitulos; ¢ capitulo 0 cons
tituido das notag¢des e resultados que utilizamos'no decorrer do

nosso trabalho, o capitulo 1 apresentando um breve resume Sobre



ii.

algumas difinicdes e teoremas a respeito de variiveis complexas,

e o0s capitulos 2,3 e 4 onde aparecem, respectivamente, as combi
nagdoes lineares das variaveis:Exponenciais, Uniforme e_QuifQuaf'
drado. | |

As distribuigaés'gerais para cada uma das combinagaesl.li
'neares,.serﬁo apresentados em'forma_de teorémas, qué_ﬁos déréo
a funcdo dendidade de probabilidadé é a fungio distribuigao.acg
mulada da combinagéd:. | |

Para encontrarmds as_distribﬁi@ﬁes_exatas dessas combina-
gaeé, utilizamosg o ﬁétddo da_fungéo geratriz de momentos. Isto
ée justifica, uma vez que as fungdes geratrizes de momentos des
sas cémbinagaes, sdo fhcilmente obtidas a-partir das fungaéé gg
ratrizes de momentos dés variaveis que a congtituem, pelo fato
das.mesmas serem'independgntes.. |

Encontréda a fungao geratriz da combinégéo, usamos a trang
formada de TLaplace, bém_como a sua inversa, para a obtengdo da
fungao densidade de prdbabilidade. As integrais gue aparecem nas
transformadas Inversa de Laplace, ser3o resolvidas aplicando-se
teoria de Variavel Complexa, mais precisamente, a teoria dos fg
siduos.

Esses critérios, em conjunto, constituem uuma ferramenta
muito forte para obtencac de distribuigbes exatas de combinacgao
lineares, visto que, essas distribuigoes podem ser obtidas, senm

: e
nenhuma restrigdo, guanto aos parametros das distribuigles ori
ginais das variaveis aleatdrias gue comple a combinacao e mesmo
'quanto-és sués constantes, as quais podem ser todas diferentes

uma das outras, bem como iguais totalmente ou parcialmente.



iii,

Uma outra consideragao importante, sobre a distribuigéo e
xata de CombinagOes de varidveis aleatdrias independentes, Expo
nencial, Uniforme e Qui-Quadrado, & devido a grande gama de apli

' cagOes em problemas préticos reéis de Estatistica,.por' exemp16
em Processos estocasticos, Tempo'de Vida de1Coﬁponentes Eietfa—
nicos, Fluﬁo de Trafego em Estradas“dé Rodageris, etc... |

Uma das finalidades desse'nbssd ﬁrébalhﬁ,'alem do propd--
sito inicial, & arde'apreseﬁtar a ‘técnica da funéao-geratriz de
mbmeﬂtos ém éonjunﬁq édm a feoria de Variébéis Complexés,' como
motivagio para sua utii#zagaé, na abtengdo de distribui@ﬁes_ de
variaveis aleatérias; .. |

Esperamos que, a;forma de aprésehtagéo_dds nossos resulta
dos seja clara o suficiente para um bom entéﬁ?imento de possi-

velis interessados em suas aplicagﬁes.



CAPITULO ©

~ NOTAGOES E RESULTADOS UTILIZADOS

(0:1) .- v.a. - variivel aleatdria |
- 0.2 -f- K, - residuo correspondente ao polo z
_ ' _ : :n . n o _1 .
0.3y 'd—nA.B = 7 (M al®) gty
: ) ax -+ r=0 :
onde:

A'e B sao fungSes de X

(0.4) .. I'(e,B8,y) - Distribuigac Gama com pargmetros

o, e Y. Sua densidade & dada por:

(x-7)*7" exp[- (v /4]
f{x) = ;0> 0, 8>0 x>v
g% T (a)

(0.5) xz(n) - Distribui¢do Qui-Quadrado com n graus

de liberdade {(n-inteiro) - Sua densidade & dada por



T—Quadrada

(0.7)

(0.8)

nencial

(0.9)

uma v.da.

Funcdo geratriz de Momento de uma v.a. X,Qui~

(S =

'Mx(z)_z_k172z)'_ v n = graus de }iberdade,

Fungac densidade de um v.a. X exponencial

f(x) =q e x>0

Fungao geratriz de Momentos de um v.a. X expo

M (z) = (1= &7

U(w,B) - Fungao densidade de probabilidade

X Uniforme com paf%metros,a e B

Uf{a,B) = (Bia) B >0, a>0

g > o

de



(0.10) - Fungdo geratriz de ﬁomentos de uma v.a. X,Uni-

forme com parametros o e B

Rz az

_ e - @
My(2) = “g=m7z
'(0.]i)l | Funggo gaﬁa_
T{a) = j et qe R(a) > 0
A _
onde
R(a) = a.parte feal de o g
- : _. I'(o+x)
0.13 . | = soma n-upla
{ ) | § P
m, =0 K
¥.=1,2,...,0

(0.714) ¢2(B1"_""Bn;Y; z,l,...,zn) ez



Z ™
, mi—O i£1n& i=1
Vi:ﬂfzflbﬂfn )
T S gy
. 1 pt “'Y - _'1' 1 - =
B J FEripT 1 - g T ap

Ly . ' | |
= Y71 (B, By 5 Y A B A E), RIS Q

onde i, quando ndo aparece como Indice &, i = /=1

'(0:16};' [xm e?*ax = é?x' ? (-1)F _mt X
' ' r=0 (m-r) ! a* !
(0.17) f.g.m. funcao geratriz de mgméntos
(0.18) | f.d.p. funcdo densidade de probabilidade.
(0.19) A{n-r,r) = conjunto de todas as somas tttod...t

onde temos n-r ti(% iguais a Ciai e r tfs; 1gua1§ a Cij, i#g

ou seja



o
‘A{n,0) = } C.a,
SN i=g tt."

o

;Cﬁa1+c2a2+"'+Cnf1ah—1fcn6n

A (n- —f o tC ' +C_
(n-1, 1) C o, +Couot Cn-2an—1+pnan+cn-18n41

LC B +Czcx2 ...+cnun

4

+C'B"

C1a1+¢2a2+;;’+Cn—2QD¥2+Cn~1Bn-1 nfn
A(n—?;?)'; f? % +C a2+...+c - Bn_2+Cn_1a#;1+C§BA
. wé18i+céﬁz+c3aa+...+cnan
o -
A(0,n) = £ C,B;

Temos que os conjuntos A{n-r,r) possuem (?) elementos.

u

(&.20) ‘E (a;~by) = 0T {a,_prb.}
, i=1 r=0 : : -
onde
la s br} € a soma de todos os produtos consti
tuidbs de n-r ai}? 9 r bjﬁs iy = 1,2,...n

Por exemplo, suponhamos que o produto tenha apenas 3 térmos

ou seja:



i3 w

(@57By)=(a,-b,) (ayby) (a3-b3)

i

= a,laza3 a,]azb3 a a3b2 a2 3b +a, b b3+a b b3. c

+ a3b b -b b2b3

entio temos
{aé,bé} ; ala£q3r;
{éz ’ b1} = a, 2b +a a3b2+a2a b
:{af ' ?2} = a1b2b3+a2b1b3+a3b1b2
{30'53} = b, byby
OBS: Em alguns cascs, no decorrer éOIKBSO trabalho, usa-
mos o termo densidade, para nos referir 3 funcao densidade de

probabilidade e o termo fungao distribuicdo para fungdo distri-

buicdo acumulada.

(0,21) Produto vazio & igual a 1

(0,22) - o Soma vazia & igual a 0-—--



CAPITULO 1.

DEFINIGOES |

ﬁaremos-neSsé capiﬁuio,.algﬁmas defiﬁigaés épbre:_vaiiaf_'
veis complexas, que ﬁulgamos necessé}ias-para o melhor éﬁtéﬁdizj'
' ﬁentb do‘nosso‘trabaiho. Apreseﬁtamos também aiguhs ﬁﬁmémas fug.
damentais cujas démonstraggq foram omiﬁidas,_viéto qge; sé nos .

interessaremos pelas aplicagCes dos mesmos.

DEFINIGAO 1.1 ~ A fungdo g(z), da varidvel complexa z, &
dita ser analitica no ponto 25, Se a sua derivada g’(z), existe
SO

em z_. Anadlogamente g(z) & analitica em uma regido "A,  .se. for

analitica em todos os pontos de A,

DEFINIGAO 1.2 - Ponto singular & o ponto do plano comple-

xo0, onde a fungdo g(z) deixa de ser analitica.

DEFINIGAO 1.3 - Um ponto z_ pertencente ao Qlano complexo,

o]

2 chamado pohto singular isolado da fungéo g{z), se exigte uma

vizinhanga de z; tal que g(2) & analitica em todos os pontos desg

sa vizinhanga menos em 2z, -
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Usando a defini¢do 1.3 temos que guando Z & um ponto siﬁ
gular isolado da funcdo g{z), existe um nimero positivo r, tal
que a fungdo & analitica em cada ponto z para o qual [2;28| <r;-
Nesse dominio, g(z) pode ser desenvolvida por uma série éé Lau-~

rent, ou seja:

(1.1) gl(z) = E

‘DEFINIGAD 1.4 - O coeficiente b,, do desenvolvimento ~ de
gfz) em séri@ de Laurent, & chamado de residuo da fungao g{z)

no‘ponto Z,+ Em particular temos que

(1.2) b, = I ){cg{z)d(z) , 1= /<1

onde C & um contorno fechado envolvendo z_, tal que qa o fungao

g{z) & analitica sobre C e no interior -do mesmo.

~

OBS.: Se uma fungdo g(z) tem apenas um niimero finito de

-~ ™ ) ’ o~ ’ -
pontos singulares, entac necessariamente, eles serao pontos sin

gulares isolados.



TEOREMA DO RESIDUO 1.1 - Seja C um contorno fechado, tal
que a fungdo g(z) & analitica sobre e déntro de C, exceto em um
nﬁmerg finito de poﬁtos singulares; z,,2,,...,2, ; interiores a
C. se-K1,K2,.f.,Kn Sa0 os_residﬁos da fungado g(z) hesses pontos,

entao:
(1.3} - -f.f(z)d(z}:= Zn%jK4+K2+,..+Kn) ,

onde a integral & calculada no sentido anti horario ao longo de

c.

DEMONSTRACRO: Ver R.V. CHURCHILL [ 4] pg. 147-148

DEFINICAO 1.5 - Se no desenvolvimento de uma fung¢ao g(z) em
gsérie de Laurent, tivemos os coeficientes bi's diferentes de ze
ro apenas para um n? finito deles, ou seja, existe um inteiro m

tal que bm .. b sao todos nulos e

+1° Tm+2"° 7"

b,

(z*zo)

(1.4) gz} = 2 —3 Z an(z~zo)n;

(z—zo)‘-2 (z—zo)m n=0

quando |z—zol <r, entao o ponto singular isolado z, ‘@ chamado
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pdlo de ordem m da fungao g{z). Se m=1 o pdlo & chamado simples.
" Vamos agora enunciar um teorema qhe, nos dara uma formula

- . . rd -
mais pratica para encontrarmos os polos e seus residuos, para g(zk

. TEOREMA 1.2 - Suponhamos que a funcdo g(z) satisfaza as se
_ gﬁintes‘condiQSeé: p&ra_élgum-inteiro.positivo n, existe um va

. lor ¢(z,) %-0,_tal que a“fqngﬁo:'
(1.5) o b ?(z)'= (zfzo)m gl{z) , -

seja analitica em z_ - Entdo a_fﬁhgéo_g(Z) tem um polo de ordem

mem z_ € seu residuo & dado por:

&@tﬂl? _

¢z ) m- 1

o 1 . d m .
(1.6) ) Ky = op T = menyr Lim = 1&;—20) g(?ﬂ

z+z_dz"
s]

DEMONSTRAGAQ: Ver R.V. CHURCHILL [4], pg. 149-150-151

0BS.: As condigdes do teorema 1.2 sdo satisfeitas quando

a fungido g(z) tem a forma:

(1.7) | . glz) = ——Qiflﬁ S 1,2,y

(z—zo)
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. énde‘a fungéo_¢:é analitiéa_én;b eié(zo) # 0.

DEFINIGAO 1.6 - TRANSFORMADA DE LAPLACE -

i

Sejanm f(x), uma fﬁngao definida para todo-x,ltélqpe &d«m'_'

e, g{z) uma fungﬁo[dada.poiz

o

(1.8) L glz) = J 77X f(i)dx':f

ent3o se a integral converge} a fungéo'definida'em (1.8) & cha-

mada a transformada de Laplace da funcao f(x).
DEFINICAO 1.7 - TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE

'Se a fungao g(z) & a transformada de Laplace - da . flingdo
f(x), entaoc f(x) & ¢hamada transformada Inversa 'del. Laplace de

g{z) e & dada por:

(1.9) £i{x) = 55— Jezx g(z)dz ;
| e
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onde C & um contorno fechado que contém os pdlos propriamente

escolhidos de e g(z). f

- 0BS.: Se a transfprmadé'de Laplace de uma fungac existe,

-

ent@o a sua inversa também existe e & {inica.
Como a varidvel =z de (1.9) & complexa, a integral que
nos da f(x) & complexa, entdo para a resolugdo dessa integral po

demos utilizar o teorema 1.1, ou seja

o .'zx“ : o R -
(1.10) Je g(z)d;.= 2v}(K1+K2f.a.+Kn) .
¢ _ k

onde Kj é'o'résiduo_de ezx.g(z) correspondente = ao  pdlo 25

vj:=21,2;.;.,n4, resi&ub.esse-Qﬁe”pOde éer_bbtido pelo teorema
1;2;-

Para os propOsitos do nosso trabalho a fungao f(x), para
qual iremos encontrar a sua transfdrmada de Laplace, sera seﬁw
pre uma fungdo densidade de probabilidade de uma variadvel alea-

téria X; de imediato temos pois que a inversa de g{z), sera uma

funcdo densidade de probabilidade.
DEFINICAC 1.8 - FUNGCAO GERATRIZ DE MOMENTOS

Seja X uma v.a. positiva, continua e f(x) a sua fungdo den



_']3...

sidade de probabilidade. Entao definimos a fungao geratriz de mo

mentos de X como:

(a1 M) = E{ézx]-= J'ezx Fax .
L o . o

Associando‘as definigoes de transformada de Laplace de uma-
densidade e fungdo geratriz de momentos de uma v.a. X positiva,

com a mesma densidade considerada na transformada, temos que:

se
‘g(z) & a transfofmada de Laplace de uma densidade f(x),en
tao: | : o . o :

onde X & uma v.a. com densidade £ (x).

com a relagao (1.121, entre transformada de Laplace e fun
gao geratriz de momentos, podemos entao, se conhecida a f.g.m.
de uma v.a. X, encontrarmos, usando a transformada _inversa de

Laplace, a sua fungao densidade de probabilidade; ou seja:

(1.13) £(x) = o Jezx g(z)dz ,
' " C
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onde C & um contorno que contém todos os pdlos de g{z).

Esse critério descrito acima & o gue utilizaremos para en

contrar as densidades de interesse do nosso trabalho.

xxExX -
TR




CAPTTULO 2

COMBINAGAO LINEAR DE VARIAVEIS
ALEATORIAS EXPOMNENCIAIS

Nesse capitulo apresentaremos a distribuicao exata de com .
bingdo linear de variaveis aleatdrias independentes com distribui

¢des exponenciais, bem como alguns casos particulares.

TEOREMA - 2.71: Seijam X1,X2,J,f,xn vari&veis aieatérias “ig

dependéntes com fungSes densidades dadas por:

(2.71.1) | ' fi(xi)-= a e R

H
Iv v

0 %, =1,2,...,n

. n
(2.1.2) Y= ) c.X

onde C;; ¥, = 1,2,...,n sdo constantes positivas. Entdo a fungdo
densidade, h(y) e a funcao distribuigdo acumulada, H{y) da varia
vel Y, sao dadas por:

CASO 1:

se

"
“h
Ols

_15_
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éntﬁﬁj .
o _Ei ;
) - AT ¢ SR n C.
(2.1.3) hiy) = 1 (g9 ] ¢ e *
DALY R e R
- n 0. o111
x 1 [""1'_ "(‘:"‘J;] vy > 0
j=‘|‘ C:i L
AL -
e | . _
. .. |
) 2
L n n - C. -
(2.1.4) - Hiy) = | 1 -E__J_E__
o S i= j=1[i_"£}--
j#i Cj ci :
O3
- v
x{1 - e T ) ¥y >0
CASO 2:
Se y
*i
r, das (EI)'S sao iguais a 81 R
J
(2.1.5) r, das (E”)'s sdao iguais a By
. i
: ay 3
T das (EI) 5 sdo iguais a Bm

onde
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7
r, =n
i=1 *
entao:
m r.
o m 1 8.’ 8.y
.(2'1'6) hiy) = § ;=1 e &
: 1 = . — 1] )
. i=1 (ri 1)
i r.-1- r.~1=-k (X))} , y >0,
x I iyl AT
k=0
onde definimos:
m -r,
A= T (B. + z)
j=1
J#L
k
A(k) - <ik A, A(O) = A
dz
Ajfk) = lim A(k) r k= 1;2;---:ri‘1
238,
=84
ou ainda
(2,]._7.). _ j!;(};:) =k§1 (_1)r+‘| (k=1)1! A(k—’l-r)
i (k=1-r)! i

r=0
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‘m :
_ - (x+1)
x j£1 5 By = 8 .
j#L
e a fungao distribuiééo e:
m rj
( | - (-i." ? Equ r%—1 krl 1)_ (g)
2.1.8) e R . _[ ) al
AR CoaE ) BT e Lk T

| ker, -8,y rifj-k. y;i—Tﬂrt
x(r;=1-k) 1 (B, ~~e r

DEMONSTRACAD:

Utilizaremos para essa demonstragao, a teoria da transfor
mada de Laplace, bem como a sua Inversa.

A fungado geratriz de momentos para Xi,Vj_='1,2,".,n;é<kﬂa

pors:

® zxi -aixi_
= e . dx.
MX (z) al e i
o

(2.1.9) I

To.-z7 * R{z) < Cli Vi =1,2,...,n
N
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A fungao geratriz de momentos da varidvel Y & dada por

! n
(2.1.10)  My(z) = T

| oy
_'(2.].]1') - ' g(z’)'= IL l:—a—*—"] r R(z) > -
i ¥i = 1,2,+..,n

Apllcando a transformada Inversa de Laplace para (2 1. 11),

temos que a fungao den51dade de Y sera dada por:

iﬂ._]::
. n C.
(2.1.12) h(y) = e [ e?Y [ —aj—i———]dz
c =15 (2 4+ z)
i

onde C & um contornc fechado que inciui todos os pdlos de (2.1.11) ..

| Na resélugﬁo da integral de (2.1.12), utilizaremos o tcorema

‘do residuo, apresentado no capitulo 1. Nesse sentido precisams en
contrar os pdlos de (2.1.11).

Para encontrarmos os pdlos estudaremos os 2 césos apresen-

tados, determinando para cada um deles a.fungao densidade e a

fungao distribuigao acumulada.

| 3
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CASO 1:

Quandoi

o ) : o
: n
| SrEeF e
1 2 n
.os_poiés de t2.1.11) S&Q
_ o . .
zZ. =_‘_J-' ! Vi = 1,2[._--,11‘
todos de ordem um.
Entao:
.
_1
2y a; n C.
K, = im e*(z + g5 1 [T‘l"‘_]
a i j=1t,73
oyt (C. + 2)
i ]
%
—EIY n o, N q. ey 4
(2.1.13) =e © M (FHm (-
- ) j=1 "3 J=1 "j i
- J#L

Usando © teorema do residuo e por (2.1.12) temos



i
. o Y
n g. n C, n o. o,
(2.1.14) = T (D] fe * H(El—&i)1,y>0
j=1 ~3 i=1 j=1 "3 i
3 |

A funcao distribuigao acumulada de Y & obtida pela integrg'--

¢do de (2.1.14) de 0 a y, ou seja:

y ST
_ n 4] n C, n o.. _ai’ 1
H(y) '—'-I I c ’ II (EJ‘ - 5“') dy
o 5 J=1 j i=1 i=1 T3 . i
j#L : '
.d. oL
" s
o n Ciy n o
(2.1.15) - = 7 {{1-e ) I [«Tlr]
i=1 j:’[(____i _ __i)
' _ J#L -Cj C;
CASO 2:
Se temos as condigCes (2.1.5), entdo:
n -1
g(z) = T B.(8, + 2}
i=1
m r, -r
{2.1.16) = g d@,+2 I ,men
J=1

Usando a transformada Inversa de Laplace de (2.1.16), pode
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mos escrevers

1 2y M By |
(2.1.17) by = gy [2Y 1 [ —a
' C =1 (65 + 2z)72-
Os polos de (2.1.16) sao:
z, = - B{', polo de ordem r,
. _ 2. = - R g polo dé ordem r
(2.1.18) 2 .72 2,
B Sm r polo de ordem ro
~entao: -
m rj.
‘Equ . dri—1 2y m ._rj
(2.1.19) .Ki = J(*r—_—”'-r lim =7 § © 1 (B, + z)
| 1007 zeBl g i j=1
i d2z s
cor j#L

Desenvolvendo a derivada de (2.1.19) temos:

r.=1 r. -1
i m -r. i r.-1 r,-1-k
d e?Y 1 (g.+z) Iy = &Y 7 {( i )y ©
jAL
kerpm -r
X ili['H (8.+2) 3]
dz™ Li=1
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. 1 .
(2.1.20) = %Y z (l,k Yy

- aplicando o resultado (0.3) do capitulo 0. .

Pelo teorema do Residuc e por (2.1.17) ficamo

m
hiy) = _X Ky
o i=1 .
' ‘m T, m Zy
: e
(2.1.21) - = |87 14 I,
| j=q 3 g=2q | FgmTe
. ?1—1[ r,—1 'ri41—k (k)
X ( ry A ]
k=0 ko _ i .
. )
onde desenvolvendo um pouco mais A(k) obtemos: :
(k} _ aka
AT T
dz
k=1
d a
= K1 ,:A az log A]
dz
gk~ ‘i‘ T"r.-)
{2.1.22) = =17 I:A (5t ]
dz L =1 Bj+z

341

s com:
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utilizando em (2.71.22) o desenvolvimento Binomial apresentado no

capitulo 0 (0.3), temos

(2.1.23) a7y

" ou ainda
(2.1.24) ‘ NG ki‘,(k—1)A(k-1fr)(_15r+1£,

LT i LT R .

m -

~({r+1)
) [r-(B-—B.) ]
j=q 3 3 1
j#L

A fungao distribuicao acumulada da variavel y, dada por

(2.1.2), sera:

' m rj IEI:I . 1
(2.1.25) H{y) = II B. T
- Cg=r 3 g ) TS
r. -1
i r.—1 Yy B,y r,~=1-k
x ] [(k )AJ{]‘-)Je Yyt dy]
k=0 0
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_Usando © resultado(O;ﬁﬂ do ca@itulo_o,-para a resolugao da -

integral ‘de (2.1.25) temos:

¥

3
_ . - I Byd T~ s
: _ K Soom g, J 1 .rr,-1 L
(2.1.26) vy = ] e 1 [cF Al
- . o i=1 i7" k=0 - k 3
_ . r.=1-k  r,-1-k~t
k-r, -8,y i 1 - -
x (r;=1-K)! (B, .o ¥ ) ¥ =)
. - £t=0 (ri~1—k~t)!Bi
2.2 - CASOS PARTICULARES
2.2.1'- Q#ando
a, = 41, ¥, = 1,2, n e
i L) ’

C1 # <y Ao f C, v

a fungao densidade h(y) e a funcao distribuicdo H{y), da variavel

Y definida em (2.1;2), ohde

: ~aX,
£f.{x,) = o e
l( 1) !
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sao dadas por:

e aar S

' ) ' n | _Eg' - n
(2.2.1.1) np=J (e * ¢l 1 (_c:i-cj)'1 , v >0
-_ anndo (2.1.3), com o =1 ;

-

a fungao distribuigéq, usando (2.1.4) ea:

Yy
n~1 -Ci . -1
G '(1~e NI (C.-C.)
. B , . 1
1] F=1
j#L

(2.2.1.2) H(y)

I
e

i

Temos que (2.2.1.1) & a mesma fﬁngao'apreséntada em [13] na

pg. 222 Vol. I .

2.2.2 - Quando:

a densidade de y e a distribuicdoc acumulada, onde:

_ -0X
fi(xi) =g e
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sao dadas por:

_ ‘e c . n-1, n-1-k fk)‘

usando (2.1.86).

Como
entao
. ) ‘_ —gz
. ) ._ 'Yn-’i e C
(2.2.2.1 | hy) = 55—
o & " 1 (n)

Temos entdo que (2.2.2.1) & a densidade da I'(n, =, 0), co~ .

mo definida no resultado (0.4) do éapitulo 0.

Se em (2.2.2.1) tivemos o = % e ¢ = 1, entdo

Y
n- 2

, -
2% T (n)

a qﬁal'identificamds como a densidade de uma v;a.x2(2n).”,
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A funcao distribuicdo usando (2.1.8) sera:

(" - _QK n-1 | n—1—£ ' e
C* g,-n_ - C = ¥y e
- {2.2.2.2) H(y) = ‘“tf‘T%n~1)![(~) -e - : ]
_ : (n=1) 1! . c L£=0 (n=1-t) ! (%)t-ﬂ
S . .on-1-t
£ TR
t=0 (n""l—t) -I(G/C)' .
2.2.3 - Quando
alyeaj ,v:§%3=1,2, e
Cl = 1_Vi = 1,. Py QS
a densidade de
Y =] X
onde
_a-x
_ i7i
fi(xi) =a, e '
& dada por
o T n ~a;y N - n
(2.2.3.1) hiy) = 7} e I (a.-ai) T o,
i=1 j=1 7 j=1 7
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usando-se (2.1.3), e a distribuigac Usando-se 2(2.1.4) & dada por

K
!

o ) ‘.g -a,y E oy
- (2.2.3.2) H(y) = {1 -~e 7)) =
| i=1 | 524 (e57ay)

e ' jFL

0 resultado (2J2,3;1) tambem foi épresentado por Demaret e
"Garcet,'utilizando a. construgoes de alguns funcionais e posten-

-'riormente.o\critério_dﬁ Indugdo. (ver [ 5 ]). -
2.3 - APLICAGKO

Um dos probklemas principais de aplicacgao de distribuigao ex
ponencial, & guando trabalhamos com testeé de vida, testes-de fa-
diga, etc., as quais sdo muito utilizados em eletrdnica _para se
testar tempo de vida de tubos de rddio, de bulbos eletrénicos,'de
vérios'equipamentos fisicos e, também, para se testar a quantida-

de de voltagem necessaria até que um condensador estoure.

vamos entdo, apresentar um exemplo que fécilmente ocorre na
pratica, o qual esta contido no trabalho de Epstein e. Sobel [6].
Seja X uma varidvel aleatdria que representa © tempo de_vi—
da, em horas, de um deterﬁinado tipo de tubo eletrdnico. A pressu
posicao que X tenha uma distribuicao exponencial & comprovada por

investigagoes na pratica. Entao:



-

onde 0, média de X, & desconhecido.

Queremos entdo estimar ¢, e encontrar sua distribuicdo. Pa -

ra tanto, seleciona-se uma amostra aleatdoria de tamanho n. Vamos:

supor a seguinte situagao:

A medida que os elementos da amostra sac inspecionados ooor

T ] . . R .. . : - . L .
re um lmprevisto, ou seja, apbs a verificagao do r-ésimo elemen-

to da amostra, a inspegdo, por algum motivo, & interrompida, sen =

do impossivel a continuagdo. o problema que se apresenta &, encontirar-
ms o estimador para 8 com apenas r iténs da amostra. Fagamog isso!

Seja x1_h,}'x_r Pe..r X as r observagSes ordenadas da
M, > : 7=
&

r.Nn

[ %]
b‘

amostra ou seja:

Seja tambeém, 8 , o estimador de & baseado nas r-observa

r,n

gSeé, t.q.

(2.3.1) 5, . =
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A f.d.p. conjunta de Xj,n ; }(2”n ;""Xr,n » Sera dada por:
(2.3.2 £ | n: I x +oox |
(2.3.2) . : (x1'n,x2’n,.--,xr'n) —_};;;JEEE'GXP f[;qui,n+(hfr)xr'é]/9
0 <X1,n < x2,n <...< xf,n < o

Pode-se mostrar que o estimador Hr q Makimiza
fix, - ; x te..; X_ ), 0u seja, § €& o estima maxim
{ 1,n H 2,n * f r,n ’ Ja, r,n dor de X _a

vercssimilhanca para 8.
A suficiéncia desse estimador, pode ser_verificada'pelo teo
rema da fatoragdo da Infer@ncia Estatistica.

Para encontrarmos a distribuicdo de 8 - vamos definir

r,n’
- ‘ 14 ;3 ¥ i :
r-v.a.'s auxiliares Yﬂ,n PYyon i ; Yr,n tais que
3. = e . = X, - X, : < i <r
(2.3.3) Yi,m T X4,n Yi,n = %i,n X1-1,n 2t
e mais ainda, tédas as ¥, 1 <& <x sac independentes € - com
r
= 8

distribuigéo exponencial, cujos parametros sao ey 1T <41 <r.
Verifiquemos pois, essa afirmagao:

é_distfibuigﬁo conjunta dos Yi n %< 1y 0nae,t B3
r



(2.3.4) g(y1,n’yz,n"“’yr,n) = ——— exp -[X(n—iﬂ)yifnJ/e ,

- obtida a partir de (2.3.2),

ou ainda,

| S Sty
. . . _ n-1-+4 i, n/M
g(Y1’n:Y2,n:---:ern) "ili ( e ) e. .

que & um produto de distribuicgles exponencials com parametros

8

=iy ! verlflcando-se pois, a afirmacgao que‘os Yi n Sao inde-

r

pendentes e cada um com distribuigaoc exponencial, ou seja:

= (n-1+1)

(2.3.5) g y = =i+l 6T Yi{n.

Reescrevendo Br n &m termos das variaveis auxiliares Yy nr

r F n
temos:
(2.3.6) Z=96__= ) (n=i+tl)y. )
r,n 4L, = i,n, -
Ent3o, para encontrarmos a distribuicdo de Z = ér .+ basta

r

encontrarmos a distribui¢do da combinagdao linear
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(2.3.7)

.onde, cada-yi‘n tem distribuigac dada por (2.3.5}, ou seja, expo-
r ’ - .

n-;+1)' v, = 12;...,r. Portanto podemos

'aplicar o teorema 2.1, de forma que, temos, segundo a notagéo do

nencial com parametro o = (

mesmo, © Seguinte:

(2.3.8)_ C—l" = m = T ! Vi"= 1,2',...,1:. ;.
ou seja,
: o Q ’ o '
1 2 r 8
(2.3.9) = == ,,, S — = = = f
c1 2 Cr r 1

o gue se enquadra no Caso 2 do mencionado teorema, onde teremos:

entdao, por (2.1.6), temos gque:
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0, r 6Z.

‘ o : (=) o= =1
(2.3.10) Cnl(z) = sye T 1 (R
A S E D I =/
onde;
RO - (k)
A1 =H (;"‘Z)rﬁ'l e A1
C3=
3#1
| éhtéo_
o o 6z
- 1 r | x~1
(2.3.11) h(z) = e © 2%
| @I

e quai & uma distribuigao P(r,% e 0),

yzE-1-k A(k)'

1 -

Este mesmo problema & também comentado por Basu [ 27].

Outra aplicacio para a distribuicSo de combinagio Linear

de Exponenciais, & dada por Mathai e Aleyamma [17], para encon-

trar a distribuig¢@o de intervalos entre nascidos vivos.

¥

p #.9.9.0.0.6.9.4 4
X
b



CAPITULO 3
COMBINAGKG LINEAR DE VARIAVEIS
ALEATORIAS ~ UNIFORMES

Nosso.trabaiho'nesse capitulo, sera encontrar a diSt%ibui;:,
éﬁo exata de qﬁalquef cpmbinagéd linear de varid%éis aleatdriaé.
indepeﬁdenhes, com distribﬁigéo Uniforme. Bsse fesuitado,- .sefé.r
mostrado no teorema 3.1. Apresentaremos também,'cénclusaes para
alguns casos particulares de combinagao 1inéar, bem. como, umé a-

plicagao do_resultado aqui encontrado.

TEOREMA 3.1 - Sejam x1,X2,...,Xn , variaveis aleatorias 12
dependentes, distribuidas uniformemente, com paramétros oy E:Bi,

Vi =1,2,...,n , ou seja:

(3.].]) - f-(Xi) ﬂw, 0 £a, <X<B V. T 1,;2,00.,0

Ent30o, a funcio densidade de probabilidade, h(y) e a fungao dis

tribuicdo acumulada, H{y), da variavel aleatOria

. n
(3.1.2) Y= § C.X.,



onde

(3.1.3)

onde:

(3.71.4)

X
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A({n-r,r) i=

_ n
B=1{y'y >_Z t,}
i=1

)

. n-1
) -[(y D TP LR S5
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A{n-r,r), & o conjunto de todas a? somas, t1 + t2 +...+tn,
as quais sao constituidas de n-r (Ciai)gs e;gmcjsjrés para
¥, #3 = 1,2,...,n . ‘
.'.Temps tambémn, qué o.conjunto A{n-r,r} & sempfe constituido
de‘(:) elemeﬁtos,” |

. Para maior esclarecimento sobre o conjunto A{n-r,r), ver o

'__rESultédo(0.1% do capltulo 0.

L o 121 Ci(Bi—ai)]n n 3
(3.1.5) H(y} = i ¥ o< (=1)
- ’ r=0]
X 3 [(y— B S o (y)] : C.o. <y < } C.8,
A(pmr,x) iz 1 BT Ty 1 Tim T
DEMONSTRACAKO :
Como Xi é U(ai,Bi) 3 1= 1,2,.,.,n H temds gue a fungao .-
geratriz de momentos de X, & dada por:
ezBi B ezai
(3.1.6) M, (z) = ~ P ¥, = 1,2,...,0
| X3 By =oylz "

Encontrando a fungao geratriz de momentos de Y . , por (3.1.6),
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" temoss

C;8;% C;a.2
e o~ e

‘ ) S .+ . n i1
o (3.1.7Y : (z) = T . - ‘ ]
p ( : .. MY | ':,i':1 {B‘i u._i)Ciz .

-

A partir de (3.1.7) encontramos a transformada do Laplace -

da densidade, h{y), entao:.

(3.1.8) g(z) = T [e
— o U

A inversa da transforma&a de Laplace;'g(zi, nos dara h(y),

ou seja:

n =1
[-E Ci(Bi—ui)] ~C.0,2 .~C.6.z

‘n
(3.1.9)  hiy) = =21 T Jz_nezy I (e ™% -e ~1)az
- . i =1 ’
L

onde L & um contorno que inclui os polos de {3.1.8).
Para resolvermos mais facilmente a integral de (3.1.9), da
remos uma outra interpretagao ao produtorio que 13 aparece.

Quando temos um produto do tipo

(3.1.10) (a, = b,} ,

iL=s
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podemos escrevé-lo da seguinte forma

n ) n - . -
—_— — r - :
- {3.1.11) | i£1 {ag=b,) = rgo( 1) 2 (n-r) b(rl o
“onde: :
(3.1.12)--._ - _a(n_;) i'biny

é a soma de t?dos os produtos, coﬁstituidos'pnr (n-r) ;{s er bfs
para Vi #_j.1,2,.7,h . Bsse rgsqlfa&o,'foi.aéresentado no tra;
balho de Gray e bdell_[.11]. Para maiores esclarecimentos, sdbre
essa notagao, ver resultado HL20) db capitulo 0.

Agora, associando o produtdrio apresentado em (3.1.9) com

a expressao (3.1.11), temos:

-C.o. 2
X 1
a, = g
1
b. = e—CiBiz
i
~Caz

2n-ry = © ) (ner)

_ —-C@z
Piey = € 7 ()

entao,
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n -,C.2 <C,B.2 n Bz
(3.1.13) I (e L —- ll) = Z;(_,”r (e"‘CCLZ) : (e )(r)
i= =0 (n-r})
g4
n -z I ti
— Z (_1)r X e i=1
r=0 A{n—x,r)

- onde tie A(n-r,r) sio definidos, na rélagio (3.1.4).

'Substituihdb (3-1.13Y em (3.ﬂ.9), temos

n —1
' [.H- Ci(Bi—ai)] f

_ n |-
ey g _ Hi= X
(3_'_] -]4) h(Y) - 21Ti rzo (“'1)
' i
o - T e
zly—,
X _ [ Jz"n e i=1 + dz]
aln-r,r) - ¢ _

onde L & um contorno que inclui os polos de

it 1}

2’ )
A E t.-
( . 1 1 .

Temos porém, pela definigao de Inversa de Laplace, que a

integral de (3.1.14), & identicamente zero, sempre que

y -1 t; <0
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ou seja, para

'a demonstragdo desse fato & encontrada em Smith [22] pg 32,
Utilizando o teorema do tesiduo,uparé resqlugao.da integral,
temos:

um pdlo de ordem n, em z = 0, e seu residuo & dado por:

o
. . _ . n-1 —n zZly=_,L t.)
(3.1.15) K=—(~1—1)—;lim — 2%z e =1 i
o ' il zh0 dz®
(- etz
. ' y_. \ . . Z
: 1 .. : n-1 i=1 L1
_ (r_;-w’l).. 750 i .
n n
- 1 _ <y =1
oy o Lot Y Lt
_ n
sendo que, para y < 1 t,  teremos K = 0.
=y

Usando o teorema do Residuo, a expressao 3.1.14, se torna:

n ~1
[.H Ci(Bi_ai)]

I
hiy) = —=1 - To(-nF y 2mi K

ou seja:
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-1

n : ST
g -_‘ S __ [121 C%(Bifgi)] n _ r
(3,.1.1_5_)- _..h(y). R CETVE: .r£0. (=1)
X 4 y= } t, I y-] ; C.a. < y- < a9
1=1 i B = 1_1_— y -‘ig_ .

A(n—r,r)

‘A funcao distribuigdo acumulada de Y & dada por: .

ou seja:

' _ n
(3.1.17) H(y) = ¥ -nt

x ) [(Y—ii.

A(n-r,r) 1 i= i=1

3.2 - .CASOS PARTICULARES

n - n :
o
t) IB(y)] ) C,o; S¥Y < 1 B

Consideremos agora, alguns casos particulares dos resulta



dos obtidos anteriormente

3.2.1 - Quando X1,X2,.;.,Xn, sao U(a,B)

a) vy

no <y < ngB,

a fungao densidade de Y sera dada por (3.1.3),.ou

(B-a) "

(3.2.1.1) =T

h(y)=

onde

-43

e

n

)

r=0

-

v
\

portanto

' n
% 3 [<y -Vt
A{n-r,r) i=1
t. =8
1

seja:

n—1
i) , IB(y)] ’

Para tomarmos mais simples a expressao obtida, vamos anali

zar os conjuntos A(n-r,r). Assim,

A(nr 0) = {na}
5(n—1,1) = {(n-1)a+B,
A(n-r,r)'=

A(0,n) = (ng}

temos:

(n=1)a+B,. .

.(n=-1)a+g}

{ (n-r)a+rB, (n-r)a+rp,...(n-r)a+rp}
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. . N
Sabendo que, cada conjunto A(n-r,r) possui (r) elemento, e
que estes sdo constituidos da forma acima descrita, podemos :es-

crever:

‘ ey _ (n n-1
A(n_Zr'r) (YT_Z_;'—i) | Iny) = () [Y - no - r(B—a)] I5(y)

onde B = {y: y >na + r (B;a)}.

Dessa forma, o resultado (3.2.1.1), se torna:

|85

I -n | (8=a)]. ' n-1

hy) =S8 ) {0y - na-new |} nagy < ns
= |

onde,

~[%%%%TJ e a parte inteira de (gfg)

podemos ainda escrever

B-a)

(3.2.1.2) h¥) =y

k m.n n~1
L= gn)[Q—na—m(B-a)] ;
m=0

; no + k(B-a) £y < na + (k+1) (B=a)

- k=20,1,2,...,n
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- que & a expressao final.

A funcao distribuigéo acumulada, sera dada por:’

’ S _,-n n - ' n o - o
(3.2.1.3) H(y) -_-,ﬁ_gz__ y{(-nF ¥ [(y- 7€) IB(y)] ina<y <ng. -
: T =0 A(n-r,r) ji=1-1 o ST

(8- LT
=T L

. m ‘
n! 0

1™® ¢ - na - nE-)™
= . '

ou ainda, podemos escrever H(y) como:

(3.2.1.4)
_(&ﬁfﬂ k m,n n{ .
Hy) =—(F— 7 (=N (m.) (y-no-m(B—a)) ") ; na + k(B—a) <y< no + (k+1) (B~w)

m=0

k=0,1,2,...,n

b) Considerando agora o caso em que:

1 n
Y=—ﬁ-§.x- ’

entao,



o fa 1 g T
(3.2.1.5)  hn) = =T L (DT (y - LRt = T SYSe
ou ainda,

| ' | n™ X r n,
(3.2.1.6) h(y) = = T NEDT ()
o (8~a) " (n=1) ! =0 :
' n—-1 v o
x (y - (n—r:loa+r,8)4: R n§+krf8-ta) <y< na+(k+;ll) (S—a?
k=20,1,2,...,n
e a funcao distribuicdo acumulada sera:
n" k r n
(3.2.1.7) H{y) = ————¢F— ) (=1) (r)
' (8-a) 'n: r=0
—r)at - k
x (y - (n rzloc+r8)n ; na+kr(18 a) <y < not ( ;‘I) (B—a)
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b.1) Quando consideramos X, e X, com distribuicao U(a,B),
X, + X

e Y = —1——2——2- , teremos
a <y<B
e
- PN R k (B-0) | (k+1)‘(8'-o-z)
hiy) = 5 ) (-1) (r)[y-oc— ——2—-——J jot =5 <y<ot——F—

(B=a) r=0

P
Il

0,1,2

Esta densidade, pode ainda ser escrita como se segue:

0 'y < a
4 B+a
(y=a) o <y < 55—
(B-a) 2 2
h(y) = {
4 B+a
(B-y) =S— <y <8
(8-a) 2 2
0 y > 8B

Temos portanto que h(y) & uma distribuigdo triangular simé

trica (Johnson & Kotz, Vol. II pag. 64 [13]), e seu grafico & dado por:
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hy)?

B-a) |

/- L \,
o (a+8) /2 B

A funcdo distribuicdo acumulada de Y sera

2 | ]f r ,2,
Hiy) = —=— (-N" ()
(B-a) © r=0 £
x (y-a (B-g)r)z s a+ k(é;a) <y<a+ (k+1;(6—a)
k=20,1,2
a qual pode também ser escrita como:
(0 v < o
2 2 B+a
— (y-a) o <y < 5=
| (8-a) 2
H(y) =1 , ; . .
+a +0
(s-a)z[ 2 2

1 . .yzB
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b.2) Vejamos agora, guando X1,X2,...,Xn sao todas U(0,1) e .
vy =27 % o

T n i

i=1 o ' .
Para essa situagéo, hiy), & um caso particular de(B.ZA.S),
ou seja;v ' »

= menT LAEnTQu - s ey s

esse mesmo resultado foi apresentado no trabalho de Rufener

¢ - -

(1952) (ver ﬁambém~Rathie e Kauffman [19]).

A fungao distribuicao acumulada serd encontrada como um.ca

so particular de (3.2.1.7)

o]

H(y) =

5]
e~ =

r nn r.n
ST @ =D o

IA
o XK
1A
o}

=
]
I~z
a
<

1i'i

entao



- Sﬂ_

e
[n
I C.B.] \
s R | n ' n
hiy) = =21 = 7 {(-1) 7 (v- 73 €)™ "1 (v)
' (n j)' =0 A(n-r,r) 1£1 . B
:6nde
tl =0 og ti = C181

esse mesmo resultado foi apresentado por Gray e Odell [11]

. A fungao distribuigao acumulada serid dada por:

. | . )
(=1) ) (y- ) t ) I (y)
0 A(n-r,r)  i=1 B

o]
<
Il
e
—
e~

3.3 - APLICAGAO:

ESCOAMENTO DE TRAFEGO

Allan [1_] aplicou a distribuicao Retangular ou Uniforme,
para construir um modelo de distribuicao de trafego ao longo de

uma estrada reta. Para tanto, a estrada foi dividida em interva

los de amplitude a, e era uma suposig¢ao que, em cada intervalo ,

havia uma probabilidade p de conter um veiculo e g de nao o con
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ter. Para os objetivos do modelo, foi suposto que em cada inter-

valo poder-se-ia ter um sO carro e, desprezado o tamanho do vel

culo, este foi considerado como um ponto no intervalo.

Dado que, um veiculo estd no intervalo, a sua posigao sera

considerada uma variavel aleatdria uniformemente distribuida, so

bre o intervalo de amplitude a. Estamos, pois, interessados na

distribuicdo da dist8ncia entre dois veiculos consecutivos A e B.

Para tanto, definamos:

Y: varidvel aleatdria, nlimero de intervalos vazios en

tre A e B.

Assim,’Y tem distribuigéo geometrica, ou,seja:

Entao X

dade:

1

e

P[Y=y] =qyp ;7 vy =20,1,2,...

variavel aleatdria, posicdo do veiculo A no inter

valo.

X.,: Variavel aleatdria, posigao do veiculo B no inter

valo.

X5 sdo independentes com distribuigao dada pela densi

f(x) = , O0O<x<a

TITN
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Temos entao, que a variavel distdncia entre os veiculos se

ra dada por: . \

Precisamos entao encontrar a distribuigao de s = X, + X
‘ Usando'a densidade aprésentada em (3.2.1.2), onde o = 0 e B .= a,

temos: -

9 k -
h(s) =— | (D" O)(s - ma)
o 1

p) ;.k-a<<s < (k+1)a
k =0,1,2
ou seja,

(s
=3 0 < s <a
a

h(s) = lEE%EL a< s < 2a

a
0 s'_>_2a

\

ou ainda,

o
L
0
S
]
o
()
e
V)
1
0
}

u
——
o
1A
0
A

N
v
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.‘Para encontrarmos a distribuigdo de D basta agora encontrar

a.distribuigéo de
T =ay + S

A‘representagéo do problema aqui exposto & dada no grafico

abaixo
A e . B
HIEE X, 1
le ,: L———7*+
\ |
i le ay » {
' .
' 4
ta T L d

~ ] ~ 0] [} ’ L3
Outras aplicagoes sobre combinagoes lineares de variaveis
I L3 (] ) » —~ . -~
aleatorias independentes com distribuicoes uniformes, sdo apre-

sentadés nos trabalhos de Hall [12], Roach [20] e olas: [18]-

X
XXX§XXX



CAPITULO 4

" COMBINAGAO LINEAR DE VARIAVEIS
ALEATORIAS QUI-QUADRADO

Apresehfamds.aqui;‘a distribuigéo exata de cémbinagao ,i}."
near de variaveis aleatdrias independentes com distribuigSQZQui’.'
-Quadradé. Essé distfibuigéo, séréAapresentada'em duas_versSes;_
ou seja, qﬁando os graus dé liberdade das varidveis qué compééhv-i
a combinacdo, sdo simplesmente nlimeros inteiros positivos e quan
do s3o nimeros pares positivos. As duas versoes, | aparecem em
forma de teoremas. Daremos também, no fim do capitulo o reéultg

do para um caso particular dessa combinagao linear.

TEOREMA 4.1 - Sejam X;, X,,...,X , variaveis aleatdrias in

dependentes, com fungoes densidades dadas por:

my i
_._1 —
27
(4.1.1) fi(xi) = m; , m; = inteiro positivo
- 72 oM
2 1-‘('-2_') Vl = 1,2,...,1’1

ou seja, cada Xi' tem distribui¢ao Qui-Quadrado, com m, graus de
liberdade. Ent3o a funcdo densidade, h(y); e a fungao distribui

cao, H(y), da v.a. ’ '

-54.
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oo _2£ T nm
mo(2c;) (Y. i) ]
1= i=1 2 .
(4.1.3) h(y) = nom, Y
rel =)
1=1
m, m_ nom,
Oyl s Lo T gt
i=1 1
onde:
b (ril“”’l_n_rl s If _n_li ; ___.Y_._’;“,.._l_)' =
2'72 2 7L, 2 2C, 2C_
. m‘,l mn n
) "'(__Z—)r zrl n
- 1 n i=1 T (-2C.)
- ‘ ?ml 2 i=1 i
' — ( —) n n r.,! -
;=0 i212 Jorog=1 t
Vn=1’.o‘o'n i=1

1
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a definicao geral da fungao ¢, e dada em (0.14) do capitulo 0 .

E,
m, :

n "'2_1' o g (T}.)

I (2C.) = 2'r,
=1 i i=1 i
(4.1.4) H(y) = o, _ T, 5
. — ]
rc) =) r=o - .Ul g T x!
i=1 1 i=1 J r, i=1
¥,=1,2;..m i=1 *
n Ty v nomy
. iEq (-2Ci) (-.2_1ri + Z_ —5')
5 A= y i= 1=1

PR

() r, + . =)

i=1 1 i=q 2

. o0
onde % - & uma soma n-apla.
ri=0
Vi=1,2,...,n
DEMONSTRACAO:

Usaremos também para essa demonstracao, a teéecnica da trans

formada de Laplace e sua Inversa.

-

A fungao geratriz de momentos de Xy onde X, é Xz(mi) e da

da por:

<
It

(4.1.5) ' M, (z) = (1-2z) , 2 < 1,2,¢00,N
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A fungao geratriz de momentos de

<
Il
le~—3o
Q
=
o

_' n
(4.1.6) M (2) = T

Entao, temos que, a transformada de Laplace da densidade

de Y sera:

m,
. n -
g(z) = T  (1+2C,z2)
i=1 '
m 2 mi
n i -1
(4.1.7) = 1 (20, 2z 17
. i’
i=1
My
n — ——
1 2
X T_I (1+ 2C.Z)
i=1 i
Podemos escrever g(z) como
T
n -— n m
2 _ i m,
i£1(2ci) n m, i£1(ﬁf) n 1 -ji
g(z) = T X I‘(_Z =)z T+ 55
T ( X _i) i=1 i=1 i
2
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' entao, a fungag densidade de Y, & dada pela transformada Inversa
de Laplace, a q'ua'l se encontra tabélada paré esse tipo de fun-
.gao glz). (Erdelyi [7] pg. 238 ne 9) [ver tamb@m (0.15) capitulo 0].

Portanto:

Y

m L

n "'—‘:1- m
n N .
(20 % (1 -4
(4.1.8) hiy) = ~—fF7— Y-
. ' i
» T(‘-ZT
= ,
m, m nom oo ';
PN R M AN e SR T RERTD Tone)
i=1 1 n

onde a fungao ¢, & dada por 0.14) no capitulo 0.

A fungao distribuicdo de Y é&:

m,
n -—% o noomy
mo(2¢y) R 2
H(y) = i=1 i=1 1
y n m, n m, n
rel =) £, = (I =) n R
i=1 , i=1 ) ry i=1
Vi=1,2,...,n i=1
n n m
Yy 1y
n -r, (.qui + 1217?) 1
x T (-2¢;) |y T B dy
i=1
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m,
» n —'?l o k n m,
mo(2c;) ; 1=
: _i=1 i=1
(4.1.9)  H(y) = mrf A > = —
. T C =) = ( ~%) n N
| ' ¥.=1,...,n i=1 *
- n I ml
n (-éc' ) oy iLr'i Tk 2
i=1 t

Tendo.em Viéta que, O fesultado apresentado em (4.1.8).p§
ra.a densidade de Y; esta em funcao de ¢2,'péra a qual nao te-
mos muitos resultadoé, dificuitando éssim O seu manuseio;’apref
sentaremos um outro resultadb para h(y), com a restrigéd de que,
os graus de liberdade das variaveis aleatdrias da combinacao 1i
near, sejam numeros pares positivos. Esse resultado apresentar-
~-se~-a, de forma que, O trabalhb em termos computacionais sera

facilitado.

TEOREMA 4.2 - Sejam Xir¥yrewerX variaveis aleatdrias in
dependentes, com densidades Qui-Quadrado com Zmi graus de liber
dade (mi inteiro positivo ¥i = 1,2,...,n). Entdo a densidade ,

h(y), e a fungao distribuigao acumulada, H(y), da v.a

, n
(4.2.1) - Y = ) C.X
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onde Cyv Vi =1,2,...,n sdao constantes ndo negativas, sdao dadas

por:

CASO 1: Quando

’

 C1 #\Cz %.ﬁ.#,cn

entao:

n -m,
n H (2Ci) . —5%-
i=1 : i
(4.2.2) h(y) = Z [ — T e .
, i1 (my=1):
ml—1 mi—1 mi—1—k ()
onde
n 1 -m.
A = H (—é— + z) J
3=1 773
j#L
k
Ak &R 2,2, m-
dz



A0 o lig A
Ay - v
Zr——
i.
ou ainda:
(4.2.3) - all®) - k; a1 )T
e i. L r i e
. r=0 :
o
1 1 ,—(r+1)
x Y om(5a— = ma) ]
521 J "2C. 2Ci
€
'n -m,
(4.2.4)  wuy) = 7 pog 8 m:f_1[(mi-1)A(k’
' | 12| MmHE g2 Lok T
-Y - '
( m -k T2C; 12 (¢ y
X m.—1-k)![(2c.) -e ;
i i s (mi—1—k—S)
CASO 2: Quando temos:
C1 = C2 - = Cr1 = B1
C = ... C_ =8
.r1+1 r, 2
Cc . = =C =8 , onder
rm_1+1 ro m m
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entao a densidade, h(y), e a distribuigao, H(y), de Y dado

(4.2.1), obtidas por: i

\

m —p'i -
' - m 1 (285) Yy
(4.2.5) i=1 e 285
s . h(y) = 2 i - 1
. | i=1 (py=1):
P. o
v i-1 p. -1 p.—-1-k .
1 i (k)
X Z ( ) Y A, s y>0
k=0 K i |
onde:
moor o, Py
A= 1 [ + z]
. 28.
3=t 1
J#AL ‘
k
dz
a® = 1im a® o al0) -
i 1 i i
Zr—m—
ZBi
p, = m + m +...+ M
i r 1 'ri_1+2 ry

ou ainda

por
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:(4.2.5) ~ .'Aék)';.ig;[(k;1)A££;1;r)g_Ajrlgl ,l
jAL
e
T2 g
. _ -1 .
.(4.2.7) | H(y) = _iz ;i=1(pi;?)! ii; [(?}i(—'l)A]i(

p,-1-k-s

oY o
pi_k 28i pi 1-k (281)5+1"y i ]
X (pi‘1“k) ! [(zsi) - e ( — __k_s) ] J}
s=0 Py °
- DEMONSTRAGAO: )
CASO 1:
Temos que Xi' Vi_= 1,$2,...,n, tem distribuigéo Qui-Quadrado

com 2mi graus de liberdade.

A fungao geratriz de momentos de X, sera dada por:.

-m. -,
(4.2.8) Mxi(z) = (1-2z) 1, z < -
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()

n
A fungao geratriz de momentos de ¥ = } C, X

| . .
(4.2.9) M (2) = T (1-2C,z) P

)

A transformada de Laplace da fungdo densidade de Y sera:

S n -~m,
g(z) = T (1+2C,z) 1
o i=
v n - —mi 1 Tmy
(4.2.10) = T (2cy) (55— *.2).
i=1 ] “i

Aplicando a transformada inversa de Laplace em (4.10) te

mos:
| 'zy. My iy
(4.2.11)  nly =g Ie To(2c,) T+ z) Laz
L

onde L. & um contorno que inclul os polos de (4.2.10).
Para usar o teorema do Residuo na resolugso da integral de

(4.2.10), consideramos o seguinte:

os pdlos de (4.2.10) s3o:
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z; = - 5c ! polos de ordem m, Vi = 1,2,c..,n 3}

temos n polos. O residuo correspondente ao pdlo z, = -4§g—' se~
) Cy
S ra:

(4.2.12) = 1= 1im &

Desenvolvendo a derivada apresentada em (4.2.11), temos,

utilizando-se o resultado (0.3) do capitulo 0
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2 i mi—1 mi—1—kl dk n 4 -m,
=ey z [(k )Y - I (T-\‘-i' z) J]
k=0 dz" j=1 j
J#AL
Fazendo:
n 1 —mj
A= I (== + 2)
.4 2C.
321 %
Jj#1
. 'k ’
alk) o ———,dk A
dz™ -
k—1 )
d d
= oA !:A. az log A]
dz— :
_ dJk—1 n (~m.)
- *=1 | .Z 1
dz , gFﬂ (56— + z)
J#AL j
obtemos:
' k-1 -
r=0

ou seja,



(4.2.13)

(4.2.14)

onde:

N
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i -m, -1 m,-1-k
I (Ch )y
k=0
k=1
<3 [(_1)r+1 (k_;1)A(k—1—r)
r=0 :
. rzl "mj
x .
=1 (zé- + z) (r+1)
J#AL J

Iim A

Zr—mo—

2C

(k)
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Como a resolucao da integral apresentada em (4.2.11) sera

dada pelo teorema do residuo, ou seja, a; solugaoc & obtida por:

n
2ri z K- ’
‘ - 3= )
temos que (4.2.11) ficara:
n -my
| % n iL(ZCi) . T2
(4.2.15) hiy) = ] o) e
i=1 i
m, =1 ' :
i m, -1 m,-1-k
T (k)|
x Y (% )yy * ‘A, ]
k=0 X | 1

(0)

onde A, = A, .
i i

Para provarmos (4.2.4), basta integrarmos (4.2.14) de 0

a y e obtemos:

n -m,
n | T (2¢;) tomst (k)
(4.2.16) H(y) = § (&= — x 3 [( L yal
i='] (mi-—1). k=0 k 1
_ m,~-1-k~-s
omk I ™K () Sy
X(mi—1—k)'[(zci) - e gio (m =1-k=s) I ]}

*
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para resolvermos a integral mencionada, utilizamos um resultado

apresentado'an (0.16) capitulo 0.

CASO 2:

Neste caso, a transformada de Laplace da>déhSidade de Y,.

ficas

(4.2.17) ' g(z) = I 55— t 2)

-C, 1
(28;)  * (53

A demonstragao deste caso & andloga a do caso 1 _por esse

motivo sera omitida.
4.3 - CASO PARTICULAR

Analisamos o0 caso quando temos X1, XZ""'Xn v.as, Qui-Qua-

drado, com mi(mi = 2ni , Ty inteiro positivc), graus de liberda-

~ ~ n

de, a densidade e a funcao distribuicao acumulada de Y = I Cy 57
i=

onde C; = B ¥, = 1,2,...,n, & um caso particular da 22 parte do

teorema 4.2 onde:



-70-

substituindo esses valores'emv(4.2.5) encontraremos a densidade
de Y, ou seja: |

. oo -L p-i
‘ p - p=-1
h(y) = 280 o 28

onde temos:

—p ‘
[ j% + z] = 1 , por ser um produto va
; . .
1

o= -

J
3

zio, de acordo ocom. (0.21) capitulo zéro,

entao:
A§O) =1 e Aik) = 0 ¥k = 1,2,...,p1
portanto,
(28)P 75 _.p-1
h(y) = __(P"_T'l T e Yy ’ y >0



ou ainda,

__23% p=1"

Pp—-1.

- (4.3.1)  h(y) = & Y
(28)P r(p)

entao a v.a. Y tem distribuicac Gama. fsse resultado & dado por
Johnson e Kotz [13] pg. 166, Vol. I .

A distribuigcao acumulada de Y & dada por:

. | . v o
| _ P p_g 26 Py (25" 1_51]
(4.3.2) r(y) = 28 1)-[(28) e ¥ 1 e

Y . '
26 PT1 (28)5*!  p-1-s

=1 -e iy T Y
g=g (P17 s)!

Algumas aplicagbes para a distribuicdo de combinagao linear
de variaveis aleatdria Qui-Quadrado s3o apresentadas nos tra-

balhos de Good (1955)[ 9] e (1953) [10].

XXxXX
X



o 11.,

2]

(31

[4]

5]

[7]
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