
D!STR!BUIÇDES EXATAS DE COMB!NAÇOES 

LINEARES DE VARIAVEIS ALEATORIAS 

REINALDO CHARNET 

Dissertação apresentada ao Instituto 

de Matemática, Estatística e Ciência 

da Computação da Universidade ESta-

dual de Campinas, corno requisito par 

cial para a obtenção do , tí.tulo de 

Mestre ém Esta~ística. 

Orientador: Pro f. Dr. PUSHPA NARAYAN RATHIE 

CAMPINAS 
Estado de São Paulo - Brasil 

1979 

UNICAMP 

BIBLIOTECA CENTRAL 



AGRADECIMENTOS 

Ao Prof. Dr. PUSHPA NARAYAN RATHIE, nosso orientador, 

pela proposição deSse trabalho e orientação constante, 

segura e amiga, durante todo o seu decorrer. 

A todos os amigos que de alguma forma contribuíram p~ 

ra a realização desse trabalho, nos incentivando ou 

.cri ti c ando. 

Ao amigo Raul, pelo excelente e d12dicado trabalho de 

datilografia. 

• 



Dedicó esse trabalho: 

-- aos meus incansáveis incentivadores; 

meus pais e Eugênia 

às recompensas por tudo que passamos; 

Michelle, João Augusto 

ao amigo;. 

Sidnei.Ragazzi 

-- especialmente ao~ 

Prof. João Fiorello Reginato (in-merror.ian) 



INDICE 

I N T R O D U Ç A O ......................................................... : ....... : ............. :.. ...... .................... .... .......... i 

CAP1TUL'O O 

NOTAÇOES E RESUL TAiiOS UTILIZADOS ...................................................................... 1 

CAP1TULO 1 

DEFINIÇOES .................................... ~ ..................................................................................... 7 

- 1"" . 1 .1 - Funçao Ana J. tJ.ca ................... : ......................................................................... , 7 

1. 2 - Ponto Singular ................................................................................................. ~ 7 

1. 3 - Ponto Singular IsoladG ............................................................................... 7 

1 . 4 - Resíduo .................................................................................................................. B 

Teorema do Residuo 1 . 1 ............. , ........... , .................................................................. 9 

1 . s - Pólo ........................................................................................................................ g 

Teorema 1.2 ........................................................................................................................ -10 

1. 6 - Transformada de Laplace ............................................................................ -11 

1 . 7 - Transformada Inversa de Laplace .......................................................... 11 

1. 8 - Função Gera triz de r1omentos .................................................................. 12 

CAP1TULO 2 

COMBINAÇM LINEAR DE VAR!AVE!S ALEATDRIAS EXPONENCIAIS ................ 15 

Teorema 2. 1 ...................................................................................................................... 1 5 

2. 2 - casos Particulares ........................................................................................ 25 

1 . -2. 3 - Ap-lcaçao .................................................................................. " .......................... 29 

CH1TULO 3 

COMB!NAÇAO LINEAR DE VARIÃVE!S ALEATORIAS UNIFORMES ........................ Js 

Teorema 3.1 ...................................................................................................................... 35 

3. 2 - casos Particulares ........................................................................................ 42 



3. 3 Aplicação ................................................................................................................ 50 

CAPITULO 4 

COMB INAÇM LINEAR DE VARIAVEIS ALEATOR!AS QUI-QUADRADO .............. 54 

Teorema 4. 1 ....................................................................................................... , .............. 54 

. . 
Teorema 4. 2 .................................................................................................................. : .... 59 

4. 3 Caso Particular ........................... : ...................................................................... 6 9 

BIBLIOGRAFIA· .................................................................................................... · .............. 7 2 



I NTRODUÇAO L 

O propósito desse nosso trabalho é encontrar as distribui 

çoe~ ·ez:atas de combinações lineares de variáveis aleatórias con 

.tÍnuas e independentes, com distribuições Exponencial, Qui-QUa-

drado e Unifornie. 

Cada combinação linear, que estaremos trabalhando, 

constituída, como já dissemos, d_e variáveis aleatórias indepen..:.. 

dentes e com apenas a rnesm~ forma funcional, ou seja, para cada 

uma das combinações, ap~esentaremos urna distribuição geral, on­

de as variáveis aleatórias que a constituem tem a I<'Inesma: __ forma 

funcional, mas parâmetros diferentes; em seguida, estaremos es 

tudando casos particul~res, ou seja, quando~ os parâmetros sao 

iguais mas não espeCificados, e alguns casos em que os paramê-

tros estarão especificados por alguns valores bem usuais em Es-

tatistica. 

O procedimento descrito acima será feito para as três co~ 

binações lineares, ou seja, para a combinação linear de .varíá-

veis Exponenciais, para as de Uniforme e po:ç Úl tirno as de Qui-

-Quadrado. 

Os resultados gerais aqui apresentados, nao foram encon-

trados na bibliografia consultada, onde estas, só apresentaram 

resultados para alguns casos particulares, os quais foram encon 

tradas, geralmente, pela utilização de métodos diferentes daqueles 

por nós utilizados. 

Dividimos nosso trabalho em 5 capítulos; o capítulo O COI1.§. 

tituido das notações e resultados que utilizamos no decorrer do 

nosso trabalho, o capítulo 1 apresentando um breve resumo sobre 



i i. 

algumas difinições e teoremas a respeito de variáveis complexas, 

e os capítulos 2,3 e 4 onde aparecem, respectivamente, as combi 

naçoes lineares das variáveis:mxponenciais, Uniforme e Qui-Qua­

drado. 

AS distribuições gerais para cada uma das combinações li 

neares, serão apresentados em forma de teoremas, que. nos darão 

a função denSidade de probabilidade e a função ~istribuição acu 

mulada da combinação. 

Para encontrarmos as distribuiçÕ.es exatas dessas combina­

çoes, utilizamos o método da função geratriz de momentos. Isto 

se justifica, uma vez que as funções geratrizes de momentos des 

sas combinações, são fàcilmente obtidas a partir das funções ge 

ratrizes de momentos das variaveis que a constituem, pelo fato 

das mesmas serem independ~ntes. 

Encontrada a função gera·triz da combinação, usamos a trans 

formada de Laplace, bem como a sua inversa, para a obtenção da 

função densidade de probabilidade. As integrais que aparecem nas 

transformadas Inversa de Laplace, serão resolvidas aplicando-se 

teoria de Variável Complexa, mais prec-isamente, a teoria dos r.e 

slduos. 

Esses critérios, em conjunto, constituem ·-~uma ferramenta 

muito forte para obtenção de distribuições exatas de combinação 

lineares, visto que, essas distribuições podem ser obtidas, sem 

nenhuma restrição, quanto aos parâmetros das distribuições ori 

ginais das variáveis aleatórias que compoe a combinação e mesmo 

quanto as suas constante.s, as quais podem ser todas diferentes 

uma das outras, bem como iguais totálmente ou parcialmente. 



iii. 

Uma outra consideração importante, sobre a distribuição e 

xata de Combinações de variáveis aleatórias independentes, Exp2 

nencial, Uniforme e Qui-Quadrado, é devido a grande gama de apli . . -
cações em problemas práticos reais de Estatistica, por exemplo 

em Processos estocásticos, Tempo de Vida de Componentes Eletrô­

nicos, Fluxo de Tráfego em Estradas· de Rodagens, etc· ..• 

Urna das finalidades desse nosso trabalho, alem do propó-­

sito inicial, é a -de apresentar a 'técnica da função gera triz de-

' momentoS em conjunto com a teoria de Variaveis Complexas, corno 

motivação para sua utilização, na obtenção de distribuições de 

variáveis aleatórias. 

Esperamos que, a forma de apresentação dos nossos resulta 

dos seja clara o sufiCiente para um bom enten.limento de possí­

veis interessados em suas ·a:plicações. 



CAPTTULO O 

' NOTAÇOES E RESULTADOS UTILIZADOS 

(o : 1 ) v.a. - variável aleatória 

ç o. 2) K
1 

- ·resldup correspondente ao pólo z
1 

(o. 3) A (r) B (n-J:) 

onde: 

A e B sao funções de X 

e 

(o. 4) r(a,S,y) -Distribuição Gama com par~etros 

a,S e y. Sua densidade é dada por: 

f (x) = 
(x-y) a-1 exp [-(x-y)/~ 

sa f(a) 
,a>O,S>O x>y 

(o. 5) x2
(n) - Distribuição Qui-Quadrado com n graus 

de liberdade (n-inteiro) - Sua densidade é dada por 



(0:6) 

-QuadraCb 

(o . 7) 

(o. 8) 

nencial 

(o . 9 ) 

-2-

f (x) = 1 X > 0; 

Função geratriz de Momento de uma v.a. X~Qui-

n .. -2 
= (1-2z) , n = graus de liberdade 

Função densidade de um ~.a. X exponencial 

f (x). 
-ax = a e. 

' 
X > Ü .. a >. Q 

Função geratriz de Momentos de um v.a. X expo-

U(a,S) -Função densidade de probabilidade de 

uma v.a. X Uniforme com parâmetros. a e B 

• 

S > O , a > O 

6 > " 
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(O • 1 O) Função geratriz de momentos de uma v.a. XJUni-

forme com parametros a e e 

(O.lÍ) 

on,de 

(0.12) 

(0.13) 

(0.14) 

Função gama 

r (a) = r e·-t ta-1 dt 

o 

R (a) = a parte real de a:· 

= r(a+r) 
r( r) 

= soma n-Úpla 

R (a) > O 



(0.15) 1 
2TI i 

00 

C --. 
m.~o 

l 

V.=1,2, .•. ,n 
l 
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(S1)m ... (Sn)m 
1 

(y) 

n 
n 

n .rr Til. ! 
L i=1 

l m. 
i=1 

l 

n À. -s. 
IT (1- _o_) 1 

i=1 p 

m1 m 
n 

21 z 
n 

dp ~ 

onde i, quando nao aparece como Índice é, i = /=1 

(O c 16}. 
(m-r)! ar+i 

(0.17) f.g.m. função geratriz de momentos 

(0.18) f.d.p. função densidade de probabilidade. 

(0.19) A{n-r,r) =conjunto de todas as somas t
1
+t2+ ... tn, 

onde temos n-r · · C.a. e r t iguais a c.B., i~J· ti,~- 1gua1s a 1 1 i's-, J J r 

ou seja 



A (n-1 , 1) = 

A(n-2,2) = 

n 
A(n,O) = I 

i=1 

-5-

c.a. 
1 1 

c 1a 1+c 2a 2+ ••• +c 2a 1+C a.+c 
1
s .. n- n- n n n- n-1 . 

c 1a 1+c 2a 2+ ... +C 2a 2+C 1 S 1+e S n- n-. n- n- n n 

C1a 1+c 2a 2+ ... +C 2S 2+c 
1

a 
1

+C S' · n- n- n- n- n n 

.n 
A(O,n) = L cisi 

i=1 

n Temos que os conjuntos A(n-r,r) possuem {r) elementos. 

n n 
(0'.20) TI (a.-b.) = 

i=1 l 1 
L (-1)r 

r= O 

onde 

tu idos de n-r 

{a ,b } é a soma de todos os produtos consti n-r r 

r b.,.s itj = 1,2, ..• n 
]" 

Por exemplo,suporillimos que o produto tenha apenas 3 têrmos 

ou seja: 
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3 
i~1 (ai-bi)~(a1-b1) (a2-b2) (a3-b3) 

então temos 

OBS; Em alguns casos, no decorrer Co msso trabalho, usa-

mos o termo densidade, pará nos referir à função densidade de 

probabilidade e o termo função distribuição para função distri­

buição acumulada. 

(0,21) Produto vazio é igual a 1 

(0,22)- soma vazia e igual a O---



CAPITULO 1 

DEFINIÇOES 

Daremos nesse capitulo, algumas definições sobre. __ vai:iâ­

veis complexas, que julgamos necessárias para o melhor entendi 

mentà do nosso trabalho. Apresentamos também alguns ~remas fun 

damentais Cujas demonstração foram omitidas, visto que, só nos 

interessaremos pelas aplicações dos mesmos. 

DEFINIÇJW 1.1.- A função g(z), da variãyel comple~a z, ·é 

dit~ ser analÍtica no ponto z0 , se a sua derivada g' (z), existe 

em ~ô. Análogamente g {z) é anal i tica em uma região :·~, se for 

analítica em todos os pontos de A. 

DEFINIÇ~O 1 .2 - Ponto singular é o ponto do plano comple­

xo, onde a função g(z) deixa de ser analítica. 

DEFINIÇAO 1.3- Um ponto z
0 

pertencente ao plano complexo, 

é chamado ponto singular isolado da função g(z), se existe uma 

vizinhança de zo tal que g(z) é analítica em todos os pontos de~ 

sa vizinhança menos em z0 

-.7~ 



Usando a definição 1.3 temos que quando z é um ponto sin 
o 

gular isolado da função g(z), existe um número positivo r, tal 

que a função é analítica em cada ponto z para o qual !z-zc! <r. 

Nesse domínio, g(z} pode ser desenvolvida por uma série de Lau..: 

rent, ou seja: 

00 

( 1. 1 ) g (z) ~ l: 
n=O 

. n 
a (z-z ) 

n o 

·DEFINIÇJW 1.4 -O ·coeficiente b1, do desenvolvimento de 

g(z) em série de Laurent, é chamado de resíduo da função g{z) 

no ponto z
0

• Em particular terros que 

( 1 . 2) 
1 

21T ;i 
r g(z)d(z) 
!c 

onde c é um contor?o fechado envolvendo z
0

, tal que 1_a 

g(z) e analítica sobre C e no interior ·do mesmo. 

_fUnção 

OBS.: Se uma função g(z) tem apenas um numero finito de 

pontos singulares, então necessàriamente,· eles serão pontos sin 

gulares isolados. 



-.g_ -. 

TEOREMA DO RES1DUO 1.1 -Seja C um contorno fechado, tal 

que a função g(z) é analítica sobre e d~ntro de C, exceto em um 

número finito de pon-tos singulares; z
1

, z 2 , ••• , zn i interiores a 

c. Qe K: 1 ,~2' ... ,Kn são os resíduos da função g (z) nesses pontos, 

então-: 

( 1 . 3) J f(z)d(z) = 2n~(K 1 +K 2 + ••• +Kn) , 

c 

onde a integral é calculada no sentido anti horário ao longo de 

c. 

DEMONSTRAÇJ\o: Ver R.V. CHURCHILL [ 4] pg. 147-148 

DEFIN!ÇJ\o 1. 5 - Se no desenvolvimento de uma função g(z) em 

série de Laurent, tivemos os coeficientes b.'s diferentes de ze 
~ .· 

ro apenas para um n9 finito deles, ou seja, existe um inteiro m 

tal que bm+ 1 , bm+ 2 , ... sao todos nulos e 

( 1 • 4 ) g (Z) 
b1 

= '(é:z::::_.,;z-
0

') + •.. + 
00 

+ I a ( z-z ) n, 
n=O n o 

quando lz-z
0
! <r, então o ponto singular isolado z

0 
e chamado 
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pólo de ordem rn da função g(z). Se m=1 O pólo é chamado simples. 

vamos agora enunciar um teorema qpe, nos dará uma fórmula 
, 

mais prática para encontrarmos os palas e seus resíduos, para g(z~ 

TEOREMA 1.2 - SUponhamos que a função g(z) satisfaza as s~ 

guintes·condições: pàra_algum inteiro .positivo !ri, existe um va 

lor $ (z
0

) f O, tal que a função: 

( 1 . 5) 4 ( z) 

sej".a analítica em z
0

• ·Então a função g ( Z) tem um pÓlo de ordem 

m em z
0 

e seu resíduo é dado por: 

( 1 . 6) 

{(rtc4} . 

~ ( z ) 1 

..,("'m--
07
1 ') '! = (rn-1 ) ! 

àm-1 t lim -
1 

(z-z )m 
m- o 

z+z
0 

d Z 
g(z~ 

DEMONSTRAÇM; Ver R. V. CHURCHILL [ 4], pg. 149-150-151 

OBS.: AS condições do teorema 1.2 sao satisfeitas quando 

a função g(z) hem a forma: 

( 1. 7) g (z) = 4 (z) 
--~~=m, m = 1,2, ••• , 
(z-z

0
) 
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onde a função rjJ e analitica em z
0 

e ~ (z
0

) F O .o 

DEFINIÇJIO 1.6 - TRANSFORMADA DE LAPLACE 

Sejam f (x), uma função de~inida para todo x, tal que O<x<w 

e, g (z) uma função dada. por: 

( 1 . 8) g(z) ~ J e-zx f(x)qx 

o 
' 

então se a integral converge, a função definida em (1.8)- é cha­

mada a transformada de Laplace da função f(x). 

DEFINIÇAO 1.7- TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE 

Se a função g (z) é a transformada de Laplace da_----· .fünção 

f (x), então f (x) é Chamada transformada Inversa ;.de:.:.. ~aplace de 

g(z) e é dada por: 

( 1 • 9 ) f (x) ~ 
1 

21fi. ' 
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onde C é um contorno fechado que contém' os pólos própriamente 

escolhidos de ezx g(z). 

OBS.: Se a transfqrrnada- de Laplace de uma função existe, 

então a sua inversa também existe e é única. 

corno a va:riável :: zr.~: de {1. 9) é complexa, a integral que 

nos- dá f {x) é complexa, então para a resolução dessa integral FO 

demOs ~tilizar o teorema 1.1, ou seja 

(1.10} = 2~i(K +K2+ ... +K) , 
.. 1 . n 

onde K. é o resíduo de ezx g(z) correspondente 
J . . 

ao pólo 

Vj ·=. 1, 2, ... 1 n ', res1duo esse que pode ser obtido pelo teorema 

1 • 2. 

Para os propósitos do nosso trabalho a função f(x), para 

qual iremos encontrar a sua transformada de Laplace, será sem-

pre uma função densidade de probabilidade de uma variável alea-

tória X~ de imediato temos pois que a inversa de g(z), será uma 

função densidade de probabilidade. 

DEFINIÇ~O 1.8 - FUNÇ~O GERA TRIZ DE MOMENTOS 

Seja X uma v.a. positiva, continua e f(x) a sua função den 
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sidade de probabilidade. Então definimos a função geratriz de mo 

mentos de X como: 

(1.11) MX(z) = E[ezx] = Jooezx f(x)dx 

o ' 

Associando as definições de ·:transformada de Laplace de uma 

densidade e ·função geratriz de momentos d"e uma v.a. X positiva, 

com a mesma densidade c_onsiderada na transformada, temos que: 

se 

·g (z) é a transformada de Laplace de uma densidade f (x),_ en 

tãó: 

(1.12) g(z) = Mx(-z) , 

onde X é urna v.a. com densidade f(x). 

com a relação (1.12), entre transformada de Laplace e fu~ 

çao geratriz.de momentos, podemos então, se conhecida a f.g.m. 

de uma v.a. X, encontrarmos, usando a transformada ~inversa de 

Laplace, .a sua função densidade de probabilidade, ou seja: 

(1.13) f(x) = 1 
21Ti g ( z) dz 

' 
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onde C é um contorno que contém todos oS pÓlos de g(z). 

Esse critério descrito acima é o ·que utilizaremos para en 

centrar as densidade's de interesse do nosso trabalho. 

• 

xxl!xx 
X 



CAPITULO 2 

COMBINAÇAO LINEAR DE VARIAVEIS 

ALEATORIAS EXPONENCIAIS 

Nesse capitulo apresentaremos a distribuição ex.ata' de com 

binção linear de variaveis aleatórias independentes com distiilxd 

ções expo.nenciais, bem corno alguns casos particulare-s. 

TEOREMA- 2. T: Sejam x 1,x2 ,: .. ,Xn variáveis aleatórias in 

dependentes com funções densidades dadas por: 

(2.1.i) 

e 

(2.1.2) 

f i (xi) ~ a.e 
1 

n 
Y ~ I cixi 

i==1 

-a.:.x. 
1 1 

; x. > o 
1 -

ai > o "'· ~ 1,2, ..• ,n - 1. 

onde c., V. = 1,2, ... ,n sao constantes positivas. Então a função 
1 1 

densidade, h(y) e a função distribuição acumulada, H(y) da variá 

vel Y, são dadas por: 

CASO 1 : 

-15-
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então· 

(2.1.3)' 

ai 
. 

n "· n { 
-- y c. 

h(y) = rr (__J_) I é' 1 

j=1 cj i=1 

n [ ". "i]-1 } X rr J 'y > o 
j=1. cj c i 

jf~ -· 

e 

a. 
_J_ 

n 

{ j~1 
c. 

(2.1.4) H (y) = I 
i=1 ["' "i] _J_--

j r' i c. c. 
J 1 

"i 
y)} c. 

X ( 1 1 y > o - e ' 

CASO 2: 

Se 

"· 
r1 das ( ___..!..) I S sao iguais a s1 ' c. 

1 

(2.1.5) r2 das 
a. 

(....2:.) 's 
c i 

são iguais a s2 ' 

das 
"i 

são sm rm (-) 's iguais a 
c i 

onde 
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m 
L r. = n 

i=1 ~ 

então: 

m r. 

{ 
rr sj 

). 
m 

j=1 -8. y 
(2.1.6) h(y) = L 

~ . 
e 

i=1 (ri - 1 ) ! 

r.-1 r.-1· r.-1-k 
Aik)} 

> 1 ' Y-
X L ( 1 )y 1 . 

k=O 
k 

onde definimos: 

ou ainda 

(2.1.7) 

-r. 
(8. + z) J 

) 

A(k) = lim 
i "z+-s. 

1 

k = 1,2, ... ,r.-1 
1 

k-1 

r (- 1 )r+1 (k-1)! (k-1-r) 
(k-1 r)! Ai r==O 

o 



e a função distribuição é: 

(2.1.8) 
m 

H(y) ~ I 
i=1 

rn rj 

{ 

rr a. 
j~1 J 
(r.-1)! 
~ 

k-r. -a.y 
K(r.-1-k) ~ (~. 1 -e 1 

l. l 

DEMONSTRil.ÇM: 

(k) A. 
~ 

i t ___,y'--~ ---c.,-,-:)] 
t=O (r. -1-k-t) !8. t+1 

r -1-k r.-1-k-t } 

~ . ~ 

Utilizaremos para essa demonstração, a teoria da transfor 

rnada de Laplace, bem corno a sua Inversa. 

A função geratriz dê momentos para Xi,V i= 1,2, .•• ,n; é dada 

por: 

r zx. -a..xi 
Mx. (z) = e ~ <l. e ~ dx. 

~ l 
l 

o 

(2.1.9) 
"i 

R(z) V. 1,2, .... ,n = < "· ~ 

(ai -z) ' ~ ~ 
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A função geratriz de momentos da variável Y e dada por 

(2.1.10) My(z) = 
n 
TI 

i=1 

então a transformada de Lap1ace da densidade h{y) ê dada por: 

(2.1.11) g (z) = ] , R (z) > -
"i 

c i 
Vi = 1, 2, ••. , n 

Aplicando a transformada Inversa de_ Laplace para (2.1.11), 

teni.os que a função densidade de Y será dada- por: 

"i 

(2.1.12) h (y) 
1 f ezy i~J 

c i 
Jdz = z-'li"i a. 

c (__!_ + z) 
c i 

onde C é um contorno fechado que inclui todos os pólos de (2.1.11). 

Na resolução da integral de (2.1.12), utilizaremos o teorema 

do-~eslduo, apresentado no capítulo 1. Nesse sentido precDxmos eg 

centrar os pólos de (2 .1 .11). 

Para encontrarmos os pÓlos estudaremos os 2 casos apresen-

tados, determinando para cada um deles a função densidade 

função distribuição acumulada. 

e a 



CASO 1 : 

Quando-: 

os pelos de (2. 1.11) 

z. -
l 

todos· de ordem um. 

Então; 

-20-

. . . ;' 

" sao 

Vi = 1 , 2 ~- ... , n _ 

ai 
--y 
ci n 

a. 
_.2 

a. n [ c. ] 2.> rr --'---c. . 
1 

a. 
l J~ (__]_ + z) 

c. 
J 

(2.1.13) = e TI 
j~1 

Usando o teorema do r.esíduo e por ( 2. 1 • 1 2) temos 

h (y) 
n 

2·""i r K1 
i=1 
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(2.1.14) "i -1} - c i l ' Y > o 

A função distribuição acumulada de Y e obtida pela integr~ 

çao de (2.1.14) de O a y, ou seja: 

y n 

f j~1 H (y) = 

o 

(2.1.15) = 

CASO 2: 

{ "i a. n - ,--y 
C. n a. 

'--2l ;I e ' rr (---1. 
cj i=1 j=1 cj 

j;'i . 

"i --y c. 
e ' ) 

Se temos as condiçÕes (2.1.5), então: 

g (z) = 

(2.1.16) 
m r. -r. 

= rr 8 .J (S. + z) J , rn < n 
j=1 J J 

-) "i -1} 
c i 

dy 

Usando a transformada Inversa de Laplace de (2.1.16}, pod~ 



mos escrever: 

(2.1.17) h(y) 
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= 2;i feZ·Y 
c 

r. 
m [ . ~.J ] . 
rr r· dz 

j=1 (~. + Z) ] 
J 

Os pelos de (2.1.16) sao: 

z1 = - ~1 ' pelo de ordem r1 

z2 = - ~2 polo de ordem r2 
(2.1.18) '· 

z = - ~m ' pelo de ordem rm m 

então: 

m r. 
rr ~· 

J r.-1 

{ j=1 J d 
, m 

(2.1.19) Ki = lim zy rr c s . (r.-1) ~ r.-1 
e , z+-S. dz' j=1 J , 

j;<i 

Desenvolvendo a derivada de (2.1.19) temos: 

r.-1 
d , 

r.-1 
d~~ 

{ 

m -r } ezy .rr (B.+z) j = 
]=1 J 
j;'i 

dk [ m -r.J} x~.IT(S.+z) J 
dz ]=1 J 

j;<i 

+ z) j -r } 
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(2.1.20) 
r. -1 { } 1 r.-1 r.-1-k (k) 

= e"Y L ( l ) y l A 
k=O k 

aplicando o resultado (0.3) do capítulo O •. 

Pelo teorema do Residuo e po.r (2.1.17) ficamos com: 

m 
h(y) = L Ki 

i=1 

m 
(2.1.21) = I 

i=1 

X 

r.-1 
1 [r.-1· r c\ 

k=O . 
)y 

r.-1-k 
l 

onde desenvolvendo um pouco mais A(k) obtemos: 

(2.1.22) 
dk-1 [ 

= k-1 A 
dz . 

m -r. ] I c---e2l 
·~1 ~ .. +z 
]T . J 
j;'i 
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utilizando em (2.1.22) o desenvolvimento Binomial apresentado no 

capítulo O ( 0.3 ) , ternos 

(2.1.23} 
k-1 

= ' . L 
r=O { (k~1)A(k-1-r) (- 1 )r~1r! r . . 

. . . . . 

ou ainda 

(2.1.24} 

x ~ [r.(8.-8.)-(r+1)J} 
. -1 J J 1 ]- ' 

j I' i 

A função distribuição acumulada da variavel y, gada por 

(2.1.2),. será: 

(2.1.25} 
m 

H(y) = rr 
j=1 

r. 
s.J 

J 
m { 1 L '<::r-. ::,_.,-1 'J '! 

i=1 1 
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-usando o resultado (0.16) do capítulo O, para a resolução da· 

integral de (2.1.25) temos: 

m 

(2.1.26) 
m 

H(y) = I 
i=1 { 

rr 
j=1 

k-r. -S.y 
' >· x (r.-1-k)! (S. -e 

' ' 

2.2 - CASOS PARTICULARES 

2.2.1 -Quando 

a função densidade h(y) e a função distribuição H(y), da variável 

Y definida em (2.1.2), onde 

=a e 
-ax. 

1 

' 



.• 
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sao dadas por: 

n 
(2.2.1.1) h(yl= I 

i=1 

c. 
e l 

{ 

_ _y_ 
n 
rr 

j=1 
j;'i 

-1} . cc1 -cj 1 , y > o 

usando (2.1.3), com cc. = ·1; 
l 

a função distribuição, usa.ndo (2.1.4) e: 

(2.2.1.2) H(y) = 

Temos que (2.2.1.1) é a-_mesma f~nção apresentada em [13] na 

pg. 222 Vol. I 

2.2.2 - Quando: 

ci =c 1 vi= 1,2, ... ,n 

a densidade de y e a distribuição acumulada, onde: 

• 

-ax = a e 



sao dadas por: 

h(y) ~ 

usando (2.1.6). 

Como 

A (0) ~ 
1 t 

então 

(2.2.2.1) 
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(-a)n av 1 - "'""- n-
-,---'c=-,.,...,. e C , 
(n-1): l 

k~O 

. (k) 
é A ~ O 

. 1 

n-1· n-1-k 
( k ) y 

Vk = 1,2, •.• ,n-1 

-~ 
n-1 C 

y e 
h(y) ~ 

(c)n r (n) 
a 

Temos então que (2.2.2.1) é a densidade da r(n, c Õ.' 
mo definida no. resultado (0.4c} do capitulo O. 

Se em (2.2.2.1) tivemos 1 a.=zec=1, então 

h (y) 
n-1 -~ 

= Y e 
2n r (n) ' 

a qual identificamos como a densidade de um~ v,a. x~(2n). ' . -
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A função distribuição usando (2.1.8) será: 

(2.2.2.2) H (y) 

= 1 - e 0 

{ 

_S!Y 

2.2.3 - Quando 

c. = 1 vi = 1,." •. ,n, ' ~ 

a densidade de 

onde 

é dada por 

f. (x. ) 
~ ~ 

y = i' X. 
l . ~ 

n.:...1 

E 
t=O 

e 

' 

' 

(2.2.3.1) 
n 

h(yl = I 
i=1 

e 1 TI (a..-a.)-
{ 

-a.y n 1} 

j=1 J l 

jfi 

(n-1-t)! (~) t+1 

n-1-t J y . 

n 
rr aJ. 

j=1 
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usando-se (2.1.3), e a distribuição' usaÍldo.-~e-:(2.1.4) é dada p:>r 

n 

{ ( 1 
-a..y n "j } {2.2.3.2) H (y) = I - e 1 ) I (aj-ai) 1~1 j=1 

j;'i 

O·resultado (2~2.3.1) tambem foi apresentado por Demaret e 

Garcet, utilizando a con·struções de algm.).s funcionais e poste­

riormente o critério da Indução. (Ver [ 5 J). 

2. 3 - APLICAÇM 

Um dos problemas principais de aplicação de distribuição ex 

ponencial, é quando trabalhamos com testes de vida, testes de fa-

diga, etc., as quais são muito utilizados em eletrônica para se 

testar tempo de vida de tubos de rádio, de bulbos eletrônicos, de 

vários equipamentos fis_icos e, também, para se testar a quantida­

de de voltagem necessária até que um condensador estoure. 

vamos então, apresentar um exemplo que fàcilmente ocorre na 

prática, o qual está contido no trabalho de Epstein e Sobel [6] ~ 

Seja x·uma variável aleatória que representa o tempo de vi-

da, em horas, de um determinado tipo de tubo eletrônico. A press~ 

posição que X tenha uma distribuição exponencial é comprovada por 

investigações na prática. Então: 



f (x, 6) 
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X 
1 -e­

=e e 

onde 8, média de X, é desconhecido. 

' e > o, x > o 

QUeremos então estimar 8, e encontrar sua distribui9ão. ~~ 

ra tanto, seleciona-se Urna amostra aleatória de tamanho n. Vamos 

supor a seguinte situação: 

A medida que os elementos da amostra sao irispecionados .ooor_ 
. . 

re um imprevisto, ou seja, após a ver_ificação do r-ésitno elemen.:.. 

to da amostra, a inspeção, por algum motivo, é interrompida, se~ 

do impossível a continuação. O problerra que se apresenta é, eno:Jntrar-

nos o estirrador para 8 com apenas r iténs da anostra. Façanos isso: 

Seja x 1 . n~ _. ·; x 2 .~- ; •.. ; x as r observações ordenadas da , _ -· ,n r,n 

amostra ou seja: 

X < X < X 1,n 2,n 3,n < ••• < - - X r,n 

Seja também, e I o estimador de e baseado nas r-observa r,n 

çoes, t.q. 

:x. + (n-r) x 
1. 11n r,n 

(2.3.1) 
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A fodopo conjunta de x1 ; 
. 'n 

X ; ••• ;X , será dada por: 2,n r,n 

(2o3o2). f(x1 ;x2 ;ooo;x ) ~-n"'!---:::exp{-[Ix. +(n-~)x J;e} 
,n ,n r,n (n-r) 16r i=1 1.,n r,n 

. . 

0 < X < x 2 < ••• < X < <\O 1,n ,n r,n 

Pode-se mostrar ql:le o estimador 9r,n ,m~Xirniza 

f (x
1 

· ; x
2 

; ••• ; x ) , ·ou seja, ê é o estimador de máXima ,n ,n r,n r,n 

verossimilhança para e. 

A suficj,.ência d-esse estimador, pode ser: verificada pelo teo 

rema da fatoração da Inferência Estatística. 

Para encontrarmos a distribuição de ê , r,n . 
v_amos 

r-v.a.•.s auxiliares Y= 
1, n 

y 
2,n 

o o , ... , Y tais que: r,n 

defini.r 

(2o3o3) y 
1 ,n 

e Y. 
1,n 

x -x ·2<i<r, i,n i-1 ,n' 

e mais ainda, tôdas as Y. n 1 < t < r 
1, 

sao independentes com 

distribuição exponencial, cujos parametros - e 
sao . +1 

1<i·<r. 
n-1 

Verifiquemos pois, essa afirmação: 

a-distribuição conjunta dos Y. V1. = 1, •.• ,r é: 
1 ,n 
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(2.3.4) 

obtida a partir de (2.3,2) 1 

ou ainda, 

r 
~ n 

i=1 

~(n-i+1)y. n1e 
e . l, 

que é um produto de dis~ribuições exponenciais com parametros 

e verificando-se pois, a afirmação que os Y. sao inde-l,n (.n-i+1) ' 

pendentes e cada um com distribuição exponencial, ou seja: 

(2.3.5) n-i+1 
e e 

- (n-i+1) 
e 

Reescrevendo ê em termos das variáveis auxiliares y, , r,n l,n 

temos: 

(2.3.6) z ~ e h = r, 
r 

l: 
1=1 

(n-i+1)y. 
. l, n, 
r 

Então, para encontrarmos a distribuição de Z = 9r n' basta 
' 

encontrarmos a distribuição da combinação linear 



(2.3.7) 
r 
I 

i=1 

(n-i+1) 
r Y1,n' 

onde, ·Cad~ Yi,·.n tem distribuição dada por (2.3.5), ou seja, exp!:!. 

. al arretr (n-i+1) 2 . nencl rom p:rr o a1 = e . , T~\ = 1, , .•. , r. Portanto podemos 

aplicar o teorema 2.1, de forma que, temos, segundo a notação do 

mesmo, o seguinte: 

(2.3.8) 

ou seja, 

(2.3.9} 

(n-H1) 1 e 
(n-i+1) 1 . r 

... = 

= 1,2·, ••. ,r , 

ar e - = = c r r 

o que se enquadra no Caso 2 do mencionado teorema, onde teremos: 

m = 1, r
1 

=r , 

então, por (2.1.6), temos que: 

• 



(2.3.10) 

onde: 

A (O) 
1 . 

então 

(2.3.11) 
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__ 8_z r-1 

h ( z) ~ (r-1)! .. e r L 
k~O 

1-
(~ rr -r 

1 ~ + z) ~ e . r 
)~1· 

'i ;>'1 

8z --

r-1 r-1-k 
( k) z. 

A (k) 
~ 

1 
o ' v k 

h (z). ~ -:::-:':1-- e r 
(~)rr(r) 

r-1 z 

e qual é uma distribuição r(r,~, O). 

> 1 -

Este mesmo problema é também comentado por Basu [ 2] .. 

Outra aplicação para a distribuição d~ combinação linear 

de Exponenciais, é dada por Mathai e Aleyamma [17], para encon­

trar a distribuição de intervalos entre nascidos vivos. 

+ 



CAPITULO 3 

COMBINAÇ)\0 LINEAR DE VARIAVEIS 

ALEATOR!AS UNIFORMES 

Nosso trabalho nesse capitulo, será encontrar a distribu~­

çao exata de qualquer combinação linear de variáveis aleat6rias 

independen-tes, com distribuição Uniforme. tsse resultado, será. 

mostrado no teorema 3. 1. Apresentarenios tambE!m, ·conclusões para 

alguns casos. particulares de combinação -linear, bem como, uma a-

plicação do resultado aqui encontrado. 

TEOREMA 3.1 -Sejam x 1 ,x2 , ... ,Xn, variáveis aleatórias in 

dependentes, distribuídas uniformemente, com padlmetros a. e:..:t3 .', 
~ L 

Vi= 1,2, ..• ,n , ou seja: 

(3.1.1)· f. (x.) 
~ ~ 

1 
= 7 ("s-i-'--a-:-~-· '> ' O < a i 

V.= 1,2, ••• ,n 
~ 

Então, a função densidade de probabilidade, h(y) e a função dis 

tribuição acumulada 1 H(y), da variável aleatória 

(3.1.2) 
n 

Y = E cixi ' 
i=1 
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onde 

sao constantes nao negativas, sao dadas por: 

(3.1.3) 

onde: 

(3.1.4) 

h(y) ~ 

[i~1 ci (Si~ai)J~1 
(n~1)! · 

X I [<Y ~ I 
A(n-r,r} ·i=1 

C.a. 
' ' 

1 se yeB 

~(y) ~ 

Ose;yii!B 

n 
B = {y: y > ' t } 

i;1 i 

n n 
I C.a. < Y < I 

i=1 l l - - i=1 
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A(n-r,r), é o conjunto de todas a.s somas, t
1 

+ t 2 + ••• +tn, 

as quais são constituídas de n-r {C.a.)',:· se r.(C.S.)'~, para 
l 1 J J 

v1 f j = 1~2, .... ,n .· 

Temos também, que o conjunto A(n-r,r) e sempre constituído 

n 
de· (r) elementos. 

Para maior esclarecimento sobre o conjunto A(n-r,r), ver o 

resultado (Ó.19) do capitp.lo O. 

E, 

(3.1.5) H(y) ~ 

DEMONSTRAÇ!IO: 

n~ 

n n 
I C.a. ~ Y <_ I 

" " i=1 j_=1 

Como x
1 

é U(a
1

,J3
1

l ; i= 1,2, ... ,n ;_temos que a função 

-geratriz de momentos de x1 e dada por: 

(3.1.6) Mx. (z) ~ 

" 

- e 
ZC<. 

" 
- a.)z ' 

" 
= 1,2, ••. ,n 

Encontrando a função geratriz de momentos de Y , pJr (3.1.6), 
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temos_;" 

n 
(3.1.7f .My(z)·~ rr 

. i=1 

A partir de (3.1.7) encontramos a transformada do Laplace 

da densidade, h(y), então: 

n 
(3.1.8) g(z) ~ rr 

i=1 

-a.C.z [e 1 l 

c. (~. -
1 1 

A inversa da transformada de Laplace, g(z), nos dará h(y), 

ou seja: 

(3.1.9) 
[ ~ ci (Bi-ai>]-1 

h(y) = -=i=__,_1~2"7r"i----Jz-n ezy ~ 
i=1 L . 

-c.a.z 
(e 1 1 

onde L é um contorno que inclui os palas de {3.1.8). 

-ç.~.z 

- e l l )dz 

Para resolvermos mais fàcilmente a integral de (3.1.9), da 

remos uma outra interpretação ao produtório que lá aparece. 

Quando temos um produto do tipo 

(3.1.10) 
n 
rr 

i=1 ' 



podemos escrevê-lo da seguinte forma 

(3.1.11) 

onde: 

{3.1.12) 

é a soma de todos o.s -produtos, constituidos -rr>r (n-r) a.•s e r b .'s 
.l J 

para Vi f j 1,2, .. ,n . ~sSe resultado, foi apresentado no tra-

balho de Gray ·e Odell [.11]. Para maiores esclarecimentos, sôbre 

essa notação, ver resultado C0,20) do capítulo O. 

Agora, associando o produtório apresentado em (3.1.9) com 

a expressão (3.1.11), temos: 

-caz 
a(n-r) - (e ) (n-r) 

então, 



(3.1.13) 
n 
rr 

i=1 
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-a.C.z -c.B.z 
(e ~ 1. -e 1 1. ) 

n 

= I 
r=O 

(-1)r I e 
A(n-r,r) 

onde ti e A(n-r,r) sao definidos, na relação (3.1.4). 

Substituindo (3.1..13)· em (3.1.9), temos: 

(3.1.14) 

I [ f -n 
x A(n-r,r) Lz 

e l=1 l dz 
z(y-_r t.) J} 

onde L e um contorno que inclui os pÓlos de 

-n z 

-z 

(e --csz) } 
(r) 

rt 
E t. 

i=1 l. 

Temos porém, pela definição de Inversa de Laplace, _:que a 

integral de (3.1.14), é identicamente zero, sempre que 
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ou seja, para 

a demonstração desse fato·é encontrad~ em Smith [22] pg 32~ 

Utilizando o teorema do i.esíduo, _para res~lução da integral, 

temos: 

um pÓlo de ordem n, em z = O, e seu resíduo é dado por: 

(3.1.15) 
1 dn-1 

K = (n-1)! ;:~ 42 n-1 
n -n z • z 

r! 
z(y-.J:1 

e l= 

n 

-,-,-17,--, 1 iín 
(n-1) ! z-+0 

(y­
(y-Lt.)n-1 e 

l 

J: t.)z 
i""'1 1. 

1 
(n-1) : 

n 
(y - L 

i=1 

n 
y > L 

i=1 

n 
sendo que, para y ~ I 

i=1 
t. , teremos K = O. 

l 

Usando o teo~ema do Resíduo, a expressao 3.1.14, se torna: 

[ 
n J -1 rr c. ( S . -a. ) 

i=1 1 1 1 n r 
h ( Y l = ---=:::c_=---- L (- 1 l 

2ni r=O 
L 2ni K 

A(n-r,r) 

ou seja: 
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(3..1.16) h (y) 

X [ 

n .. 
" " n-1 L (y-Lt.) 

A(n-r,r) 1=1 1 
IB (y)J} ·,_y 

1.=1 

n 
c i "i < Y < L 

.1=1 

A função diStribuição acumulada de Y é dada por: 

H(y) = 

ou seja: 

(3.1.17) H(y) = 

ri t. 
i=1 l 

h(y)dy 

[i~1 c i (Si -ai) r1 

n! 

3.2 -;CASOS PARTICULARES 

n -· n 
l: ci"i:: Y:: .r cisi 

i=1 1=1 

c. e.: 
-l-1 

Consideremos agora, alguns casos particulares dos resulta 



dos obtidos anteriormente 

3.2.1- .Quando x 1 ,x2 , .... ,xn' sao U(a,S} e: 

n 
a) y = r xi e portanto 

i=1 

n a < y :: n 8, 

a função densidade de Y sera dada por (3.1.3}, .ou seja: 

(3.2.1.1) 

onde 

-n n 
h (y} = ((3-a} L 

(n-1}! r=O { 
( -1} r L [ (y - I t. } n-1 

A(n-r,r} i=1 1 

t. = a ou 
l 

Para tornarmos mais simples a expressao obtida, vamos anali 

zar os conjuntos A(n-r,r}. Assim, ternos: 

A ( n, O} = { na } 

A (n-1, 1} = { (n-1} a+S, (n-1} a+S, ... ,(n-1} a+S} 
' . 
A(n-r,r} = {(n-r)a+rS, (n-r)a+rs, ... ,(n-r)a+rS} 

A ( O, n) = { nS} 
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Sabendo que, cada conjunto A(n-r,r) possui (~) elemento, e 

que estes sao constituidos da forma acima descrita, podemos ~es-

crever: 

n 
L (y-It.)n-1 IB(y) = 

A(n-r,r) i=:l 1 
. 

[ J n-1 
(~) Ly - na - r (8-a) IB (y) 

onde B = {y: y >na+ r (S-a)}. 

onde, 

Dessa forma, o resultado (3.2.1.1), se torna: 

h(y) = (8-a) -n 
(n-1) ! 

[ ·~J{ } (S-a) . · · · n-1 
· L (-t)m(~) [y- na- m(S-a) J · na:::_ y:::. nB 

TIFO . . 

~ y-na 
[
y-na J 

. (8-a) e a parte inteira. de (8 -a) 

podemos ainda escrever 

( 3. 2. 1. 2) h(y) = ~~~C l{ Hlm(~) (rm-m(S-a)r
1

} 

; na + k (8-a) < y < na + (k+1) (8-a.) 

k = 0,1,2, ... ,n 
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que é a expressao final. · 
. . , . 

A função distribuição acumulada, sera dada por: 

( 3. 2. 1. 3) H(y) = (S-~~ -n I{(-~)~ L .[<y-. I ti)n IB(y)J};na ~ y ~-na." · 
r=O A(n-r,r) ~=1"· . · · 

[ ~1·{ -n· (S-a>J · 
= (S-a~ I (-1 )m(n) 

n. IIFO 'In 
(y - nc>- m(~-a) )n} 

ou ainda, podemos escrever H(y) como: 

(3.2.1.4) 

H(y) = (S-a) -n ~ { (-1)m(n) 
n! rrf=o m 

(y-na.-m (~-a)) n} ; na + k (6--a) :': y :': m + (k+1 ) (~-a) 

então, 

b) Considerando agora o caso em que: 

y = 1 
n 

, 

k = 0,1,2, ••• ,n 



(3.2.1.5) 

ou ainda, 

('3.2.1.6) 

(8-a.) -n 
h(y) = ....,...........:.n.:,..:.,..·­

(n-1)! 

h(y) = 
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[ i 
. . 

1K~ { . . . ~~.1} 
. L - (-1)r(n) (y- (n-r)a+r(3) __ . · .. 'a< y< 8 

r n •· -r=O . 
. . . . . 

n. n (n) 
n 

(8-::x) (n-1)! 
k { rio (-1)r r 

n-1} m.+k(8-a) na+ (k+1) (8-a.) 
(y - (n-r~ a+rB) ·' . 

X :::_ Y :::_ n . n 

k=0,1,2, ••• ,n 

e a furção distribuição acumulada será: 

(3.2.1.7) 
nn 

H ( y) = --=-­
(8-a) nn! 

(y _ (n-r~a+r8)n} na+k(8-a) ~ < na+(k+1) (8-a.) 
x n _y_ n 

k = O, 1, 2, ••• ,n 



e Y = 

e 
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b.1) Quando consideramos x1 e x2 com distribuição U(a,8), 

x1 + x2 
, teremos 2 

4 h(y) = -~ 
(8-a) 2 

a < y ~ 8 

~ Y ~a + (k+1 ~ (8-a) 

k = 0,1,2 

Esta densidade, pode ainda ser escrita como se segue: 

o y < a 

4 (y-a) < 8+a 

(8-a) 2 a ~ y - -2-

h(y) = 

4 (8-y) 8+a < y < 8 
(8-a)2 

-2- - -

o y > 8 

Temos portanto que h(y) é uma distribuição triangular simé 

trica (Johnson & Kotz, Vol. II pag. 64 [13]), e seu gráfico é dado J;X)r: 
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h(y) 

2 
<S-a.) 

A função distribuição acumulada de Y será 

. H (y) 
.k 

= 2 2: 
(S-a.) 2 r=O 

( (s_.a.)r>~} 
X y-a. .... 2 ; + 

k (f3-a.) (k+1) (8-a.) 
a. 2 ~y~a.+ 2 

a qual pode também ser escrita como: 

H(y) = 

o 

2 2 (y-a.) 2 
< S-a.) 

1 

k = 0,1,2 

y < a. 

S+a. 
a. ~ y ~ -2-

y > 8 
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bw2) Vejamos agora, quando x 1 ,x2 , •.• ,Xn sao todas U(0,1) e. 
·n 

y = 1 I X 
ni=1 ·i 

P.ara es~a si ttiação, !1 (y) , é um caso particular de (3. 2.1.5), 

ou seja, 

[ny J { . } · I (-1) t(n) (y _ ~)n-1 
m n . m=O · · · · · 

. . . 

' o < y < 1. 

esse mesmo resultado foi apresentado no trabalho de Rufener 

( 1952) (Ver taii}béiu. Rathie e Kauffinan [ 19]). 

A função distribuição acumulada será encontrada como um ca 

so particular de (3.2.1.7) 

H(y) = 
n 

n 
n! O < y ::, n 

K = 0,1,2, ..• ,n 

3.2.2- Finalmente quando X_.j,X 2 , ... ,xn' sao U(O,Si) e 

então 

n 
y = L c. X. 

i=1 1 1 

n 
·o < y < I c. s. 

-. 1 1 1 1= 
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e 

h(y) = 
[ ~ c. 8 .J 
i=1 1 1 

(n-1)! Y {(-1f I (y- I t.)n-1r
13 

(y)} 
r=O A(n-r,r) i=1 1 

·onde 

ti = o . ou 

esse mesmo resultado foi apresentado por Gray e Odell [11] 

. A função distribuição acumulada será dada por: 

H(y) = 
[ 

.n J -1 
TI C. 8. . 

. 1 1 
1=1 

n! 
I{ ( -1 )r I . (y- f t.) nL (y)} 

r=O A (n-r ,r) i=1 1 B . 

3.3 - APLICAÇJW: 

ESCOAMENTO DE TRAFEGO 

Allan [1 J aplicou a distribuição Retangular ou Uniforme, 

para construir um modelo de distribuição de tráfego ao longo de 

uma estrada reta. Para tanto, a estrada foi dividida em interva 

los de amplitude ~' e era uma suposição que, em cada intervalo , 

havia uma probabilidade g de conter um veículo e S de não o con 
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ter. Para os objetivos do modelo, foi suposto que em cada inter-

valo poder-se-ia ter um só carro e, desprezado o tamanho do vei 

culo, este foi considerado corno um ponto no intervalo. 

Dado que, um veiculo está no intervalo, a sua posição será 

considerada uma variável aleatória uniformemente distribuida, so 

bre o intervalo de amplitude a. Estamos, pois, interessados na 

distribuição da distancia entre dois veiculos consecutivos A e B. 

Para tanto, definamos: 

Y: variável aleatória, número de intervalos vazios en 

tre A e B. 

Assim, Y tem distribuição geomitrica, ou seja: 

y = 0,1,2, ••• 

X1: variável aleatória, posição do veiculo A no inter 

valo. 

x2: Variável aleatória, posição do veiculo B no inter 

valo. 

Então x
1 

e x
2 

sao independentes com distribuição dada pela densi 

dade: 

1 f (x) = a f O<x<a 
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Temos então, que a variável distância entre os veículos se 

rá dada por: 

Precisamos então encontrar a distribuição de s = _x 1 + x2 , 

Usando a densidade apresentada em (3.2.1.2), onde a= O e S.= a, 

temos:. 

- 1 
k 

{ (-1)m ~){s -ma)} h(s) -2 I ;ka < s < (k+1)a 
a JTF0 

k = 0,1,2 

ou seja, 

s o < s < a 2 -a-

h (s) = (2a-s) a < s < 2a 
~ -a 

o s > 2a -

ou ainda, 

O < s < 2a 
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Para encontrarmos a distribuição de D basta agora encontrar 

a distribuição de 

T = aY + s· 

A representação do problema aqui exposto ~ 

.dada gráfico e no 

abaixo 

A --··-·-··..:.-- B 

I x1 I 

L 14 I .. , 
t "'I 

.I I aY 
I I 
I I 

T .. I 

Outras aplicações sobre combinações lineares de variáveis 

aleatc{rias independentes com dist.ribuições uniformes, sao apre-

sentados nos trabalhos de Hall [12], Roach [20] e Olds.~ [18] • 

X xxxxxxx 
X 



CAPITULO 4 

CÓMBINAÇAO LINEAR DE VARIAVEIS 
ALEAiORIAS QUI-QUADRADO 

Apresentamos aqui, a distribuição exata de combinação . li- . 

near de variaveis aleatõrias independentes com distribuição Qui 

-Qua~rado. Essa distribuição, serã apresentada em duas versB~s, 

ou seja, quando os graus de liberdade das variãvéis que compoem 

a combinação, são simplesmente números inteiros ·positivos e~ 

do são números pares positivos. As duas versões, aparecem em 

forma de teoremas. Daremos também, no fim do capitulo o resulta 

do para um caso particular dessa combinação linear. 

TEOREMA 4.1 -Sejam X~, x2, ... ,Xn' variãveis aleatõrias in 

dependentes, com funções densidades dadas por: 

(4.1.1) f.(x.) = 
1 1 

m:. -x. 
1 1 

y-1 2 
x. e 

1 

m. 
1 

2 2 r (mi) 
2 

, m. 
1 

v. 
1 

= inteiro positivo 

= 1,2, ... ,n 

ou seja, cada Xi, tem distribuição Qui-Quadrado, com mi :graus de 

liberdade. Então a função densidade, h(y); e a função distribui 

ção, H(y), da v.a. 
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(4.1.2) 

onde 

n 
y = I 

i=1 
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c.x. 
]. ]. 

ci , Vi= 1,2,~ .. ,n 

sao constantes nao negativas, sao dadas por: 

(4.1.3) 

onde: 

= 

-m. 
]. 

n 
~ (2C.) T 

i=1 ]. 
h(y) = -----

<_}:. m2i)~ .1 
1=1 y n m. 

r< I ~> 
i=1 

00 

L 
r.=O 

]. 

v.=1, ••• ,n 
]. 

n m. 
_L_ I ~ 

i=1 
2C ' ••• ' 

1 

n m. 
I ~ ; 

i=1 

_ _L_ _ _x_)· 
2C ' ••• ' 2C 

1 n 
= 

_L_)· y >o 
2C ' -

n 

m m n 
( 21 

) • • • ( 2n) . I r i n -r· 
r1... r n 1.=1 l. 

---'-------- y - rr <- 2 c. > > 
n m. n i=1 1 

( I I> n II r. ! 
i=1 I r. i=1 1 

i=1 ]. 
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a definiÇão geral da função <P 2 e dada em (0.14) do capít~lo o • 

E, 

00 

(4.1.4) H(y) = 
n m. 

1 
n.m. ·n 

onde 

X 

00 

L 
r =o í 

Vi=1,2, ... ,n 

r< L -) 
i=1 2 

n 
rr 

i=1 

-r. 
(-2C.) 1 

l. 

n n m. 

r.=O 
l. 
' 

n 

< L ...2:.> 
. i=.1 2 

n 
( L r. + 
i=1 l. 

L 
i=1 y 

< . L r. + · L --1:.> 
i=1 l. i=1 2 

é uma soma n-úpla. 

DEMONSTRAÇAO: 

n 
L r. 

. l. 1.=1 

m. 
--1:.) 

2 

rr r. ! 
i=1 l. 

Usaremos também para essa demonstração, a técnica da trans 

formada de Laplace e sua Inversa. 

A função geratriz de momentos de X., onde X. é x2 <m.) e da 
l. l. l. 

da por: 

{4.1.5) Mx. (z) 
l. 

-m. 
l. 

2 1 = (1-2z) , z < 2 V. = 1,2, ••• ,n 
l. 
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A função geratriz de momentos de 

(4.1.6) M (z) = 
y . 

n 
y = I c.x. 

l. l. 

n 
TI 

i=1 

i=1 

(1-2C.z) 
. l. 

rn . 
. l. . 

2 

.-
e 

Então, ternos que, a transformada de Laplace da densidade 

de Y'será: 

rn. 
n l. 

--y 
g ( z) = TI ( 1 +2C. z) 

i=1· l. 

n rn. rn. - r <~> l. n -2 i=1 2 
(4.1.7) 

., 

( 2C.) = rr z 
i=1 l 

rn. 
n l. 

1 2 
X TI ( 1 + 2C. z) 

i=1 l. 

Podemos escrever g(z) corno 

g (z) = 

rn. 
''-l 

n 2 
TI ( 2C. ) 

i=1 l. 

n 
r< I 

i=1 

n 
x r c I 

i=1 

n rn. 
- I <~> 

rn. 1'=1 2 
~)z 

2 

n 
rr < 1 + 

i=1 
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então 1 a função densidade de Y 1 é dada pela transformada Inversa 
. . 

de Laplace I a qual se e·ncontra tabelada para esse tipo de fun-

. ção g<z>'- (Erdelyi I7J pg. 238 rR 9> [ver~ <o.1s> capítulo o]. 

Portanto: 

{4. 1 ~ 8) . . h (y) = 

m. 
n '1 

· II (2C.)- 2 
i=1 .. 1 

nm. 
r<.) {> 

1=1_ ' 

y 

n m. 
( L 2.) - 1 
i=1 2 

n m. 
I { ..::::L ..::::L 

2C I••• 1 2C) 
i=1 1 · n 

onde a função <P 2 é dada {X)r 0.14) no capítulo· O. 

A função distribuição de Y é: 

H(y) = 

m. 
n 1 

II (2C. )- 2 
i=1 1 

n m. 
r< I ~) 

i=1 

00 

L 
r.=o 

1: 

V. =1 1 2 1 ••• 1 n 
1 

Y n 

X IT (-2C.) 1 y 1 = 1 n -r.J <.I ri+ 

i=1 1 

o 

n m. 
<,I ~) n 
1=1 I r· 

i=1 
1 

n m. 
I 2.)-1 

i=1 2 
dy 

n 
rr r. ! 

i=1 1 



(4.1.9) H(y) == 

X 

n 
rr ( 2c. > 

i==1 1. 

n m. 

m. 
1. 

2 

r ( I · ~> 
i=1 

n . -r. 
rr , -2c. > 1. 

i;;1 1. .· 

n 
< L 
i=1 

r. + 
1. 
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00 

L 
r.==O 

1. 

V.=1, ..• ,n 
1. 

n m. 
L <--.!.> 

i==1 2 

n m. n 
( ' --.!.) n rr- r • 
i;;1 2 L r. i==1 . i. 

i=1 1. 

n n m. 
L r. + L ~ 

i=1. 1. i=1 -y 

n 

L 
i=1 

Tendo em vista que, o resultado apresentado em (4.1.8) pa 

ra.a densidade de Y, está em função de ~ 2 , para a qual não te­

mos muitos resultados, dificultando assim o seu manuseio, apre­

sentaremos um outro resultado para h(y), com a restrição de que, 

os graus de liberdade das variáveis aleatórias da combinação li 

~ 

near, sejam numeres pares positivos. Esse resultado apresentar-

-se-á, de forma que, o trabalho em termos computacionais será 

facilitado. 

TEOREMA 4.2- Sejam x1 ,x
2

, ..• ,Xn' variáveis aleatórias in 

dependentes, com densidades Qui-Quadrado com 2mi graus de libeE 

dade (m. inteiro positivo Vi= 1,2, ••. ,n). Então a densidade , 
1. 

h(y), e a função distribuição acumulada, H(y), da v.a 

{4.2.1) 
n 

Y = L cixi 
i=1 
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onde Ci' Vi= 1,2, ... ,n sao constantes nao negativas, sao dadas 

por: 

CASO 1: Quando 

então: 

(4.2.2) h(y) 

onde 

A = 

n -m. 
IÍ ( 2C. ) 

1 
. .. 1 
1=1 

(m.-1}! 
1 

mi- 1 m.-1 m.-1-k 
X . I ( 1k ) y 1 A~k) J i y > o 

k=O 

n 
rr <-1-

. 
1 

2C. 
];= J 
j;éi 

-m. 
+ z) J 

k = 1 I 2 I • • • f fi i- 1 



ou ainda: 

(4. 2 ·. 3) -

e, 

(4.2.4) 

-6t-

A~k) = lim A(k) 
1 z+--

·~ 

'H(y) = 

. c. 
~ 

= kt
1

[<k-1)A.(k-1-r) (- 1)r+1 r! 
l r ~ . 

r=O . 

n 1 
x I mJ. (2C. 

j=1 J 

_ _L_ 

_1_)- (r+1 >J 
2C. -

~ 

m.-1 
~ 

I 
S=O 

- s m.-1-k-s ·} ( 2C . ) ' + 1 y ~ · 

(mi=1-k-~)! ]] [ 
m. -k 2C. 

x (mi -1-k)! (2Ci) ~ -e ~ 

CASO 2: Quando temos: 

c1 = c2 = = c 
r1 

= 131 

cr +t = c = s2 
• 1 r2 . . 
c r 

m-1+ 1 = . . . = c = sm I onde r = n r m m 
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então a densidade, h(y), e a distribuição,H(y), de Y dado por 

(4.2.1}, obtidas por: 

(4 .. 2.5) 

onde: 

ou ainda 

m 

m -p. 
rr C2Si>. l. _ _x_ 

hCy> = I i=1 e 2(3i 
(p.-1)! 

m. 
A = rr 

j=1 
jrfi 

i=1 l. 

[ 1 . 
~+ 

J 

-p. 

z] J 

I 

lim A(k} 
1 z+---

,. A~O} = A. 
l. l. 

. 2Si 

y>O 
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(4.2.6) 
. (k) k- 1 [ l 1 (' k 1 ' ) . ' 

A. =·I (K- }A.~ -r (-1)r r! 
1 . r=O r 1 . . . 

·m 

X • I c. ( 2~ 
]=1 J f.Ji 

_1_}- (r+1) 
28. , 

J 
jFi . 

e 

(4.2.7) H (y} 

_ _][__ p.-1-k 

[ 
P .-k 2B. 1 

1 '1 x (p.-1-k)! (28.) -e I 
1 1 s=O 

· DEMONSTRAÇltO: 

CASO 1: 

p.-1-k-s } (28 .) s+1_y 1 

(~i- -k-s} ~ ]] 

Ternos que X., V. = 1,2, ••• ,n, tem distribuição Qui-Quadrado 
1 . 1. 

com 2m. graus de liberdade. 
1 

A função geratriz de momentos de X. será dada por: 
1 

(4.2.8) ~. {z) 
1 

-rn. 
= (1-2z) 1 , z < 1 

2 
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n 
A função geratriz de momentos de Y = I 

i=1 
C. X. 

n -m. 
(4.2.9) M (z) = TI (1-2C.z) 1 

y i~1 J. 

1 
z < 2C. 

J. 

J. J. 

~ 

e: 

A transformadà·de_ Laplace da função densidade de Y será: 

n -m. 
g ( z ) = TI ( 1 + 2C . z ) . 1 

i=1 J. 

{4.2.10) 
n -m. -m. 

= TI (2C.) 1 ( 2 ~. + z) 
1 

i=j .J. . J. 

Aplicando a transformada inversa de Laplace em (4.10) te 

mos: 

(4.2.11) h(y) = 
n -m. -m. 1 Jezy TI (2C.) 1 

(-
1- + z) 1 dz 

2rri i=1 J. 2Ci 
L 

onde L é um contorno que incluí os polos de (4.2.10). 

Para usar o teorema do Resíduo na resolução da·integral de 

(4.2.10), consideramos o seguinte: 

os pÓlos de (4.2.10) são: 



z. = 
]_ 
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1 
--- , polos de ordem m. 
2Ci 1 

v. = 1,2, ..• ,n; 
]_ 

temos n polos. O resíduo correspondente ao pólo z. 
·]. 

= - se-

rã: 

{4.2.12) 

K. = 
]_ 

= 

1 
(m. -1) ! 

]_ 

m.-1 
d ]_ 

lim ·m.-1 
z+--1- dz. 1 

2C. 
]_ 

n -rn. 
II (2C.} 1 

i -1 ]_ ] 
n 

1 
m. 

rr (- + z) J 
. 

1 
2C. 

J= J 

n -m. 
rr < 2c. > 1 

i=1 ]_ 
m.-1 

ô ]_ 
(m.-1)! 

]_ 

lim 
1 

m.-1 
Ôz 

]_ 
z+----

2Ci 

[ 
zy 

x e 
n 
II 

j=1 
j~i 

-m J 
( 2~. + z) j 

J 

Desenvolvendo a derivada apresentada em (4.2.11), temos, 

utilizando-se o resultado (0.3) do capítulo O 

m. -1 
d ]_ 

m. -1 
dz 1 

n . 
rr <-1-

. 
1 

2C. 
J= J 
j~i 

+ z) j = -m] 



Fazendo: 

A = 

obtemos: 

n 
1 

. -m. 
II (-- + z} J 

._. 1 2C. 
Jr. J 
. -1-i 
]r. 
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n .. 
1 . 

. rr < 2c .'' + 
J =1 J 
j~i 

= 
dk-1 

k-1 dz 
[A --ª. log A] dz. 

z} j -m J 

k-1· 

[A 
n (-m.} 

zJ 

d. ' 
I = 'k-1' 1 dz j ""J (2C. + 

jii J 

A(k} = 
k-1 -
L l<k-1}A(k-1-r} (- 1 }r+1 r! 

ou seja, 

r=O r 

n 
X L 

j=1 
j~i 

m. ] 
1 z} r+1 

(2C. + 
J 

, 



{4.2.13) 
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k-1 [ - J x I (-1 )r+1r!(k-1)A(k-1-r) 
r=O r 

n 
X I 

j =1 
j;éi 

m. } 
1 ~) (r+1) · 

<2c. + 
J 

Substituindo (4.2.13) em (4.2.12), temos: 

(4.2.Hl) 

onde: 

K. = 
1 

n -m. 
rr < 2c. > 

1 

i=1 
1 

(m.-1)! 
1 

_ _L 

2C. 
1 e 

1·.. A (k) 1m . 
1 z-+---

2Ci 
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Como a resolução da integral apresentada em (4.2.11) será 

dada pelo teorema do resíduo, ou seja, a, solução é obtida por: 

n 
2'1Tt L i<]. , 

-- j=1 

temos que (4.2.11) ficará: 

(4.2.15) h(y) = 

onde A~O) = A .• 
1. 1. 

n -m. 
.... II ( 2C. ) 1. 

•. [' 1 1. L _1 =--:----.--=---
i=1 (mi - 1 ) ! 

_ _y_ 
2C. · 

1.. e 

Para provarmos (4.2.4), basta integrarmos (4.2.14) de O 

a y e obtemos: 

(4.2.16} H(y) = 

n -m. 
r II (2C.) 1. mi-1[ m -1 
~ i=1 1. X L ( i ) A ~k) l (mi -1 ) ! k=O k 1 

_ _L_ 

[ 
m.-k 2C. 

x(m.-1-k)! (2C.) 1 -e 1. 
1 1. 
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para .resolvermos a integral mencionada, utilizamos um resultado 

apresentado em (0.16) capl tulo O. 

CASO 2: 

Neste caso, a transformada de Laplace da densidade de. Y, 

fica: 

(4.2.17) 
m 

g(z) = II 
i=1 

A demonstração deste caso é análoga a do caso 1 ,por esse 

motivo será omitida. 

4.3 - CASO PARTICULAR 

Analisamos o caso quando temos x1 , x2 , ••• ,Xn v.as.Qui~-

drado, com m. (m. 
~ ~ 

de, a densidade 

onde C . = S V:. 
~ ~ 

= 2n. , n. inteiro posi tive), graus de liberda-
~ ~ 

- n e a função distribuiçao acumulada de Y = E C. X., 
i=1 ~ ~ 

= 1,2, ••• ,n, é um caso particular da 2~ parte do 

teorema 4.2 onde: 
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m - 1 

substituindo esses valores em (4.2.5) encontraremos a densidade 

de Y, ou seja: 

onde temos: 

( 28) -p -fã 
h (y) = (p- 1 ) ! e · 

p-1 \ p-1 p-1-k ·, (k) 
L. , ( k ) _Y A1 

k=O 

1 [ 1 
A= .rr 20 + 

J=1 1-' 

z J -p = 1 , por ser um produto va 

j~1 

zio, de acordo com~ (0.21) capítulo zéro, 

então: 

portanto, 

A(O) = 1 
1 

e 

(28)-p 
h (y) = (p-1) ! 

A(k) =O 
1 

_ _y_ 
28 . p-1 

e Y 

Vk = 1,2, •.• ,p-1 

I y > o 
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ou ainda, 

(4.3.1) h(y) 
-f- ' ' = e 8 y .p-1, 

(2B) P r (p) 

então a v.a. Y tem distribuição Gama. ~sse resultado é dado por 

Johnson e Kotz [1 3] pg. 1 6 6, ,_V9l. I 

A distribuição acumulada de Y é dada por: 

(4.3.2) H(y) 
-p [ _ _y_ p-1 s+1 p-1-s} 

= ( 28) (p- 1 ) ! ( 28 ) p -e 28 \ (2 ) ~ · 
(p-1 ) ! L (p-1-s) ! . 

. s=O 

= 1 - e-2) pf1 (28)s+1 p-1-s 
s=O (p-1-s)! y 

Algumas aplicações para a distribuição de combinação linear 

de variáveis aleatória Qui-Quadrado são apresentadas ... nos tra-

balhos de Good ( 1955) [ 9] e ( 1953) [1 o]. 
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