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INTRODUGAO

..

O’objetivo deste trabalho & desenvolver a teoria dos operado-
res integrais singulares, com niicleos varidveis e i valores num es-
pago de operadores, no contexto dos corpos locais, bem como apresen
tar algumas aplicagoes.

- As referéncias basicas foram o trabalho recente de J. L. Rubio
de Francia - F. J. Ruiz - J. L. Torrea [13], pelo lado dos operado-
res integrais singulares, e o livro de M. H. Taibleson (18], pelo
lado da analise de Fourier sobre corpos locais.

Procuramos fazer uma redagao auto-suficiente. Desta forma al-
guns Capitulos ou Segbées de Capitulos sdo expositdrios e nao apre-
sentam resultados originais.

Passemos a fazer uma descricao do contetido dos diversos Capi-
tulos.

No Capitulo 1 relembramos os conceitos e resultados sobre cor
pos locais que_séo usados no trabalho.

O Capitulo 2 tem como objetivo fixar para referéncia posterior
as propriedades basicas da funcao maximal de Hardy-Littlewood, o teo
rema de diferenciagao de Lebesgue e o lema de decomposigao de Cal-
derdn-Zygmund no contexto dos corpos locais. A Gnica novidade & a
consideragao de fungoes a valores vetoriais, mas a passagem aqui, do
caso escalar para o caso vetorial, & absolutamente trivial. Os re-
sultados deste Capitulo foram tomados de [18]. '

Nossa contribuigao original comega no Capitulo 3. Estudamos
os espagos BMO(E) (Bounded Mean Oscilation) das fungoes de oscila-
cao média limitada definidas num produto finito de . corpos locais.
Apresentamos com detalhes as propriedades basicas. Os principais re
sultados sao uma desigualdade relacionando a fungao maximal aguda
com a fungao maximal de Hardy~Littlewood e o teorema de interpola-
géo de Marcinkiewicz-Riviere que interpola Lp entre Lt e BMO,
r < p < », Estes resultados sao fundamentais na teoria dos operado-

res integrais singulares.
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O Capitulo principal do trabalho & o Capitulo 4 onde desenvol
vemos a teoria dos operadores integrais singulares. Os nucleos K(x,y)
dos operadores considerados serao i valores num espagode aplicagoes
lineares L(E,F). Aqui, mesmo no caso em que E = F = IR, Os opera-
dores que consideramos sao mais gerais dos que os considerados por
M. H. Taibleson em [1l].

No Capitulo 5 comegcamos a fazer as aplicagoes da teoria dos
operadores integrais singulares com nicleos a valores em espagos de
operadores. O objetivo & estabelecer, no contexto dos corpos locais,
.uma desigualdade do tipo Fefferman-Stein para a fung¢ao maximal de
Hardy-Littlewood. Acreditamos que esta desigualdade é nova (em cor-
pos locais !) ou pelo menos nao temos referéncias.

Voltamos. no Capitulo 6 a ter um capitulo expositdrio sem re-
sultados originais. Apresentamos os resultados basicos das teorias
-Ll (']Kn) e L2(]Kn) da transformada de Fourier e das distribuigées so

n . .
bre I  que necessitaremos nos capitulos posteriores.

O Capitulo 7 tem como objetivo, utilizando as técnicas do Ca-
pitulo 5, recuperar os resultados de K. Phillips - M. H. Taibleson
[11] sobre integrais singulares com niicleos classicos do tipo
Calderdn-Zygmund. Em particular estudamos a transformada de Hilbert
em corpos locais (ja estudada.pbr K. Phillipsem [10] sobre os cor-
pos dos nlmeros p-adicos e das p-séries). Aqui ficou uma frustragao:
nao conseguimos "instrumentalizar" a transformada de Hilbert como
acontece no caso real. Entretanto acreditamos que seja possivel e
fica um problema em aberto. Por enquanto a transformada de Hilbert
€ um mero exemplo de operador integral singular. Ainda neste Capitu
lo apresentamos dois resultados de caracter geral: a desigualdade
de Fefferman-Stein e a desigualdade de Cotlar envolvendo maximais.
Acreditamos que no contexto dos corpos locais eétes resultados sao
novos. Vale salientar que os resultados "classicos" foram recupera-
dos de forma sistematica e mais simples que a "classica"

Os multiplicadores de Fourier sao tratados no Capitulo 8. A
- versdo do teorema de multiplicadores de HOrmander-Mihlin para fun-
goes escalares foi obtida por M. H. Taibleson ([18] e [17]) sem a
teoria dos operadores integrais singulares. N&s consideramos aqui
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multiplicadores diagonais de P (x”, 19) e a demonstragao €& baseada
nos resultados do Capitulo 4, ou seja, na teoria dos operadores in-
tegrais singulares com nlGcleos a valores num espago de operadores.
Damos também uma demonstragao bastante simplificada de um teorema
do tipo Littlewood-Paley obtido ?or M. H. Taibleson ([18] e [16]).

Finalmente no Capitulo 9 introduzimos os espagos de Besov

B; r € Os espagos de Hardy-Sobolev H; r DO contexto dos corpos

[4 4 .

locais. Estes espagos generalizam os espacgos A; r © L; introdu-
’

zidos respectivamente por M. L. Saloff Coste [14] e M. H. Taibleson
[18] . Nao objetivamos neste Capitulo desenvolver a teoria completa
desses espagos, que sera objeto de um trabalho posterior, mas mos-
trar aplicagoes de teoremas obtidos no Capitulo anterior.



CapiTuLo 1

- CORPOS LOCAIS

Neste Capitulo daremos dois exemplos de corpos locais e alguns
resultados sobre os corpos locais que serao utilizados nos Capitulos
posteriores. '

Um tratamento cuidadoso do desenvolvimento dos numeros p-adi-
cos pode ser encontrado em [ 8] e [.1 ]. Os resultados da Segao
1.2 podem ser verificados facilmente e por isso nao damos uma refe-
réncia. As demais segoes fazem parte do Capitulo 1 do livro de M.
H. Taibleson [18].

1.1. O CORPO DOS NOMEROS p-ADICOS

O desenvolvimento dos nimeros p-adicos que aqui apresentamos
é baseado no livro de N. Koblitz [ 8 ]. A demonstrac;éio de :cada um
dos resultados desta seqé'\o pode ser encontrada em [ 8 1.

1.1.1. DEFINIGCAO. Seja p um niamero primo positivo. Se n € Z e

n = p‘a onde (a,p) = 1 (ist0 2, p Y a), dizemos que r 2 a ordem de

n e escrevemos ordp(n) =r., S¢e x =n/m € Q, definimos ordp(x)=
d - d .

or p (n) - or p(m)

1.1.2. TEOREMA. Para todo x e y em @ Ztemos:

(1) ord'l')(xy) = ordp(x) +ordp(y)
e
(2) ordp(x + y) > min {ord_p(x) ’ ordp(y)}.
~ -ord_ (x)
1.1.3. DEFINIGCAO. Para x € Q, definimos lep = p P se x#0
e X =0 4 = 0.
| 'p e x

1.1.4. DEFINIGAO. Um vafor absoluto ndo-arquimediano sobre um corpo



(F, +,*), ¢ uma aplicagao x + |x|, definida sobre T e com valo-

N

nes 1R, iLal que:

(1) |x| >0 para todo x € F;

(2) |x] = 0 se e somente se x = 0;

3 Ix-yl=Ixllyl para todo x,y € T

(4) |x + y| < max |x],|y|} para todo x,y € F.

1.1.5. TEOREMA. A aplicagao x * |x|p 2 um valor absoluto sobre Q.

1.1.6. TEOREMA. O completamento de @ com respeito ao valtor absolu
to |--|p ; possui uma estrutura de corpo, que tem @ como subcoxrpo.

1.1.7. DEFINIGAO. O completamento de Q@ com respeifo ao valor ab-
soluto |°|p e denotado por 0, e ¢ chamado de corpo dos numernos
p-adicos.

1.1.8. OBSERVAGAO. Os elementos de Qp sao definidos como <classes
de equivaléncia de sequéncias de Cauchy. Os elementos de @ sao iden
tificados com as classes de equivaléncia, que tém como representan-
te, uma sequéncia constante.

1.1.9. TEOREMA. 0 coxapo Qp esta munido de um valor absolfuto ndo-
arquimediano, que - estende aquele considenado sobre Q.

1.1.10. NOTAGAO. O valor absoluto nao-arquimediano sobre Qp r gue
estende |- Ip , também serd denotado por |- Ip . Vamos considerar
Qp munido da métrica dp(x,y) = |x - ylp induzida pela norma .I-Ip.
1.1.11. TEOREMA. 0 coxrpo 0, ¢ um corpo nao-arquimediano, completo,
separavel, Localmente compacto e totalmente desconexo.

1.1.12. TEOREMA. Para cada x € Qp , exdiste uma unica sendie

com L,a, €X e 0 < a < p, tal que a sequencia das somas parciais



sefja um nepresentante de x.

o0
1.1.13. OBSERVAGAO. A série Z ay pk de 1.1.12 converge para X
k=2L

em Qp e & chamada de desenvolvimentp de Hensel de x.

1.1.14. NOTAGAO. Denotaremos por Ap o conjunto formado por todos
os desenvolvimentos de Hensel de elementos de Qp , isto &,

.

[+ ]
- k
Ap = {kzl ap : L,a €Z, 0 < a < pl.

1.1.15. OBSERVAGAO. E natural o corpo nao-arquimediano Qp ser iden
tificado com o conjunto Ap ; que consideramos munido de uma estru-

tura de corpo e do valor absoluto nao-arquimediano |- Ip . Se X =

= Z a pk €A, 0<a, <p, entdo temos que |x| = p- . Oconjunto
k=t ¥ P L

Zp = {x € Qp : |x| < 1} =»{k‘=20 P : ak.e Z., 0 < a < p}

€ um sub-anel compacto de Qp , conhecido como anel dos inteiros
p-adicos.

1.2. O CORPO DAS p-~SERIES

Definiremos sobre o conjunto Ap de 1.1.14, duas novas ope-
ragoes da seguinte forma. '
v -+ o

1.2.1. DEFINICKO. Para x = Z apX e¢ y= Z bp
k=¢ X k=L X

pertencentes

a Ap,_ deﬁ«.{,ni.mou

A

(- -]
= k - =
(1) X0y-= ki‘:& c P, ¢ = a, + by (modulo p)
o 4.k
(2) x@y= X 4qp,q = I a;b, (modulo p).
k=22 i+j=k J |

1,322



-] -] .'
Se x= 2 a pk, y= Z b pk € A e r > L, tomamos b, =0
k= k k= k P ‘ k
[+
para £ < k < r, escrevemos y = z bkpk e definimos x@y e x0y

usando (1) e (2).

1.2.2. TEOREMA. 0 conjunto Ap munido das operacoes definidas em
1.2.1 e um corpo.

1.2.3. DEFINICEO. 0 coxrpo (Ap,ea,@) ¢ chamado de conpo das p-series
e ¢ denotado pon SP .

1.2.4. TEOREMA. A aplicagcdo x * lep de 1.1.15 2 um vator absolu
1o nao-arquimediano sobnre Sp .

1.2.5. OBSERVACEO. Consideramos sempre Sb munido da métrica
dé(x,y) = |x®© ylp induzida pela norma |-|p .

1.2.6. TEOREMA. A4$ metrnicas dp e dé considenadas sobnre Qp e
Sp sa0 iguadis.

1.2.7. COROLARIO. 0 coapo Sp e um corpo nao-arquimediano, comple
to, separavel, Localmente compacto e totalmente desconexo.

1.2.8. NOTAGAO. O subgrupo aditivo compacto

{xes, : |x| <1} ={2 =0 ou 1}

do corpo das 2-séries, & conhecido como grupo de Walsh-Paley.

1.3. CLASSIFICAGAO DOS CORPOS LOCAIS

Seja I um corpo munido de uma topologia. Se o grupo aditivo
xt e o grupo multiplicativo IX* de X forem grupos abelianos lo-~
calmente compactos, entao dizemos que IK & um corpo localmente com
pacto.



~1.3.1. NOTAGAO. Seja p um nimero primo positivo e c € N*. Como
quaisquer dois corpos finitos com mesmo nimero de elementos sao iso
morfos, usaremos a notagao GF(pc) para designar um corpo qualgquer
que tenha pc elementos.

1.3.2. TEOREMA. Seja X um corpo Localmente compacto, naco-discre-
Lo e topologicamente completo. Entao:

(1) Se X ¢ conexo, entdo X = R ou C.
(i1) Se X ¢ desconexo, entao X e totalmente desconexo.

(iii) Se X e desconexo e tem caracteristica p # O, entdo
X e um corpo de senies formais sobre um corpo findito GF(pc). Se
c =1, X ¢ o corpo das p-series ¢ se ¢ # 1, IK e uma extensddao al-
gebrica finita de grau c do corpo das p-series.

(iv) Se X e desconexo e tem caractenlstica zero, entaoc XK
2 um corpo de nimeros p-adicos, ou uma extensdo algebrica finita de
um Zal coapo.

DEMONSTRAGAO. Ver [21], pg. 11.

1.3.2. DEFINICEO. Um corpo Local & qualquen coapo Localmente 'com-
pacto, nao-discreto, topologicamente completo e totalmente descone-
Xo.

1.3.3. NOTAGAO. Escolhemos uma medida de Haar dx sobre ]K+,a qual
posteriormente serd normalizada. Denotamos por |A| a medida do sub
conjunto mensuravel A de IK, com respeito a medida de Haar dx.

Se A € JK*, entdo denotaremos por d(Ax), a medida de Haar
sobre KW que verifica

Id(Ax) = |aa]
A

para todo A C IK, A mensuravel.
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1.3.4. OBSERVACEO. Se X € K*, entdo d(Ax) & uma medida de Haar -

sobre X' e portanto existe um Gnico nimero mod + () € R _, cha-
| K"
mado de mddulo de ) em relagdo a IK', tal que |AA| =mod +A) A

para todo A C X, A mensuravel. K

1.3.5. DEFINIGEO. Para X €K, definimos |A| =mod _(X) se XA #0
K

e |x] =0 se x=0.

1.3.6. TEOREMA. A aplicacdo A * |A| definida em 1.3.5, ¢ um valor
‘absoluto nao-arquimediano sobre X.

DEMONSTRACZO. Ver [21].

1.4. PROPRIEDADES DOS CORPOS LOCAIS

As demonstragoes dos resultados desta Segdo e das Segoes pos-
teriores deste Capitulo estao em [18].

1.4.1. TEOREMA. Se |x| # |y| entdao [x + y| = max{|x|,|y|}.
1.4.2. DEFINIGAO. 0 anel déé inteinos de K e o conjunto

D = {x€ XK : |x| < 1}.
1.4.3. EXEMPLO.. Se I for o corpo dos numeros p-édico's, entao D
sera o anel dos inteiros p-adicos, e se I for o corpo das 2-sé-

ries, entao DD serd o grupo de Walsh-Paley.

1.1.4. TEOREMA. 0 anefl D dos Linteinos de IK, e o0 unico sub-anel
maximal compacto do corpo K.

1l.4.5. DEFINIGAO. 0 ideal primo de I & o conjunto
B ={x€ XK : |x|<1}.

1l.4.6. EXEMPLO. Se I for o corpo dos numeros p-adicos ou das



p-séries, entao

@ o ideal primo de IK.

1.4.7. TEOREMA. 0 {ideaf primo de I e o unico ideal maximal de I
e e principal.

1.4.8. DEFINIGAO. Dizemos que a € IK ¢ um elemento primo de K se
a€ B ¢ a ¢ um elemento de valonr absoluto maximo em IB.

De agora em diante consideramos fixo um elemento primo w de
K. Temos que 7 & um gerador do ideal principal 1B, isto &, TID= B.

1.4.9. EXEMPLO. Se I for o corpo dos numeros p-adicos oudas p-s&
ries, entao o nimero primo p & um elemento primo de I.

1.4.10. TEOREMA. 0 corpo DD/ IB ¢ um corpo finito com pc elemen-
tos, para algum numero primo positivo p e algum c € IN*.

1.4.11. OBSERVAGAO. A medida de Haar dx & normalizada de forma que
|D| = 1. -

1.4.12. TEOREMA. A medida le-ldx ¢ uma medida de Haarn .sobre o
ghupo multiplicativo XK*. Em particular |[AB| = |[A||B| para todo
A € K e todo subconjunto mensuravel B de K.

1.4.13. OBSERVACAO. De agora em diante q = pC serd o nimero de
elementos de 1ID/B.

1.4.14. TEOREMA. Temos que |B| = |n| = q-l.

1.4.15. COROLARIO. Para todo x € K* existe um j €EZ - tak que

|x] = q’.

1.4.16. DEFINICEO. 0 conjunto



¢ chamado de +deal fracionarioc de XK.

1.4.17. OBSERVAGAO. O ideal francionario B & compacto, aberto,
€ um subgrupo de x* para todo k €%Z e & um ideal primo de D
para k > 0. Além disso, a colegao {BX : kx €z} constitui um sis
' k| -k

tema fundamental de vizinhangcas de 0 e |B"| =q .

1.4.18. NOTAGAO. Denotaremos por U uma parte {al,az,...,aq} de

D tal que a, € B, Iai| =1, 1<i<q e D/B-= {‘51,52,...,Eq}.

1

1.4.19. TEOREMA. Todo elemento x € K pode se expressar de maned
rha anica na forma

j:
onde_kez e bjeu.

1.5. O ESPAGO VETORIAL K'

1.5.1. DEFINIGRO. Paxa x = (X,X,,...,x ) € K", definimos

%] = |(xy,%5,...,%x )] = sup |x.]-.
1' 2’ ’ n liiin i
1.5.2. TEOREMA. A aplicag¢ao x *+ |x| definida sobre K", ¢ uma

noama que vendfica as seguintes propriedades:

(1) L |x + y| < max{|x|,|y|} para x,y € K";

I

(2) Ix + y| = max{|x]|,|y|} para x,y € K*, x # y.

il

1.5.3. OBSERVAGAO. Vamos considerar sempre K" munido da norma de
finida em 1.5.2 e da medida produto dx = dxldx2 .o dxn . A medida
de um conjunto mensurdvel B de I" com respeito a dx serd denota

da por |B|. Como Ixil-ldxi € uma medida de. Haar sobre o grupo



n 1l

multiplicativo X* para 1'5 i < n, entdo se " f(x)|x| = €L (K" e

a € K* temos o

. dx dx
f (ax) = I f(x) ———
L{n len :Kn len |

1.5.4. NOTAGAO. Por um abuso de notagao, denotaremos a bola de raio

q-k e centro em O de']Kn por IBk, k €Z, sendo que B = IBl e

D = B°..

1.5.5. OBSERVAGAO. Denotando a bola :lBk de K" por IB]:l , entao

podemos escrever IB]:; como o produto cartesiano :B]]{_ X ]B]](_ X ¢oe X B]{

de n bolas de IK. Portanto as bolas de I" s3o cubos e I:Bkl =
-kn
= q -

1.5.6. TEOREMA. Se B e R 4do0 duas bolas de K* tais que B NR#¢
e |B| < |R|, entao B CR.

1.5.7. OBSERVACXO. Se B e R sdo duas bolas de X'  tais  que

BNR#¢ e |B|] = |R|, entdo o Teorema 1.5.6 implica que B = R.

Se |x -y| < g ¥, entdo pelo mesmo teorema temos que  x + B =

=y+]Bk.

1.5.8. TEOREMA. Seja I um coapo Local. Entao, para cada k € Z,

existe uma anica sequéncia de bolas (By)j ey com raio q*, que de-

termina uma panticdo de XK Em particularn, o conjunto de todas as
bolas de IK® & enumerdvedl.

1.6. O DUAL DE K= E O DUAL DE K"

A

1.6.1. NOTAGAO. Denotaremos por x' o grupo dos caracteres de K

e por x" o grupo dos caracteres de K".

-1
1.6.2, EXEMPLOS. Se x=x_+ X a pk €S , x € DD, entao
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. =1
X(x) = exp(2wip “a_;)

um caracter sobre Sp», trivial sobre ID mas nao trivial sobre

e
B~L.
-1 " .
Se x = X, + kzz a; p € Qp v Xy € D, entao
-..l k
X(x) = exp(27i Z a, p )
k=2

é um caracter sobre Qp , trivial sobre I mas nao trivial - sobre
B~L.

1.6.3. OBSERVAGAO. Se IX & um corpo local, entao existe um carac-
ter n3o trivial sobre K'. De fato, se xt = {i}, entao segue pelo
teorema de dualidade de Pontryagin que XK' ~ (K" = {1} ~ {1}, o
gue € um absurdo.

1.6.4. DEFINICAO. Se x = (XyreeesX )y ¥ = (¥Yqr--00y,) € K" entdo
deginimos

X y=-xly1+ cee +xnyh.

1.6.5. DEFINIGEO. Se X € um caracter sobre XK' e y € K%, entdo
definimos xy pon xy(x) = x(x ¢ y) para zodo x € K-,

1.6.6. TEOREMA. 0s grupos topologicos K" ¢ K" sdo {somonfos. 0

isomongismo topologico ¢ dado pela aplicacdo y *+ Xy * conde X e um

caracten nao thivial sobre ]K+.



~ CAPITULO 2

A FUNCAO MAXIMAL DE HARDY-LITTLEWOOD
“E A DECOMPOSICAO DE CALDERON-ZYGMUND

Neste Capitulo definiremos e enunciaremos as propriedades ba-
sicas da fungao maximal de Hardy-Littlewood , o teorema de diferen-
ciacdao de Lebesgue e a decomposigao de Calderdn-Zygmund no contexto
dos corpos locais. Nosso objetivo €& ter uma referéncia explicita de
resultados que serao aplicados nos capitulos posteriores.

Um espago de Banach arbitrario sera denotado aqui pela letra E.

2.1. A FUNGAO MAXIMAL DE HARDY-LITTLEWOOD

2.1.1. DEFINIGAO. Seja f € L}.oc(mn’E)' A funcao maximal de Harndy-
-Littlewood de £ ¢ definida para todo x € K" poxr

Mf(x) = sup

Jllf(y)llE dy = sup P [ IE ()l dy
x€B |B| ‘B

keZz -k
ly-x| <q

onde 08 conjuntos B sdo bolas de IK®.

2.1.2. TEOREMA. Seja f € Li‘oc(ﬂ(n,E). Entao Mf(x) ¢ mensuravel. Se
f ¢ 4integravel temos
(1) lx:Mme) > A} < A7hwen ;. x> 0.

L™ (E)

Mais ainda, se 1 < p < = ;ent&o exdiste uma constante Cp' dependen
do somente de p, tal que '

2 IM£ < C fELpIKnE..
(2) sl < plely (K", E)

DEMONSTRAGAO. Ver [18], pag. 29 e 173 .
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2.2. O TEOREMA DE DIFERENCIAGAO DE LEBESGUE

1

n
loc(

n

2.2.1. DEFINIGCAO. Seja f €L IXK') . Um ponto x € K

ponto negular de £ e

¢ chamado

f(x) = 1lim fk(x),

k>0
onde
fk(x) = qkn . J f(y)dy .
_k '
ly-x|<q

1
loc

n -

2.2.2. TEOREMA. Se f € Ly (X", E), entdo quase todo x € K™ & um

ponto regulan de f£.

DEMONSTRAGA0O. Ver [18], pag. 29.

2.2.3. COROLARIO. Se f € Lioc(]}(n,E), entao para quase todo x €EKD®
temos : ' '

1 kn
(1) £l = lin g [ mewigaey

k> o -k
ly-x|2q

e
(2) HEGIN, < ME(x).

DEMONSTRAGAO. Consequéncia imediata da aplicagao de 2.2.2. a@ fungao
x > HEx)g .

l .

2.2.4. TEOREMA. Seja f € Li, (K"

. Entao todo ponto de continuida
de de £ & um ponto negular de f.

DEMONSTRAGAO. Imediata.

2.3. O LEMA DE DECOMPOSIGCAO DE CALDERON-ZYGMUND
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2.3.1. TEOREMA. Se f € Ll _(IKn,E) e A > 0, entdo exisdte uma se-
quencia de bolas disjuntas (Bj)jEIN e uma decomposigdo

©
f=g+b=g+ Z b,

| j=1
com as seguintes p&ojo)uledadeb:
(1) llg(x)llE < an g.t.x;
oo
(2) gl <IEl e bl = 2 lib. |l < 2I£ll ;
L1 (E) L (k) e =1 3 1l ®) e
(3) z |B,| <A tuen o s
3=1 I L™ (E)

4 b. € B, e I b. dx = 0.
(4) supp 3 3 5 J(x) X
J

DEMONSTRACAO. O caso real & dado pelos resultados 7.6 e 7.9 do Ca-
pitulo III de [18]. A demonstragao do caso vetorial & obtida quan-
do trocamos valor absoluto por norma na demonstragao do caso real.

+2.3.2. OBSERVAGAO. Se f pertence a L:(]Kn, E), entdo as fungdes g
e b de 2.3.1, também pertencem a L:(:lKn,E).



CAaPiTULO 3

0 ESPACO BMO(E)

Neste Capitulo introduzimos os conceitos de funcao maximal agu
da e de espago das fungdes de oscilagao média limitada com valores
num espago de Banach E, que denotamos por BMO(E), no contexto dos
espacgos K". Demonstramos algumas propriedades da fungao maximal
aguda e do espago BMO(E) que coincidem com aquelas verificadas no

n
caso do IR.

A desigualdade de Fefferman-Stein, relacionando a fungao maxi
mal de Hardy-Littlewood com a fungao maximal aguda, e o teorema de
interpolagao de Marcinkiewicz-Riviere, sao também demonstrados nos
espacgos ]Kn, . pois serao utilizados posteriormente.

Os trabalhos [ 5.1, [19] e ['9] sao referéncias para o caso do

Um espago de Banach arbitrario sera denotado aqui pela letra E.

3.1. A FUNGAO MAXIMAL AGUDA

3.1.1. DEFINIGAO. 0 operador de translagao Ty e degfinido para to-

do h € K" por (1,f) (x) =f£(x-h), onde f ¢ uma fungdo sobre K" .

3.1.2. NOTAGAO. Para cada k € %, <I>k serda a fungao caracteristica

da bola IBk de K". Assim, a fungao caracteristica da bola x+ Bk.
e dada por qu’k .
.3. DEFINIGAO. A {uncao maximal aguda de uma fungao f € I (K" ,E)

3.1 loc
¢ definida para todo x € K™ pon

M = swp —L [ e - g5izay
x€B |B| ‘B
~ kn
= sup g l£(y) - fk(x)llEdy

ke z k

ly-x|<q
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onde 04 conjuntos B sdo boLas de K" e
Cf = ~L. f(y)dy, £, (x) = qkn I f(y)ady.
B |B| ‘B k -k
ly-x|<q
3.1.4. TEOREMA. Se £ € L (K",E), entdo:
(1) M#f(x) <2 sup inf qkn f £ (y) -allEdy§2M#f(x);
~ kKEZ aE€E -k

* ly-x|<q

(2) Ml < e ;
#

(3) MT£(x) < 2ME (x).

DEMONSTRAGCAO. PARTE 1l: Temos que

1 = 1 - - -
- jan(y) £, 1l dy = - [Bnﬂy) @) - (£, - o)l dy
<L [ I£(y) - all_dy + — f Ig, - oll ay
B ‘g |B] ‘g
-1 f I£(y) - all_dy + £, - all
IBI . E B E
B

=L [ 1w - olgay + 1L [ e - eyl
A 5]

|B] B
<L [t - olgay + L [ e - ety
I8l g 1B I, E
1
= 2 — I NE(y) - oll dy,
Bl g B
B
para toda bola B de X" e todo a € E, e portanto
1 1l
—_ J NE(y) - fBllEdy < 2 inf —— I I£(y) - allgdy.
|B| " a€E |B|

B B



Segue entao que

e <2 sp ine = [ HEw) - allgay.
XEB a€E |B] B

v'Por outro lado, para toda bola B, temos

ane =L e - algay <

c€E |B|

1 j £ '
y) - £_1_dy
IBI B 'E

B B

e assim

sup inf 1 I NE(y) - alldy < M#f(x).
X€B a€E |B| B

PARTE 2. Para toda bola B, temos

Ill f eIl - UEglilay
B

B B

it — [ iewiy - alay <
0€E |B|

e portanto

I

w gy < 2 sup inf —1 f el - aldy

Xx€B a€E |Bj B

1
< 2 sup —- J eI - NE0|dy
— X€E B IB' B E B'E

< 2 sup - j ME(y) - fBllEdy
X€B |B| B

2M#f (x).

PARTE 3. Para todo x € ]Kn, temos que

, |
weeo = s L [ e - gyiay
x€B |B| ‘g '

1 _
< sup --—I (MEy) . + £ M) dy
x€B |B| ‘B E BTE

17
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< sup —— f I£)l dy + sup — I g, Il Ly
x€B [B| 5 . x€B |B| B

Mf(x) + sup If Il ~
_ Xx€B B'E

Mf (x) + sup [— J £(yayl g
: x€B [B| ‘g

IA

ME (x) + sup i I Hf(y)HEdy
x€B |B|] /5

2Mf (x) .

3.1.5. TEOREMA. Seja f € Lioc(:lKn,E). Entao £ e consdtante se e

somente se M#f(x) = 0 para algum x € x".

DEMONSTRAGAO. PARTE 1. Suponhamos que .M#f(x) 0 para algum

x € K",
L ~ k :
se |x| = q, entao x € B" para k < -4, e consequentemente
x'+ BX = BX para k < - % (ver 1.5.7). Entao para k < - %, temos

£, (x) = gk? f £(y)dy = g J . f(y)dy
k -k x+B¥
ly-x|<q

@ [ tway = g0,
B
e como M#f(x) = 0, vamos ter

0= j NE(y) - £, (x)ll .dy = I l£(y) - £, _(0)ll_dy
_ x (X k k(Olg
IY-XIf_q k x+1B

Imk 127 - £, (Olgay = [ 1€ 0, (1) = £ (0 8 (1)1 ay.

K

Consequentemente
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(1) | £(y) o (y) = £,(0)8, (y), g.t.y e k < - 2.
Agora, para t < k < - &, ‘temos por (1) que
£(y) o (y) = (£(y)0 (¥))& (y) =(£,(0) (y)) & (y) = £ (0)¢ (y)

para quase todo y, donde podemos concluir que fk(O) = ft(O). Como
K" & reunido das bolas BX para k < - &, entao devemos ter f£f(y)
= f_z(O), qg.t.y.

Se M#f(O) = 0, usando o procedimento acima obtemos (1) para

todo k €Z e da mesma forma vemos que f & constante quase sempre.

PARTE 2. Suponhamos que £(y) = C para quase todo y € X°. Entdo
para todo k €Z e todo x € KXK', temos

k I c

fk(x) = qkn f kf(y)dy = qknlx + B |C

x+1B

e portanto

M#f (x)

= |
sup q NE(y) - £, (x)]l dy
k€ Z x+BX k™ E

sip o [ | lc-cigay = o.
k€ Z x+1B

3.2. O ESPACO BMO(E)

3.2.1. DEFINIGAO. 0 espago BMO(E) das {uncoes de oscilacdo media
Limitada com valores no espaco de Banach E, & formado pelas gungoes

£ € Lioc(IKn, E) tais que M'f e 1°(xKD) .

Se f € BMO(E) entdo definimos
1y N, = mden .

3.2.2. LEMA. A aplicagaoc £ + |Ifll, e uma semi-norma em BMO(E) e
lEll, = 0 se e somente se f & constante.
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DEMONSTRAGAO. PARTE 1. E claro que lifll, > 0 para toda f € BMO(E).
Agora, se A € €C e f € BMO(E), vamos ter

(Af), (x) = Af(y)dy = A I £(y)dy = Af, (x).
k x X k
ly-x]<q | ly-x|<q
Consequentemente
# kn
M"(Af) (x) = sup g [ F(AE) (y) - (AE)  (x)I_dy
ly-x|<q
= sup " f IAf(y) - Af, (o)l dy
k€ z -k
ly-x|<q
= Al swp & [ e - g elgay
kK€ z -k kR
ly-x|<q
= |afe(x)
e
el, = M e, = njaMsl_ = |ajmeEn_ = [ajugn, .

Por outro lado, se £,g € BMO(E), temos também
H(E(Y) + g(y)) = (£ + @) g <lE(y) - £, + lgly) - g (x)lg

e portanto

M#(f_+ g) (x) = sgp qkn I N (E(y) + g(y)) - (£ + 9)y ()l zdy
| k€Z  y-x|<g*
< sgp qkn f (NE(y) - fk(x)HE-+Hg(y)f-gk(x)ﬂE)dy
K€Z  |y-x]<q* '

ME(x) + mig(x).

A

Assim
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e + gll, = I (g + £)_ < IM*E + MPgll_

IM*el_ + Mgl = NEN, + gl

I A

e consequentemente [l [l, & uma semi-norma sobre BMO(E).

PARTE 2. Se f & constante, entao pela demonstragéo de 3.1.5, se-
0 para todo x € K e portanto l£ll, = IMPell_ =

gue que M#f(x)
= (.

Agora, se lIfll, = IIM#fIIm = 0, entao M#f(x) =0 g.t.x e as-
sim por 3.1.5 £ deve ser constante.

3.2.3. OBSERVAGAO. O espago L (K",E) estd contido em BMO(E). De
fato, se f € L”(X",E), existe C > 0 tal que llf(x)llE < C g.t.x
e por 3.1.4 (3), temos que

MPE(x) < 2mf (%) kn

2 sup g

f £ (y) Il gdy
k€ Z k

ly-x|<q"

< 2 sup qkn J dey
k€ Z x+1B

< 2 sup qknclx + ]Bkl = 2C,
ke Z
implicando assim que M#f € L°°(]I<n) , isto &, £ € BMO(E).

3.2.4. EXEMPLO. A fungdo f : KX - R definida por f£f(x) = log |x |

se x#0 e f(0) =0 nao pertence a Lm(]K) , mas esta em BMO(R).
Com efeito, como f nao &€ limitada, entao f & L°°(1K) .
Para cada k € Z seja Ak = 8%\ ]Bk+1 e seja R a soma da

oo

série X jq J. Portanto para todo r € Z, temos
j=0

-] [~} '
J - loglylay = Z J - log|yldy = Z J log g~ dy =
ly] <q-r =r -k k=r k
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= X IAkllog q—k = 2 (1 - q-l)q-k(- k)logg
k=r k=r
_ . oo - - @ . -(3+
=-(l-g 1)(logq) 2 kq k= o (1-~qg 1)(lc>gq) Z (3 +naq (3+x)
. k=r k=0
= - (1 - q-llq-r(log q)( 2 jig? +r Z qJ)
, §=0 3=0
=-(-qghgFloga R+ -qhH]
-r -1
=-q (loggq)lR(L -qg ™) + rl.
Vamos ter entao que
fr(O) = qr I logly|dy = - (loggq) [R(1 - q-l)-+ r]
lyl <q”*
e assim
(1 " f‘ lf) - £.(0)]dy = q" Z [ o |loglyl - £.(0) [dy
lylzq | k=r 'lyl<q

Agora, como

(1 - q_l)R = (1

=(1

entao existe um nimero

1

g Z |Klogq + £,_(0) T 0 - ¢

k=r

[+ <] .
qr(l-q-l) Z |k logqg + fr(O) lq k
k=r

a(1-q" 1) (log @) kz | (k -z) ~R(1 -q %) g K.
=X -

-ah
j

™8

N o .
igd > @a-qgh =z g7
0 j=

~-gha-ghlay,

natural t talquet>2 e t-1lc¢< R(l-q—l)it.
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)

Logo, se k >r + t, temos (k - r) -t >0 e assim (k-r)éR(l'-q—l
> 0; agora, se k < r + ¢t, entao k - r <t-1 e assun,R(l-q-l)

- (k - r) > 0. Consequentemente

. (k -r) -R(L-q L), se k>r+ t;
|k - r) - R(l-q-l)l = ' o
| R(L-q 1) - (k=-1), se k<r + t.

Portanto

r+t+1 - - r+t+l - -
Z Jtk-1) -rR(L-gblgk="Z rRA-qgH - k - nlg”¥
k=r k=r
t-1 _ . _
= Z [R(L-q1)-31qg79F =q "B
j=0
e
2 |(k-1r -R(L-ghlgk= = [(k-r)-r1-gHigk
k=r+t k=r+t :
= 2 kq¥-Ilr+RrR1-gHl = q
k=r+t k=r+t

s g M ry rre)(L-q D] -[r+R(L-g Hlg T 1 -g7H?

- q-r[ q-tt(l _ q_l)-ll. - q-rC

onde B e C sao constantes que independem de r pois as constantes
R e t independem de r. Logo segue por (1) que

(2) qr [I | _rlf(y) - fr(O) |dy = (1 - q-l) (logg) (B + C) =D
A'ARSC _

implicando assim que M#f(O) < D.

—r ~ .
Se x#0 e |x|] <q %, entdo x + B' = BY, assim

£.(x) =q [ f(y)dy = qr[ £(y)dy = £.(0)
ly-x|<q”F BF
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e.portanto por (2) temos

3) & f |£(y) - £,_(x)|dy = qrj |£(y) - £_(0)|dy = D.
ly-x]<q " B"

Agora, se x #0 e |x| > g F, entdo |x + z| =max{|x|,|z|}=]x]|
para |z| < g ¥, assim

fr(x) qr j log|y|dy *=-qr J loglx + z|dz

ly-x|<a™ |z]<q "
= o | _,loglxaz = ¢¥ (1og|x]) BT | = loglx
e portanto
(4) q J |£(y) - £,(x)|ay = q" I |1ogly| - log|x]||dy

ly-x|<q”* ly-x]<q™F

= qr I |loglx + z| - log|x]||dy = 0.
lzl<q™ "

Podemos entao concluir por (3) e (4) que

q I |£(y) - £.(x)|dy < D
-r
ly-x|<q

para todo x # 0 e r € Z. Consequentemente M#f(x) < D para todo
x #0 e portanto f € BMO(IR).

3.2.5. OBERVAGAO. A aplicagao f * Ifll, & apenas uma semi - norma
em BMO(E). Consideramos entao BMO(E) como um espago quociente em
relacao as fungoes constantes e assim por 3.2.2 a aplicagao £ £l
passara a ser uma norma em BMO(E).

3.2.6. TEOREMA. 0 edpagco BMO(E) & um espaco de Banach.

DEMONSTRAGAO. Seja (fj) uma sequéncia de Cauchy em BMO(E) e seja
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€ > 0 dado. Entao existe N € N tal que

I £5 - £, e < €
para todo j, i > N. Em outras palavras
| kn, .
(1) g i{gy - (£5) () Hlr,8p) = {£f; - (fi)k(x)}(rx¢k)||L1(E)
_ gkn f' I (£, (y) =€, (y)) = (£, -£), (x) _dy < ¢
T Y TR j TR ESY
ly-x|<q

para todo x € ]Kn, k€Z e j,1 > N. Como estamos trabalhando com
classes de fungoes mdédulo constantes, entao podemos supor sem perda
de generalidade que (fj)o(O) = 0 para todo j € NWN.

Para todo x €¢X® e k€ Z, a sequeéncia ({fj - (fj)k(x)}(‘rx<1>k))j
€ uma sequéncia de Cauchy em Ll(]Kn, E) e portanto . converge em
l,_n ~ =
L (K, E) para uma fungao gx,k . Tomemos I = g0’k e hk =g -

-(g, ) (0)® , ke Z. Se k < 0 entdo,
I (qk)o(O) - (fj)k(O)"E = |l (gk)o(O) - (fj - (fj)k(O))o(O)"E

=IILD[gk(y)-{fj(y)-(fj)k(O)}]dyHE

| A

LDHgk(y) - {£5(0) = (£5),(0)} iy

A

[ oy ) - (g5 - (£5), (OHigay
B

llgk - {fj_- (fj)k(O)}tbkll 1

L™ (E)

e portanto (fj)k(O) -> (gk)o(O) quando j = ®. Logo ’(fj)k(O)Qk con-

verge em ‘Ll(]Kn,E) para (gk)o'(0)<l>k e assim
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(2) hk = jlimw {fj - (if'j)k(O)}'<bk - jlf;mco (fj)_km)q’k
= lim £.9¢
jicn ik

onde o limite & tomado em Ll(]Kn, E).

Seja h a fungao que satisfaz h<I>k = hk para todo k € zZ,

1

n
loc(]K r E) .

k < 0. Entdo h estd bem definida em I" por (2) e h€L

Se x€ K}k, A€Z, £ <0 e max{lxl,q-k} < q-z, entdo segue por
(2) que

lim fj('rxd’k) lim (f.@z) (Tx<1>k)

j>e jre
= }im hz(Tx k)
J ->

lim (he,) (T,9,)

j+oo

h ('rx<1>k)

onde o limite & tomado em Ll(lKn, E) . Temos entao que (£5)x (x) > (b)) (x)

e assim (fj)k(x) ('rxék) converge em Ll(]Kn, E) para (h)k(x) (‘rx<1>k)
1l

e {(fj - £)) - (fj - fi)k(x)}(rxék) converge em L (X" ,E) para

{th - £,) - (h - fi)k(X)}(qu)k) gquando j =+ =. Portanto fazendo j
tender a infinito em (1) obtemos

qkn f kII (h(y) - fi(y)) - (h - fi)k(x)llEdy < €
ly-x|<q”

para todo i > N, x € K e k€ z. Consequentemente
Ih-f0l, <e

para i > N e assim (fj) converge para h em BMO(E).
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3. A DESIGUALDADE DE FEFFERMAN-STEIN

O seguinte resultado & uma decomposigao do tipo Calderdn-
Zygmund. ' '

1

loc(X '+ E) tat que Mf € L™(K") para algum

3.3.1. LEMA. Seja £ € L

0 <r < o, Entao para cada t > 0, existe uma sequencia de bolas dis

juntas (Bt,j)jeni’ tal que:
(1) L [hemngay < ¢
: IB] /B

para toda bola B Ztal que Bt,j % B;

@ e<pho [ rzmigey s, sew
B30 Be,s

(3) E, = {x € K" : Mf(x) >t} = U B ;

(4) TEx)I, < t g.t. x¢ U B_ ..

DEMONSTRACAO. Podemos assumir f real e positiva pois Mf (x) =
= M(Hf(y)"E)(X)-

PARTE 1. Fixemos t > 0. Se B & uma bola verificando f; > t, en
tao para todo x € B temos

t < £, = =1 I £(y)dy < Mf(x),

IBI ‘g

assim

f M£(x))Tax = |B| L umenE
r

B

e logo

(5) | , Bl < £ " mely .
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Seja B uma bola tal que fB > t. Se nao existir uma bola ma-
~ximal B' com B C B', isto &€, uma bola B' com fB' >t e para a
> t, entao

satisfazendo

qual nao existe outra bola B" tal que B' C B" e fg.

poderemos construir uma sequéncia de bolas (Bi)iemN

i+1 © fBi >t - para todo i € IN. Assim teremos

B ,=B,Bi§B

1l
IB, .| > IB,|, |B,.,] > a®|B,| e portanto |[B,,,| > qinlBI ara to

i+l ile 1Pt 2918 p i+l 2 para to
i € N, o que contradiz (5). Logo tem que existir uma bola maximal
B' com B C B'.

O Teorema 1.5.8 implica que o conjunto de todas as bolas maxi
)

mais € uma sequéncia (B

£, jEm °
. N . a .5. . C
Se Bt,j Bt,l # ¢, entao pelo Teorema 1.5.6 Bt,J Bt,i ou
c . . = .
Bt,i Bt,] + O gue nos permite concluir que Bt,J Bt,l ; pois as
bolas Bt,j e Bt,i sao maximais. Logo a sequencia (Bt,j)jEIN
formada por bolas disjuntas.
ser ma

Se B & uma bola e Bt,j % B, entdo pelo fato de Bt,j

ximal, temos que fg < t, o que demonstra (1).

PARTE 2. Sejam B_ . = x + B e B' = x + B 1. Entdo B, ; § B
* ’

t,J
e portanto por (1) temos

n
t < -F;E—Tr [ f(y)dy = —Jlr— f f(y)dy
B30 "By, IB*] By,
n
n
< — j £(y)ay < qt,
|B*| ‘B’

o que demonstra (2).

"PARTE 3. Se x € E, , existe uma bola B contendo x tal que £, >

> t. Logo existe também uma bola maximal B com BCB, . e as

t,J t,] -

. para algum j € IN, entdo

sim x€ B, .. Agora, se xXx € B
t,J

t,J
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1
Mf (x) = sup T j kf(y)dy
*“k€Z |x+B | ‘x+B
1
> —— J f(y)dy > t
Be,51 B,

e assim x € Et , O que demonstra (3).

PARTE 4. Como £(x) < ME(x) g.t.x (ver 2.2.3(2)) e

{x : ME(x) < t} = ( 0 B ) C
jew “J
por (3), entao para quase todo x § U B temos que f(x) <

< Mf(x) < t, o que demonstra (4).

3.3.2. TEOREMA. Seja f € Ly (K", E) tal que Mf € L'(K™)  para

agum 0 < r < =, Entao para todo r < p < =, existe uma constanie
Cp dependendo somente de p, Ztal que

(1) LKn(Mf(x))pdx < CP‘LKn(M#f(x))pdx.

DEMONSTRACAO. Podemos assumir f real e .positiva pois Mf (x) =
= MUEPI (x) e M UL (0 < M.

Para cada t > 0 consideremos uma sequéncia de bolas disjun-

tas (B )

t,j)yew como no Lema 3.3.1. Entao por 3.3.1(3) a fungao a(t)

definida para todo t > 0 por

m .
a(t) = 2 |B_ .
verifica a(t) = IEtI. '
Fixemos uma bola B_= B , tomenos A >0 e seja
o -n-1_ .
q tlJo
0, o conjunto formado pelos j € IN tais que B_ . C B . Se
o t,] q-n-lt,k
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B, € {x : M E(x) > ta"ly,
entao
(2) jge. 1B, 5| < B,
JO
Agora, se
B, ¢ {x : ¥ (x) > ta”ly,

entdo existe x € B_  tal que M*E(x) < ta™1 e assim

1 J [£(y) - fp |day < M#f(x) < ta™L.
|Bo| B, o
Por 3.3.1(2) temos que
1 n -n-1 -1
T - R fly)dy < q'q = t=gqg t

e novamente por 3.3.1(2), segue que para todo j € N,

- - 1
(1 - g 1)t =t -q e ¢ ——. J fly)ay - £y

B, . .
If—r]' BtrJ °©

1 1 '

= — I (£(y) -f5 )dy < — I |£(y) - £ |dy.
B, . o IB, .| ‘B, . o
t,] t,] t,]

Logo para todo j € N temos

IBt'jI <t la - q-l)-lfB |£(y) - £ |ay
t,3 °
e portanto
(3) z IBt j; < (1 - q'l)'l ) J l£(y) - fa |dy
jeej ! JEO, B o
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<t™ta - q'l)'lj |£(y) - £5 lay
s ‘B o
: o
-1 -1,-1 !
=7t - g h s, )« [ 1ew - £ lap
T - -1,- -1 -1 -1,-1
<tta-qh 1|130|1:A =2t - g Bl
‘Vamos considerar os seguintes conjuntos:
# -1
Ay ={k€wW:B_ c {x : M"f(x) > tA "}}
q "tk
e
| A, ={k€N : B Z {x : ME(x) > ta~ 1)},
2 -n-1
q t,k
Como q_n—lt < t, entdao pela construgdo da sequéncia
(B _,-1 ) . para cada  j € N, deve existir um k € W tal
q t,i1i€N :
que B, . CB , isto &, para cada j € N existe um k €N
t,j -n-1
: q t,k
tal que j € Ok . Logo por (2) e (3) temos que
. [ <]
(4) a(t) = Z |B .| = Z z |B_ .
jew €3 k=1 jeo  °t3
= X z IB I + = z IB l
. t . t
k€A, 3€0, rJ k€A, 3€0, +J
<z B _ ., l+ata-ghtz s ___, |
k€A, g Ttk k€A, q TNtk
(=]
< |[{x : M#f(x) > ta" 1} 4 A‘l(l—q'l)'l ziB_ ., |
: ‘ k=1 t,k
= |{x : M#f(x) > tA'l}l + a7t - g la (g L.

Agora, para todo N > 0, o Teorema 20 do Apéndice diz que
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N N
I, = f ptP Lo (t)at = f ptP T Lo () at
N

(o} o]

N

< ! pNPTeT 1o () at
o

N
< pr-InPF J rtT " {x : ME(x) > t}]at
o
[+
< pr-le-r'[ rtr—ll{x : ME(x) > tl}]dt
o
_ -1 p-r r
= pr N IlelIr < @
e usando (4) obtemos gque
N
Iy = I ptP Lo (t)at
o
N N

A

I ptP L {x : M7 £ (x) >tA"l}ldt-+A'1(1-q"ld'lj ptP o (g™ 1y)at
(o] (o]

N -n-1

| - - —1- Ng -
= I ptp—llfx:M#f(x) >tA l}ldt+A 1(l-q 1y lq(n+l)pj psP la(s)as
o (o)
N
< I ptP™ 1| (x : M (x) > tA'l}ldt + ca™? N’
o
onde C = (L - q-l)-lq(n+l)p.
Tomando A = 2C temos que
N
-1 # -1 -1
Iy < Lptp [{x : M"£(x) > tA ~}|dat + 5 Iy
e consequentemente
N.
(5) Iy <2 I ptp'll{x s MTE(x) > tA'l}ldt
o
©ona~l

= ZAP.[ ptP™ 1| {x : M E(x) > t}|at
o j
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na~1

< 2APJ CptP 1 ix = MPE(x) > t}]at.
(o]

-

Se M#f ¢ LP(x™), entdo a desigualdade (1) & trivialmente va
lida. Suponhamos entao que M#f € tP(x™). Pelo Teorema da Conver-
.géncia Monotona, quando fazemos N tender a infinito wem ambos os
membros de (5), obtemos que

0 o

I ptPla(t)at < 2Apf ptP [ {x : wPE(x) > t}]at
40 (o]

e pelo Teorema 20 . do Apéndice,

f £ (x) ) Pax < ¢ f " £ (x) ) Pax,
n - P n
K IK

’ -1 - 2
onde cp = 2aP = 2p+l(l - g 1) Pq(n+l)p .

3.3.3. OBSERVAGCAO. A desigualdade 3.3.2(1) nao & verdadeira quando
p = ». Com efeito, a fungao f : K —* IR definida por f(x) = log | x|
se x #0 e £(0) = 0 nao pertence a Lw(]K), mas esta em BMO(R)
(ver 3.2.4); logo IIMEll_ = = pois [£(x)] < ME(x) g.t.x e IM £l
= "f"BMO(IR) < =, Consequentemente a desigualdade 3.3.2(1) nao &

satisfeita para essa fungEo quando p = «,.

3.4. O TEOREMA DE INTERPOLACAO DE MARCINKIEWICZ~RIVIERE

3.4.1. DEFINIGAO. Sejam E, F espagos de Banach e T um operador Li-
nearn definido em L:(JKn,E)' com valores em M(IK®,F). Diremos que T

e do tipo fonte (L°°,BMO) de existin uma constante C > 0, tal que

(1) | Tl oy < C IIfIILw(E)

- para toda £ € LZ(]Kn,E).

3.4.2. TEOREMA. Sejam E, F espacos de Banach e T um operadorn Linearn
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- de L°°(]Kn,E) em . M(IKn,F), do tipo forte (r,r) para algum l<r< o
e do tipo fonte (L”,BMO) . Entdo T & do tipo forte (p,p) para todo

r <p < e

DEMONSTRAGCAO. Por T ser um operador do tipo forte (r,r), do tipo
forte (Lw,BMO) e por 2.1.2(2), existem constantes Cl ’ C2 e C3 R

tais que
Mgl < C, ligl '
el < C. HEI
)~ 2 LT E)
e
e | <c, lEl
BMO (F) 3 L™ (E)

para toda f € L:(]Kn,E) e g€ Lr(]Kn,F). Logo por 3.1.4(3) temos
qgue

had omen = iM*(ee)l < 2 Im(TE)N

A

2c, ITEll <2¢cyCc, el

L™ (F) L™ (E)

# T =
™ oTEl, =M (TEIN, = NTEN gy ()

A

cy £l

L" (E)
para toda f € L:(IKn, E), isto &, o operador M#o T & do tipo for-
te (r,r) e (»,»).

Como M# oT & um operador sublinear de Loco(]Kn,E) em M(K®,R)
que & do tipo forte (r,r) e (»,»), entao o teorema de interpolag&o
de Marcinkiewicz permite-nos concluir que, para todo r < p<%, exis
te uma constante D o dependendo somente de p, tal que

(L HM#OTHP <D_IEfll

D
P Lp(E)
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®© _.n
para toda f € LC(JK /E).

Por outro lado, temos

NE

< C
- L (E)

IM(T£)l o < ) NTE C

r 172

L™ (F)

. para toda f € L:(IKn,E). Assim, por 3.3.2, para cada r <p <%
existe uma constante Cp dependendo somente de p, tal que

. : .
Il M(TE < C_limMm (TE
(ee)ll, < o M (Tl
para toda f € L:(]Kn,,E) . Logo por 2.2.3(2) e (1), temos que

s I < IM(TE)I_ < c_ I M*(TE)l < cD_ £l

para toda f € L:(]Kn,E)’, isto €, T & do tipo forte (p,p).



CApITULO 4
'OPERADORES INTEGRAIS SINGULARES VETORIAIS

Este Capitulo & o capitulo central deste trabalho. Nele estu-
damos operadores integrais singulares, cujos niicleos sdao aplicagodes
definidas em K" x K"\A e tomando valores no espago de operadores
lineares L(E,F), onde E e F sao espagos de Banach. No Teorema
4.1.4, damos condigoes sobre o nicleo, suficientes para que o opera
dor seja do tipo fraco (1,1), tipo forte (Lw,BMO) e tipo forte (p,p)
l < p < «, Em seguida, no Teorema 4.2.3, damos condigSes sobre a se
quéncia de nilicleos (K3) , associada a uma sequéncia de operadores in
tegrais singulares (Tj) . uniformemente limitados de Lr(]Kn, E) em

Lr(]Kn, F) para algum 1 < r < «, suficientes para que o operador dia
gonal (£;) * (T.£,) seja do tipo fraco awl2Em),tt9@E))) e do

tipo forte (Lp(zq(E)),Lp(lp(F))), paratodo 1 < p < ® e 1< g < =,
Finalmente no Teorema 4.2.5, demonstramos que a extensdao sequencial’
(fj) > (Tfj) de um operador T satisfazendo as condigoes do Teorema

4.1.4, & do tipo fraco (LY(29(E)), 1t (29(F))) e do tipo forte
(P (29(E)), P (29(F))), para todo 1 <p < ® e 1 < g < =.

Os trabalhos [ 51, [19]1, [12], [13] e [6 ] sao referéncias
para o caso do r" .

4.1. OPERADORES INTEGRAIS SINGULARES VETORIAIS

4.1.1. DEFINIGAO. Sejam E, F espagos de Banach. Um operadon 2i-
near T defindido em L:(lKn,E) com valores em M(K™,F) & um opera-
dorn integral singulan (de nucleo variavel) se as seguintes condigies
estivenem satisfeditas: '

(IS1) 0 operador T & Limitado de LY (K"™,E) em Lr(]Kn,F), para
algum 1 < r < o;
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(IS2) exdiste um nidcleo Locabmente integrdvel X, definido em K" x K™\A
com valores em L(E,F), fal que

(v . TE(x) = ] K (x,¥) £ (y)ay

para toda £ € L:(]Kn,E) e para quase todo x & supp f.

4.1.2. DEFINICAO. Sefa T um operador integral singular com nucleo
K. Dirnemos que K vendfdica (Hl) se

(1) [ IRGx,y) = K(x,y") 5 g

v dx < C
x-y > ty-y'

- para todo y#y', e diremos que K verifica (H,) se

ly - y'l

(2) IK(x,y) K(x,y") I

“Em)iclx-y

para |x - y'| > |y - y'|. Mais ainda, dirnemos que K verifica (H!),
para r =1 ou r =, s¢ K'(x,y) = K(y,x) verifica (H) .

4.1.3. OBSERVAGAO. A condigao (H ) implica a condigado (H;). De fa-

to, se |y-y'|=q¢" e |x=-y'| > |y -y'l, entdo
' ly =y'|
IK(x,y) - R(x,y )"L(E,F)dx <cC — +ldx
lx-y'|>|y-y'| |x=y* |>|y=y' [ * 7Y
- R ax  _ .2 J 4z _
cly y I l ._ ,|n+1 Cq 2+1 |Z|n+l
|x-y*|>|y-y*| '*7Y |z]>q

L 2 az g 2 -k(n+l X
=cCq 2 [ =l gt = gRO . [z) = ¢

k=2+1 l z l 2k I A I k=2+1

[+ <] o0

) - - - -
= Cq > q k(n+l) 1 -g n)qkn - ng'(l - q n) 5 q k

k=2+1 k=2+1

2 g - - ® -
= cq¥(1l - g n) s 1)2,+1+3 cq l(l -q n) z (q l)J
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1 1.-1

=cg Tl -gMHa-qg).

Analogamente (H!) implica (Hi).

4.1.4. TEOREMA. Seja T um operador integral singular com nucleo K.

(1) Se 'K satisfaz (H)), entao T e do tipo frago (1,1) e do tdipo
gonte (p,p), para 1 < p < r. :

(ii) Se K satisfaz (Hi), entdo T e do tipo forte (L°°,BMO) e do
tipo forte (p,p), para r < p < @,

(iii) Se K satisfaz (Hl) e (Hi), entao T e do tipo forte (p,p),
parta 1 < p < o, '

DEMONSTRAGAO. PARTE 1. Se K satisfaz (Hl) entao T & do tipo fra-
co (1,1). Com efeito, dada f € L:(]Kn,E) e A > 0 gqueremos estimar
a medida do conjunto

{x : ||Tf(x)llF > A},

oo

Seja f=g+b=g+ Z bj uma decomposigao de ‘Calderdn - Zygmund
j=1 -

de f associada a A e (Bj)jE]N uma sequéncia de bolas disjuntas co

mo em 2.3.1. Vamos entao obter estimativas para as medidas de
{x : ITg(x)llp > A/2} e {x: ITo () > A/2}.

Suponhamos inicialmente que 1 < r < «. Pela condigao (ISl), existe

uma constante Cl > 0, tal que

lIhll < C, lhll
) — 1 LYE)

para toda h € L:(]Kn, E). Como g € L:(]Kn, E) (ver 2.3.2), entao
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(1) J{x = ITg ()l > A/2} = |{x : lITg(x)”; > AF27Fy|

IA

5Ly~ r
25 I]Knll Tg (x) IIFdx

r,-r,.r r
< 2P []Knug(x)uEax

_ AL =r.r r-1
= 2"37%cE jmnug(x)nE g () Il

< 2rx‘rc’lf(q“>\)r'l gl 4
' L' (E)

I

(25 (T~ D ety =L g i
1 L (E)

Por outro lado, como |b(x) ] zjlbj (x)| para todo x ex® e

o0

b=f-g¢€ Lr(]Kn, E) pois £,g € L (K", E), entdo segue pelo Teore

c
ma da Convergéncia Dominada que b = Ej bj em LY(KP,E). Mas, T &
_por (IS1l) um operador continuo de Lr(]Kn,E) em Lr(]Kn,F) e assim
Tb = Ej Tbj em Lr(JKn, F). Consequentemente Tb(x) = Ej Tbj (x) e

|Tb(x) | < Elebj (x)]|, em quase todo ponto x.

Tomando agora

i ©
E, = {x : IlTb(x)IIF > A/2} e D, = : B

vamos ter

’ c
(2) |E |E}\ n DAI + IEA N DAI

Al
< [{x € p§ : ITb(x)lg > A/2}| + |p, |

A
™[ itb)lax + AL ien
F 1

L™ (E)

iA

D
. |
-1 v -1

2 [ iy colgax + a7 huen
3=1 p§ I L™ (E)

c
A
< 2A
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Suponhamos que Bj =¥y + BX. se x€ Bg entao x & supp bj pois

‘supp bj c Bj . Como bj tem integral nula, entao por 5.1.1(1l), temos

Tbj(x) = JnalK(x,y)bj(y)dy |

]

J]KHK(x.y)bj (y)dy - K(x.yj)I nbj (y)dy

K

I]Kn {kK(x,y) - K(x,yj)}bj (y)dy

J {K(X,Y) - K(X,Y-)}b(Y)dY
B. 3 -
J

e portanto pelo Corolario 8 do Apéndice, temos

7o Gl = 1] (KGey) - KGxiyy) I () ay

J

A

]B. 1K (x,y) = Kxyy) Yo, ()l dy
J

IA

IB. IK(x,y) - K(x,yj)Il]._'(E’F)llbj (y) Il dy.
J
Se x € B(j: e Y € By entao |[x - yj| > qk > |y - yjl; portanto se
gue por (H;) que '
quuTbj (x) Il ax JB? IB 1K (x,y) = Keayg)ly g o) b (v)  gayax
3 b I

| A

J’B.Ilbj ()l [B? IKG,y) = Kyl g o) dxdy
J J

: jB."bj(y)"E I IK(x,y) -K(x,yj)llL(E,F)d:dy
j |x-y4|>]y-vy]

IA

c jB' Iy () Il zdy
J



e logo
[+ ] o
2 [ Jm, )0 ax < = ] 17, ()l ax
(3) 4=1 JDC J(x) P 22 Jpe
A By
<c z j Ib, (7)1l gy
" y=1 s,
i . 3
L
=¢c Z Ib.l
j=1 3 r(®
—clbll , <2clHel ; .
L (E) L™ (E)

De (2) e (3) segue entao que

|E,| < (4C + DAt 1
L™ (E)

e consequentemente

I{x s ITEx)p > A < [ {x = lTg(x)lp > A/2}] + |E, |

< TPl 1)C mhien ; + e+ e

<enlugn
1l (E)

isto €, T & do tipo fraco (1,1).

Suponhamos agora que r = «® e seja Cl > 0, tal que

IThll , < c, lnl

L (F) L” (E) |

para toda h € LZ(H&I,E). Como Ilg(x)llE qnx q.t.x, entao

I A

liTgll < Cy gl
L™ (F) 1 L"(E)

|A

Clq A.

Além disso, a desigualdade (3) permanece verdadeira no caso r
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e assim
[ {x : ITE)NL > 2clan}IA

b ()l > C,q™ H + [{x : ITg(x)lly > ¢ q"A}]

< J{x 2

= |{x : ITB()l, > C;q"A}]

< |{x € Df : ITb(x) I > Clan}l + lDAl‘

< (Clqn);lx-liJ;CHTb(x)"Fdx + A"l'HfHLl(E)

A
€@ 2 [ b eolgax + ATl
j=1 ‘of J L™ (E)

A

| A

2c(c, g™ gl o+ aThign
L™ (E) L™ (E)

cA e 1
Ll®)

isto &, T & do tipo fraco (1,1).

PARTE 2. Se K satisfaz (H,) entao T é& do tipo forte (p,p) para
l < p<r. De fato, como ja vimos que T & do tipo fraco (1,1), e
por hipdotese, T & do tipo forte (r,r), entao pelo teorema de inter
polagao de Marcinkiewicz (ver Apéndice, Teorema 19). | segue que T
€ do tipo forte (p,p), para 1 < p < r.

PARTE 3. Se K satisfaz (Hi) entao T & do tipo forte (Lm,BMO). De
fato, se r = » entao existe uma constante Cl > 0, tal que

hThll , < c,lnll

L (F) 1 L7 (E)

para toda h € LZ(H@’,E). Portanto por 2.1.2(2) e 3.1.2(3), . .temos
que
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T |l

#
amo(p) = 1M (PO, < H2m(TeHl, <

20TEl < 2¢, IEll

L™ (F) 17 @)

[A

para toda £ € L:(IKn, E), isto &, T & do tipo forte (L ,BMO).

Suponhamos agora 1 < r < « e seja Cl > 0. tal que

IThl . <cylnl ., heL (K"E).
L™ (F) L™ (E)
Fixamos f € L:(IKn, E). Se B é& a bola X, + ]Bk de ]Kn, en-
-tao tomamos fl = fIB ’ f2 = f - fl = fIBc e

ag = I:IKnK(xo,y)f2 (y)dy = IBCK(xo,y)f(y)dy.

Logo
(49) — j ITE(x) - agll, dx =
|Bl ‘B
=1 [ -
= 5] IBHTfl(x) + Tf,(x) - agli dx
< ~1 f Ty (x)lipdx + L I ITE, (x) = aplldx
|s| ‘B |B| 'B
e pela desigualdade de H6lder
1 _ 1
(5) —— HTfl(x)HFdx = ——— HTfl(x)"FIB(x)dx
|B] ‘B || B _
<=L oyme . Mnl, < —L g 1B|/*
— IBI 1 B r' — 1" r

L' (E) |B| L ()

~1/r r.1/r
ClIBl . (IBIIf(x)IIE)

-l/r 1/r

Ia

r
(el |

c, |B|
1 L™ (E)

=c. £l )
1 1™ (E)
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Se x € B, entao X, 0 X # supp f2 c B¢ o portanto por 5.1.1(1), se
gue que

Tty (x) - aglly

[l I K(x,y)fz(y)dy - j K(xo,y)f(y)dyllF
K" BS

Il IBC {K(x,y) - K(x_,y)}(ylayll,

A

chuK(x,y) - Kixgu¥)lly g py NEWIgay -

Porém, se y € B e x € B entdo temos ly-—xol > qk > |x - x |3

assim por (Hi), segue que

(6) —= fqu (x) - a_ll_ax <
IBI B 2 B'F —_

=]
lBI B /g€ (o] L(E,F) E
£l
, L (E)J I
< K(x,y) - K(x_,y)ll dydx
lBI B BC ’ o’ L(E,F)
el
- L (E) _ ' _
h3 5| IK(x,y) K(xo,y)HL(E’F)dydx
, B |y-x_|>}x-x_|
Well
< —L(E) cig|=cuen _ .
: |B| L (E)
Logo, pelas estimativas (4), (5) e (6), temos que
1 f £ (x) - aBHFdx < ClﬂfH - + ClEll =C'IEll
|B| ’'B

L (E) L (E) L (E)
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para toda bola B de K" e para todo x € B. Portanto por 3.1.4(1),
temos -
# . . 1 |
M (Tf)(x) = 2 sup inf —— | IT£(y) - alley
Xx€EB a€F |B| ‘B

< 2 sup —-1-—[ ITf(y) - aBHde
B

~ x€B |B|
<2 gl
L (E)
e consequentemente
e | = IM* (Tl < 2¢' HE
BMO (F) © — : © *

L (E)

PARTE 4. Se K satisfaz (Hi) entao T & do tipo forts (p,p) para
r < p < », De fato, como ja vimos que T & do tipo (L ,BMO), e por
hipotese T & do tipo forte (r,r), entao segue por 3.4.2 que T &
do tipo forte (p,p), para r < p < =,

4.1.5. COROLARIO. Seja T um operador integral singular com niacleo
K. Se K satisfaz (H ), entao T e do tipo fraco (1,1) e do tipo gor
te (p,p), para 1 < p < r. Se K satisfaz (H'!), entao T e do <ztipo
forte (L”,BMO) e do tipo forte (p,p), para r < p < ®. Em particular,
se K satisfaz (H ) e (H!), entdo T e do tipo forte (p,p), para
l <p< =,

DEMONSTRACAO. Consequéncia imediata de 4.1.3 e 4.1.4.

4.1.6. DEFINICAO. Sejam E, F espacgos de Banach. Um operador Linear
T definido em L:(]Kn,E) com valores em M(]Kn,F) e um opernadon in
tegral singular do Zipo convolugdo se as seguintes condigoes estive
nem satisfeitas:

(ISCl) 0 operadon T & Limitado de LY(X®,E) em LY (K™, F), para
algum 1 < r < o;
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(ISC2) existe um nicleo Localmente integrdvel K, definido em K \{0}
com valores em L(E,F), tal que

(1) Tf(x) = J nK(x = y)f(y)dy
X .
para toda £ € L:(]Kn, E) e para quase todo x ¢ supp f.

4.1.7. COROLARIO. Seja T um operador integral singular do  Zipo
convolugdo com niicleo K. Se K satisfaz

(1) ] IK(x = y) = K
|x]>|yl

entao T e do tipo §raco (1,1), do tipo forte (L”,BMO) e do tipo
gonte (p,p) para 1 <p< =,

DEMONSTRAGAO. PARTE 1. O nicleo K(x,y) = K(x - y) & localmente in
tegravel. De fato, K(x,y) €& mensuravel pois & composto de duas fun-
¢Oes mensuriveis. '

Seja (xo,yo) € K® x XK*\ A. Como A & fechado, entdo existe

uma bola B = (x, + BY) x (y  + B") de K" x K' tal que BNA=$.

Se x € x_ + BY, entio x + B = X + BY e portanto x+ Yo

r r r ~ r
+ = . € =
B xo+y°+ B Se O X +y + B, entao x_+y _ +1B

=1Br

(1)

e portanto x, + B = Yo t BY. Assim BN A # ¢, o que'

uma contradigao. Logo devemos ter 0 & X, * Yo + BT,

M

Como K(z) € localmente integravel e a bola X, + ¥, + BF
compacta e estd contida em IK'\{0}, entdo

JI llK(x.y)llL(E;F)dxdy = I I IK(x - y)IIL(E'F)dydx =
B xo+113r yo+]Br |

3 rIIK(z)IIL(E'F)dzdx= fr I rllK(z)llL(E'F)dzdx
x°+IB x+yo+]B xo+]B xo+yo+IB
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%, + B | j UK (z) I dz = TP [ IK ()1

. L(E,F)9?
xo+yo+]B

L(E F)

e assim podemos concluir que K(x,y) & localmente integravel.

PARTE 2. O niucleo K(x,y) satisfaz (Hl) e (Hi). De fato, se y # y'
tomamos u = x - y', v=y~-y' e temos entao por (l) que

IK(x,y) - K(x,y')"L(E’F)dx

[x-y"|>|y-y'|
o I IK(x = y) = K(x-y")ly g o dx
|%=y"|>|y-y"'| |
- J IK(w = v) - K@y g o du
lu]>|v|
< c.

Portanto o nicleo K(x,y) satisfaz (Hl). Da mesma forma mostramos
qgue K(x,y) satisfaz (Hi). ‘

PARTE 3. Como o nicleo K(x,y) satisfaz (H ) e (H ), = entao por
4.1.4 temos que T & do tipo fraco (1,1), do tipo forte (L ,BMO) e
do tipo forte (p,p) para 1l < p < =,

4.1.8. COROLARIO. Seja T um operador integral singular do Ztdipo
convolugao com nicleo K. Se K satisfaz '

) Iyl

(1) IK(x - y) - K(X)"L(E,F) <cC —T;Tﬁ;i- Uxl >yl

entao T e¢ do tipo fgraco-(1,1), do tipo forte (L”,BMO) e do tipo for
te (p,p) para 1 < p < =, ‘
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DEMONSTRACAO. PARTE 1. O niicleo K(x,y) = K(x - y) & localmente in
tegravel (ver a primeira parte da demonstracdo de 4.1.7).

' PARTE 2. O niicleo K(x,y) satisfaz (H_ ) e (H!). De fato, se [x-y'|
> |y = y'| entao temos por (1) que

MK (x,y) - K(x,y") = IK(x - y) - K(x - Y

L(E,F) L(E,F)

uxux—r)~'w-yﬂ)-Km-Y”WuEm)

ly = y'|
n+l '/

<cC

|x - y'|

e portanto K(x,y) satisfaz (H_ ). Da mesma forma mostramos que K(x,y)
satisfaz (H}).

PARTE 3. Como o nicleo K(x,y) & localmente integravel e satisfaz
(H)) e (H!), entado por 4.1.5 temos que T & do tipo fraco (1,1), do.
tipo forte (.Lw,BMO) e do tipo forte (p,p) para 1 < p < o,

4.2. EXTENSAO SEQUENCIAL

4.2.1. TEOREMA. Seja (Tj) uma sequencia de operadores Anteghais sin
gulares e (Ky) a sequencia de nicleos associados. Suponhamos que pa
ra algum 1 < r < o ¢ para todo j € N temos

(1) IT.gl <clgl , g€ L(K"E);
37 LY (F) LY (E) ¢
(2) j IlKj (x,y) - Kj (x,y')IIL(E’F)dx <c, vy #Ay'
|-y |>]y-y'|
e
(3) I IIKj (x,y) - Kj (x'ry)llL(E,F)dy <c, x # x'.

ly=x"]>|x-x"|
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Entao para cada 1 < p < », existe uma consdtanie Ap, dependendo 80
mente de n,r, C e p, talque '

| | -1
(4) [{x s WT.£(x)l, > A} < A x T HE :
| j F -1 Ll (E)
(5) TN <A _lfl ,  1l<p <
3 LP(r) P 1P
e
(6) 175 ho ey < AalEN o

para todo j € N, X >0 e f € L:(]Kn,E). Mais ainda, a desigual
dade (5) pode.sen estendida para toda £ € LP(XK®, E).

DEMONSTRAGAO. Consequéncia imediata do fato que, na demonstragao do
Teorema 4.1.4, as constantes Ai, dependem somente de n,r, C e p.

4.2.2. COROLARIO. Seja (Tj) uma sequencia de operadores integhrais
singulares do tipo convolugdo e (Ry) a sequéencia de nacleos ass0-

ciada. Suponhamos que para algum 1 < r < = ¢ para 4Lodo j € N
Ltemos
(1) hT.gll <clgh . , g€L(K"YE;
37 LE () LY (E) ¢
e
(2) I IIKj (x - y) - Kj (X)"L(E,F)dx <c, y # 0.
|x|>|y|

Eniao para cada 1 < p < «, existe uma constante . dependendo &0
mente de n, r,  C e p, tal que |

[ —l i
(3) [{x : ITy€ )l > A < AgA "f"Ll(E) i

(4) IT.£1 . <A NEN 1<p < w;
tP@E)y - P PE)
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B

a el

- (5) | _ HT £l
. L (E)

BMO(F) -

para todo_’j € ]n; A>0 e fE€E L:(nel,E). Mais ainda,'a desigual
dade (4) pode sern estendida para toda £ € P (x", E).

DEMONSTRAQZ"\O. Podemos concluir como na demonstragao do Corolario
4.1.7, que as condicoes 4.2.1(2) e 4.2.1(3) estao satisfeitas para
Kj(x,y) = Kj(x - y). Logo o resultado segue de 4.2.1.

4.2.3. TEOREMA. Seja (Tj) uma sequéencia de operadonres integhais sin
gulanes, (Ky) a sequencia de niacleos associada e seja 1 < q < =,
Suponhamos que para algum 1 < r < o temos

(1) NT.gl <clgl , g€L(KE), 3j€ N
37 Lf ) T LY (E) c
@ sup, UK, (x,y) = Ky, y")lp (g 01@% < C, ¥y £ '
, [x=-y'|>|y-y'|
e
(3) I supjllKj(x,y) - Kj(x"y)"L(E,F)dY < C, x # x'.

ly-x"|>|x-x"|

Entao para cada 1 < p < o, existe uma conétante Ap dependendo s0
mente de n, r, C, g e . p, tal que

«©

@ {x oz Z o eold > a9 <apTh (£
j=1 L (£4(E))
. |
(5) N (T £.)l < a_ £ , l<pc<w,
: 33 Pud@E)) T P I Pudm) | v

‘para todo A >0 e £ = (f ) € L (K", £9(E)) . Mais ainda, a desi-
'guazdade (5) pode sen eétendea paaa toda -—(f ) € tP(x"™, 19(E)).
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DEMONSTRAGAO. Para cada m € IN consideremos o operador linear i‘m
de L_(X", ¢4(E)) em M(K",21(F)) definido por

~ - . Py n q
(6) Tm(fj) (ij-) ’ (fj) € L (K", 27(E)).

J71<j<m

Pelo Teorema 4.2.1, existe uma constante Cq , dependendo somente de
n, r, C e g, tal que

Nr.gll <c_lgl € L. (K",E ; € IN.
Jg Lq(F) 2 %q gILq(E) ? g C( ’ ), J

Portanto, se f = (fj) € L:(]Kn, R,q(E)) temos

~ o m
(7) N (£ = (f z HT.f.(x)qux)l/q
mo3 e (E)) K j=1 33 F

I
M8

. [ aimye; congan /e
X

nm
= li£. (x) 1%ax) /4
=t 3 F

A
Q
Q
—
=

| A

c_ I (£l
q J Lq(flq(E))

-~

e assim T € do tipo forte (q,q).

Para cada m € IN consideremos agora o nucleo Km de K" x

x K\ A em L(!Lq(E),lq(F)) definido por -

- ) q
(8) Km(x,y)(aj) (Kj(x,y)aj) (aj) € 27 (E).

1<j<m ’/

Temos que

(9) lIKm(x,y)Il =

L2 (E), 29 (F))
{ - q,1l/q
=sup {( 2 HK,(x,y)o.ll3) : H(a )l =1} <
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| q,1/q, =
| < sup {(le"K (XlY)"L(E F)"a ] ) ;o (dj)"zq(E) 1}

< sup UK, (xyl
1<j<m L(E,F)

-~

e portanto K é localmente integravel.

Temos também que

m
a,1/q
( f IIKj (x.y)fj (y)llF)

"(Kj(x'y)fj(Y)ljjjyiuzq(F) 55

< m/? sup Ik, (x,¥) £5 ()l
1<j<m 3

Portanto, como y * Kj(x,y)fj(y) é integravel para quase todo x &

& supp £ (ver 4.1.1(1)), entao y * (Kj(x’y)fj(y)lijim também & in

tegravel para quase todo x & supp f. Logo segue pelo Corolario 11
do Apéndice que, para quase todo x & supp £, temos

Tmf(x) .(ijj(x)lijim

( f]Kn Kj‘.(x,y) fj('y ) ay)lf_jf_m

- J (K (x,¥) £5()) dy

]Kn

1<j<m

]]Kn Km(X.y)f(y)dy.

Consequentemente ﬁm € um operador integral singular com niicleo

K .

m _ )
Por outro lado, da mesma forma que obtemos (9) podemos obter
1K (x,y) - K_(u,v)ll < sup HK (x,y) - K (u,v) Il
m m L3 (E), 23(F)) T 1<i<m I L{EF)
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Logo, de (2) e (3) segue que, se y # y', entdo

e

(10) [ : llﬁm(x,y) - Rm(x,y)u dx
L9 (E), 24
|x=-y'|>|y-y'| L(2*(E) ‘ (F))
< sup IK, (x,y) =K, (x,y")] dx < C
- . I , 11<j<m J L(E,F)
|x=y"|>|y-y"| ==

e se x # x', entao

(11) [ Hﬁm(x,y) - im(x’,y)” dy

q q
ly=x" |5 [x=x"| L24(E), 29(F))

|y=x" |>[x=xt| 12

Com as desigualdades (7), (10) e (11) mostramos que as sequén
cias (Tm) e (Rm) satisfazem as condigdes do Teorema 5.2.1. Logo, pa
ra cada 1 < p < «, existe uma constante Ap , dependendo . somente
de n, r, C e p, tal que

g9
|{ z 19 > A9} 1
X 2 T.f. (x) > A < A, A (£
j=1 JJ F -1 J Ll(lq(E))
e
SlrLEL), Ll , < A l(£) 1 <p< o,
I P (1T (ry) T Pl (®))

para todo m€ N, X >0 e f = (f,) € L:(Hal;zq(E)). Fazendo en-

3

tao m tender a infinito obtemos (4) e (5).

4.2.4. COROLARIO. Seja (Tj) - uma sequencia de operadores integrais
singularnes do tipo convolugdo, (Kj) a dequencia de nucleos associa
da e sefja 1 < q < ». Suponhamos que para algum 1 < r < = temos

(1) IT.gll . <cClgh . ’

3 g€ L (K'E), jE€N
L* (F) L (E) |
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(2) I supj HKj(x -y) - Kj(X)"L(E,F)dx < C, y # 0.
lx|>]y]

Entdo para cada 1 < p < «», existie uma constante Ap, dependendo 40
mente de n, r, C, g e p, tal que '

(3)  [{x: T NTE, NE > A9} < apn” u(f 1
j=1 J L (29(E))
e
(4) I (T,£)1 < all(EY] , l<p<w,

para todo X > 0 e f£f = (fj) € L:(nai,lq(E)). Mais ainda, a desi-
gualdade (4) pode sen estendida para toda £ = (fj) e P (x", 29 (E).

DEMONSTRAGAO. Podemos mostrar facilmente que a condigao 4.2.4(2)
implica 4.2.3(2) e 4.2.3(3) para Kj(x,y) = Kj(x - y). Logo o resul
tado segue por 4.2.3. ' '

4.2.5. COROLARIO. Seja T um operador integhal singular com nucleo
K satisfazendo (H) e (H]). Se 1 <g< =, entao para toda £ =

= (£ € L:(]Kn,lq(E)) e A > 0, temos

(1) [{x : = ire, a9 > A9y < a A"t
j=r 1 F -1 3 Lt (29 (E))
e
(2) B (Te ) < A ll(E)] ,  1<p <.
3 Pe%wr)) T P 3 P

Mais ainda, a desigualdade (2) pode sen estendida para toda f-—(f )
e tP(x", 29(r)).

DEMONSTRAGAO. Consequéncia imediata da aplicagdo do Teorema 4.2.3

as sequéncias constantes Tj =T e Kj = K.
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4.2.6. COROLARIO. Seja T um operador integral singufar do tipo con
voluedo com niicLeo K satisfazendo 4.1.7(1) e seja 1 < g < =. En-
tdo para toda £ = (£5) € L::(ﬂ(n, LAE)) e A >0 temos

<0

-1
(1) {x : = e, ()02 > A%} < a A" (£
| | =1 1 F =1 371t (09 (;))
.
(2)  W(TENN <A N , 1 <pc< o,
3Py T P 3 tPudw))

Mais ainda, a desigualdade (2) pode sexn estendida para toda f=(fj)
e tP(x", 1 4(E)). |

DEMONSTRAGCAO. Consequéncia imediata da aplicagdo do Corolario 4.2.4
. s sequéncias constantes Tj =T e Kj = K.

4.2.7. OBSERVACAO. Sejam T, K e 1l < g < - como no Corolario
4.2.6. Se 1 <r <o e C >0 sao constantes tais que

g Il . <clgl ;g€ L (K, E)

L (F) LY (E)

f IK(x - y) - K(x) dx _<_.C, y # 0,

|x|>|yl

L(E,F)

entao a constante Ap do Corolario 4.2.6 depende somente de n, r,
C,q e p. ' '



CAPITULO 5
APLICAgﬁES AS FUN(}@ES MAXIMAIS

Neste Capitulo aplicamos o resultado sobre extensao sequencial
de um operador integral singular do tipo convolugao, demonstrado no
Capitulo 4 (Corolario 4.2.6), para obter teoremas maximais dos ti-
pos de F. Z0 e de Fefferman-Stein, no contexto dos corpos locais.

Os trabalhos [22], [[41, [.51, [19],[6 ] e[l5] s3ao referéen-
cias para o caso do r".

5.1. O TEOREMA MAXIMAL DE F. Z0 EM CORPOS LOCAIS

5.1.1. DEFINIGAO. Seja ¢ € Ll(IKn) e para cada t € X* tomemos
P (x) = ltl_nw(t'-'lx). Entdo, o operadon maximal M?, definido sobre
L:(JKn), e dado poxr
M‘_af(x)' = sup|(f *‘pt) (x)].
T t#0
(4

5.1.2. OBSERVAGRO. Se ¢ € L_(K"), entdo M
(1,1) e do tipo forte (p,p), 1l < p < =, De fato, seja B uma bola

é do tipo fraco

de centro na origem de K"  tal que suppy C B e seja C > 0 tal
que |e(y)] < C q.t.y. Entdo '

ley)| < c1(y), aq.t.y

e portanto

-1

(1) th(y)l ltl“nlw(t"ly)l < cltl'"IB(t y)

c[tl'nItB(y) = CIBIltBl-lItB(y)

para quase todo y € K", Logo
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[(E*e ) ()] < fmn |£(x - ) [le, (¥) |ay

A

c|B||tB|"1j |£(x - y)|dy
tB

C|B|

[ | £(y) |ay
|x+ tB| ‘x+tB

< C|B|Mf (x)

do

(]

- para todo x € K", Consequentemente segue por 2.1.2 que M
tipo fraco (1,1) e do tipo forte (p,p), para 1 < p < =,

5.1.3. OBSERVAGAO. Se ¢ € C_(K") e f € L:(IKn), ent3o a aplica-
ga@o t = (f *¢.) (x) & continua para todo. x € K®. De fato, fixemos

te K* xe K" e seja (tj) uma sequéncia de elementos de K" con

vergindo para. t. Como .¢ & continua entdo as fungdes y * £(x-y)¥_ (v)

_ J
convergem pontualmente para a fungao y *» f£(x - y)cpt (y).

Seja jo € ™ tal que lth = |t| para j > g - Ent3o para

32> jo e y € K", temos por 5.1.2(l) que

l£(x - y)e, (»)] < HEl Jog ()]
J J

| 7Pt (y)
th

,l/\

Il clt,

HEN Cle] 1 g (y) .

Portanto, segue pelo Teorema da Convergéncia Dominada que

(£ x9.) (x) J]an(x - yle (yldy

= iim f nf(x - y)sot (y)dy
j-)-oo IK J

lim (f o, ) (x)
e J
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e consequentemente a aplicagao t * (f'*9t)(x)_é continua para todo
n :
X € K. e

5.1.4. TEOREMA. Seja ¢ € C_(K") tal que

(1) I sup |¢t(x -y) - ¢t(x)|dx <C, y#0.

Entdo, dados 1 <p <= e 1<q< = existe uma constante Ay de-
pendendo somente de n, Hw"l ,C, 9 e p, tal que

5 | -1
(2) [H{x : = IMP£. (019 > A9} > a A" (e
j=1 J =71 T L9
e
3) 1Pl < All(E , l<p<w,
I P TP 3P

para todo X >0 e £ = (fj) € L:(Hal,lq). Mais ainda, a desigual
dade (3) pode ser estendida para Zoda £ = (fj) e tP(x", 29).

DEMONSTRAGAO. PARTE 1. Devido a continuidade da fungdo t *» fx¢.(x)

(ver 5.1.3), & suficiente calcular o supremo na definigéo de Mw,

'{tj : j € N} de XK*;

sobre um subconjunto enumeravel e denso V
isto €&,

MPE(x) = sup |(£x¢.) (x)]. .
JENWN o
Consideremos os operadores
MPE(x) = sup |(£xv, )(x)]
m t. *

1<j<m J

Temos entao que Mﬁf(x)‘TM?f(x) para todo x € K™. Portanto, obten
do estimativas para M:f independentes de m, estaremos obtendo.tam

bém estimativas para MYf.

PARTE 2. Para cada m € IN consideremos o operador linear Tm , de
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© _n n ,« .

Lc(]K ) em M(I ,R.m), definido por
)

(4) T E= (£x¢ , f€ L:(]Kn).

t. 1<j<m
3 <38
_ Temos por 1.5.3 que Ilwtlll = lly "1 para t € IK*, portanto
| (£ x9.) (x)| < M€l o I, = e, e lly < o

e consequentemehte o operador Tm esta bem definido.

Por outro lado, se f € L:(:IKn) , temos

(5) e £1 sup eéss sup | (f xo ) (x) I

L7(4") e g0 1<ism j
< sup ess sup Ifll, v, Il
x € gt 133zm 3

lelly NEN,

- o0 oo 2]
e portanto Tm € do tipo forte (L ,L (£ )).

PARTE 3. Para cada m € IN consideremos o niicleo Km , de :lKn em

L(m,z;) , definido por

(6) ' K (x)x = (‘ptj (X)Mlijf_m ’ A € C.
O niicleo K & integravel pois
IR _(x) i L dx = I sup |v,_ (x)]ax
I]Kn "L, ") K' 1<izm

A

z I le, (x)|dx = mllell, < .
1<j<m '™ Y 1
Mais ainda, se f£f € L:(]Kn) , entao f *cpt é integradvel e portanto
o Teorema de Fubini implica que, a aplicagdao y * v (x = y)E(y) é
integravel para quase todo x € XK. Logo
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[+ +]

y * sup th (x - YIE) | = e, (x =~ y)E(Y)) I
1<j<m J 3 1<j<m %

é integravel para quase todo x € K”. Assim segue pelo Corolario 1l
do Apéndice que ‘ ‘

((£xo, )(x))l<J<m = (J n Pe.(x - y)E(y)dy)

Tmf (x)
J 1 J

1<i<m

Imn (wtj (x - y)f(y))lijimdy = I]KnKm(x - y)f(y)dy,

para quase todo x € ®". Consequentemente Tm & um operador inte-

gral singular do tipo convolugao com niicleo K . Além disso, temos

por (1) que
iy - el ax
|x1>]y] L(e,4)
= f osup e, (x - y) - ¢ (x)]ax
MHERLN. 3
A I SuP lo (x - ¥) - e (x)]dax < C,
Ix]>]y| €70

para todo y # 0 e m € NN.

PARTE 4. As desigualdades (5) e (7) mostram que os operadores Tm'
juntamente com seus nucleos K.+ satisfazem as condigoes do Corola
rio 4.2.6. Portanto, dados 1 < p <> e 1< < », .existe . uma

constante Ap dependendo somente de n, -llcplll :C, q e p (ver 4.2.7),
tal que ‘

(8) [{x = 2 0T £, a9, > a9 < a)n” Ly (£ 1

g1 ™I 1t (29
. |
(9) (T €)1 w <A NN ¢y 1 <pc<o,

J Lp(lq(l y) ~ P J Lp(lq)

 'OURICEXMP
BIBLIOTECA CENTRAL
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para todo A > 0, mE€ N e f = (fj) € L:(IKn,Rq). Como

£ 8

' )
. = = M £,
| "Tme(X)"lm 1§§€ml(f *wtj)(x)l M £y (x)
. <3z
(T £.)I w =lT £ DI
3P a9 (™)) I tPuY
- L
= "(Mmfj)"Lp(zq) ’

entao fazendo m tender a infinito em (8) e (9), obtemos (2) e (3).
Além disso, a desigualdade (9) pode ser estendida para toda £f =
= (f j) e tP(x", 29) e consequentemente o mesmo ocorre com adesigual
dade (3).

5.2. O TEOREMA MAXIMAL DE FEFFERMAN-STEIN EM CORPOS LOCAIS

O seguinte teorema & o eqﬁivalente para corpos locais de um
resultado profundo devido a Fefferman e Stein (ver [ 41]).

5.2.1. TEOREMA. 0 operador maximal de Harndy-Litilewood verdifca as
deguintes desigualdades vetorniais para 1 < q < «:

.
14

) -1
(1) | {x : H(Mffx))ﬂzq > A < AR "(fj)"Ll(zq)
e .

(2) I (M£) <A (£l ’ l<p< o,

J Lp(ﬁq) - P J Lp(lq)

para todo A >0 e £ = (£) € L (K"
pende somente de n, q e
sen estendida para toda £

, 29), onde a constante A, de
Mais ainda, a desigualdade (2) pode
(£5) € tP(x™, 29).

W ou

DEMONSTRAGCAO. Tomemos ¢ = o, - Se |x] > |y|, entao

1t x - 9|

-1 -1
|t “l1x -yl = |t " |max{[x]|,|y|}

-1 , -1 |
le “lix] = |t x|
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| -1 _ -1
e portanto Qo(t (x - y)) = ¢o(t x) . Logo
leg(x = y) =0 ] =[] ™o (™ x = y)) - o (£ | = 0
. @ consequentemente

(3) I "~ sup th(x -y) - vt(x)ldx = 0.
It#o

Por outro lado, temos

(€] »v,) (x)v I]Kn [£(x -y)|e, (y)dy = le] ™™ J]Knlf(x -y) |<I>o(t-ly)dy

=1el™ | lrmewlay=le™ [ Jemlay
lyl<lt] ly-x]<|t]
e assim
(4) M ([£]) (x) = sup (|£] *¢) (x)
£#£0
= sup |t|™" I | £(y) |dy
€70 ly-x|< ||
= suw g<n J [£(y) |dy
A ly-x]<q
= Mf(x).
(7

De (3) segue que o operador maximal M verifica as desigual
dades 5.1.4(2) e 5.1.4(3). Logo por (4) segue entdao que o operador

maximal de Hardy-Littlewood verifica (1) e (2).



CAPITULO 6

TRANSFORMADA DE FOURIER E DISTRIBUIgﬁES SOBRE K"

Neste Capitulo enunciaremos os resultados basicos das teorias

Ll e L2 da transformada de Fourier sobre HJI e também das dis-

tribuigdes sobre I ". Nosso objetivo & ter uma referéncia explici

ta de resultados que serao aplicados nos capitulos posteriores.
Todos os resultados aqui apresentados fazem parte dos Capitu-
los 2 e 3 de [18].

6.1. A TEORIA Ll DA TRANSFORMADA DE FOURIER

Para introduzirmos a nogao de transformada de Fourier, consi-
. 4 + A
deramos fixado um caracter X do grupo aditivo I , trivial sobre
~

ID, mas nao trivial sobre ]B—l. O grupo K" serd identificado com
K" por intermédio do isomorfismo y * Xy (ver 1.6.6).

6.1.1. DEFINIGAO. A tnanbfanmada de Fourdien de £ € Ll(ngﬁ e de-
f§inida por

A

(1) f£(x) = J £(y)X_(y)dy.
]Kn X

6.1.2. EXEMPLO. Se £ (x) =]|x|%_(x), x € K, entdo f € IP(K) se
e somente se a+1l/p > 0. Para o + 1 >0 a transformada de Fourier
de fa é dada por

-1

( 1l -9 se x| < 1,
1._q-(a+l)
fa(X) = 9
1 -g° (a+1)
- |x| ' se x| > 1.

6.1.3. TEOREMA. A aplicacac f + £ Z um operadorn Linean Limitado
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de Ll(]Kn) em LT(XK") e
(1) ign, < wen,, £entmh.
© - 1
Ainda mais, se £ € Ll(JKn), entio £ ¢ uniformemente continua.

6.1.4. TEOREMA. Se £ € LU(K"™) ¢ he K", entdo (1, £)° = th e
(th)A = Thf.

6.1.5. NOTAGAO. Designaremos por S(x™) o espago de todas as com-
binagoes lineares finitas de fungdes da forma Thq)k , h e K", kez.

6.1.6., TEOREMA. Seja H um subconjunto denso de K. Entdo todo .
eLemento g € S(XK") & da forma

onde ajem,ajyfo,thH,rE]N,sz e |hy - h

na j # i.

6.1.7. NOTAGCAO. Designaremos por Co(]Kn) o eSpago de todas as fun
¢Oes continuas de K" em ¢ gue se anulam no infinito, isto e,
f € Co(lKn) se e somente se, f & continua e £(x) > 0 uniformemen
te quando |x| = «. Consideramos CO(IKn) munido da normade L(K").

6.1.8. TEOREMA. 0O espaco S(K") ¢ uma algebra de funcies continuas
que separa pontos. Consequentemente S(XK") & denso em Co(]Kn) e
tambem em P (™), 1 < p < w,

6.1.9. OBSERVACAO. Para todo k € Z temos &, = g *%¢

6.1.10. DEFINIGAO. 0 operadon de difatacgdo S e definido parna %o

do k€ Z por (ka) (x) = f(nkx), onde £ ¢ uma {uncdo sobre x".

6.1.11. TEOREMA. Se f € Ll(mn) e k€ 2z, entao (§, £) =qkn(6_k§).
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6.1.12. TEOREMA (Riemann-Lebesgue). Se £ € LI(K®), entdo E(x)~ 0
uniformemente quando |x| - =. ' :

6.1.13. DEFINIGAO. Sejam £f,g :YI_Kn - €. 0 produto de convolu(;[io de
£ porn g e definido (quando a integral existe) pon

(1) (£ wg) (x)

f nf(x - y)g(y)dy.
K

, _ ) v o
6.1.14. TEOREMA. Seja. f € LP(®™), 1 <p <. Se X e P x"h,
/p+1/p' =1, entdo fxg ¢ uniformemente contlnua. Se g € L (K%, entdo’

(1) _ ||f*g‘||p < "fv"p"gl"l .
6.1.15. TEOREMA. Se £,g € LL(&"), entio
(1) (£ xg)~ = £§.

6.1.16. TEOREMA (Formula de Multiplicagao). Se £,g € Ll(]Kn), en-
tao ' ‘ '

(1) I L Emgxax =f L £(x)§(x)dx.
X K
6.1.17. DEFINIGEO. Pata g € L (KM ¢ k €z definimos
(1) A (g) = f g(y)dy.
| lyl'<q™®

6.1.18. TEOREMA. Se £ € L'(K"), entdo A (Ex) = £(x)  q.t.x,
quando k ©, Em particular, a convergéncia ocorre em todo ponto de
continuidade de £.

6.1.19. TEOREMA. Se £, £ € LL(x™), entdo

(1) £ (x) =I L EX, (v)ay, g.t.x.
| Ik
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~

6.1.20. COROLARIO. Se £ € LY(&™, £>0 ¢ £ & continua em O,
entio £ e LY(x®) e

v £(x) = f LEX, () ay
X

para todo ponto regular x de f£.

6.2. A TEORIA L2 DA TRANSFORMADA DE FOURIER

6.2.1. TEOREMA. Se £ € LI(K®) n 1.2(K") entdo

(1) Heli, = WEN, .

N

6.2.2. OBSERVAGAO. Segue pelo Teorema 6.2.1 que a aplicagao £ + f
& uma imersao isométrica de Ll(ﬂel) N Lz(ngﬁ em Lz(nfﬁ . Como
Ll(]Kn) N L2(]Kn) é denso em L2(]Kn), entao podemos estender ~a
transformada de Fourier para todo Lz(nah.

6.2.3. DEFINIGAO. A transformada de Fourien de £ € 12(x®) ¢ degi
nida poxr

e,

(1) £(x) = 1lim (£0_

k> o

“(x) = 1lim f f’(y)Yx(ymy

)

k
k + o k

*® lyl<q

onde o £imite & tomado na noama de Lz(]Kn).

6.2.4. TEOREMA (Féi‘mula de Multiplicac;éo) . Se f£,g € L2(]Kn) , entao

(1) j L E(x)g(x)ax =J o £(x) G (x) ax.
K KX

6.2.5. TEOREMA. Se fELz(]Kn), entao (rhf)f“(x) = Yh(x)E(X),
KpE) ~(0) = (1,) () e (80" (1) = ¢V(6_ B (x) para quase todo

x € K",

6.2.6. TEOREMA. A trnansformada de Founien 2 um operador unitario
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sobre L2 (K").
6.2.7. NOTACOES. A aplicagao inversa da transformada de Fourier so
bre Lz(]Kn) sera denotada por f * £ eo operador reflexao apli-

cado a uma fungdo f sobre K" por f(x) = £(-x).

6.2.8. TEOREMA. Se £,g € LZ(K™), entdo

(1) | ¥ = (P

e

(2) j f(x)g(x)dx = f £(x)5(x)dx (Formula de PLancherel).
]Kn ]Kn .

6.2.9. TEOREMA. Se f € L2(X"), entdo

f(x) = 1lim I f(y)Yx(y)dy, g.t.x.
koo k
lyl<q

6.2.10. TEOREMA. Se £ € L2(K™) e g € LI(KY), entdo f£xge L2(]Kn).
. |

(1) » (f x9)” =f§ q.s.

6.3. DISTRIBUICSES SOBRE IK"

6.3.1. TEOREMA. Temos que ¢ € S(IK®) se e somente se existem %,

k €z, 2 <k, <Lais que, suppy C IBK e. ¢ e constante s0b trhans-

Lagoes de lBk, i8t0 e, ¢o(x + y) = ¢(x) para todo x € K" e y e]Bk.

6.3.2. TEOREMA. Se ¢ € S(XK") & constante s0b translacies de _]Bk

[} - ~ A -
e suppy C B, entdo ¢ € S(K%), ¢ & constante sob trhanslagoes de

B e suppy c BK.

6.3.3. TEOREMA. Se y,¢ € S(K™ e h e K®, entio 2 G, 0P € SIY.

6.3.4. OBSERVACRO. Como S(XK") c Ll(]Kn) N Lz(]Kn), entao se ¢ €
€ S$(x"%), segue por 6.1.1(1) e 6.2.8(1) que
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A — v _
p(x) = I]Kn"’(Y)Xx(Y)dY_ e ¢_ (x) ,— []Knso(y)xx(y)dy-

6.3.5. NOTAGAO. Sejam k, £ € IN. Denotaremos por Sy, © subespago
de S(X%) das fungoes ¢ tais que suppy C IB-R' e por sk'JL o
4
subespago de S, das fungdes ¢ constantes sob translagdes de BX.
Consideramos Sk g com a topologia da convergéncia uniforme,
14
. ‘s . . n
SJL com a topologia limite indutivo dos espacgos (Sk,z)k €N e S(XK)

com a topologia limite indutivo dos espagos (SR,),Q, eEN*

6.3.6. TEOREMA. A sequencia (tpj) convenge para zero em S(K™) se
e somente se, ij + 0 uniformemente e existem k, & € Z tais que,

wj e consdtante sob translacoes de B* o supptpj c B* para Ztodo

j € W.
6.3.7. TEOREMA. 0 espago S(K™) ¢ completo e separavel.

6.3.8. TEOREMA. A transformada de Founien e um homeomorfismo de
S(K™) sobre S(K").

6.3.9. TEOREMA. As aplicacies ¢ » ¢ e ¢ + ¥, h € K", sdo ho-

meomonfismos de S(KT) sobre S(K").

6.3.10. TEOREMA. 0 espacgo S(K™) & denso e estd continuamente con
tido em CO(]Kn). e em LP(E®), 1 < p < =,

6.3.11. DEFINIGAO. Uma distribuicdo sobre K" & um funcional ALi-
near continuo sobre S (KD).

O espago de todas as distribuigdes sobre &K% serd denotado
por S' (K"). Consideramos S§' (K") munido da topologia fraca. Se
fes! (]Kn) e p € S(]Kn), entao a agao de f sobre ¢ sera denota
da por (f,¢).



71

6.3.12. DEFINIGAO. Seja f € S' (K™ . A transformada de Fourier de
f ¢ o0 funcional Linear ,f defindido pon (%,w) =(f,$), p € S(IP).

A invensa da transformada de Fourndiern de £ 2 o 5unc£éna£ Li-
nean £¥ definido por (£¥,0) = (£,0Y), ¢ € S(XK").

6.3.13. DEFINICAO. Sejam f € S'(X") e h € K®. 0s {funcionais
Lineanes £ e T £ sdo definidos pon (E,0) = (£,8) e (T f,0) =
(£,7_p ), ¢ € S(K™.

6.3.14. TEOREMA. As aplicagoes £ + f, £ f e b S

£, h € K",
sd0 homeomonfismos de S'(XK®) sobne ST (KD . |

h

6.3.15. DEFINICAO. Sejam £ € S'(K™) e ¢ € S(K"). 0 produto
fo = ¢f e definido como sendo o funcional Linear (fo,¥) = (£,99),
Y € S(K").

6.3.16. NOTAGAO. Designaremos por OM o espaco das fungdOes local-

mente constantes, isto é, f € OM se e somente se, eXiste ke Z
tal que f & constante sob translagoes de BX.

6.3.17. TEOREMA. Temos que f € OM se ¢ somente se, £ € S'(K™) e

existe k € Z  tal que T,f = £ para todo h € BX.

6.3.18. NOTAGAO. Denotaremos por 0 o espago das distribuigoes

C
com suporte compacto, isto &, f € 0C se f €S (lKn) e existe
k€ Z tal que f<I>k = f.
6.3.19. TEOREMA. Temos que f € OM se e somente se £ € OC . Em

particular, £ € S'Y(K™) e Thf = f para todo h € BX e e somen-

te se o, f = f.
6.3.20. DEFINICAO. Se f € S'"(K") e ¢ € S(K"), definimos £ *¢ =
= (£0)". |

6.3.21. TEOREMA. Se £ € S'(K") e ¢ € S(K"), entio sdo equiva-
Lentes: |
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(1) | (£ *p)" = £0;
(2) (£x0,0) = (£,06%9), ¥ € S(KY.

6.3.22. TEOREMA. Se ¢ € S(K"), entdo a aplicagio £ » f£x¢ con
tinua de S'(XK™) em S'(xD). B

6.3.23. DEFINICAO. Se ¢ € 0y e £ € S'(K"), definimos ¢f = fo
por (p£,¥) = (£,09), ¥ € S(K™).

6.3.24. DEFINICRO. Se £ € S'(K') e ¢ € 0, , definimos £+p€ S
por (£ *¢) = (fp)V.

6.3.25. TEOREMA. Se ¢ € 0., entdo a aplicagdo £ = £ x¢ ¢ uma

aplicacio continua de S'(XK®) em S'(K").



CapITuLo 7

APLICAGOES AS INTEGRAIS SINGULARES CLASSICAS

Este Capitulo tem como objetivo recuperar resultados sobre ope
radores integrais singulares com niicleos classicos do tipo Calderdon-
Zygmund sobre corpos locais, apresentados por K. Phillips - M.
Taibleson em [11] e estender o conceito de transformada de Hilbert
sobre corpos locais introduzido por K. Phillips em [10].

Na Secao 1 enunciamos um resultado devido a Phillips- Taibleson
([11]), que tem uma demonstragao classica, utilizando transformada
de Fourier.

Na Secao 2 demonstramos uma desigualdade de Fefferman-Stein e
a desigualdade de M. Cotlar, no contexto dos corpos locais. Os tra=
balhos [ 6 ] e [ 7] sao referéncias para o caso do R". '

Nos Teoremas 7.3.1 e 7.3.2, recuperamos o Teorema 3.l de[1ll],
utilizando resultados sobre operadores integfais singulares demons-
trados no Capitulo 4 e resultados da Segcao 2. Em 7.3.2 e 7.3.3, da-
mos novas condigoes para a convergéncia guase sempre e para a conti
nuidade LP do operador maximal L*, utilizando os resultados da Se
¢ao 2. Além disso, demonstramos em 7.3.1, que o operador considera-
do em [11], & também do tipo forte (L ,BMO).

O conceito de transformada de Hilbert sobre os corpos Qp e
Sp , introduzidos por K. Phillips em [10], & estendido na Segao 4
para todo corpo local 1. Algumas propriedades da transformada de
Hilbert sobre corpos locais sao demonstradas e mostramos algumas si
militudes com a transformada de Hilbert real.

7.1. OPERADORES INTEGRAIS SINGULARES CLASSICOS SOBRE CORPOS LOCAIS:

TEORIA L2

Neste Capitulo consideraremos simbolos w(x) sobre K" veri-
ficando w(x) = w(mwIx) para todo j € Z, x € ]Kn, e
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f w(x)dx = 1.
|x|=1

No que segue, Y(x) serd o niicleo do tipo Calderdn-Zygmund dado por

e wk (x) o nucleo truncado

(x)
P (x) = = I L (x), k€ m.
k 1| ly:lyl>g”®)

7.1.1. DEFINICAO. Para cada x € K \{0} definimos s(x) € Z e x*
por

(1) | x| = g7

e

(2) : x* = 78Xy,

7.1.2. TEOREMA. Suponhamos que

(1) sup z J Jw(x + njy) - w(x)|dx < =,

|Y|=l =1 |X|=l

Se £ € L2(&KY), entdo v +£ € L2(KY e existe if € LA(x")  tal
que wk*f convenge na norma de Lz(]Kn) para Lf. Mais adinda,

(2) lo, *£ll, < clgl,, £e€rL(xY, ke m

(3) ILel, < clfl, , £e L3 (x").

DEMONSTRAGAO. Ver primeira parte da demonstracao do Teorema 3.1,
pag. 215, [ 11 ]. |
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7.2. AS DESIGUALDADES DE FEFFERMAN-STEIN E DE COTLAR

7.2.1. DEFINICAO. Seja T um operador integral singulfar com nicleo
K. Dado 1 < r < =, diremos que K verifica (H)) se existe uma se-

quencia (Cj) € 21, tal que

(1) I NIK(x,y) -K(x,y" e dx'<C (ly y'|"q Jn mz/x!
|x-y' |=|y-y' g L(E,F)

para todo j >1 e y,y'E€ K", y #y'. Ainda mais, diremos que K
verifica (H!), 1 < r < =, se K'(x,y) = K(y,x) verifica (Hr)'.

7.2.2. DEFINICAO. Dados £ € L (]K ,E) e 1 '_<_ r < ®, definimos

. S r\,1l/r

¥ f = {M ,(” f(x)IlE)} .

7.2.3. OBSERVAGAO. Se 1l <p<r<eo e f€ L}'_oc(mn,E), entao sg
gue pela desigualdade de HGlder que Mpf(x) < Mrf(x) para todo x.

.772.4. DEFINIGAO. Seja T um operador integral singular com nucleo
K. 0 operador maximal T*_ e definido para toda £ € L:(]Kn,_E) pon

T£(x) = sup IT WL g
keEZ ‘

onde

T, £(x) = I " RK(x,y)f(y)dy, k€ z.
ly-x|>q~

7.2.5. TEOREMA. Seja T um operador integral singular com nucleo
K, Limitado de LY (K", E) em -Lr(JKn,F) para algum l < r <=, Seo
nicleo K satisfaz (HY) para algum 1 < s < =, entao

#

(1) M" (Tf) (x) < C.M f(x)'

B
e

2y e < CBM £(x) + M(TE) (x),
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para toda f£- € L:(]Kn,E), onde B = max{r,s'}.

DEMONSTRAGEO. PARTE l: Fixemos f € L (K", E), x, € K' e k €z.

Tomemos g =1 ¢ e h=f-gq. Entao
. o "
. # . # S ‘
(3) i Mk(Tf) (x;) 2 M (Tg) (xo) + M (Th) (xo)
onde '
Mo (x) = <P ety - e G0l _dy
P o= q LS Py (X gdy-

l ok
ly-x]|<q

Como T & limitado de Lr(lKn,E) em Lr(]Kn,F), entao temos pela
desigualdade de HSlder que ' '

# _ kn '
(4) -Mk(Tg) (xo) =q J _kIITg(y) - -(Tg)_k(xo)lley
y=x,l 24
< qkn [ lITg (y)llF_dy +qkn I ]!l(lg)k(xo)lley
ly=xlsa™ ly-xgl2q”
< 2¢™ [ ITg ()1l gay
-k
ly-x_1<q
kn
< 2q " lTgl o, o I,
Lr(F) X, k'r
< 2c gl
= L (E)
< zch-rg(xo) :
Por outro lado, se x € xg, + B e 1< s < =, gn'tao segue

por 7.2.1(1) e pela desigualdade de H&lder que
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(5). lTh (x) - Th(xo)llF <

< jfl J’ J IR (x,y) -K,(Xo’y)"L(E,F)"hl(y)"-Edy
ly-x_|=q” | x-x |
g . . ' T
<z [ IR Gx,y) =K IS o an /e ¢ f Ih ) 1S ayy/®
I el e | S b
o . . _ ' ' '
< Zocyllx - x "I | In IS ay) /8
j=1 -x |=g3|x- |
ly-x_l=a” |x-x_|
bt 1 '
< Zocyl L [ IS ay) /8
-=l 0 L]
J g% =x |7 ly-x,1<q? |x-x_|

[« ) .
jzl Cst.h(xo) = CMs.h(xo) .

| A

Agora, se Xx € x, + ]Bk e s = », entdo segue por 4.1.2(2) que

(6) NTh(x) =~ Th(xo)llF'. <

|x - x

(o]
' o
< jzl ; C . In+l i (y) 1l ;dy
ly-x, =2 |x-x, | o
' - -3 1 . |
<Cc' X q 7 J ITh (y) Il dy)
j=l - n jn _ j _ .
|x=x_|Tq?"  [y-x_l<q” |x-x]

<c' I q‘JMh(xo)
j=1

< C"Mh(x) < C"M_,h(x,) .

Logo, por (5) e (6), temos
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ITh (x) - (Th)k(xo)NF <

B

iTh(x) - Th(xo)llF + "Th(xo) - (Th)k(xo)ﬂF

iA

A

| . | |
DMs.h(xo) + q I -k"Th(Y) - Th(xo)"de
ly-x_l<q

A

DMs,h(xo) + DMs.h(xo) = 2DMS,h(x0)

para todo x € xo + ]Bk, e portanto

(7) | Mi(Th)(xo) < 2DM_,h(x_) .
De (3), (4)-e (7) segue entao que

Mﬁ(Tf)(xo) < 2Cerg(xo) + 2DM_,h(x )

A

(2Cr + 2D)M f(xo)

B
= CBMBf(xo)

e consequentemente

# 0 #
M (Tf)(x ) = sup M (Tf)(x ) < C,M f(x ).
o ]{G%E" k o — BB o
PARTE 2. Temos que
Th(xo) = J K(xo - y)h(y)dy = ka(xo).
ly-xgl>a7*

Ent3o para x € X, + BX, temos

In

ITE(x) = T £(x My < ITg(x)li, + ITh(x) - Th(x )l

IA

II'I‘g(x)llF + 2DMS.h(x°)



e portanto

qkn J - rE(x) - T E(x )llpax <
-k
|x-x_|<q
kn |
< gq [ "Tg(x)HFdx + 2DM_,h(x_).
- - s o
|x-x_l<q
Mas
qkn j lng(x)Ilex < qkn ffrg r It T, % llr.
-k _ L™ (F) “o
Ix-x_|<q
Qo -
<c a™ gl
L (E)
=c_( I £ (x) 1 Zax) 1/F
|x-x_|<q
< Cerf(xo)
e assim
kn
q I ITE(x) - T f(x )lgdx <
|x-x_ | <q™*
< CM £(x ) +2DM_ h(x,)
< CBMBf(Xo)'
Logo
' . _kn
CBMBf(Xo) >q I N (IIka(xo)IlF e (x) I 5)dx
|x~xo|iq
2 T E(x )l g = M(TE) (%),

portanto

79
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e, £(x )l < CeMgf (x) + M(TE) (x,)

e consequentemente

li

T*f(xo) sup Ilka(xo)lIF

k€ Z

| A

CBMBf(Xo)_+ M(fo(xo).

7.2.6. OBSERVAGCAO. A desigualdade 7.2.5(1) & a versao de uma desi-
gualdade de Fefferman-Stein para corpos locais e 7.2.5(2) & a.versao
da desigualdade de M. Cotlar para corpos locais.

7.2.7. COROLARIO. Seja T um operador integhal singular com nucleo
K, do tipo forte (r,r) para todo 1 < r < o, Se 0 nicleo K satis-

faz (H!) para algum 1 < s < =, entdo

1 ' IT*€ll < B_ £l
(1) pP—p p

para toda £ € Lp(nfl,E) e p > s'.

DEMONSTRAGEO. Sejam f € L_(K",E) e p > s'. Entdo por 2.1.2(2),
temos que ' ’

_ s'\41/s'
IIMs,fllp = M (I£(x) g )Ilp/s.
s'yl/s' _
S A e ey p/s' " As/s Ilflle(E)
e
"M(Tf)”p < Ap el .

P (r)

Segue entao por 7.2.5(2) e pela hipdtese que
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*
T fllP < Cgi IIMS,fllp + llM(Tf)llp

.

A

C_,A  HE + A ITE

8! P/S LP(E) P Lp(F)
< A + A D
2 Cgn p/s" ”f”Lp(E) pPp ”f"Lp(E)
= B_Ilfll .
p LP ()

Como o operador ™ & do tipo forte (p,p), s' < p < =, entao * po
de ser estendido continuamente a todo Lp(]Kn, E), s' < p < =,

7.3. OPERADORES INTEGRAIS SINGULARES CLASSICOS SOBRE CORPOS LOCAIS:
TEORIA LP

7.3.1. TEOREMA. Suponhamos que  w(x) verifique a condig¢ao 7.1.2(1).
Se £ € tP(x™), entdo ¥+ £ € IP(KY) e existe Lf € tP(x") tat
que wk *f converge na noama de P (k") para Lf. Alem disso, pa-
ra cada 1 < p < =, exdisle uma constante A, dependendo somente de

p, ftal que

(1) [{x + |y x D )] > A} < apTHIEN
(1") [{x = LG | > AM < adTh el ;

(2) Iy * €1 <A gl 1<p <o

(2') hLell, < Ap llfllp‘, 1 <p < w;
3y x£ Iomo () < B 1EN, 3

(3') _anu'BMO(]R) <a_lfl_ ,

para toda £ € L:(IKn), k€N e A > 0. Ainda mais, as desigual-
dades (2) e (2') sdao satisfeitas para toda £ € LP(&KD).
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DEMONSTRACAO. PARTE 1. Como consequéncia do Teorema 7.1.2, temos
gue os operadores f * tpk xf, £ » Lf estao bem definidos para toda
f € L:(]Kn) e que sao uniformemente limitados de Lz(]Kn) en LZ(IKn).

PARTE 2. Seja f € L:(]Kn). Se x & supp £, entdo existe r € Z

- tal que (x + BY) n supp f = ¢. Logo para k > r, temos

(¥ * £) (x) I oV (x - v)f(y)dy '
K

= I V(x - y)E(y)dy + f V(x~y)f(y)dy
q F<ly=x|<q”F ly-x]>q7¥

f ktp(x - y)f(y)dy = I]Kntp(x - y)f(y)dy
ly-x|>q"

e portanto

lim (¢, » £) (x) = J nV(x - y)E(y)dy.
K .

ko> o

Como ¢, *f converge em L2(Il<n) para Lf por 7.1.2, entao

1t = [ v - pEmay
X

para quase todo x & supp f. Consequentemente f * Lf & um opera-
dor integral singular do tipo convolugao com nlicleo ¥(x). E eviden
te que f * \pk x* f & também um operador integral singular do tipo
convolugao com niicleo ¥y ().

PARTE 3. Para todo y # 0, segue por 1.5.3 que

f [W(x-y) - v(x)|ax =
|x|>]yl .

= oz f lw(x - y) - w(x)]]x]|Pax =
j=-s(y)+1 x| ij :
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= z Iw(ﬂ-jx -y) - w(n Ix) | dx
j="s (Y) +1 Ix =1

= Z f Iw(x-niy*) -~ w(x) |ax
i=1 |X|=l

< sup Z [ |w(x + niy) - w(x)|dx < e,

lyl=1 71 |x]=1

Logo os nucleos ¥ (x), wk(x) satisfazem a condigao 4.2.2(2). Como a
condigao 4.2.2(1) também é satisfeita pelos operadores f wk x= £,
f » Lf (ver Teorema 7.1.2), entdao as desigualdades (1), (1'), (2),
(2'), (3) e (3') seguem pelo Corolario 4.2.2.

PARTE 4. Se f € Lp(]Kn), 1 < p < », entao lpk *f > Lf na norma

de Lp(lKn). De fato, se f = Th(pr , entao

(wk * £) (x) vix - y) ('rh<1>r) (y)dy

ly-x|>q7%

= . J ¥ (y)dy.
(8%) € n'(x-h+BY)

Se x€h+IBr, entio x - h € BY e assim (x = h) + BY =BY. Lo
go para k > r, temos por 1.5.3 que

(¥, *£) (x) = f Y(y)ay
a F<lylq’F
k-1 .
- [ ewlyl Ty
77 lyl=g™
k-1 .
= 'E f w('njy)dy
ITF yl=1

= (k - r) J w(y)dy = 0.
lyl=1



84

Se x ¢ h+ BY, entdo |x - h] > ¢ F e portanto (x-h+B") n B" =9¢.

Logo se k > r, entao x - h + BY C (]Bk)c e portanto

(U)k*f) (x) = j rlll(y)dy = (\Ur_,_l*f) (x) .
x-h+1B
Consequentemente (wk * f) (x) = (tpr+l * f) (x) para todo k >r + 1 e
. x € K. Mas \pk*f +> Lf em L2(]Kn) (ver 7.1.2), assim
Lf(x) = kl_i)moo (wk * £) (x) = (wr+1 *x£f)(x), gq.t.x,
e tpk * £ converge em P (‘]Kn) para Lf, 1 < p < =,

'Segue entao por linearidade que

(4) Lf(x) = 1lim (IIJk*f) (x), q-t.x,

k+ o
e wk*f converge em Lp(]Kn) para Lf, 1 < p < », para toda f €
€ S(K").

Seja agora f € Lp(lKn), l<p<=® e seja € > 0 dado. Como

S(x™) & denso em LP(x"®), existe ¢ € S(XK") tal que If - cpllp <
< e/4Ap . Entao

iy, « £ - Lfllp Sy * £ - wk*wllp + iy > - L«pllp + llp«p - Lfnp
<y = (£ - «9)IIp +lHyy xo = Ltpllp + lIL(p - f)IIp

€
< - +||lPk*‘P - Ltp”p.

Mas ¢, x¢¥ > Ly em LP(K™) e assim existe kg tal que. Illllk*¢-L¢llp
< g/2 para k > k- Segue entao que

] f - Lf <
‘pk* ”p €

para k > ko » € consequentemente Y, *f converge em P (™) para
Lf.
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7.3.2. TEOREMA. Suponhamos que w(x) satisfaz 7.1.2(1) e que exis-
te uma sequencia (Cj) ‘€ 2,1, tal que

(1) sup J |w(x + njy) - w(x) |%dax < ¢
IYI" |X|=l

e 10

para todo j € N e algum 1 < s < . Entaoc (Y » £) (x) > LERX) q.t.x,

para toda £ € Lp(JKn), p > s'. Alem disso,
' %*

2 < B_I£Il

(2) IlLfIIp_ pllp

para toda £ € P(®™), p > s'.

DEMONSTRAGAO. PARTE 1. O nficleo ¥'(x,y) = ¥(x ~ y) satisfaz (H)

e (Hé) , se e somente se, existe uma sequéncia (Cj) € 21, tal que

(3) J v (x - y) - ¥(x)|%ax < c S(lyl™q Jn -s/s'
|x|=q” |y|

para todo jJ € N e y # 0.

PARTE 2. Para todo y # 0, temos por 1.5.3 que

[. I‘P(X"Y) - P(x) Isdx = J Iw(x - y) - w(x) ISIXI_nde
|x|=a’ |yl Ix[=q7 |y]
= Iw('ﬂs (Y) —jX - Y) - w(,"s (Y)-jx) lSl_n_S (y) -—jxln(l—s)d

Uy P ™5/5" | Jux - oIy*) - wix) [Sax
|x]=1

e consequentemente as condigoes (1) e (3) sao equivalentes. A desi-
gualdade (2) segue entao de 7.2.7.

PARTE 3. Seja f € Lp(JKn), p > s'. Como S(x™) & denso em IP(KY),
entdo dado & > 0, existe g € S(K"), tal que IIf - gllp < 6. Se



9, (x) = | 1im sup (¥, *¥) (x) - lim inf (¥ x¥) (x) ],
k > o> k >
entao por 7.3.1(4) podemos concluir que
*
Qc(x). < Qg(x) + @ (x) = @ (x) < 2L h(x),
para quase todo x € IK'. Segue entdo por (2) que

Q < 20L*hll_ < 2B_llhll_ < 2B_$
logh, < 21L*n i < 28 bl o

para todo 6 > 0 e logo HQpr = 0. Assim temos que Qf(x) = 0,
g.t.x, e consequentemente (wk_*f)(x) - Lf(x), g.t.x.

7.3.3. COROLARIO. Suponhamos que

(1) lo(x - My) - wx)| < cq”?

para todo x,y € K, |x| = |y|
do Teonema 7.3.1 sao satisfeitas e as conclusoes do Teorema  7.3.2
sa0 satisfeitas para todo 1 < p <

1 e j > 1. Entao as conclusoes

[+ <]

DEMONSTRAGAO. A condigdo (1) implica claramente a condigao 7.1.2(1)
e também a condigao 7.3.2(l) para todo 1 < s < «, onde'(Cj) € a

sequéncia Cj = C(1 - q-n)l/sq_J. Consequentemente o resultado se-
gue por 7.3.1 e 7.3.2.

7.3.4. OBSERVAGAO. A condigao 7.3.3(l) & equivalente a 4.1.8(1) pa
ra o nicleo Y(x), e 4.1.8(1) implica (H!) para ¥'(x,y) = ¥(x - y).
Logo a convergéncia quase sempre e a desigualdade (4) do Teorema
7.3.3 podem ser obtidas diretamente através de 7.2.7 para s = =,

7.3.5. EXEMPLO. Seja w(x) definida sobre I e suponhamos que exis
te t € W* tal que w(x) depende somente das t primeiras coorde-
-nadas de x, para todo x € K* (ver 1.4.19). Se i>t e
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x,y € X, |x| = |y| =1, entdo

. N o N
x + niy_ T x,m + a1t I yaml

3=0" J 3=0 J
‘E—,l . ®© :
= £ x.m) + Z z.,m7

-

w(x) . Consequentemente

e portanto w(x + 1rJy)
lw(x + my) - w(x)| =0

para todo i > t, x,y € K, |x| = |y| =1, e logo w(x) satisfaz
7.3.3(1). |

7.3.6. OBSERVAGAO. Um simbolb w(x) como no Exemplo 7.3.5, & consi
derado no Teorema 3.13 de [10] para XK = Qp‘ e K=S_ , com o ob-

' jetivo de obter a convergéncia na norma de LP(XK) e as desigualda-
des. (1), (1'), (2) e (2') do Teorema 7.3.l1. '

7.3.7. OBSERVAGAO. Na demonstragao do Teorema 7.1.2 . (ver [11]1),
demonstra-se a existéncia de vy € Lw(JKn) e C >0, tal que

(1) .A : I\TJk(x)I <C, g.t.x, k € IN;
(2) Y(x) = lim @k(x), q.t.x.
: k+oo‘

Como consequéncia de (1) obtemos facilmente 7.1.2(2). Se f € L2(]Kn),
entio P (X Ex) > yEmx e |§ (0)E | 5c|%(>f)| g.t.x. Logo
pelo Teorema da Convergéncia Dominada temos que Uixf converge em
Lz(lKn) para Y% e consequentemente wk *f = (@kf)v converge em
LZ(IKn) para (vE)V  (ver 6.2.6 e 6.2.10). Entdo para toda f € L2(]Kn)
temos que Lf = (Y:%)v g.s. e assim y €& um multiplicador associa-
do ao operador L. '
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7 4. TRANSFORMADAS DE HILBERT SOBRE CORPOS LOCAIS

Nesta Sec;ao designaremos por R um subconjunto de um corpo lo"
cal IK satisfazendo RN (- R) =¢ e RV (- R) = K*.  Denotare-

mos Rk =R N (IBk)c e a fungao sinal relativa a R sera denotada
por |
1 se x E.R,
sngp (x) = | o _
-1 se x € - R.

7.4.1. OBSERVAGAO. Se a funcao sgnp (x) depehde somente de um nime
ro finito de coordenadas de x, entdo segue por 7.3.5 e 7.3.3 que
o limite | '

(1) ﬁkf(x) - lin J flx - y) - f(x+y) 4
. k+e R IYI
existe” quase sempre e também na norma de P (x) ’ para toda - £ €

GLP(IK), l<p<oo

7.4.2. DEFINIGEO. 0 operador H, de 7.4.1(1) Z chamado de trans-

gormada de HiLbent associada a R.

" 7.4.3. EXEMPLO. Sejam XK= Qp ou Sp e

R=1{x€ K :1<x.4 i(p—i.)'/Z},

onde s(x) & como antes, tal que [x]| = q ® (X) - Entdo

-R = {X € IK : (P +l)/2 f_xs(x) _<_P = l}’
RU (-R) = K, RN (-R) =9

e:a fungao sgnp (x) depende somente da primeira 'coordenada de X,
para todo x € K*. Logo existe a transformada de Hilbert H

'

R"*
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7.4.4. OBSERVACEO. Seja IK um corpo local e F = Q, ou Sp - o)
Teorema 1.3.2 diz que* IK & uma extensao algébrica finita de T e
portanto I & um espago vetorial de dimensao finiAta d sobre IF,
para algum d € N*. Sseja {vl,vz,...,vd} uma base do espago veto-
rial IK.

Se R é uma parte de IF verificando RN (- R)=¢ e RV (-R) =
= IF*, entido

R' ={2 a.,v, : a. € RU {0}, a., # 0 para algum 3j}
SOt T B 3

& uma parte de I verificando R' N (- R') = ¢ e R'U (- R') = K"
Além disso, se a fungao sgnR(x) depende somente de um numero fini-
to de coordenadas de x, entao sgnp (y) também depende somente de
um namero finito de coordenadas de y.

7.4.5. OBSERVAGAO. A definigdo da transformada de Hilbert clissica
sobre IR & dada por ’

Hf (x) = lim s v gEx - y) dy
k> o LI
lyl>1/k
- 1im %[ flx-y) - £(x+y) g4,
k > 1/k y

onde o limite & tomado na norma de Lp(IR) , para toda f € Lp(]R) ’
l < p < =, e portanto sua definicao é semelhante a definigdo da trans
formada de Hilbert HR sobre um corpo local XK.

O multiplicador y da transformada de Hilbert HR é dado por

Y(x) = lim ¥, (x)

k »> o

k >

lim - J (X(x¥) = x(=x¥)) 4
R

k IYI
Im(X(xy))
= lim - 2i I dy,
k> Ry |yl
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ezﬂix sobre o

para quase todo x € IK. Agora, se X € o caracter
grupo aditivo de IR, entdo o multiplicador da transformada de Hilbert

real & dado por

% Im(X(xy))

isgn(x) = 1lim - 2i I ‘
k + o l/k/ Ly

- Portanto vemos que os multiplicadores das tansformadas de Hilbert
Hp e H também sdo semelhantes. '

7.4.6. TEOREMA. A transgormada de Hilbent Hy comuta com translagoes
e anticomuta com o operador reflexdo. AlLem disso, se =R = R, entao

Hy comuta com o operador de dilatagdo 8 » k€ z.
DEMONSTRACAO. Para cada k € IN seja

k fix-y) - £(x+y)

Hpf (x) = I dy, fe€rP(wm), 1<p < .

Rk IYI

Entao é suficiente demonstrar o teorema para H]E . k € IN.

sejam f € LP(K), 1 <p <~ e x € K. Se h€ K, entdo

Th(H}Ef) (x) H]Ef(x - h) = I fix=h-y) - f(x-h+y)

d
Rk IY' Y

T,.f(x-y) - 1, f(x+y)
= I h h dy = H]E(Thf) (x)
R

'k lyl

eV (x) = He(- x) = [ fox-y) = £(zxty) g
Ry Iyl

f F(x+y) - Flx-y) dy = - (HSE) (x).
R

k lyl

Agora, se 7R = R, entado segue por 1.5.3 que
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f(ngx-ﬁy) - f(ﬂzx-ty)
k ‘ |yl

dy

GQ(H]Ef) (‘x) H]Ef(nzx)‘ = IR

I (62f(x - “—ly) - sz(x + n—zy))-gz-
R

X vl
. I . ézf(x-y) - sz(x-+y) g
i | ] Y
y
R -
= Hg'“(a“f)(x).

7.4.7. OBSERVACAO. A transformada de Hilbert real & caracterizada
(a menos de produto por uma constante) como um operador limitado de
L2(R) em L?(mR) que comuta com translag¢des, comuta com dilatagoes
positivas e anticomuta com o operador reflexdao (ver Proposicgao 1,
pag. 55, [15]. O mesmo nao & verdade para transformadas de Hilberf
sobre corpos locais, isto &, um operador limitado de L2 (K) em L2(]K)
que satisfaz todas as conclusces do Teorema 7.4.6, ndao & (a menos
de produto por uma constante) uma transformada de Hilbert HR , para
algum R. '



CaPITULO 8

APLICA(}()ES AOS MULTIPLICADORES DE FOURIER
E A TEORIA DE LITTLEWOOD-PALEY

Na Segao 1 aplicamos resultados do Capitulo 4, paradar uma no
va ciémbnstrage"io da versao escalar para corpos locais do Teorema de
H6rmander-Mihlin, demonstrado por M. H. Taibleson (ver [17] ou [18]).
Utilizando ainda resultados do Capitulo 4, na Segao 2 generalizamos
o Teorema de HOrmander-Mihlin-Taibleson, apresentando uma versao dia
gonal. Uma referéncia para a versao diagonal real do Teorema de
HOormander-Mihlin & [20].

Na Segao 3, utilizando o teorema sobre multiplicadores escala
res demonstrado na Segao 1, apresentamos uma demonstragao bastante
simplificada do Teorema de Littlewood-Paley, na sua versao para cor
pos locais, demonstrado por M. H. Taibleson (ver [16] ou [18]).

8.1. MULTIPLICADORES DE LP (&™)
8.1.1. DEFINIGAO. Sejam 1 <p <® e m€ L (K'). Diremos que m

¢ um muftiplicador de LP(XKM) se, (mp)Y € P (&™) para todo ¢ €
€ S(K") e existe uma constante C > 0, tal que

1 )il cll , € ny .
(1) @)l < clivll . v & S

8.1.2. OBSERVACAO. Se m € L™ (X"), entio m & um multiplicador de
Lz(]Kn). De fato, se ¢ € S(]Kn), entao

Il (me) l|2— l!mv’llz <imit e hy = Imit  He |I2 .
8.1.3. NOTAGAO. Para m € L”(K") e k€ Z denotaremos mk =m<I>k .

8.1.4. OBSERVAGAO. Se m € L™ (K"), entdo n* € L (KM e
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(mk)v**P = (mka)V para todo k€ Z e ¢ € S(]Kn) . Além disso, se

existe uma constante C > 0, tal que

kv
< Clel
(1) I (m™) *wllp_ wlp
para todo k < 0 e ¢ € S(JKn), entao m & um multiplicador de
LP(x™). Dpe fato, seja ¢ € S(lKn) e 2 € Z tal que suppy C ]Bz .

Logo, se k < min{0,%}, B* ¢ B* e assim

@9 = [ me)9]Y = [m(9, )]V = (md)".
Ent3o por (1) temos que (mp)’ € LP(XK™) e
~ vy _ kav
Il (my) IIp Il (m™¢) llp <C Ilcpllp .

8.1.5. TEOREMA. Seja m € L>(KY) e suponhamos que existam B > 0
e € >0, tais que, para todo j € Z tLemos

(1) [ .Im(x + y) - m(x) IZIYI_(2n+€)dXdY < qu-Ej‘.

lquJ |x|=q?

Ent&o m ¢ um multiplicador de P (&™) r 1l <p<o,

8.1.6. LEMA. Sejfa m € L (K") e duponhamos que existam B > 0 e
€ >0 satisgazendo 8.1.5(1) para fodo j € Z. Entao exdiste uma cons
tante C > 0 dependendo somente de n, limll_ , B e €, Zal que,
para todo k, t €Z temos

(1) sup f | @) Yix +y) - @)Y (x)|ax < C.
lyl<a® |x]>a®

DEMONSTRAGCAO. Ver Lema 1.8, pag. 221, [18].

DEMONSTRAGAO DE 8.1.5. Para cada k < 0, consideremos o operador

linear '_I'k, definido por
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(2) ™0 = @)Y wy, o € S(K") .

Entao (Tk)k <0 é uma sequéncia de operadores integrais singulares do
tipo convolugao, que tem ((mk)v)k<o como sequéncia de nicleos asso

ciada, e que satisfaz a condigao 4.2.2(1) para r = 2 (ver 8.1.2).
Além disso para k < 0, segue pelo Lema 8.1.6 que

sup [ l(mk)v(x +y) - (mk)v(x) lax =
Y720 x5 |y|

= sup sup ! I(mk)v(x +y) - (mk)vv(x)ldx <C
t€Z |yl<aT | 5t

e portanto a sequéncia de niicleos ((mk) verifica 4.2.2(2).

Y)

k<0
Consequentemente, segue pelo Corolario 4.2.2 e'pela Observagao 8.1.4,
que m & um multiplicador de LP(K"), 1 < p < =.

8.2. MULTIPLICADORES DE LP(x™, 29)

Nesta Segao 29(E) denotari o espago de todas .as sequéncias
(xj )je z de elementos de E, indexadas por Z e munido da norma

+ ©
1/q
h(x) s e =z IxHY, 1 <qc< e
JI1€Z Zq(E) j=—co JE
Hx) e gl w = sup lxglg.

L (E) JE Z

8.2.1. OBSERVAGAO. Nesta Secgdo utilizaremos o Teorema 4.2.3, na for
ma do Corolario 4.2.4, para uma sequéncia (Tj)jez de operadores

integrais singulares e uma sequéncia (Kj ) de ntcleos associada,

jez
indexadas por 2Z. A demonstragao dessa extensdao do Teorema 4.2.3,
€ obtida através de uma pequena alteragdo na demonstragdo de 4.2.3.

8.2.2. NOTACAO. Sejam g € LP(x"%), 1 < p<>® e k € Z. Denotare

mos entao gk =9 xR v onde R, = q_kn<1>_k .
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8.2.3. LEMA. Se g € L2(K™) ¢ o € R, entio

-ka , k k-1,2

ey T Llxl®Geol%ax = 2 g

kE€Z

no sentido que, se um dos membros & finito, entdo o outro tambem e,
e ambos sao iguadls.

DEMONSTRAGAO. Ver Lema 1.5, pag. 220, [18].

8.2.4. LEMA. Se g € Lz(]Kn) e a > 0, entao existe uma constante
A, dependendo somente de a, tal que '

2
k€EZ

<ag [ [ le sy - g0 Pyl ™ axay.

K! x K

DEMONSTRAGAO. Ver Lema 1.6, pag. 220, [18].

8.2.5. LEMA. Seja (gj)jez uma sequéencia de elementos de LZ(]Kn) e

e > 0. Se
| T ' 2. - (2n+€) 2
(1) I I ( = Igj‘(x +y) - 95 (x) %) |yl dxdy < BY,
j=-= ‘ .
K® x K°
entao exisite uma constante Ane dependendo somente de n e €, <tal
que, para todo k € Z, temos
-ke/2

(2) J . sup Igfl (x) |ax < A Bq
lx|>q -

DEMONSTRAGAO. Segue pela desigualdade de HOlder que
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supjléj(x)ldx =
|x]>q

= Inal(lxl(n+€)/zsupj[§j(x)|)(IXI-(n+e)/2(l - o, (0))ax
< (jn(nlxl(n-‘-e)supjl;j (x) | 2ax) 172 J x|~ (0+€) gy 1/2
| |x[>q"
= (f n|xl(.n+€)supj|§j(X)l2dx) 172 (%—'—-9[—-)1/2 q k€2,
q

Agora, tomando a = n + € e aplicando os Lemas 8.2.3 e 8.2.4, ob-

temos

- a ~ 2.
q Ingllxl supjlgj(x)l dx <

IA

> q‘“f 1x1%q. (x) | %dx
jE€Z KD J

-ka , k k~1,2
z T q ng - 95 [

j€Z k€Z
< e f [ ey v - gy 0012917 axay
J Z :mn
= A, J J « E. Igj(x +y) - gj(x)lz)lyl-(2n+€)dxdy
CKNXKT O ITTT
2
< aB
e portanto
f . Supyl9y ) fax < (aB 2q*) 172 <——3—->1/2 ~ke/2
|x|>q 1-q
‘= A Bq-ke/z,

ne
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onde a constante Ane depende somente de n e €.

8.2.6. NOTAGCAQ. Denotaremos por S(K", 2,000) o espago de todas as se
quéncias (‘pj)jez de elementos spj € S(K®), tal que, existe r € N

_com a propriedade que vy = 0 para |j| > r.

8.2.7. OBSERVACAO. O espago S(XK", 22) & denso em LP(&", 1Y), pa
ratodo 1 <p<=»we l<gqz3<m=.

8.2.8. DEFINIGAO. Sejam 1 < p <= ¢ (my ) . jez uma sequencia de:ele
mentos de LT(KM). Diremos que (mj)jEZ 2 um multiplicadon de P, 29).

-~ v P,wh o4 n ,® .
se, ((mjsoj) )jEZ € LF(K ', %) para toda (<pj)jez € S(XK ,SLO) e exis

te uma consdtante C > 0, tal que, para toda (‘pj)jez S (K™, 20)
temos
(1) H((m ¢ MNE <clli(p.) .l i

P T 373 TP (29

8.2.9. OBSERVAGAO. Seja (mj)jez uma_sequéncia de elementos de

Lm(]Kn) . Se existe uma constante C > 0, tal que

(1) Il((mv))ll < Cli(es) . |
3 LP(29) 3737 LP(49)
para todo k < 0 e (‘cpj).e € S(x®, ¢ o) » entdo (m, )Jez‘é um multi
plicador de P (x", 29). De fato, seja (<p ). jez € S (KM, 2:) e LEZ
tal que suppt;j c B* para todo j € Z. Logo, se k < min{0,21},
IBR' c ]Bk e assim
(M%) = [ (m,e)0,1Y = [m, (.01 = (m.0.)".
s k3 J k"] 373
~ ' SV P, .9
Entao por (1) 1.:emos que'((mjwj) )jez € L(K ', 2% e
lI((th))Il —II((mw))ll < Cli(e) |l .

J Lp(lq) J Lp(lq) - 3’3 Lp(lq)
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8.2.10. TEOREMA. Seja (mj)jez; € Lw(ngl,lz) e suponhamos que exis-

Zam B > 0 e e > 0, tais que, para todo j € Z Zemos

(1) I

Jyl<a? [x|=q

400 .
- -€
I z Imi(x +y) - my (x) |2|y| (2n+€)dxdy < qu J.

Entao (mj)jez e um mulitiplicadonr de LP(IKn, 29) para todo 1< p,

q < =

DEMONSTRAGAO. Para cada k < 0 e Jj € Z, consideremos o operador
linear T]j< , definido por

(2) e = @) o, o € S(KY.
PARTE 1. Para todo k <0, jE€ Z e ¢ € S(]Kn), temos

@)V = 1k
(3) ISell, = 1 @m3e)Viy, = Iniol,

k

il By < Byl o lell.

L (&%)

Portanto (T];)jez é uma sequéncia de operadores integrais singulares

do tipo convolugao, que tem ((m];)v) como sequéncia de niicleos

€z
associada, e que satisfaz a condigao 4.2.4(1) uniformemente em k
(ver Observagao 8.2.1). '

PARTE 2. Paracada j € N, L € Z seja m.,, = ij Te

J‘Q {X:IXI=qZ}.

mos por 8.2.10(1) que

(4) J

%
lyl<q™ |x|=q

I

2
lyl<q” |x|=q

+o
2 ~(2n+¢
f > ]mjz(x +y) - mjz(x)l ly| ( )dxdy =

L js==o

+00 '
J Z |m.(x+y) -mj(x)lzlyl—(2n+e)dxdy
2 j:—m

2 -l
Bg ’
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e temos também que

(5) I

2
lyl'>q” |x|=q

£

+0
[ Z m,, (x+y) -my,(x) |2|y|-(2n+e)dxdy <
L J

j:-oo

4
2 2 -(2n+¢)
I 2.2 (Imyy Gety) 2+ Imy y 00 ) ]y | dxdy

lyl>g® |x|=g* 377
h 4"(mj)-"2°° 2 |{X : lxl = qz}l IYI‘(2n+E)dy
J L7 |y>q2'
2 -n. 4n -n 'q-!n+e)2
=410 (m,). 1" (1-g g™ {1 -a" 0 )
3737 L™ (22 _ P —g @)
= Clq~£€;

(6) J

+

J Z g (x +y) - my, 0 2]y | T2 axay =
2 2 J

lyl=q~ |x|<q :

j:-oo

+
o (20+€) f [ b lmj (x + y) | 2axdy

==

% 2
lyl=q~ |x|<q” 3

< Nmp 2, , o (2a*e)s I I axdy
) )
L lyl=q" |xl<q
= Hmy), 12, , g eIl _ gnygingn(i-1)
L™ (2%)
= Il (my), 12, , (1-gq ny Ny e
L™ (2%)
= czq-ezi
4
7 J I g s Z o my (x4 y) - mjz(X)IZIYI-(2n+€)dxdy <
Ix|=]yl>q” 3777
o 2 ~(2n+€)
= f I . z lmjg(x + y) ||yl nte dxdy <
lx]=]ylxgt 3T
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<hmg i3, 5 = [ ] L lyI7 ) axay
LG =l g slyl=g ¥
L (7)) r=1
=m0, , (1 - q ™3 s ¢77°
33 7% r=1
= lmp 2, 1 - g™ @7 a-qa"%)
J3J L (%)
-cf
= C3q € .

Logo por (4), (5), (6) e (7) temos que

+

(8) T oqmL,(x+y) - m.,(x)]2]y]” PP*E) qxay < c2q et

n N j=—o jL 3L
K x K™ 3 |

para todo 2% € Z, onde a constante C depende somente de n,
().l

33717 (a2
k € Z, temos

, B e €. Segue entao pelo Lema 8.2.5, que para todo

9 . . v = [ ) L A -
(9) j . supjl(mjl) (x) |ax . supJI(sz) (= x)|ax
Ix|>q | Ix{>q |
= I . supjl(mjgy (x) |ax
|x|>g
~-e/2 ~-ek/2
< A ca 2%

- c,q-(2+k)s/2.

Fixemos t€ Z e y € K, |y| < qt. Temos

k _ v n
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e portanto por 6.1.3, temos

@HVe = T omi Ve,  x € &

L<-k I

. ’ - ~ i : i v 3
Como Q-R.mjz =My entao o Teorema 6.3.19 implica que (ij') (x + z)=

= (mjz)v(x) para todo x € K" e |z| < gt se 2 < - t, entdo

|yl < q-z e assim (mjz)v(x +y) = (mjz)v(x) para todo x € K. Lo
go
kyv k,v v v
M) (x+y) - MmN x| < T |m,) (x+y) - (m,) (x)]
| tms Y 3 = _e<gemk 3% ¥ 32

p> | (m, )V (x +y) = (m.p)V(x)]
=—t+1 L Y ek

I A

para todo x € K", Consequentemente segue por (9) que

(10) f sup, | )V (x + y) - )" () |ax <
[x|>a®  ~

o0
< z J sup. | (m, ) V(x+y) - (m,,)Y(x)]|ax
~ g= R B .
P=—t+l | dot . J

[+
< 2 p)) [ sup. | (m.,) ¥ (x)|ax
T a=-t+l . 3t
Ix|>q
< 20 5 g (+t)e/2
- 2==t+1

-te/2 ¥ q—e£/2
g=-t+1

% 2C'q

-e/2)(-tfl)
/2

-te/2 (g

= 2C'qg -

l-gqg
-g/2
-g/2

q
l-gqg

H
)
O

- Cll
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e logo
sup J sup, [ (@)Y (x - v) - %V (x)|dx =
y#0 J
[x[>|y|
= sup sup f sup.l(m]?)v(x +y) - (m]?)v(x)ldx <c".
P 3

t€zZ <gt
lylzq Ix|>q

Portanto a sequéncia de nucleos ((m];)v)jez satisfaz 4.2.4(2) wuni-
formemente em k. Assim segue pela Observagao 8.2.9 que (m.)jez

J
€ um multiplicador de Lp(né‘,zq) para todo 1 < p, q < =,

8.3. APLICAGOES A TEORIA DE LITTLEWOOD-PALEY

8.3.1. OBSERVAGAO. Nesta Secao designaremos por ¥ a fungdo carac-

teristica do conjunto {y : |y| = 1}. Temos que

(1) ¥(rlx) =1 5, (=)
- {y:lyl=a’}

e consequentemente

4 .
(2) | S Y(mlx) = 1.

j=—oa

8.3.2. DEFINIGAO. Definimos as fungoes ¢j para j €Z e vy pa-

ra j > 0 pon:

(1) :723. (x) = ¥(rdx), 3 € z;
2 3 =¥y 32 L
(2) ) o ,

¢ = I W¥(nlx).

o j=—oo

8.3.3. LEMA. As sequencias (wj)jez e (V’j) satisgazem as se-

320
guintes propriedades: '
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(1) v, =1 j € z;
T Ay:lyl= gt} |
(2) Y, = _jiw nkj = <I>o ’ v, = <1>o;
4o . oo
(3) Z Y.(x) = Z p.(x) =1;
j=—® J j=0 J
wj*%_zo para i,j€zZ, 1i#3j;
*xY., = ¢, j € Z;
nlzJ wj wj ’ J
(4)
¢j*¢lso para i, 3 >0, i # 3j;
" *wj =95 j > 0;
$j(x +y) = ij(x) para |x| > |lyl, 3 €z;
(5)
o5(x +y) = (x) para x| > |yl, 3 20;
= - i € .
40
T v, (x) |2 < clx|?, xe€ &Y
j=—oo J -
(7)
o0 .
= ]tp.(x)l2 < C|x|2, - x € K.
j=0 B

DEMONSTRAGAO. As demonstragoes das propriedades (1) - (6) s3ao ime-

diatas. A demonstragdo de (7) & feita inicialmente para |x| =1 e

depois para |x| = ql, 2 # 0, tomando x' = 1 x e usando o fato
-2 L4y _ '

que g ¢j(n x') = ‘pj+9,(x ).

8.3.4. TEOREMA. Para cada 1 < p < =, exdistem constantes A_ e Bp
dependendo somente de p, tal que, para toda £ € LP(XK®) zemos

‘ ol , 2.1/2
1) A NEHl < ¢ 2 ;% f I < B_IIfl
(1) plell < Z log €15 20 < B IEN
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e
.. +oo
' 2,1/2
E » 3 B f L
(2) Ap llfllp < l|(j=_c° Itl/J *£]°) llp < pll llp

DEMONSTRAGAO. PARTE 1. Seja (rj) a sequéncia das fungoes de

320
Rademacher (ver Apéndice) e para cada 0 < t < 1 consideremos o ope
rador T, definido por

t
(3) T f= 3 r.(t)p.*£, £ € S(K"Y).
t 2o 3 j
3
Se
(4) m = 2 r.(t)a.,
t 420 3 3
entao
mB)Y =( 2 r,(t)o.5)Y
t j=0 J J
=( 2 r.(t L x£)M)Y
(j=orj()(¢3* )
= T r.(t)p. xf
4=0 rJ( )wj * {
= T, f.

Temos que m (x + y) = m_(x) para |x| > |y| (ver 8.3.3(5)) e por-
& € um multiplicador de Lp(JKn),
l < p < », uniformemente em t, isto &, para cada 1l < p < », exis-

tanto segue pelo Teorema 8.1.5 que m

te uma constante Cp dependendo somente de p, tal que, para toda
£€P(®®) e 0<t <1, temos

5) I'Z r.(t)e.+x£fll_ <C_lfll_.
( Y20 3 (8% P= P P

Segue entao pela desigualdade de Minkowski para integrais e pela
desigualdade de Khintchine (ver Apéndice) que
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1

j I£Nl_dt
o p -

1
_1J'
C I 2 r.(t)e.
P o j=0 J()J
l [s+]
-1
c u[ T r.(t)e. »£latl
P o|j=0 3 (B)9y wElatlly

(6) llfllp

|v

fl_dt
**'p

| v

Iv

ij * ,

It N £]2)1/2)
P j=0 P
e portanto a segunda desigualdade de (1) esta demonstrada. Agora,

considerando para cada 0 < t < 1 o operador T definido por

t

(7) T f= I £ (0)V_j + £, £ e s(x,
mostramos da mesma forma que

-1 ° 2.1/2
> D z : .
® €N, > oy "(j=_°°"”3 £ 5720

Das desigualdades (6) e (8) segue entao a segunda desigualdade de
(2) . .

PARTE 2. Seja f € L®(K") ntP(K%), 1<p<w» e g € LZ(EY)N
[ ]

n P (x") » 1/p + 1/p' = 1. A desigualdade de Cauchy-Schwartz, a de

sigualdade de HOolder e a segunda desigualdade de (1) implicam

(9) lf nfgx)ax| =
m .

= |f (2 o.x6)( T ¢, %g)dx|
X" j=0 J j=o0 J

= |[ Z (p; »£) (v xg)ax|
®K® j=0 3 J

[ o€z loywelH2( 2 1o
K® =0 '

3l H2%ax <
J j=0

J

I A
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2,172

I A

e 2 Jes«£]2)Y20 (= oy 3
j=0 J P 5=0

.

pi

- 2.1/2 -
B z . x f ir .
p' Il( 520 I&pj x £]°) b gllp-

A

] . .
Logo, tomando o supremo sobre as g € Lz(]Kn) n P (K"  tais que
Ilgllp. < 1, obtemos que

14

- 2.1/2
(10) IIfIIp_<_Bp. e = ij*fl )2

j=0 p

e portanto a primeira desigualdade de (1) estad demonstrada.

-

A primeira desigualdade de (2) & obtida da mesma forma que a
primeira desigualdade de (1).
8.3.5. OBSERVAGAO. A desigualdade 8.3.4(2) & uma desigualdade do ti
po Littlewood-Paley demonstrada por M. H. Taibleson (ver [18] ou [16])
e a desigualdade 8.3.4(1) €& outra desigualdade do tipo Littlewood-
Paley adaptada para aplicar no préximo capitulo. A demonstragao que
demos de 8.3.4(2), & bem menos complicada que a demonstragao dada
por M. H. Taibleson.



CaptTuLo 9

0S ESPAGOS BS (K™ E HS (K™

Neste Capitulo introduzimos os espagos de Ha‘rdnyobolév H; r(:IKn)
’
e 0s espagos de Besov B® (K™ no contexto dos corpos locais. As

P,s
definigoes serao dadas seguindo a linha de J. Peetre e nossas refe-

réncias para o caso do IR" sdo J. Bergh -J. Lofstrdm [2, Capitulo
6] e H. Triebel [20]. Utilizando teo‘remas do Capitulo anterior de-

monstramos que os espagos (K™ generalizam os espagos de po-

p r
tenciais de Bessel H;(]Kn) introduzidos por M. H. Taibleson (18,

pag. 1l43]: H; 2(]Kn) = H;(]Kn), l < p < =, Como temos teoremas de
14

multiplicadores d nossa disposigao, conjecturamos que Os espagos

p (]Kn) devam generalizar os espacgos de Lipschitz A;(]Kn) intro-
14

duzidos por M. H. Taibleson [18, pag. 155] e A; p (K
’
por M. L. Saloff Coste [14].

n) considerados

Nosso objetivo neste Capitulo naoc € apresentar a teoria com-
pleta dos espacgos p (JK ) e Bp J_,(:IKn) , Mmas mostrar aplicagoes de
teoremas obtidos em capitulos anteriores. Um estudo completo desses

espagos sera objeto de um trabalho posterior.

9.1. AS DEFINICOES DOS ESPACOS BS (K™ E HS (XD

p.,r P.T
9.1.1. DEFINIGAO. Sejam E um espac¢o de Banach, l<p<® e s €IR.
0 espago RP(E) e deginido como o conjunto de todas as sequéncias

s
(xj)jzo de elementos de E tadis que (g 3 IIx. "E)j_>_0 € 2P, A nowma de

ZFS’(E) ¢ deginida ponr

I = (ST Nxall )

1 Il .

9.1.2. NOTAGAO. Para j € Z denotaremos

Al = I\ BI*! = (xe K : x| = g7},
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e como antes D = {x € K" : |x]| < 1}.

9.1.3. DEFINIGAO. Sejam s € IR, 1<p<® g 1l<r<e Dizemos que

n s n » . "
f € S'(K") pertence a Bp’r(]K ) se, exdiste uma sequencia -(aj)jlo €

€ lz(Lp(]Kn)) tal que suppa‘lj cad para j > 1, suppz?no cC D e
- .

z aj converge em S'(XK") para £. A noama de f € B; r(lKn) e de
3=0 '

f§inida pon

S 373207 ;r ;P
By, r 25 (P (™))
onde o infimo ¢ tomado sobre as sequéncias (aj)j>0 € zg(LP(mn))ta,a
que, suppd, € A"J para j > 1, suppd €D e f = a. em
J - o j=0 3J

ST (KY).

9.1.4. DEFINIGAO. Sejam s € IR, 1 <p, r <=, Dizemos que £ € s (&™)

[ n . ~ . P n r
pertence a Hp’r(m ) de, exisie uma sequencia (aj)jzo €L (K, 25)
tal que suppdy C 2™ para 3 > 1, suppd , c D e ¥ a; converge
| ~ 3=0
em S' (K™ para £. A norma de £ € H;'r(n{n) e definida ponr
(1) | IIfIIHS = inf | (aj)jiolle(zr) ’
P.,x S
onde o ingimo e tomado sobre as sequéncias (aj)j>0 € P (K", 2,:) tais
— b o
que, supp?‘:'\j c a™J para 3 > 1, suppz?to CD e £= 2 a:.l em
j=0
S (KY).
9.2. UMA CARACTERIZACAO DOS ESPACOS B; r(IKn) E H; £ (K")
. ’ ’

Nesta Segao voltaremos a considerar a sequéncia (~pj) de

3>0
elementos de S(IXK") definida em 8.3.2.
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9.2.1. OBSERVAGRO. Seja £ € S'(K"). Como ¢_, (53.%) = ij, entdo

M (ver 6.3.18 e 6.3.19). Em

particular wj *f & uma fungao para todo j > 0.

GjE € 0. e portanto 25 *xf = (s;jf.f)v €0

9.2.2. LEMA. Sejam s € IR ¢ 1 < p < =. Entao para toda fEHspr(lKn)
temos ' '

(1) (B s =Il(wj*f)j>0ll p,.x, 1l <r < o
H =" L (L)
P.r (]
e para toda £ € BS (K") temos
P.T
(2) £l = ll (g, x£). 1l , l1<r < o,
s j j>0 " ,xr ;P - -
Bp,r !LS(L (X))

DEMONSTRAGEO. Seja £ € H® _(K™) e seja (ay)

e 1P oF
o,x LY (XK ,ls) tal
Qo

320

- -j . - ' C e o=
que suppaj ca para j > 1, suppalQ CD e £ jgo‘aj em
' n ; - - . - = =
S'(XKY). Corqo vy = IA_j para j >1 e ¢ =¢ =1I, (ver 8.3.2
e 8.3.3), entao segue por 6.3.14 que
Fxp )" =80, = (T a,)"e.
( *wj) 5 (i=0 i) 5
=(Z a)e. = % a0,
i=0 ¥ 3 4= 173
=a.p. =4
3%3 T &3
e portanto
Consequentemente temos (1).
A igualdade (3) também vale no caso em que f € B; r(IKn) e
14

(aj)j>0 € uma sequéncia nas condigdes de 9.1.4. Logo (2) segue ime

diatamente de (3).
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9.2.3. TEOREMA. Seja (wj)j>0 una Sequencia de elementos de S(XK™)
tal que - ‘

supp@j =a"J, 3>1;
(1) )

suppVy_ = IDD;
(2) Z Y, =1;

- -ek
(3) J I ( E 0. (x + y) - ll) (x) |2ly| (2n+e)dxdy < qu €
k k j=0 3
lyl<q” |x|=q

para todo k € Z, para algum B > 0 e algum € >0.8e s €R, 1l<p<x
e 1 <r<w, entao existem constantes A, e By» Ap dependendo 40

mente de p e r e B, somente de p, tal que, para toda £€ p'r(]Kn)
e 1 <r < o, temos :

(4) ll (lll * £). |l < £l < (IP £), 1l ;
J tP(eg) I " P (23)
P.r
e para toda f£ € Bp (K" e 1<r <, temos
(5) B (b %) < Il <M, £ 0 :
37 P ™) By, r I T P ™)

DEMONSTRAGAO. PARTE 1. Consideremos a sequéncia (aj)j>0 definida

por aj = wj *f, j > 0. Temos que

- o= Lk A = -~ . - . >
&, ('JJJ £) \ij ' j >0
e portanto a condigao (1) implica que

suppéj ca’d, j>1

-~ C . .
supp ao D

A condigao (2) implica que



113

j=0 J
e portanto
£f= 2 a..
j=o0
Como a sequencia (aj)jio = (wj ,“".)j_20 esta nas condigoes de 9.1.3
e 9.1.4, entdo segue pela definigdo de £l s e £l s que
H
P,T Bp'r
e < W, »£). 1
S - J J 1P
Hp,r L (ls)
e
e <l (y., = £). 1l .
s - 3 j ,r, P,
Bp,r | ILS(L (X))

PARTE 2. Como supp ‘I’j = supp ‘;j e pela definigao de wj , temos

Wy *9g)" = ¥y9y = ¥y

e portanto

(6) Vo w0y = U,

373 jr 320

Como a sequéncia (fﬁj) satisfaz (3), ent3o segue pelo Teorema

320

8.2.10 que (J:j) € um multiplicador diagonal de Lp(IKn, 25y . Con

320
sequentemente por 9.2.2, temos

H(E =y ). |
33 Lp(lz)

(£ « ‘pj *‘pj)j "Lp(lrs:)

I (gSIg wy, #w. ). I
S 33 P

sj
(g% (£ xo )} w vy "Lpur) <
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A

cpll (@S g we. ).l

) 3773 LP(Z)
= C ll(f *x9.). |l
373 Lp(IL )
= CpllfllHs ’
P.r

onde a constance Cp depende somente de p e r.

PARTE 3. A condigdo (3) implica que as fungodes J'j ;, 3 >0 sao
multiplicadores escalares uniformemente limitados de L"p(]Kn) sy 1L <p <o,

Segue entao de 9.2.2 e (6). que

"(le*f)j" "(f*w *xp_ ). |l

23 (P (x™) 33 79X (P (&™)

(e *‘Pj) *wj "P)j )5
s

< I(p_ I£ N A
2 My Exeg il oz
S

D Il(f*sP )|
373 lr(LP(JK ))

=Dpllfll s ¢

B
P.r

onde a constante Dp depende somente de p.

9.3. RELAGAO COM OS ESPACOS DE POTENCIAL DE BESSEL

9.3.1. DEFINIGCAO. Sejam £ € S”(Kn) ¢ s € IR. 0 potencial de Bessel
de orndem s de £ & definido ponr

(1) (3%6)~ = (max{1,|x|}) °f.



115

9.3.2. OBSERVACAO. Como (max{l,|x|h% € 0y r entdo J%f estd bem
definido como elemento de S'(IK") (ver 6.3.23).

9.3.3. TEOREMA. Sejam a, B € IR. Entao as aplicacgoes £ » J% e
p » I%  sdo-homeomongismos de S'(K®) sobre S'(K®) e de S(XKY)
s0bne S (™) nespectivamente. Se £ € S! (K™) entdo Ja(JBf)= Jo‘+8f

e em particulan I = (Ja)-l.

DEMONSTRAGAO. Ver [18], pag. 137.

9.3.4. DEFINIGAO. Para s € R e 1 < pi< = - definimos 0o espago
H;(IKn) por

(1) | H;(mn) {fe s (®K : 3% € tP(x™)}
= {37% : g € LP(K")}
= J 5P (x™) )

que consideramos munido da norma

(2) NEN - = NIS€ f e HS(KY).
.5 | D’ o (K
P

9.3.5. LEMA. Para todo s € R, j > 0 e £ € S'(K®) temos que

(1) 3Fpy % D) = g3 oy % £) .

DEMONSTRAGAO. Para j > 1 temos

(Js¢j)“(x) (max{l,lxl})s<;"j (x)

(max{1,|x|} S1 . (%)
| {y:|yl=ql}

i

(max{1,q3})S1 (x)

{y:]yl =g}

sj-
q wj (x)
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e portanto
(2) _sz. = quw. .

Temos também que

(Js¢o)"(x) (max{l,lxl})s‘?o(x)

(max{1, x| D% _(x) = ¢_(x)
e portanto
(3) 3% =3 =9 .
Segue de (2) e (3) que para j > 0 temos‘

35wy w5 = @%) «f = (g®p) ug
= qu (‘Pj *x £).

9.3.6. TEOREMA. Sejam s,t € R e 1 < p < =, Entao

s _ t n 0.
(1) Ig qut_s = uant. , f£E€ Hp’r(]K ), 1<r < o
P, P,
S — t n e
(2) Ig fIIBt_S = ||ant , £E€B (KY, 1< <o
P, P/
t n
(3) W3Sl = £l f € HO(KY).
_ yt-s gt ! P
P P

DEMONSTRAGCAO. PARTE 1. Se f € H;(IKn), entao segue por 9.3.3 que

NaSe Nat=s (3%£) |
s @EDl,
P

Ht
p

. A
I gl = IIf
| Ip £l
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PARTE 2. Se f € H; r(]Kn), 1l < r <=, entdo segue por 9.2.2(1) e
’ . .
9.3.5(1) gque-

NaSell (v, «3%£), |l
Ht-—s J J I_.p(jl‘r )

Pr¥t t-s

I (Js(wj *£)). 1

Par
=1l ( sj(sp‘;*f)).n :

= (t-s)3j_s3
Il (q q (*Pj * £f) )j IILp(zr)

g™ ey w eyl

3 Pk,
=l (¢, = £). |l
(_J )J P ()
t
= "f"Ht .
P,

’

PARTE 3. Se £ € B; r(]Kn), l<r<o entdo segue por 9.2.2(2) e
9.3.5 que |

o

)
rh
]

(o, % ISE).
J J r o] n
s (P (™)

(s (‘p.A‘* £)). 1
J 3 r P n
Pe-g (TP (K™)

sj b*
.Il (q (wj .f))j i li_s(Lp(]Kn))

(t-s)j _sj
= . % £ .
I (q q II‘P:l * Ilp)J l .x
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RS
= Il (g I[.spj*_fﬂp)jllzr

= (o, »£). 1l
3773 e @P ™)
= £ .
t

9.3.7. TEOREMA. Se s € R e 1< p < ®, entdo 048 ujoagu Hls)(]Kn)
e H® _(XK®) sdo isomonfos. ' | '

P2 |
DEMONSTRAGKO. Se £ € S'(XK"), entdo por 8.3.4(1) e 9.3.6(1) temos
que '

- s ~ 0 s . _ ) .
e = Nt SRl = el
P _ : _plz ©UP,2
'9.4. RELACKO ENTRE 05 ESPaGos BS (K™ E A% _(x™)

9.4.1. DEFINIGARO. Seja s 50 e 1< p, r < . Diremos que £ €IP(K"
pertence a AS _(XK™) se | | '

p.,r _
k.,r , ’
x* IBI%F  |n|®

(1 Ien g
. > .

o n . - . C o
Como no caso do 1R e tendo em vista térmos a disposigao teo
remas de multiplicadores, & natural supor que vale o seguinte.

9.4.2. TEOREMA. Seja s >0 e 1 i'p,"r < =, Entao
» s N, _ S N
(1) o Bp'r(]K ) = Ay LKD)

com equivalencia de normas.
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Uma referéncia para tudo o que se refere a integral de Bochner
éf[31].

Seja E um espago de Banach (real ou complexo) com norma 'II-I!E
e (X,X,u) um espago de medida o-finita onde X & a g-algebra forma-
da pelos conjuntos u-mensuraveis.

1. DEFINIGAO. Dizemos que uma funcao £ : X > E ¢ simples se, exis
tem bl'bz""'bre E e_Al,Az,...,ArE X com u(Ai) <w,1<ic<r,
tais que '

f (x) b.I, (x)

1 13y

I
I ™R

i

para todo x € X, onde I 2 a funcdo caractenlstica do confunto A .

Ay

2. DEFINIGCAO. Dizemos que uma fungdo f : X * E ¢ mensuravel se,

existe uma sequéncia (£,) ‘de funcoes simples convergindo quase

i€WN
sempre para £, isto e,

lim i £

i+w

g (®) - f(x)llp =0, q.t.x.

3. DEFINIGAO. Dizemos que uma fungao £ : X = E & 4{racamente men-
surnavel se, f-l(B) € X para todo boreliano B de E.

4. TEOREMA. Se E ¢ separavel, entdo f : X+ E -2 mensuravel se e
somente 8¢ & gracamente mensuravel.

€ E, A, € X, uma funcaoc

i

r
5. DEFINIGAO. Sejfa f(x) = Z b,I, (x), b i

| i=1 * B4
simples. A integral de £ em nelagdo a u e definida por

(1) I f(x)du(x) =
: X

I~ Rat

bi u(Ai) .

i=1
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6. DEFINIGCAO. Uma funcao £ : X = E & Bochnen integravel se, exis-

te uma sequencia (fj) "de funcoes simples converngindo para £

j €N
quase sempre e tal que

L, (1) lim J NE, (x) - f(x)IIEdu(x) = 0.
x J ‘

j—>oo
Nestas condigoes, a sequencia
J £. (x)dp(x)
x 3
convenge gortemente em E, e seu Zimite
(2) If(x)du(x) = 1lim I f.(x)du(x)
X j+oo X J
e chamado de integral de Bochnen da fungdo £.

7. TEOREMA. Uma fungdo £ : X > E & Bochner integravel se e somen
Ze se a fungdo escalar x » If(x)lig for integravel.

8. COROLARIO. Se f : X - E ¢ Bochner integravel entdo

In

(1) 1 fwauoong < [ 1emiaue.
X X

~ 9. TEOREMA. Sejam E e F edpacgos de Banach e¢ T :E->F um opera
don Linear continuo. Se £ : X > E 2 uma {uncdo Bochnern integravel,
entao Tof ¢ Bochnen integravel e

(1) I T(f(x))du(x) = 'P(f f(x)du(x)).
X X

10. DEFINIGEO. 0 espago 2%(E) ¢ o conjunto formado por todas as se .
quéncias de elementos de E, tais que, a sequéncia de 4suas normas
esta em 29. Em outras palavras,

q - . 9 ( .
J?.(E)—{(xj)jE:IN .ijE e EjllijIE< }, 1<gqgc«<
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e
L (E) = {(xj)iEIN‘: xj € E e supj "xj"E < »},
O espago’ 29(E) & um espago de Banach quando esta munido da
norma
1/q

I (x.); 0 = (Z, Ix, I3 l<qg<ow
e

I (x.). .= sup. Ix 1l .

#3504~ g P %3 E

Denotaremos por zg(E), m > 1, o subespago de 29(E) formado

pelas sequéncias (xj) tais que xj =0 para j > m.

JEN
O conjunto formado pelas sequéncias (xj)je]N .de elementos de

E, para as quais existe N € IN tal que Xj =0 para j > N, sera
denotado por QZ(E).

.0

11. COROLARIO. Se a fungio £ : X - 2(E), £ = (£5) ¢ Bochner

JEWN ’
integravel, entdo

(1) ([xfj(x)du(x))j Ix(fj(X))jdu(x).

12. DEFINIGAO. 0 espago LP(X,E), 0 < p < =, ¢ definido como o con
junto das fungoes mensuraveis £ : X » E, tais que

(1) hen , = (f IE ) 12au () 1P < w.

L (E) X *

Quando 1 < p < =, [« € uma norma sobre Lp(X,E) e
- p
L (E)
Lp(X,E) € um espago de Banach quando munido dessa norma. Se E =T
ou €, denotaremos |l por -l .
Lp(E) P

13. DEFINIGAO. 0 espago L”(X,E) & definido como o conjunto das fun
¢oes mensuraveis £ : X - E, para as quais existe K > 0 tal  que
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I£()ll < K, g.t.x. Se £ € L™(X,E), deféinimos

(1) £ K = sup ess I£(x)l

-+

L (E) Xx€X

inf {K : I£(x)lI; < K g.t.x}.

Temos que [l € uma norma sobre LQ(X,E) e ,Lm(X,E) é
L (E)
um espago de Banach quando munido dessa norma. Se E = IR ou €, de
notaremos I _ por -1l .
L (E)

14. OBSERVACEO. Se f,g € Lp(x,E), 0 <p<w e f(x)=9g(x) q.t.x,
entao f e g sao consideradas como um mesmo elemento de P(x, E),
isto &, LP(x,E) & um espago de classes de equivaléncia mbdulo g.s.

15. NOTAGOES.

A: Denotaremos por M(X,E) o espago de todas as fun¢5es men-
suraveis f : X - E.

B: Seja X um espago topoldgico. O subespago de L°°(X,E)v das
fungoes de suporte compacto serid denotado por L:(X,E) .

C: Seja X um espago topoldgico. O subespago de M(X,E) for-

‘mado pelas fungoes f(x) tais que x * I£(x)ll; & localmente. inte-
gravel, serad denotado por Lioc(X,E) .

D: Sejam E e F espagos de Banach. O espago de todas as apli
cagoes lineares continuas T : E » F serd denotado por L(E,F). Es
se espago € um espago de Banach com norma

Nl = sup {llT(x)llF : X €E, lellE < 1}.

L(E,F)

E: O espago das fungoes continuas com suporte compacto de X"
em € sera denotado por Cc(]Kn).
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16. OBSERVACAO. Se IK & um corpo local, entao L:(]Kn,E) € denso
em Lp(]Kn,E), 15_p"'< ©, pois K & og-compacto.

17. DEFINIGCAO. Sejam X um coapo Local, E e F espagosde Banach
e T uma aplicagao de L”(K",E) em M(X",F). Se

(1) IT(E + @) (XM < ITE) L + ITg(x)l 5

para todo x € ' e f,g € L°°(]Kn,~E), dizemos que T ¢ sublineanr.

18. DEFINIGEO. Seja T um operadon sublinear de L_(K,E) em M(K,F).

(1) Seja 1 < p < ». Se para toda f € L:(]Kn,E) temos

(1) £ I <clel
P T P (E)

4

dizemos que T & do tipo forte (p,p)-

(11). Sefa 1l<p<=. Separatodo A>0 e £€L_(K',E) zemos

’

(2) o Hx s el > A <eaPugl®
P (E)

entao dizemos que T e do tipo fraco (p,p)-

19. TEOREMA (Teorema de Interpolacao de Marcinkiewicz). Sejam E e
F espacos de Banach, T um operador Linear (sublinearn se¢ F=R ou
C) de L:(]Kn,E) em M(XKD,F) e 1 <r<s<wo Se T ¢ do tipo gra
co (r,r) e (s,s), entdo T ¢ do tipo forte (p,p), r < p < s. Se T ¢
do tipo fornte (»,») e do tipo fraco (r,r), entdo T e do tipo fonrte
(p/P)y r < p < ®

DEMONSTRAGAO. Ver [2].

20. TEOREMA. Se 0 <r < ¢ g€ LY(X,E), entdo
[ ]

(1) f'llg(x)llEdu(x) = J rt" i ((x g (x)liz > t}dt.
. X o
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21. DEFINIGAO. As {funcoes de Rademachexn s j >0, sao deginidas
em [0,1] poxr '

(1) rj'(x) = sgn(sen 23+ 1y
23+ . v
_ i-1 ’
= izl (-1) I( i-1 4 (x).

3L 2j+1)

22. TEOREMA (Desigﬁaldade de Khintchine). Para todo 1 < p <=», exis
tem constantes Ap e Bp dependendo somente de p, tais que, para

-~ . 2
toda sequencia (aj)jem € ¢4, <Zemos
1l

T or( Pat) 1/P I (e,

1 A DI < I Z r.(t)a. < B )
(1) p.ll(aJ)lez_(ol rJ()aJI dt) < Byl (ag)y

3=0 2

L
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