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Solitario, tu seques o caminho do
criador: queres tirar um deus dos teus

sete demonios!

Friedrich Nietzsche



Resumo

Nesta dissertagao estudamos o comportamento das solugoes da equagao de meios porosos
_ A m N
u; = Au™ em RY x (0, 00)

onde m = (N —2)/(N +2) com u(z,0) = ug(z) = O(|z|~™N=2?), ug continua e ndo negativa,
quando o tempo se aproxima do tempo a partir do qual a solucao é identicamente nula. Nos
basearemos no trabalho de Del Pino e Sdez [5] no qual é estabelecido a seguinte férmula

assintotica

1 /(1m) kN)\ (N+2)/2
(T—t) u(x,t) = m +19(33’,t)

para algum Z € RY, X\ > 0, em que ky ¢ uma constante que depende apenas de N e 9 — 0

em um sentido a ser precisado.
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Abstract

In this work we study the behavior of the solutions of
uy = Au™ in RY x (0, 00)

with m = (N — 2)/(N + 2), u(x,0) = uo(x) = O(|z|"¥=?)) and u, is a continuos function,
when ¢t — T, where T is the extintion time of u. Our study was based on the work of Del

Pino and Séez [5] where they proved the asymptotic formula,

k'N)\ }(N+2)/2

T — )~/ (1=m) Had 27
(1= e = { A

where 7 € RY, X\ > 0, and ky depends only on N.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 A Equacao de Meios Porosos
Neste trabalho estudaremos a seguinte equagao
uy = Au™ (1.1)

chamada equacao de meios porosos. Faremos neste capitulo as seguintes assuncoes: u é uma
funcao escalar nao negativa no espaco RY, com N > 1, A representard o Laplaciano nas
varidveis espaciais, e nos referiremos a (1.1) pela abreviacado EMP, e m > 1. A equacao pode
ser definida para todo z € RY e tempo t € (0,00). Condigdes iniciais serao requeridas para
determinar a solucao. Caso o problema seja em um dominio limitado @ C RY com 0 <t < T
precisaremos de condic¢oes de contorno bem como de condigoes iniciais.

O desenvolvimento de uma teoria matématica para a EMP é fortemente motivado
por suas importantes aplicagoes. De fato, essa equacao aparece naturalmente na modelagem
de processos envolvendo fluxos, transferéncia de calor e difusao. Os primeiros a usarem a EMP
para modelar o fluxo de um gés isotrépico através de um meio poroso foram Leibenzon [15]

e Muskat [16], independentemente em 1930.



1.2 Fluidos em meios porosos.

Como dito acima a equacao de meios porosos aparece no estudo de diversos fendmenos
naturais, mas como o préprio nome da equacao sugere, é na modelagem de fluxos em meios
porosos que esta equacao é mais utilizada. Apresentaremos nesta secao uma breve explicacao
de como a EMP aparece neste caso.

Antes de mais nada destacamos que o fluido que estaremos considerando serd um
gas ideal, ou seja a interacao entre as moléculas do gas em questao pode ser despresada, o
que é um caso bastante comum na natureza. Sabe-se que para um gas ideal em um meio

poroso vale a seguinte equagao, conhecida como equag¢ao do balanco de massa,
eur + V- (uV) =0, (1.2)

onde u e V sdo respectivamente a densidade do gas e a velocidade do fluxo (fungoes depen-
dentes das varidveis espacial e temporal), e € é uma constante positiva relacionada a porosi-
dade do meio. E também conhecida a chamada equacao de estado que relaciona pressao e

densidade de um gés ideal:
p = pou’ (1.3)

em que p é a pressao do gas, que depende do ponto e do instante considerados, py ¢ uma
constante positiva e v é a chamada constante politropica do gas em questao. Ora, a pressao

esta relacionada com a velocidade do fluxo pela seguinte férmula
nV = —kVp, (1.4)

em que k e p sao constantes. Logo fazendo as devidas substitui¢coes obtemos

—k
euy + pOA(u'Y“) =0
U

que apds um reescalonamento da varidavel temporal se torna a EMP. Em geral, tanto na
modelagem de fluidos como em outras aplicagoes a equagao de meios porosos aparece com
um expoente m maior do que um, neste caso é conhecida uma solucao explicita, a qual foi

encontrada por Zel’dovich e Kompaneets [23], e Barenblatt [1] e apresentamos a seguir.



1.3 A solugao de Barenblatt (m # 1)

Nesta secao vamos obter a solugdo de Barenblatt, como em [6]. Para isso comegaremos

buscando uma solucdo de (1.1), que seja invariante por um reescalonamento, ou seja,
U(z,t) = p*U(p’x, ut),

para todo ¢ > 0, x € RY et > 0, com «a, 3 constantes a serem determinadas. Fazemos
= t"1, obtendo assim,
x

1

com v(y) = U(y,1). Substituindo (1.5) em (1.1) obtemos
ot~ u(y) + Bt~y - Du(y) + 1~ EIAW™) (y) = 0 (1.6)

com y = tPz. Objetivando tornar (1.6) uma expressio envolvendo apenas a varidvel y,
impomos

a+1=am+25. (1.7)

Dessa forma (1.6) se transforma em
av+ By - Dv+ A(v™) = 0. (1.8)

Podemos simplificar nosso problema ainda mais impondo que v seja radial, ou
seja, v(y) = w(]y|) para alguma fungao w : R — R. Dessa forma a equacao (1.8) se torna

N -1

aw + Bruw’ + (w™)" + .

(w™) =0, (1.9)

onde ’ representa a derivada em relagdo a r = |y|. Impomos ainda,
a=NB, (1.10)

o que tranforma (1.9) em

(rN Y w™)) + B(rNw) = 0.

Integrando,

N w™) + B(rMw) = a



para alguma constante a. Se assumimos ainda que lim,_,., w = lim,_,, w’ = 0, temos que

a = 0 donde

(w™) = —prw.
Entao,
-1
(wm—l)/ —_ (m >57“
m
Consequentemente,
_ m — 1
wl=C — = pr?,
onde C' é uma constante. Segue que,
m—1_, =
w=|C— - Br : (1.11)
+

em que tomamos a parte positiva do lado direito de (1.11) para garantir que w > 0. Obtemos

assim por (1.5), que

_1
m—1

A |=[?
U(I’,t) =1 C_kt2_0 s (112)
+
com \ = W, c=2k= )‘g";;vl), e C' > 0 ¢é uma constante.

Na expressao da solugdo de Barenblatt em (1.12) vemos que U possui suporte
compacto para todo t > 0. Dessa observagao podemos concluir que o principio do maximo
forte nao se verifica para a EMP. De fato, se o dado inicial tiver suporte compacto, a solucao
correspondente terd suporte compacto para todo ¢t > 0. Isso origina o fenémeno da velocidade

de propagacado finita das solugoes da EMP.

1.4 Velocidade de propagacao finita e fronteiras livres

A EMP possui grande semelhanca formal com a Equacao do Calor a qual pode ser vista como
sendo o caso em que m = 1 em (1.1), e de fato a EMP compartilha muitas das propriedades
conhecidas da Equagao do Calor. Porém o fato de a EMP ser uma equacao nao-linear e
degenerada (vide o Apéndice A) gera fenomenos interessantes do ponto de vista matematico
e de suas aplicacoes que a distinguem profundamente da Equacao do calor. Um exemplo
interessante diz respeito a velocidade de propagagao da fronteira entre a regiao onde u > 0 e

a regiao onde u = 0 o que pode ser enunciado assim,

4



e Uma solucao nao trivial e nao-negativa da equacao do calor é automaticamente positiva

(> 0) em todo seu dominio.
e Perturbacoes no nivel u = 0 se propagam com velocidade finita para solucoes da EMP.

A velocidade de propagacao finita faz da EMP um modelo mais adequado para fenomenos
fisicos do que a equacao do calor.

A propriedade de propagacao finita da EMP leva ainda a outra caracteristica
interessante dessa equacao que é a existéncia de fronteira livre, que é a fronteira entre a
regiao onde u > 0 e a regiao onde u = 0. As frontiras livres sao um importante e dificil
objeto de investigagdo matemaética, tratado por exemplo em [8]. A fronteira livre de um
problema nao-linear pode ser um subconjunto complicadissimo de D := 2 x [0, T'), e por isso,
no cerne de sua investigacao encontra-se a questao da regularidade deste conjunto, que no
caso da EMP é muitas vezes C'°.

Outro tema importante dentro do estudo da EMP é o comportamento assintético
de suas solugoes, o que é de fato o tema dos resultados principais apresentados neste trabalho
(Capitulo 3), devidos a Del Pino e Séez [5]. Esses resultados dizem respeito ao comportamento

N-2

assintético das solugoes de (1.1) com m = {75 (conhecido como expoente critico de Sobolev).

1.5 EMP com expoente critico de Sobolev

A EMP com expoente critico de Sobolev desperta especial interesse matematico devido a
sua estreita relacao com um famoso problema da geometria, o problema de Yamabe, mais
precisamente com o fluxo de Yamabe. O problema de Yamabe é encontrar dentro de uma
classe de métricas conformes em uma variedade Riemanniana uma que possua curvatura
escalar constante. J& fluxo de Yamabe é uma equacao de evolucao usada para a partir
de uma métrica dada encontrar uma métrica conforme de curvatura constante (para mais
detalhes veja o Apéndice B).

As funcgoes
A (n+2)/2
F(z,\) = —_
(2. ) /«un(mm)

formam uma familia de métricas conformes de curvatura constante na interpretacao associada



ao problema de Yamabe como explicado no Apéndice B. Essas fungoes terao um papel central
nos resultados principais apresentados no Capitulo 3 e brevemente discutidos na proxima
secao.

Uma ferramenta importante associada a EMP com expoente de Sobolev é a in-

versao. A inversao é dada pela formula

a(z,t) = [z Pu(l(2), 1), 1(2)=z/lal”

N-2

O interessante € que se u é solugao da EMP com expoente critico de Sobolev,m = $73,

entao u também o é. Uma propriedade interessante da inversao é a conservacao da norma
LP" | com p* = 2n/(n + 2), outra propriedade interessante é que ela nos permite analisar o

comportamento de u quando |x| — oo a partir do comportamento de @ perto de 0.

1.6 Sobre os resultados principais

Como dito acima, os resultados principais desta dissertacao, apresentados e demosnstra-
dos no Capitulo 3, dizem respeito ao comportamento assintético das solucoes da EMP com
expoente critico de Sobolev. Neles descrevemos seu comportamento quando o tempo se
aproxima de um valor 7" > 0 a partir do qual a solucao ¢ nula.

O primeiro desses resultados, o Teorema 3.1.1 (pag. 20) nos diz que as solugdes
da EMP com expoente critico de Sobolev, em RY x (0,00) com o dado inicial satisfazendo
uma certa condicao de decaimento satisfazem

o kA (N+2)/2
(T — )Yy, t) = {m} +9(z,t)
para algum Z € RV, X\ > 0, em que ky ¢ uma constante que depende apenas de N e 9 — 0
em um sentido a ser precisado. J& o segundo teorema (Teorema 3.1.2) trata da estabilidade
do parametro T em relagao ao dado inicial, estabelecendo que eles definem funcgoes continuas

do dado inicial (continuidade em uma norma a ser definida no Capitulo 3).



Capitulo 2

Teoria basica da equacao de meios

POrosos

Neste capitulo consideraremos a EMP,
u(z,t) = Au(x, t)™, (z,t) € Q = Q x [0,00) (2.1)

onde, 2 C RY e m > 1'. Aqui apresentaremos o conceito de solucao fraca para a EMP,
demonstraremos existéncia e unicidade, e posteriormente discutiremos a existéncia de solugoes
cldssicas, baseado em [19]. Neste capitulo, 2 é um subconjunto aberto e limitado de RY que
possui uma fronteira suave, @) é como em (2.1) , Qr = Q x (0,7) e ¥ = 09 x [0, 00).
Os resultados deste capitulo também podem ser estendidos para RY x [0,00) no contexto
de solugoes fortes como definido em [19]. Tais resultados serao usados no Capitulo 3 para

solugoes que sao regulares, portanto neste capitulo restringiremos nosso estudo a dominios
limitados Q7 = Q x (0, 7).
2.1 Solucoes fracas

Considere o seguinte problema,

IFaremos a teoria bésica no caso m > 1, porém os resultados apresentados neste capitulo podem ser

estendidos para m < 1, vide [20].



u(z,0) = wup(z), em (2.3)

u(z,t) = 0, em X =00 x [0,T], (2.4)
onde m > 1 e ug é nao-negativa e localmente integravel, e I' = 9Q € C3.
Definicao Uma funcdo nao-negativa u definida em Qr é dita solu¢do fraca de (2.2)-(2.4) se
i u™e L*(0,T, H (Q))
ii. u satisfaz a seguinte identidade

/ {V(u™) -V —up} dedt = / uo(z)p(x,0)dx (2.5)
Qr

Q

para qualquer » € C*(Qr) que se anule em X U (Q x {T}).

Na defini¢do acima ug pertence pelo menos a L'(€) para que (2.5) esteja bem
definida. Observe que a equacao é satisfeita apenas em um sentido fraco ja que as derivadas
em (2.2) sdo fungoes, mas existem apenas no sentido de distribuigoes. De fato, se ¢ € C'°,
observamos que u; = A(u™) no sentido de distribui¢oes. Finalmente, a condigao inicial (2.3)

estd embutida na integral (2.5), e é na realidade satisfeita, em um sentido fraco.
Proposicao 2.1.1 Seja u uma fun¢ao nao negativa definida em Qr tal que
i. u™ € L*(0,T, H (Q))
1. u satisfaz a identidade,
/ {V(u™) -V —up}dedt =0 (2.6)
Qr
para qualquer fungdio ¢ € CH(Q7)
ii. para todo t > 0 temos u(t) € L*(Q) e u(t) — ug quando t — 0 em L'(Q).

Entao u € uma solugdo fraca de (2.2)-(2.4) de acordo com a defini¢cao acima.

Demonstragao: Suponhamos u como no enunciado. Temos que provar que (2.5) se verifica.
E facil ver que (2.6) continua valida quando ¢ € CY(Qr) e ¢ = 0 em dQr (basta aproximar
¢ por g, € C1(Q) e tomar o limite).



Se ¢ é como em (2.5) tomamos a fungao de corte ( € C*(R), 0 < ¢ <1 tal que
((s) =0 para s <0, ((s) =1paras>1e( >0, e definimos (,(t) = ((nt). Calculando
(2.6) com a fungao teste ¢(z,t)(,(t) nos da,

[ [ ve—ueyca= [ [ueti= [ [ w
Z//QI/H(U—UO)SDCn,t + //Ql/n UGt |

Fixemos € > 0 e seja n suficientemente grande para que ||u — ug|; < € para 0 <t < 1/n.
Entao a primeira integral do tltimo membro é menor do que €||¢||oo [ Curdt 0 qual tende a

zero quando n — oo. Além disso para o ultimo termo temos,

/ [, wee= [ ateete, s

uogotcndxdt—)/uo o(z,0)dx
Ql/n

quando n — 00, 0 que prova (2.5). B

E claro que uma solucao classica é automaticamente uma solucao fraca do prob-
lema. Além disso, apesar da solugdo U definida em (1.12) na Introdugao, nao ser uma solucao
fraca devido a singularidade de seu dado inicial, e pelo fato de seu valor de fronteira nao ser
zero, podemos obter a partir dela solugoes fracas através do seguite processo. Tome x( € (2,

e seja 7 > 0, e C na defini¢ao suficientemente pequeno. Entao a funcao,
w(z,t) =U(xr — xo,t + 7) (2.7)

¢ uma sougao fraca de (2.2)-(2.4) em qualquer intervalo de tempo (0,7) no qual a fronteira

livre esta dentro de €2, isto é, se
T + 7 < ¢ dist(zo, OQ)N(m=1+2

Observe que w nao é uma solucao classica.

2.2 Unicidade de solucoes fracas

A unicidade de solucoes fracas é demonstrada usando-se uma fungao teste es-

pecifica.



Teorema 2.2.1 O problema (2.2)-(2.4) tem no mdzimo uma solu¢do fraca.

Demonstragao: Suponhamos que temos duas solugoes u; e uy. Por (2.5) temos,

// (V(ul* —ub') - Vo — (ug — ug)py)dzdt = 0 (2.8)
t
para toda fungao de teste ¢. Queremos usar a seguite funcao de teste,

ftT(u’f‘(:c, s) —ul(z,s))ds, se0<t<T

0, set>"1T,

n(x,t) = (2.9)

onde 7' > 0. Mesmo se ) nao tiver a suavidade requerida podemos aproxima-la por fungoes

suaves 7). para as quais (2.5) se verifica. Como

ne = —(u' —uy') € L*(Qr), (2.10)

T
Vn = / (Vu" — Vui)ds € L*(Qr), (2.11)

e além disso n(t) € H}(Q) e n(T) = 0, podemos tomar o limite € — 0 e (2.5) valerd também

para n. Portanto,

/ / (U — u)(uy — ) ddt + / / (V" — ) - ( / L (VU — Vum)ds)dedt = 0.
T T t
Integrando o ultimo termo temos,
//T(u’lﬂ —ud')(uy — ug)dxdt + % /Q(/OT(VUT — Vuy)ds)*dz = 0. (2.12)
Como ambos os termos sao nao-negativos, concluimos que u; = us q.t.p em Q. g

Corolario 2.2.1 Ezistem dados iniciais para os quais o problema (2.2)-(2.4) nao admite

solucao cldssica.

Demonstragao: Basta observar que (2.7) é solugao fraca que nao é cldssica do problema, e

o corolario pode ser deduzido da unicidade de solucoes fracas.

2.3 Existéncia de solucoes fracas

Sabemos da se¢ao anterior que caso exista uma solugao fraca para (2.2)-(2.4), esta

é inica. Vejamos agora que se o dado inicial estd em L™ (£2), uma tal solugao sempre existe.
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Teorema 2.3.1 Suponhamos que ug € L™(Q), ug > 0. Entdo o problema (2.2)-(2.4) tem

uma solugao fraca em um intervalo de tempo infinito (T = o).

Demonstragao: Faremos esta demonstracao em etapas. Consideraremos primeiro o caso
em que ug € suave e se anula na fronteira e demonstraremos o resultado neste caso, obtendo
também nesse ponto uma estimativa importante. Essa estimativa nos permitira resolver o

problema no contexto mais geral do teorema.

Parte 1: Suponhamos que uy > 0 e ug € C(Q).

Comecaremos construindo uma sequéncia de dados iniciais ug, de tal forma que
up(z,t) > 0 V(z,t) € @, objetivando com isso evitar a degeneracao da equacao (que se

manifesta quando u = 0). Podemos simplesmente tomar,

1
n
Vamos resolver agora o seguinte problema,
(un): = Au)) em Q, (2.14)
Un(2,0) = ugn(r) em Q (2.15)
1
up(z,t) = — em X. (2.16)
n
Devido ao dado inicial temos,
1 1
— < up(x,t) < M+ — 2.17
S un(et) < M+ (2.17)

pelo principio do méaximo (vide Apéndice A.2), onde M = sup(ug). Portanto, estamos
tratando na pratica de um problema uniformemente parabdlico. De fato, o problema (2.14)-
(2.16) tem uma tnica solucdo u, € C*'(Q). A justificativa rigorosa usa um truque que

consiste de substituir a equacao (2.14) por

(tn)r = div(a,(u)Vuy,) (2.18)

, ~ . —1 .
onde a, é uma fungao positiva e suave, a,(u) > ¢ > 0 e a,(u) = mu™ Y 1o intervalo

[1/n, M + 1/n]. Essa equagdo ndo ¢ degenerada e por isso a teoria bdsica de equacoes
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parabdlicas quasilineares contida em [14], pagina 559, e parcialmente apresentada no Apéndice

A, pégina 46, nos garante a existéncia de uma solucdo em C%!(Q). Além disso, por difer-

enciagao repetida, e regularidade interior podemos concluir que u,, € C'°. Agora, devido a

defini¢ao de a,,, as equacoes (2.14) e (2.18) coincidem no dominio de w,,. Dessa forma o prob-

lema (2.14)-(2.16) ¢ resolvido no sentido cldssico e a degeneragao da equagao foi contornada.
Além disso, pelo principio de comparagao, no Apéndice A.2,

Unt1(z,t) < up(x,t) em Q (2.19)
para todo n > 1. Logo podemos definir, a funcao,

u(z,t) = lim wu,(z,t), Y(z,t) € Q. (2.20)

n—oo
Entao u, converge em LP(Q)) para todo 1 < p < oco. No intuito de mostrar que uma tal
fungdo u é a solugao fraca do problema (2.2)-(2.4) precisaremos de algumas estimativas.

Primeiramente, de (2.17) temos,
0<u<M emQ. (2.21)

Vejamos agora uma estimativa para Vu'™. Multipliquemos a equacao (2.14) por ¢, = u"* —

(%)m e integremos por partes em (Jp para obter,

1 1
m|2 _ - am o d
//QT |Vul|*dxdt /Q <1+mu0n(:v) nm) Uon (x)dx

_/Q (mi (2, T) - nim) up(z, T)da (2.22)
<

1 1\ 1 1
< / (uo(as) + —) de + — (M + —) / dx.
m+1 n nm n) Jo

Como T ¢ arbitrério, segue que {Vu™} é uniformemente limitado em L?*(Q)), e portanto existe

uma subsequéncia fracamente convergente para uma certa 1 em L*(Q). J& que u™ — u™,
segue que ¥ = Vu™ no sentido das destribuigoes. O limite é unicamente definido de tal forma
que toda sequéncia deve convergir a isso. Passando o limite em (2.22) obtemos a seguinte

importante estimativa,

(m+1)// ]Vum\zd:cdt—i—/umﬂ(x,T)dm g/u’onﬂ(x)dx, (2.23)
T Q

Q
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chamada estimativa de enegia. Por outro lado, como u, € C(Q), u, = % emXel<u<
Up, TEmMos,
(x%ti)rgzu(x, t)=0
com convergéncia uniforme. Portanto u™(.,t) € H(Q) q.t.p em ¢ > 0.
Finalmente, como u,, é solugao classica de (2.2), ela claramente satisfaz (2.5) com
ug substituido por wug,. Fazendo n — oo obtemos (2.5) para u. Portanto, u é solugao fraca

de (2.2)-(2.4).

Observacao 1: Destacamos, para encerrar esta etapa, que se ug, Uy € C°(2), s@o dois
dados iniciais em para o problema (2.2)-(2.5), com ug(x) < Uo(x) para todo x € 2, entao o
processo de aproximagao acima pode produzir sequéncias ordenadas, ug, < U, em ). Pelo

principio do maximo cléssico, temos wu,, < 4, em ) para todo n > 1. Segue que u < 4 em Q).

Parte 2: Suponhamos que uy € limitada e se anula na fronteira.

Consideremos uma sequéncia de fung¢oes nao-negativas ug, € C°(€2) que converge
pontualmente para ug, e além disso ug,11() < ug, < up(z) para todo z € Q e n € N. Entao,
pelo Parte 1, o problema (2.2)-(2.5) com ug, como condigao inicial possui uma solucao fraca
. Além disso

un+1(x7 t) < Un<5(], t)a

pela Obsevagao 1. Como em (2.20) definimos

u(z,t) = lim u,(z,t).
n—oo

Depois de uma série de argumentos inteiramente analogos aos apresentados no
Parte 1, podemos concluir que o problema (2.2)-(2.5) com wg satisfazendo as condigoes da

Parte 2 possui solugao fraca.

Parte 3: Caso geral.

No caso geral, ug € L™ () consideramos uma sequéncia crescente de fungoes de

corte (,, as quais se anulam em I', considere a sequéncia de aproximacoes do dado inicial,
uo,n(2) = min {ug(z)C(x), k} (2.24)
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Usando o Passo 2 resolvemos o problema (2.2)-(2.4) com dado inicial ug e obtemos
uma unica solugao ug. Por comparacao ugy; > ui em ). Por outro lado, pela estimativa
(2.23), a sequéncia {uy} é uniformemente limitada em L>((0,00) : L™(Q)) e Vui® estd
em L*(Q). Logo, {uy} converge q.t.p a uma fungao u € L>((0,00); H}(f2)). Finalmente, a
equagao (2.5) é satisfeita.

2.4 Limitacao absoluta na norma do supremo.

Proposicao 2.4.1 Toda solugio fraca u de (2.2)-2.5 € limitada em Q7 = Q X (1,00) para

todo T > 0. Além disso, temos uma estimativa de decatmento da forma,
w(z,t) < C(m,d)Rmit w1, (2.25)
onde C(m,d) >0 e R é o raio de uma bola contendo ).

Observe que a limitacao enunciada na proposi¢ao acima independe do dado inicial, por isso

nos referimos a ela como limitacao absoluta.

Demonstragao: Consideremos inicialmente o caso em que ug é continua e se anula em
0f). Vamos construir uma super-solucao explicita com a qual compararemos as solucgoes
aproximadas u,, de (2.14)-(2.16). De fato, tome a bola B de raio R contendo estritamente (2,

ou seja 0§ C B, e considere

2(2,t) = A(t +7)7(1 — bx?)? (2.26)

-2

para constantes A, 7, a, 5, b > 0 a serem determinadas. Tome b = R™* e temos que z é

positiva em B x (0, 00), portanto para n suficientemente grande

1
up(z,t) = - < z(z,t) em X (2.27)

para A, 7, «, 3 fixos. Além disso, temos,

uon < 2(x,0) (2.28)

quando 7 ¢é suficientemente pequeno. Finalmente definimos o = 1/(m—1) e § = 1/n
obtendo,

22— A(Z™) > 0= (up): — Auy)) (2.29)
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para

A > Rw1(2N(m — 1)1, (2.30)

Com essas escolhas, o Principio do Méximo implica que u,(z,t) < z(x,t) em @, logo no limite

u(z,t) < z(x,t). Como 7 pode ser arbitrariamente pequeno, fazemos 7 — 0 e obtemos,

u(a,t) < Atm (1 - (%2))%. (2.31)

Por um processo de aproximacao semelhante ao usado na Parte 1 da demonstragao do Teo-

rema 2.3.1 podemos concluir que (2.31) se verifica para toda solucao fraca.

2.5 Existéncia de Solucoes Classicas.

Uma vez que garantimos a existéncia de solugoes fracas, vejamos em que condi¢oes podemos

assegurar que uma tal solugao é de fato uma solugao no sentido classico.

Proposicao 2.5.1 Seja uy € C(Q) positiva em Q e nula em T' = 09, e seja u a solugao

fraca correspodente. Entao u € C*(Q) N C(Q), u € positiva em Q) e nula em X.

Demonstragao: Vejamos primeiramente que se zg € £ e ug(xg) > 0 temos u(zg) > 0 para
todo t > 0. Para isso usaremos o método das barreiras. De fato, sejam ¢, r > 0 tais que
ug > ¢ > 0 na bola B de raio 7 > 0 e centro xy. Um tal par (¢, r) existe pois uy é continua e

up(zo) > 0. Consideremos, entdo, a fun¢ao de Berenblatt
u(z,t) =U(x —x0,t+ 1;C) (U é definido em (1.12)).

Podemos escolher C' > 0 pequeno o suficiente para que ug(z) > u(x,0) em B, e também o
suporte de u contido em @ para um 7' > 0 dado. Esse suporte é da forma & = {(z,1) :
cle —xo]" < (t+1)} comy=N(m—1)+2, u € C®(S) e u se anula na fronteira lateral de
S.

Portanto, pelo Principio do Maximo, no Apéndice A.2, aplicado em SN Q1 a u e
uma fungao suave que aproxime u concluimos que u > @ em S, logo u(x,t) é uniformemente

limitada quando ug(x) # 0, numa vizinhanca de forma V = B x (0,7).
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Logo, quando fazemos u,, — u como feito no processo de aproximacao na demon-
stracao do Teorema 2.3.1, em V podemos aplicar a teoria de regularidade para equagoes
parabdlicas nao-degeneradas quasilineares (vide [14], Capitulo 6), e concluir que u € C*°(N)
e depende continuamente do dado inicial em B.

O fato de que u se anula em ¥ é uma simples consequéncia do processo (2.13)-

(2.16). nm

2.6 A estimativa L! basica.

Esta secao contém outra importante estimativa que permite o desenvolvimento de uma teoria

de unicidade, existéncia e estabilidade em L'(€).

Proposigao 2.6.1 (Principio da contragao em L') Sejam uy, ig dois dados iniciais em

L™ Q) e sejam u, U suas respectivas solugoes fracas. Entdo para todo t > 7 >0

/Q[u(x,t) —a(z,t)]Tdr < /Q[U(ZB,T) — oz, )] dr < /[uo — 1] Tdx (2.32)

Q

em particular,

[u(t) = a(®)]l < [lu(r) = a(7)[ly < [luo — tollx (2.33)

Demonstragao: Seja n € C'(R) tal que 0 < n < 1, n(s) = 0 para s < 0, /(s) > 0 para

s > 0, e considere as aproximagoes u,, U, para (2.14)-(2.16). Temos, entao em €2 para ¢t > 0,

/ (n — it )plu" — ) = / AG — @Myl — @)de
Q Q

- / V( — )P — e < 0
Q

(Note que n(u* —u) = 0 em X). Portanto, fazendo 7 convergir para a funcao sinal

- 1 ses>0
signg (s) = . <0
se s <0,
e observando que %[un — t,)" = (u, — Uy )ssigng (v, — y,), temos,
d
— | [t — 1, dz <0,
dt Jq

o que implica (2.32) para u,, 4,. Passando o limite obtemos (2.32). Para obter (2.33) basta

combinar (2.32) aplicado a u e & e depois a e u. |
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A demonstracdo acima estabelece a unicidade do problema (2.2)-(2.4) por uma
técnica completamente diferente da que usamos no Teorema 2.3.1. é interessante observar
que a inequagao (2.32) nao sé estabelece uma dependencia em L' do dado inicial como um

principio de comparagcao.
Corolario 2.6.1 Se ug < g q.t.p em 2, entao u < 4 q.t.p em Q.

Coroldrio 2.6.2 (Continuidade em L') A solugao fraca de (2.2)-(2.4) pode ser vista como

uma curva continua em L' (), ou seja, u € C([0,00), L}(Q)).

Demonstragao: Quando uy € C(2) é positivo em 2 e se anula em 02, mostramos na
secdo anterior que u € C(Q), e portanto u € C([0,7] : L*(2)). Para um g mais geral, o

aproximamos por iy como antes e usando a Proposicao 2.6.1,
[u(T) = wolly < [Ju(r) = a(7)l[x + lluo — dollr + [[a(7) — doll:

< 2[Jug — ol + [|a(7) — tol|.

Logo, como 1y — ug e 7 J 0 temos u(7) — ug. Isso mostra a continuidade em ¢ = 0. Para

t > 0 basta aplicar o mesmo argumaneto a ¢t + 7. ]
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Capitulo 3

Propriedade de anulacao das solucoes

da equacao de meios porosos.

3.1 Introducao

N-2

Este capfulo! trata da EMP (1.1) com 0 < m < 1, precisamente m = N5

Devido ao trabalho de Herrero & Pierre [12], é sabido que este problema estd bem definido
para qualquer dado inicial uy localmente integravel e nao negativo, no sentido de que existe
uma Unica solugao no sentido de distribuigoes globalmente definida no tempo.

Por outro lado, o expoente m = (N — 2)/N estabelece uma barreira para regu-
laridade. De fato, todas as solugoes sdo positivas e suaves para m > (N — 2)/N para todo
tempo positivo, o que nao é necessariamente verdadeiro se m < (N — 2)/N. Considere por

exemplo para m < (N — 2)/N as fungoes

a(z,t) = {Cllal| (T — )}/ (3.1)

com C'=2m(n—1—(m+1)/(1—m)) > 0, as quais s@o solugoes no sentido de distribuigdes
nao suaves da EMP (1.1) que se anulam apds o tempo 7.

Observe que de acordo com o Principio de Comparacao (Corolério 2.6.1, pagina

10s resultados deste capitulo sdo devidos a M.Del Pino e M. Sdez, vide [5].
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17) estas solugdes podem ser usadas como barreiras superiores para estabelecer o seguinte

fato: Sem < (N —2)/N,0<wug € L>® e
uo(z) = O(||z|| ")), com ||z| — +o0 (3.2)
entao existe um tempo 7" > 0 tal que,
u(z,t) =0, para (z,t) € RY x (T, 00).

Chamamos o menor destes valores T' > 0 de tempo de anulagao da solugao wu.
Também observamos que u = 1 é solucao , entao esse decaimento do dado inicial é necessario
para obtencao da anulagao em tempo finito.

Estaremos interessados em analisar o comportamento exato da solucao préximo
do tempo de anulagao para um dado inicial de decaimento rapido. Em [13] King obteve, via
analise assintotica formal, um retrato razoavelmente completo do comportamento assintotico
no caso radialmente simétrico, para uma dado inicial com suporte compacto ug = u(||x||). Ja
em [9], Galaktionov e Peletier estabeleceram rigorosamente algumas das conjecturas de King.
Em particular, eles provaram que no caso com simetria radial e m = (N —2)/(N+2), N < 3,
a anulacao da solugao u(r,t),r = ||z||, no tempo ¢t = T" ocorre como solu¢ao auto-semelhante,
vide [20]. Mais precisamente, existe A > 0 tal que,

/iN)\

u(r,t) ~ (T — t)(N+2)/4{)\2 + 2

JNHD2 4 T (3.3)

Observe que neste caso, a equacao (1.1) assume a forma

N -1
r

w = (U™ + (™)., 7> 0.

A aproximagao em [9] também se estende ao caso dos expoentes 0 < m < (N —
2)/N, onde a anulagao nao adimite separagao de varidveis, mas assume uma forma de solugoes
auto-semelhantes como

u(r,t) = (T = )" f(r(T = 1)°),

para certos numeros « e . O método de Galaktionov e Peletier é baseado no estudo das
propriedades nodais da diferenca entre a solugao e os membros de uma familia de solugoes

auto-semelhantes, a chamada técnica de intersecao-comparagao. Enquanto este método tem
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se mostrado uma poderosa ferramenta na andalise de padroes assintoticos na difusao nao-linear
em espagos com uma variavel, é aparentemente dificil estendeé-lo para dimensoes mais altas
caso uma assunc¢ao como simetria radial nao seja feita.

Neste capitulo, provaremos a validade do comportamento assintdtico (3.3) para
qualquer condicao inicial, mesmo sem simetria radial. Portanto, a equacao que trataremos é

a seguinte:

up = AuN TN e RY % (0, 00) (3.4)
u(z,0) = up(x), (3.5)

onde N > 3. Para simplificar a notagao, ndés continuaremos designando por m o numero
(N —2)/(N+2). A fungao ug(z) é ndo-negativa, continua, nao identicamente nula e satisfaz

a seguinte condi¢ao de decaimento rdpido:
luolls = sup(1 + ||z|| N Pug(z)) < oo. (3.6)

Como N +2 = 4(1 —m), este fato implica em particular no decaimento (3.2). Segue dai que
para a solugao u(x,t) do problema (3.4)-(3.5) existe um tempo de anulagao 7" = T'(ug) > 0.

O primeiro resultado descreve o comportamento de u proximo ao tempo de anulacao.

Teorema 3.1.1 Se uy é como em (3.6), existe um niimero A > 0 e um ponto T € RY tal que

se T'=T(ug) denota o tempo em que a solugao do problema (3.4)-(3.5) se anula, entdo

1/ (1em) kN)\ (N+2)/2

com ¥ satisfazendo,

|9(x, )|« = 0 quando t — T.

Teorema 3.1.2 O niamero T(ug) define uma fung¢ao continua de ug, na norma || - ||« dada

por (3.6).

20



3.2 Esquema das demonstracoes

Para provar os Teoremas 3.1.1 e 3.1.1, é conveniente introduzir a seguinte trans-
formagao. Sejam wu(x,t) uma solugao de (3.4)-(3.5) e T > 0 o tempo em que esta se anula.

Definamos a fungao w(x,s), parax € RN e s > 0 por

w(r,s) = (T — )™ y(2, )™ |imp(1_e—s)- (3.8)

N+2

N5+ Vemos que w satisfaz

Denotamos p = 1/m =

(wp)s — Aw + 1 1

w, (z,5) € RY x (0, 00). (3.9)

w(z,0) = T~/ 0=y (z)™. (3.10)
De fato,

wP(z,s) = (T —t)"Y0=my(x,t)

—(z,5) = ——(T —t)"YO=my(z,t)

by %

= —mw(x, tP + (T —t)"YO(T — ) Agu(z, t)
= ——w(x,t)? + (T—t)"™ A, (T - )™ ""w(z,t))

_ 1 .,
= Aw + —uP.

Os estados de equilibrio nao triviais desta equacao sao as solucoes positivas da

seguinte equagao eliptica:
1

—m

AW+ ——w" =0 em RY. (3.11)
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Sabemos de [3], e também de [4], que toda solugao positiva desta equagao é radialmente
simétrica em torno de algum ponto. Nestes artigos sao usadas as técnicas de Moving Planes,
veja também o Apéndice D. As solucoes radiais sao da forma

B Fen A (N-2)/2

w:{ﬁiﬁjﬁ* (3.12)
para ky = (4N(N —2)/(N +2))Y/2 e algum X > 0,7 € R. Portanto, o Teorema 3.1.1 se reduz
a estabelecer precisamente o fato de que a solugao w para (3.9)-(3.10) aproxima um (\inico)
equilibrio ndo trivial em relacdo a norma || - ||..

Uma caracteristica importante da equacao (3.4) é sua invariancia conforme. Isto

pode ser interpretado em termos geométricos como uma variacao do fluzo de Yamabe (veja [22]
e o Apéndice B.2.2) em RY que nao preserva volume. Para nossos propésitos, esta invariancia
se traduz no fato de que esta equacao pode ser levantada para a esfera SV via projecao

estereografica, numa equacao do tipo:

(VP)s = Agnv — ¢(N)v + vP em SN x (0,00). (3.13)

1—-m

Acima Agn representa o operador de Laplace-Beltrami em S™. Considere a projecao estere-

ografica F : RN — SV dada por,

F(xl,...,xN):( 2 |‘I‘|2_1). (3.14)

T ] Jlff* + 1

Definamos v a partir de w por
9 (N=2)/2
w(z,s) = (THJUHQ) v(F(x),s). (3.15)
Entao v satisfaz a equagdo (3.13) para uma constante ¢(N) > 0. De fato, apliquemos a

(N-2/2)

1

equagao (B.1), da péagina 50, tomando ¥(y) = w(z), f(r) = <—> , g = v(y) nos
T

1
pontos y = 5 (|lz]|* + 1) F(z), e com r = ||y||. Observemos que,

Oz;
xz:yu Z: 17,N$ r :5”7 ’L: 17,]\77 j: 17,N+1
9y;
Dali,
ow(z)  Ow(x) Pw 0w

=1,.,. N=> ——=—,1=1,..,.N
ayz axi7l (RS '72 (RS
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= Ayw(x) = Aw(z).

Além disso,

f’(?‘) _ (N — 2)rfN/Q
2
f”(?”) _ (N2_ 2) gr—(N—i-Q)/Q

(N—-2)N _ N(N-2) _

A _ WY vy _ DU T4 N2

/(r) 2 2 roo2

A terceira identidade acima vem de (B.2) no Apéndice B. Segue das observagoes acima que,

1\ (V+2)/2 1 1\ V+2)/2
Ayw = <—) (vP), — —(—) P (por (3.9))

T r

= (vP)y = Agnv —c(N)v + VP (por (B.1)).

1—m
Neste caso, uma reformulacao natural do Teorema 3.1.1 em termos de v é a que

segue:

Teorema 3.2.1 Seja v definido em (3.15). Entao existe uma tnica solu¢ao nao trivial v de

1

1—m

AgnT — ¢(N)T + 7 =0 (3.16)

tal que,

sup |v(vy,t) —v(y)| = 0, quando t — T.
yERN

Para provar este resultado o primeiro passo é provar que para um s, > 0 dado, existem

contantes positivas a e ( tais que
a<v(y,s)<p VyeSV s> s, (3.17)

este é o objetivo da Proposicao 3.6.1.

Vérios passos serao necessarios. Primeiramente estabeleceremos na Secao 3.3 que
a solucao v é suave e estritamente positiva em um intervalo de tempo pequeno, o que na
realidade se estende para todo tempo s > 0, como veremos na Secao 3.4. Um segundo

elemento ¢ a estimativa de Harnack:
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dado s, > 0 existe uma constante ¢ > 0 tal que Vs > s, temos,

sup v(7,s) < ¢ inf v(y,s),
vESN ~eSN

(3.18)

Uma estimativa similar foi encontrada por Ye em [22] para uma versao que

preserva volume da equacao (3.13), o Fluxo de Yamabe, na sua prova parabdlica da conjectura

de Yamabe no caso localmente conformemente plano. Apresentaremos uma demonstracao

semelhate a encontrada nestes artigos.

Uma vez estabelecido (3.18), a demonstragdo da estimativa (3.17) se reduz a

descartar o caso v — +00, ou v — 0 uniformemente quando s — + co. Faremos isso na

Secao 3.6, Proposicao 3.6.1. Observamos que o descarte destas possibilidades para a equacao

(3.4) implica precisamenete que a anulagdo nao pode ocorrer a uma taxa maior ou menor

que (T — t)Y/0=m),

Outro ingrediente importante na demonstracao do Teorema 3.2.1 é a presenca do

funcional de Lyapunov para a equagao (3.13).

1 2 C(N)/ 2 1 / pt1
J('U)—2/SN|VsNU| dr + 5 SNU dx I SNU dr.

Verifiquemos que J é nao crescente sobre a solucao v,

d p
£J(v(.,s)) = /SN (Venv.Vonvs)dx + ¢(N) /SN (vvg) dx — /SN (vPvy) dx

1
= —/ (ASNU — ¢(N)v + vp> vsdx
SN 1—m

= —/ (vP), vsdx
SN

= —p/ v r?dr < 0.
SN

Observamos que a segunda igualdade acima vem da integragao por partes,

(3.19)

(3.20)

a ter-

ceira igualdade é devida equacio (3.13) e a desigualdade é porque v > 0 em S¥ x (0, 00),

pois,

U >0=u>0=w>0=v>0

por comparagcao, Corolédrio 2.6.1, pela defini¢cao de w e por (3.15), respectivamente.
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Provaremos na Se¢ao 3.7, Lema 3.7.1 que J(v(., s)) > 0. Isto implica que os pontos
limite da trajetéria v devem ser os pontos de equilibrio de (3.13). A unicidade dos estados
de equilibrio seguem, entao, de resultados em [18]. Faremos isso na Se¢ao 3.8 onde também
provaremos o, Teorema 3.1.2. Mostraremos primeiramente a continuidade do tempo em que
a solucao se anula como uma funcao do dado inicial. Entao a demonstracao da estabilidade

segue apds uma cuidadosa inspecao da prova da unicidade do limite obtida em [18].

3.3 Positividade num intervalo de tempo pequeno.

No Principal resultado desta secao mostramos que a solugao v de 3.13 é positiva para um

intervalo de tempo pequeno.

Proposigao 3.3.1 Ewiste uma constante s, > 0 tal que v(7y,s) > 0 V0 < s < s, e Vy € SV.
Além disso, v € C(SN x (0,00)).

As principais etapas na demonstracao desta proposi¢ao sao os dois lemas seguintes:

Lema 3.3.1 Seja u solugio de (3.5), entao, existem ty, 0, Ry positivos e um ponto xy € RY
tais que

u(z,t) >n VO0<t<ty e x € Bg,(zo). (3.21)

Acima Br, = {z : |v — x| < Ro}.

Lema 3.3.2 Sejam u, xo, ty, Ry como no lema anterior, e considere a fun¢ao ¢p(x) definida
por,
B 1 n 1

|z = 2ol| N2 |z — o[V

QSTTL

(3.22)

Entao existe uma constante positiva 1y tal que
u(z,t) 2 mt/ ()
para todo 0 <t <ty e |z — xo| > Ro.

Antes de demonstrar esses lemas, vamos mostrar que a Proposicao 3.3.1 decorre deles.
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Demonstracao da Proposicao 3.3.1: O Lema 3.3.1 garante a existéncia de um tempo
to > 0 tal que u permanece estritamente positiva para todo 0 < ¢t < t5. Afirmamos que o
mesmo ocorre para v com 0 < s < 8,, com s, = log(T'/ty). De fato, pela definicao de v em

(3.15), e pelo Lema 3.3.2 temos,

v(P(x),5) = (T =t)=ru(w,t) (%)

N—-2
o 1+ |z —zol?) 7
> (T—t)mn{”tﬁgzﬁ (M)

2
= 1 1 _ 2\ 52
= ey (- ey (PR

sm 1 _ 2
= T (1 — e )T ¢ (M)

N-—-2
2

v
e
@

onde

P(s) = g™ (e™(1 — e~*))Y/0-m) > 0 para ||z — zo]| > Ry e 0 < s < s4,

S(N-2)/2
e portanto P(s) > 0 é uma fungao crescente de s. Para ||z — z¢|| < Ry, o Lema 3.3.1 implica

que v(F(z),s) > n. Entao para qualquer s € (0, s.],

v(7,s) > min{n, P(s)} > 0. (3.23)
Por outro lado, como uy decai como em (3.6), temos que para um M > 0 suficientemente
grande e todo 0 <t < T,

N+2)/2
u()(x) < Ml/(lm){ k’n }( +2)/

1+ =[]
Segue por comparacao que para todo 0 <t < T,

k (N+2)/2
ety < (or - oo { b

1L [l]|?
desde que o lado direito desta desigualdade é também solucao de (3.4). Da definigao de v

obtemos,

v(v,s) < A(s), Vs>0, ye SV, (3.24)

onde




¢ uma funcdo continua positiva de s > 0. Combinando (3.24) e (3.23) obtemos que sobre
qualquer subintervalo de tempo compacto de (0, s.), v é uniformemente limitada por cima
e por baixo longe de zero. A teoria das equagbes parabdlicas quasilineares, veja [14], entao,

implica que v é positiva e suave para 0 < s < s,.. |}

Demonstracao do Lema 3.3.1: Como u é nao identicamente nula e continua, existe p > 0
e 71 € RY tais que
_ N.P
up(xr) >9, rze€A,=qrelR 15 < |z — x| < py,

para algum 0 > 0. Seja g(z) uma solug¢ao do problema,

1
Ag +1+—mg:0, g>0, em A,

(3.25)
g=20 em 0A,

(para a qual uma solugao radialmente simétrica nao trivial existe apenas em dominios nao

estrelados como A, veja o Apéndice C), vamos considerar, para A > 0, a fungao,
Y(,t) = (A =)/ g(a).
E imediata a verificacao de que ¢ satisfaz
Py — AY™" =0 em A, x (0, ).

Observemos que para A = (d/sup, g)™ ', entdo temos (x,0) = A/U"Mg(x) < ug(x) em

A, e(x,t) =0 < u(z,t), para x € 0A,. Segue por comparagao que,

U(x,t) < u(x,t).

Escolhendo ty = A\/2, Ry = p/4,z0 € A, com ||z — zo| = 2p, e = SUP A, x[0t0] ¥(21), @
inequacao (3.21) segue. g

Demonstracao do Lema 3.3.2: Seja ¢ a fungao definida em (3.22) e
U, t) = mt ().
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Calculamos,

mtm/(l—m) 1-m 1 1/m
¢t_A¢m_nl 771 1_|_— _2N .
[l = o

N |z — xo||"*2 |1 —m

Dessa equacao, fica claro que podemos escolher n; pequeno, dependendo somente dos ntimeros
n, to € Ry do Lema 3.3.1 de tal forma que 1y — AY™ < 0 para ||z — z¢|| > Ry , bem como
Y(x,t) < npara ||z — x| = Ro, e 0 <t < ty. Como temos ¥(x,0) = 0 < ug(x), obtemos por

comparacao que u(z,t) > ¢(x,t) para todo ||z — zo|| > Rpe 0 <t <t;. J

3.4 Estimativa de Harnack.

Provamos na secao anterior que existe um s, > 0 tal que v é estritamente positiva e suave

para 0 < s < s,. Provaremos agora a seguinte estimativa de Harnack.

Proposigao 3.4.1 Seja sy > 0 tal que v(7y,s) € positiva e suave em S~ x (0,s). Entdo,
dado s, > 0 existe uma constante C' > 0 tal que

rgl]ivnv(., s) > CH;%XU(., s) Vs € (54, 50). (3.26)

Demonstracgao: Seja so > 0 um nimero como acima. Queremos estabelecer o seguinte fato:

dado 0 < s, < sg existe uma constante C* > 0, independente de sq, tal que,

s.upM < C* Vs € (84, 80)- (3.27)
SN (%

A partir dai o resultado da proposicao segue diretamente. De fato, seja s, < s < sq,

1,72 € SN e I uma geodésica ligando 71, 7. Entao integrando (3.27) sobre I' obtemos,
logv(7s, s) — logv(v1,s) < C*L(T),

onde L(I") representa o comprimento de I' e C* é a constante em (3.27). Dai (3.26) segue
diretamente.

Resta demonstrar (3.27). A demonstracao apresentada abaixo se deve a Ye, ver
[22] e usa uma aproximacao do tipo moving-plane no sentido de [11], [10], [3] e no Apéndice

D. Seja gy € SY. Sem perda de generalidade podemos supor que gy é o pélo norte da esfera,
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g = (0,...,1). Recordamos que v é definida apartir de w em (3.15), onde w satifaz (3.9).
Entéao, de (3.15) e do fato de que v é suave em ¢y, w tem uma expansao "no infinito” da forma

(N-2)/2

wlw, ) =

[ao + aH;W + (ai; — (N — 2)agdij) ﬁ + oz )] - (3.28)

Analogamente, para suas derivadas parciais temos,

0 oN=2/2 < T, a; 21
w=— zi [ (N —2)ag + a;— ) +— = ' _a;x; + o(||z]| "WYY, (3.29)
O ]| Ml Nl 2
Onde,

ag(s) = (4o, 5),

ai(s) = T(O)>

ai;(s) = Fi,8)o6) (%(x;glj G)(O).

Denotamos por G a projegao estereografica a partir do pélo sul, ou seja, G = F(z/||z|*).
Para mais detalhes sobre essas expansoes veja as paginas 31 e 33.
Consideremos a fungao z(s) = (21(s), ..., 2n(s)), onde z;(s) = (N—2)"1a;(s)/ao(s).

Afirmamos que existe um nimero ¢ > 0, independente de sq, tal que,
|z(s)]| < ¢ Vs € (54, S0). (3.30)

Assuma por equanto que (3.30) se verifica. Entao, pela expansio acima, existe ¢; > 0
independente de sy tal que: |[|[Vwl||/w < ¢; Vs € (s4,S0) e para todo ||z| suficientemente

grande. Por outro lado, o fato de v poder ser escrito como

1

(N+2)/2
—_ w(F~ (), s
) e

v(y,s) = <

implica que também, para certo C' > 0 independente de sq, ||[Vv||/v < C, em uma vizinhanca
de . Podemos aplicar o mesmo processo a qualquer outro ponto de SV, logo a estimativa
(3.27) segue da compacidade de SV. Daremos abaixo uma demosntracio da afirmacao (3.30).

Seja s, < S < s9. Depois de uma rotacdo e uma reflexio se necessario, podemos

assumir que zy(S) = max; |2(S)|. Da expansdo "no infinito” de gc—l“N(x, s) e Vw para s = s,
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vemos que esta derivada fica negativa para um tempo suficientemente grande e portanto

existe A\g > 0 tal que para todo A > A,
w(z,s,) >w(x, s,) para g <zy <A, j=1,...,N (3.31)

onde z* = (x1,...,zx_1, 2\ — zx), para mais detalhes veja a pagina 33. De fato, temos pela

espancao de w(z, s) temos

9(N=2)/2  9(N-2)/2
N — _
w—wr = ‘x|N—2 ’x)\|N—2 ao

9(N-2)/2  9(N-2)/2 9(N-2)/2 \
(o) o= S
9(N-2)/2  9(N-2)/2 N —9
- |z |V+2 N |2 [V+2 dij = 750 | Tty

2)\!13]‘ 2/\21)j —(N+1)
TN T + o(|z| ) > 0.

se zy < Ag. Segue que
w(z,s,) > w(x, s,) paraxy <\, j=1,..,N (3.32)

Afirmamos que na realidade,

ZN<§) < Ao, (333)
de onde a relagao (3.30) imediatamente segue. Vamos considerar a reflexdo de w em torno do
hiperplano xy = A, dada por w*(z, s) = w(z?, 5). Vemos que w satisfaz (3.9) para xy < e
coincide com w para xy = A. Usando estes fatos e a relacao (3.32) obtemos por comparacao

que

w(x,s) > w(x,s) paratodo s € [s,,5], o <Tn <A, A> Ao (3.34)

Consideremos o conjunto

I={\>X:A> max zy(s),w* <w}.
50<s<S

Afirmamos que I é aberto e relativamente fechado em (\g, 00), fato do qual a

relagao (3.33) segue prontamente. De (3.34), vemos que a inequacao w” < w vale para todo
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A em I, portanto I é aberto. Agora, seja A no fecho de I com respeito a (g, 00). Como

A > \g, vemos de (3.34) que w* < w. Além disso, A > max zy(s). Precisamos mostrar que
s0<s<S

a desigualdade ¢ estrita. Suponhamos por contradigdo que A = max_zy(s) = zn(Sy) com
50<s<S

So € [54,5]. Como na defini¢do de v em (3.15), podemos também definir v*, tal que ambos

v e v satisfazem a equacao

1
(vP)s = Agvv — cNv + 1

WP, (7,8) € SN xRy

A regido {x € RY : 2y < A} é transformada via projecao estereografica em um
subdominio Q, de SV que contém o pélo norte ¢y em sua fronteira. Entdao vy < v em €, e
vy = v em 0N, para todo tempo s € (g, So]. O lema de Hopf, Apéndice D.1, entao implica
que (Ov/dv)(qo, 30) < (Ov*/v)(qo, 30), onde 0/Ov denota a derivada na diregao normal a
08Q2. Ora a projegao estereografica é conforme, logo dv = dx . Mas o fato de que A = zx(5)

significa, pela definicao de zy, que

orn
U(QOJ SO) ( )
o 900 50) _ () xogo, 30).
oxrn

Adotando o mesmo procedimento para v* temos,

ov*(qo, § _
A 0] _ (N — 9)00P (o, 0

Como v*(qo, 30) = v(qo, 50) temos que
v Mqo, o) Ov(qo, So)

8xN 8xN

Temos uma contradi¢ao, o que mostra a validade de (3.33) e portanto a de (3.30).

3.5 Algumas verificacoes referentes a Secao 3.4

3.5.1 Calculo da expansao ”no infinito”’de w.

Lembramos que w é solugao da equagao (3.9) dada por

1
(wP)s = Aw + T—m wP, (x,s) € RN x (0, 00),
—m
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e v é dada em termos de w por (3.15), ou seja,

w(z, s) = <L)(N_2)/ZU(F<Q;>,S)

1+ |2
2_
onde F(xq,...,xy) = <1+2||—§:H2’ ”iH—zJFD .

_2
1+

)(N—2)/2

Comegaremos exapandindo g(z, s) = < v(G(z), s) em torno de zero,

ou seja, queremos achar Ay, A;, A;j,4,7 € 1, ..., N tais que:
g(w,s) = Ay + Az + Agjmizj + ol ||lz]|72).

Denotando ¢y = (0, ..., 1) = G(0), temos

A =gl0)= 2Dy
dg 0
o _ (N—2)/2
A == 2R weG)0)
2 2
Ay =5 (0)= ATl ) iy g

B (‘3@895] 89518%

Observamos entao que

w(z,s) = (L)(vaw@),s)

1 2 T
— v| G , S
(22 Rl N ( (HHJHQ) )
s ()

[N

Entao, para encontrar a expansao (3.28) de w "no infinito” basta substituir, na equagao acima,

g(z/||z||?) pela expansao de g em torno de zero aplicada ao ponto /| z||?.
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~ e 0
3.5.2 Calculo da expansao ”no infinito” de ey
Tk,

Definamos By, B;, B;j, a partir da expansao de w, como abaixo,

BQ Bz Bij
(N-2)/2 (N-2)/2 -
A 2WN=2/2q, 1, A i
B iTi ON=2/2 (g §ii(N — 2)ag) —
w(x,s) —HxHN72 ap + B (Cl] ij( )ao) |||V +2
+ol |~
Entao,
9By _ _oWN-2)/2q Tk _
(%k H$|’N/2
OB: A;TpT; @i
L= NIRRT 6 N
o, fal 72 75 Y
9B, 9(N=2)/2
Toe = WV )T (e = (N~ 2)a

+20225 (ai; — 635(N — Q)QO)HW—J]QH
X

+2(N*2)/25jk(aij — (51(N — 2>GQ)H||—N+2
X

Somando os termos acima obtemos (3.28).

3.5.3 Existe \p > 0 tal que w* < w se \g < zy < A com xj > 0.

Vamos analisar a expansao de %, obtida da equagao (3.29), dada abaixo com seus termos

reagrupados de forma mais conveniente:

ow 1 TNT; x
— _ _ (N=2)/2 _ _ (N-2)/22N+%5 _ 9 TN .
aon = Tl (N —2)2 apry — (N —2)2 HxH2aJ + a; QHI_HQQJ:E]
+o([[z]|=N1).

Observando a equagao acima vemos que o primeiro membro dentro dos colchetes tende a
—o0 quando zy cresce, ja que ag > 0 e N > 3. Ja o segundo termo dentro dos colchetes

tende a — (N — 2)2(N*2)/2aj, para todo j < N quando z;,j = 1, ..., N cresce. Para o terceiro
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termo dentro dos colchetes o raciocinio é andlogo ao feito para o segundo. Portanto como
o segundo e o terceiro termos dentro dos colchetes sao limitados podemos escolher \y > 0
ow

se x; > Ao, j = 1,..., N temos que %(x) < 0 onde x = (x1,...,zy). Isso conclui esta

verificacao.

3.6 Estimativas Uniformes

Proposicao 3.6.1 Se v é uma solu¢ao de (3.13), entao dado s, > 0 existem constantes
positivas «, [ tal que
a<v(y,s) <P

*

para todo v € SV, s > s

Demonstragao: Faremos esta demostracao em quatro partes:

Parte 1: Se sy € tal que v € positiva e suave em (0, sg) entdo eziste ky > 0, independente de
so tal que

max v(7,s) > k. (3.35)

~yeSN
Vamos supor por contradicao que a afirmacao nao seja verdadeira, ou seja, que para cada
e > 0 exista um s, > sq tal que v(7,s.) < € para todo v € S¥. Dado e, consideremos a
funcao

U(s) = k(1+s. — )7/,

Entao U satisfaz,

(U?), + e(N)U — %U”

m
o KP —1 Kr1
=(1+s.—s70 >1_m[mm (C(n)—l_m)—(ljtse—s)}

O lado direito da igualdade acima é ndo negativo se tomamos K < [c¢(N)(1 — m)]"/(=™)
e s > s.. Por fim, se € é escolhido suficientemente pequeno (dependendo somente de K),
teremos também U(s.) > e. Pois v(.,s.) < €, o principo de comparagao (Corolario 2.6.1)

para s > s, implica que v(7y, s) < U(s). Entdo, como U é identicamente nulo para s > s.+1,
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o mesmo acontece com v. Mas isto contraria a definicao de v, pois isto implicaria que u se

anularia antes do tempo T'. Portanto (3.35) é verdadeira, o que conclui a Parte 1.

Parte 2: v € estritamente positiva e suave para 0 < s < +o0o. Ou seja, podemos escolher

S0 = 400 no enunciado da Proposi¢ao 3.4.1.

Denotemos,

so =sup{s > 0: ianv(.,T) >0Vr >0}
s

Entao v é estritamente positiva e suave para s € (0, sg). De fato, recordemos que por (3.24),
temos que v(vy,s) < M(s)Vs > 0, onde M(s) é uma fun¢ao continua. Em particular, v
satisfaz uma equacao uniformemente parabdlica para 0 < s < sy e portanto é suave em seu
dominio.

Precisamos mostrar que sqg = 4+00. Suponhamos, por contradi¢ao, que sg < +00.
Afirmamos que existe um k > 0 tal que v(y,s) > k > 0 para todo 0 < s < sg. De
fato, caso contrario existiria uma sequéncia s, T so tal que v(y,s,) — 0 uniformemente,
gragas a estimativa de Harnack. Mas isto e a Parte 1 implicariam que v(.,s) = 0 para
todo s suficientemente grande, o que é falso. Pois por (3.24) v é também uniformemente
limitada superiormente para s € (0, sg), estimativas parabdlicas implicam que v converge
uniformemente quando s 1 sy e seu limite é tambem positivo e suave. Segue que v pode ser
estendida de um modo uniformemente positivo para um intervalo de tempo que vai além de

So, contrariando a definicao de sg. Portanto sy = +00, como queriamos.

Parte 3: Existe um numero ky > 0 tal que para todo s > 0
min v(7y, s) < k. (3.36)

~yeSN

Considere para 5§ > 0 a funcao,

Entao f satisfaz




e portanto f é solugao de (3.13). Suponhamos , que exista um tempo § para o qual

min v(7,3) > (1 + ¢(N)(1 —m))™ =™ f(5).

~yeSN
O principio de comparagao, no Apéndice A.2, entdo, implica que para todo s € (5, 00) e todo
v € SN tem-se v(v,s) > f(s).
Pela definigdo de v em (3.15), vemos que

9 (N-2)/2
L+ [|l[]?

w(zx,s) > (

para todo s > 5. Recordemos que
w(z,s) = (Te )™/ I=mym (g T(1 — e™*))

Entao para um certo £ > 0 e todo ¢ préoximo de T temos

9 (N+2)/2
u(z,t) > k (—) :
1 [[]f?

Mas isto é impossivel porque u se anula apds o tempo T'.

Parte 4: Conclusao.

Da Parte 2, podemos tomar sy, = +00 na Proposicao 3.4.1. Entao dado s, > 0, o resultado
desejado segue das Partes 1 e 3, tomando 8 = Cky e a = ky/C onde C é a constante
em (3.26) e k; e ko, s@o as constantes respactivamente em (3.35) e (3.36). Isto termina a

demonstracao. g

3.7 O Funcional de Lyapunov

Seja J um funcional definido como

_l NZ 2 C(N) 22— ! 2P '
J(Z)_Q/SNHVS I”+ 9 /SN (1_m>(p—}—1)/51\7 o

Pois v(7, s) é positivo e suave para s > 0, entao J(v(., s)) estd bem definido, e os cdlculos na

Secao 3.2 nos garantem que J é nao-crescente. O resultado principal desta se¢ao é mostrar

que J(v(.,s)) >0
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Lema 3.7.1 J(v(.,s)) > 0 para todo s > 0.

Demonstragao: Suponhamos que para um certo so > 0 tenhamos J(v(., sg)) < 0. Consid-

eremos a seguinte quantidade

F(s) = [ o), € (0,00)
SN
Derivando e usando a equacao para v obtemos apds uma integracao por partes,

1 dF ) 1
- - _ o N 2 - p+1
TR /SNHVstH /< Tl

= 2)() + (1 2 vp+1)

= —2J(v)(s p—1
(p—1)
T Temprn

para todo s > sg. Note que F(s) # 0 para todo s > sg, pois de outra forma v(.,s) = 0
e J(v(.,s)) = 0, o que é impossivel uma vez que J(v(,s)) < J(v(.,s0)) < 0, em particular
F(so) > 0.

Integrando a relagao acima entre sg e s, usando o fato de que (1—m)(p—1/p) =1,

obtemos,

F(s) > F(sq)e*™*0).

Segue em particular que F(s) tende a oo quando s — co. Por outro lado, a Proposigao 3.6.1
nos diz que v é uniformemente limitada para s > sy e portanto também o é F'(s). Temos

uma contradicao, o que termina a demonstragao do lema.

3.8 Demonstracoes dos resultados principais

Teorema 3.2.1 Seja v definido em (3.15). Entao eziste uma tnica solu¢ao nao trivial v de

AgxT — c(NYT + =0 (3.37)
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tal que,

sup |v(vy,t) —v(y)| = 0, quando t — T.
yERN

Demonstracao: A Proposicao 3.6.1 nos da estimativas uniformes, superior e inferior, para
v(7,s), para s > s, > 0. Entao, longe de s = 0, a equacdo quasilinear satisfeita por v é
uniformemente parabdlica. A teoria de regularidade em [14], pagina 533, pode ser aplicada,
o que nos garante também estimativas uniformes em qualquer norma C*. Portanto, para
s > s, > 0, a trajetéria v(.,s) é compacta em C*(SY) para qualquer k. Seja ¥ um ponto
limite de v(., s) quando s — oo no sentido da norma de C?. Afirmamos que v é uma solugao
do problema estacionario (3.37).

Suponhamos entao que sobre uma sequéncia s,, — oo e s, > 1 para todon € N e

além disso v(., s,) — v no sentido de C?. Recordemos que

i v(.,s)) =— ip P21 5)),dx
S0 =~ [ 100 P

por (3.20). Integrando esta relacéo de s, a s, + 7 obtemos

Sn+T d

J(sn +7)— J(sn) :/ dsJ( s)ds

n

_4 Sn+T
p / / (vPTV2(z, 5)),dx ds
SN

M s ) — Jls. + )] = i o200 ) 12ds di
= L) St = [0 ), s d

Sn+T % ST < % 2
= [ ([ e ([ )|
SN Sn on T

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Shwarz obtemos,

2

1 2 1 [ fsntT
_@’I L 17s) = I(su 47 =2 / / |<v<p“>/2<x,s>>s|sids} dz
p 7— SN LY Sn
1 [ rSn+T 2
> _/ / |(U(p+1)/2(1’78)>5|d3:| dz,
T SN LY Sn

pois s, > 1. Calculando a integral obtemos,

/ (0PI (s, + 7) — v(p+1)/2(sn))2 dx < %——1)2[](5%) — J(sp +7))]
SN D
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Pelo Lema 3.7.1 J(v(.,s)) é limitado inferiormente, e é decrescente, possuindo portando um
limite quando s — oco. Portanto para cada 7 > 0, v(., s, + 7) — ¥ em LP™'. Consequente-
mente esta convergéncia também é na norma C?, também uniformemente para 7 > 0 em

intervalos limitados. Como v ¢ solucao da equacao (3.13), temos para todo ¢ € C*(SY),

@65+ 0= Gs)etan

:/Ol/SN(AsNU(%snM)

1
1—-m

VP (7, 80+ 7) — c(N)v(v, sp + T)) o(y)dvdr.

Fazendo n — oo temos,

/SN(ASNU 1 jm“pm — ¢(N)o()e(y)dy =0

portanto v é solugao de (3.37), como desejado. Finalmente, a unicidade do ponto limite ©

vem dos resultados em [18], e serd demonstrada abaixo.

Teorema 3.1.1 Se uy é como em (3.6), existe um niimero X > 0 e um ponto T € RY tal que

se T'=T(ug) denota o tempo em que a solugao do problema (3.4)-(3.5) se anula, entao

P En) (N+2)/2

com vV satisfazendo,

|9(z,t)||« = 0 quando t —T.
Demonstragao: Sabemos do Teorema 3.2.1 que toda solucgao v de (3.13) satisfaz
sup |v(v,t) —v(y)| = 0, quando t — T
~yERN

onde v é uma solugao de (3.37). Entao por (3.15) existem w solugao de (3.9) e w é solugao

de (3.11). Temos por (3.15) que
N—-2
(LT
B 2
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N-2
R
(] |

oF@).s) - oF) = (F5) T e - ate)

Temos que,

_ (w) o (T —t)Tmu™(x,t) —w(s)]  por (3.8).

O resultado segue, entdo, do Teorema 3.2.1 ¢ de (3.12). g

Teorema 3.1.2 O ndmero T define uma funcao continua de ug, para a norma || - || dada

por (3.0).

Demonstragao: Suponhamos que uj(z) é uma sequéncia de fung¢oes continuas que satis-
fazem a condicao de decaimento em (3.6) e tal que ||uf — uo||« — 0. Denotemos por wu,(x,t) a
solugao da equagao (3.4) com a condicdo inicial u,(.,0) = uy e por u a solugao de (3.4)-(3.5).
Seja T, o tempo de anulagao de u,, e Ty o de u. Mostraremeos primeiramente a continuidade

do tempo de anulagao, ou seja,

lim T, = Tp. (3.39)

n—oo
Note que a sequéncia T}, pode ser tomada limitada, pois v ¢ limitada na norma do supremo,
logo temos por comparacio que T, < T para todo n € N, onde T é o tempo de anulacio
de uma solugao do tipo definido em (3.1). Seja depois de considerar uma subsequencia se

necessario, T o ponto limite de T,, e defina
wy(z,8) = (T, — t)_m/(l_m)un(x,t)m]t:Tn(l,e—s)

tal que w,, satisfaz a equagao (3.9). Analogamente, v,, definido a partir de w,, como em (3.15).
A Proposicao 3.6.1 entao se aplica para v,. Além disso, observamos que as constantes a e [
na Proposicao 3.6.1 podem ser escolhidas uniformemente em n, o que se traduz precisamente
nas desigualdades para w,,,

1 (N+2)/2 p ) 1 (N+2)/2
g ——— < (T, —t)" Y=y (2, 1) gﬁ{—}
{1 + HxHQ} 1+ ]
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para t* < t < T,. Portanto, passando o limite e considerando que para 0 < t < Tj fixo,
u, — u(x,t) uniformemente quando n — oo, temos,

1 (N+2)/2 o (1 i) 1 (N+2)/2
o) S0 <0 o)
para todo t* <t < T™. Mas essas duas desigualdades implicam que, necessariamente 7™ é o
tempo de anulagao de u, ou seja T = Tj, concluimos assim a validade de (3.39).

Sejam v e v, os limites uniformes de v e v,, respectivamente, quando s — ©0.
Precisamos mostrar que v,, — v quando n — oo, uniformemente. Isto em particular implica
na unicidade de v com relacao a v o que é a parte restante do Teorema 3.2.1. Uma observacao
importante se refere ao fato de que a energia é a mesma em todos os estados de equilibrio de
(3.13), consequentemente J(v,) = J(v). Por outro lado, a Proposicao 3.6.1, e a uniformidade
das constantes a e § para os v,, implica que o conjunto das fungoes v,, ¢ compacto em qualquer

norma C*. Mas segue do Lema 1 em [18] e a Proposicao 3.6.1 a existéncia de nimeros

U € (0,3) e C >0, tais que para todo sy > s1 > s, > 0, temos
vn (., 82) — vn(.81) |22 < ClT(val.,8)) — J(0,)]" Vn > 1 (3.40)

também,

lv(., s2) —v(.,81) |2 < ClI(v(.,81)) — J(0)]”. (3.41)

Por completude, facamos um breve esboco de como se obtem esta desigualdade. Para uma
funcao analitica real F' com VF(0) = 0, um resultado de Lojasievicz estabelece que existem
1

5) e o0 > 0 tal que

nimeros ¥ € (0, 5

IVEE)| = |F(€) - F(O)I'"™, €] <o

Os argumentos em [18], Teorema 3 (vide Apéndice E), extendem este tipo de estimativa a

uma que no nosso contexto assume a seguinte forma

VP2 > | J(v(., 8)) = J(0)]*7, (3.42)

1
|Agvv —c(N)v + 7

—-m
para todo s suficientemente grande. Essa estimativa usa o fato de que v se aproxima do

conjunto de estados de equilibrio quando s — 00, e que o conjunto de todos os estados
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de equilibrio é uniformemente limitado longe de zero e seus elementos tem mesma energia.

Agora,
1

Py — Aent —
(vP)s = Agnw c(N)U—i—l_m

vP = M(v(., ).
Portando,

——(J(v(,,8) = (M(v(.,s)),vs)r2 (por (3.19))

(’Up, ’US)LQ

= (pvp_1U37vs)L2
Cll(vP)sll72 (por Prop. 3.6.1)
= CIM (., ) ll(07)s]l 2

v

onde (, )72 denota o produto interno em L2 Daf segue que,

d

—(J(0(9) = J(©)" = CJ(v(,5) = J@))" M@ )2l (07)s ] 22

> Cl(v")sllz2 = Cllvs]lz2 (3.43)

al usamos a estimativa (3.42). Segue dai a estimativa (3.41) e (3.42). Lembremos que os
numeros C' e ¥ nessas estimativas depende somente da expansao analitica do funcional de
energia numa vizinhanca de um estado de equilibrio. Como as solucoes v, v, e seus limites
tomam valores apenas numa regiao onde sao uniformemente analiticas, estes nimeros podem

ser também tomados uniformemente em n. Temos que,

d% (/Sn(v(.,s) — vn(.,s))2>é = m /SN(U("S) —vn)(v(., 8) = vnl., 8))s

< ) = vl ) sl = s
< o)l + a2

< () — @)

b (Tl )~ (@)



onde a ultima desigualdade vem de (3.43). Integrando, entdo, a desigualdade acima em

relacao a variavel temporal e fazendo s — oo obtemos,

[0 = Onllz2 < flon(s s1) = v s0)]l 22

+C(1J(51) = @) + [T (va(. 51) = T(@)]").

Uma vez que v,(.,s) — v(.,s) uniformemente em subconjuntos compactos de (0, 00), segue
que

limsup |5 — |12 < 2C(1J(0(., 1)) — J(@)|).

n—o0

Como s; ¢é arbitrario concluimos o resultado desejado depos de tomar s; — co. Isso conclui

a demonstracao  J
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Apeéendice A

Resultados sobre equacoes

parabdlicas.

O objetivo deste Apéndice é fazer uma breve apresentacao de resultados relacionados aos
assuntos abordados na dissertacao bem como algumas verificagoes referentes a forma como
estes resultados foram aplicados no corpo da dissertacao. Aprensentamos ao longo do texto

referéncias mais aprofundadas nesses tépicos.

A.1 Existéncia de Solucoes para Equacoes parabdlicas
nao degeneradas

Apresentaremos, nesta secao, um resultado! sobre existéncia de solucdes para equacoes

parabolicas quasilineares nao-degeneradas, ou seja, equagoes da forma,
Uy — Qg (2,1, U, Ug ) Uy, + a2, U, u,) = 0 (A.1)

que satisfazem (A.5) onde p,v > 0 e £ é um vetor qualquer e §; é sua i-ésima coordenada.

Consideraremos ainda o problema com a seguinte condi¢ao de fronteira:

ulr; = Y|r, (A.2)

10 resultado apresentado nesta secio bem como uma sugestdo de como demonstra-lo podem ser encon-

trados em [14], pdgina 559.
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Nesta segao Q = Q x (0,T] € R"™! onde Q2 C R" é limitado, além disso denotare-

mos ¥ = JQ x (0,7]. Também usaremos a seguinte notagao:

Q=0x(0,7), Q =Qx{r}, X, =090x(0,7],
faremos tambem a identificacdo 2 = Q x {0}. Denotamos também por H"*/2(Q7) o conjunto

das fungdes u(z,t), as quais sdo continuas em Qr, e também o sdo suas derivadas da forma

D} D3 com 2r 4 s < [, e satisfazendo

O _ N0 ()
|U|QT = (u)q, + Z <U>QT ;

onde,

(0)
U = max |u
( >QT o |ul

(wo) = > DDy,
(2r+s=j)

l [ /2
(W) = (W) + @)

l r 1S 1—|1
Wi, = > (DiDau)t o,

(2r+s=j)
l2 T S Z—QT—S 2
<u>§c/272: Z <Dthu>§,QT /
(2r-+5=j)
@ 7t B ,7t
), = s MEDZUEDL oy
’ @@ nedr 1=
a 7t — >t,
(u)i9, = sup [ulz ) Q,Lix )‘, 0<a<l
T eoenear [t

A seguir enunciamos um resultado sobre existéncia de soluc¢ao para uma tal equacao:
Teorema A.1.1 Suponhamos que as sequintes condigoes sdo satisfeitas.
(a) Para (x,t) € Qr e u uma solugdo de (A.1) as condicdes

aij ($, t: u, O)£Z€J 2 Oa (A3>

ua(z,t,u,0) > —biu® — by, para algum by, by > 0. (A.4)
sao satisfeitas.
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b) Para (z,t) € Qp, |u| < M onde M ¢é tal que maxg,. |u| < M as funcdes a;:(x,t,u,p) e
Qr J

a(x,t,u,p) sao continuas e diferencidveis relativamente a x, u e satisfazem as sequintes

desigualdades:
V<]‘ + |p|)m_2|§|2 S az](x7t7u7p)§’bgj S M(]- + ’p|>m_2|£|27 v, g > 0 (A5>
(9az-j 3 ‘ da '
A+ pD® + lal + |=—| (1 +[p]) < (1 + [p])™, A6
S ot 4ol + [ a4 ) s (ae)
day 2 da m+1
—k — | < .
o] 1+ | < (e PO+ ) (A7)
dai; m—2
Sl < (e+ PUp)(1+ o) (A8)
Oa "
LS e+ PO, (A9)

e > 0.

(¢) Para (z,t) € Qr, |u| < M, (M € definido no item (a) acima) as fungées a;;(x,t,u,p)
ea(x,t,u,p) sio continuamente diferencidveis com respeito a todos os seus argumentos

e Holder continua em t com expoente [3/2.

(d) A condi¢io de fronteira (A.2) é dada por uma funcgdo 1(x,t) pertencente a C*(Xr),
maxg |wx($,0)| <00, e w € C(QT) .

(e) Q2 é um conjunto com fronteira de classe C?.

Entdo existe uma tinica solug¢do de (A.1)-(A.2) em C(Qp) N H>A1+6/2,

Verificagao da aplicabilidade do teorema acima a (2.14)-(2.16), da pagina 11.

Observemos que a equagao de meios porosos (2.14), pode ser apresentada da

seguinte forma:

(0773 —a
— - -
mum—l Ug,z; T m(m - 1)um_2(uxz)2 = U



Ou seja, estamos definindo,

aij(z,t,u,p) = 6ijmum’1

CL(CB, tv u,p) = m(m - 1)um—2 Z(pi)2>

)

onde p; é a i-ésima coordenada de p. Vamos considerar m > 1, mas no caso m < 1 bastam
pequenas alteragoes como por exemplo trocar o valor que escolheremos para p por aquele que
escolheremos para v em (A.6). A condigdo (A.3) é satisfeita, pois (2.17) implica que u,, > 0.
Ja a condigao (A.4) é satisfeita com by = by = 0. Também a condigao (A.5) é satisfeita gragas
a (2.17), comv = £, = M+2%. Para verificar (A.6), definamos 1y = dm(m—1)(M + 1)m2

e temos,

lal +

Sa | (14 |pl) m(m — Du™2|p|* + Y~ 2m(m — 1)u"|py|
k
< pullpll® + 2mad|pl] < pa (1 4+ |Ip|)?

< (T4 plD)™

Para (A.7) é suficiente observar que g%’: = % =0. Em (A.8) tome e = 1y e P =0. J4 (A.9)
vem do fato de que % > 0.

A verificagao do item (c) é simples, e a verificagdo do item (d) segue do fato de
Uon € C(Q), e up tem suporte compacto em 2. A condi¢ao no item (e), faz parte das nossas
hipdteses. Podemos assim aplicar o Teorema A.1.1 a (2.14)-(2.16), e mostrar que existe uma

tnica solugdo para (2.14)-(2.16).

A.2 Principios do Maximo e de Comparacao

Teorema A.2.1 (Principio de Comparagao) 2 Sejam v(z,t),w(x,t), fungoes continuas
em Q, e suponhamos as duas primeiras derivadas espaciais e a primeira derivada temporal de

v e w continuas em Q. Seja F(x,t,p,pi,pij), (i,7 =1,...,n) fungdo continua cuja primeira

2Esta se¢ao ¢ baseada em [7], paginas 52 e 53.
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derivada com respeito a p;j € tambem continua Vi,j em um dominio E contendo o fecho do
conjunto de pontos da forma (x,t,p, p;, pij) onde,

(r,t) € Q,p € (v(z,t),w(z,t)), pi € (81);2;15)7 awg: t))7

O*v(z,t) Pw(x,t),
piJ < ( axl('?a:] ’ 83:,833] )’

Ov(wm,t) Jw(z,t) v(z,t) Pw(w,t
)) ( dzr; ° Oz; ) € (895181]’ ox; 8:1:

destacamos que acima, (v(z,t), )y, denotam interva-

w(z,
los. Suponhamos ainda que < > ¢ uma matriz positiva semidefinida. Se
> F

v v D%
Al
ot ( B0 o axzax]) em Q (A.10)
Ow ow  Pw
5 _F(xtw pr 8a78x]> em @ (A.11)
com,
v>w em QUY (A.12)

entdo também temos v > w em Q).

Demonstragao: Seja M o conjunto dos pontos ¢ do intervalo (0,7") tais que v > w em
B, x[0,0). Se provarmos que supM = T a demosntracio estara completada. Sejato = sup M.
Por (A.12) e pela continuidade de z = v — w, temos ¢ty > 0. Se T > t; entdo a fungao z é
positiva em Qy,, ndo-negativa em €2, e igual a zero em um ponto Py = (x,%) de €y, pois
por (A.12), v > w em X. Portanto, Py deve estar em . Segue que

0z
axi

(F) = 0.

Pelo Teorema do Valor Médio,

av(Po) 82U(P0) 5’w(P0) 82w(P0)
F(p()’U(PO)’ 81’1 ’ 8:61(9&:] -F PO,w(PO)7 81:1 ’ 83:18:53

= 0F(e) 0%z
_ Z Ope, O, aa:j(PO) (A.13)

ij=1
para algum ponto e € E. Vejamos que
OF(e) 0°z
f (e) (Py) > 0.
pi,j 8[@81’]

1,7=1
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De fato, como ( 8?01: j) é semidefinida positiva, existe uma matriz unitaria C' tal que C' (%) Ct
é diagonal e suas entradas sao todas nao-negativas. Além disso, como Py é um ponto de
minimo de z entao D?z(P,) é também definida positiva, logo existe uma matriz unitéria C
tal que C (D?2(P,)) C* é também diagonal e com entradas nio-negativas.

Temos, entao,

0<Tr (C ( oF ) CtéD%(Po)ét) =Tr (( oF ) D2Z(P0))

api, j api,j

_ Z 0F(e) 0°z (P,

1 8p2-’j 8@8%

27‘7

onde T'r é a funcao traco.

Finalmente, como v(Py) = u(F), temos por (A.13) que o lado direito de (A.10)

¢ maior ou igual ao lado direito de (A.11). Portanto g_qt} > %—’f em Fy, ou seja, %(PO) >0

contrariando o fato de F ser um minimo de z em Q.
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Apendice B

Um pouco de geometria Riemanniana

B.1 Operador de Laplace Beltrami

Se aplicarmos o laplaciano A de R™ a fungao ¢(y) = f(r)g(w), onde r = ||ly||, w = y/||yl|,
f,g € C*. Temos,

A(f(r)gw)) =gAf + fAg + 2V fVg=gAf + fAg (B.1)

ja que Vf - Vg = 0 (o gradiente Vf estd na diregao radial e Vg é tangente a esfera).

Calculando A f obtemos,
n—1

Af=f"() +

f'(r) (B.2)

r

Para descrever Ag, observamos que o operador A diminui em 2 a ordem de homogeneidade

das funcoes. Portanto Ag tem homogeneidade —2. Entao,
Ag =r—*Agg, (B.3)

onde, novamente, Agg é fungado de w. Ag é portanto um operador (de segunda ordem) sobre

a esfera S" ' = {x e R": ||z| = 1}.

B.2 O fluxo de Yamabe

Veremos nesta se¢ao a relagao entre o problema de Yamabe, e a equacao de meios porosos

com expoente de Sobolev.
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B.2.1 O Problema de Yamabe.

O problema de Yamabe, diz respeito a encontrar em uma variedade Riemanniana munida
de uma métrica (M, gg) dada uma segunda métrica ¢ na mesma classe conforme de gy e

possuindo curvatura escalar constante. Podemos escrever a classe conforme como,

4/(N-2)

g=1u 90

localmente em M para alguma funcdo suave positiva u. O fator conforme é u*®™=2. O

elemento de volume é

\det(g)|"2dx = u*N' VD

O comprimento é ds = ¢"/2dr = u*N=2dr onde dr é o elemento de comprimento em g.
Fazemos, entao, R = R, e Ry as curvaturas escalares das métricas g, go, respec-

tivamente. Se denotamos por A o operador de Laplace-Beltrame de gg, temos a férmula,
R=—u"?Luem M,

comp=(N+2)/(N—-2)e

4(n—1)

Lu = kAqu — Rou, k=
n—2

O problema de Yamabe se torna entao,

N —2 N —2
Ay — [ =2 N=2 (N+2)/(N-2) _ (.
o (4<N—1>)R““+ <4<N—1>)Rg“ !

Essa equagao determina u (e portanto ¢g) quando go, Ry e R, sao conhecidos. No caso mais
bésico tomamos M = RY e gy sua métrica usual, entdao Ay é o Laplaciano comum, Ry = 0,

e tomamos R, = 1 obtendo assim uma equagao eliptica bem conhecida, a equacao (C.1) do

Apeéndice C.

B.2.2 O fluxo de Yamabe

O fluxo de Yamabe ¢ definido como uma equagao de evolugao para uma familia de métricas
que ¢é usado como ferramenta para construir métricas com curvatura escalar constante em

uma classe conforme. Enfocamos a familia g(x,t) de métricas que é solugao do problema
drg = —Rg, g(0) = go em M.
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E possivel mostrar que essa equacdo é equivalente a
Owu? = Lu, u(0) =1em M,

depois de uma mudanga na escala de tempo. Seja (M, go) o RY com a métrica usual, com

Ry = 0. Definamos u?» = v, m=1/p= (N —2)/(N +2) € (0,1). Entao,
oy = Lv™,

que ¢ a EMP com expoente de Sobolev. Se tentarmos separar varidveis teremos solugoes da

forma
v(a,t) = (T = 1) f(x)
entdo necessariamente a = 1/(1 —m) = (N +2)/4, e F' = f™ satisfaz a equacao eliptica

semilinear com expoente critico,

AF + @FW”VW—?) — 0. em RY
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Apéndice C
Identidade de Derrick-Pohozaev

Analisaremos o seguinte problema,

—Au = |ulP~'u em U
u="0 em OU.
A teoria em [6], Capitulo 8, aplica-se a (C.1) desde que

n+ 2
n—2

l<p<

e garante a existéncia de uma solucao nao trivial. Vamos supor, entao,

n -+ 2
n—2

<p < o0

(C.1)

(C.2)

(C.3)

Nosso objetivo serd provar sob certas condigoes geométricas sobre U que (C.3) implica que

n+2

u = 0 é a unica solugao suave de (C.1). O expoente 22 é chamado expoente critico.

n—2

Definicao Um conjunto aberto U é dito estrelado em 0 se para cada = € U, o segmento,

{Az:0< A <0}
estd em ().
Lema C.0.1 Suponhamos que OU é C' e U € estrelado em 0. Entao,
z-v(zr) >0 Vredl,

onde v denota o vetor normal exterior.
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Demonstracao: Como OU é C', se € OU entao para um € > 0 dado existe § tal que

ly —z| <0 ey € U implica v(z) -

Seja y = Az para 0 < A < 1. Entdo, y € U, ja que U é estrelado. Portanto

(é:i‘) < e. Em particular,
lim sup v(x) - (y— ) <0.
|y — 2
. (A\x — )
L
) = ) e 2

Abaixo provaremos que nao existe solugdo nao trivial para equagao (C.1) quando p satisfaz

(C.3).

Teorema C.0.1 Seu € C? € solucio do problema (C.1), o expoente p satisfaz a desigualdade
(C.3) e U ¢ estrelado em 0 com OU € C*, entdo

u=0emU.

Demonstragao: Multiplicamos a EDP por z - Du e integramos em U, encontrando assim,

[ pute = [ e Dujas

Vamos reescrever a igualdade acima como

O termo a direita é

Expandindo Aj,

A= B.

n
= — E /uxﬂjxjuxjdx
U

t,j=1

= Uy, (T U, ), dT — / uriyix»um].dS
> [ wate > [

3,j=1 4,j=1

= A+ A

n
L = E /uwiéijuxj+uxiwjuxjxidx
U

i,j=1

:/\Du!Q—i- g (| 2u| ) xjdx
U = @

J

D 2
= <1+§>/ |Du|2dx+/ | Dyl (v-x)dS.
2/ Ju ou 2

o4

(C.4)

(C.5)



Por outro lado, como v = 0 em 9U, Du(z) é paralelo ao vetor normal v(z) em cada ponto

x € OU. Logo, Du(x) = £|Du(x)|*v(x)dS. Usando essa identidade obtemos,
Ay = —/ | Dul?(v - x)dS. (C.7)
ouU
Combinando (C.5)-(C.7), deduzimos,

A:2

1/ | Dul?(v - )dS.
2 Jou

Voltando para (C.4), calculamos,
= Z/ JulP i ju,

p+1
p+1 ; p+1Jy

Este calculo e (C.4), nos dao a seguinte identidade, conhecida como identidade de Derrick-

n—2 / 9 1/ 9 n / 1
Du|*dx + — Du|*(v-x)dS = —— [ |ulP"dx. C.8
(“32) [1pupas 5 [ 1pup-ayis = 2 [ ©8)

Em vista do lema acima, obtemos a desigualdade,

2
(” )/|Du|2dx§L/ P dz. (C.9)
U p+1Jy

Mas multiplicando a EDP por —Au = |u|’™'u e integrando por partes temos,

/|Du|2d:z::/ P dz. (C.10)
U U

Sustituindo em (C.9), concluimos que

9
(n + ) / lufP*de < 0.
2 p+ 1 U

Portanto se u # 0, segue que —2 — 5 <0, ouseja, p <

Pohozaev,

n+2

Para (3.25) no Capitulo 3 devemos observar que o resultado acima nao pode ser aplicado

pois, apdés uma pequena transformagao em (3.25) obtemos a seguinte equagao

Ag:—ﬁgi), g>0 enU
=0 em oU

(C.11)

Q>
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n+2

=t (0 nosso expoente critico). No entanto afirmamos que sua conclusao também ¢é

com p =
verdadeira nesse caso desde que observemos que em (3.25) estamos interessados em considerar

um dominio limitado. Fazemos entao a seguinte afirmagao:

Nao existe uma solug¢ao nao trivial para (C.11) com p = Z—J_“g se U € estrelado, OU

¢ CY, e além disso U é limitado.

A titulo de prova para a afirmacao acima observamos que na equagcao (C.8), dada

n—2 / 9 1/ 9 n / 1
Dul*dx + = Dul*(v - z)dS = ulPtdz.
(“52) [ 1puar g [ 1puporajas = 2 [

Temos por (C.10) e pelo fato de p = Z—Jjg que

por

/ \Dul(v - 2)dS = 0.
ou

Mas pelo lema de Hopf |Du|? > 0, logo deve ser v(z)-x = 0 q.t.p., portanto z € T,0U (espago
tangente a QU no ponto x). Como estamos supondo U limitado, e portanto compacto, existe
xg € OU tal que

|zo| = gré%?}{m (C.12)

Mas como zq € T,,0U, existe v C OU uma curva C'' em um intervalo (—e¢,€), € > 0, com
7(0) =z e v'(0) = zo.

Logo, existe 0 < § < e tal que /(¢)-y(t) > 0 em [0,20), ou seja |7y(.)| é crescente nesse intervalo

e portanto |y(d)| > |zo|, contrariando (C.12). Dai segue que a afirmagao é verdadeira.
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Apeéendice D
Lema de Hopf e Moving Planes

Na Secao 3.4 do Capitulo 3 apresentamos utilizamos a técnica de moving planes, para facil-
itar sua compreencao apresentamos neste Apéndice esse tipo de argumento aplicado a uma
situagao mais simples. Com base em [17], capitulo 4, usaremos moving planes para provar a
simetria radial das solugoes de

Au+ f(u) =0 (D.1)

em que f é C'. Para tanto precisaremos de alguns resultados preliminares, entre os quais o

Lema de Hopf e o principio do méaximo forte.

D.1 Lema de Hopf e Principio do Maximo Forte

Apenas enunciaremos o Lema de Hopf, para mais detalhes sobre o Lema de Hopf veja [17],
capitulo 4, ou [6]. Estaremos considerando o seguinte operador eliptico,

9*u ou

+ c(x)u, (D.2)

onde z € Q, Q C RY ¢é limitado e tem fronteira de classe C? e é orientavel. Os coeficientes

aij, bi e ¢ sdo continuos em Q e u € C?(Q) N C(Q2). O lema de Hopf para L é:

Teorema D.1.1 (Lema de Hopf) Suponha que Q) estd de um dos lados de O2. Além disso
suponha que Lu > 0, e seja xg € 0N) tal que u(zgy) > u(x) para todo x € . Suponhamos

também que u € diferencidvel em xq e que alguma das sequites alternativas é verdadeira.
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(1) e=0,
(2) ¢ <0 eu(xg) >0, ou
(3) u(xg) = 0.

Entao Ou/0v(zg) > 0, onde v denota o vetor normal a OS).

Teorema D.1.2 (Principio do Maximo Forte) Suponhamos que Lu > 0 (Lu < 0) em
Q e que u nao € constante. Se ¢ =0, entdo u ndo atinge seu mdximo (minimo) no interior
de 2. Se ¢ <0, entdo u nao atinge sew mdzimo (minimo) nao-negativo no interior de €.
Qualquer que seja o sinal de ¢, u nao pode ser zero em nhenhum ponto de mdzimo (minimo)

do interior de €.

Observacao: O Principio do Maximo Forte também vale para solugoes da equacgao do calor
(vide [6]), neste caso seu enunciado é:
Se u é uma solucdio da equagdo do calor em Q = Q1% [0,00) e ) € aberto e conexo,

e u atinge seu mdximo em um ponto de 0 x [0,t], entdo u € constante.

D.2 Moving Planes

Antes de demonstrar o resultado principal, apresentaremos mais alguns lemas.

Lema D.2.1 Seja xp € OB N {x; > 0}. Entdo existe § > 0 tal que 2~ < § em BN

o0z
{llz = ol <}

Demonstracao: Se o lema fosse falso, existiria uma sequencia de pontos z; € B com
ui(z;) > 0 (nesta secdo denotaremos u; = 887“1). Por outro lado como v > 0 em B e
u =0 em 0B, deve ser u;(zp) < 0. Mas como u;(z;) = u;(zo) temos que uq(xp) < 0 donde
up(zo) = 0. Além disso como u é constante em 0B temos que as derivadas em diregoes
tangentes a 0B sao todas nulas. E como e; - v(zg) # 0 (e é o vetor unitario na diregao de
x1), pois x1 > 0, temos que e; estd fora do plano tangente a 9B em zy. Isto implica que
{e1}U{base de T,,(0B)} forma uma base de R" | logo Vu(xq) = 0. (T}, (0B) denota o espago

tangente a 0B em (). Afirmamos que u,,,, = 0. Para provar esta afirmagao, primeiramente
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observamos que como u1(xg) = ui(xg) =0, e u > 0 em B, temos que Uy, ., (7o) > 0. E facil
verificar que

w(y) <0 Yy e dBN{x; >0}

Suponha u,,,, (xg) > 0, entdo existe V' vizinhanga de z¢ onde u,,,, > 0. Para j suficentemente

grande o segmento I' na direcao ey ligando x; a y; € 0B N {z1 > 0} estd contido em V/, logo,

wa(05) = ua() = [ e}y <0

r
Isto contraria o fato de que u1(y;) < 0 < uy(z;). Concluimos assim que w4, (z9) = 0.

Suponha que f(0) > 0. Entao
Au+ f(u) = £(0) <0.

Pelo Teorema do Valor Médio existe ¢(z) continua tal que f(u) — f(0) = ¢(z)u. E aplicando

o Lema de Hopf a —u temos que %(mo) > 0, mas

@
ov

(x0) = Vu(zg) - v = uy(zo)v - €3 = 0.
Contradi¢ao. Concluimos que deve ser f(0) < 0. Isto nos da,
Au(zo) = —f(0) > 0.

Porém é facil verificar que ug, ., (79) = (v - €1)*Au(zy) > 0. Isso contraria o fato de que

Uz, (o) = 0. Portanto também nao pode ser f(0) < 0, absurdo. g

Sejam A € R, definimos T} o plano z; = A, e 3(\) = BN {x; > A}. Além disso denotaremos
¥/ (N) a reflexdo de ¥(A) em relacao a 7).

Lema D.2.2 Se existe A € [0, R) tal que,
uy(7) <0, u(r) <u(z?) Vo e X(\) (D.3)

e u(x) nao € identicamente igual a u(x*) em X(X), entdo u(x) < u(x*) em B(N\) e uy(xr) <0

em BNT).
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Demonstragao: Defina u*(z) = u(z) com z € ¥'()\). Entao, como 2* = x — 2(z; — \)ey,

temos,

2

2@ = (ulz = 2(z1 — Ner))s,
= Uy, (x — 2(z1 — N)er)(1 — 20;),
= u;‘m = Up,z, (€ — 2(x1 — N)eq)

= Aut = Au(e?) = —flu(a?)) = —F(u)(@)).

A

Defina w = u* — u, e seja c¢(x) tal que

em Y'()\). Além disso como u(z) < u(z?) = u*(z) temos que w(zr) < 0 em ¥'(\) e w nao
é identicamente zero. Temos também que w = 0 emT) N B, que é parte de I¥'(\). Logo,
segue do Principio do Méximo Forte que w < 0 em 3'(\) e pelo Lema de Hopf w,, > 0 em

TN B. Como w; = —2u; em T\ N B, temos o resultado. |

A técnica de moving planes é aplicada na demonstracao do seguinte lema:

Lema D.2.3 Para qualquer A € (0, R), temos
uy(w) < 0,u(z) < u(z®) Vo e S(N). (D.4)

Demonstragao: Do Lema D.2.1 e por compacidade, segue que (D.4) vale para A suficien-
temente préximo de R. Seja p um valor critico tal que (D.4) vale para todo A > p, as nao

vale em um intervalo (k, p) para algum 0 < k < u. Por continuidade,
ur(z) <0, wu(z) <ulzx!) Voe X(u) (D.5)

Queremos mostrar que g = 0. Suponha que p > 0. Para algum ponto zy € 0X(p)\T},, temos
xy € B, e portanto 0 = u(xg) # u(xfy). Portanto o Lema D.2.2 pode ser aplicado. Logo
u(xo) < u(z*) em X(p) e g < 0 em BNT),. Segue que (D.4) se verifica para A = p. Além

disso, pelo Lema D.2.1, todo ponto de 9B NT),, possui uma vizinhan¢a onde u; < 0. Entao
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todo ponto de BN T,, possui uma vizinhanca onde u; < 0, e como 7, N B é compacto, temos
que u; < 0 em X(u — €) para um e suficientimente pequeno.
Uma vez que estamos supondo que (D.4) ndo vale além de p, existe uma sequéncia
Ajex; € X(N\) tal que \j = e
u(x;) > u(xj]) (D.6)
Depois de tomar uma subsequéncia, podemos supor que z; converge a um certo Z que nec-
essariamente estd em X (u). Tomando o limite em (D.6), obtemos u(Z) > u(z*). Isso ndo é
verdadeiro se Z € OB, ji que neste caso u(z) = 0 e u(z*) > 0. Como (D.4) se verifica para
(i, necessariamente T € 1), N B, logo x* = . Por outro lado, o segmento de reta ligando z; a
J

A , . : L1 ,
x;" esta contido em B e devido ao teorema do valor médio, este segmento contém um ponto

y; no qual u(y;) > 0. Fazendo j — oo, obtemos uy(x) > 0, uma contradicdo. g

Concluimos esta secao com o seguinte teorema:

Teorema D.2.1 Seja f : R — R de classe C'. Seja u € C*(B), com B = Bg(0), uma
solugao de (D.1), satisfazendo
u=0 em 0B. (D.7)

Entao u € radialmente simétrica e estritamente mondtona decrescente, isto €, tomando r = |x|

temos

ou

E<Opam0<r<R. (D.8)

Demonstragao: O Lema D.2.3 nos garantiu simetria em relacdo ao plano II;{z; = 0} e
que a derivada na direcao z; é estritamente negativa, por isso s6 precisamos demonstrar a
equacao € invariante por rotagao para concluir a demonstracao deste teorema. De fato, dado
um plano IT passando pela origem, existe uma rotagao T tal que T'(IT) = II;. Defina v = uoT,
entao

D*v(x) = T*D*u(Tz)T
= Tr(D*v(x)) = Tr(T*D*u(Tz)T) = Tr(D*u(Tx)TT*) = Tr(D*u(Tx))

= Au(Tz) = —f(u(Tx)) = = f(v(x)).

Ou seja v satisfaz (D.1). Além disso é claro que v(z) =0 em 0B. |
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Apeéendice E
Lema 1 e Teorema. 3 de Simon [18]

Seja M uma variedade Riemanniana compacta,

J = / E(z,v,Vv)
M
onde, E é analitica em v e Vv, e v é solucao de
v = M(v(s)). (E.1)

em que M(v) = —2.J(v) e M(0) = 0.

Lema 1 Suponhamos que v € suave em M X [t1,ts] com |v|cs < 0. Suponhamos também que
J(v(t)) > J(0) —d Vit e [t to],
para algum 6 > 0.FEntao

/ ol edt < (ad) (T (w(0) — JO)] +

t1

Em particular,

sup lu(t) — u(ts)|z2 < ()7 (| (v(t2)) = J(O)])” + 0"

te [tl 7tg]
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Teorema 3 Euxistem constantes 9 € (0, %), v>2eo € (0,08) (dependente somente de E e
)

B) tais que se v € uma fungao em C3(M) com |v|cs < o entdo,
IMlze = (inf fJu —£]lz2)",
onde L={£ € C*(M) :|&|c: < B, M(§) =0}, e

M ()22 > [T (v) = T(O)]*".
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