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Resumo

A teoria local de curvas da Geometria Diferencial no plano e no espaco euclidiano é
bem conhecida (vide referéncias como [4] e [13]).

Este trabalho consiste de uma generalizacao desta teoria usando métricas arbitrérias.
Tal generalizagao é feita substituindo a matriz identidade que define o produto interno
usual por outra matriz quadrada, simétrica e positiva definida.

Com este novo produto interno, sao estudados conceitos como vetor tangente, vetor
normal, vetor binormal, formulas de Frenet, curvatura e tor¢ao.

Palavras chave: Geometria Diferencial, produto interno, teoria local de curvas, curva-
tura, torcao, formulas de Frenet.



Abstract

The local theory of curves of the Differential Geometry in the euclidean plane and
euclidean space is well known (see references as [4] and [13]).

This work consists of a generalization of this theory using arbitrary metrics. Such
generalization is made replacing the identity matrix which defines the usual inner product

with another square matriz, symmetrical and positive defined.

With this new inner product, concepts like tangent vector, normal vector, binormal
vector, Frenet’s formulas, curvature and torsion are studied.

Keywords: Differential Geometry, inner product, local theory of curves, curvature, tor-
sion, Frenet formulas.
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Lista de Simbolos e Convencoes

. P indica a cardinalidade do conjunto P;

. My, xn(R) representa o conjunto de todas as matrizes de ordem m x n, isto é, de m linhas e
n colunas, com entradas reais;

. My xn(R) = M, (R) representa o conjunto de todas as matrizes quadradas de ordem n com
entradas reais;

. Id, € M,(R) representa a matriz identidade do conjunto M, (R);
- Omxn € Myxn(R) representa a matriz nula deste conjunto, bem como 0,, € M, (R);

. O subconjunto das matrizes de M, (R) que sdo simétricas e positivas definidas é aqui denotado

por ., (R);

. Uma base ordenada do espago vetorial R™ é denotada por B = {51, 52, N ,l;n}; havendo neces-
sidade de outras serao denotadas por B,, *B,, etc.;

. No R"™ denota-se os vetores canénicos como

¢, =(1,0,0,...,0), ¢€»=(0,1,0,...,0), ..., ¢€&,=(0,0,...,0,1).
A partir destes, a base canoénia de R" é escrita como sendo o conjunto
C={e1, €9, ...,En}.
Em particular, para n = 2, costuma-se denotar
€1=i=(1,0) e é=j=(0,1)

e a base canonica por € = {4, j }.
Para n = 3, é comum escrever

81:;: (170a0)a 62:.;:(0’170) € 63: :(anal)
e a base canonica fica € = {Z, 7, E},

. Dados um (sub)espaco vetorial V e B = {l;l, bo, ..., I;m} uma base de V', um vetor v € V escrito
em termos desta base tem a seguinte notagao vetorial:

% - - - »
U7 =wvbr +vaba+ ... +vmby = (v1, Va2, ..., Um)
ou, quando a base estiver subentendida, tomada simplesmente como a m-upla
7= (Ul, V2, -« Um);

08 nimeros vi, Vo, ..., Uy, sa0 chamados de coordenadas de ¢ na base ‘B.
Se V =R? ou V = R3, entdo o vetor ¥ na base B é escrito como sendo

~%B B ~B B

77 = (i, yi) ou 07 = (24, Yi» 2i) s

respectivamente (onde i € N);

ix
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22,

Nas mesmas condi¢oes do item anterior, a notagao matricial deste vetor ¥/ é
[’U]%Z[Ul Vo ... Um ]%

ou tomada simplesmente como
[U]:[Ul Vg ... Upm }

Isto ¢, a notagdo matricial de um vetor ¥ € V' é uma matriz de M, (R).
Novamente, caso seja V = R? ou V = R3, o vetor ¥ na base B tem sua notacio matricial dada por

[5}%2[% yi]% ou [5}%2[% Yi 2 ]%7
respectivamente;

Sejam V um (sub)espaco vetorial e B = {b1, bo, ..., l;m} C V. O (sub)espago gerado por B ¢
o conjunto de todas as combinagoes lineares dos vetores de B e é denotado por

[[B]] = [[51, 527 ey g',n]] :{ Z Uil;i VS EK}’

1<i<m
onde K ¢é o corpo de escalares deste (sub)espago vetorial;

1 denota o perpendicularismo, desta forma, @ | ¥ significa que estes vetores sdo perpendiculares;

Sejam V um (sub)espaco vetorial e B um subconjunto néo vazio de V. O complemento ortogonal
de B em V é definido e denotado por

Bt ={#eV:i Ll Vie B});

Mg, 9, é a matriz de mudanca da base, da base 8, para a base B,;
Uma base 98 é chamada de base positiva se M¢ 5 tem determinante positivo;
Uma base ortonormal ser4 referida pela sigla ON;

A notagao iy significa o vetor « aplicado no ponto (ou com sua origem trasladada para o
ponto) j;

Sejam V C U (sub)espagos vetoriais e p € U. O espago tangente de V em p é denotado por
T5(V) e definido como o conjunto de todos os vetores de V aplicados no ponto p. Da
terceira secao do Capitulo 1 em diante, o espago vetorial V' é tomado sobre o corpo de escalares R
eV =R" paran =2, 3. Assim,

Ty (V) = Ty (R™);

Sejam U e V espagos vetoriais de dimensdes n e m, respectivamente, ambos sobre o corpo de
escalares K, %, uma base de U, B, uma base de Ve U 3 u — F(u) € V uma aplicagdo linear.
Denota-se a matriz da aplicagao F' nestas bases como sendo a matriz

(F)y, 2, € Mumxn(K);

O simbolo
P 0 se i#£j
Y11 ose i=13
chama-se delta de Kroenecker;

Z(@,7) denota o angulo formado entre os vetores 4 e ¥;

// denota o paralelismo, por exemplo, @ // ¥ mostra que estes vetores sdo paralelos;
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Todas as fungoes desta monografia serao representadas numa tnica linha como segue:

R™ 2 A3 F(T) = (fi(&), o), fal@)) € R™.
Esta notagdo significa que o dominio da func¢io é o conjunto A C R™, que a variavel indepen-
dente é 7, que esta é mapeada no conjunto R™ pela aplicagdo (ou lei de associagao) F(Z);

Um caso particular de fungao que serd bastante usado nesta monografia é a curva, caracterizada
por ser uma fungao de R em R™:

RoI>t— O_Z(t) = (fl(t)an(t)""’fn(t)) eR"

Quando nao for mencionada a base na qual a curva esta escrita, fica acordado que foi usada a base
canodnica. Do contrério, se a curva for dada em termos de uma base B = {bq, ba, ..., b,} do R™,
serd feita mencao da base usada denotando a curva por

am(t)= Y filt)bi;

1<i<n
PQ segnifica a medida do segmento de extremos P e () enquanto que @ denota o vetor de
origem P e extremidade final Q;
A notagdo int(X) denota o interior do conjunto X;
PDR significa parametrizada diferenciavel regular;
T (S) é a notagdo do plano tangente a uma superficie regular S no seu ponto p;

PCA significa parametrizada por comprimento de arco que, assim como a simbolizagao
anterior, € um conceito de curvas que é estudado no Capitulo 3;

O Teorema Fundamental de Curvas Planas é referido pela sigla TFC.
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Introducao

Em geral, é lecionado na disciplina de Geometria Diferencial um contetido que basi-
camente se divide em duas partes: curvas e superficies. A primeira consiste de: curva
parametrizada diferencidvel, reparametrizaciao por comprimento de arco, vetor tangente,
vetor normal, curvatura, formulas de Frenet para curvas planas e, soma-se a estes, vetor
binormal e torcao quando a curva é espacial. Isso é o que se chama de teoria local de
curvas. Ha ainda um outro aspecto da teoria, chamado de teoria global de curvas, que
consiste basicamente da inequacao isoperiméirica, do teorema dos quatro vértices e da
formula de Cauchy-Crofton.

Todo o contetido da teoria local de curvas pode ser encontrado em referéncias biblio-
graficas citadas no final desta monografia. Como exemplo, servem os livros relacionados
em [4], [7], [13] e [15]. A teoria global pode ser estudada no primeiro destes.

Uma curva ¢ uma aplicacao de R em R", n = 2 ou n = 3. Para desenvolver a teoria
local de curvas é necessario usar um produto interno do R", que é uma aplicacao de R” x R"
em R e que satisfaz alguns axiomas. Com este é possivel medir distancias e angulos. Em
todas estas obras foi usado o produto interno candnico (ou usual ou euclidiano) que é
algebricamente dado por:

((ug, ug, ..\ up), (V1, Vo, ..oy Vy)) = Z U;V; -

1<i<n

Porém, é possivel escrevé-lo como um produto matricial. Tomando como exemplo o

R2?, fica

((z1, 1), (22, 92)) = Z TiYi = [ 1 W% ] [ (1) [1) } [ T2 Yo }T.

1<i<2



2 Introducao

A matriz identidade usada para definir o produto interno usual nao é a tinica permiti-
da para se definir um produto interno. Ha certas matrizes que podem substituir a matriz
identidade na igualdade acima e definir um novo produto interno.

Esta dissertacao tem como objetivo fazer uma generalizacao da teoria local de curvas
para um produto interno geral. Ao menos alguns dos resultados obtidos aqui devem recair
sobre seus anélgos das referéncias supracitadas quando a matriz do produto interno for
tomada como a identidade.

Os dois primeiros capitulos fazem o alicerce: contém alguns resultados de Geometria e
Algebra Linear, que sdo feitos aqui para serem aplicados no contexto deste trabalho. Em
seguida a teoria local de curvas ¢é tratada nos terceiro e quarto capitulos: inicialmente para
curvas em R? e posteriormente para curvas em R3. O altimo capitulo ¢ dedicado a alguns
exemplos, embora ha exemplos em todos os anteriores.

FSM,

silvamelo@gmail.com
Campinas, Estado de Sao Paulo.
Inverno de 2010.



CariTUuLO 1

PREAMBULO
[

Nesta parte do trabalho iniciam-se os alicerces que baseiam todo o texto, embora sejam
conceitos bastante simples de Geometria e Algebra Linear. Estao apresentados aqui para
que fique estabelecida a notacao e a linguagem com que sao trabalhados.

O contetido da Secao 1.1, Bases Orientadas, serd usado na segunda se¢ao do préoximo
capitulo e é oriundo das obras |2, 4]. A idéia de Produto Interno, nas Se¢oes 1.2 e 1.3, pode
ser vista em [8, 9]. Por fim, o assunto Fspaco Tangente, na Se¢ao 1.4, vem dos livros |7, 13].



4 CAPITULO 1. PREAMBULO

1.1 Bases Orientadas

E conhecido da Algebra Linear que todo (sub)espaco vetorial finitamente gerado V' ad-
mite base. Uma base de V' é um subconjunto finito de vetores de V., B = {by, bo, ..., b, }
C V, linearmente independente (doravante abreviado para LI) que gera todo vetor de V/

V:[[%]]:{Z cib; : c; € R}

1<i<n

Qualquer outra base B, de V' é tal que #8, = B = n, por isso define-se a dimensao
de V como sendo dim V' = #28. Se V é finitamente gerado, entao n < +oo. Quaisquer m
vetores de V', com n < m, sdo linearmente dependentes (de agora em diante, LD).

Uma base ordenada é um conjunto ordenado de vetores do (sub)espago ve-
torial em questao. Isto quer dizer que se B = {by, by, ..., b;, bj, ..., b,} é uma base
ordenada de V, entdao B, = {by, bs, ..., b, b;, ..., b,} & outra base ordenada de V,
diferente de 8. Doravante sao tomadas somente bases ordenadas.

Exemplo 1.1.1. No espaco vetorial R? costuma-se den_{)tgr 0s vetores i = (1,0) e j =
(0,1) e com estes a base candnica (ou natural) € = {i,j}. A base de um espago
vetorial nao € unica; com efeito, tomando by = (1,2) e by = (2,-3), vetores LI, o R?
pode ter como base o conjunto B = {I;l, 52}

Exemplo 1.1.2. No R?, com i = (1,0,0), j = (0,1,0) e k= (0,0,1), tem-se a base

el

canonica dada por € = {i, 5, k}. O plano Ozy de R? pode ter por base o conjunto
B={i, ]}

Se B ={by, by, ..., by} e B, ={b11, b1a, ..., b1} sdo bases para V, entdo, para um
v €V, é possivel escrever

v® = Z viby = (v1, ..., )" (1.1)

1<i<n

’U%l = Z uibu = (Ul, ...,Un)%l.

1<i<n

Sendo B, base de V e B C V & possivel escrever os elementos b; como combinacao
linear dos elementos de B, como segue:

(
by = Zggn apnby; = anby + ...+ apbi,

(1.2)

bn = D icicn @inb1i = @b + .+ anpbin

\

Substituindo (1.2) em (1.1)
v=uvb;+...+v,b, =
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- Ul(allbll +...+ anlbln) + ... +Un(a1nb11 +...+ annbln) -
= (’01(111 + ...+ Unaln)bn + ...+ (Ulanl + ...+ vnam)bm =
:U1b11+...+unb1n iS4

4
Uy = V1011 + ... +v,01,

[ Un = V10n1 + .o v,

Uy 11 Q12 ... Qip U1
U2 Q21 Q22 ... Q2 Vg

& = (1.3)
Unp, ap1 Ap2 ... QApp Un,

Com isso é possivel estabelecer a

Definicao 1.1.3. A matriz de mudanca de base, da base B para a base B, ¢ dada

por
a1 a2 ... Qin
G21 Q22 ... Q2p
M, o = . . _ € M,(R).
Ap1 Gp2 ... dpp

Com a matriz Mg, o € possivel encontrar as coordenadas de qualquer vetor v de V
em termos da base B, se este for dado em termos da base 8. Ou seja, sendo dado (1.1),
obtém-se v = (uy, ..., u,)®* fazendo o produto de matrizes (1.3) como segue:

[v]5, = Mo, s[v]5s-

Exemplo 1.1.4. Considerando as bases de R? dadas no Ezemplo 1.1.1, € = {;, Jj}t e
B = {by, ba}, 0 processo para se obter Me g € feito da sequinte forma:

(

a1 — 1
51 == (]-, 2) = an(l, 0) + (121(0, 1) Ao = 2 1 2
= = Mgy =
by = (27 _3) = a12(17 O) + &22(0, 1) aip = 2 2 -3
azp = —3

\

Os wetores do ]R2 TR

—

uc_(wlayl)t j

(7

%) e U = (3, —2)® tém suas coordenadas na base €,
, dadas por:

1
7
, §2)
1
= e
—1

=

Y
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_
'S
[

Exemplo 1.1.5. Sob as mesmas condigoes, obtém-se My ¢ da sequinte forma:

( a;n = %
(1, O) = 0,11(1, 2) —|—(121(2, —3) 9] = % % %
= = M%ﬁ =
(07 1) = CL12(17 2) + (122(2, _3> a9 = % % _%
( 22 = —%
Os vetores do R* 4 = (1, —=1)% e 0% = (—3, 3)¢ tém suas coordenadas na base B,
u% = (1, yl)% e 0P = (1o, yg)%, dadas por:
3 2 1
1 77 1 7
p— —_ e
2 1 3
3 2 1 9
L2 77 3 11
2 1 4 |
Y2 7 77 3 —7

que sao os vetores do exemplo anterior.

Proposicao 1.1.6. (Propriedades da matriz de mudanca de base). Sejam B, B,
e B, bases de um (sub)espaco vetorial V de dimensio n < +oo. Valem as seguintes
aSSercoes:

1. Se B =*B,, entao My », = 1d, € M,(R);
2. M%,gz = M%7%l .M%l’%z;
&. det Mg&%l 7& O,’

4. My, = (Mygwp,)" "

Demonstracao. Encontra-se nas referéncias 2] e [3]. O

Exemplo 1.1.7. A matriz de mudanca de base do Exemplo 1.1.5 poderia ter sido obtida
da inversa da matriz My ¢ do Ezemplo 1.1.4. De fato, verifica-se que My e . Me g = Ids.

No decorrer desta secao e da Secao 2.2 do Capitulo 2 sao necessarias algumas propri-
edades de determinantes. As provas podem ser encontradas em [2]| e [3], exceto a que é
feita ao fim do enunciado seguinte.
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Proposigao 1.1.8. (Propriedades do determinante). Sejam A, B € M,(R) e c € R.
Valem as sequintes propriedades:

1. Se A=0, e B=1d,, entao det A=0 edet B=1;
2. det A = det AT;

3. Se B ¢ a matriz obtida por multiplicar uma linha ou uma coluna de A por c, entao,
det B = ¢ det A;

4. Se B difere de A somente pela posi¢io de duas linhas (ou colunas), que estao
trocadas, entao det B = — det A;

5. Se A tem duas linhas (ou colunas) iguais, entao det A = 0;
6. det(A B) = det A det B;

7. Se B € obtida de A somando a uma linha outra multiplicada por uma constante,
entdo det B = det A;

8. Se A € iversivel, ou seja, se existe B tal que AB = Id,, , entdo det A det B =1
(B nestas condigoes é denotada por A™').

Demonstracao. As referéncias supracitadas contém as provas de todas estas assercoes
exceto da (4) que nao esta feita para duas colunas trocadas, mas somente para duas
linhas trocadas. Aplicando a propriedade (2) e em seguida a (4), de validade assegurada
ao menos para duas linhas trocadas, obtém-se o resultado restante. O

Definigao 1.1.9. Sejam V um (sub)espaco vetorial com dimV =n < +oo, B e B, bases
de V. Diz-se que B e B, tém mesma orientacdo se det My, o > 0. FEsta relagao
¢ denotada por B ~ B,. Caso contrdrio, se det My, o < 0 diz-se que B e B, tém
orientacao contrdria.

Proposicao 1.1.10. A relacao B ~ B, da definicao anterior é uma relacao de eqiiiva-
léncia.

Demonstracao.
1. 8~ %, pOiS M%V% = Idn = det M%’% =1>0;

2. Se B ~ B,, entao B, ~ B, porque My, o = (Mpm,)' = 0 < det Mo, 3 =

1 .
midetM%7%1 >O:>%1N%,

3. (B, também é base de V) Se B ~ B, e B, ~ B,, entdio B ~ B,. Com
efeito, det M%,%l > 0, det Mgh%z > 0 e det M%’%Z = det(M%’sBl M%hgz) =
= det M%7%l det M%l,‘Bz >0=B, ~B. O

Proposicao 1.1.11. Ainda sob as hipdteses da definicao anterior, seja firada uma base
B do (sub)espaco vetorial V' de dimensao finita. Seja X o conjunto das bases de mesma
orientacao de B e Y das bases de orientacao contrdria a ‘B.
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1. VB,,8B, € X sao tais que B, ~ B, (noutras palavras, se B ~ B, e B ~ B, entdo
B, ~ B, ); analogamente substituindo X porY;

2. SeB, € X eB, €Y, entao B, e B, tém orientacdo contrdria (noutras palavras,

XNY =9¢);

3. As classes X eY sdo as unicas possiveis e nao dependem da escolha de 5.

Demonstracgao.

1. %17%1 € X = (detM%h% > O/\detM%b% > 0) Mas, M%fBz = (M%IV‘B)il e
det Mg&gz > O, assim det MgBthZ = det(MgthB M‘B,SBZ) = det MgB1753 det MS&‘BZ >
0=B, ~B,.

B,,B, € Y = (det Mg, s < 0 Adet My, 5 < 0). Porém, det Mg, < 0 =
det M%l’gz = det M%l’% det M%7%2 >0=B, ~ gBl;

2.8, € X =>detMy, s >0eB, €Y = det Mg, s < 0 = det Mz, < 0. Entao
0 < det M%h% det M%ggz = det Msgh%z;

3. A unicidade das classes X e Y decorre da Proposicao 1.1.6 (3): o determinante
¢ um nimero real; R é um corpo ordenado; dado a € R somente uma dentre as
seguintes situagoes ocorre: ou a < 0, ou a = 0, ou a > 0; a possibilidade da matriz
de mudanga de base ser singular (ou seja, de ter o determinante nulo) é descartada
pela proposicao supracitada.

Sejam B, uma base de V', X o conjunto (ou classe) das bases de mesma orientagao
de B, e Y, o das bases de orientacao contraria.

H4 dois casos possiveis: ou B ~ B,, ou B e B, tém orientacao contraria.

Se B ~ B,, entao B, ~ B e det My, > 0. Seja B,, € Xj; assim B,, ~ B, e
det M, »,, > 0. Entao

det M%y%o,l = det(qu;o M%m%o#l) = det M%’%o det M%o,%o,l >0=

=B, ~B=DB,,€ X=X, CX.

Por igual raciocinio, X C Xy. Logo X = X|.

Analogamente prova-se Y =Y.

Supondo ‘B e B, de orientacao contraria significa det Moy o3, < 0. Seja B, , € Xo,
assim det My, 2, , > 0; logo

det M%g,go,l = det(MsB,ggo M&B()’%OJ) = det M%7%0 det M%o,‘Bo,l <0

significando que B e B, , tém orientacao contraria, portanto, B,, € Y e X, C Y.
Seja B, € Y, entao

det M%o,%l = det(M%m% M%,%l) = det M%o’% det M%7%l >0=

=B, ~B, =B, Xg=Y CX,.

Entao XO =Y.
Por anélogo raciocinio, vem que Yy, = X. O
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Defini¢ao 1.1.12. Sejam B uma base fixada do (sub)espaco vetorial finitamente gerado
V, X o conjunto das bases de V de mesma orientacao que B e Y o das bases de V de
ortentacao contraria a B. Cada uma das classes X e Y € chamada de uma orientacao
de V. FEscolhida uma delas, todas as bases pertencentes a esta classe sao chamadas de
bases de orientacao positiva ou, simplesmente, de bases positivas; as pertencentes a
outra classe sao chamadas de bases de orientacao negativa ou bases negativas.

Observacao 1.1.13. (Conveng¢do das bases positivas de R™). Como o espago vetorial
R™ admite somente duas orientac¢oes (Proposicao 1.1.11), fica convencionado que uma
base do R" € positiva se tiver a mesma orientacao da base canodnica do R". Isto
¢, uma base B do R" € positiva se € ~ B, ou se det Mg ¢ > 0.

A mesma convengao foi tomada na referéncia bibliografica [4] em sua secao 1 — 4.

Exemplo 1.1.14. A matriz de mudanca de base para as bases do R? do Exemplo 1.1.1
estd calculada no Exemplo 1.1.5. A base B ¢é negativa, pois

~lw
|

7 1
det M%,Q: = det = —? < 0.

~IN
|

Exemplo 1.1.15. A base de R? dada por
B ={by, by, b3} ={(—1,0,1), (1, V3—1,1), (-1,V3+1, 1)}

tem matriz de mudanga de base, de base candénica € para a base B, dada pelos coeficientes
do sistema como o calculado em (1.2):

( - g — —
i = — Wb o+ (B+LHs + (LD,
j = 00, + %gbg + \?bg =
| £ = by + (L +Yby + (L Dby
1 1
\/5_5 1 \95 \/55 1
= Mpe=| L +ts 5 LT
V3 _ 1 V3 V3 _ 1
21 6 12 14
Com esta matriz € possivel concluir que € ~ B, ou seja, a base B € positiva (ou, de
orientagdo positiva), pois
3
det Mg = g >0

Exemplo 1.1.16. Por outro lado, uma unica modificacao na base B do exemplo ante-
rior pode alterar sua orientacao. Com efeito, substituindo em B o vetor bg por —bs =

(1,—v3 — 1, 1) tem-se a base
B, ={(-1,0,1),(1,V3-1,1), (1,-V3 -1, 1)}.
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Para esta base B, o sistema equivalente ao sistema (1.2) é o dado por

( - - — —
2 = — %bl + (le + \1/—25)172 -+ (i — \1/—3)1)3
j = 00, + \/7552 - \/7353 =
(F o= 3+ GHYDbe + (G- Y
1 0 1 V3
2 2 3
:>M%1,¢: 411+\1/_2§ \/Tg %—i_\l/_g :>detM%17¢__E<O7
1_ V3 _¥3 1_ V3
4 12 6 4 12

ou seja, B, € uma base de orientacao negativa.
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1.2 Produto Interno

Definicao 1.2.1. Um produto interno sobre o espaco vetorial V ¢é uma aplicacao
VxVs(Wv)—(u,v)eR

que satisfaz as sequintes propriedades (aziomas), onde @, V,w € V e a,b € R:

1. linearidade: (ai+ bv,w) = a (U, W) + b (¥, );

2. sitmetria: (U,V) = (0,4 );

3. positividade: (i,7) >0 e (0,0) =0 @ =0.

Notar que as Propriedades (1) e (2) implicam a bilinearidade, isto é, além de valer
(1) vale também (1’°) como sendo

(W, at + bU) = (atl 4 bU, W) = a (U, W) + b (V,w) .

A bilinearidade do produto interno significa tratar-se de uma funcdo que é linear tanto
na primeira como na segunda entrada.

E ainda, da Propriedade (1) e de propriedades que definem o espago vetorial, decorre
que: se @ = 0, entdo (@, ¥) = 0 para V&. De fato, como @ = 0 = 0.0, entdo (@, 7) =
(0.0, 7) :0.<0, ) =0.

Exemplo 1.2.2. Sejam 4@ = (xv1,11) € U = (22,y2) em R? e R? x R? 5 (4@, v) —
(i, V) = 2z1z9 € R. Da Definicao 1.2.1 esta aplicagdo sé nao satisfaz a positividade:
((0,1),(0,1)) = 0 mas (0,1) # 0. Portanto, nao é um produto interno em R2.

Exemplo 1.2.3. Se a aplicacio R*> x R? > (&, ) — (i@, U) € R for dada por
<1I, U > = 21’15(]2 -+ 3y1y2, (14)
entdo satisfaz todos os itens da Definicao 1.2.1, portanto, é um produto interno em R2.

Definigao 1.2.4. Define-se sobre o espago vetorial R™ o produto interno canénico (ou
usual)
R"xR"> (@, V) — (4,7), €R

como seque: sejam i,V € R™ dados por i = (uy,ug, ..., uy,) eV = (v1,v9,...,0,), €scritos
em termos da base candnica, entao,
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1.3 Matriz de um Produto Interno
Proposicao 1.3.1. Sejam V' um espaco vetorial e
% == {517527---;6n}

uma base ordenada de V. Sejam ainda

U= E uzbz € U= E Ujbj

1<i<n 1<j<n
vetores de V' escritos em termos da base B, denotados matricialmente por
[u]:[ul Uy ... un] e [v]:[vl vy ... vn],

e, por fim,
VxVaW,v)—(u,v)eR

um produto interno qualquer de V', como estabelecido na Definicao 1.2.1.
Nestas condicoes, existe uma unica matriz

o/ € M,(R)
que depende da escolha de B e € tal que

(i,0) =[u] o [0]".

Demonstracao.
(i, v) = <ﬁ= Z1§jgn Ujgj> = Zlgjgn Uj <[[, 5J>
= Zlgjgn Uj <21§z‘§n uibs 6J> - ZlSan Y <21Si§” Ui <g“ 5]>)
S ieien ¥ (ul <51, 5j> +uy <52, 5j> Fo <5n, 5j>)

—

= [u1<l;1,51>v1+u2<52,bl>v1+...+un<bn,b1>vl}+

= Z ui<l;i,5j>vj. (1.5)
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Seja & = (a;;) € M,(R), entao:
Zlgi,jgn wi(aij)v; = [ui(ar)vy +ua(ar)vr + ...+ wp(an)v1] +
..t
(U1 (@1n)vn + uz(a2n) vy + .o+ Up () V)
= [ui(ann) + ...+ up(an)] vi+
.ot
[ur(arn) + - ..+ up(@nn)] vn
= [Zicicatila)] v+ 4 [Xicicn wilain)] v
= [ Dicicntilan) o Yigcuilan) [ [vo v }T
= ¢ [0]y. (1.6)
Mas a matriz € € M4, (R) é tal que

C = [ Z1§i§n ui(a;) Z1§z‘§n wi(ain) }

= [w(an) + ...+ up(am) cow(ar) F - U (ann) |
11 A2 ... Qin
a921 Q29 ... QAgpn
Ap1 Ap2 ... QApp
= |d]po. (1.7)

E assim o resultado (1.6) fica

Y uwilay)o; = [@]p o [T (1.8)
Comparando os resultados (1.5) com (1.8) vem que &7 = (a;;) = <<I;Z , l;]>> e estd provada
a existéncia da matriz e sua dependéncia em relagao a escolha da base B.

Supor a existéncia de outra matriz ¢ = (g,;) tal que

(@] o [0]" = (@, v) = [a] & [9]".
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Sejam
(e, .. Un, v, .. vn) = @] o [T]"
= wi(a;)vr + ... + up(an) 1+
A
w1 (a1)vn + - oo+ Up(pn) vy
e

py(Ur,. .. Un, 01, ... 0) = [@] 9 [0]"
= ui(g)v + ...+ Up(gn1)v1+
R

Uy (gln)vn +...+ un(gnn)vn

(a base adotada nas tltimas notagbes matriciais para os vetores @ e ¢ é sempre B).
Mas, por hipotese

ppf(ajlw"axnaylw"vyn):p‘ﬁ(ml)"'7xnay17"'7yn);

pelo Principio de Identidade de Polindmios, esta igualdade ocorre se, e somente se, (a;;) =
(gi), ou seja, & =¥ e assim fica provada a unicidade. O

Exemplo 1.3.2. Seja B = {51, 52} a base de R? estabelecida no Ezxemplo 1.1.1. O
produto interno do Exemplo 1.2.3 foi definido, implicitamente, para vetores dados na base
canonica &: para vetores escritos em termos desta base, como € o caso dos velores 51
e 52, a expressao algébrica deste produto interno foi dada na equacio enumerada por
(1.4). Entao, a matriz que determina este produto interno na base B € dada como segue:

(51.51) (B1.52) o
- { —14 35 ]

<52761> <52762>
)® wvetores de R? na base B, tal produto interno fica

Q21 A2

M%:[all @12:|:

—’EB:(

_ B
xlayl) ev T2, Y2
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Exemplo 1.3.3. Seja € = {Z, ;} a base canonica de R?. A matriz &/ do produto interno
do Exemplo 1.2.3 em termos desta base fica

6D D]
o on) B

Sendo @% = (Z1,71)% e V¢ = (Ta, 2)¢ vetores de R* na base €, tal produto interno na base
canonica fica

S0 o o 2 _ _ _
(@, 7%) = m yl}{o g][% 3/2]T:2$1952+33/1y27

como escrito em (1.4).

Os vetores ©° = (%,%)% e P = (19—4,—%)% do exemplo anterior sao dados em € por
%= (1,-1)%ev®= (—%,3)6, conforme calculado no Exemplo 1.1.4. Estes dois vetores

resultam por este produto interno em:

<(1, -1)¢, (—%,3) ¢> = —10.

Definigao 1.3.4. Uma matriz &/ de M,(R) é chamada de simétrica se of = /7.

Definicao 1.3.5. Uma matriz o/ de M,(R) é chamada de positiva definida se, para
todo vetor nao-nulo v € R", denotado matricialmente por

[17]:[111 vy ... vn]EMlm(R),

ocorrer

Pelos desenvolvimentos feitos na demonstracao da Proposicao 1.3.1, é equivalente es-
crever a condi¢ao da tltima definicao como sendo:

Z Ul'(aij>’0j > O,

1<i,j<n
considerando &7 = (a;;).

Lema 1.3.6. Sejam V um espaco vetorial, B = {51, ceey l;n} uma base ordenada de 'V e
o € M,(R) uma matriz simétrica e positiva definida. A aplica¢ao definida por

VXV, o) (i,v)=[i] o [¥]' €R

¢ um produto interno de V', como estabelecido na Definicao 1.2.1.
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Demonstracao. Os Itens (1), (2) e (8) da Defini¢do 1.2.1 devem ser verificados.
Sejam u,v,w eV ea,beR.

(1):

(aii + b0, 0) = [aii+bi] o [@]°
= ald] o [@]" + 0[] o [@]"

— alid, W) +b(T, F).

A linearidade é provada com base em propriedades de operagoes com matrizes, portanto,
véalida para qualquer matriz 7

(2): Considerando o/ = (a;;) e pelos desenvolvimentos matriciais da equagdo numerada
por (1.8) é sabido que

(i, v) = Z1§z‘,j§n ui(aij)v;
= wup(a)vr + us(as)vr + ... + up(an )vi+
..+
w1 (a1n)vn + ua(@on)Yn + - - + Up(@pn)Vp

= plug,...,v).

Por outro lado,
(U, 1) = Z1§z‘,j§n v;(aij)u;

= wvi(ai)uy + velag )ug + ... + vp(an ) ur+

.+
V1 (@10 Uy + Vo(a2n)Un + . + UV (@nn)Un
= wy(a;)vr + ug(a2)vr + ... + up(ay,) v+

R
U1 (an1)vp + uz(@n2)vn + ... + Un(@nn)Yn

= q(ur,...,v).

Entao p(uy,...,v,) = q(u,...,v,) se, e somente se, a1 = 11, G2 = A1, .., Q] =
A1n s « vy Qpp = Ay, (novamente pelo Principio de Identidade de Polindmios), o que de
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fato ocorre, pois &7 = (a;;) = (a;;) = A7;
(3): Supondo @ # 0 vem

(i, @) =[u) o [d]" >0

porque a matriz é positiva definida. Supondo @ = 0 vem

<ﬁ, 2_[> = Z ui(aij)uj = Z O(GZ])O = 0,

1<i j<n 1<i,j<n
portanto, a positividade da matriz implica a positividade da aplicacdo (, ). U
Lema 1.3.7. Sejam V um espaco vetorial e

VxVs(W,v)—(u,v)eR

um produto interno de V. Fizxada uma base ordenada B = {51, cey l;n} de V', a Pro-
posicao 1.8.1 garante a existéncia de uma unica matriz &/ € M,(R) tal que (i, V) =
(@] o [¥]". Nestas condicoes, o/ é simétrica e positiva definida.

Demonstragao. Sejam u,v,W € V e a,b € R.

(1): Como feito na primeira etapa do lema anterior, a linearidade ¢ verificada para qual-
quer matriz;

(2): (, ) goza da simetria, entdo

(@, v)=[a] & [0]" = > wlay)v

@, i) =[0] & [d]" = D wvlagu= Y uilaz)v;.

1<i,j<n 1<i,j<n
Como (@, ') = (U, u), segue que (a;;) = (a;;), donde & = 7;
(3): Supondo @ # 0 vem 0 < (@, @) = [#]  [@]", ou seja, o7 & positiva definida, con-
forme Definicao 1.3.5. 0

Os Lemas 1.3.6 e 1.3.7 provam a necessidade e suficiéncia do seguinte resultado:

Proposicao 1.3.8. Sejam V' um espaco vetorial, B = {51, ce l;n} uma base ordenada
deV e o € M,(R). Para que a aplica¢ao definida por

VXV, o) (i, v)=[d] o [v]' €R

seja um produto interno deste espaco tangente € necessdrio e suficiente que </ seja simétrica
e positiva definida.
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Definicao 1.3.9. Nas condicoes da Proposicao 1.5.8, a matriz & serd chamada de ma-

triz do produto interno e este serd indexado pela matriz simétrica e positiva definida
de M,(R) que o define:

— — — —1T

(@, 0), =[u] & [v].

O produto interno canénico da Definicao 1.2.4 continua indexado por C.
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1.4 O Espaco Tangente e suas Propriedades

Definicao 1.4.1. Um vetor tangente do R™ consiste de dois pontos deste espaco: um
chamado de parte vetortal U e outro de ponto de aplicacdo p. Sua notacao é Uy e
consiste do vetor obtido ao se colocar (ou aplicar) a origem de U em p.

Algumas propriedades deste conceito sao as que seguem:

1. Uy = Wy se, e somente se, estes vetores tangentes tém o mesmo ponto de aplicagao,
P = (¢, e amesma parte vetorial, v = w0 ;

2. Uy e Uz sao vetores tangentes paralelos e nao sao coincidentes caso p # ¢;
3. U £ Wy = (U £ @)z
4. se ¢ € R, entdo ¢ (Up) = (c¥)y-
Definigao 1.4.2. Sejam p € R™ um ponto e V.C R™ um (sub)espaco vetorial. O espago

tangente de V em p é definido como o conjunto de todos os vetores de V' aplicados em
P (ou seja, com sua origem trasladada para o ponto p) e denotado por

Tﬁ(V) = {1_);3‘1 UE V}

Proposicao 1.4.3. Nas condicoes da Definicao 1.4.2, adicionando-lhes convencionar 65 =
7, Tz(V) é um (sub)espago vetorial.

Demonstracao. A seguinte aplicacao linear
Voure F(ﬁ) = _)ﬁETﬁ(V)

é um isomorfismo (aplicacao linear bijetora) entre esses espacos.

Se V & um (sub)espaco vetorial, entdo é um espaco vetorial; por isso, as consideragoes
seguintes sao feitas supondo V' como um espaco vetorial. O corpo de escalares é tomado
como sendo um conjunto K.

Em V estao definidas as seguites operagoes:

soma:

VxVaWv)—Suv)=u+0veV,; (1.9)

e produto por escalar
KxV>(,0U)— Ple, V) =ctieV. (1.10)

Para cada uma destas operacoes sao satisfeitos em V' quatro axiomas. Compondo F com S
e F' com P (nesta mesma ordem, F'oS e FoP), esses oito axiomas sdo também satisfeitos
em T (V). Por exemplo, valem em V' a comutatividade da soma e a distributividade
do escalar, expressos, nessa ordem, da seguinte forma:

—

i+T=0+d e (a+Db)¥=ai+bi.
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Com a aplicacao linear composta dada por
VxVs(uv)—FS@v)=Fu+v)eTz;V)
vale a comutatividade da soma em T (1), pois
Up+iuy=F0)+ F{u)=F({U+u)=FUu+7)=F(u)+ F{) =i+ v;.

A distributividade do escalar também vale em Tz (V'), pois, com a aplicagao linear com-
posta
KxV3(c,U)— F(P(c, 7)) =F(cv) e T (V),

ocorre
(a+b)T; = F((a+b)#) = F(a) + F(b7) = aF(7) + bF(¥) = avly + ;.

0

—

Para p" e V como na Definicao 1.4.2 valem as seguintes asser¢oes: se p = 0, entao
T; (V) =V; e, para Vp e R", T (V) C R™

Definigao 1.4.4. Sejam V um (sub)espago vetorial de R™ e g€ R™. V, por ser (sub)espaco
vetorial de dimensdo finita, admite base. Seja B = {51, 52, cey 5n} uma base ordenada
de V. Uma base ordenada de T (V') é definida como uma base de V aplicada em 7,
1sto €, o conjunto de cada Z;Z aplicado em p'. A base de Tz (V') € denotada e estenografada
por L B

By ={biy, bag, ..., bnz}

O isomorfismo tomado durante a demonstragao da Proposicao 1.4.3 justifica esta
definicdo. Uma vez que I é bijetora e B C V é base deste (sub)espaco, entdo F(B)
¢ base de T(V) (um isomorfismo transforma uma base do dominio numa base da ima-

gem).

Exemplo 1.4.5. Sejam V C R? o plano Oxy (de equacio normal 2 =0) e p = (2,3, 3).
Uma base de V foi dada no Exemplo 1.1.2: B = {i,j}. Uma base de Ty (V) seria
F(B) = B; = {;ﬁ, fﬁ}. Notar que Tz(V) € o plano do R® paralelo a V' de equagdo
normal z = 3.

Observacao 1.4.6. (Conveng¢do do espago vetorial e corpo de escalares adota-
dos). Para esta monografia fica estabelecido que o corpo de escalares ¢ sempre R e V
¢ sempre o espaco vetorial R", ou seja,

T3 (V) = T3 (R").

n =2,3 sa0 08 Unicos casos necessarios.



CAPITULO 2

METRICA
[

Aqui inicia o contetido préoprio deste trabalho. A primeira secao objetiva desenvolver
a idéia de "métrica" com base nos conceitos de produto interno desenvolvido no capitulo
precedente. O sentido em que a palavra métrica é usada aqui pode ser adiantado como
sendo uma aplicagdo matricial. A referéncia bibliografica [12] usa este termo para definir
uma aplicacao
M x M € (z, y) — d(x, y) € R,

(onde M & um conjunto) que mede a distancia dos pontos = e y e satisfaz quatro axiomas.
O mesmo conceito é apresentado adiante neste capitulo sob o nome de Func¢ao Distincia;
isso ocorre na Definicao 2.1.42 e 14 sao citados esses quatro axiomas.

Na segunda segao estuda-se o Produto Vetorial, conceito importante para o estudo de
curvas no R? que se dara no proximo capitulo. Foi trazido aqui pela fonte [6].

21
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2.1 Definicao de Métrica

As matrizes de M, (R) que satisfazem as hipoteses da Proposi¢ao 1.3.8 sdo citadas nesta
monografia com alguma freqiiéncia. Disto e das Defini¢oes 1.3.4 e 1.3.5 vem a motivacao
para estabelecer a seguinte definicao:

Definicao 2.1.1. O conjunto das matrizes quadradas, simétricas e positivas
definidas é denotado por

My(R) = {7 € M,(R): o =" e [0)[T]" > 0,¥0 € R"\ {0}}.
Obviamente, #,,(R) C M, (R).

A matriz de um produto interno estudada no capitulo precedente (Defini¢ao 1.3.9) nao
necessita ser constante. Pode variar em cada ponto p que define T (R™). Isso é o que
estabelece a proxima definicao.

Definicao 2.1.2. Sejam Y C R" e uma aplicagao matricial
Y 37— d(p) = (a;(0)) € Mu(R)

onde cadaY 3 p'— (a;;(p)) € R, 1 <14,j <n, é uma fungio diferencidvel e aqui chamada
de funcdo entrada de </ (p). Se houver um aberto conexo X CY tal que a restrigdo

|\ € My(R),
diz-se que of = /() € uma métrica diferencidvel em cada ponto p e X.

Observacao 2.1.3. Deste ponto em diante quando se falar de uma métrica é entendido
que p pertence ao conjunto tal que </ (p) € Mn(R).

Exemplo 2.1.4. Para a dimensao n = 2 seja
R DY 3 p o(p) = (ais(P)) € Ms(R)

dada por
52%(;5' _ Cln(ﬁ) a12(ﬁ)
CL21(]7) a22(]7)
Por ser simétrica, a12(p) = a9 (p). Além disso terd suas fungoes entrada simplificadas da

sequinte forma: ) a(f) b(p) a b
Mm:[b(ﬁ) c(ﬁ)%[’? C]’

onde a, b e ¢ sao subentendidas como funcoes de p.

Exemplo 2.1.5. Para a dimensao n = 3 uma métrica
R*DY 3 o/() € M(R)
tem o sequinte aspecto geral:

a(p) b(p) <(p)
A (p)=| b(p) d@) e@) | =
cp) e@) fp)

onde a, b, ..., e e f sao subentendidas como funcoes de p.

o o Q
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Uma métrica & = &/(p’) se aplica a T;; (R™) para estabelecer um produto interno neste
espaco tangente. Para isso vem a seguinte definigao:

Definicao 2.1.6. Seja &/ = /(p) uma métrica de Tz (R™), como na Defini¢io 2.1.2.
Conforme a Proposicao 1.8.8, essa matriz define um produto interno dado por

T3 (R™) x T (R") 3 (i85, T) = (ty, ) o5y = [Gp] & (P) [T5]" €R

Esta aplicagao serd chamada de produto interno sobre T; (R") segundo <7 (p).

Alguns resultados de Algebra Linear sdo assumidos aqui. Os mesmos podem ser lidos
com o rigor necessario nas obras [3] e [9].

Definigao 2.1.7. Sejam By = {b_iﬁ, b_éﬁ, ce b_,;ﬁ} uma base de Tz (R") e of = /()
uma métrica definida neste espago tangente.

—

1. Diz-se que Bz € uma base ortogonal seqgundo </ (p) se <b:ﬁ, biy)er(5) = 0 para
LF s

2. Diz-se que € uma base ortonormal (ou, simplesmente, ON) segundo </ ( p) quando
(i, bjz)ar () = 0ij-

Observacao 2.1.8. Uma matriz simétrica pode ser entendida como a matriz de um ope-
rador linear auto-adjunto numa base ortonormal. A base canédnica do espaco vetorial
R™, munido do produto interno candnico, € ortonormal. Considerando a matriz (%)c,c da
aplicacao linear

R">d— ueR",

onde /U € calculado por &/ [U]*, ocorre

para quaisquer u,v € R™.

Observagao 2.1.9. Um produto interno sobre Tz (R™) pode, sob um certo sentido, ser
entendido como um produto interno canénico: simplificando 7 () para </ tem-se

(i, U5),, = lg] o [U5]" = [Uz] Id, (o [U5]") = [iip] Idy [ 5|7 = (g, & U5) e,
ou
(g, Uy),, = (A Uy, Uy)q -

Este fato serd usado em lemas posteriores.

Observacao 2.1.10. Toda matriz simétrica é diagonalizdvel, isto é, admite base de
autovetores.
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Observacao 2.1.11. Em continuacao a Observacao 2.1.10, a base de autovetores de
uma matriz simétrica € ortogonal em relacao ao produto interno canénico. Normalizan-
do cada um dos vetores desta base obtém-se uma base ortonormal em relacao ao produto
mnterno candnico.

Lema 2.1.12. Seja o7 € M,(R) uma matriz simétrica. Para que essa matriz seja po-
sitiva definida € necessdrio e suficiente que todos os seus autovalores sejam estritamente
Positivos.

Demonstracao. Conforme observado ha pouco, a matriz o/ ¢ diagonalizavel.

E admitido que a matriz seja positiva definida. Seja A um de seus autovalores. Supor que
seja negativo. Seja u o autovetor associado a este A, assim 0 # . Entao, por ser positiva
definida deve ocorrer

0<la] o [a]' = [a][ra]" = A[a][a]" = M@, @),

mas (@, 4 ) > 0 devido a propriedade da positividade do produto interno canénico; sendo
A <0 vem
0<[i] o [id]" <0

que é contradicao. Logo, todo autovalor A\ da matriz &/ é positivo e estd provada a
necessidade.

Para a suficiéncia, seja 8 = {51 e ,I;n} uma base de R, ON segundo o produto interno
canonico e composta por autovetores de <7, ou seja, l;z é o autovetor associado ao autovalor
A; > 0. Um vetor @ é escrito como Z1gign ull;z Assim,

(@] o [a]" = [a] Id, (o/[d]')
= <ﬁ7%21§i§nu15i>c

_ <ﬁ S cion ui(ﬂgi)>

c
- <Zl§i§n u;b; , Zlgign ui>\z’bz>c
_ 2 7
= Dicicn UiNi <biabi>
== c
_ 2
= Zlgign u; Nidy;

= Z1§ign ui\i >0
ou seja, a matriz &/ é positiva definida. O

Lema 2.1.13. Toda matriz simétrica e positiva definida é ndo-singular (ou seja,
sempre admite inversa).
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Demonstracgao. Serd feita para os casos n = 2, 3 por contradicao.
Sendo
a b

uma matriz simétrica e positiva definida supor que seja singular (sem inversa) implica
det &7 = ac — b*> = 0 e faz com que o polindémio caracteristico desta matriz fique

ps(N) = (a—XN)(c—N\)—1?
= M —(a+c)A+ac— b
= M —(a+)\.

Por ter raiz nula (autovalor nulo), ha contradi¢do com o Lema 2.1.12. Portanto det .o/ # 0.
Para

%:

o o
o QU o
~ DO

com det .o/ = 0 faz o polinémio caracteristico ser
Py(N) = AB* = N+ 2+ e +aX\+d\—ad — af — df),

ou seja, faz com que &7 tenha autovalor nulo, contra-senso. [

Exemplo 2.1.14. Do Lema 2.1.13 é possivel inferir uma caracteristica da matriz do
Exemplo 2.1.4:

0 # det o/ () = 0 # ac — b* = ac # b*.

Observagao 2.1.15. No que seque, seja &/ = (a;j) € M,(R). Define-se a submatriz
principal de ordem k, com 1 < k < n, como a matriz @, = (a;;) onde 1 < i,j <k
(portanto, <7, € My(R)); define-se o menor principal de ordem k de o/ como sendo o
determinante da submatriz principal <.

Uma matriz positiva definida tem seus menores principais estritamente posi-
tivos.

O proximo exemplo ilustra mais uma caracteristica presente em uma matriz de produto
interno:

Exemplo 2.1.16. Uma matriz de #,(R), n =2, 3, nao pode ter um elemento da
diagonal principal igual a zero. De fato, se alguma matriz tiver um elemento nulo na
diagonal principal, algum menor principal serd nulo ou negativo, contrariando o resultado
enunciado na Observacdo 2.1.15.
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Exemplo 2.1.17. A matriz o de #5(R) igual a

— = O

1
1
1

O

constante em todo p € R? define um produto interno em Ty (R3):
T3 (R®) x T (R*) > (5, T5) = (U, U )ar() € R.
Pondo iy = (x1,Y1,21) € U = (X2, Y2, 22), € dado algebricamente por
T
(21 2 | 2 1 2] =

= 22129 + T1Y2 + Toy1 + T122 + X221 + Y1Y2 + Y122 + Yoz1 + 221 29.

Exemplo 2.1.18. Sejam Y = {(z,y) e R* 1y #0} CR? ¢

Yop=(zv,y) — o = (p) € M(R)

1
1 .
e

O conjunto X = {(x,y) € R? : y > 0} C Y € chamado de plano da Geometria de
Lobatchevski (vide [14], capitulo 4). Para um ponto de aplica¢io p € X, esta </ define
uma métrica em Ty (R?) dada por

dada por

oS-

o (5) = [

T3 (R?) x T3 (R?) 3 (1, U5) = (U5, U)oy 5y = [U5]  (P) [T5]T € R

chamada de métrica da Geometria Ndo-Euclidiana de Lobatchevski (conforme
referéncia [5]).
Pondo iy = (x1,11)5 € Up = (22, y2)7, 0 produto interno induzido por o € algebricamente
dado por
R 5 0
(Up, ;5>,Q{(ﬁ) = [21 u ] [ y() ?%

[l m]"

= [# Blle el

T1221+Y1Y2
= " .

<

Devido a Proposicao 1.3.8, esta aplicacao satisfaz todos os quesitos da Definicao 1.2.1.

O exemplo anterior e o proximo sao muito utilizados no decorrer desta monografia.
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Exemplo 2.1.19. Para os mesmos conjuntos X C Y hd pouco definidos, a aplicagao

Yaﬁ:(x,yww:w(m:[

o =
—

||
M
2
=

define um produto interno

T3 (R?) x T3 (R?) > (U, T5) = (g, Up) () = [U5] (D) [T5]" € R

Sy

quando p € X. Notar que sey < 0, entdo i < 0 e asstm a matriz teria autovalor negativo
contrariando o Lema 2.1.12.
Algebricamente, este produto interno €

T1T2 + 1Yo

<(l’1,y1)ﬁ, (@;?ﬁ)ﬁ)mﬁ) - y

Exemplo 2.1.20. O produto interno usual, estabelecido na Definicio 1.2.4, € aplicdvel
aos espagos Ty (R?) e Ty (R3), Vo € R®3, e pode ser reescrito em forma matricial:

1. n=2
L 1 0
(g, Tp)e = > wiyi = [ o yl}[o 1}[% w |
1<i<2
2. n=3
1 00 ;
<ﬁﬁ, ﬁﬁ>0 = Z ;Y [:Bl Y1 2 } 01 0 [ZBQ Y2 22} .
1<i<3 0 01

Portanto, como Idy € M>(R) e Idy € M5(R), € possivel definir este produto interno nos
moldes da Defini¢ao 2.1.6.

Sobre o espago tangente T (R™), n = 2, 3, define-se o produto interno candnico em
sua forma matricial como seque:

— — ~ 2 ~ — _ —»_’ —.\_‘ T.
1. Se iy e Uy sdo elementos de R®, entdo (iU, U5), = [ p } Id, [ 5 ] ;
~»_‘ ‘)_’ ~ 3 ~ ‘)_’ . o —»ﬁ —»_‘ T
2. Se Uy e Uy sio elementos de R®, entao (i, Uz), = [ Uy | Ids | U7 ] .
A matriz 1d, é chamada de métrica euclidiana, ou canénica, ou usual.

A proposicao seguinte é muito utilizada em resultados posteriores.
Proposigao 2.1.21. Sejo o/ = o/ (p) uma métrica de T (R™).

1. Eziste uma base ordenada de Tz (R™) ortogonal sequndo <7 (D);

2. Eriste uma base ordenada de T3 (R™) ON sequndo <7 ().
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Demonstracgao.

1. Conforme Observacoes 2.1.10 e 2.1.11, existe uma, base B = {51 Cbo ., En} de R"
formada de autovetores da matriz <7 (p’); cada autovetor b, associado ao respectivo
autovalor \;. Assim @/ b; = \; b; .

Esta mesma base pode ser aplicada em p' para formar uma base de Tj (R") (conforme
Defini¢do 1.4.4), ficando By = {b15, bag, ... , oy}

O produto interno por o7 de cada dois vetores distintos desta base pode, conforme
Observacao 2.1.9, ser escrito como

<b_;ﬁ’b_;ﬁ>gf n <b1p’ﬂb > - <b””)\]b3 >C’ A <pr’b_;5>c =0

quando ¢ # j, pois a base B; ¢ ON segundo o produto interno canonico. Portanto,
a base procurada é a propria base de autovetores.

2. A base encontrada na etapa anterior é normalizada para se obter a base ON segundo
a métrica dada. Para isso, sejam

para 1 <i <mn. A base de T; (R"), ON segundo &7 ( ), é construida a partir de B
como segue:

%275 = {U_iﬁ7 U_éﬁv ey U_;’Lﬁ}

Resta provar que esta ultima satisfaz o enunciado. Como descrito na Observagao
2.1.9, notar que

<U””U ﬁ>yz B <viﬁ’£{vjﬁ>c B <Uip’)\jv“’>c B \/TZ_/\] <biﬁ’bjﬁ>c '

Como <b:ﬁ7b;ﬁ>c = d;j, segue que <vﬂﬁ,vﬁjﬁ>% = 9,5, ou seja, By 5 ¢ ON segundo

Yo !
Exemplo 2.1.22. Uma métrica é chamada de métrica diagonal se sua matriz for
diagonal, ou seja, todas as fungoes entradas fora da diagonal principal sao nulas. Notar
que se uma matriz de produto interno € diagonal, entao os elementos da diagonal
principal sao seus autovalores e, pelo Lema 2.1.12, devem ser todos estritamente
positivos.
A base canénica de T (R") (que é a candnica de R™ aplicada em p) é ortogonal

segundo qualquer métrica diagonal. De fato, restringindo para o caso n = 3, tem-se
a base de Tz (R™) dada por

Seja
a(p) 0 0 a 0 0
A (p) = 0 dp) 0 =10 d O
0 0 f(§) 00 f
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a aplicagao matricial que pertence a #,(R) sempre que P € X, que é um aberto conero
do R3. Noutras palavras, &/ (') define um produto interno em cada Ty (R™).

Sejam iy = (x1,y1,21)% € Uy = (22, Yo, 22)% vetores de Ty (R™). O produto interno indu-
zido por o/ € dado por

a 0 0
(15, Uﬁ);j(ﬁ):[xl yi 2] 0 d 0 |[a v 22]T=G$1$2+dylyz+f2122-
00 f

Com 1isso, tem-se
<iﬁ’jﬁ>y/ B <iﬁ’ kﬁ>% B <jﬁ’ kﬁ>y/ =0

Pela Definicao 2.1.7, €5 € ortogonal seqgundo <7 .
Definicao 2.1.23. Uma aplicacgio
T5(R") 3 0 || 55 € R,
tal que para todo Uy, Uz € Tz (R™) e c € R cumpre os sequintes aziomas (ou propriedades):
1. (desigualdade triangular) ||tz + Uz | < || uz|| + || Uz]|;
2. eyl = lel 11 551);
3. (positividade) Ty # 05 = | U5 > 0,
é chamada norma do espago tangente Tz (R™).
Lema 2.1.24. Nas condigées da dltima definicio, || 0y || = 0.

Demonstracao. Usando as propriedades do espaco vetorial Tj(R"), 6]; = Uy — Uy =
(1 —1).4z = 0.4z Assim, pela Propriedade (2) da definicdo de norma, vem que
1051l = 10z || = 0. ||iz]] = 0. 0

Dados os pontos P = (z1,1) e Q = (22,%2), ambos em R?, e definindo um vetor de
extremidade inicial em P e final em () por

@:Q—P:(Cﬁz—xlﬂﬁ_yl)

é possivel medir o comprimento da flexa (vetor) 1@ pela aplicacao do Teorema de Pitd-
goras ao triangulo PQR da Figura 2.1, onde R = (x2,y1):

PQ?*= PR?* + RP?

onde XY denota o comprimento do segmento de extremos em X e Y; os segmentos
horizontal PR e vertical RQ) tém seus comprimentos facilmente calculados por |zo — 21| e
|y2 — y1| nessa ordem; entao

PQ* = (z3— 1)+ (2 —11)> = PQ = /(22 — 21)2 + (42 — 11)?.
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Figura 2.1: coordenadas do vetor @ em R?

Mas
(o — 1)+ (Y2 —v1)* = (w2 —x1)(x2 — 1) + (v2 — v1) (Y2 — Y1)

= (w2 — 21,92 — 1), (T2 — 21,92 — Y1)

~ (73.70)

c .

Portanto, PQ) = ”<m7@>c .

Figura 2.2: coordenadas do vetor @ em R?

Considerando os pontos P = (z1,y1,21) ¢ Q = (Z2,¥2, 22), ambos em R3, é possivel
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obter o comprimento de @ pela aplicacao do Teorema de Pitdgoras duas vezes na Figura
2.2: uma no triangulo PQR onde R = (w9, Y2, 21) € PQ* = PR?+ RQ?; uma outra vez no
triangulo P'Q’'R’ onde P' = (x1,11,0), Q' = (22,v2,0) e R = (x1,y2,0) donde é possivel
obter PR = P'(Q)'. Fazendo as devidas substituigdes chega-se ao resultado

PQ = /(z2 — 1) + (g2 — y1)? + (22 — 21)?.

Mas, como no caso anterior,

(g — x1)2 + (Y2 — y1)2 + (29 — 21)2 = <w, ]@>

o .

Entao

PQ = \/($2 —21)2 4+ (Yo —y1)? + (22 — 21)?.

Estes dois argumentos baseiam a seguinte definicao:

Definigao 2.1.25. Seja v € R". A norma euclidiana de U (ou morma candnica ou
norma usual) é a funcdo
I le:R*—=R

que mede o comprimento do vetor U e € definida da sequinte forma

17lle = /(¥ 0)¢ -

Dado qualquer sistema de eixos cartesianos de R™, O representa sua origem, isto é, o
ponto com todas as coordenadas zero.

A "ligagao" desta definicdo com os dois argumetos anteriormente declarados é que
qualquer vetor v € R™ pode ser colocado com a extremidade inicial na origem do sistema
de eixos, fazendo P = O, e extremidade final como @), ) e U tém as mesmas coordenadas.
Tomando o R? como exemplo, 7 = (1,9, 2), ¥ = PQ onde P = (0,0,0) e Q = (z,y, 2),
tem norma euclidiana

I3lle = IIPG e

= (@—=02+(y—0)%2+ (2 —0)?

= (U, 7).

Os dois casos explicados podem ser generalizados para a dimensao n pela aplicacao do
Teorema de Pitdgoras n — 1 vezes.

A norma euclidiana esta atrelada ao produto interno usual; um produto interno qual-
quer definiria uma outra norma, como se vera posteriormente.
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O conceito seguinte é bastante importante no estudo de Geometria e aplica-se a medida
de distancias em R".

Uma métrica como instituida na Definicao 2.1.2 sempre define uma norma. Isso serd
demonstrado no proximo resultado. A reciproca nao é verdadeira e serd provada no exem-
plo imediatamente empos.

Proposigao 2.1.26. Sejo o7 = o/ (p) uma métrica definida no espago tangente Tz (R™).
A aplicacao definida por

Ty (R") 3ty = || Gy | (5) = £/ (s Up) o) € Rt
¢ uma norma e € chamada de norma de Tj;(R") segundo </ (p).

A demonstracao deste resultado requer um outro que serd elucidado primeiramente.
Trata-se da chamada desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Lema 2.1.27. Sejo &/ = &/(p) uma métrica definida do espago tangente Ty (R™). Se
Uy, Uy € T3 (R™), entao

— -\ 2 — — — —
(i, Uﬁ>ﬂ(ﬁ) < (U, uﬁ>d(5) (U5, Uﬁ>§,¢(ﬁ) (2.1)
A igualdade ocorre se, e somente se, {iz, Uz} é um conjunto de vetores LD.

Demonstracao. No que segue, a matriz de produto interno «7(p’) tem sua notacdo
simplificada para 7.

Se iy = Uy = 61;, entdo, pela positividade do produto interno, (@, 0y),, = 0 e (Uy, Up) , =
0 = (Uz, Up),,, logo a desigualdade (2.1) é satisfeita. Quando ao menos um dentre iz ou
Uz € nulo, a desigualdade também é satisfeita.

Agora é suposto Uy # 65 # Uy. Seja

— — —

Wy = (U, Up) , Uy — Uy, Up),, V-

Como (uy,wy) , > 0 segue que

(W, 05, = (U, Ug),, iy — (U, 05),, U5, (U5, U),, Uy — (U, Us),, V),

v
o

Como 617 # Uy = (Uy,Uy5),, > 0, é possivel simplificar a ultima inequacdo tornando-a

— — — — — -\ 2
(Vg , Up) ,, (Up, Up),, — (Up, Up) ., > 0. (2.2)
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A igualdade em (2.2) ocorre se, e somente se, (Wy,ws) , = 0, ou seja, se Wy = 05 , 0 que
U=

< Pﬂjﬂ>g¢

implica iy = — (5 ) Uy ; desta forma, {7, 0z} ¢ um conjunto LD. O
o

1

U

St

A desigualdade de Cauchy-Schwarz pode ser enunciada de forma equivalente a apre-
sentada no enunciado do Lema 2.1.27 como segue:

(55 U)oy ry | < W05 v () || U5 vy - (2.3)
Demonstracao da Proposicao 2.1.26. Os trés axiomas da Definicao 2.1.23 devem ser
verificados. Sejam iz, vy € T5 (R™) e ¢ € R.

L iy + 05 |12, = (tg+ U, U+ U5),, = (U, 1U5) , + 2(5,T5),, + (U5,05),,. Pela
desigualdade de Cauchy-Schwarz vem que

2 Uy, Up) oy < 2| (U, Up) o | < 2[5 || o || U || v
assim,
|+ 05 |12, = |ty 12+ 2(tg, Up)er + || 95 1%
< Al |12, + 2l Gy || ol 5 o + [ 95 112

= (7l + | 95 |l)* =

= [tp+ U5 [l < | Up |l + || U5 ||
2. ||ty |l = \/{cUy, ctp),, =/ (U5, Up), = |c| /5,05, = || || Up || s
3. Uy # 05 = (U5, 05),, > 0= /(U5 05),, = | U5 ||+ > 0. O

Exemplo 2.1.28. (Norma do Mdzimo.) A aplicagio
T3 (R™) 3 Uy = (1,22, ..., Tn)p — || Uy || = max{|z1], |22, ..., |z,]} €R

é uma norma de Tz (R™) e ndo € definida por um produto interno.
Supondo que esta norma seja definida por um produto interno qualquer seria da forma
iz = \/(Uz,U5) e ocorreria:

| i+ U5 ||* = (Uy + Uy , Uy + Up) = (U, Up) + 2 (U, U5) + (U5, Up)

|ty — 5 ||* = (U — U, Uy — ) = (U, Up) — 2 (U, Tp) + (T, Tp)
= |ty + 5 |* + |y — T I = 2] @5 > + || 9 7).
Para =0 e & =(1,0,...,0),& = (0,1,0,...,0) € T5(R™) = R" ocorre
ey +&l? + e -l =1+1=2

enquanto que
21l + lleal*) = 2(1 + 1) = 4.
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A aplicacdo || ||¢ estabelecida na Definicdo 2.1.25 ¢ um caso particular da norma

generalizada definida na Proposicao 2.1.26. Portanto, | ||¢ satisfaz os trés axiomas da
Definicao 2.1.23.

Definicao 2.1.29. Sejam p € R*, Uy € T;(R") e &/(p) uma métrica definida neste
espago tangente. Diz-se que Uy é unitdrio segundo a métrica o/ (p) se || Uy |5 = 1.
Tomando quadrados nesta equagao tem-se uma definicao equivalente: Uy € unitdrio se, e
somente se, 1 = || iz Hi%(ﬁ) = (Ug, Up) oy -

Proposigao 2.1.30. Com qualquer métrica </ (p') definida em Ty (R™) e qualquer vetor

Uy nao-nulo deste espago tangente, Uy = Mﬁ € unitdrio.
p Il p
Demonstragao. || v [l (5) = Hmﬁﬁ P mﬂ Uiy || or(5) = 1. O

Definicao 2.1.31. Nas hipoteses da Proposicao 2.1.30, o vetor estabelecido por Uy =
mﬁﬁ ¢ chamado de versor de iy segundo a métrica </ ().

D P
Exemplo 2.1.32. Considerar o produto interno do FExemplo 2.1.17 definido em todo
T5(R3). Para p =0, o vetor @ = (1,—1,0) € tal que (i,d)y = 1, ou seja, € unitdrio.
Notar que na métrica euclidiana isso nao ocorre, pois (i, )c = 2.

Na mesma métrica <7, o vetor v = (1,—1,3) tem norma \/(U,7)y = V19. Assim,

W = mﬁ = \/Lrg(l,—l,?)) € o versor de U sequndo a métrica &/. Segundo a métrica
L. : . - 1
euclidiana esse versor seriq W = \/—ﬁ(l, —1,3).

Observacgao 2.1.33. Conforme a Propriedade (3) da defini¢ao de vetor tangente (Defini¢cao
1.4.1) os vetores Uy, Uz € T3 (R"™) fazem tztvy = (W+0)z € Tz(R™). Como u+v € [u, V]
e [4,V] éum plano, o vetor (4 £ U)z € coplanar (ou LD) aos vetores iy e Uz. Esta ob-
servagao € usada na proposicao sequinte.

Proposigao 2.1.34. Sejam p' € R", iy e Uy elementos de Tz(R™) e of = </ (P) uma
métrica definida neste espago tangente. Entao iy L Uz, sequndo a métrica o/ (p), se,
e apenas se, (ﬁﬁ,ﬁﬁ)ﬂ(ﬁ) =0.

Figura 2.3: perpendicularismo entre vetores tangente

Demonstracao. Os vetores iy, Uy e Uy — Uy S30 coplanares.
No triangulo de lados que sao estes vetores (i — U aplicado ao ponto p+7 — Figura 2.3),
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é possivel aplicar o Teorema de Pitdgoras para se ter uma condicao necessaria e suficiente
do perpendicularismo destes dois vetores:

Uy L 05 & | 5 — 5 25 = | G5 Loy + 1195 12 )-

Explorando as propriedades do produto interno vem que:

ity — T 12y = {tiy = T Uy — T5) oy = i |20y + 105 12y — 2 (T T5) oy ) -
Entao
| @5 — Uy ||if(ﬁ) = || iy H?ai(ﬁ) + || 75 Hif(ﬁ) & =2 (U, Up) oy 5y = 0
donde segue a tese. O

Exemplo 2.1.35. O perpendicularismo entre dois vetores iy e Uy depende da métrica
adotada para Ty (R™).
Os vetores

U= (z,y) e U= (-y,x)
de T5 (R?) sao vetores perpendiculares sequndo a métrica candnica:

(U, V)c =—zy+ay=0.

Para uma métrica qualquer deste espaco tangente i1sso nem sempre ocorre, pois
L a b T
@0 = Lo v]|y 0]y 2]

= (c—a)zy +b(2* —y?)

que s € nulo em casos especiais, tais comoa=ceb=0ouxr =y ea=c.
Vetores deste espago tangente da forma i = (,0) e ¥ = (0,y) sdo perpendiculares seqgundo
qualquer métrica que tenha b(0) = 0:

(i, )= [ 2 o][g i}[o y 1" = bay.

Este € o caso da métrica candnica e da métrica o/ definida no Fxemplo 1.2.3.
Apenas para ilustrar, @ = (2,1) e U = (—1,2) sao perpendiculares sequndo a métrica
canonica, mas

0, Lo, =2 1] g § |11 2] -2

Lema 2.1.36. Seja & = /(D) € M,(R) matriz de um produto interno definido em
T5(R™), n =2 oun = 3. Dado um vetor nao-nulo iy € Tz (R™), existe uma diregao em
Ty (R™) perpendicular ao vetor iy .
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Demonstracao. Inicialmente para n = 2. Pondo @y = (21,y1) €

[ 8)-[52]

tem-se o produto interno de iy com um vetor Uz = (3, y2) dado por
L a b T
gy = Loow ][5 0| (o )

= ar1%9 + b(Y1T2 + 1Y2) + Y1y -

Se for possivel obter x5, y, € R de modo que (iz, Uj5) , = 0, terd sido encontrada a direcao
perpendicular a iy como a dire¢ao de v.

0 = azixo + b(y172 + 21Y2) + cyrye = za(axy + byr) + yo(bzy + cyn).

Devido ao Exemplo 2.1.16 é possivel supor que uma das duas desigualdades seguintes ¢é
valida: axy + by; # 0 ou bxy + cy; # 0. Supor bx; + cy; # 0 permite escrever y, como
variavel dependente de x,:
e axy + by, '

bri + cyy
Variando 2 em R obtém-se o respectivo ys e Uy L Uy. Supor ax; + by; # 0 permite
escrever xo em funcao de ys.

Para n = 3 o processo pode ser repetido e sao obtidas duas variaveis independentes.
A matriz de #3(R)

Y2 =

a(p) b(F) c(p) ab oo
o = | b(p) d(p) e(F) | =|b d e
) ) f(7) e f

induz o produto interno de Ty (R?) de @y = (z1,v1,21) € Uy = (22, ya, 22) dado por
(Up, Up) oy = x2(axy + byy + c21) + y2(bxy + dy; + e21) + z2(cxy + eyr + f21). (2.4)

Pelo exemplo supracitado, é possivel admitir que ao menos um dentre os coeficientes de
Tg, Yo OU 2z em (2.4) é ndo-nulo.
Equiparando esta tltima equacao a 0 e supondo czy + ey; + fz; # 0 tem-se

_ xp(amy + byy + cz1) + yo(bry + dys + ez1)
cry+eyr + [z

z9 .
Variando zs e y2 em R obtém-se z; como funcao destes e a direcao dada por ¥ é perpen-
dicular a . O

Lema 2.1.37. Dados quaisquer vetores LI e nao perpendiculares Uz, vy € Tz (R™) e uma
métrica qualquer of = </ () definida neste espaco tangente, existe uma dire¢ao perpen-
dicular a iz no plano gerado por Uz e Uy (que € o plano de U e ¥ em p).
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Vp
N
Wp
>uz

s

Figura 2.4: construcao da direcao perpendicular

Demonstracao. Seja wy = riy + sty € [ Uy, Uz]; por isso Wy estd no plano de @y e Uy
em p. Conforme Proposicao 2.1.34 deve ser verificado que

0 = (Wy, Up),, = (riip + sV, Up) ,, = 7 Uy, Up) ;y + 5 (U5, Up) -
Como (iy,U5),, # 0 e ||U5 || > 0 é possivel colocar r = i ﬂﬁlllfﬂ e s= m Desta
forma,
R 1 Lo —1 Lo
(W , ti5) = AR (i , p) ., + A (Up,Up),, = 0.
A direcao procurada é dada por wjy. O

Proposicao 2.1.38. Sejam 5,05 € Ty (R")\ {05}, 0= Z(Uy,T5) e o =/ () uma
métrica desse espago tangente. Entao

(U5, V5) oy = U5l () | U5l v () cOS 6.
Demonstracdo. E feita em trés etapas.

1. Supondo uy L vy ; pela Proposicao 2.1.34 é sabido que <ﬁﬁ,ﬁﬁ>d = 0; o fato de

cos 5 = 0 corrobora com a tese;

cos (%—5} =sind

Figura 2.5: iy e Uy sao unitarios



38 CAPITULO 2. METRICA

- ~ I ~ N . . T 37—1—

2. E suposto que os vetores sao unitarios e nao perpendiculares, ou seja, 5 # 0 # .
Seja wy um versor tomado como no Lema 2.1.37. Entao Uy, Uy e Wy sdao coplanares
(ou, LD) e os dois tltimos geram o primeiro; por serem unitéarios, existe um angulo
8 tal que Uy = cos 0y + sin Owy. Entao

(U, U5), = (Uy,cosOiy+ sinbwy),,
= cos O (uy,Uy),, +sind (uy, Wz ,
= cosb;
n T 3T — — ~ . ~ I . —
3. E suposto que 7 # 0 # S5 € Uz € Uy nao necessarlamente sao unitarios. Sejam Wy e

Zz 0s versores, nesta mesma ordem, segundo a métrica o7 (p’), de Wy e U5. Disso vem
que Uy = ||tiz|| W5 e U5 = ||U5]|rZ5. Com isso,

(U5, V5) .y = (sl i, |05l Z5)
= tgllor |5l s (55 Z). -
Mas, como calculado no caso (2), (W, Z5) , = cosf, e assim

(g, V5) , = V5|l || U] o cOS 6.

Proposicao 2.1.39. Sob as hipdteses da Proposicao 2.1.38, a funcao definida por

— — N N N N </L_[:"7 U">
T3 (R") x T3(R") \ {(07, 05)} > (@7, ) v cos L(tiz, Tp)| = r—yrz— €R
o |tgll o |05 s
mede o cosseno do dngulo entre estes vetores e € chamada de o cosseno do dngulo entre
Uy e Uy seqgundo a métrica </ (p).

Demonstracao. Conseqiiéncia direta do resultado precedente. O]

Definicao 2.1.40. Sejam iy, vz € T (R"), Uy unitdrio e o = o/ (p) uma métrica definida

neste espaco tangente. A projecao ortogonal de iy sobre a reta de Uy segundo a
métrica </ (p) € denotada por

r0js Uz

p .]Up P A(F)

e definida como sendo o vetor que faz o cateto sobre a reta de Uy do tridngulo retdngulo de

hipotenusa iy, caso estes vetores sejam LI, ou como o proprio vetor iy, caso estes sejam
LD.
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Figura 2.6: exemplos de projecoes

Proposicao 2.1.41. Nas condicoes da Definicao 2.1.40, valem as sequintes afirmacoes:

1. projz izl € Tz(R");
o (P
2. Projz iz = (Uz,Uz) ,, ~ Us.
Projz,tp () (U p>@%(p) iz
Demonstracao.

L. U5 € T5(R"™) = projg tp| ;7 €

Figura 2.7: projecao de iy sobre v

2. Supor que Uy e Uy sao LI Sejam, conforme a Figura 2.7, P = p , @ﬁ = Uy ,
ﬁ = Uy e Pprojs ﬁp\ m ? PN . Assim Wﬁ: AUg. Este
coeﬁc1ente de propormonahdade A deve ser obtido.

Entao iy = PMs+MQ,, = PM;+PN;. Mas W = AUz ; por isso Uy = /\175‘+Wﬁ

<ﬁﬁ7ﬁﬁ>¢(ﬁ):<>‘7}p Pﬂp,vp> = M0, p> <Pz;p77}p> :
() o ()
Mas, por construcao, PZ\_/} 1 ¥, com isso

<ﬁﬁ, 1713)42{(5) = A <1717, 6ﬁ>ﬁ(ﬁ‘) =A== <UZ-,', Uﬁ>%(ﬁ) )
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conforme desejado.
Supondo que iy e Uy sao LD, entao ty = rvy onde r € R. Pela formula ja obtida,

— — —

proj; izl o <uﬁ7vﬁ>ﬂ 7 Vg =T Uﬁ77fﬁ>py 7 Vp = V5 = Ug,
D p p

conforme fora definido. 0J
Definicao 2.1.42. Uma aplicagao
Ty (R") x T3 (R") 3 (up, Up) — d(iiy, U5) € R

tal que, Yz, Uz € Tz (R™), cumpre os sequintes axiomas (ou propriedades):

1. d(ty,uz) = 0;

2. (positividade) Uy # vz = d(iuy,U5) > 0;

3. (simetria) d(Uy, v;) = d(Up, Uz);

4. (desigualdade triangular) d(iy,wz) < d(iz,Uz) + d(U5, Wp),

¢ chamada fungdo distdncia segundo a norma de <7 (p) do espago tangente T (R™)
(ou, simplesmente, fungdo distdncia de Ty (R™)).

Proposigao 2.1.43. Sejo o/ = &/ (p) uma métrica definida no espago tangente Ty (R™).
A aplicacio

T3 (R") x T3 (R") 3 (ty, Up) > d(ty, Up)er(5) = ||ty — Upllr(5) €R
satisfaz a Definigao 2.1.42 e € definida como fungao distdncia de T;(R™) segundo a
métrica ().

Demonstragao.
1. Como 0y = 0.05, segue do segundo axioma da Definicio 2.1.23 que |0.0z| =
0] - [[ 05[] = 05 assim, d(ty, tp)r = || Uy — Uy || = || 05 [l = O;

— —

2. iy # Uy = Uy — Uy # 0y = (dy— Uy, 05—y, > 0, entdo d(iy,T)y =
= /(U — U, iy — U5),, > 0;

3.ty — Up, Uy — U)oy = (=05 — Up) , (U5 — Up)) ,, = (Uy — U, U — Up) ;) =
= /ity — Vg, iy — Up) oy = /U5 — U, Uy — ) ., = AUy, Up)or = d(T, Ug).r

4. Aplicando a desigualdade triangular da norma, d(iz, W;) s = ||ty — Wpllo = ||Uz —
U + U5 = Wpller < |y — Upllor + 105 — Wllr = d(ilp , Tp) s + d(T5, W) r- O

Na pégina 32 foi observado que toda métrica define uma norma, mas nao vale a reci-
proca. Convém observar que toda norma define uma func¢ao distancia, como foi mostrado,
mas nem toda funcao distancia ¢ originada de uma norma.
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Exemplo 2.1.44. Seja
T (R™) x T (R") > (i, U) = d(iy, U5) € R

dada por

L 0 se uy= Uy

d(“ﬁ’”ﬁ):{ 1 se Gy £y
77 Up
Esta € uma fungao distancia de Ty (R™) mas ndo € definida sequndo uma norma deste
espaco tangente.
.y N n

Supondo o contrdrio, que d(uy,vz) = || Uz — Uz ||, para alguma norma || | de Tz (R™),
0COTTETIO O qUE Seque:

d(tiz, Up)? = (Uy — Uy, Uy — Up) = (Uz, Uz) — 2 (Uz, Uz) + (Uy, Up)

—

d(ty, —Up)* = (Uy + Uy, Uy + Up)

(U, Up) + 2 (Uy, Up) + (Ug, Up)
= d(iy,05)° + d(iz, —05)* = 2(|| Gz | + | 55 ||)-

- = _’ﬁ —»ﬂ —»ﬂ 2 —»ﬂ _—»ﬂ 2 . . —»H 2 ,
Tomando Uy = vy # 05 = d(Uy, Uy) 1+ d(tuy,—U5)° = 1 =4| uz||*, que € um contra-senso
caso Uy nao tenha tamanho igual a 5 sequndo esta norma.

Exemplo 2.1.45. A métrica euclidiana, definida no Fremplo 2.1.20, define a funcao
distdncia euclidiana ou canénica, dada como segue, sendo Uy = (x1,y1,21) € Uy =
(T2, Y2, 22)

d(tiz, Up)c = ||tz — 5 [lc

= |[(x1 — 22,51 —y2, 21 — 22) ||

= V(w1 —22)? + (11 —12)? + (21 — 22)%.
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2.2 Generalizacao do Produto Vetorial

Definigao 2.2.1. Seja o = o/ () uma métrica definida em Ty (R?). Define-se o produto
vetorial de Uy e Uy, nesta ordem, sequndo a métrica o/ = </ (') como a imagem da
aplicacao

Ty (R?) x T3 (R?) 3 (ify, U5) v iy A\ U € T3 (RY)

que satisfaz trés condi¢oes (ou axiomas):
1. | iy /\ Uy |or(5) € a drea do paralelogramo construido sobre Uy e Uy ;
2. Uz Nvy Ly e UzN\vUz L Uz;
7V - Up vl B

3. { iy, Uy, ﬁé} 5} € uma base de orientagdo positiva.

Lema 2.2.2. Mantidas as assuncoes da ultima definicao, valem as sequintes afirmativas:

1. || ﬁﬁ/\'ﬁ};‘”%(ﬁ) = ||ﬁﬁ||%(ﬁ)||l7ﬁ||%(ﬁ) sin9|ﬂ 7 onde 0 = Z(’J@Uﬁ) S [0,7‘(] esin9|§j 7
o (P) (P)

¢ medido em termos da métrica o/ (p);

2. {uz, vz} € LD se, e apenas se, Uy /\ Uy = 0p;

3. anticomutatividade em relacdo aos vetores: Uﬁé}ﬁﬁ = —}Q U 5
4. associatividade em relacao ao escalar: (aﬁﬁ)QA/} = a(}é}qﬂ) = ﬁﬁ{?\{(aﬁﬁ),
ondea € R. ( { '
5. distributividade em relacdao a adicao:
i (U + W) = 1 1\ U + 10 1\ i (2.5)
e
(5 + Up) Iy Wy = U /\ Wi + Ty A Wy (2.6)
Demonstragao.

1. Prova analoga a do Item 183, Capitulo X de [6], ou facilmente visualizada pela
Figura 2.8;
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Figura 2.8: area do paralelogramo dos vetores iz e Uy

2. Prova analoga a do Item 183, Capitulo X de [6];

—

3. Se {uy, vz} ¢ LD, entdo up/\vp = 0; = vp/\up . Se {uz, vz} ¢ LI entao
||ty A vp||d(p = || £z A upH S () © up A vp // j:vp A up . Resta decidir se este sinal é
+ ou —. A base ordenada B = {uy, vp, U /\ 7, } é posmva logo det Mg ¢ > 0 onde
€ é a base canodnica de Ty (R?). Tomando ’B = {U;, Uy, @ 5 /\ Uy} tem-se uma base

negativa porque Mgy, ¢ tem duas colunas de Mgy ¢ trocadas e segundo a Proposicao
1.1.8, det Mg, ¢ < 0. Supondo que up/\vp = vp/\up a base B, = {vy, Uy, vp/\uﬁ}
continua negativa, pois é igual a base %l, e assim contrariaria a definigao do pro-
duto vetorial; entao up£/>vp = vpgup, pois a base B, = {vy, Uy, vaup} tem

det My, ¢ = —det My, ¢ > 0, também segundo a proposi¢ao supracitada;

—

4. Aigualdade (aty) AUy
(atiz) /\vp — 0y = a(tiy A Uy) independentemente de {iy, 75} ser LI ou LD.

o
Supor {up, Uz} LD implica {atiy, vz} ser LD; e assim (aily) /\vp = 0 a(}é} Up).-

= a(ﬁﬁgﬁﬁ) é inicialmente demonstrada. Supor a = 0 implica

Supor {uz, Uz} LI e a # 0 tem-se as condicionantes abaixo:
se a > 0, entdo ZL(Uy, Uy) = L(aty, U); se a < 0, entdo L(Uy, vy) = ™ — L(aty, Up);
de ambas situagoes vem que sin Z(uz, Up) = sin A(aup, U). Logo,

||(aﬁﬁ‘)£‘>_)ﬁ”ﬂ(ﬁ) = ||atiz|| o (5| U5l v () sin £ (@il , Tp)

= |||tz o 5) |05l v () sin L (@t , Up)
= |a|l|t@s| o () |U5l| o5y i £ (15, V)
= ||a(_’ﬁ£‘>_‘ﬁ)||%(ﬁ)

e a(tz A\ Uz) é perpendicular a iz e a Uz, portanto o é a atiz ; e a(iz A Up) e (aty) A Uz
o % o
tém mesma norma e sao paralelos:
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Sendo B = {uy, vy, Uﬁgﬁﬁ} base positiva, entao det My ¢ > 0. A base B, =
{atly, U5, a(ﬁﬁgﬁﬁ)} é tal que det My, ¢ = a*det Mg ¢ > 0 (conforme uma pro-
priedade do determinante vista no Capitulo 1), ou seja, é positiva independentemen-
te do sinal de a. A base B, = {au;, U7, (aty) QA/@;} ¢, por defini¢ao, positiva, logo,
de (2.7) deduz-se que a(ﬁﬁ/Q;Uﬁ) = (aiy) A Uy (do contrario 9B, seria negativa), quer
sejaa > 0oua <0. { |

Prova da igualdade a(UI;Q Up) = *ﬁé\{(aﬁﬁ).

Pela Propriedade (3) vem que ﬁﬁ‘/@}(@gﬁ) = —(aty) A Uy e a(}/{} Up) = —a(}é}ﬁﬁ)
Pela primeira parte da prova vem que —a(vy A Uy) = (at) A ;ﬁ = *ﬁ/\(a}).’ Por-

tanto a(ﬁﬁé\{ Up) = Uy Q(aﬁﬁ), conforme acordado;

5. Pode ser adaptada sem dificuldades para uma métrica geral a partir do Item 185,
Capitulo X de [6]. O

Proposigao 2.2.3. (Sobre o cdlculo do produto vetorial).

1. Sejam o = o (p) uma métrica de Ty (R?), B = {b_iﬁ, b_;ﬁ, b;ﬁ} uma base ordenada
deste espago, ortogonal sequndo <7 () (vide Proposicao 2.1.21) e de orientacao
positiva (vide Observacao 1.1.13), ﬁﬁ% = (21,11,21)% e 1753 = (29,92, 22)%. Entao

B

o produto vetorial de ﬁﬁ% e Uy € escrito em termos da base B como seque:

B
N N D]Sjg ngS]g D S]Q
D E -DkSijekp < 3 : >

— 9 — 9 —
1015l o Nb25ll o N1035ll

>R

P

]

ondei <j, i€{1,2}, j€{2,3} e i#k#j, €y € o versor de b_;;ﬁ sequndo a
métrica dada (ver Defini¢ao 2.1.31),

Dlzdet[yl Zl:|,D2:—det|:x1 ?],Dg:det[:ﬁ y1:|
2

Y2 22 T2 T2 Y2
e Sij € a drea do paralelogramo construido sobre bz e b ;

Jp

2. Se nas hipdteses do Item (1) for adcionado que B é ON segundo <7 ('), entdo

— %—» -
ﬁ‘é} 2 Z Dybyy = (D17D27D3)%-

Devido a este resultado vé-se que o produto vetorial, que vinha sendo denotado por
ﬁﬁéﬁﬁ, depende nao s6 da métrica <7 (p’), mas também da base B na qual se expressa

— — ~ . . — EB — .
os vetores Uy e Uy. Por esta razao passa a ser simbolizado por ;A Uy para enfatizar que
o

é calculado em termos desta base.
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Demonstracao da Proposigao.

1. Inicialmente é estabelecido o produto vetorial dos vetores de ‘B.
Segundo a Propriedade (2) do Lema 2.2.2:

—

B .
o

O vetor resultante de

o oB - B
deve satisfazer a Definicao 2.2.1. Para que biﬁé\j bjﬁ Lbize biﬁé} b,

B
bi Qb ) b,

pois a base, por ser ortogonal, tem cada um de seus vetores perpendiculares aos

. N bk" — ‘B —
outros dois. Com €1~ = —2- ara que ||b;>Ab;-||s = S;; toma-se
kp kuﬁ”&/ p q || Zpd ]pH,Qf iJ
e sB - — % — SZ
— e . [ I .
blﬁé}bjﬁ_ :l:SZ]€kp ou bszb]ﬁ— + b_, kp
: ' 10wzl ,

O sinal 4+ ou — ¢é escolhido de modo que a base By = {b

1P
positiva.
bisAbos= 32 poo bisAbgs= ——318 b,
Py <P b3zl oo 7P 7 Py P lo2pll oy P 7
boi A b, Sn_ g oo Abu:— Sz p
25 15 = — 77 35 25 N\ O3p = 7= 15
Py Lp lbagll o oF P3P T gl P
baNbis= S5 b bas N b Spp_ §
— 1~: = 2—» — 2~:— = 1_¢
390N kgl 2P0 3p ) 2P b5l oy 1P

I S B o S B o o
S’ .
Por exemplo, para B,, = { b1, boy, 51732 bay } toma-se blﬁé\a boy = =32 by, pois

1635l o
big= 1bi; 10 0
b 5= 1b2ﬁ = M%u,% — 01 0
b %b_) _ S12 0 0 —2u
7\ 0op = ol 037 1B 5llor
é tal que det My, o = H;?uH > (0 implicando em B, ser base positiva, pois € ~ B
35| o

por hipotese e B ~ B,, implicando, conforme Proposicao 1.1.10, em € ~ B,,. Pela
Propriedade (3) do lema precedente vem bgﬁQ biy = _blﬁi\y bay /| — b3z



46 CAPITULO 2. METRICA

Analogamente se faz para os demais casos.
Pelas Propriedades (5) e (4) vem

—

v

. 5 5 . B xB 5 . 5 B
Vg = (x1b15+y152,;+ Zlb3p‘> Q <$2b1ﬁ+ Yoboy + Z2b31?>
— — B
= 1T blﬁ + 21Y2 b bzp + 2129 blﬁé\y 635 +

Y122 (b_;ﬁ (
- % —
219 bgp /\ blp +Zly2 —|—2122 b 7 é} bgﬁ

_ Si2 - S13 Sa1 -
= Y922 ba-— 112 bos — 129> ba—+
Wayyy Usr T iR Doy iTapE bap

R>®
5%\>l3

>lB

- — B
) +y1y2 ( bay A b2p) + Y122 (b A 5317) +

]

5'23 - 532 -
129 0= bl + 2122 boy — 21y2 % biz.
Wz 01 o 02 T A D

Neste ponto convém observar que, por se tratar de areas, vale a igualdade S;; = Sj;.
Entao, a dltima equacao pode tornar-se

7\ Vg = (ylzg — Zlyg) blﬁ—f— (211'2 — 1’122)_,—13 b2ﬁ+
” 1615 ., 16251l ,,
Sig DySiy - -
+(ZL’1y2 T 2) bgﬁ: Z —»—] bkﬁ: Z Dksijekﬁ
|| 3p||p{ 1<k<3 ||bkﬁ|| o 1<k<3

com as concernentes observacoes sobre os indices ¢ e j feitas no enunciado.

2. Se B é ON segundo A (p), entdo ey = b;ﬁ para todo k € {1, 2, 3} além de

b;; = é(blp,b ) = Z. Pelo Lema 2.2.2 Ttem (1) vem que
Sij ||bzp||£¢ ||b ||%(ﬁ) sin@ijw(ﬁ) =1.
Entao ®
_}7{'} _}3' = DkSZ-je}ﬁ = Z Dkbkﬁ
’ 1<k<3 1<k<3

O

Observacao 2.2.4. O resultado desta proposicao independe da base adotada, mas a
demonstracao deste fato nao € feita nesta monografia.

Observacao 2.2.5. Convém perceber que a expressao final alcancada para o produto ve-
torial pode ser escrita como um determinante:



2.2. GENERALIZACAO DO PRODUTO VETORIAL 47

1. Se a base é ortogonal

% Soze 15 513625 512635
ﬁ@ 5 = det T (0 21 ;
T2 Y2 22

2. Se a base ¢ ON oL
o bip bay bsp
pAUp=det |z oy 2z

T2 Y2 22

Exemplo 2.2.6. Este exemplo estuda um caso particular de métricas diagonais: maultipla
positiva da matriz identidade. Sejam a > 0 uma constante real e

d:

o O
o O
Q O O

Conforme o Exemplo 2.1.22, a base candnica é ortogonal sequndo o produto interno definido
por @. O produto interno e a norma induzidos por o em R? sdo algebricamente dados
por:

(z1,91,21), (22,92, 22)) , = A(@X1T2 + Y1y + 2122)

len g, 20l = Ja(e? + 52+ 22) .
As dreas de cada par de vetores de € = {;, i E} 8ao:
S12 =513 =523 =a

uma vez que
lills =1Jlls =kl =Va.
Os versores dos vetores de € sequndo o estao dispostos em
1 - 1 - 1 -
€1,€y,€3}={—1i,—=3, —=Fk}
{ 1, €2 3} {\/a ) \/a] \/a }
Sejam ©® = (x1, y1, 21)% e T = (x9, Y2, 20)¢ dois vetores quaisquer de R3. Entdo

e [val vai vai o
UQU =det | x; Y1 21 = Va(Dyi + Doj + Dsk).

) Y2 22

<
%

y T35 ) vetores particulares

Tomando U = (—\/La, 0,0), v = (0, —%, %) ew = (0, 2

(dados em termos da base €), estes sao tais que

B
D

||l = |U]|lx =1; @ LT e {U,wW} éum conjuto LD,
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para todo valor de a. Obtém-se os sequintes produtos vetoriais:

GZ G_f CLE
R S

< 1
5va  bva
€ — — —
Vai Jaj Jak
[ -
AG=det| 0 —22 B |7
7 w5 _ B

N 5va
Os resultados obtidos confirmam o Item (2) da Defini¢ao 2.2.1 e os Itens (1) e (2) do

—,\Q: — . . — — . oy oo e b .
Lema 2.2.2: o vetor i AU € perpendicular a 4 e a U e é unitdrio (sequndo < ); além disso,
o
¢

{v, @} LD gerouf)’gu_f:d



CArITULO 3

TEORIA DE CURVAS EM UMA METRICA
GERAL
[

Nesta terceira etapa do trabalho se inicia o estudo de curvas que usualmente é feito em
cursos ou em conhecidos livros de Geometria Diferencial sob a nova Optica das métricas
generalizadas. Em tais cursos ou livros a métrica usada para desenvolver todo o contetido
é a canonica (euclidiana).

O contetddo bésico de curvas parametrizadas, como o que consta no primeiro capitulo
de [4], comega a ser desenvolvido aqui e se finaliza no proximo capitulo. Os conceitos
dependentes do produto interno sao analisados no produto interno generalizado, isto €,
numa meétrica qualquer. As fontes dos assuntos tratados neste capitulo sao, além do livro
ja citado, |7, 13, 15].

Alguns resultados do Cdlculo Diferencial e Integral sao assumidos aqui e, com o devido
rigor, podem ser consultados nas referéncias [1] ou [10, 11].

O planejamento deste capitulo é: fazer na primeira secao o contetido aplicavel a curvas
planas e espaciais (defini¢oes que se esclarecerdo adiante); tomar a segunda se¢ao para
apresentar uma motivagao para o estudo das métricas "diferenciadas”; e, por fim, apre-
sentar no Apéndice deste capitulo uma explicacao para o conceito estabelecido na primeira
secao chamado derivada covariante.

H4 alguns exemplos ilustrativos neste e no proximo capitulo. Cabe observar que todos
os céalculos omitidos na elaboracao destes exemplos foram feitos & parte com a ferramenta
computacional MuPAD Pr¢ 4.0 (mais informagoes sobre este podem ser encontradas em
[16]). Além dos céalculos nao explicitados, as figuras deste e do seguinte capitulo foram
elaboradas com este programa.

49
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3.1 Preambulo

Definicao 3.1.1. Uma curva em R", ou curva parametrizada em R", é uma aplicacao
7 2

dada por
EoI5tmat) = Y A0 = () olt). ... folt)® € B"
1<i<n
onde
I>t— fi(t) R,
i=1,...,n, ¢B = {51, b, ..., gn} ¢ uma base do R™. A imagem desta aplicacao

¢ denotada por d(I) e chamada de trago da curva. Cada f;(t) é chamada de fungdo
coordenada da curva. A varidvel t é chamada de pardmetro da curva.

Os resultados obtidos nesta secao servem para uma base 8 qualquer. Por isso, nao se
faz mencao da base adotada na notacao da curva; simplesmente aparece escrito

ROI>t— &<t) = (fl(t)’f2(t)7 B fn(t>) € R"

Futuramente, em secoes posteriores, se fara mencao de alguma base especifica para enun-
ciar algum resultado.

Defini¢ao 3.1.2. Se a partir de uma curva d(t) € possivel definir para todo t € I uma
aplicacao
RDI>tw— dl(t) e R,

7 €N, dada por

lima;—o w se j=1

. qi—1 _gi-1 .
lima; o & WFAQ S G R j>1

entdo a d(t) € chamada de curva diferencidvel até ordem j (onde o expoente j denota
o maior mimero natural para o qual existem todas as @*(t), 1 < k < j). Quando a(t) é
diferencidvel em todas as ordens serd chamada de curva infinitamente diferencidvel,
ou, simplesmente, de curva diferencidvel. Cada @’(t) é chamada de derivada de
ordem j. E iitil convencionar a°(t) = a(t) e para j = 1,2, 3 tem-se @'(t), a"(t) e
a—{’///(t)‘

Observacao 3.1.3. (Primeira convengdo sobre os dominios das curvas.) Curvas
diferencidveis sao de grande interesse para a Geometria Diferencial. E como a diferencia-
bilidade implica a existéncia de um limite e este a existéncia e igualdade dos limites laterais
no ponto fica convencionado desde agora que, sempre que &(t) for curva diferencidvel, o
dominio I ¢ um aberto da reta real.
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O conceito de curva diferenciavel (ou derivavel) tem uma conseqiiéncia direta em suas

fungbes coordenadas. Sendo R D I 3¢+ d(t) = (fi(t), ..., fu(t)) € R, entdo
tim () = Jim A0 .. fim (0 ) (3.1)

Logo, uma curva d(t) é diferenciavel até ordem j se, e somente se, todas as suas fungoes
coordenadas sao diferenciaveis até ordem j:

al(t)= (). K@), ..., fi(1) . (3.2)

E uma curva (infinitamente) diferenciavel se, e somente se, suas fun¢oes coordenadas sdo
(infinitamente) diferenciaveis.

Assim como a diferenciabilidade, o proximo conceito ainda é independente da métrica
adotada.

alt) = (fi(t), ..., fu(t)) € R™ é continua

Definicao 3.1.4. Uma curva R O [ >t —
a(ty). Tal curva é continua num intervalo J C [

num ponto ty € I se lim,_,, d(t )
se for continua em todo tg € J.

Como limy_, d(t) = (limy_y, f1(t), ..., lims s, fn(t)) a curva @ é continua em ¢, se,
e apenas se, cada uma de suas fungoes coordenadas for continua em ¢y3. O mesmo fato é
aplicavel na continuidade num intervalo no tocante as suas func¢des coordenadas.

Como feito para a derivada de uma curva na Definicao 3.1.2 a integral de uma aplicacao

G(t) = (fi(t), ..., falt)) seria

/abo?(t)dt = (/b filt)dt, ..., /ab fn(t)dt> : (3.3)

A curva d(t) é integravel se suas func¢oes coordenadas o sao.

Proposicao 3.1.5. Se uma curva I >t — d(t) € R" € diferencidvel até ordem j, entdo
a’=Y(t) é continua.

Demonstragao. Inicialmente afirmar que a(t) é diferenciavel até ordem j implica que

ai=(t) ¢ diferenciavel e &L[@i~ 1(25)} = a’(t).
Mas a’/~1(t) é dlferenmavel num ponto tg € I se, e apenas se, existe um v € R" tal que

to+hel=a Yty+h)=a(t)+vh+B(h)

onde (k) ¢ uma curva tal que
I B(h)
im —=

h—0

= 0.

Neste caso, U = @7(to). Esta afirmagio requer uma prova:
Sejam J ={heR:tg+hel}e

J 3 h B(h) =@ tg+ h) — @' (t) — @ (te)h € R™.
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Entao @ = @j‘l(toJrh});&j‘l(to) — @i (ty) e limy_o 2 h

=0.
Por outro lado, se tg+h € I = a7~ 1(to+h) — @i Yto)+ Th+ B(h h) com limy_.q ﬁ( =0,
entdao @771(t) & diferenciavel em ty e U = @’ (ty), pois

(m4w+2—m4%v_

7= al(ty) — 7.

Por isso a @?~!(t) é continua em todo t, € I, porque

E()

h
h

Oéj 1(t0+h) _’J 1(t0)+&j(t0>h+

com limy, o = Bh) _ 6; entao

‘ . . 3(h .
lim @7/~ (ty + h) = lim (o?Jl(tO) + a7 (tg)h + &h> =a’ Yty).
h—0 h—0 h

Notar que do lado esquerdo da ultima igualdade é possivel fazer uma troca de variaveis
para que fique como a Defini¢ao 3.1.4: por to + h =t e trocar h — 0 por t — t,. 0

Exemplo 3.1.6. A reciproca deste resultado € falsa. Basta tomar como contra-exemplo a
curva (—e,€) 3t — d(t) = (t,|t]) € R? € > 0, que é continua em (—¢,€) C R, mas ndo
existe a'(0).

Observacao 3.1.7. (Segunda conveng¢dao sobre os dominios das curvas.) Em
continuacdo a Observacao 3.1.8 € necessdrio que o traco da curva seja um conjunto conexo
do R™. Para isso, mais uma caracteristica sobre o dominio da curva deve ser imposta:
além de aberto, é conexo. Como sao trabalhadas somente curvas continuas e a imagem de
conezos por aplicagoes continuas € ainda um conexo (vide [12]), ter-se-d tragos conexos
no R™. Como todo conexo de R ¢ um intervalo, o dominio I C R da curva é sempre um
intervalo aberto.

Defini¢ao 3.1.8. Quando uma curva parametrizada I > t — a(t) € R™ for diferencidvel
até ordem j e @’(t) for continua diz-se que d(t) € curva de ordem C? (ou de classe
C7). Quando for infinitamente diferencidvel diz-se que d(t) é curva de ordem C'*> (ou
de classe C>).

Como mencionado h& pouco, uma curva parametrizada a(t) ¢ de classe C'9> se, e
apenas se, suas fun¢oes coordenadas sao também de classe C'7'>°

Definicao 3.1.9. Seja I 5t — a(t) € R” uma curva parametrizada diferencidvel. Todo
to € I tal que a7 (ty) = 0 é chamado de ponto singular de ordem j. Quando ndo existe
ponto singular de ordem j em todo o dominio I diz-se que a curva d(t) é regular de
ordem j.

Por exemplo, se nao existe to tal que @”(ty) = 0, entdo a(t) é curva parametrizada
diferenciavel regular de ordem 2.
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Observacao 3.1.10. Uma curva parametrizada de classe C'* e reqular de ordem 1 €
chamada somente de curva parametrizada diferencidvel regular. Devido a extensdo
destes trés atributos fica acordada desde jd a abreviacdo desses para PDR.

Definicao 3.1.11. Sejam I e J abertos conexos de R, I 5t — d(t) € R*, J 3 s +—
h(s) =t € I funcao sobrejetora de, no minimo, classe C* com h'(s) # 0 em todo s € J.
Chama-se reparametrizacao de d(t) por h(s) a curva obtida por

J 35— ((s) = (@oh)(s) = d(h(s)) € R".
A funcao h(s) é chamada de fung@o mudanga de pardmetro.

Proposicao 3.1.12. Mantidas as condicoes da definicao anterior valem as sequintes afir-
macoes:

1. O_Z<I) = B(J),

2. (Regra da cadeia para curvas.) Se a curva d(t) € diferencidvel, entdo 3(s)
também € diferencidvel e sua funcdao derivada de ordem 1 € dada por

J3 s ['(s)=a'(h(s))h(s) € R".
Se @(t) é curva PDR, entio ((s) também é curva PDR.
3. E possivel escrever d(t) como reparamelrizacio 5(5) por

I>t— (YY) =s€J

Demonstracao. Do Cdlculo Diferencial e Integral sabe-se que h(s) ser sobrejetora, con-
tinua (porque ¢ de classe C') e I/(s) # 0 para Vs € J implica em h(s) ser bijetora e
monoétona estritamente crescente ou estritamente decrescente. Sendo h(s) bijetora, entao
existe uma funcao I 3 ¢t — (h™')(t) = s € J diferenciavel com (h™')(t) # 0 paraVt € I e
(h=)(1) = J.

L (1) = B((h=)(1)) = a(h((h=)(1))) = a(I);

2. Ver [13], Sec¢ao 4 no Capitulo I;

3. A fungao (h')(t) satisfaz os requisitos da Definigao 3.1.11, logo
I3t a(t)=F((h)() e R
¢ reparametrizacao de 3(s) por (h=1)(¢). O

Definicao 3.1.13. Seja R D I 5t — d(t) € R". A orientacao de d(t) € o sentido de
percurso dos pontos de d(I).

Observacgio 3.1.14. Sob as hipdteses da Definicio 8.1.11, &(t) e 3(s) tém mesma o-
rientacao se a mudanca de pardmetro é estritamente crescente; tém orientacao
contrdria se a mudanca de pardmetro é estritamente decrescente.
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Definicao 3.1.15. Seja R O I 5 t — d(t) € R" curva parametrizada. Define-se um
campo de vetores tangentes sobre d(I) como sendo uma aplica¢io da forma

I35t ((t) € Tap(R).

Isto significa que para cada t € I o vetor g(t) estd aplicado no ponto A(t); € tal que pode
ser escrito como B(t)a)-

Os conceitos de campo de vetores diferenciavel e campo de vetores continuo
sao 0s mesmos que os elaborados para as curvas parametrizadas nas Defini¢oes 3.1.2 € 3.1.4.

Observacao 3.1.16. Foi mencionado no Capitulo 2, na Definicao 2.1.2, que as fungoes
entrada de uma métrica sao diferencidveis. A composicao destas com uma curva diferen-
cigqvel I 5 t — a(t) € R™ produz uma fungio de R em R diferencidvel; da Andlise Real
sabe-se que cada I 5t a;;(A(t)) € R € continua (a prova dessa asser¢ao é semelhante a
da Proposi¢ao 3.1.5).

Até o momento todos os conceitos citados independeram da métrica adotada. O pro-
ximo é o primeiro diferente disso.

Proposicao 3.1.17. Sejam

I3t 3(t) € Tap (RY)

I>t— ’?(t) € T&(t) (Rn)

campos de vetores tangente continuos (ou, respectivamente, diferencidveis) nao-nulos
sobre uma curva
I>tw—at)eR"

de classe C* e of = /(pP) uma métrica diferencidvel definida no espago vetorial
Tz (R™). Sao continuas (diferencidveis) as sequintes aplicagoes:

—

1. I3t (B(t),¥(1))waw) € R;

2 I3t || B(t) |iaw) € Ry

Demonstracao. Inicialmente para o cason = 2. A aplicagdo matricial &7 ( p) tem fungoes
entrada continuas, conforme Observacao 3.1.16.

Os campos B(t)&(t) = (f(t), 9(t)) e ¥(t)aw = (u(t), v(t)) tém suas funcbes coordenadas
continuas (diferenciaveis).

Seja

(@)= | Yo -

Entao
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Do Cdleculo Diferencial e Integral sabe-se que a fungao
I3t alt)f(t)ult) +b(0)[g)ult) + f()o(t)] + c(t)g(t)o(t) € R

é continua (diferenciavel) por tratar-se de produto e soma de fung¢oes continuas (diferen-
ciaveis). Portanto, (1) esta provada.
Por raciocinio anglogo prova-se que I 3t — (3(t), 3(t) )or(a@)) € Ry é continua (diferen-
ciavel). E sendo que a fungao

R >t VEER,

é continua (diferenciavel), a composicao destas, ||§(t)||%(&(t)), é continua (diferenciavel) e
(2) estéa provada.
Esta prova ¢ extensiva ao R3. [

Defini¢ao 3.1.18. Seja I C R um aberto conexo e I >t — d(t) € R" uma curva PDR
(portanto, continua). Define-se um arco de d(t) como a imagem por & de um subconjunto
conexo J C 1.

A definicao anterior faz com que um arco assim definido seja um conjunto conexo de
pontos do R™. A defini¢ao seguinte usa a anterior e estabelece um conceito que em geral é
demonstrado nos livros para métricas euclidianas. O conceito da proxima definicao pode
ser demonstrado para métricas constantes seguindo e adaptando a prova apresentada na
referéncia bibliografica [1], em seu Item 14.10.

Definicao 3.1.19. (Comprimento de arco). Seja R D I 5t — a(t) € R" curva de
classe C' e reqular de primeira ordem. Seja também o = </ (D) uma aplicacao matricial
tal que o |5;) € Mn(R), ou seja, &/ (d(t)) define um produto interno em Ty (R"). Mede-
se o comprimento de um arco de a(l), medido de a até b, ambos em I e com a < b,
segundo uma métrica </ (d(t)), por

L= [ (1@ (t)awlo@ew dt

A funcao dada por

t
RS [a,b] 3t s(t) = / 18" (©)atellvaey dé € R

chama-se fungdo comprimento de arco de d(t) segundo a métrica </. O nimero

¢ chamado de comprimento total de arco de d(t) em |a, b].

A conexidade do dominio I da curva, requisitada na Observagao 3.1.7, faz com que [
seja um intervalo. Assim, dados a,b € I se terad [a,b] C I e o respectivo arco de @ por
[a, b] serd um subconjunto conexo do trago @(I), de extremos @(a) e @(b), para o qual se
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calculard o comprimento L.

Com as Observacoes 3.1.3 e 3.1.7 e esta consideracao espera-se evitar uma situacao
ilustrada como segue. Sejam a; < as < by < by nlimeros reais com os quais se definem os
seguintes subconjuntos conexos de R: A = (ay,a3) e B = (by,b). Seja I = AUB C R um
aberto e I 3 t — ad(t) € R? curva continua. Como A e B sao disjuntos, o trago de d ¢ a
unido de dois tracos disjuntos, a saber @(I) = @(A) U @(B) e seu traco ndo é conexo. b
algo como ilustrado na Figura 3.1 seguinte:

Figura 3.1: trago desconexo de uma curva continua

Tomando um ay € A e um by € B, [ao,bo] ¢ I; logo, ndo é possivel calcular L =
b —

Jod 16" (#) ey | v aicoyy it

Proposicao 3.1.20. Sob as condicoes da definicao anterior, mantida a métrica o
comprimento de arco total € invariante sob reparametrizacgoes.

Demonstracao. Sejam I,J C R abertos conexos, J 3 s +— h(s) =t € I uma funcao
como especifica a Definicio 3.1.11, J 3 s — 3(s) = @(h(s)) € R" reparametrizacio de &(t)
por h(s) e a,b € I. Pela regra da cadeia, Proposicio 3.1.12 Item (2), 5(s) = @' (h(s))l'(s).
Supor que @ e 5 tém mesma orientagao; isso equivale afirmar que h(s) é crescente ou
que h'(s) > 0, Vs € J. Assim, considerando

o (3(s)) = o (@(h(s))) = & (a(1)),
tem-se ~
18" () sy = @ (R($))R' () [|eraeyy = B ()@ (A(s)) | v aey)-
Sendo h(s) sobrejetora, existem c¢,d € J tais que h(c) = a e h(d) = b; sendo crescente,
h(c)=a <b=h(d) = c<d.
Entao, usando o Teorema de Mudanga de Varidvel na Integral (vide referéncia [10])

b - h(d —
TN aoloaandt = fuy 168" Eaelo et
d —
= Jo W)@ (h(s)anisn o @nisy ds

d —_
= [ 18°(8) ol s @5-
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Supor que a e ﬁ tém orientacdo contraria, ou seja, h/(s) < 0, Vs € J. Entao

||g,(3)||ﬂ(5(s)) = —h'(s)[|a"(h(s)|.raw

e, por motivos ja mencionados, existem c,d € J tais que h(c) = a e h(d) = b; sendo
decrescente, h(c) = a < b= h(d) = ¢ > d. Assim

b = h(d
JNE O lo@ondt = frey 168" @)z @t

= TR ()@ (A(3))atnion | @nes))ds
= — [T 1 (s)]|a"(h(s))ams) o @nis)) ds

= fdcHﬁ'(s)g(s)Hmﬁ(s))dS-

Exemplo 3.1.21. Com o produto interno do Exemplo 1.2.3 do Capitulo 1

((T1, 1), (T2, Y2)),y = 22172 + 3Y1y2
a curva PDR dada por

I:(O,+oo)9t»—>o7(t):<\/%,%) € R?

é tal que d'(t) = (ﬂ’ \ﬁ> tem norma ||@'(t)|, = /5 +3 5 =1

Para um ty < ti, ambos em I, a curva tem comprimento dado por

t1 t1
LCY:/ Ho‘Z’(t)Hddt:/ dt =t — 1o,
to to

Tomando, por exemplo, I >t — h(t) = t/14 € R, a reparametrizacio de d(t) por h(t)
fica

I3t 3(t) = (t, 2t) € R%
Os extremos de integracdo recalculados para a curva 3(t) sdo \ﬁ \ﬁ (notar que h( =) =
ty e h(5) = t1). Sendo §'(t) = (1,2) com |B'(t)|lw = vV2-T-T+3-2-2 = \/ﬁ vem
que

t1 ty
3= / B (W) dt = \/14/t St = \/14% = L.
Ai Ai 14

Definigao 3.1.22. Diz-se que a curva I > t — d(t) € R" da defini¢io anterior estd
parametrizada por comprimento de arco segundo a métrica &/ = o/ (d(t)), ou,
simplesmente, esti PCA segundo <, se

b
[ 16 Ol a dt = b=

para todo [a,b] C I.
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Proposicao 3.1.23. Mantidas as hipdteses da Defini¢ao 3.1.19, a curva d(t) estd PCA
sequndo a métrica (diferencidvel) definida por of = </ (d(t)) se, e somente se, Vt € I
implicar

&’

a'(taw @) = 1.

Demonstracao. Supor @(t) PCA segundo 7. Sendo

t
[a,b] >t s(t) —/ 18" (&) ae) |l ace)dé € R,

a < t implica s(t) =t — a. Sendo esta curva PDR e o/ métrica diferenciavel, segue da
Proposicao 3.1.17 que

[a,8] 3t = [|&" (t)aw ey € R
é continua. Por um teorema do Cdlculo Diferencial e Integral segue que s(t) é diferenciavel
e

s'(t) = la"(ae o @)

Mas como s(t) =t —a = s'(t) = 1 segue que ||&'(t)aw || o (aw) = 1-
Por outro lado,

b b
/ 18" (&)ao) |l (ae)ds = / d§¢ =b—a,
donde se vé que a curva estd PCA segundo 7. OJ

Exemplo 3.1.24. A curva d(t) do Exemplo 3.1.21 estd PCA sequndo aquela métrica <7,
como foi possivel ver pelo cdlculo da norma de seu vetor derivada primeira. A curva ((t)
do mesmo exemplo nado estd PCA.

Exemplo 3.1.25. Sejam cq,c0,c3 € RY, I =(0,2r) CR e

I>s—als)= (01+02008i,03+02sini) € R?
Co Co

Sequndo a métrica candnica, esta curva estd PCA, pois

S S S S
a'(s) = (—sin—,cos —) = ||a’(s)||¢ = 4 /sin® — + cos? — = 1.

(5) = (= sin 2 cos 2) = 1a(s)c = oo
Uma curva pode estar PCA numa métrica, mas nao estar noutra. Este é o caso
desta curva.
De fato, escolhendo adequadamente ¢y, ¢z e cg, o trago de & fica no conjunto X = {(x, y) €
R?:y > 0} C R?, e faz com que a aplicagdo matricial

1
. =0

y
com p = (z,y) € (), defina wum produto interno em cada Tz (R?) (esta métrica foi
dada no Ezemplo 2.1.19 da pdgina 27). Sequndo este produto interno, a curva ndo estd

PCA. Com efeito,
., sin® % + cos? %
16" (8)||.er(aitsy) = 71

: S
C3+ c28In o

para todo s € I.
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Proposigao 3.1.26. (Reparametriza¢cdo por comprimento de arco). Toda curva
PDR
I>t—at)eR"

admite uma reparametrizacao

J 3 s [(s) = alh(s)) € R,
como estabelecida na Definigio 3.1.11, PCA segundo uma métrica dada por o = (),
definida sobre os pontos de d(I).

Demonstracao. Como argumentado na demonstracao da Proposicao 3.1.23, a funcao
comprimento de arco de d(t), s = s(t), dada por

t
15 [ab] 5t s(t) = / 1@ (€)ate Loy dé € R,

é tal que

s'(t) = 1@ (®)aw | @w)-
Seja J = s([a,b]). Por @(t) # 0 e pela Proposicao 2.1.26, vem que s’(t) > 0 e, entdo, a
s (t) é estritamente crescente. Por um teorema do Cdlculo Diferencial e Integral, a s(t) é
bijetora com inversa diferencidvel.
Seja

J3sw—r(s)€la,b]C I
tal que 7(s(t)) =t (ou r(s) = (s71)(t)). Entao, pelo Teorema da Fung¢io Inversa,

oo L1

s'(t) @' (®awll o @)
ou seja, a r(s) é estritamente crescente.
A funcao r(s) satisfaz a Defini¢ao 3.1.11; seja

J 3 s ((s) = d(r(s)) € R™

>0,

—

B(s) é uma reparametrizacao de d@(t) por r(s). Pela Proposigao 3.1.12 Ttem (1), d([a,b]) =
B(J); e, conforme Observacao 3.1.14, @ e § tém mesma orientacdo. Além disso, ainda da
Proposicao 3.1.12 Item (2),

F'(s) =a@'(r(s))r'(s) =@’ P
1) = & r(a) r'(5) = 8°0) i =
"(t)

| er (i(t))

QL

= 18" ey = ’ ‘w(ﬁ(s»

lla’ (¢

=

_ 1Ol 5

1@ ()|l er (i (t))

13 (O e (&(r(s)))
& (Ol e (a(t))

A ()l ey (at))
" (Ol e (a(e))

= 1,
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usando que 7(s) =t = d(r(s)) = a(t).
Pela Proposicao 3.1.23, a 3(s) estda PCA segundo 7. O

Exemplo 3.1.27. Para um e € R devidamente escolhido, a curva dada por
2
I=(6—¢+00) Dt a(t) = (5153,152) € R?

tem seu traco contido no plano de Lobatchevski (pdagina 26), que é o dominio sobre o
qual estd definida a métrica nao-euclidiana o/ = o/ (p) do Exemplo 2.1.19. Sequndo essa
métrica, a curva nao estd PCA, pois

—/ 3 — t3 +4t2
a'(t) = (m , 2t) = 11 )l oy = | —— = VEFAA LV

O trago desta curva foi elaborado com o "software” MuPAD Pré 4.0 e pode ser visto na
Figura 3.2.

300+

200 +

100

H—

k t t t t t
-100 0 100 200 300 400 00 GO0

Figura 3.2: trago da curva &(t)

Para se obter a reparametrizacao de d(t) PCA por <f , sequindo a metodologia da iltima
proposicao, € preciso obter a inversa da funcao comprimento de arco que aqui € medida a
partir de t = 6:

Lis 2 s 20
I3t s(t) = /6 |8 ©ate)| ey @ = 5+ )2 ~ g\/l_o €k

s(6) = 0 e limy_ 1o s(t) = +oo fazem com que s([6,+00)) = [0,+00). Mas, devido a
Observagao 3.1.7, um intervalo aberto e conexo de R deve ser tomado como dominio da
curva reparametrizada; portanto, este é (0,+o00) = J C R. FE assim

%
JossHt)=r(s) = <gs+10\/m> -4 R

Logo, a reparametrizacao procurada é dada por

J3 s As) = (a o r)(s) e R?
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que por sua vez € igual a

N r(s)
N(s) = (Vr(s), 2) (3.5)
e este campo de vetores € tal que

”)\/(S)"M(X(S)) =L

A proxima enunciacao é das mais importantes deste trabalho. Tem ampla utilidade no
decorrer deste e do préoximo capitulo.

Definicao 3.1.28. Sejam
I>t—d(t)eR"

curva PDR e

I3t Bt) = (fit), ..., fult)) € Taw(R"™)
um campo de vetores tangente diferencidvel a d(t). Seja ainda, conforme Definicao
2.1.2, o = oI (p), tal que a restricio o | seja uma matriz de M,(R) com a(l) C X, ou
seja, </ (d(t)) estabelece uma métrica em Ty (R™). Define-se a derivada covariante a
ﬁ(t) segundo a métrica </ (d(t)) como sendo a aplicacio vetorial dada por

I3t D3(t) = (f{(t)+a”—

Considerando B = {51, by, ..., gn}, a base do R™ que define d(t) e g(t), quando
aplicada em @(t) para t € I, define uma base para todo espaco tangente Tz (R") que

é denotada por Bz = {51 &), by () - s b, a) t- Assim, a derivada covariante a B(t)
segundo <7 (d(t)) pode também ser escrita como sendo

pit) =Y (fi'(t)Jeri(t)) s

1<i<n

Se a matriz da métrica é constante, indiferentemente se diagonal ou nao, entao a
derivada covariante torna-se a derivada usual do Cdlculo Diferencial e Integral, uma vez
que a;; = 0.
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Proposicao 3.1.29. Sejam
I>t—at)eR"

curva PDR,
I>t— g(t) S T&(t) (Rn) e I>t— ﬁ/’(t) € Tam(Rn)
campos de vetores tangente a d(t) em cada t. Seja ainda of = A (p) € M,(R), n =

2,3, tal que o/(d(t)) define uma métrica em cada Tz (R™). Se B(t)&(t) e Y(t)aw sao
diferencidveis, entao a aplicacao

I3t (B(t), () € R
¢ diferencidvel e

1. se o/ é uma matriz constante, entdo

& [ .5m0.] = (70 .40)  + (o 70),

2. se () é uma matriz dada na forma diagonal, nao necessariamente constante,
entao

-

450 A rian] = (DA 1), 400 +{w), D7 (1)

>,,o./(&(t)) (@)

Demonstracao. A diferenciabilidade da aplicacao (E(t) V() (aw)) ja foi provada na
Proposigao 3.1.17 para qualquer métrica; resta provar as igualdades de (1) e (2).

A demonstracao é separada para cada caso; em ambos é feita para n = 2 porque analo-
gamente se faz para n = 3. E também, nos dois casos é suposto que 3(t) = (f(t), g(t)) e

Y(t) = (u(t), v(t)).
Prova de (1).

Inicialmente, pondo
a b
=[5 ]
métrica constante em Tz (R™) para todo ¢, tem-se

(), 7)) = [B(0) | [7()]" = afu+blgu+ fo] + cgo.

LUF0),30)0] = alfut fu) +b(gut gu' + fo+ fo') + (g’ + gv')
= [af'u+b(gu+ f'v)+cg'v]+ [afu’ + bgu' + fv') + cgv/]

a b

- [y g']{b C}[u o[ f g}[“b b][u ek
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ou seja, (1) esta provada.

Prova de (22.

Escrevendo a métrica como

o =ata) =Wt 1= 0]

o produto interno destes campos de vetores tangente segundo o/ fica

(B() 7)) = (B 17D = afu+tego.

Entao
LA AW = dfutgotalfu+t ful) +clgv + gv)
= (fdu+ gdv)+ (flau+ g'cv) + (fau' + gcv')
= (flau+ f%/u +dgcv+ g%v) + (fau' + f%'u + gev' + g%’v)
/ / 0 T
= [f+2f d+%9] [8 c} [u v ] +
7 9] {g 2} (Wt Zu o+ ]
= [pAw)|w@w) 7o+ |30 | «@w) (7T,
Conforme acertado. ]

A motivacao que levou & Definicao 3.1.28 e a Proposicao 3.1.29 esta explicada no
Apéndice ao fim deste Capitulo.

Observacao 3.1.30. (Convengao das métricas adotadas). Pelo resultado estabe-
lecido na Proposicio 3.1.29, bem como pelo conceito da Definiciao 3.1.28, as métricas
adotadas nesta monografia, deste ponto em diante, sao aquelas dadas por ma-
trizes constantes ou diagonais.

O proximo resultado sera usado adiante para a elaboracao dos conceitos que sao cha-
mados de referencial de Frenet e triedro de Frenet (nome atruibuido ao matematico francés
Jean Frédéric Frenet que viveu entre 1816 e 1900).

Proposigao 3.1.31. Se
I>s—d(s)eR”

€ uma curva PCA sequndo uma métrica diferencidvel, constante ou diagonal, of =
o (p) definida nos pontos de a(I), entao

a'(s) L Da’(s),

ou seja, o vetor @'(s) é perpendicular ao seu vetor derivada covariante sequndo a métrica

o (&(s)).
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Antes da demonstracao convém ressaltar que o enunciado desta proposicao poderia re-
querer apenas que I 3t +— d(t) € R", ndo necessariamente PCA, tenha @’(t) com norma
constante. Sendo assim é possivel generalizar este resultado para: "qualquer campo de
vetores, ou curva, que tem a derivada de ordem um com norma constante é
tal que essa derivada primeira € perpendicular a sua derivada covariante”.

Demonstracao.
1= (a'(s), 55/(3»,9/(&(5)) = 0= % (a@’'(s), 07/(3»,9/(&(5)) =

= 0=2[d'(s)] & (d@(s)) [Da’ (s)]" = 0=(a"(s), DA’ (5))(a(s)

conforme a Proposicao 2.1.34, esta igualdade implica a tese requerida. O

Exemplo 3.1.32. Com o produto interno do Exemplo 2.1.19 (pdgina 27) e a,c € R* | a
curva

2
I=(a,+0) 2 s+ A(s) = (c, %) c R?

esta PCA sequndo <7, pois
0+

o = pu— ]_‘
o (X(s)) £

X (s) = (O, g) = HX’(S)

A derivada covariante de X'(s) fica
. s 1 L[4s7?s
DX'(s)= |04+ 4——0, -+ & ——=| =(0,0
(5) (+ sz Vg T g5 | =(0,0),

e assim o perpendicularismo sequndo </ entre estes campos de vetores € verificado por

<X/(S> ) DX/(S>>,Q/(X(S)) = 0.

Exemplo 3.1.33. A curva do Exemplo 3.1.27 (na pdgina 60) é mais interessante para
ilustrar a Proposi¢do 3.1.31, uma vez que seu vetor derivada covariante a &(t) nao é
constante nulo. Mais uma vez os cdlculos estao feitos a parte com o "software"” sobredito.
Para tal curva tem-se

(s) = — r(s), —r(s
DX(s) = e BV —1(9) (36)

onde a fungao r(s) estd na pdgina 60; e, de fato,
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3.2 Motivagao para as Métricas Diferenciadas

Esta derradeira secao objetiva estudar o produto interno de vetores do plano tangente
de uma superficie regular. Os conceitos e resultados apresentados nesta secao que nao
foram previamente estabelecidos nesta monografia, como superficie regular, plano tan-
gente a uma superficie e sua existéncia num ponto desta, projecao, a diferencial de uma
aplica¢ao e os coeficientes da primeira forma fundamental de uma superficie reqular, po-
dem ser vistos no Capitulo 2 da referéncia [4].

Sejam U um aberto do R? e
U (u,0) - #u,0) = (2w, 0), y(u,v), 2(u,v)) € R?
uma parametriza¢ao de uma superficie reqular S. Assim, 5(U) = S.

Por ser uma superficie regular, admite plano tangente em qualquer p € S. O plano
tangente a superficie num ponto p’ é aqui denotado por Tz (S). (E importante notar que
T (S) e T (R™) sdo conceitos distintos.)

Seja ¢ = (ug,v9) € U tal que p = &(7) (ou ¢ = ¢ '(p))). Para se estabelecer o
plano tangente de S em p, faz-se necessario a construcao de duas curvas diferenciaveis que
atendam a certas caracteristicas. Para isso, sejam € € R e

R D (—€¢)3t—5(t) = (u(t),v(t)) e U

uma curva regular tal que ¥(0) = ¢ = (uo, v9). Com esta constrdi-se uma curva &:

(=€) 3t = a(t) = a(Y(t) = (x(u(t), v(t)), y(u(t), v(t)), z(u(t),v(t))) € S,

que satisfaz @(0) = ¢(7(0)) = 7(¢) = p. Um vetor tangente a superficie no ponto

=/

p € S, é definido como sendo Wy = a’(0) € Tz(S). Entao T (S) é gerado por B =
{Gu(q), 7,(q)} e isto ¢ justificado aplicando a regra da cadeia para o calculo de wj:

a0) = O] |
= Ol (5 (u(), v(t), G (u(t),v(1)), G (u(t), v(®))) =g+
0Ol (G2 (u(®), v(8)), G2 (ult), v(t)) 52 (u(t), v(1))) |
= W(0)3u(q) +v'(0)9.(7)

Seja

Q

S 3 d(u,v) — 7(d(u,v)) = (u,v) €U
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a projecao de S em U (esta aplicacdo nao é a projecao ortogonal segundo a métrica
estabelecida na Definigao 2.1.40 - pagina 38). Notar que, sendo S uma superficie regular, a
aplicacdo ¢ ¢ um homeomorfismo (¢ uma bije¢ao continua com inversa continua), logo,
admite inversa; assim, a projecao pode ser denotada por

7(G(u,v)) = (u,v) = & (& (u,v)).

Seja

(=€, €) 3t B(t) = 7(a(1) = &' (d(t) = 67 (F((1) = (1) € U

a restricdo da projecao 7 sobre a curva. Entao, a diferencial da aplicagcao 7 em p calculada
em Wy ¢ definida como

dits () = 5'(0) = 7'(0) = (' (0),2'(0))g-
Existe uma matriz <7 (q) tal que
(Wy, Wy)o = (ditp(Wy) , Ay (W5) ) ) -

De fato,

Com os coeficientes da primeira forma fundamental de S em p obtém-se a matriz
procurada como sendo

Disto conclui-se que, deformando o plano numa superficie regular, trabalhar com os
vetores do plano tangente na métrica euclidiana equivale a trabalhé-los no plano segundo
uma meétrica definida com as entradas dos coeficientes da primeira forma fundamental.

Resguardadas as hipoteses admitidas nesta secao, é possivel resumir toda esta discussao
na seguinte proposicao:
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Proposicao 3.2.1. Medir o comprimento de um vetor U ou o dngulo entre dois vetores u
e U num aberto do R? numa métrica generalizada equivale a medir o comprimento de @

ou o dngulo de @ e ¥ em Tz(S) com a métrica euclidiana, para uma superficie reqular S
e um ponto p € S.
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Apéndice: A Derivada Covariante

Durante o Capitulo, entre a Definigao 3.1.28 e a Proposicao 3.1.29 (a partir da pagina
61), foi mencionada e trabalhada a derivada covariante. Para ndo desviar o fluxo da
leitura, nao foi justificado o porque dessa definicao. Isto é feito aqui.

Foram requisitados uma curva PDR
I >t at) e R",
um campo de vetores tangente e diferenciavel

I3tm 3(t) = (filt), -y falt)) € Tan(R"),

e uma meétrica 7 = o/ (p) qualquer definida ao menos sobre os pontos de @(I) C R™.

A derivada covariante a ((t) segundo a métrica & = o7 (@(t)) foi definida como
a aplicagao vetorial definida de I em Ty (R™) por

0 (1)

2am<a<t>>f”“>> '

Neste acrescentamento é explicado o motivo que levou a esta definicao. Com o intuito
de simplificar a notacao ¢é fixado n = 2. O que for feito a seguir pode ser adaptado para
n=3.

Nos livros mais comuns de Geometria Diferencial, tais como [4, 13, 15], onde o contetido
de curvas é desenvolvido para a métrica euclidiana, observa-se que toda curva PCA,
I>s— A(s)eR" étal que A'(s) L X(s), pois

IN()le=1= (X'(s), X(s))o = 1=
= & [<X’<3)’ X’@)C] =4i1]=0=
= (N(s), X(s) )+ (X'(s), X(s))e = 0 =

= (X'(s), X"(s))ec = 0. (3.7)

e esta é a condicao necessaria e suficiente para o perpendicularismo destes vetores, con-
forme visto na Proposicao 2.1.34 da pagina 34. Este ¢ o caso das curvas PCA que tem
AN (s)|]|lc =1 em todo s € I.

Ao se tentar fazer o mesmo para uma meétrica geral nao constante ocorre o que segue:
seja

%:%(ﬁ):{a(ﬁ) b(?}:{z i} (3.8)
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uma aplicacao matricial tal que restrita aos pontos de uma curva PDR,
I3t alt) e R?

define um produto interno em cada Tz (R?) dado por
(@), @)y = Lo om )| 0| lo w ]
1,91), 2y 92 o (a(t)) 1 1 b ¢ 2 2

= ar1T2 + b(yize + 21Y2) + cy1yo.

Sejam
I3t B(t) = (fi(t), 1(1) € Taen(R?)

I35t () = (fa(t), g2(t) € Tagr)(R?)

campos de vetores tangente a d(t). Entao,
LB A w@wy| = Elafifo+b(gifo+ fr92) + cgig]

= dfifa+V(g1fa+ [192) + G192+
a(fife+ fifs)+
b(g1fa+ g1fs+ fige + f195) +
c(g192 + 9195)

= (dfifa+V(g1fa+ fi92) + Cg1g2) +
(afifz+b(grfo + fige) + d1g2) +

(afify +b(gfs + f195) + cg195)

a b

= [f1 91} b [f? 92]T+

[f{ gi} bIC) [f2 92} +

69

(3.9)

(3.10)

(3.11)
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(B [7'®)]" - (3.12)

O primeiro produto de matrizes na iltima etapa da equacdo (3.12) impede concluir
o mesmo resultado que fornece a equacao (3.7), ou seja, desta nao é possivel concluir o
perpendicularismo destes campos de vetores.

Observacao 3.2.2. Seja a aplicacao matricial

tal que sua restricao aos pontos do tra¢o de uma curva PDR, I >t — a(t) € R?, determina
uma métrica em cada Ts) (R?).
A matriz obtida por

dt dip(at)] Lle(a(t))]

nao necessariamente define um produto interno.
Por exemplo, se

g } € MH(R),

o=

X57=(0,y) — (5) = [

onde X = {(z,y) :y >0}, e Rt 2t a(t) = (t,t) € X, entdo
0
E
d

Gleraon=| 7 0]

nao define um produto interno por nao ser positiva definida.

O+

a(a(0) = |

Se a curva d/(t) estd PCA (entdo ¢t = s) e a métrica adotada sobre os pontos de d@(t) nao
¢ constante, entdo nao é possivel concluir que os campos de vetores @'(t)gw) e a@”(t)a)
sao perpendiculares, algo fundamental na construcao do triedro de Frenet do proximo Ca-
pitulo.

Por isso deseja-se que em (3.12) o termo

EONFRAIO;

apareca alocado dentro da soma

[5"(8)] « (a(t) [Y&)] + [B(1)] & (@) [7' ()"

Entao faz-se necessario uma "nova idéia de derivada" de uma aplicagao vetorial, pois a
usual do Cdlculo Diferencial e Integral nao satisfaz este requisito.
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Sejam
DA = (i), wslt) e DF() = (wit), valt))

aplicacoes de I em Tz (R?) que sdo obtidas com o "novo conceito de derivada" dos campos
de vetores definidos em (3.10) e (3.11) (a métrica e a curva em questdo foram definidos
em (3.8) e (3.9), respectivamente). Este novo conceito deve ser tal que

(50 A D) = (DI, 7))+ (). DI@W) (319

% [(E’(t) a?(t»d(a(t))} = % lafigr + b (fagr + fi192) + cf2g0]
= dfig1 +afig +afig+
V (fagr + f192) + b (fagr + fagy) +b(flg2 + fi95) +

c faga + cf392 + cfags
= q (Lgl+af{+y%+bfé>+

g2 (B4 +bfi+ 5+ cfy) +

b/ /
R (TR P en) (3.4
Por outro lado,
(PAw). 7)o = (o w )@@ [ o o]
= agiwy + bgawy + bgiwy + cgaws
e
(. 03@w), = [ pll@@) o vl
= afivy + bfavr + bfivg + cfovy
fazem

(D3 (). v<t>>%(&(m + (8w, p7 <t>>ﬁ(&(t)) =

= ¢1 (awy + bwy) + go (bwy + cws) + f1 (avy + bug) + fo (bvy + cvg) . (3.15)
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Para satisfazer (3.13) equipara-se (3.14) e (3.15). Pela comparacao dos respectivos
coeficientes de g1, g2, f1 e fo em ambos os resultados, obtém-se o seguinte sistema de

equagoes:
( / / wl :f{—f—%fl
aw; + bwy = S+ af] + P2 1 bfs =

wy = fy + %fz

/ / wl:f{+%f1
bwy + cwy = LL +bff + L2+ of) =
wy = f5+ 5. f2

/ / Ul:gi—i_%gl
avy + buy = Y4 + agh + 2 + bgy =
U2=9§+3—b92
_ b
) ) v =01t 30
buy + cvg = Y& + byl + £ + cgh =

A + C_/
\ V2 = G 292

Por exemplo, tem-se dois resultados distintos para a fun¢ao coordenada w;(¢):
wy = fi + %f 1
(3.16)
wy = f] + %ﬁ

E 0 mesmo ocorre para as demais funcdes coordenadas de D (t) e D7 ().

Quando a matriz &7 é dada na forma diagonal esta implicagao contraditéria nao ocorre:
b(al(t)) = 0 cancela a presenga da fungio wq na primeira equagao do sistema S, a de w; na
segunda, a de vy na terceira e a de v; na quarta. Notar que b(a(t)) = 0 implica a(d@(t)) > 0
e ¢(d(t)) > 0 devido a positividade requerida aos autovalores da matriz. Entao, para uma
métrica dada por uma matriz diagonal nao necessariamente constante, o sistema

G fica
awlza—;l—kaf{:wl:f{—i—;—afl
Cw2:%+0fé:>w2:fé+%f2

/ ’
avy = S +agy = v1 = g1 + 3201

d / / /
cvg = SR+ cgy = v2 = gy + 5.9

Assim,

DA(0) = (wn0) nt) = (F+ 5o -+ 5:12)
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a c
DA (t) = (vi(t),v2(t)) = (91 + =91, g5 + —
Y (t) = (vi(t), v2(t)) (91 501 6ot 2ch>

como na Defini¢ao 3.1.28.

Esta conclusao pode ser generalizada para o caso R3 e é a que motiva a Defini¢do 3.1.28
e a Proposicao 3.1.29 neste Capitulo. Por isso e pelo resultadao da Proposicao 3.1.31 que
as métricas adotadas neste Capitulo, a partir da Observacao 3.1.30, foram restritas aquelas
constantes ou diagonais.



CArIiTULO 4

TEORIA LOCAL DE CURVAS
[

Esta quarta fase ¢ uma continuacao da terceira. Na primeira secao é feito o estudo das
curvas planas e, na segunda, das curvas espaciais, sempre tomando a parametrizacao por
comprimento de arco. Entao, na terceira secao, admitindo uma parametrizacao qualquer,
alguns dos principais resultados das duas primeiras segoes, como, por exemplo, a curvatura
e o triedro de Frenet, sao refeitos para curvas planares e espaciais; ao inicio desta secao héa
uma justificativa para isso. A quarta secao objetiva tratar do Teorema Fundamental de
Curvas, a0 menos para métricas constantes e para curvas planas.

O contetido deste capitulo continua sendo a generalizacao para uma métrica qualquer
do que consta nas referéncias [4, 7, 15].

6
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4.1 Teoria Local de Curvas Planas

Conforme fora convencionado no Capitulo 1, na Observagao 1.4.6, a dimensao adotada
neste trabalho, daquele ponto em diante, seria n = 2 ou n = 3. Nesta secao é tomado
sempre n = 2.

Definicao 4.1.1. Uma curva plana caracteriza-se por ser de dimensao dois. Portanto,
€ adotado para esta secao que

RO ISt adlt)=(x(t),y(t) € R%

Devido a Proposicao 3.1.26, sao enfatizadas as curvas planas PCA segundo uma métrica
diferenciavel definida no trago dessa curva.

Definicao 4.1.2. Seja
RDOI3s+ds)=(x(s),y(s)) € R?

curva PCA sequndo uma métrica diferencidvel of = o7 (d(s)). O vetor tangente unitd-
rio 4 curva no ponto d(s) seqgundo a métrica &7 ¢ a aplicacio definida e denotada

por

1550 Tl () = L [a(3)] = ((),/(5)) € To) (R?).

A Proposic¢ao 3.1.31 motiva as proximas Defini¢oes 4.1.3 e 4.1.8.

Defini¢ao 4.1.3. Dada uma métrica diferencidvel, constante ou diagonal, of = (),
definida sobre os pontos do traco de uma curva PCA sequndo <f ,

RDI3s+ ds) € R?

quando DT [ o7 1(s) # 0, Vs € I (a derivada covariante de T (s) sequndo «f — Definigio
3.1.28), € possivel definir um campo de vetores sobre d(s) chamado vetor normal uni-
tdrio a d(s) seqgundo </ como a aplicagio dada por

DT (s)

IBSHN[%](S):W

€ Td(s) (RQ)

o (d(s))

Observacgao 4.1.4. A base utilizada para determinar &(s) (explicado na Defini¢ao 3.1.1)
mantém-se para estabelecer os vetores tangente e normal.

Observacao 4.1.5. Deste ponto em diante, com intuito de stmplificar a notacdo dos
vetores tangente e normal, em continuacdao a Observacao 3.1.30, a métrica, constante ou
diagonal, o/ = o/ (), € diferencidvel e definida ao menos sobre os pontos da curva em
questao. Assim ficard entendido que estes vetores, f(s), DT (s) e ]\7(3), foram obtidos
sequndo a métrica </ (ou seja, pelo fato da curva estar PCA sequndo < ). A métrica
usada so serd denotada quando duas delas forem trabalhadas para uma mesma curva.
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Como a curva d(s) estda PCA vem que ||f(s)||d(@(s)) = 1; da Proposicao 3.1.31 vem
que T (s) L DT (s) e, portanto, T (s) L N (s). A denominaciio vetor normal significa
que N (s) é perpendicular ao vetor tangente unitario no ponto a(s).

Exemplo 4.1.6. Para o caso geral tem-se

onde

€ uma métrica diagonal. Se a métrica € constante, entio

DT (s) = (&"(s), 4/(s)) = 6"(s) =+ [T (5)].

Quando DT (s) # 0, o vetor normal é o versor de DT (s).

Sera mostrado no Exemplo 4.1.15 que, dependendo da métrica adotada, uma curva
pode ter Df(s) =0 para algum ou todo s € I, mas isso nao impossibilita obter uma
direcdo normal a T (s). Isto seré possivel devido ao Lema 2.1.36 (da pagina 35) que garante
para um vetor dado a existéncia de uma direcao perpendicular a este independentemente
da métrica adotada.

Exemplo 4.1.7. Sejam X; =R?*\ {(0,0)} e

X3 ol = ol () = o) = | Ty )| )

x2 _;’_yQ

Para p = (z,y) € X1, Uy = (z1, y1) € Uy = (w2, ya) pertencentes a Ty (R?), o produto
interno estabelecido por essa métrica € dado na forma geral por

(il T5)ort ) = T1%2 + Y1Ye2
v Up) e/ () 22 + 92

Sejam ainda I = (—3.01, 3.01) CR e
I > s+ d(s) = (sinh(s), cosh(s)) € X .

O trago da curva estd na Figura 4.1.
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Figura 4.1: trago da curva

Esta curva estd PCA seqgundo <f , pois

cosh®(s) + sinh?(s)

a’(s) = (cosh(s), sinh(s)) = [|a"(s)[|r(a(s) = \/

=1.
sinh?(s) + cosh?(s)
Seu vetor tangente sequndo esta métrica € dado pela aplicacao
I3 s~ T(s)=(cosh(s), sinh(s)) € Tas) (R?); (4.1)

a derivada covariante a T (s) sequndo </ € uma aplicagio vetorial de I em Ty (R?) dada

por
1

)= 2 cosh? (2s)

este campo de vetores € nao-nulo em todo seu dominio e sua norma €

DT (s (sinh(s) — sinh (3s), cosh(s) + cosh(3s)) (4.2)

; 1
DT ey = ————— 4.3
IPT)loraen = oopasy (4.3)
O vetor normal a d(s) segundo a métrica of €
I3 s N(s)=(—sinh(s), cosh(s)) € Tas) (R?). (4.4)

Um cdlculo simples prova o perpendicularismo de T (s) e N (s):

(T (s), N (s))eras)) =0

Defini¢do 4.1.8. Dada uma curva I > s — d(s) € R?, PCA sequndo uma métrica
o = (), denomina-se referencial de Frenet em d(s) o conjunto de T (s) e N (s).

Como decorréncia de se ter T (s) L N (s), segue que {T (s), N (s)} é um conjunto de
vetores LI ortonormazs, portanto, base ON de Ta(s)(Rz).
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Devido ao Lema 2.1.36, do Capitulo 2, encontrar o referencial de Frenet nao requer o
uso de métrica constante ou diagonal, uma vez que a obtencao do vetor tangente unitario

independe da métrica usada e a obtencao do vetor normal unitario pode nao depender da
obtencao de DT (s).

Exemplo 4.1.9. A Figura 4.2 ilustra o referencial de Frenet nos pontos d(—1) e d(0) da
curva do exemplo anterior. A figura pode fazer o observador pensar que os vetores sobre
a(—1) nao sao perpendiculares e ou estes ou 0s outros dois ndo tém norma 1. A idéia
da métrica nao constante faz exatamente isso: o tamanho do vetor e o dngulo entre dois
vetores depende do ponto em que estd(ao) aplicado(s).

Figura 4.2: referenciais de Frenet em a(—1) e em a(0)

Definicao 4.1.10. Dada uma curva PCA
I35 a(s) €R?
define-se a reta tangente & curva por d(s) como sendo a aplicagdao
R3S 7 s ta(r) =a(s) +rT (s) € Ta (R?)
e a reta normal a curva por a(s) como

RS 7 > ng(r) = a(s) +r N (s) € Tas) (R?).

Definicao 4.1.11. Seja o = o/ (p) uma métrica diferencidvel, constante ou diago-
nal, definida sobre os pontos do traco de uma curva PCA sequndo <f

I3 s+ d(s) e R

A funcao .
I35 k[d](s) = [|DT ()| s (ae) € Ry

é denominada func¢do curvatura de d em s segundo a métrica <7 (d(s)).



80 CAPITULO 4. TEORIA LOCAL DE CURVAS

Observacao 4.1.12. Deste ponto em diante valerd para a curvatura o mesmo que foi
acordado na Observacio 4.1.5, isto €, serd denotada k(s) quando estiver claro qual a
métrica adotada e k[ (s) ou k|[AB)](s) quando for necessdrio.

Proposicao 4.1.13. Quando Df(s) £ 0 para todo s € I, a curvatura de & em s
(estabelecida na dltima defini¢ao) pode ser dada por

K (s) = <Df (s), N(s)> . (4.5)

< (d(s))

Demonstracao. Com efeito,

[HDf (S)”d(&(s))]Q

k’(S) = ||DT (5)||W(&(5)) = ||DT(S)HQ¢(O7(S)>
(DT (), DT (%)) (o0 = DT (s)
- IDT () lor(a(o)) a <DT (©), ||Df<5>ﬂ<&<s>>>,w<a<s>>
= Df S), N S > U
< ( ) ( ) o/ (A(s))

Esta mesma proposicao permite atribuir uma interpretacao geométrica para a cur-
vatura. Nestas hipoteses, o campo de vetores DT (s) & nao-nulo em todo o dominio da
curva e N (s) é obtido como o versor deste primeiro segundo o7. Estes dois campos de ve-
tores sdo LD. Da Proposicao 2.1.41 calcula-se a projecio de DT (s) sobre N (s) da seguinte
maneira

— —

DT(s) = projg, DT ()|

= <DT’ (s), N(S)>%(§(S)) ]\7<5)

—

= k(s)N (s). (4.6)
Ou seja, a funcao que faz a proporcionalidade entre Df(s) e N (s) é a curvatura.

Exemplo 4.1.14. Continuando o FExemplo 4.1.7: a derivada covariante a f(s) foi dada
em (4.2) e vetor normal foi dado em (4.4). Sua curvatura pode ser dada por

1

(=3.01,3.01) > s = £ (s) = <Df OF ]\7(3)>d(&(8)) B cosh(2s)

e R.

FEste resultado e o dado em (4.8) confirmam a Proposicao 4.1.13.
O grdfico desta funcao pode ser visualizado na figura sequinte:
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Figura 4.3: grafico da curvatura da curva

Exemplo 4.1.15. Sejam Xo = {(x,y):2>0, y >0} CR? ¢
1

, , 7z 0
Xe3 7 7= B0) = o) = | ¥ 1 | e
212

aplicacao matricial que induz o sequinte produto interno para

S o L1T2 | Y1lY2
(il s Up)a(p) = TR (4.7)

para P € Xy, Uy = (11, y1) € Uy = (72, ya) pertencentes a Ty (R?).
A curva do Exemplo 4.1.7,

a(s) = (x(s), y(s)) = (sinh(s), cosh(s)),

quando restrita a J = (0.01, 3.01) (um subconjunto conexo do intervalo I), d|,(s) tem
traco contido em Xo; por isso, € possivel tratar a métrica B nos pontos deste traco.
A curva esta PCA sequndo A, pois

cosh?(s) sinh®(s)
a'(s)|zacs) = T =1
167 (s) | (i) \/2608}9(5) 2 sinh?(s)

Segundo a norma HB(dl,(s)), a curva restrita tem vetor derivada covariante DT [ %] (s) =
0. Por conseqiiéncia, sua curvatura fica

= 0.

<[216) = [PT121 )], )

Sequndo a métrica o/ do exemplo anterior isso nao ocorreu. Sequndo aquela métrica a
restricao | ,(s) continua tendo curvatura

1

wle](s) = cosh(2s)

para s € J.
Pela aplicagao direta da Definicao 4.1.8 nao é possivel obter o vetor normal de d(s), pois
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k[ AB]|(s) € identicamente nula em todo o dominio. Porém, pelo Lema 2.1.36 da pdgina 35

sabe-se da existéncia da dire¢io normal. O vetor tangente unitdrio de &|,(s) € o mesmo
dado em (4.1):

J3 s T(s)= (z7(5), y7(s)) = (cosh(s), sinh(s)) € Tx(s) (R?).
Seja o vetor normal dado por
T35 N(s) = (25(s), yg(s) € Tago) (R?);
este campo de vetores deve satisfazer duas condigoes:
1. (T (s), N (8))mae) =0 e
2. IV ()| macsy = 1.

Inicialmente serd procurada uma dire¢io normal a T (s), dada por (Z(s), §(s)), e depois é
tomado seu versor. Da expressao do produto interno dado na Equacao (4.7) seque que:

0 = <T(s), (@(s), 7(s))

_ cosh(s)Z(s) sinh(s)g(s)
2 cosh?(s) + 2sinh?(s)

—  _x(s) y(s)
~ 2cosh(s) + 231'1/nh(s) =
= y(s) = —z(s)tanh(s).

Tomando Z(s) = 1 obtém-se y(s) = — tanh(s). Como

= (cosh(s), —sinh(s)).

Na Figura 4.4 sdo colocados os referenciais de Frenet em a/(0.3) e em d(1.1):
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Y

Figura 4.4: referenciais de Frenet sobre a curva

Conforme foi observado na pagina 77, a exigéncia de se ter DT (s) ndo-nulo no dominio
da curva é uma condicao suficiente para ser possivel definir o campo de vetores normal
unitario como manda a Definicao 4.1.3. Essa mesma condi¢ao nao é necesséaria para
definir o vetor normal, conforme atesta o Exemplo 4.1.15.

Exemplo 4.1.16. Para uma métrica dada por uma matriz constante tem-se:

T (s) = a'(s),

DT (s) = T'(s),
L T
N(s) = ————
o 1T ().
DN (s) = N'(s e

)
K (s) = |IT(s)
Este exemplo, embora teorico, pode ser usado para perceber que quando a matriz da métrica
€ a identidade toda a teoria aqui desenvolvida retorna a teoria da Geometria Diferencial
"eldssica”, isto é, aquela desenvolvida em bibliografias como [4, 13].

P2

Na Geometria Diferencial usual (a feita com a métrica euclidiana),
"uma curva é uma reta se, e somente se, sua curvatura é zero",

onde reta deve ser entendida como a "reta euclidiana": uma curva dada por um ponto
mais os multiplos de um vetor fixo. Isso pode ser confirmado nas referéncias |7, 15].

Quando se tem uma métrica generalizada este resultado pode nao valer. O Exemplo
4.1.15 tomou uma curva que nao ¢ uma reta (euclidiana) e obteve curvatura zero em todo
o dominio. Fixada uma métrica constante qualquer, esta afirmacao ¢é vilida e a demons-
tracao é a mesma adotada pelas referéncias bibliograficas quando a demonstram para a
métrica euclidiana.

A préxima proposicao e deﬁmgao se aplicam as curvas que admitem vetor normal, ou
seja, para aquelas em que DT( ) # 0 em todo o dominio.
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Proposicao 4.1.17. Dada uma métrica diferencidvel, constante ou diagonal, o/ = </ (),
definida sobre os pontos do traco de uma curva PCA sequndo esta métrica,

I3 s a(s) eR?
com DT (s) nao-nulo em todo o dominio, valem as igualdades
DT (s) = & (s) N (s)

DN (s) = —k (s) T (s)

A idéia desta proposigao é: como o referencial de Frenet ¢ uma base de Ty, (R?) e
DT (s)e DN (s) pertencem a este espago tangente é possivel escrevé-los como combinagao
linear de T'(s) e N (s). Isto motiva a seguinte defini¢do:

Definicao 4.1.18. FEstas equagdes sio chamadas de formulas de Frenet para d(s) se-

gundo o = o (d(s)).

Demonstracdo da Proposigao 4.1.17. A primeira das formulas ¢ a Equacao (4.6) (da
pagina 80). Resta provar a segunda. A prova é feita de uma s6 forma independentemente
da métrica ser dada por uma matriz constante ou na forma diagonal (ndo necessaria-
mente constante).

Pela definicao de vetor normal e pela Proposicao 3.1.31

L =IN (s)]lr = DN (s) L N (s),

conseqiientemente, DN (s) // T (s) e

—

DN (s) = projy DN (s)‘ﬂ — <DN (s), T (3)>W T (s). (4.8)

E também, diferenciando 0 = <f(5) N (s)>% leva a

0=(DT(s), N(s)) +(T(s), DN(s)) =

= <f(s), DN (s)> S <Df(s), ]\7(3)>M = —k(s). (4.9)

of

Substituindo a igualdade (4.9) na (4.8) obtém-se a segunda das equacoes do referencial de
Frenet. 0
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4.2 Teoria Local de Curvas Espaciais

Analogamente ao que fora observado ao inicio da pagina 76, ¢ mantido nesta secao
n=3.

Definicao 4.2.1. Uma curva espacial é distinguida por ser de dimensao trés. Nesta
secao, tal curva € uma aplicacao dada por

RO >t adlt)=(x(t),yt),2(t) € R

Algumas defini¢oes e resultados da segunda secao serao generalizados para estas cur-
vas. Serd admitido no texto seguinte que &7 = &7 () é uma métrica diferenciavel definida
ao menos nos pontos do traco da curva e, conforme a necessidade, serd suposta constante
e, ou, dada na forma diagonal.

Devido a possibilidade de uma curva admitir uma parametrizacao PCA segundo uma
dada métrica é feita a seguinte definicao:

Definicao 4.2.2. Uma curva
I3 s—d(s)=(x(s),y(s), 2(s)) € R3

PCA segundo uma métrica diferencidvel of = o/ (d(s)) tem como vetor tangente uni-
tdrio a curva no ponto d(s) seqgundo a métrica </ a aplicagao estabelecida por

1550 H{a()] = T(s) = (0(5), 4/ (5), #(5)) € T (BY).

Definigao 4.2.3. Adcionando as hipoteses da Definicao 4.2.2 ser of = o/ (d(s)) cons-
tante ou dada na forma diagonal (estas condi¢oes permitem que seja possivel calcular
o campo de vetores DT (s) perpendicular a T (s)), define-se a curvatura de d(s) como
sendo a fungao .

1550 w(s) = [IDT ()lliaen € R -

Definicao 4.2.4. Adcionando as hipdteses da Definicao 4.2.3 que Df(s) nao se anule
em I, define-se o vetor normal unitdrio a d(s) sequndo </ pela aplicacio

DT (s)

IBSHN(S):W

€ T&(S) (RS)

o (d(s))

Observacao 4.2.5. A Proposicio 4.1.13, demonstrada na primeira secao deste Capitulo,
tem sua validade assequrada nao somente para curvas planas mas também para curvas
espaciais. De fato, esse resultado poderia ser demonstrado para curvas no R® sem qualquer
alteracao naquela prova.
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Observagao 4.2.6. O que foi comentado na pdgina 80 acerca de ser k(s) a fun¢do de
proporcionalidade entre os campos de vetores DT (s) e N (s), com as condicoes ld exigidas,
aplica-se também a curvas espaciais.

Sintetizando estas observagoes, adicionando nas assunc¢oes da Definicao 4.2.3  que
DT (s) # 0 para todo s € I, vale que

K(s) = <Df (s), N (S)>m(s>) . (4.10)

Conseqiientemente, conclui-se:

DT (s) = (s)N (s). (4.11)

Na secdo anterior foi comentado que DT (s) ser nulo no dominio da curva nao impede
a obtencao do vetor normal. Se DT (s) # 0 para todo s € I tem-se, entdo, uma condicéo
suficiente para se definir N (s) como manda a Definicio 4.2.4. Esta condi¢io ndo é
necessaria para se definir N (s) como permite o Lema 2.1.36 da pagina 35.

Conforme comentado apds a Definicao 3.1.1, na péagina 50, o primeiro momento em
que aparecerd a mencao de uma base na qual uma curva esta escrita serd o da definicao
seguinte. Isto se deve ao produto vetorial, visto na segunda secao do Capitulo 2, que seré
freqiientemente usado de agora em diante.

Definicao 4.2.7. Sejam of = o/ (') métrica diferencidvel definida em um aberto conezo
X CR3 B = {by, by, b3} uma base de R3, de orientacdo positiva e ortogonal se-
gundo < e

RD1I3sm dg(s)=a(s)by +y(s)bs + 2(s)bs = (z(s), y(s), 2(s))® € R?
uma curva com traco contido em X, PCA sequndo <7 ,

[3s— Bl)(s) =T (s)AN (s) € Tas) (R?)

>R

é o vetor binormal unitdrio a curva no ponto d(s) segundo a métrica < .

Os vetores T (s) e N (s) usados para calcular o vetor binormal precisam estar determi-
nados em termos da base ‘B.

Assim como feito a partir da Observagao 4.1.5, o vetor binormal terd sua notagao sim-
plificada para B (s).

—

O campo de vetores B (s) é realmente unitario devido ao Lema 2.2.2 Ttem (1), porque

1B ()25 = 1T ()12 IV ()12 SI?[Z(T (5), N (s))] = 1,
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pois Z(T (s),N (s)) = Z.

Pela Definicio 2.2.1, B (s) L T (s) e B (s) L N (s). Com isso, o conjunto formado por
estes trés campos de vetores, além de ser uma base positiva de cada Tg(s) (R3), é uma base
ON segundo o7 (d(s)), o que motiva a seguinte definicao:

Definicao 4.2.8. Nas condigoes da ultima defini¢cao, o conjunto
{T'(s), N (s), B(s)}
denomina-se triedro de Frenet em d(s) sequndo a métrica de <7 (d(s)).

Definicao 4.2.9. As retas tangente e normal sio adaptadas para curvas espaciais
trocando o contra-dominio de Ty(s) (R?) para Ty (R?) na Defini¢ao 4.1.10, onde foram
estabelecidas para curvas planas. E ainda, define-se a reta binormal & curva por d(s)
como sendo a aplicacao

R 57— bg(r) =d(s)+rB(s) e Trs) (R?).

Definicao 4.2.10. Para uma curva que satisfaz as assuncgoes da Definicdo 4.2.7 é possivel
estabelecer os sequintes planos:

1. plano osculador definido por [T (s), N (s)];

2. plano normal por [N (s), B (s)];

3. e plano retificante como [T (s), B (s)].

Por ser base de Ty (R3), o triedro de Frenel permite escrever qualquer campo de
vetores deste espago tangente como projecao sobre os seus. Especificamente, tem-se o
Lema 4.2.11. Sob as hipdteses da Definicao 4.2.7, qualquer campo de vetores

I3s— ((s) e Tas) (R?)

sobre uma curva
I3 s+ d(s) € R,

PCA e que admite os campos de vetores normal e binormal, pode ser escrito como
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Demonstracio. {1 (s), N (s), B (s)} ¢ base (ON segundo .«7), entdo existem funcoes
I>s—X(s)eR, I>s—Y(s)eER e I3s—Z(s)eR

tais que

— — —

B(s) = X(s)T (s) + Y (s)N (s) + Z(s)B (s).

Assim, tomando o produto interno de 3(s) ora com T (s), ora com N (s) e também com
B (s) tem-se

Proposicao 4.2.12. O campo de vetores binormal é uma aplicacao diferencidvel e
55— DB (s) € Ty (R?)
¢ um campo de vetores paralelo a N (s).

Demonstracao. Supor
T (s) = (wp(s), yp(s), 2p(s)® e N(s) = (wy(s), yy(s), 25(s)™,

onde B, = {bza(s), b;a(s), b_f;d'(s)} ¢ a base B = {51, b, 53}, que satisfaz a Defini¢do 4.2.7,
aplicada em d(s) (vide Defini¢ao 1.4.4).

Estas aplicacgoes sao diferencidveis porque @(s) e 27 (d(s)) sao por hipotese.

Pela Proposicao 2.2.3, o vetor binormal ¢ dado por

. — B - -
B(s)=1T/(s) é\{N (s) = Z DkSijeko’Z(s)

onde i < j, i € {1,2}, j€{2,3}ei#k#jecada g4 € 0 versor de b_;;a(s) segundo a
métrica &7,

Dlzdet[zz;((i)) M Dy det{xf(s) .

N

(5) } . [ w7(s) i(s) }

T
zy(s) zy(s) ri(s) yw(s)
e S;; ¢ a drea do paralelogramo construido sobre b_;&(S) e b;&(s) , isto é,
Sij = Wbias)llar@sn 10505l @ts) S0y asy) = Nbias) leriaon 105 as) lor o)

onde 0;; = 4(17:07(5), b;d(s))' Por T (s) e N (s) serem diferenciaveis e pela Proposicio 3.1.17
Item (2) é possivel afirmar que todas as componentes do vetor binormal sao diferenciaveis,
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ou seja, B (s) ¢ um campo de vetores diferencidvel.
Por este motivo,

B(s) = (x5(s), yz(s), 25(s))™

admite a derivada covariante DB (s) =

a,,(d(s)) s (G(5)) a5(a(s)) (3)) N

= (:E’E(S) + ml‘g(s), y;;(S) + —2a22(0_2(8))y3(8)7 239(8) + 2&33(0_2(5))2§

Por B (s) ser unitario e pela Proposicio 3.1.31 vem que B (s) L DB (s), logo, DB (s) €

5)
[T (s), N (s)]. Diferenciando <f(s), Bg’(s)>%(q( o 0 chega-se a

—

0= <Df<s), E(s)> +<f(s), DB(3)>

o (&(s)) o (a(s))

—

como DT (s) // N (s) e N (s) L B(s) ocorre DT (s) L B (s), ou seja,

oz<D:ﬁs,§s . 412
(). Bs)) o (112
Logo
0= <f ), DB (s >
(s (®) o ((s))
implicando em T (s) L. DB (s). Por este motivo DB (s) // N (s). O

A altima proposicao da sentido a seguinte defini¢ao.

Definicao 4.2.13. Nas condicoes da Definicao 4.2.7, a func¢ao
I>s—T1[](s) €eR

que satisfaz . .
DB (s) = —1[<](s) N (s) (4.13)

é chamada tor¢do de & em s segundo a métrica </ (A(s)).

Observacao 4.2.14. O sinal "—" na igualdade (4.13) é uma questdo de adaptacdo. A
referéncia bibliogrifica [4] adota a igualdade sem este sinal.

Quando a métrica <7 (d(s)) estiver clara a tor¢ao tera sua notacao simplificada para
7(s). Quando houver no contexto uma outra métrica Z(d(s)) a torgao sera denotada em
termos da métrica, 7[<7](s) ou T[A](s).

Proposicao 4.2.15. A torcao de d em s pode ser obtida por

7(s) =~ <D§ (5), N (S)>d(a(s)) |
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Demonstracio. Sendo {DB (s), N (s)} LD, a projecio de DB (s) sobre N (s) é o proprio
DB (s), assim:

& —1(s) <DB (s), N (5)>%(&(3)). O
Proposicao 4.2.16. Sejam of = </ (p) métrica diferencidvel, constante ou diagonal,
definida em um aberto conexo X C R3, B = {51, 52, 53} uma base de R®, de orientacdo
positiva e ortogonal seqgundo </ ¢

RD1I5s— dn(s)=a(s)by + y(s)bsy + 2(s)bs € R?

uma curva com traco contido em X, PCA sequndo </ e tal que Df(s) £ (. Nestas
condicoes, valem as igualdades

DT (s) = K (s) N (s)
DN (s) = —k(s)T (s) +7(s)B(s)
DB (s) = —7(s) N (s)

Definicao 4.2.17. Assim como para o caso das curvas planas, na Definicao 4.1.18, estas
equagoes sao chamadas de formulas de Frenet para d(s) sequndo o/ = o7 (A(s)).

Demonstracao das formulas de Frenet. A terceira destas equacoes é a que define a
torcao e foi dada em (4.13).

Durante esta demonstracao é simplificado T (s) por T e 0 mesmo vale para os demais
campos de vetores e funcoes.

Pelo Lema 4.2.11 é possivel escrever

DT = <Df, f> T+ <Df, J\7> N + <Df, §> B,
o o o

que, pela Proposicao 3.1.31 e pelas Equagoes (4.5) e (4.12), torna-se

DT — <Df, N> N=xN

4

assim, a primeira das equacoes das formulas de Frenet é provada.
E ainda,

DN = <DJ\7, f> f+<DJ\7, J\7> J\7+<DJ\7, §> B
4 o 4
= <DJ\7,T> f+<DJ\7, §> B;

o o
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por procedimento anilogo ao feito na Equagao (4.9), na pagina 84, demonstra-se que

<DN, f> — i (4.14)
o
e diferenciando 0 = <]\7, §>Qi obtém-se
:<DJ\7, §> +<J\7, D§> =
o o
- <DJ\7, §> __ <N, D§> - <D§, J\7> — 7 (4.15)
o o o

provando a segunda das formulas de Frenet. U

Exemplo 4.2.18. Sejam X =R3\ {(0,0,0)} e & = &/ (p) dada por

e 0 0
X350 d(P) = (ay(z, y, 2)) = 0 = O € M3(R).
0 0 e

O produto interno desta métrica, para p = (z,y, 2) € X, iUy = (1, 1, 21) € Ty =
(22, Y2, 22), ambos pertencentes a Ty (R?), é dado por

_ T + 1Yy2 + 2122
x? 4 y? + 22

Sejam I = (—3.01,3.01) CR e
I > s+ d(s) = (sinh(s), cosh(s), 0) € X.

Por ter a terceira funcao coordenada nula esta curva tem seu traco contido no plano
Ozy. Como k = (0,0,1) é normal a este plano, isto é confirmado tomando um sq € I e
resolvendo a equacao

(als) = dlso) ) = () = als0), 9(5) = (s, 0), (0, 0, 1)y =0

Esta curva, assim como a do Fxemplo 4.1.7, estdi PCA sequndo <7, pois

h? inh? 02
&' ()| (as)) = o 2(8) o 2(S> A
sinh(s) + cosh”(s) + 02

Seus vetores tangente, normal e binormal sequndo </ sao dados pelas aplicacoes

I35+ T(s) = (cosh(s), sinh(s), 0) € Tas) (R?),

sinh (s) — sinh (3s) cosh (s) + cosh (3s)
2cosh? (2s) 2 cosh? (2s)

I3s— DT (s)= ( ) 0) € Tas) (R?),
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I35 s+ N (s) = (—sinh(s), cosh(s), 0) € Tas) (R?)

I3 s~ B(s)= (0,0, \/cosh(2s)) € Tas) (R?).

Como no Exemplo 4.1.14, a curvatura de & € dada pela mesma funcgao:

- 1
I — |DT sy = ——— €R.
> 5= & (5) = IDT () = iy ©
Sendo DE(S) =0 e a torcio ¢ a func¢do de proporcionalidade deste vetor sobre N (s), €
esperado que T (s) = 0 para todo s. De fato, calculada como — <D§(s), N (s)>%(ﬁ( : é

identicamente nula em todo 1.

Como na Figura 4.2 (na pdgina 79), a prézima ilustra o triedro de Frenet nos pontos
a(—1) e a(0).

Figura 4.5: triedros de Frenet para s = —1e s =10

Exemplo 4.2.19. Sejam X; = {(z,y,2) : 2 <0, y >0} CR* e I = (0.01,Z —0.01) C
R, ambos abertos e conexos. A aplicacao matricial

7 0
Xiap=(@y2)—d=d(p)=| 0 dp) 0 |eR),
0 0

onde a(p) = #, d(p) = 5= e [(P) =1, define um produto interno em cada Ty (R?),
sempre que p = (x,y,z) € X1, e é algebricamente dado por

L T1Z2 | Y1Y2
(U, Uﬁ)g(ﬁ) = 3y° 32 + 2122

onde iy = (x1,y1,21) € Uy = (T2, Y2, 22) pertencem a Ty (R?).
Seja ainda

I>s—a(s)=(z(s),y(s),z(s)) = (— cos (s), sin (s), s?) € X,
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uma curve PDR.

Desta forma, em cada s € I, o/(d(s)) define um produto interno em Tz (R?). O trago
da curva estd na figura sequinte:

Figura 4.6: o traco da curva a

Esta curva estd parametrizada pelo comprimento de arco, PCA, pois, aplicando a Proposicao
3.1.23, tem-se

a'(s) = (sin (s), cos(s), \?) =
- ' (s)? /(s)2
= |la’ ()o@ = \/3y((s))2 + L + 2/(s)?
_ sin? (s) cos? (s) 1
- \/3sin2 (s) + 3cos? (s) + 3 L.

Para o cdleulo da derivada covariante o T (s) sequndo <7 (G(s)), como se vé na Definigio

3.1.28, faz-se necessdrio calcular T'(s), as funcoes entradas de o (@(s)) bem como suas
derwadas. Entao

implicam
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= (0,0,0).
Embora d nao seja uma reta, sua curvatura € identicamente nula em I
k(s) = | DT (5)]|ar(as) = 0.

Assim como no Exemplo 4.1.15, o vetor normal poderia ser obtido aplicando o Lema
- > S - c -

2.1.36. Com T (s) e N (s) em maos torna-se possivel obter B (s) = T(S)ZZ\/N (s). Mas,

obter o vetor binormal deste modo requer uma certa "arbitrariedade” porque terd havido

duas "funcoes coordenadas livres" para se obter a terceira durante a escolha da direcdo
normal. Por esse motivo ndo € feito aqui.

Exemplo 4.2.20. Aproveitando a métrica usada no Exemplo 4.2.18, ¢ trabalhada a curva
PDR dada por

I=(0,m)2t—at) = ex;;(t) (cos (t) + sin (t),sin (t) — cos (t),2) € R?,

que nao estd PCA sequndo esta métrica, pois

a’(t) = exp(t)(cos(t),sin(t),1) =

. x! 2 / 2 2! 2
= la" ()| o@w) = \/ x((i))zizzl/((tt))ziz(t()tg

2 exp (2t)
3exp (2t)
2

[N}
wg
w

Seja J =1[0.01,7 — 0.01] C I o dominio da fun¢ao comprimento de arco que € dada por:

b V3(2t — 0.02)
J ot s(t) = /001 | ()l aende = ———F—— €R.

Assim, a inversa de s(t), usada para obter uma reparametrizacdo de d(t), PCA segundo
<, € dada por:

3
s(J) D s—r(s) = \/7_8—1—0.01 €eR,

onde s(J) = [s(0.01),s(m — 0.01)] = |0, w] C R. Definindo K = int(s(J)) =

(0, w), tem-se a nova paramelrizacao da curva dada por:
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K>sw— g(s) = w (cos (r(s)) +sin (r(s)),sin (r(s)) — cos (r(s)), 2) € R?,

a notagao da fungao r(s) serd usada para simplificar a escrita.
O trago da curva B(s) € mostrado na figura sequinte:

Figura 4.7: o traco da curva ﬁ

-

Assim, tem-se os sequintes campos de vetores sobre o trago de [((s): o vetor tangente
unitdrio a curva € dado por

= 3
K>s—T(s)= \/7_ exp (r(s)) (cos (r(s)),sin (r(s)), 1) € Ty, (R?)
e a derivada covariante a f(s) sequndo </ € dada por

K>s— DT (s) = Zexp (r(s)) (—sin (r(s)),cos (r(s)),0) € T3

A curvatura € dada por

§)
_ V6 r

K35 k(s) = | DT (5)lLy gy =

Como as duas primeiras func¢oes coordenadas de Df(s) nao se anulam simultaneamente
em K, conclui-se que € um campo de vetores que nao-nulo neste dominio. Fsta € a
condicao suficiente para se definir o vetor normal unitdrio a curva como o versor desta
derivada covariante:

K>s N(s)= ? exp (r(s)) (—sin (r(s)), cos (r(s)), 0) € Ty, (R?).

A curva B foi escrita na base candnica e, sendo esta uma base ortogonal seqgundo qualquer
métrica diagonal, isto possibilita o cdlculo do vetor binormal como o produto vetorial de
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T (s) e de N (s) com base na Proposi¢ao 2.2.3 da pdgina 44. As contas estao feitas a parte
e o resultado para este campo de vetores é:

~ 3
K>s+— B(s)= g exp (r(s)) (= cos (r(s)), —sin(r(s)), 1) € Ty, (R?).
O proximo item a ser obtido desta curva € a sua tor¢cao. Pela Proposicao 4.2.15, faz-se

necessdario a obtencao da derivada covariante a B (s) sequndo <7, que é dada por:

K 3s+— DB(s) = zexp (r(s)) (sin (r(s)), — cos (r(s)),0) € Ty, (R?).

Assim, a torcao de B(s) € dada por

—

K35 7(s)=— <DB (), N (S)>ﬂ<ﬁ<s>> -

A figura sequinte ilustra dois triedros de Frenet colocados sobre a curva vistos de dngulos
distintos.

Figura 4.8: triedros de Frenet para s =14 e s =2.7
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4.3 Teoria de Curvas numa Parametrizacao Qualquer

O resultado da Proposi¢ao 3.1.26 garante que toda curva PDR admite reparametrizagao
PCA. Porém, encontrar tal reparametrizacao requer encontrar a funcao comprimento de
arco, s(t), e esta requer o célculo de uma integral. Apds isso, a funcao s(t) deve ser
invertida. Nem sempre essa integral ¢ trivial, as vezes nem a inversa é facilmente obtida.
O exemplo seguinte mostra isso:

Exemplo 4.3.1. Para I = (0, 7) C R, a curva
I3t~ dt) = (cos(t), sin (t)) € R?
e a métrica constante do Exemplo 1.3.3, do Capitulo 1,
2 0
s-|a3)

definida em todo o R?, sdo tais que

16" (8) ]| ao) \/2 sin® (t) + 3cos? () = /cos? (t) + 2

e a fungao comprimento de arco em J =[0.01, 7 —0.01] C I é

J9tl—>8(t)2/0;1\/0082(§)+2d€€R

que € outra integral custosa de resolver.

Por esse motivo, algumas definicoes e resultados das duas secoes anteriores sao reapre-
sentados objetivando estabelecer meios para definir os conceitos de curvatura e referencial
de Frenet para curvas de qualquer parametrizacao. A proxima definicdo toma como
base a Proposigao 2.1.30.

Definicao 4.3.2.
RO 1>t~ a(t) e R",

comn = 2 oun =3, € uma curva PDR e o = &/ (p) uma métrica diferencidvel,
constante ou diagonal, definida, ao menos, sobre os pontos de d(I). O vetor tangente
unitdrio a curva no ponto d(t) seqgundo a métrica </ € o campo de vetores definido
por

I3t—T(t) = € Tap (R™).

Mantidas as suposicoes desta definicao vem a seguinte:
Definicao 4.3.3. Andlogo as Definicoes 4.1.11 e 4.2.3, a funcdo
15t (t) = IDT (O)lla € Rs

¢ a fung¢do curvatura de d em t segundo a métrica <7 (A(t)).
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Assim como no caso das curvas PCA, o vetor tangente unitario acima definido é unitério
e, segundo a Proposigao 3.1.31, T (t) e sua derivada covariante sdo perpendiculares. Logo,
o vetor normal, assim como na Definicao 4.1.3, pode ser tomado como o versor de DT (t)
(segundo &7 (d(t))), quando este campo de vetores nao é nulo em nenhum ¢ € . Isto
é o que estabelece a seguinte definicao:

Definicao 4.3.4. Somando as hipoteses ji declaradas que DT (t) nao é nulo em qualquer
t € I, é possivel definir sobre os pontos de I >t — a(t) € R", comn =2 oun =3, o
campo de vetores chamado vetor normal unitdrio a d(t) segundo </ por

DT (t)

IBtHN(t)—W

o (a(t))

Como na Secao 4.1, no Exemplo 4.1.15, esta nao é a tinica maneira de se obter o vetor
normal. Também é possivel obté-lo mesmo que DT (t) seja nulo em algum ou todo t € 1.

Com idénticas demonstracoes prova-se a validade das Proposicoes 4.1.13 e 4.1.17 para
curvas que nao necessariamente estdo PCA, uma vez que os vetores T (t) e N (t) acima
definidos podem satisfazer suas hipoteses. Apenas para sintetizar, sob as hipoteses das

Definicoes 4.3.2, 4.3.3 e 4.3.4, valem as igualdades:

k() = <Df (t), N (t)>d(&(t)) e (4.16)
DT (t) = k () N (t) o
DN (t) = =k (t) T (t) |

Exemplo 4.3.5. A curva do Exemplo 4.3.1, no intervalo I, tem vetor tangente

- R
T(t)= m( sin (t), cos (t)),

vetor normal

g —
/24 cos (2t) + 120

2v/6

T cos(20)+5°

(3cos(t), 2sin(t))

e curvatura
k(1)

O grdfico da fungao k(t) pode ser analisado na figura sequinte
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Figura 4.9: grafico da curvatura

enquanto que o aspecto geral dessa curvae alguns referenciais de Frenet dispostos sobre ela
podem ser analisados na figura sequinte:

Figura 4.10: a curva com alguns referenciais de Frenet

A definicao que segue é restrita a curvas espaciais.

Definicao 4.3.6. Nas hipdteses da Definicio 4.3.4 serd adcionada uma base de R, B =
{51, by, 53}, de orientagao positiva e ortogonal sequndo o/ = </ () com a qual se
denotard a curva

RO 13t d(t) = (x(t), y(t), 2(1))* € R?

¢ os campos de vetores T (t) e N (t).

— — B -
I>t— B(t) :T(t)QN(t) € Tsq (R?)

¢ o vetor binormal unitdrio a curva no ponto d(t) segundo a métrica < .

A definicao de torcao estabelecida para curvas PCA foi precedida por uma proposicao
que provou a diferenciabilidade do campo de vetores binormal e o paralelismo entre DB (s)
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e o vetor normal. Especificamente, estas foram a Definicao 4.2.13 e a Proposicao 4.2.12.

Repetindo a prova la feita para uma curva numa parametrizagao qualquer e com 0s
campos de vetores do triedro de Frenet, {T'(t), N (¢), B(t)} das Defini¢coes 4.3.2, 4.3.4
e 4.3.6 desta secao, chega-se ao mesmo resultado. Ou seja, aquela afirmacao também é

valida neste contexto. Assim, . .
DB (t)// N (t) (4.18)

Nas mesmas hipoteses necessarias para se definir o vetor binormal, é possivel definir a
tor¢ao como a funcao que faz a proporcionalidade entre os campos de vetores DB (t) e
N (t) como segue:

Definicao 4.3.7. Nas condi¢oes da Definicao 4.53.6, a tor¢ao de @ em t segundo a
métrica </ (A(t)) € a funcao
Ist—rT1(t)eR

que faz a proporcionalidade
DB (t) = —71(t) N (t).

A desvantagem de se definir estes conceitos para curvas numa parametrizacao qualquer
é que as contas tornam-se muito mais longas. Por outro lado, é possivel enumerar duas
vantagens: a primeira é a de conseguir a curvatura e a torgao, por exemplo, de curvas que,
como no Exemplo 4.3.1, requerem a resolucao de uma integral intrincada para se fazer
a4 mao ou mesmo com alguma ferramenta computacional; em segundo, os resultados das
proposicoes das Secoes 4.1 e 4.2 podem ser trazidos para este contexto sem dificuldades,
como o que ja foi feito com as equagbes numeradas por (4.16), (4.17) e (4.18).

Seguindo esta filosofia, dentro do assunto desta se¢ao também valem os resultados das
Proposicoes 4.2.15 e 4.2.16. Ou seja,

() = — <DB (1), N (t)>%(&(t)) (4.19)
DT (t) = K (t) N (t)
DN (t)= —x ()T (t) +7(t)B(t) . (4.20)
DB (t) = —7 ()N (t)

Exemplo 4.3.8. Sejam o = &/ (p') a métrica do Exemplo 4.2.18, da pdgina 91, e I =
(0,7) C R com o qual € definida uma curva PDR dada por:

I3t a(t) = —(2sin® (¢), sin (2t), 2cos (t)) € R
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escrita em termos da base candnica. A base candnica € ortogonal sequndo qualquer métrica
diagonal, conforme foi visto no Exemplo 2.1.22 da pdgina 28.

FEsta curva tem seu traco contido na esfera do R3 centrada na origem e de raio 2. Com
efeito, a equacao desta superficie é X?+Y?+22—4 = 0 e, de fato, x(s)*+y(s)?+2(s)?—4 =
0.

O traco de a e a esfera estao na figura sequinte:

Figura 4.11: o trago da curva sobre a esfera

Sequindo a notagao do Exemplo 2.1.5, do Capitulo 2, para p € a(I) esta métrica tem

b(p) = c(p) =e(p) = 0.
Esta curva tem o vetor derivada primeira dado por
a'(t) = —2(sin (2t), cos (2t), —sin (t))

e assim, sua func¢ao comprimento de arco de d(t), medida num intervalo como J =
[0.01,7 — 0.01] C 1, € dada por:

b /2(3 — cos (2t)) p

0.01 2

s(t) = /001 16" (&) ae) | ey A€ = £

Devido a dificuldade da obtencao desta integral, faz-se necessdrio aplicar as definicoes
desta se¢ao para se trabalhar a curva A&(t).
No que seque, € adotada a funcdo

I>t— h(t)=3—rcos(2t) e R}
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para simplificar as notagoes.

Esta curva tem vetor tangente unitdrio dado por:

v (t 2v/2

Cj/( ) = V2 (—sin (2t), — cos (2t), sin (1)) € Taq) (R?)
| (t)H;y(&(t)) h(t)

[5t—T(t)=

e a derwada covariante a f(t) dada por
(3 — 12 cos 2t + cos4t, 12sin 2t — sin4t, 4cost) € Ty (R?).

V2
3

I5t— DT (t) =
(h(#))
A curvatura de d(t) sequndo a métrica </ foi calculada como a norma desta derivada

covariante com o "software” Mathematica 6.0 e é mostrada abaizo:
26 — 6 cos (2t
(2t) eR.

I3t &(t) =||DT )| waw) = \/ (h(t))?

Seu grdfico estd impresso na figura sequinte.

14+
t t Ta—

t t t t t t t t t t t t t t t
00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32

Figura 4.12: grafico da curvatura

DT (t) nunca se anula em I, entdo € possivel definir o vetor normal da curva, de I em

Tz (R?), como o versor deste campo de vetores:
- DT (t 2
N (t) = 4<> = V2 5 (3 —12cos 2t + cos4t, 12sin 2t — sin4t, 4 cost).
IDT ()l yaqyy — HE)(A(E))2
Sequindo a Proposicao 2.2.3, do Capitulo 2, obtém-se o campo de vetores binormal como

— < -
o resultado de T (t) QN< )= B(t)
(=16 cost + 9cos 3t — cosbt, 22sint — 9sin 3t + sin 5t, 8cos 2t — 24) .

~ (h(t)2(t)
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A tor¢ao da curva,
Tt———<D§t,]\7t> ,
(t) (t) (t) (@)

foi calculada com o "software"” Mathematica 6.0 e € a funcdo apresentada a sequir:

6+/2h(%) sin (t)

m(t) =~ 3h(t) +4

seu grdafico € dado pela Figura 4.13:

ot t

O P P ) ) e PR P e ) W BT
02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 34 32

Figura 4.13: grafico da torcao

A prozima figura ilustra dois triedros de Frenet colocados sobre a curva para t = 0.5 e

t=2.51
] — j 5
1- :
0 |\ o
z z
A _'#—-_.______"‘"'-....___h -1
24 | e -2
s 7 o !

Figura 4.14: triedros de Frenet sobre a curva

E possivel ainda colocar junto destes vetores uma representacao local da esfera que contém
0 traco da curva (com trés angulos de visao distintos):
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Figura 4.15: os triedros de Frenet sobre a curva e a esfera que a contém

Exemplo 4.3.9. Com a métrica dada no Ezxemplo 4.2.19 no dominio Xs = {(x,y,2) :
x>0, y>0} CR3

2 0 0

3y2
Xoo3p=(v,y,2)—~ A =(p)=| 0 # 0 | € .4;5R)

0 0 1

e, para I = (0, +o0) C R, a curva PDR
Ist—alt)=t1,1,1)+(1,1,1) € Xy

tem seu traco contido no dominio da aplicacdo <. Além disso, € uma reta e nao estd
parametrizada por comprimento de arco. E também, esta reta nao tem curvatura nula,
confirmando o que foi observado na pdgina 83.

Objetivando obter simplificacoes, sao declaradas as segquintes funcgoes reais:

I>t—gt)=t+1€R, e I>t—h(t)=3t"+6t+5€cR.

Entao,
a'ity = (1,1,1) =

= 6" Ollv@ey = \/spimz +1

embora limy ;oo ||@'(t) || 7 (ay) = 1.
Assim, define-se o wvetor tangente unitdrio & curva como o versor do vetor derivada
primeira;

~ 1

T(t) = —(1,1,1)

2
s T 1



4.3. TEORIA DE CURVAS NUMA PARAMETRIZACAO QUALQUER 105

O campo de vetores derivada covariante a f(t) sequndo o/ € dado por:

Al _ \/5 2 2 .
DT (1) = g (-3(0®)", ~3(a(0)".2)

a norma deste fornece a curvatura como sendo

6
[Bt&—wf,(t):iER

h(t)
cujo grifico pode ser visto na Figura 4.16.

k
A

o ———

t t t t t t t t t t t t t t -t
00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 3.0

Figura 4.16: grafico da curvatura

Embora a curvatura ndo se anule, ocorre limy_, o k(t) = 0.
Sendo que DT (t) nao se anula em I, € possivel definir o campo de vetores normal unitdrio.
Esse € dado por:

. V2

M= mm

Jd o campo de vetores binormal é dado por:

(=3(g(1))*, =3(9(1))*,2).

Para esta curva tem-se 7(t) = 0, porque DB (t) = 0. A Figura 4.17 ilustra dois triedros
de Frenet colocados sobre o traco da curva parat=1.9 et = 4.8.
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r
oD = M oW st @

Figura 4.17: triedros de Frenet sobre a curva
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4.4 O Teorema Fundamental de Curvas Planas

O Teorema Fundamental de Curvas também pode ser tratado para curvas espaciais.
Isso é o que faz os autores das referéncias [7] e [13]. Este ultimo chama este assunto de
Congruéncia de Curvas.

Nesta se¢ao este teorema ¢ parcialmente tratado: somente para curvas planas e seguindo
a linha de raciocinio apresentada na referéncia [15]. Uma métrica constante qualquer é
adotada para se produzir uma parte do resultado. De agora em diante, o Teorema Fun-
damental de Curvas Planas é referido pela sigla TFC.

Neste tltimo livro, na quinta secao de seu primeiro capitulo, a autora declara o teorema,
da seguinte forma:

"Teorema: (a) Dada uma funcao diferencidvel k(s), s € I C R, existe uma curva reqular
a(s), parametrizada pelo comprimento de arco s, cuja curvatura é K(s).
(b) A curva d(s) acima € dnica quando fizamos d(sg) = po e A'(sg) = vy, onde vy € um
versor unitdrio de R2.
(c) Se duas curvas d(s) e (5(s) tém mesma curvatura, entao diferem por sua posi¢ao no
plano, isto €, existe uma rotacdo L e uma translacio T em R? tais que

a(s) = (Lo T)(B(s)).";
onde o produto interno usado e a base sao candnicos. Tomando sy € I e A € R e pondo
po = (o, Yo), a curva a@(s) = (z(s), y(s)) tem suas funcdes coordenadas dadas por:

x(s) = zo+ f; cos (A(&) + \) d¢
(4.21)
y(s) = yo+ [, sin(0(§) +N)d€,
sendo .
0(s) = / k(&) d¢ . (4.22)
S0
O ntmero A corresponde a um angulo inicial, ou a constante de integracao da fungao

0(s).

Segundo a métrica candnica, a curva I 3 s — a(s) = x(s)i + y(s) ] € R? assim
construida estda PCA e tem como curvatura a funcao x(s) dada.

Seja &/ = /(') uma aplicagdo matricial constante dada por

R 5 5o o () = {‘Z i} c My(R).

Sejam @ ¢ = (1, y1)® e U¢ = (z9, y2)¢ vetores do R%. O produto interno por o7 definido
¢é algebricamente dado por:

(U, V), = ax129 + b(z2y1 + T1Y2) + cy1o. (4.23)
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Os vetores da base canonica, 7 = (1,0) e j = (0,1), satisfazem as seguintes igualdades:

<i j‘> = b (4.24)

A curva @(s) = 2(s) i+y(s) j, definida no intervalo de R aberto e conexo I, com funcdes
coordenadas dadas pelas equagoes (4.21), ndo satisfaz a condi¢ao (a) do enunciado do TFC
quando o produto interno candnico ¢ substituido pelo dado em (4.23). De fato:

a'(s) = cos(B(s)+ N i+sin(f(s)+N\)j=

sin? (0(s) + ) (J 7 )

= acos? (0(s) + ) +

bsin (20(s) + 2X) +
csin? (0(s) + \) # 1.
Ou seja, a curva d(s) nao estd PCA segundo a métrica «7. Isto ocorre porque a base
candnica nao é uma base ON segundo a métrica o7, conforme foi visto nas equagoes nu-

meradas por (4.24).

A existéncia de uma base ON segundo uma métrica dada fol provada na Proposi¢ao
2.1.21 na pégina 27. Essa proposicdo da base a seguinte afirmagao: seja B = {by, b}

base de R?, ON segundo a métrica constante ..

Com a base B e com as fungoes coordenadas declaradas em (4.21) a curva definida na
base B, de dominio I, dada por

dp(s) = z(s) b1+ y(s) by (4.25)
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estd PCA segundo «7. Com efeito,

Q'y(s) = cos(f(s) + A\) by +sin (0(s) + ) by =
> lau(s)lZ = cost (O(s) + 0 (1. Br) +

sin (260(s) + 2)) <I;1, by >Qy +

sin? (0(s) + \) <62, b >ﬂ
= cos®(0(s) + A) +sin® (0(s) + \) = 1.

Resta verificar se a(s) tem curvatura x(s). Esta é calculada como a norma do campo de
vetores derivada covariante a T (s) = @'(s) segundo /. Mas, sendo a métrica constante,
tem-se DT (s) =T'(s) = a”(s), conforme visto no Exemplo 4.1.16. Assim:

a'y(s) = —0'(s)sin (A(s) + A) b1 + 6'(s) cos (8(s) + \) by
= —k(s)sin(B(s) + A) by + r(s) cos (0(s) + A) by =
= [la's(s)E, = (a@"(s), @"(s))y

= ((s))*sin® (0(s) + ) (B2, B1 ) —

(r(s))2sin (20(s) + 2)) <51, B >M n

(k(s))?cos? (0(s) + A) <g27 by >ﬂ
= (k(s))*(sin’ ((s) + X) + cos? (6(s) + A)
= ().

Neste ponto convém admitir que
K(s) = 0, (4.26)

em adicao as hipoteses ja dadas. Com isto, conclui-se que
la's ()% = (k(s))* =
= [[@%(s)ls = r(s).

Como resumo da discussao apresentada nesta se¢ao, vem o proximo resultado:
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Proposicao 4.4.1. Sejam

1. I um aberto conexo de R;

2. I35 s— k(s) € Ry uma fungao diferencidvel;

3. R*>pw— A(p) € M,(R) uma métrica constante;
B ={by, by} uma base de R%, ON sequndo o/ ([);
so€l e l>s—0(s)= f; k(€)d¢ € R;

Zo, Yo, A € R €,

NS &

x(s) = wo+ [ cos(0(§) + A)d¢
y(s) = yo+ [, sin(0(5) + N)d¢

Sob estas hipoteses, a curva dada por
I35 du(s)=py + (2(s),y(s)® € R?

tem curvatura k(s) sequndo a métrica </ ().

Portanto, mudando a base na qual se escreve a curva mais a restrigao (4.26), o Item

(a) do TFC torna-se valido numa métrica constante qualquer. Os Itens (b) e (¢) do
teorema nao sao tratados aqui.

Dois exemplos de aplicagao para o contetido desta secao estao feitos no Capitulo 5
(pagina 116).



CAPITULO 5

EXEMPLOS
|

Agora sao feitos mais alguns exemplos que nao foram colocados nos capitulos anteriores
para nao desviar o fluxo da leitura.

A métrica diferenciavel e diagonal da Geometria Nao-Euclidiana de Lobatchevski

A (x, y) = { % i } (5.1)

y
definida para todo ponto no plano de Lobatchevski
(z,9) € X = {(z,y) e R*: y > 0}, (5.2)

dada no Exemplo 2.1.18 (pagina 26), ainda é usada aqui para tratar mais dois exemplos
de curvas planares.

Esses dois exemplos fazem a primeira secao deste capitulo.

Ao fim da Secao 4.4 estd acordada uma aplicacao do Teorema Fundamental de Curvas
Planas que é feito aqui na segunda secdo. A métrica usada é a que estabelece o produto
interno do Exemplo 1.2.3 (pagina 11), dado por

%:{g g] (5.3)

Por fim, objetivando exemplificar a nogao de funcao distancia segundo uma norma
dada, estabelecida na Definicao 2.1.42 na pagina 40, compoe a presente terceira secao um
exemplo onde é feita uma funcao desta usando conceitos estabelecidos nesta dissertacao.

111
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5.1 Mais Dois Exemplos de Curvas

Nos dois exemplos seguintes a métrica usada é a definida no inicio deste Capitulo em
(5.1) e (5.2).

Exemplo 5.1.1. Sejam I = (0,+00) C R e a curva PDR
I>teF(t) = (x(t),y(t) = (z0.t) € R?

com um fixo xo € R. FEsta curva trata-se de uma reta vertical contida no semiplano
definido por X, ou seja, tem seu traco contido no dominio de o7 = /(D).
5(t) nao estda PCA sequndo < :

7'(t) = @'(t),y' (1)) = (0,1) =

- x/ 2 / 2
= 7' OloGe) = W

i £ L

exceto quando t = 1.

E necessdrio encontrar uma reparametrizacao por comprimento de arco. Segquindo a meto-
dologia da Proposicao 3.1.26, a funcdo comprimento de arco é definido num subconjunto
fechado do dominio da curva. Um ponto tg € I € escolhido arbitrariamente e o comprimen-
to de arco € medido a partir deste. Obviamente, tog serd escolhido prozimo de 0 para que se

aproveite ao mdximo o traco da curva com todas as suas caracteristicas. Seja ty = 0.01.
Assim, com J = [0.01,+00) C I, define-se

t

T3t s(t) = [ 7)oy d€ = log (1000) € R

0.01

Sendo s(J) =R, sua inversa é dada por

exp (s)

R.
100 €

Ry 3 s—r(s)=

A curva reparametrizada por comprimento de arco € dada por 7 or. Como se deseja
trabalhar a diferenciacao da curva e como foi convencionado na Observagao 3.1.7 (pdgina
52), o dominio da curva deve ser um aberto (e conexo) de Ry (que é fechado). Entao, o
dominio de 7 or € tomado como o proprio I definido inicialmente.

Seja

1350 d(s) = (For)(s) = (a(r(s). s (s)) = (. “2i) €

a reparametriza¢ao de 5 por r(s), PCA sequndo <f. Um exemplo de como poderia ser o
traco desta curva € mostrado pela figura sequinte:
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Figura 5.1: exemplo do traco de d(s)

Em seguida vem seus campos de vetores tangente e normal (definidos na Se¢ao 4.1 Capitulo

4)-

1380 T = a'6) = ople)or(s)) = (0“0 ) € Ty (2

de
I35 DT (s)= (0, 0) € Te) (R?)
obtém-se a curvatura de o:
I>s—k(s)=0€eR;

mesmo com a curvatura identicamente nula em todo I nao € impossivel obter o wvetor
normal unitdrio. Sejam T(s) e y(s) fungoes de I em R, coordenadas da dire¢io normal a
T (s) em R?. Entao, satisfazem a sequinte equacdo

0 = (T(s), (Z(s), 4(3)) Dertars))

S0 = z3(9)%(s) + yp(s)y(s) &
S yls) = O
- 0,
ou seja, dado qualquer fun¢io Z(s) toma-se y(s) = 0. Como o vetor f(s) ¢ unitdrio e tem

uma de suas fungoes coordenadas identicamente nula, serd tomado Z(s) = yz(s) para que
jd tenha norma unitdria também. Assim,

1350 K6 = (a0 = (T2 0) € Ty (2.

A figura sequinte mostra o referencial de Frenet colocado sobre a curva para t = 3.2 e
t=4.3:
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X
e

Figura 5.2: referénciais de Frenet sobre a curva

Cabe observar que se fosse tomado x3(s) = —yz(s), o vetor N (s) ainda seria normal a
curva mas teria sentido oposto ao apresentado na ultima figura.

Exemplo 5.1.2. Seja
R 3t G(t) = ((t),y(t) = (t,30) € R*

curva PDR, onde € fizado yo € R%.. Trata-se de uma reta horizontal com seu trago contido
em X. Nao estd PCA sequndo < :

» , 1
B(t) = (1,0) = 18"l g0y = " # 1,

exceto se yg = 1.
A funcao comprimento de arco é aqui medida em um intervalo J = [tg, +00) C R:

t
- 1
I3t 50) = [ 15(©).ge) & = o (0 ~to) € R
to Yo
Sua inversa € dada por
s(J) 3 s r(s) =syo+to € R,
onde s(J) = R,.

A reparametrizacao procurada € dada por ﬁo r e seu dominio deve ser o intervalo aberto
I =int(s(J)) = (0,+00) C R. Assim,

I35 4(s) = (Bor)(s) = (x(r(s)),y(r(s)) = (syo + to, yo) € X.

Uma amostra de como poderia ser seu trago € dada pela figura sequinte:
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yji

Figura 5.3: exemplo do trago de J(s)

Esta curva tem os sequintes campos de vetores:
155 T () = 0'(5) = (25(s),ur(s)) = (o, 0) € T, (R2);
I35 DT (s)=(0,0) €Ty,
com o qual € obtida a curvatura de (s)
I>s—k(s)=0€eR;
procedendo como no exemplo anterior, o vetor normal unitdrio pode ser dado por
1550 K (s) = (e5(s).u5(s)) = (0, o) € T, (B,

A figura sequinte mostra, para um exemplo particular, o referencial de Frenet colocado
sobre a curva emt =02 et =7:

Ay

X
=

Figura 5.4: referenciais de Frenet sobre a curva
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5.2 Duas Curvas Planas de Curvatura Constante

A métrica adotada é a estabelecida em (5.3) no inicio deste Capitulo; vale em todo o
R2. O raciocinio seguido é o cadenciado na Secao 4.4 do capitulo anterior para a cons-
trucao de dois exemplos: ambos tomam uma curvatura constante em todo o dominio, no
primeiro é k1(s) = 0 e no segundo é ko(s) = 1.

Faz-se necessario encontrar uma base ON segundo a métrica /. Sendo esta métrica
dada por uma matriz diagonal, segue que a base canoénica é, no minimo, ortogonal segundo
o/ (isso foi estudado no Exemplo 2.1.22 da péagina 28). Resta verificar se os vetores de
¢ ={i, 7} janao sio versores segundo 7.

A norma segundo esta métrica é algebricamente dada por

(@, y)llor = /222 + 3y2.

Entao,

il =11, 0l = V2 e |17lle =10, D] = V3,

donde se vé que estes vetores nao sao unitarios. Dessa forma, a base dada por

B (7.5 - (27 2

é uma base ON segundo /. Com esta base sdo definidas as duas curvas dos exemplos
seguintes.

No que segue, o dominio das curvas é sempre tomado como sendo
I = (—¢,+00) CR,

para algum e > 0. O extremo inferior de integracao que aparece nas equacgoes enumeradas
por (4.21) e (4.22), da pagina 107, é aqui tomado como sendo sy = 0.

Exemplo 5.2.1. (Curvatura identicamente nula.) Supor que a curva procurada €
dada na forma PCA por

[0, +00) 2 s — @ax(s) = z(s)b1 + y(s)bs € R

Sejam
[0,400) 3 s+ Ki(s) =0€R
€ S
[0, 4+00) 2 s+ 6(s) :/ k1(€)dé =0 €eR.
50
Com isto, para um fito X € R, poe-se dn(0) = (zo, ¥0)® e sdao tomadas as fungoes

coordenadas da curva de [0,4+00) a valores em R como sendo:

S

:):(s):xo+/scos(0(§)+)\)d§:xg+/ cos Ad€ = xg + scos A

S0 0
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s

y(s):y0+/ssin(6(§)+)\)d§:yo+/ sin A d§ = yog + ssin .

S0 0

Portanto, a curva procurada €
- 2- . 3-
A m)(s) = (zo + scos A)g i+ (yo + ssm)\)\/?_]
que também pode ser escrita da forma
Aoy m(s) = s (cos A, sin \)® + (z0, yo) . (5.4)

Conferindo,

aim(s) = cosAby +sin Aby =

-

= 1@ g ()2 = cos?A(by, br)ey + sin (20) (b1, ba)e + sin® Mba, ba)s
= cos? A\ +sin? )\
= 1,

ou seja, a curva estd realmente PCA. Sendo

Tovm(s) = cosAby + sin A by

constante (assim como a métrica), seque que

—

DTy m)(s) = Tﬂ(,\,%)(s) =0
(vide Exemplo 4.1.16). Sua curvatura € calculada como a norma de DT)()H%)(S).'

ki(s) = |0 =0.

Exemplo 5.2.2. Para uma funcao curvatura dada por
[0,400) 2 s+ ka(s) =1 €R,
supor que a curva procurada € dada na forma PCA também em termos da base B por
[0,+00) 3 5 — Fas(s) = (s)b1 + y(s)b2 € R”.
Seja

[0,4+00) 3 s+ 0(s) = /S ko(§)dE =[¢]lg =5 €R.

S0
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Para um i € R fizado, toma-se as fungoes da curva como sendo

x(s) = wo+ [ cos(0(§) + 1) dE
= 20+ fos cos (& + 1) d€

= zp+sin(s+1)—siny

y(s) = yo+ fsso sin (0(€) + ) d€
= Yo+ fos sin (§ + ¢) d§

= gy — cos (s + 1) + cosp,

onde dx(0) = (zo, ¥o) ®.
Portanto, a familia de curvas procurada é

Fe,m(5) = (w0 + sin (s + ) = sine) by + (yo — cos (s + 1) + cos ) b
e pode ser reescrita por
T, m)(s) = (sin (s + 1), —cos (s +1))® + (w0 — sin ), yo + cos ) ™. (5.5)
Verificando: . B
?2%%)(3) =cos(s+ )by +sin(s+ 1) by
mmplica
19 () (9115, = cos® (s + ) (b1,b1) e + 80 2(s + ) (b1, ba)uy +sin® (s + 1) (b2, ba)y = 1,
mostrando que a curva esta PCA; como
fw,%)(s) = ”7’(11,7%)(3) = cos (s + 1) b, -+ sin (s + 1) by
decorre que
Df(w,m(s) = fl(w,%)@) = ’7/@7%)(5’) = —sin (s + 1) b1 + cos (s +v) b;

sendo a curvatura calculada como a norma deste tltimo campo de vetores, conclui-se que:

ra(s) = [I1DT(w, ) (s)]ls

of

— (DT (), DT ()

= \Jsin? (s + ) (B, Ba)us + co? (5 + ) (B, Bbur

= 1,

conforme desejado.
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A conclusao destes dois exemplos é a que segue: segundo a métrica dada em (5.3), as
curvas em R? que tém curvatura identicamente nula em todo o dominio sdao dadas
pela familia enumerada por (5.4) donde se vé que trata-se de uma familia de retas; ja as
curvas de curvatura igual a 1 sdo dadas por (5.5) e se vé que sao circulos.
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5.3 Um Exemplo de Func¢ao Distancia

Proposigao 5.3.1. Sao definidos
1. o numero € € R ;
2. o intervalo aberto conexo I = (—e,1+¢) C R;
3. I3t d(t) € R uma curva PDR tal que d(0) =p e d(l) =q;
4. € a aplicagdo matricial o = /() que satisfaz ﬂ/(ﬁ”&([o,l}) e M,(R).

A aplicacao

R xR"3 (§,§) —d(7,§)= min L@ €R,,
(6%
a(0) =
(1) =q

onde )
L@ = [ 1a®)laodt,
0
¢ uma funcao distincia.

Antes da demonstragao, observar que a restricao o_Z|[071] satisfaz a Definigdo 3.1.19 (da
péagina 55) o que permite calcular seu comprimento total de arco, aqui denotado por L(&).

A imagem de (7, ¢) por d é obtida tomando o menor comprimento total de arco em
[0, 1] dentre todas as curvas que unem p'e ¢.

Os dois lemas seguintes auxiliam a demonstracao desta proposicao.

Lema 5.3.2. Se [0,1] > t — d(t) € R", curva PDR tal que d(0) = p' e a(l) = ¢,
que minimiza o distancia destes pontos, sofrer uma reparametrizacao que somente altera
a orientacao (vide Definicoes 3.1.11 e 3.1.13 e Observacio 3.1.14, na pdgina 53), sem
alterar ||’ (t)|| o (aw), entdo € ainda uma curva que minimiza o distincia entre os pontos
q e p e o comprimento é mantido.

Demonstracao. A funcao mudanca de parametro que deve ser tomada para satisfazer
este enunciado é [0,1] > ¢ — h(t) = 1—t € [0, 1], pois (doh)(t) continua PDR, (doh)(0) = ¢
e (@oh)(l)=pe
- L/~
L(@oh) = [y (@0 h) (t)llo@onw)dt

1 —
= Jo = a'(1 = t)|l(aa—e)dt

1 —
= Jo 11@"(1 = )|l r@a—e)dt,
fazendo uma mudanga de variavel com v =1 —1t¢ = du = —dt, u(0) =1 e u(1) = 0, fica

L(@oh) = [{&" (w)llway(—du)
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1
= [ 1@ an = L@, (5.0
ou seja, @ e @ o h tém o mesmo comprimento.

Supor que doh ndo é a curva que minimiza a distancia de ¢e p. Seja [0,1] 5 t — g(t) e R"
curva PDR com (3(0) = ¢ e (1) = p' que minimiza a distancia entre estes. Assim

L(B) < L(@oh). (5.7)

Tomando a mesma fun¢ao mudanca de parametro h(t) = 1 t, a reparametrizacao (ﬂ o
h)(t) ¢ ainda uma curva PDR; satisfaz (6o h)(0) = g e (6o h)(1) = ; e tem mesmo
comprimento total, medido em [0, 1], que 3(¢), pois

Boh)(t) = B1—t)=
= (Boh)(t) = —f'(1-1)=
éL(BOh) = fo H@ H;z{ﬁ(l t))dt

=SB (@)l (—dw)

/ 13" @y gapde = L(F). (5.8)

Deste resultado vem uma contradicao, pois foi suposto inicialmente que a curva & minimiza
a distancia entre p'e ¢; mas, de (5.6), (5.7) e (5.8) decorre que

L(Boh)=L(G) < L(@oh) = L(a),
ou seja, a curva que minimiza a distancia seria go h, e nao A. [
Lema 5.3.3. Se [0,1] 5 ¢t +— d(t) € R™ € uma curva PDR com d(0) =p e a(l) = ¢ que
minimiza a distdncia entre estes pontos, entdo, para todo ty € [0,1] as restrigoes d|, 0, 0]
e a|y,.q) minimizam as distincias de @(0) = p a d(ty) = 7 e de d(lo) = 7 a d(1) = 7,

respectivamente.

Demonstracao. Supor que tais restricoes nao minimizam a distancia de p a 7 e de 7 a
¢ . Supor que existam

0,13t G@t)eR” e (0,1 3t— F(t) € R",

curvas PDR com seus tracos contidos no dominio da métrica e que satisfazem

B0)y=p, B1)=F, F0)=7 e F(1) =7,
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minimizam a distancia destes pontos e 5(]0,1]) U7(]0,1]) # @([0,1]). Assim

L(B) < L(O_Z|[O,to]> .
L(B) + L(7) < L(@lyg, ) + L(@ly, ) = L(@),
L(7) < L(@ly, 1)

onde a ultima igualdade ¢ justificada pela propriedade da aditividade do comprimento de
arco (vide [1] no seu paragrafo 14.11, pagina 532).
Sejam

1,2] 5t g(t)=t—1¢€]0,1]

B(t) se 0<t<1
0,2] 5t 7(t) = e R".
(Hog)(t) se 1<t<2
L(3) + L(7) = L(7]) e a curva 7 satisfaz 7(0) = 7 e 7(2) = 7.
Seja
0,1 5t — h(t) =2t € [0,2].
Entdo, a curva [0,1] 3 t — (70 h)(t) € R? é tal que (7o h)(0) =p e (7o h)(1) = ¢, além

disso Lo .
Sl@on)(t)] = 217'(h(t) =
= |(Toh) Ollwamwy = 207 (28) || o er) =

= L(foh) = 2 [ 172w dt

fazendo a seguinte troca de varidveis: v = 2t = dv/2 = dt, v(0) =0 e v(1) = 2; fica

L(ifoh) = 2[0 177 (2) || o (it it

= 2 [T laon($)
= S 17 @) ey dv
= L(77).
Assim, 770 h minimiza a distancia de p" e ¢ e 1770 h # @, absurdo. O

Demonstracao da Proposicao 5.3.1. Os quatro axiomas (ou propriedades) que defi-

nem a funcao distancia (pagina 40) devem ser verificados aqui.

(1): 0 ) pois a curva de menor comprimento unindo p' e p’ é a curva constante
( =

= (7.
)= 7. Log

1
T@=0$WWMWWM=O:L@%i/0ﬁ=0=ﬂﬁﬁ)
0
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(2): Se p'# q, entao d(p, ¢) > 0. Neste caso, a curva @(t) nao pode ser constante, entao

a'(t) # 0= &' Ollwaw) >0

devido a positividade da norma (Propriedade (3) da Defini¢ao 2.1.23); prosseguindo,

1
A7, §) = L(@) = / 1@ (1) | arey it > O
0

porque a funcdo [0,1] 2 t — ||&@'(t)||(aw)) € R’ é continua e positiva, logo a integral
deve ser positiva (vide [10], pagina 129, exercicio 4 ).
Noutras palavras, pondo f(t) = [|@'(t)||w(aw)) esta f(t) é continua e f(t) > 0. Assim,

360>0:6=min f(t) e 0</5dt</f t)dt = d(p /f t)dt > 0.
0

te(0,1]
(3): Usando a notagdo do Lema 5.3.2 (equacdo numerada por (5.6)):
d(p, 7) = L(d) = h) =d(q,p).

L(ao
(4): Vale a desigualdade triangular: d(p’, ¢) < d(p, ) +d(7, 7).
Supor que 7 € @([0, 1]). Deste modo, 3ty € [0,1] : d(ty) =7 e

d(p,q) = L)
= Jo 18" @)l dt
= Joola" Ollercaw) dt + f 13" (@)oo dt

= d(p, ™) +d(7, q),

pois as restricoes 07\[0 o] € 0_2|[1t0 ;) minimizam as distancias de parederaq, respectiva-
mente, conforme atesta o Lema 5.3.3.
Supor que 7 ¢ @([0, 1]). Sejam

0,1] 5t a(t) e R" com a(0)=p e d(1) =4,
0,1]3t— B(t) eR® com B0)=7 e B(1)=F
e (1)

curvas PDR que minimizam as distancias destes pares de pontos e tais que 5([0, 1)) U

([0, 1]) # a([0, 1]).
Seja

7,

=

0,1] 3t —F(t) e R* com 7(0) =

Aty =7t —1)
para t € [1,2]; assim A([1,2]) = 7(]0,1]) e

Jo 17" Ollrgen dt = [EIN(E = Dl gz dt =

= d(7, ) +d(7, @) = Jo 15" Oy 4+ IV E = Dl 9t
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Seja

Xu) se 1<u<?2

Entao
d(ﬁa F)+d(777 Q) fo H H@in(u du+f1 ” HQ/(U )du

= Jo 17" (@) sy

Como é @ a curva que minimiza a distancia de p a ¢ segundo & e 77 #
a([0,1]) F7 e {p, ¢, 7} C1([0,2])), segue que

A7, 7) +d(7, §) = /un ) du>/ 16" () aey) dt = d( 7,

a (porque

q)-



CAPITULO 6

CONCLUSAO E ESTUDOS POSTERIORES
|

Substituir a matriz identidade que define o produto interno canoénico, conforme foi
escrito na Introducao deste trabalho, muda a forma de olhar o R". Noutros termos, muda
a "Geometria" deste espaco.

Com a teoria apresentada aqui foi possivel obter alguns resultados que nao ocorrem
quando a métrica é a canodnica.

Foi constatado que, de acordo com a métrica, uma reta (euclidiana) pode, ou nao,
ter curvatura nula e uma curva que nao é uma reta pode ter curvatura nula. Lembrando
que, com o produto interno usual, uma curva é uma reta se, e somente se, tem curvatura
identicamente nula (vide a referéncia [7] na se¢ao 1.4).

Foi possivel definir para uma reta no R? o triedro de Frenet, algo que nao costuma ser
feito nos livros usuais desta disciplina. Mas, certo é que o que foi apresentado aqui retorna
ao contetdo "original" quando a matriz da métrica em questao retorna a matriz identidade.

Uma continuagao deste trabalho poderia conter os seguintes itens:

Estudar o produto vetorial. A Proposicao 2.2.3, da pagina 44, estabelece o método para
calcular o produto vetorial. E este resultado independe da base adotada para o célculo.
Como consta na Observacao 2.2.4, falta a esta monografia a demonstragao desta indepen-
déncia.

Estudar a demonstracao da formula do comprimento de arco para métricas nao constantes.
Foi dito no paragrafo antecessor da Defini¢ao 3.1.19 (pagina 55) que a forma de medir o
comprimento de arco 14 apresentada pode ser provada quando a métrica é constante. Um
estudo acerca do que ocorre nessa demonstracao quando a métrica nao é constante seria
bem vindo.

125
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FEstudar o Teorema Fundamental de Curvas (TFC). O TFC foi apresentado na Sec¢ao 4.4
conforme a referéncia bibliogréfica [15]. Fazer um estudo detalhado deste teorema explo-
rando seus trés itens, com métrica constante e nao constante. Além disso, esse mesmo
teorema pode ser estendido para curvas espaciais, como fez o autor da obra [4] na segao
1 — 5 e no apéndice do capitulo 4. Fazer o mesmo aqui, com uma métrica qualquer, seria
um grande desafio.

Responder & seguinte pergunta: seja & uma curva geodésica (curva que minimiza a
distancia de dois pontos dados), d sempre tem curvatura nula sequndo qualquer métrica
o (p) cujo dominio contém seu trago?

FEstudar a derivada covariante. Ha na referéncia [4], na sua se¢do 4 — 4, um conceito
também chamado derivada covariante o qual tem uma ligacao com o conceito homoénimo
apresentado no Capitulo 3. Caberia fazer nesta monografia um estudo para elucidar esta
ligacao.

Estudar a forma canénica local. A forma canonica local é apresentada na referéncia [4] na
secao 1 — 6. Estudé-la sob o olhar da métrica generalizada poderia ser ttil para comple-
mentar esta monografia.

Estudar a teoria global de curvas. Exemplificada na Introducao deste trabalho, esta teoria
pode ser vista também na referéncia [4] em sua se¢do 1 — 7. Este assunto poderia enrique-
cer a abordagem feita nesta dissertagao.
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