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RESUMO

Neste trabalho estamos interessados no transporte paralelo da geometria diferencial no
contexto do célculo estocéastico. Inicialmente resumimos os pontos fundamentais da geome-
tria riemmaniana como as idéias de conexao, curvatura, transporte paralelo, a identidade
de Bochner-Weitenbock e o mapa de desenvolvimento de Cartan, em seguida desenvolve-
mos alguns resultados da geometria estocastica como a féormula geométrica de It6, mas para
isto inserimos brevemente a chamada geometria de segunda ordem. Ao final, examinaremos
o transporte paralelo estocastico em algumas circunstancias como no mapa de desenvolvi-
mento estocastico, mapa de rolamento estocastico, constru¢ao do movimento Browniano em

variedades e ainda com fluxos estocasticos na solugao da equacao de Stratonovich.



ABSTRACT

This dissertation is about the stochastic version of the parallel translation in the differ-
ential geometry. In the beginning it provides some basic background to Riemannian geom-
etry, for example, the definiton of conexion, curvature, parallel translation, the Bochner-
Weitenbock identity and the Cartan’s rolling map theorem. After that, it is to dedicate to
development of some results on stochastic geometry as the geometric It6 formula, but to do
that it is important to study the second order geometry. In the end, it is essential to give
attention to stochastic parallel transport in some environment as the Cartan’s rolling map
in the stochastic context, stochastic rolling constuctions, Brownian motion on manifolds and

the stochastic flow as the solution of the Stratonovich equation.
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INTRODUCAO

Este trabalho é formado por trés capitulos que sao descritos a seguir. No primeiro capitulo,
examinaremos a geometria riemmaniana, principalmente os conceitos de curvatura e conexao.
Logo apds nos enfocamos no transporte paralelo e em alguns resultados ligados ao fluxo de
um campo de vetores, como o mapa de desenvolvimento de Cartan, as versoes estocésticas
destes resultados serao importantes para nossos estudos. No proximo capitulo teremos uma
introdugao a geometria estocéstica, que tem como referéncia P. A. Meyer [11]. Inicialmente
apresentamos a geometria de Schwartz ou geometria de segunda ordem que sera conveniente
para a formalizagdo da chamada férmula geométrica de Ito, ver P. J. Catuogno [3]. Em
seguida incrementaremos o estudo através das equacoes estocasticas em variedades onde
alguns resultados podem ser encontrados em detalhes no livro E. P. Hsu [9]. Ao final,
teremos acesso a resultados relacionados ao movimento Browniano em uma variedade, como
a construcao deste e o chamado critério de Lévy.

No capitulo trés encontra-se o objeto principal deste trabalho, a versao estocastica do
transporte paralelo. Apresentaremos o analogo estocastico do mapa de desenvolvimento
de Cartan e ainda o mapa de rolamento estocédstico, que podem ser consultados em K.
D. Elworthy [7]. Logo em seguida examinaremos outras construgoes de semimartingales
e do movimento Browniano, e para finalizar nosso trabalho, verificar em H. Kunita [10],

entendemos a solugao da equagao de Stratonovich através de fluxos estocasticos.



CAPITULO 1

CONCEITOS BASICOS DE
GEOMETRIA DIFERENCIAL

As referéncias M.P. do Carmo [5] e R. L. Bishop e R. J. Crittenden [1] desenvolvem mais de-
talhes sobre geometria riemanniana. Aqui estamos interessados em fixar notacao, relembrar

conceitos e demonstrar alguns resultados relevantes para as outras segoes.

1.1 Curvatura

Seja M uma variedade mergulhada no RY com métrica riemmaniana induzida pelo mergulho
em RY | P (m) a projecio ortogonal de RY sobre T, M paratodom € M e Q (m) := I—P (m)
a projecao ortogonal de RY sobre (TmM)L, assim P e () sao funcgoes suaves de M para
gl (RN )

Seja T'M o fibrado tangente de M e m : TM — M a projecao associada. Dizemos
que um caminho diferencidvel s — V (s) em T'M é um campo de vetores ao longo do
caminho s — o (s) em M se 1oV (s) = o (s), ou seja, V (s) € T, M para todo s. Estamos
interessados na derivagao do caminho suave V' (s) que esta na variedade 7'M e que a derivada
de V (s) seja um caminho também em T'M. Para isto definimos a chamada derivada de Levi-

Civita.
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VV(s)
ds

Portanto, a derivada de Levi-Civita, denotada por , ¢ o campo de vetores ao longo

de o (s) definido por

VV (s) d
=P — .
= Pl (9) 2V (9
Se Y é um campo de vetores em M e v € T,, M, definimos V,Y € T,,M por
vy = e, -
ds

onde ¢ (0) = v.
Se W (s) e V (s) sdo dois campos de vetores ao longo do caminho o em M, as principais

propriedades da derivagao sao (ver M. P. do Carmo [5] capitulo 2):

1Y) — Ay (5) + (dQ (o () W (s)

2. V é compativel com a métrica, ou seja,

L ).v 6 = (D v )+ w (s,

3. Suponha que (s,t) — o (s,t) é uma funcao suave em M e W (s,t) é uma funcao suave

em TM, o' := Lo (s,t) e 6 := S0 (s,t), tal que W (s,t) € T, (;5yM para todo (s, t) entao

Vo Vo
dt — ds
ou seja, V tem torgao nula.

4. Se R ¢é e o tensor de curvatura de V definido por

R(X, Y)W = [dQ (X),dQ(Y))|W
entao,

dtds dsdt

ou seja, a curvatura mede a nao comutatividade da derivada.

vV V VV VV .,
% e (37T now

A observagao seguinte relaciona curvatura e tor¢ao com derivada V em campos de vetores

onde I' (T M) denota o conjunto de todos os campos de vetores suaves em M.

Observacgao 1. (/5] do Carmo capitulos 2 e 4) Sejam € M, ve T, M, XYW € ' (TM)
e feC>®(M), entdo
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1. Regra do produto: V,(f-X)=df (v)- X (m)+ f(m)- -V, X
2. Tor¢ao nula: VxY —VyX — [X,Y] =0
3. Tensor curvatura: R(X,Y)W = [Vx,Vy|W — Vx )W, onde

[VX, VY] W .= VX (VyW) — VY (VXW) .
Além disso, sejam u,v,w,z € T,, M entao R possui as sequintes propriedades:

(a) R(u,v) = =R (v,u).

(b) [R(u,v)]" = =R (u,v).

(c) (R(u,v)w,z) = (R (w,z)u,v).

5. Tensor curvatura de Ricci: Para cada m € M, Ric,, : T,,M — T,,M ¢ definido por

Ricyv = Z R (v,a)a,

aesS

onde S C T,,M ¢ uma base ortonormal. Entao Rz’cﬁ = Ric,, e Ric,, pode ser calculado

como

(Ricmu,v) = tr (dQ (dQ (u) v) — dQ (v) dQ (u))

para todo w,v € T,, M.
Para mostrar 5. primeiro verificaremos que d@ (Y (m)) X (m) = dQ (X (m))Y (m). De

fato, sabemos que (Vy X) (m) =dY (X (m)) +dQ (X (m))Y (m) entao

0

= (VxY = VyX) (m) - [X,Y](m)
= {dX (Y (m)) +dQ (Y (m)) X (m) — dY (X (m)) — dQ (X (m)) Y (m)} — [X, Y] (m)
= dQ (Y (m)) X (m) —dQ (X (m))Y (m).

Logo, para o item 5.,

(Ric u,v) = Z(R(u,a)a,v)

acsS

= > {[dQ (u) . dQ (a)] a,v)
a€sS

= ) {((dQ (u) dQ (a) — dQ (a) dQ (u)) a, v)
acsS

= D ((dQ (u) dQ (@) a,v) — {dQ () dQ (w)a.v)) .

a€sS
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Usando que dQ (v) a = dQ (a) v e que dQ (u) é simétrico temos

= > (a,dQ (a) dQ (u)v) — (dQ (u) a,dQ (a) v)

a€S

= Z(a, dQ (dQ (u) v) a) — (dQ (u) a, dQ (v) a)

a€S

= ) (a,dQ (dQ (u) v) a) — (dQ (v) dQ (u) a, a)

a€esS

= 1 (dQ(dQ (u) v) — dQ (v) dQ (u))

Queremos fixar a seguinte notacao que sera usada na demonstragao dos préximos resul-
tados desta secao. Se F € C*° (RN) entao

d /
(0,F) (x) := p lo F'(z+tv) =F'(x)v
(0,0, F) (x) = F" (z) (v, w)

Note que se w : RY — RY ¢ v € RV, entao
(0,0, F) (x) = 0, [F' () w ()] (x) = F' (x) yw (x) + F" (z) (v, w) w (x)

A proposigao seguinte ¢ uma ferramenta para se demonstrar a identidade de Bochner-

Weitenbock que encontraremos mais adiante.

Proposicao 2. Sejam Z € I'(TM),v,w € T,,M e XY € I'(TM) tais que X (m) =v e
Y (m) =w. Entao

1. V?

VRW

Z é definido por

V3®wZ = (VXVYZ — VvaZ)

é bem definido, ou seja, independe das escolhas de X e Y.
2. Se Z(m) = (m,z(m)) onde z : RY — RY € uma funcio suave tal que z (m) € T,,M

para todo m € M, entao
ViewZ = dQ (v) dQ (w) z (m) + P (m) 2" (m) (v, w) — P (m) 2 (m) [dQ (v) w]
3. O tensor curvatura R (v,w) pode ser calculado como

2 2
Vv@wZ - vw@v

Z = R(v,w)Z (m)
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4. Se V (s) € um campo de vetores ao longo do caminho o em M, entdo temos a Regra

do produto,
\Y%

2
7 (VvZ) = (V%V(S)Z> + VoevsZ

Demonstragao. Sejam X (m) = (m,z (m)), Y (m) = (m,y(m)) e Z(m) = (m, z(m)) onde
z,y,2 : RY — RY sdo fungdes suaves tais que z (m), y (m) e z (m) sao elementos de T, M
para todo m € M. Entao,
(VxVyZ —VvywZ) = PO, [P0,z] — POps,y,z
= P(0,P)0yz+ P0,0yz — POpy,y=
= P(0,P)0,z+ P2" (x,y) + Pz' [0,y — PO,y]
= (0.P)Q0yz + Pz" (z,y) + Pz [Q0,v]
derivando a identidade Qy = 0 em M temos que Q0,y = — (0,Q) y. Logo,
VxVyZ = Vyy = = (0:.P) (0,Q) z + PZ"(XY) = P2'[(0:Q) Y]
avaliando a expressao acima em m, temos a equagao
(VxVyZ — Vy,vZ) (m) =dQ (v)dQ (w) z (m)+P (m) 2" (m) (v,w)—P (m) 2 (m) [dQ (v) w]

e portanto concluimos 2. Nesta equagao, claramente verificamos 1. pois independe das
escolhas de X e Y.

Para verificarmos o item 3 basta usarmos a defini¢cao de tensor de curvatura dada por
RX, Y)W = [dQ (X), dQ(Y )] W

e a equacao verificada no item 2.
Para mostrar 4. escolhemos um campo de vetores locais {F;}¢ ; definido em uma viz-
inhanga de o (s) tal que {E; (o (s))}&, é base para T,;)M para cada s. Assim temos que

V(s) =0, Vils) Ei (o (),

%V () = S {V/ () Ei (0/(5)) + Vi (5) Vori Ei}
d
Y (Gvwz) - ¥ (Zm () (Ve 2) (o <s>>>
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e ainda por 1.,
Vos) (VaZ) = Vigemioe) 2 + (VVU/<S>EiZ ) ‘

Usando esta tltima equacao e a primeira temos,

d
_ 2
T (VWvwZ) = Voo wiwnemvieva ol T 2 Vis) Vagenemn

=1

— 2
et V%V(S)Z_{_ va’(s)@V(s)Z
0

Chamaremos de Regra do produto, a seguinte equagao, mantendo a notacao do paragrafo

acima. Seja Y € I' (T'M), entao

vm (W (Y)) = (V) (Y (m)) + w (V,,Y)

Um

ou seja, estamos definindo a derivada covariante de uma forma diferenciavel. Além disso,

para f € C® (M) e vy, wy, € T,, M,
Vdf (Vm, W) = (Vo df ) (W),

chamamos Vdf de Hessiana de f. Assim, sabemos que os seguintes resultados sao validos
para f € C* (M), F € C* (R") tais que f = F |,,X .Y € I (TM) e vy, wy, € T,,M.

1. Vdf (X,)Y) = XY f—df (VxY)

2. Vdf (U, wp) = F" (m) (v,w) — F' (m) dQ (vy,) w

3. Vdf (vm, wp,) = Vdf (W, v,), uma outra manisfestagao da torgao nula.

O Laplaciano é um operador diferencidvel de segunda ordem A, onde
A:C®(M)— C*(M)
definido por
Af :=div(grad f)

portanto, dado um ponto m € M, definimos um sistema ortonormal local {E;}¢ , em m
como uma colecdo de campos de vetores locais definidos préximos a m tais que {F;(p)}d_, é

uma base ortonormal para T,M para todo p proximo a m.
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Assim, se F € C® (RY) e f := F |y sejam {e;}{_, uma base ortonormal para T, M e

{E;}¢_, um sistema ortonormal préximo a m € M. Entao,

Af (m) = Z Vdf (E; (m), E; (m)),

d

Af(m)= Z{Ez (Eif) = df (Ve Ei)}

i=1

Af(m) = Z F"(m) (ei.e) — F' (m) (dQ (E; (m)) ;)

onde E; (m) := (m,¢;).

Seja {e;}¥, base canonica de RY defina X; (m) := P (m)e; para todo m em M.
Proposicao 3. Seja f € C* (M) eY € I' (T M) entdo

L vy =N (0, X; (m)) X, (m) para todo v, € T, M
2. grad f = Zf\il Xif - X;

3. div (V) =N, (Vy,Y, X))

4. 3N Vi X;=0

5. Af =YL XES

Demonstracao. 1. Precisamos principalmente mostrar que
N d
i=1 i=1

onde {u;}¢, é uma base ortonormal para T, M. Mas,

N N
ZXi (m) ® X; (m) = ZP(m)ei ® P (m)e;
i=1 i=1
esta 1ltima expressdo ¢ independe da escolha da base ortonormal {e;}¥, para RY. Entao se

escolhermos {e;}¥, tal que ¢; = u; para i =1, ...,d, entdo

N

d
ZP(m)ei@)P(m)ei:Zui@ui

=1
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como gostarfamos. Desde de que S, (v, X; (m))X; (m) é quadrética em X, segue-se que

N d

Z<Um>Xi (m))Xi (m) = Z<Um>ui>ui = Um.

i=1 =1

2. E consequencia imediata do item 1.

N

grad f (m) =3 _(grad f (m), X; (m)) X (m) = > _df (X) - X; (m)

i=1
3. 2V (Vx,Y, X;) é quadritica em X; e portanto

N d

D (VY X)) (m) =) (VY ) (m) =div (V)

i=1 i=1

N

N N
D (V. Xi) (m) = P(m)dP(Xi(m))e; =Y _dP (P (m)e;) Q (m)e;,
i=1 i=1 i=1
A ltima expressao ¢ independente da escolha de uma base ortonormal {e;}Y, para RY.
Entéao escolheremos e; = u; parai=1,..,d, logo Q (m)e; =0 parai=1,..,de P(m)e; =0
para 7 > d e portanto cada parcela do somatorio acima é zero.

5. Para calcularmos Af usamos a definicao de grad f, os itens (2)-(4) e a regra do

produto

N
Af = div(grad f) =) (Vx.grad f, X;)

=1
N

= ZXi(grad £, X — Z(grad [V, Xi)

i=1
N
= D XX
=1
[

O seguinte lema técnico é para simplificar a demonstracao da identidade de Bochner-

Weitzenbock que trataremos logo adiante.
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Lema 4. Dado m € M ev € T,,M existe V € I'(TM) tal que V(m) =v e V.,V =0
para todo z € T, M. Além disso, se {e;}%_, € base ortonormal para T,,M, existe um sistema

ortonormal local { E;}4_, prézimo a m tal que V,E; = 0 para todo z € T,, M.

Demonstragao. Para essa demonstragao iremos assumir que V', P e () sao extensoes para o

espaco no qual M estd mergulhado. Se tal V existe, entao
0=V.V=V"(m)+09.Q(m)v

isto é,
—V'(m) =0.Q (m)v

para todo z € T,, M. Portanto, isso nos motiva a definir V' por
V(z):=P(x)(v—0.Q(x)v) € T,M para todo x € M.

Por construgao V (m) = v, logo

(
= (9:P)(m)v - P(W)(@Q)( )v+(3Q)( )v
= (9:P)(m)v+Q(m)(2:Q) (m)v
= (9:P) (m)v +(9:.Q) (m)v

Para a segunda etapa da demonstragio escolhemos um fibrado local {V;}4, tal que
Vi(m)=e;eV,V;=0paratodoi=1,..,dez € T,,M. O fibrado { E;}%_, que gostariamos ¢
construido através da ortogonomalizacio de Gram-Schmidt de {V;}¢_,. O fibrado ortonormal
resultante {F;}¢ | satifaz a propriedade V.E; = 0 para todo z € T,,M. Por exemplo,
E, =V, Vi)~ 3V} e como

(VA VA) = 2V WA, Vi (m)) = 0

temos que,
VB, == ({1, A)7F) - Vi (m) + (V, Vo) 7 (m) VWA (m) = 0.

A verificagao de que V,E; = 0 para j = 2,...,d é similar.
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Agora estamos preparados para demonstrar o teorema da identidade de Bochner-Weitzenbock.

Teorema 5. (Identidade de Bochner-Weitenbock). Sejam f € C* (M) e a,b,c € T,,M,

entao
<V2®bgmd fe) = (V§®Cgrad f,b)

e se S CT,,M ¢ uma base ortonormal, entdo

Z VZeagrad f = (grad Af)(m)+ Ric grad f.

a€esS
Demonstracao. Sejam a,b,c € T,,M e A,B,C € T'(TM) tal que A(m) = a, B(m) =be
C(m)=ccom V,A=V,B=V,C =0 para todo z € T,,, M. Entao,

ABCf = AB(grad f,C) = A(Vpgrad f,C) + A(grad f,VgC)
= (VaVpgrad f,C) + (Vpgrad f,VaC) + A(grad f,VC).

Aplicando-se em m temos

(ABCf)(m) = ((VaVpgrad f,C) + A(grad f,VC)) (m)
= (Vimegrad f,c) + (Algrad f,VpC)) (m)

onde usamos que (V4B) (m) = 0. Trocando-se B e C' na equagao anterior e calculando

(ABC[) (m) — (ACBF) (m)

temos
(A[B,Clf)(m) = (Vigegrad f,c) — (Vig.erad f,b)
+ (Agrad f,VC —v¢B)) (m)
= (Vigerad f,¢) — (Viggrad f,b)
+ (A(grad f,[B, C])) (m)
= (Vigerad f,c) — (Vig.grad f,0) + (A[B,C] f) (m).
Logo,

(Vigerad f,c) = (V2 grad f,b).
Agora suponha que {FE;}%, C T,,M é um referencial ortonormal préximo a m tal que
V.E; = 0 para todo z € T,,M e e¢; = E; (m).
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Como R (e;, ¢) grad f = V2 .grad f — V2, grad f temos

d d
Z<v2 ®e; grad f > = Z(vgi@)cgrad f7 6i>
=1 i=1
d

= Z(V;f@eigrad f+ R(e;,c) grad f,e;).

i=1
Como

d d

Z<Vg®eigmd f7 ei> = Z (<vaEzgrad f7 EZ)) <m>

i=1 i=1

_ Z C(Vggrad f, E;) (m)

=1

= (CAf)(m)
= ((gradAf) (m),c)

e usando que R (e;,¢)" = R (c, e;) temos

d

d
Z(R(ei,c) grad f,e;) = Z grad f, R (c,e;)e;)

=1 1=

= <grad f,Ric(c)) = (Ric (grad f),c)

logo,

d

> (V2 ,.erad o) = ((grad Af)(m),c) + (Ric (grad f),c)

- = ((zrad Af) (m) + Ric (grad /). ¢)

para qualquer ¢ € T,, M.

1.2 Transporte Paralelo

Definicao 6. Um caminho diferenciavel V- em TM ¢é dito paralelo se %S(s) =0.
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Teorema 7. Sejam o uma curva diferencidvel em M e (“O)o(o) € To)M. Entao eriste um
inico campo de vetores suave V' ao longo de o tal que V' € paralelo e V (0) = (UO)U(O). Além

disso, se V (s) e W (s) sdao campos de vetores paralelos ao longo de o entdo
(V(s), W(s)) = (V(0),W(0))
para todo s.

Demonstracao. Se V e W sao campos de vetores paralelos, temos

SV (), W (5)) = (1 (), W () + (V (5), 217 (5)) = 0

ds
pois 2=V (s) = LW (s) = 0. Assim,
(V (s),W (s)) é constante
ou seja, (V (s), W (s)) = (V (0),W (0)) para todo s.

Se um campo de vetores paralelo V' (s) = (o (s),v (s)) ao longo o (s) existe, entao

L) L dQ (@ ()l =0 e 0 ) =

portanto, se o campo de vetores V' existir é inico. Logo, seja v a inica solugao para a equagao

acima, e V (s) := (0 (s),v (s)), para terminarmos a demonstragao é suficiente mostrar que
v (8) S TU(S)M.

Equivalentemente, queremos mostrar que w (s) := ¢ (s) v (s) é identicamente nulo, onde
q(s)=Q (o (s)). Sejam v’ (s) = d’;—(j) ep(s) = P(o(s)) entao,
v =—q'v
e ja observamos que pq¢’ = ¢'q. Logo a funcao w satisfaz
w' = q'v+qv' = q'v—qqv=pgv=qq=quw
com w (0) = 0. Mas esta equacao diferencial ordinaria possui w = 0 como tnica solugdo. []
Definigao 8. (Transporte paralelo) Dado um caminho diferencidvel o, seja

S /s (o) TooyM — Ty M

definido por /' /s (0) (Vo) 5y = V (), onde V' € o tnico campo de vetores paralelo ao longo
de o tal que V (0) = (v0),(g)-

Chamamos / /s (o) de transporte paralelo ao longo de o até o tempo s.



Capitulo 1 e Conceitos béasicos de Geometria Diferencial 14

Observagao 9. Note que /' /s (0) (Vo) ;) = (4 (8) V) gy, onde s = u(s) € Hom (T0)M,RY)

¢ a unica solucao para a equacdao diferencial

) 4o (5)) u(s) = 0 com u(0) = P (5 0)).

Pelo teorema anterior temos que u (s) : T,oyM — RY € uma isometria para todo s e

portanto o contradominio de u (s) é TJ(S)M. Além disso, seja u (s) uma solugdo para

u(s)

—u(s)dQ (o' (s)) =0 com u (0) = P (c(0)).

ds
Entao
d%[u(s)u(s)] _ u;j)u(s)—l—u(s) “d(j)
= u(s)dQ (o' (s))u(s) —u(s)dQ (o' (s)) u(s)
= 0.

Portanto u (s)u(s) = P (0 (0)) para todo s e assim u(s) é o inverso do operador linear
U (S) : Ta(O)M — TU(S)M
O préximo lema nos fornece técnicas de calcular derivadas covariantes com o auxilio do

transporte paralelo.

Lema 10. Suponha Y € T'(TM), o(s) um caminho em M, W (s) = (o (s),w(s)) um
campo de vetores ao longo de o e seja / /s = / /s (o) o transporte paralelo ao longo de o.

Entao
1L gW(s)=//sis /"W (5)].
2. Para qualquer v € T, )M,

\V4
%V//SUY =Viie, wY

Demonstragio. Seja u (s) o inverso de u (s). Sabemos que

W _ (4

W@+WQW@WV®)U
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e pela observacao 4,

Showe) = (Flewe))

concluindo o item 1.

Para demonstrar o item 2. considere uma base {E;}Y, de referenciais ortonormais ao

longo de o (s). Entao

N
/0= vi(s)Ei(o(s))
i=1
temos -
g//sv(s) = 0. (1.1)
Como

= D) (VaY) (@ () + D vi () Vors) (Vi Y)

e usando que Vg,(s)(@Ei(U(s))Y = (VJ/(S)VEi(U(S))Y — va,<S>Ei(g(S))Y> (o (s)) temos
Vo-/(s) (VEZY) = vg“(s)@Ei(o'(s))Y + Vva,<5>Ei(g(s))Y. (12)
De (1.1) e (1.2) concluimos

d

\Y% 2

gv//va = Vo Y+ Z Vi(s) Vor ()@ Bi(o(s) Y
=1

ds

2
= Voe,/ /wY -
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Neste momento discutiremos a nocao de derivada covariante em M x RV que extende a
nogao de V definida anteriormente. Consideremos o fibrado normal sobre M,
N (M) = | ({m} x T.M*) € M xRN
meM

Analogamente a definicao de V em T'M, faz sentido extender V para o fibrado normal
N (M) por

= (0(s5),Q (0 () v'(s)) = (0 (s),0" (5) + dP (0" () v (s))

ds
para todos os caminhos s — V' (s) = (o (s),v (s)) em N (M). Assim, esta derivada covariante
em fibrados normais satisfaz propriedades andlogas para V em fibrados tangentes T'M.
As derivadas covariantes em 7'M definem uma derivada covariante em M x RY. Ou seja,
se V(s) = (o(s),v(s)) é um caminho diferencidvel em M x RY sejam p(s) := P (0 (s)) e
q(s) :=Q (o (s)), definimos
TV (0(9).0(8) - ()0 (9) + (6) - {a(s)o(s)))

Como
Vi) (a D0+ eI () + A} 5 () a(s)v5))

ds
s) ( ) +d'(s)p(s)v (s) +p'(s)q(s)v(s))
o (S) ' (8) +dQ (0" () P (0 (s) v (s) +dP (o' (s)) Q (0 (s)) v (s))

(o (
(

podemos escrever

V) (o). (5) 4+ T (' () v (s) (13
onde
I (wim) v :=dQ (wm) P (m) v + dP (W) Q (m)v (1.3.1)

para todo w,, € TM e v € RV,

1.3 Mapa de desenvolvimento de Cartan

Assumiremos que M é uma variedade riemanniana compacta, W (T, M) é o conjunto de
caminhos diferencidveis por partes, b : [0, 1] — T,M tal que b(0) =0, € T,M e que W (M)

¢ o conjunto dos caminhos diferencidveis por partes, o : [0,1] — M tal que o (0) =0 € M.
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Teorema 11. (Mapa de desenvolvimento de Cartan) Para cada b € W (T,M) existe um
tnico o € WS (M) tal que
/ do- /
o' (s):= U(S)’E =//s(0)b (s) ec(0)=o. (1.4)
Demonstragao. Suponha que o seja solugao de (1.4) e
/s (0)v, = (0,u(s)v) onde u (s) : T,M — RY
entao u satisfaz a equacao diferencial

u' (s) +dQ (o' (s))u(s) =0 com u(0) = ug

onde ugv := v para todo v € T,M. Logo, a equagao (1.4) é equivalente ao par de equagdes
diferenciais ordindrias,

o' (s) =wu(s)b (s) com o (0)=o0 (1.5)

u' (s)+dQ (o (s),u(s)V (s))u(s) =0 com u(0) = up. (1.6)

Portanto, a unicidade da solucao é consequéncia direta do teorema de unicidade para
equacoes diferenciais ordinarias homogéneas.

Seja z 1= (z<, 2>) um difeomorfismo entre um aberto A que contém m de E O M e
um aberto B de RY com z(ANM) = Bn (Rd X {O}) Assim, z. denota as primeiras d
coordenadas e z- as ultimas N — d coordenadas. Sabemos que () possui uma extensao para
uma vizinhanca de m € M em R" tal que @ () é uma projegao ortogonal sobre Ker (2. (x)).

Logo, para algum s muito pequeno, podemos definir ¢ e u como as tinicas solucoes das
equagoes (1.5) e (1.6) com valores em RN e Hom (T,M,RY) respectivamente. Dessa forma,
precisamos mostrar agora dois pontos fundamentais, o primeiro é o (s) € M e o outro é que
o contradominio de u (s) é T, M.

Seja w (s) == Q (o (s))u(s), da equagao (1.6) temos que v’ = —dQ (¢') u. E ainda

W = dQ (0" u+Q (o) = dQ (") u—Q(0)dQ () u
— P(0)dQ(0")u=dQ (0 Q (0) u = dQ (o) w

onde de PQ = 0 temos dPQ + PdQ) =0ede P+ Q =1 temos dP + d@Q = 0, ou seja,

PdQ = —dPQ = dQQ.
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Como w (0) = 0 segue-se da unicidade de solugoes para equagoes diferenciais ordindrias

homogéneas que w = 0, isto é, o contradominio de u (s) é T, M. Portanto,

[u(s)] € Ker[Q (o (s))] = Ker [z (o (s))].
Consequentemente temos,

d<Z> (U (S))) o do (8) o / .
— =% (o (s)) To =4 (o (s)u(s)b (s)=0

para s muito pequeno e como 2% (0 (s)) = 2L (0) = 0, temos 2. (o (s)) = 0, ou seja,
o(s) e M.

Assim, mostramos que existe uma solucao (o,u) para s muito pequeno das equagoes
(1.5) e (1.6) tais que o permanece em M e u(s) é o transporte paralelo ao longo de s. Por
métodos utilizados em equagoes diferenciais ordinérias existe uma solugdo maximal (o, u)
com essas mesmas propriedades. Note que (o, u) é um caminho em M X [so (TOM RN ), onde
Iso (TOM, RN) denota o conjunto de isometrias de T, M para RY . Como M x Iso (TOM, RN)
é compacto temos que (o,u) nao explode. Portanto, (o,u) é definido no mesmo intervalo
onde b esta definido. O

Notagao 12. Seja ¢ : W (T,M) — W (M) com ¢ (b) = o onde o € solucio de (1.4). A

nversa de ¢ que denotaremos por ¥ verifica que

U, (o) =0b(s) = /OS//T (o) o (r)dr.

Concluiremos esta segao calculando as derivadas de ¥ e ¢.

Teorema 13. (Derivada de V) Seja (t,s) — X (t,s) um mapa diferencidvel em M tal que
Y (t,.) € W (M) para todo t. Seja

H9) = 50,0 = (30,0, F5 1)

dt

portanto H é um campo de vetores ao longo de o := ¥ (0,.). Definimos

(R//S(U) (CL,C)) (S> = //s (U)ilR(//s (U)av//s (U)C)//s (0)

para todo a,c € T,M.
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Entao
awin = WEED
/s (o) H (s)
[ ([Rrin o 0 6 ds) )0 s
onde b = e [, fV' (s)ds é a notagio para a fungio s — fo (r)V (r)dr quando f é um

caminho de matrizes.

“r=d Bts) =W (S(1.) (s),

Demonstracao. Para simplificar a notacao sejam =4 ] =

Ult,s)i=//s(S(t.), h(s) =/ /s (0)  H(s),uls):=//s(0) =U(0,5)
~ dB (t,s)
b(s) 1= (a0 (1) (5) i= 2 o
Com esta notagao temos,
Y =UB , %= H*uheﬂzo
ds
onde ¥ —s : T,M — Tx, M é definido por —s = V(Ua) para todo a € T, M, ou equivalente-

mente, Y& = P (%) U’

Aphcando na equacao X' = UB’ e na equacao Y =wuhemt=0 temos,

V A\ \0)

U / / I
’tOb‘i"U/b— di ’t —0= —— ds =uh'.
Portanto,
-/
b =h+ Al. (1.7)
onde A := UYL, ou seja,
VU
—(0,.) = —uA. 1.8
U 0.) = - (18)
Aphcando - na equacao (1.8) e usando que V“ = 0. Temos,
\VAY vV V
—uA' = p dtU|t 0= {d dt] U lt=o= R (0, H)u
Assim, A" = R, (h,'). Integrando-se esta identidade (em relagdo a s, pois nesse caso

temos independéncia em relagao a t) e usando que A (0) = 0, segue-se

A= /Ru(h, v (s)ds) (1.9)
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Integrando-se a equagao (1.7) em relagao a s e usando a equagao (1.9) temos,

dv (H) = w |i=0

_ (U)_lH(s)—i—/(/OR//S(J)(//S (a)—lﬂ(s),b/(s)ds)) W (s) ds.

0
[l

Teorema 14. (Derivada de ¢). Sejam b,k € W (T,M) e (t,s) — B(t,s) um mapa
diferencidvel sobre T,M tal que B(t,.) € W= (T,M), B(0,s) = b(s), e B(0,s) = k().
Por exemplo, B (t,s) =b(s) +tk(s). Entao,

6. (k) = 1o (B(t. )= // (o),

onde 0 = ¢(s) e h € a primeira componente na solugio (h,A) para o par de equagdes
diferencidveis:
k' =h"+ Ab' com h(0) =0 (1.10)
e
A =R,/ () (h,) com A(0) = 0. (1.11)

Demonstracdo. A demonstracao deste teorema é analoga a do anterior, dessa forma usaremos
a mesma notagao assumida naquela prova, definindo X por X (t,s) = ¢ (B (t,.)). Entao,

com B (t,.) = V(X (t,.)) temos da hip6tese que,

d
k= pr lo U (X(t,.) =dV(H).
Como j& sabemos, d¥ (H) = h+ [, ([y R, /. (o)(h, b (s)ds)) ¥/ (s) ds. Portanto, definindo
A= [(R,  (o)(h,V (5)ds) e derivando em relagao a s segue-se que A resolve a equacio
(1.10) e h a equagao (1.11). O

O proximo resultado tratard da possivel mudanca do ponto base, ou seja, queremos incluir
a possibilidade de X (¢,.) ¢ W (M) quando ¢t # 0. Portanto, é visto como uma extensao

do teorema 13.

Teorema 15. Seja (t,s) — X (¢, s) uma fungao suave em M tal que o := X (0,.) € W (M).

Defina H (s) := dzfli’s) li—oe h(s) =/ /(o)  H (s). (E importante notar que H (0) e h (0)

nao precisam mais serem iguais a 0). Seja

U<t73) =//s (E (t7'))//t (E (70)) cToM — TZ(t,s)M;
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portanto % =0e % =0. Com B (t,s) = [jU (t,r) "% (t,r)dr, entio

o) = o B =nt [ ([ Rt 6)a) ¥ (9)as

onde b:= V(o).

Demonstmg&o Para simpliﬁcar a notacao sejam “ - ”:% loe “/ 7= ds, ja sabemos que
= [JU LSt r)dr, Ut s) == //s(2(,.) /¢ (2(.,0)), e ainda temos
()-—//s( ) (S),b(S)iz‘I’(E(O,S))e (s):=//s(0) = U(0,s), segue-se
Y =UB , % =H = uh, E—Oewz
ds dt

Aphcando na equacao X’ = UB’ e na equacao S =uhemt=0 temos,

VU VA vy
|t 0 b/ +Ub = dt |t:0— ds = Uh/
Portanto,
./
B =+ AY (1.12)
onde A := —U¥ |, ou seja,

U

Vd—t (0,.) = —uA (1.13)

V

Aphcando < na equagao (1.13) e usando que * = 0. Temos,

—uA =

vv| V V
dsdt~ "7 |ds’ dt

}U lizo= R (o', H)u

Assim, A" = R, (h,V'). Integrando-se esta identidade (em relagdo a s, pois nesse caso temos

independéncia em relagao a t) e usando que A (0) = 0, segue-se

A= /Ru(h,b’ (5) ds). (1.14)

Integrando-se a equacao (1.12) em relagao a s e usando a equacao (1.14) temos,

d
T at

o B+ [ [Reiol /o) 1) 0 )9 ) 5 s

b(s) lo B (t,5)



CAPITULO 2

INTRODUCAO A GEOMETRIA
ESTOCASTICA

Neste capitulo iremos assumir algum conhecimento sobre o calculo estocéstico no contexto
euclidiano. Para uma abordagem breve mas que desenvolve as primeiras idéias ver P. R.
C. Ruffino [13] e Z. Brzezniak e T. Zastawniak [2]. Para contextos mais abrangentes ver P.
Protter [12], M. Emery [8] e H. Kunita [10].

Na primeira se¢ao temos como objetivo revisar alguns conceitos basicos do calculo es-
tocastico até a formula de 1t6. Logo apds, introduziremos a chamada geometria de segunda
ordem com a finalidade de calcularmos a férmula geométrica de Itd na terceira secao. Para
mais detalhes ver P. J. Catuogno [3] e [4]. Assim, na quarta segao, iniciaremos os estudos
de equacoes diferenciais estocéasticas em variedades calculando a forma de It6 da equacao de
Stratonovich e ainda o teorema da existéncia e unicidade de solugoes da mesma, e na ultima
secao conheceremos o movimento Browniano em uma variedade diferenciavel com resultados

relevantes para o proximo capitulo.

22
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2.1 Formula de Ito

Definicao 16. Sejam Y uma semimartingale. Para cada X processo estocdstico adaptado

continuo real definimos a integral de Ito,

o0

¢
/ XdY := lim Z (Xy,) (Ytiﬂ/\t — tht)
0

=0 <=
comrm = {0 =ty <ty < ..} uma particao de [0,00) tal que lim,_ o t, = co. Definimos

7| == sup; | tix1 — t; | como o mdzimo para 7 e t; ANt := min{t,t;}.

E ainda a integral de Stratonovich como

t t
1
/ XY = / Xdy + 3 [X,Y), (2.1)
0 0
onde,
[ee] t
[X7 Y]t = Hh\\rgoz (thi - Xt/\ti_,_l) (Ytiﬂ/\t - Yti/\t) = / dXdY

T i=0 0

O fato de uma semimartingale ter variacao quadratica limitada evidencia que a férmula

de It6 serd um calculo de segunda ordem.

Teorema 17. Férmula de Ité (férmula de mudanca de coordenadas no RY):
Seja F: RN — R de classe C? ¢ X = (X1,..., XN) : Q x [0,00) — RN uma semimartingale

continua definida no dominio de F'. Entao F (X) é uma semimartingale e ainda

F(X;) = F (Xp) +Z/ 8xz ) dX! + Z/ axaxj X,)d [X', X7]

que € a decomposi¢ao da semimartingale F (X).

Demonstragao. Segue-se do Teorema 2.3.11 de H. Kunita [10]. O

Teorema 18. (Fdrmula de Ité para integral de Stratonovich) Nas mesmas condi¢oes do

teorema anterior
F(X) = f(Xo) = Z / (8:f) (X,)6X!

Demonstragao. Segue do Teorema 2.3.12 de H. Kunita [10]. O
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2.2 Geometria de Schwartz ou Geometria de Segunda

Ordem

Nesta secao veremos as defini¢oes basicas da geometria de segunda ordem importantes para
a apresentacao dos resultados expostos na proxima secao como a a féormula de conversao
de Ito6 para Stratonovich ou férmula geométrica de It6. Para uma abordagem mais geral é
interessante consultar os capitulos 6 e 7 do livro de M. Emery [8] e os trabalhos de P. J.
Catuogno [3] e P. A. Meyer [11].

Sejam M uma variedade diferencidvel e x um ponto de M, o espacgo tangente de segunda
ordem em M no ponto x, denotado por 7, M, é o espago vetorial dos operadores diferenciaveis
no ponto x de M de ordem menor ou igual a dois sem termo constante. Sejam U C M um
aberto e {z;} um sistema de coordenadas locais de M em torno de = € U. Resulta que todo

L € 7, M escreve-se de maneira tinica como

) .
L = a ij
“ axl ta 81'10%]

com a“ = a’" onde adotamos a convencao de Einstein. Note que os elementos de T, M
podem ser vistos como operadores diferencidaveis de ordem um sem termo constante de M
em x e portanto T, M C 7,M. Os elementos de 7,M sao chamados de vetores tangentes
de segunda ordem e os elementos do espaco vetorial dual 7;M sao chamados de formas de
segunda ordem (ou covetores de segunda ordem), o fibrado tangente de segunda ordem 7M
e o fibrado cotangente de segunda ordem 7*M sao definidos pelas unioes disjuntas

TM = U .M e TM= U T M.
zeM zeM
Notemos que o fibrado tangente é um subfibrado do fibrado de segunda ordem.

Sejam M uma variedade riemmaniana mergulhada no RY com métrica induzida pelo
mergulho. A conexao V em M pode ser associada a um projetor linear p : M — TM
definido por

p(X) =X
p(XY)=VxY

onde X, Y sao elementos de TM. O projetor linear é bem definido pois cada elemento de
TM pode ser escrito como produto de vetores tangentes de primeira ordem sem depender da

escolha destes.
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Sejam M e N variedades diferenciaveis e ¢ : M — N suave. Temos que ¢ induz uma
operacao
Gu() : T M — Ty)N

definida por
Gu(2)L (f) := L(f 0 ¢) (z)

para todo L € 7,M e f € C®(N).
Para um covetor de segunda ordem 6 € 7} ) N definimos o pull-back ¢* (x)0 € 72 M de 0

pela férmula
¢"(x)0 (L) = 0 (¢« (2)L)

para todo L € 1, M.

Definigao 19. Sejam U C M aberto, x € U e f,g € C®(U). Definimos d*f (x) € 7:M e
(df -dg) (x) € T2M por
df(x)-V =V(f)

(V(fg) = f(@)V(g) —g(x)V(f))(x)

DN | —

(df - dg) (z) -V =
onde V € 1, M.

Na verdade, seja U C M um aberto e {z;} um sistema de coordenadas local de M em

torno de x € U, podemos escrever 6 € 7;M de forma tnica como
0 () = 0" (x) d*z; + 07 (z) du; - du;

onde 0% = 7% e §°,0'7 € C°(M), pois {d*x;, 2 dx; - dx; : i < j} é a base dual de associada a

o 82 L. . .
{ 32 amaw; + ¢ < 7} pois,

. =0
(91:1-8953-

62 _1 5k5l 6l5k




Capitulo 2 ¢ Introdugao a geometria estocastica 26

Assim, escrevemos 0 = 60" (z) d*x* + 07 (z) dx’ - do? de acordo com a notagao do inicio
dessa secao.

Ainda podemos definir o operador de Stratonovich.

Definicao 20. O operador de Stratonovich 6 : T*M — 1M € o unico operador linear que

verifica para toda funcao f e toda 1-forma w,
1. 6 (df) = d*f
2.0 (fw)=H (df ®w) + fdw
onde H :T"M @ T*M — 7 M é um operador linear que satisfaz
H (df ® dg) = df - dg.
Se § = #'dx’ é uma 1-forma temos
00 = 9§ (Qidxi)
= H(df' ® dz') + 6'd (da")
= df"-da" +0'd (da')
a0

= 3 jdxj cdxt + 0'd%a
s

2.3 Foérmula geométrica de Ito

Definicao 21. Assumiremos que M ¢é uma subvariedade mergulhada de RN com estrutura
riemanniana induzida. Uma M-semimartingale é uma RN -semimartingale continua X tal

que X (w, s) € M para todo (w,s) €  x [0, 00).

Como f € C% (M) é a restricdio de uma funcio diferenciavel F' em RY, segue-se da
férmula de Itd que fo X = F o X é RV-semimartingale se X é uma M-semimartingale.
Reciprocamente, se X é um M-processo e f o X é R-semimartingale para toda f € C* (M)
entdo X é uma M-semimartingale. De fato, seja © = (z1, ..., zx) as coordenadas canonicas
do RV, entdo X, := x; 0 X é uma R-semimartingale para cada i, o que implica que X é uma
R¥-semimartingale.

Seja X uma M-semimartingale. Para 6 € I' (M) a integral de 6 ao longo de X é dada
no sistema de coordenadas local X = (X!, ..., X) por

t Lt . 1 [t . .
/edgxz/ HZ(X)dX;Jri/ 07 (X,)d [ X', X7]
0 0 0
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onde dy X é visto como um elemento de 7M, que para toda f € C™ (M),

d(f (X)) = (2 X) f

portanto a expressao ¢ independente da escolha de coordenadas.

Por outro lado, P. A Meyer [11] demonstrou que para cada conexdo V na variedade
diferencidvel M existe uma se¢ao p do fibrado vetorial Hom (1M, TM) tal que p(X) =
X ep(XY) = VxY onde X, Y sdo elementos de I' (T'M) como foi visto anteriormente.
Denominamos por VM a secao p e chamaremos VM de conexao em M.

Seja M uma variedade munida da conexdo VM| seja 0y, € I' (T*M) uma 1-forma e um

processo estocdstico continuo ao longo de X;. A integral de [t6 de 6 ao longo de X é definida

/ 9" X = / (VM) 0dy X

onde (VM )* : T*M — 72M ¢é o pull-back de VM. Para escrever a expressio acima em

por

coordenadas locais {z'} sabemos que,

0 9] 0 0
M _ M _pk 9
v <8xz> ~ o © v <8xi8xﬂ'> =1y oz

seja 0 = 0'dz’. Logo

(V¥)" 0 = 0" (VY)" (da')
= 0 [(da') 0 VY]
e como (VM)"0 € 72 M, temos
(VM) 0 = a;d®s" + ajyda’ - da?
onde

a = (VM) :

aw = (VM)'0 LA Y EOTy
S oxkozt ) Oxkox!
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Logo, (VM)" 60 = 0'T.; da’ - da? + 6'd*a’. Portanto,

M i i 1 i i j
/Hdv X:/@ (X)dX +§/9(X)r§jd (X%, X7]
é a expressao em coordenadas locais da integral de Ito de 6 ao longo de X.

Definicao 22. Uma M-semimartingale X é uma VM -martingale se para qualquer 1-forma

0 a integral de Ito definida acima é uma martingale local.

Para demonstrar o resultado principal desta se¢ao precisamos visualizar o comportamento
do pull-back de um covetor de segunda ordem em termos da integral estocastica. De fato,
sejam F': M — N uma aplicacao diferenciavel, X uma M-semimartingale e 6 € Th( X)N um

processo estocéstico adaptado de segunda ordem ao longo de F'(X). Queremos mostrar

/ Fdy X — / 0dyF (X).

Seja (U, {x'}) um sistema de coordenadas local para M tal que x € U e (V, {y'}) sistema
de coordenadas local para N tal que y = F (z) € N. Logo,

0 =0'd>y' + 07 dy’ - dy’

como F™*0 € 7™M temos

F*0 = qyd®2' + aypda’ - da®

a = F0 <%) — (F (%))
= 0'd*y <F <%)) + 69 (dy' - dy’) <F (%))

— Gy (a(ykoF) ak>+9ij (dy' - dy’) (6(ykoF) 8)

onde

oxt Oy oxt  oyk

calculando cada termo da soma acima temos,

[O(y"oF) 0 d(y"oF) 0 .
2 14 . 7
@y ( oxt  Oyk N oxt  oyk (y )
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e
. (O F) 0
z J =
(dy' - dy’) < ooy | =0
Portanto, ,
g0 o)

ozl

Agora, queremos calcular

; 0
ik = Fe(@x@ﬁ)
82
- Q(R(aﬂ&w>)
— ¢y (F e 09 (dy - dy) (F o
* \ 0zlozk “\ Ozloxk

iaz(yiOF) ij 0 i j
0 PR +6](axlaxk ((yOF)'(yJOF»)'

Assim, a expressao para F*0 é dada por

o'
iaz(yiOF) ij 0 i j
(0 e g (o F) (v o 7)) et

Logo,
/ F*0dy X = / (ei (X) %) X!
%/ (9@' (X)%wf (X) (aj—;xk ((y'oF). @%F)))) [dX', dX*]
= [eeoer o e TP . P )

_ / 0dyF (X))

Para desenvolver a férmula geométrica de [t6 do préximo teorema estamos interessados

nas seguintes definigoes e resultados.
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Definigao 23. Sejab € I'(T*M @ T*M) e X uma M-semimartingale. Definimos a integral

quadrdtica de b ao longo X como
/b(dX, dX) = /bij (X)d [X', X7].
Observe que b, = b9dr' @ do? € TYM @ TXM = Hom (T;M@T;M,RN).
Proposicao 24. Seja b*™ a parte simétrica de b. Entdo
/ b(dX,dX) = / b (dX,dX)
Em particular, se b € antisimétrico, entao
/ b(dX,dX) = 0

Demonstracdo. [ b (dX,dX) = [HWXRPNXED) — 14 (71X dX). 0

Proposicao 25. Seja F': M — N uma aplicacao diferencidvel e X uma M -semimartingale.
Entao

/b(d(FoX),d(FoX)) :/(F*®F*)b(dX,dX)

Demonstracao. Seja b= b" dx' ® dz?. Logo,

/b(d(FoX),d(FoX)) :/biﬂ'(FoX)d[Fi(X),Fj(X)}

Como
, . OF7 1 [ 0?°FJ
J — - k - s k l
FI(X) = F (X)) + e (X)dX" + 5 | aokag (X)d[X*, X']
) OF 1 [ OF
i _ i R k vyl
Fi(X)=F (X0)+/amk (X)dX +2/8xkaxl (X)d [X*, X']
Entao, calculando-se d[F* (X), F7 (X)] temos
: : OF! OFi
F'(X),Fl(X)] = X)dx*, | — (X)dX!
a0, ) = a [ G e[S coax]
OF OFi
— X)dX* —— (X)dX'
83ck( )d 891:1( )d

= (Fl®F])d[X' X]
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Assim, temos
/bij (FoX)d[FoX,FoX] = /bij (FoX)(F, ®F.,)d[X,X]
= /(F* ® F*)b7d [ X', X7]
por definicao do pull-back. Assim,
/b(d(FoX),d(FoX)) _ /(F* ® F*)b(dX, dX)
como queriamos. O

Definigao 26. Seja 0 uma forma de primeira ordem ao longo da M -semimartingale X. A

integral de Stratonovich de 6 em relagao a X é definida por

/HdX = /(59ng

Seja (U, {z'}) um sistema de coordenadas local para M tal que x € M. Calculamos na

secao anterior,
00’
81’j

Assim, a expressao definida acima, em coordenadas locais, é dada por

Lk Co
% ) ? J
/95}( /edX /awjd[x,x}

Lema 27. A formula de conversao de Stratonovich para Ito é dada por

/ 05X = / 0d¥" X + = / VMO(dX,dX)

56 = dx? - dzt + 0'd*a!

Demonstragdo. Seja (U,{z'}) coordenadas locais para M tal que x € M. Como foi visto

anteriormente para uma forma de primeira ordem 0 = 0'dx?, temos

, . 1 , )
/GdVMX = /QZdXZ + 5/0’ (X)Td [X7, X7]

/ 05X = / piax + / and[Xi,Xj}.
V]\/I 89 1l i -
Josx = [oax+ —/<——9P >d[x,xq.
ox7

Logo,
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Como V_o 0 (%) = V6" temos V0 = V6" dz? @ dz'. Logo,

D7 ozt
0 0 0 0
%9 (8x1> a V%G (%) +0 (Vaii 3xi>

assim,
o 0 0
8xﬂ6 i ((%cl) V%Q (8xﬂ)
9 I gl _ ji
50— Tyt = Vo’
e portanto,
M 1 a0 S
_ v . _ iyl i
/05X = /0d X+2/(8xj HFij)d[X,XJ}

_ / HdVMXJr% / VeUid [ X, X7]

M 1
= /de X+§/VM0(dX, dXx).

Denotamos por ;. a forma fundamental de F'

Teorema 28. (Formula geométrica de It6) Sejam M e N variedades munidas das conexdes
VM e VN respectivamente, e F : M — N uma aplicacio diferencidvel. Seja X uma M -

semimartingale e 0 uma 1-forma em N. Entao
1
/ 0d¥" F (X) = / F*0dv" X + 5 / B0 (dX,dX) .
Demonstracao. Pela férmula de conversao de Stratonovich para Ito temos que

/9dVNF(X) = /05F (X) — %/VNG(dF (X),dF (X))

_ / 05F (X) % / FOY (dX, dX)

e ainda sabemos que
1
/ O5F (X) = / F*00X = / F*dv" X + 3 / VMF* (dX,dX)
Portanto,

N M 1
/ 04V F (X) = / F*0dY X+3 / (VMF* — F*VY) 6 (dX,dX)

_ / F*HdVMXJr% / 856 (dX, dX)
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2.4 Equacoes diferenciais estocasticas em Variedades

Notagao 29. Suponha que {X;}I, C I'(T'M) sdo campos de vetores em M. Para a € R"

seja
n

Xo(m):=X(m)a=>_ aX;(m)

i=1
com X; (m) : R" — T,,M linear para cada m € M.

Definicao 30. Seja S5 uma R"™-semimartingale dizemos que uma M -semimartingale Yy re-

solve a equagao diferencial estocdstica de Stratonovich
oY, = X (Y3) 653, + Xo (Y2) ds _ZX ) 068 + X (Yy)ds (2.2)

se para toda f € C* (M),

n

Of (Ya) = > (Xif) (Y2) 681+ Xof (Vo) ds

=1

ou seja,
=500+ Y [ oan 0+ [ X onyar 23)

Lema 31. (Forma de It6 para a equacao (2.2)) Suponha que 3 é um movimento Browniano

a valores em R™ e seja L := 337" | X2+ Xo. Entao Y, resolve a equagdo (2.2) se e somente

r, Yo+2/ (X.f) (V) B + /SLf(Yr)dr- (2.4)

Demonstracgao. Suponha que Y resolve (2.2)

Por (2.1) temos,

Se

/08<Xf>< ) 86i = /OS(Xf)( DA+ (X)) ],

onde
(55 (V). 61, —/0 d1(X.f) (V,)] dB'.

Como
n

d((Xif) (V2) =D (X;Xif) (Y;)dB] + d(BV)

J=1
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onde BV denota um processo de variacao limitada.

Logo,

[(Xif) (V). 8], = /O (Z(Xinf) (K)dﬁﬁdﬂﬁ+d(BV)dBﬁ)

_ Z/OS(XEf)(YT)dT

Assim, aplicando na equagao (2.3) temos a equagao (2.4) pois
n s ) 1 s s
Y, = f(% X f)(Y,)dB:+ = X2 f) (Y,)dr Xof (V) dr
109 = o0+ X ([ xnenaseg [ o)+ [ xr 0
n s ‘ 1 n ,
- ro+Y [ <Xif><mdﬁﬁ+/<§zxi+Xo>f<mdr

- f<Yo>+Z/OS(XZ«f> <md5i+/ost(mdr.

Reciprocamente, se a equagao (2.4) é verdadeira para toda f € C*° (M), em particular
para X;f € C* (M) temos

d((Xif) (V) = (X;X:f) (V) dB] + LX f (V) dr.

Como anteriormente,

> [enmsn=3 [fepoas 3 [ e ma

ou seja,

Z /0 () (V) dBi = Z /0 (X) (Y, 65 %Z /O C(X2f) (V2)dr.

Logo, usando o resultado acima na equacao (2.3) temos

vy = so+ Y [ -3 [ wars [

_ f(YO>+Z/OS<Xif> (K«)5ﬁi+/oonf(K~)d7’

como queriamos. O
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Para o préximo resultado, assumiremos que M é uma subvariedade mergulhada compacta

do R". Isto evita possiveis problemas de explosoes das equacoes diferenciais estocasticas.

Teorema 32. Dado um ponto m € M existe uma unicaY semimartingale em M, que resolve
a equagao (2.2) com a condi¢ao inicial Yo = m. Observe que a solugdo depende suavemente

da condicdo inicial.

Demonstracdo. Primeiro estamos interessados em mostrar a existéncia de solugoes, para
isto seja M uma variedade mergulhada no R™ com métrica riemanniana induzida pelo mer-
gulho. Pelo Teorema da Vizinhanga Tubular, existe uma vizinhanga de M, M (¢) tal que
1. M C M(g) e M (g) é aberto,
2. Se x € M (¢) entao a distancia d (z, M) é dada por um segmento perpendicular a M,
3. d(x, M) < e.
Agora, seja ¢ € C* (RY) tal que
p=1lem M (i)
@ =0 fora de M (%)
e0<p< 1.

Consideramos a funcio F (z) = ¢ (z)-d (x, M)*, logo F é suave, e extendemos os campos

de vetores X; que determinam
0Ye =Y Xi (Ya) 6B+ X, (V:) ds
i=1

para campos de vetores X; em R"™, podemos assumir que os campos sao nulos fora de

M (¢). Fixamos R > 0 e vemos que na bola B [0, R] temos

| X;F (z) |[< CF ()
\ f(if(jF () |[< CF (x)

onde C' depende de R. Observemos que X;F () = 0 se e somente se z € M e

X;X,F (x) = 0 se e somente se 2 € M. Pela férmula de Tt temos,

t t
FO)=F )+ [ (GF) vodsi+ [ LR ds
0 0
com F'(Yy) = 0. Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwartz e pela desigualdade de
Burkholder temos

E@MF&@WSGAEOFmH%@
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Logo, pela desigualdade de Gronwall, F' (Y;) = 0 para todo t e portanto Y; € M.
Agora queremos mostrar a unicidade da soluc¢ao. Se Y é solucao para a equagao (2.2)
entao para F' € C*(R"), temos

dF (Y,) = i(xm (Y2) 86 + XoF (Y,) ds

i=1
n

= Y (ZiF) (Y.) 08 + ZoF (Y,) ds

i=1
onde {Z;}¥, ¢ um campo de vetores em R" de suporte compacto tal que Z; = X; em M.

Tomando F' como as coordenadas canonicas do R™ temos que Y também resolve a equacao
dY, = i Zi (Y.) 0B + Zo (V) ds com Yy = m.
i=1

Mas esta é uma equacao diferencial estocastica em um espago euclidiano R™ com coefi-

cientes de suporte compacto, portanto temos uma tnica solucao. ]

O préximo resultado é muito importante para semimartingales em subvariedades mer-
gulhadas pois, em particular, afirma que toda semimartingale em uma variedade ¢é solugao

de uma equacgao estocastica diferencidl de Stratonovich definida na variedade.

Proposicao 33. Suponha que M € uma subvariedade compacta de R™ e para cada x € M,

seja P (z) : R™ — T, M a projecao ortogonal. Se X é uma M -semimartingale, entdo
X =Xo+ /t P(X,)d6X,. (2.5)
0
Demonstracao. Seja {x;} base canonica do R". Definimos
P (z) =P (v)x;, Qi (v) =2, — P () ;
logo P; (x) é tangente a M, Q; () é normal a M e P;(x) + Q; (z) = x;. Seja
Y, = X, + /t P (X,) 60X (2.5.1)
0

Inicialmente vamos verificar que Y € M. Seja f uma funcao diferencidvel nao-negativa em

R™ que se anula apenas em M. Pela férmula de Ito temos,

£V = F(Xo) + / P.f (X,)6X:. (2.5.2)
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Mas se z € M entao P; (x) € T,M e P;f (x) = 0. Portanto, P, f (Xs) = 0 e, consequente-
mente, f(Y;) =0 que mostra Y; € M para todo t.

Agora, para cada z € RY seja h(z) o ponto em M mais préximo de x. Como M é
compacta, h : R® — M C R" é uma aplicacao diferenciavel bem definida em cada vizinhanca
de M e constante em cada segmento de de reta perpendicular a M, ou seja, Q;h(x) = 0

para x € M. Visualizando {z;} como um campo de vetores em R", temos que

Pih(z) = Ph(z)+ Q;h(x) =x;h(z), x € M (2.5.3)

Como Y; = h (Y;) pois Y; € M, logo por (2.5.1)
Y = Xo+ /t Ph(X,)6X..
0
Usando (2.5.3) temos
YV, = Xo+ /t Ph(X,)6X! = Xo+ /t ' h(X)0 X,

RS 0 0

pela fomula de 1t6 em R™. Mas, h (X;) = X; pois X; € M. Assim,
Y, = h(Xy)

como queriamos. O

2.5 Movimento Browniano

O movimento Browniano foi descoberto por Robert Brown em 1882, um botanico que notou
movimentos extremamente irregulares em pequenas particulas de pélen. Desde de entao o
fenomeno tem sido estudado por fisicos. A primeira verificacao do fenomeno foi estabelecida
por Einstein em 1905. Norbert Wiener o formalizou como um objeto matematico. Uma
razao para a importancia do movimento Browniano ¢ que este descreve varios modelos
matematicos, os mais importantes seriam as equacoes diferenciais estocasticas, desenvolvidas

por Ito.

Definicao 34. Seja M uma variedade riemanniana munida da conexdo VM. Uma M-
semimartingale Y € dita uma VM -martingale se uma das condi¢oes abaizo é satisfeita:

1. f(f 0dv"Y ¢ martingale local para toda 1-forma 6 de M.

2. Para toda f € C* (M), f(Y)— f (Yo) — 5 [ Vdf (dY,dY) é uma martingale local.
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Definicao 35. O processo continuo estocdstico Y € dito movimento Browniano se
1 .
)= F0G) -5 [ Ar)ds
0
€ uma martingale local para toda [ € C™ (M), tal que [; Af(Y)ds € o processo estocdstico
t— o Af(Y)ds

Lema 36. Para cadam € M, seja T (M) =Y\, E;®E; onde {E;}_, ¢ uma base ortonor-
mal para T, M. Uma semimartingale X em M é um Movimento Browniano se e somente

se X € uma martingale e

dX ® dX =TI (M) ds.

A dltima condigao, de forma mais precisa, significa que

/b(dX@dX) :/'b(I(X))ds

0 0

para todo b € I' (T*M & T*M).

Demonstracdo. Suponha que X é um movimento browniano em M, ou seja,

£ =) =5 [ arods

é um martingale local. Se f,g € C* (M),

(F(X)g(X) = d(F(X)-g(X) +f(X)d(g(X))
[ (X), 9 (X))

= L{AF(X)g(X) + £ (X) Ag (X)}ds
I (X), 9 (X))

onde == significa igualdade a menos de uma martingale. Por outro lado,

A(F ()9 (X)) = SA(fg) (X)ds

_ %{A F(X)g(X) + F(X)Ag(X) + 2(grad f, grad g) (X)}ds

Das duas equagoes anteriores temos

d[f(X),9(X)] = (grad [, grad g) (X)ds = df ® dg (T (X)) ds.
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Pelo lema 30 temos se b = h - df ® dg entao

/ h(X) (dX @ dX) = / (X)df(X), g(X)]

0

Como um elemento b € I' (T*M ® T*M) é uma combinagao linear de expressoes da forma
h df ® dg, segue-se que
dX ®@dX =T (M)ds.

E ainda da equacao acima temos,
(Vdf) (dX @ dX) = (Vdf) (Z(X))ds = Af (X)ds
e portanto,
1/
P = (X0) =5 [ a7 X @.dx)

_ f(X)—f(X())—l/‘Af(X)ds

2.Jo

¢ uma martingale e assim X ¢ uma martingale.
Agora, assumiremos que X é martingale e a equagao dX ® dX =7 (M)ds é verdadeira.

Portanto temos as equacoes,

(Vdf) (dX ® dX) = (Vdf) (T (X)) ds = Af (X)ds

FX) = (X0) = [ Vi (ax @ ax)

1

— 1)1 (X0 = [ Ar s

ou seja, por definicao X é um movimento Browniano. O]



CAPITULO 3

TRANSPORTE PARALELO
ESTOCASTICO

As principais referéncias para este capitulo estdo em B. K. Driver [6], K. D. Elworty [7],
H. Kunita [10], e E. P. Hsu [9]. Na primeira parte iremos apresentar algumas idéias que
serao uteis para a demonstracao de resultados nas outras se¢oes. Logo apds iniciaremos os
estudos do transporte paralelo estocastico desenvolvendo os chamados teorema do trans-
porte paralelo em M x RY e o mapa de desenvolvimento estocéstico, o andlogo ao mapa de
desenvolvimento de Cartan no contexto estocastico. Na terceira secao nos focalizamos no
trabalho de K. D. Elworthy sobre as construcoes de rolamentos estocasticos. Em seguida tra-
balharemos com construgoes de semimartingales e do movimento Browniano com a mesma
abordagem que desenvolvemos nas se¢oes anteriores, empregando a idéia do transporte par-
alelo ao longo de uma semimartingale em uma variedade M. Alguns dos resultados sao os
analogos estocasticos dos apresentados capitulo 1. Na quinta secao trataremos de resultados
mais refinados de uma interpretagao da solucao da chamada equacgao de Stratonovich através

de fluxos estocésticos e finalizaremos com o teorema de filtragem de ruidos redundantes.

40
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3.1 Preliminares

Definicao 37. Suponha que o € uma 1-forma em M eV é uma T M -semimartingale, ou
seja, V, = (X, v5), onde X € uma M-semimartingale e v é uma RY -semimartingale tal que

vs € T'x,M para todo s. Definimos

/Ot ad™V, = / o (X.) (P (X,)60,).

Suponha que a(vs,) = 6(m)v, onde 6 : M — (RN )* ¢ uma fungao diferenciavel.

Derivando a identidade v = P (X) v temos
YV =P(X)év="=v+dQ (6X)v
que sera muito util nos calculos do capitulo. Portanto temos a seguinte expressao

/O'a(évv) :/O.G(X)P(X)év:/.a(X){(;UerQ((;X)U}.

0

Mantendo a notacao que acabamos de introduzir, chamaremos de regra do Produto a seguinte
equacao
§(a(V)=Va(XaV)+a(§VV)

onde Va (60X ® V) := v (6X) e v é uma semimartingale em T*M definida por
Vs (W) = Ve (w@ V) = (Vea) (Vi)

para qualquer w € T'x M.
Para encontrarmos a regra do Produto demonstraremos que se o = fdg para fungoes
f,g € C> (M), entao

[aex)= [ 1500,

De fato, seja G uma funcgio suave em R” tal que g = G |5 entdao & (m) = f (m) G'(m) P (m)

pois se a é uma 1-forma temos que & : M — (RN)* ¢é definido por

a(m).v=a((P(m)wv),,)
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com P (m) : RY — T,,M projegio ortogonal. Logo,
/a(5X) - /O‘f(X)G’(X)P(X)éX
— /O’f(X)G'(X)(SX
= [ rese )
= [ 18t
como querfamos.

Agora, para demonstrar a regra do Produto seja 0 : RY — (RN )* um mapa suave tal

que & (m) = 0 (m) |z, m para todo m € M pelo lema anterior temos
J(O(X)P(X))=d(0P)(0X)

e portanto pela Regra do produto usual encontrada no capitulo 1, secao 1.1 temos
JO(X)P(X)).v=Va(w®Vy):=V,a(Vs). Entao,

0(a(V)) = 0(0(X)v)=0(0(X)P(X)v)
= (d(6P) (6X)) v+ 0(X)P(X)dv
= (d(0P) (0X))v+a(X)dv
= Va(XaV)+a(8VV).

3.2 Transporte paralelo estocastico

Definicao 38. Uma T M -semimartingale V € chamada de paralela se ¥V =0, ou seja,

t
/ ad¥V =0
0

Proposicao 39. Uma T M-semimartingale V = (X, v) € paralela se e somente se

para todas as 1-formas o em M.

/ot P& ov, = /Ot(‘”fs +dQ (0X,)vs) = 0.
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Demonstracio. Seja x = {x'} as coordenadas canonicas em RY. Se V' é paralelo entdo,

¢ t
OE/ da'sVV, :/ (e;, P (X) dv)
0 0

para todo ¢ logo segue-se o resultado.

Reciprocamente, suponha que

t
/ P (X,) v, =0
0

e seja a uma 1-forma qualquer temos que,

¢ t
/ vV, = / a(Xs) P (Xs)ovs =0
0 0

como queriamos. O

Definigao 40. Denominaremos de O (N) o fibrado ortogonal de N (M) tal que

O(N):= | 0.(N)

zeN

onde O, (N) € o conjunto de todas as isometrias u : TyM — T, M
O préximo resultado é fundamental para a definicao de transporte paralelo estocastico.

Teorema 41. (Transporte paralelo em M x RY ) Seja X uma M -semimartingale e ainda
Vo (m) = (m,v(m)) tal que v: M — RN € uma fungdo mensurdvel para todo m € M, entdo
existe um unico campo de T M -semimartingales paralelo denotado por V tal que Vo = Vi (Xo)

e Vs € Tx, M para todo s. Além disso, se u € a solu¢do da equagao diferencial estocdtica:

u+T(0X)u=0 comuy=1¢cO(N) (3.1)

O processo u definido em (3.1) é ortogonal para todo s e satisfaz P (X;)us = usP (Xy).E
ainda, se Xo=0€ M q.t.p., v € ToM e w 1L ToM, entao usv e usw satisfazem

MHusv} +dQ (0X) usv = P (X) 0{usv} =0

d{usw} +dP (0X) uw = Q (X) d{usw} = 0.
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Demonstracao. Note que, como I' = dQP + dPQ onde P e () sao projecoes ortogonais e

portanto matrizes simétricas, temos
I'" = PdQ 4+ QdP = —dPQ — dQP = —T.
Vejamos, seja u a solugao da equagao (3.1) e A(X) :=T'(0X). Entao,

6 (u'u) = (—Auw)" u+ uT (—Au)

= —uTATu —uT Au

Logo, ul'u, = ulug = I. Tsto é o processo u é ortogonal para todo s. Para a segunda etapa,

calculemos ¢ (uTP (X) u) pela regra do produto,

§(uW"P(X)u) = v (dP(6X)u—P(X)T (6X)u)+ du"P(X)u
= u' (dP(6X)u—P (X)L (6X)+T (6X)P (X)) u

onde

dP (6X) +T (X) P (X) — P(X)I' (6X)

= dP(0X)+ (dQ (6X) P(X) +dP (5X)Q (X)) P (X)
—P (X) (dQ (3X) P (X) +dP (6X) Q (X))

= dP(0X)+dQ(6X)P(X) — dP(6X)Q(X)

= dP(0X) +dQ(0X)(I(X) — Q(X)) — dP(0X)Q(X)

= dP(6X) +dQ(3X) — (dQ(6X) + dP(6X))Q(X)

=0

pois dP + dQ = 0. Como 6 (u” P (X)u) = 0, temos

ul' P (X)u, = P (X)

para todo s.
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Assim, P(X;)us = usP(Xy). Para mostrar a primeira equagao de
d(uv) =0 (P (X)uv) = P (6X)uv+ P(X)0 (uv),
usaremos que P (X)wuv = uv. Portanto,
§(uv) =0 (P (X)uwv) =P (6X)uv+ P(X)d (uv),
ou seja, 0 (uv) + dQ (0X)uv = P (X) 6 (uv). Para a segunda equagao temos

P(X)o(uww) = P(X)(-T'(0X)u)v
= —P(X)I'(0X) (uv)
— P(X) ([dQ(5X) P (X) + dP (6X) Q (X)) (uo)
= —dQ(0X)Q(X)P(X)d(uv) =0

pois QP = 0.

Para mostrar a equacao

§ (usw) + dP (60X ) usw = Q (X) 0 (usw) =0

usaremos que Q(X)uw = uw,

d(uw) = §(Q(X)uw)
= Q(0X)uw+ Q(X)J (uw)

ou seja,
d (uw) + dP (0 X) usw = Q (X) 4 (uw) .
Agora, para mostrar a segunda parte da equacao, calculamos
Q(X)d(uw) = —Q(X)T'(6X) (uv)
= —Q(X)(dQ(6X) P (X)+dP (0X)Q (X)) (uv)
= —dP(0X)P(X)Q(X)d (uv) =0

pois PQ) = 0.
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Definigao 42. (Transporte paralelo estocdstico) Dados v € RY e uma M -semimartingale

X, chamaremos de transporte paralelo estocdstico

//s (X) UVx, = (Xmusv)
onde u € solugao da equagao (3.1). Note que Vs = / /s (X) V.

Observagao 43. Neste momento denotamos por us o transporte paralelo / /s := / /s (X)
e vs ao invés de Vy = (X, vs). Fizaremos um ponto base o € M e assumiremos que as X,
M -semimartingales, iniciarao em o € M.

Para cada M-semimartingale X, seja W (X) := b onde a extensao do mapa de desen-

volvimento a processos € dada por

b / wlSX = / uT5X
0 0

entdo b =V (X) é uma T,M-semimartingale tal que by =0, € T,M.

Teorema 44. (Mapa de desenvolvimento estocdstico) Suponha que temos o € M e b é uma

ToM -semimartingale. Entdao existe uma unica M -semimartingale X tal que
0Xs =,/ s0bs = usdb (3.2)
com Xy = o0, onde u é solugao da equagio (3.1)

Demonstracao. A prova desse resultado é o anédlago estocastico a prova do teorema do mapa
de desenvolvimento de Cartan. Portanto, podemos seguir o método de demonstracao desse
teorema para mostrar a existéncia e unicidade da seguinte equacao diferencial estocastica,
Se (X,u) € M x O(N)
0X = udb

onde

u=—-T(0X)u = —TI'(udb)u

com ug =1 € O(N).

Que ¢é equivalente a seguinte equacgao de Ito,

du = —T(X)dXu+ %(r (X) (dX)T(X)dX —T' (X)[dX, dX])u.
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Logo, se
z= —/F(X)dX + % /(F (X) (dX)D(X)dX —T' (X) [dX,dX])

temos que a equacao ou — I'(6X)u = 0 é equivalente a equagao diferencial estocdstica
du = dzu. Pelo teorema de existéncia e unicidade de solugoes visto na secao de Célculo
estocastico em Variedades sabemos du = dzu com wu (0) = u, possui unica solu¢do logo
du—T(0X)u =0 com u (0) = uy possui inica solu¢do e u é uma semimartingale. Portanto,

temos o resultado.
O]

Notagao 45. Assim como no caso diferencidvel, definimos X = ¢ (b) o mapa de anti-

desenvolvimento e portanto
U(X):=¢"(b) = / S/ (X)) 60X,
0

Na proposicao que se segue assumiremos que by, us € X estao relacionadas pelas equagoes
(3.2) e (3.1), ou seja, X = ¢ (b) e us = / /s (X).

Proposicao 46. Seja X = ¢ (b) entdo

P (X)dX = udb.
E ainda,
d
dX @ dX = udb @ udb := > _ ue; @ ue;db'd’
ij=1

. d 1 . .
onde {e;}{_, € uma base ortonormal para T,M e b= ble;. Mais precisamente,

/ p(dX ®dX) = / > plue; @ uey) db'dby
0 (Ve

3,7=1

para toda p € I' (T*M & T*M).
Demonstracao. Considere a identidade
dX = udb=udb+ %dudb
= udb— %F (0X) udb

1
= wudb— éf(udb)udb.
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Lembremos que I' foi definido por I' (w,,) v := dQ (w,) P (m) v+ dP (wy,) @ (m) v para todo
W € TM e v € RY. Portanto,

d
1 o
P(X)dX =udb— > P(X)T ((uey) ) ue;db'dl.
ij=1
Observando que
PT'P =P (dQP + dPQ) P = PdQP = PQdQ =0

temos a equagao P (X)dX = udb. Assim,

d d
dX ®@dX = udb@udb=u) d(be;)@u) d(Ve;)

i=1 j=1
d
= E ue; ® ue;db'db’
ij=1
ou seja,

/p(dX@dX):/ip(uei®uej)dbidw.

2,7=1

3.3 Aplicacoes de rolamento estocastico

A construgao estocéstica de rolamento do movimento Browniano foi desenvolvida por J. Eells

e K. D. Elworthy que pode ser encontrada em K. D. Elworthy [9].

Teorema 47. (Construgoes estocdsticas de rolamento) Assuma que M é uma variedade
riemanniana compacta, o € M e b é uma semimartingale em T,M . Entao,

1. X é uma martingale se e somente se b é uma martingale em T, M .

2. X ¢é um movimento Browniano se e somente se b € um movimento Browniano em
T,M.

3. Seu(t,z) € solugdo do problema
1
Osu (s, x) + §Au (s,2) =0

com u(0,z) = f(x) e Xs € um movimento Browniano. Entao My = u (s, X,) € uma martin-

gale.
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Demonstracao. Pela preposicao anterior, se b é uma martingale entdao para f € C (M)

temos

/ df (udb)

0
¢ uma martingale e portanto X é uma martingale. Suponha que X é uma martingale. Entao

N::é/{)' dz; (P(X)dX) ei:é/()(ei,udb)ei:/o' udb

¢ uma martingale, onde {x;} sdo as coordenadas canonicas do RY e {e;} é a base canonica

b:/'u—ldN
0

Agora, queremos mostrar que se b é um movimento Browniano entdao X é movimento

do RY. Logo, segue-se que

é uma martingale.

Browniano.
Aplicando férmula de conversao de Stratonovich para Ito para 0 = df e pela ultima

proposicao da secao anterior temos,
1 1
d(f (X)) = df (udb) + §Vdf (udb ® udb) = df (udb) + éAf(X)ds

pois u é uma isometria e b é um movimento Browniano temos udb®udb = Z (M) ds. Portanto,
X é um movimento Browniano.

Suponha que X é um M-movimento Browniano. J& mostramos que b é uma martingale.
Pelo critério de Lévy basta demonstrarmos que db ® db = Z (0) ds. Mas, X = N+ processo

de variagao limitada,
dbedb = uw'dX ®@utdX
= (ufl ® uil) (dX & dX)
= (v'eu)I(X)ds
= Z(0)ds

pois u é ortonormal.
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Para demonstrar o ultimo item seja My = u (s, Xs). Assim,

dM, = 0Osu (s, Xs)
1
= Osu(s,x)ds+ éAu (s, Xs) (dXs, dX5)

1

= Osu(s,x)ds+ iAu (s, Xs)ds+ du(s,.) (dXs, dXs)
1

= Osu(s,x)ds+ §Au (s, X,) ds + dM, (usdb)

onde a tultima equacao é consequéncia do lema de Lévy e da proposicao 48. Como temos

que Jsu (s, ) = —%Au (s,z) ds, concluimos que
dM, = dM, (uydb) .

logo, M é uma martingale.

3.4 QOutras construcoes

Introduziremos outras construcoes de semimartingales e movimentos Brownianos. Considere
I' uma 1-forma em M com valores nas matrizes quadradas A, N x N, tais que A = —A”.
Sabemos que I' = dQP + dP(@Q. Dada uma M-semimartingale Y, denotaremos por u o

transporte paralelo ao longo de Y como na equagao (3.1).

Lema 48. Suponha que B é um RN -movimento Browniano e Y a solugdo para
Y =P (Y)dB

com Xog=o0¢€ M. Seja {e;}Y, uma base ortonormal para RY e defina B := (e;, B) entdo

N
P(Y)dB®Q(Y)dB:= > P(Y)e;®Q(Y)e; (dB'dB’) = 0.
ij=1
Demonstracdo. Suponha {v;}}¥, uma outra base ortonormal do RY. Logo, pela linearidade
da variacao quadratica temos,

[{es, B), (e, B)] = [{es vi)(vr, B), {ej,v1) (v, B)]

k,l

= Y {evdlesu) o, B), (v, BY).

k,l
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Portanto,

:MZ

PY)e®Q(Y)e;-d[B', B

-
&
Il

-

WE

P(Y)ei®Q(Y)ejles, vi)(ej, vi)d [(vx, B), (v, B)]

i e l=

~
<
[y

NE

[P (Y) o ®Q(Y)u]d[{ve, B), (v, B)].

o

|

Assim mostramos que P(Y)dB ® Q(Y)dB esta bem definido.

Definimos

B = / uw'dB e B' := <6i;é> = /.<U6i>dB>

0 0
onde u é o transporte paralelo ao longo de Y em M x R entdo

PY)dB® Q(Y)dB = Z P (Y)ue, ® Q (Y) uee;, uer)(ej, ue)) (dB'dB)

1,5,k,1=1

_ i P(Y)uer ©Q (Y) ey (dé’fdél)

kl=1
N _
= Z uP (0) er, @ uQ (0) ¢ (dBkdBl) :
kl=1
Escolhemos {e;} tal que P (0)e; = e; para todo ¢ = 1,2,...,d e Q (0) e; = e; para todo
j=d+1,..,N. Assim, P(Y)dB ® Q(Y)dB = 0 como queriamos. ]
Proposicao 49. Suponha que V' é uma T M -semimartingale, X = 7 (V') e Vi € Tx,M para
todo s > 0. Entao

onde / /s € o transporte paralelo estocdstico ao longo de X. Se Yy € T'(TM) é um campo

de vetores dependente do tempo, entao

0 |/ /Y (X =/ (%Y) (Xo)ds+ /7 Vsx, Y. (36)

Demonstracao. Lembremos que ug, o transporte paralelo ao longo de X em T'M, resolve a
equacao
dus +dQ (6 X)us =0
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com ug = Iz, ;. Defina u, como solucdo para a equacao
Sy = usdQ (5X,)
com uy = Iy, ;. Entdo,

5 (au) = 0,dQ (6X,) us — uydQ (6X,) uy = 0

_ -1
logo, usus = I para todo s e portanto us = u, . Como

g0 [us_ll/;} = U, [us_ldQ (0X,) Vs + us_lcﬂ/s]
— dQ(IX.) V. + 8V, = 6V,

Portanto, temos a equagao (3.5). Aplicando-a em V := Y (X;) temos a equagao (3.6),

0 [/ /Y (X)) = /TP (X)) 6 Ve (X))
= //;P(X,) (%Y) (X,)ds
+/ /P (X)) Y] (X,) 0,X,
— /P(X) (%Y) (X,)ds
+// Vs x Y
]

Proposicao 50. Com as mesmas hipdteses da proposicao anterior, temos que para todo
weT,M,

SNV WY = 0 Y WY
= /I Vv pwYs /)

d
()]

/) = S/ Yk s 0 () (K ds

Além disso, se Xy € um movimento Browniano, entao

d
1 _
—’_5 Z//S lva/sei(@//sei}/sds
=1

onde {e;}¢_, é uma base ortonormal para T,M.
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Demonstracao. Seja W; (m) = P (m)e; para i = 1,..., N. Pela proposicao 3,

v//is:? = <//3W7VV2' (Xs)> (szY;) (XS)

V= ) e W (X)W (X4) = (w, /. Wi (X)W (X,)
ou ainda,
w=(w,/ /T Wi(X.)/ /Wi (X))
Tomando a derivada covariante de V , ., Y5 e usando a equacao (3.6) temos
VIV, WY = (w0, Vax W) (VinYo) (X.)
+(/ /5w, Wi (X)) Vo, x, Vir, Yo (Xo)
o /W) (T (1) ) (00
= (// w0, Vs x,Wi) (Vw,Ys) (Xo) + {//sw, Wi (X)) V5 x o, Ys
U i W (et (V0 (5570) ) (X
= (V0 oV WaWi (X0 /s WX W5, x, W2 Ya) (X)

d
Vi xee, w¥s T (V//Sw (51@)) (X,).
Agora tomando a derivada de w = (w, //7'W; (X,)),/ /7' W; (X,) temos
0=dw={w.// Vo W),/ /S Wa (X)) 4 (@, / /S Wi (X)) /5 Vs x W,

logo,
<//sw7 v6sXsm>W’i (Xs) + <//sw> VV% (Xs)>v53XsVVi =0

Assim, usando essa identidade temos,

d
IV ¥ = oot (Vo (520) ) ()

como queriamos.
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Agora suponha que X é um movimento Browniano e by = W, (X) é um anti-desenvolvimento

T, M-movimento Browniano associado a X. Entao pela equacao (3.6),
_ d
A/ = 0 (0) () ds+ /750,
d .
= (G0 (s + (/9 )
e usando a equagao mostrada anteriormente temos,
-1 i ~1 . ~1 i
(/N Y) 8 = (/0N ) A+ 5d (/7N Y db
1 A
SN Y+ 5//3_1V§Xs®//seﬁ/sdbzs

1 o
SN Y+ 5//§1V2//sej®//seindbzdb§

SN Y
1 _
+§/ SV i) e Yods

pois b é movimento Browniano.
Teorema 51. Seja Y, a solugdo da equagao
0, = X (Y5) 0Bs + Xo (Ys) ds
onde Yo=0€ M eb; =V, (Y) € TyM. Entao
b = / YK (V) 6B, + Xo (V) d

- [ siwxmyas,

/ S (VXin) (Y) dBdB] + Xo (V)

z] 1
Portanto se B ¢ um movimento Browniano, entao

dr.

/0 /(X)X (Y,) dB,

8 1
—1
+/0 /s [52 (Vx,.X;) (Y,) + X (V)| dr
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Demonstracao. Pela definicao de b temos

dby =

= /N Y) [X(Ys) dBs + X, (Y;) ds]
—I—% /MY ) Vx,)ap.X] dBs
= /(YY) [X(Y,)dBs + X (Ys) ds)

//MY) ) (Vx,X;) (Y.) dBLdB]

3,0=1

onde

dl/ /P (YV)X(Y)dB,]dB, = [//7'(Y)VavX]dBs = [/ /' (Y) Vxvayas.X] dB,

= > (VxX;)(Y.)dBldB]

ij=1

Corolario 52. Suponha By um RN -movimento Browniano, Y, solucdo da equacdo
5Y, = X (Y,) 0B, + Xo (Y,) ds

e %chvﬂ (Vx,Xi)+ Xo=0. Entao Y é uma M-martingale de varia¢do quadrdtica,
dY, ® dY, = Zxk ) @ X; (V) ds.

Demonstracao. Pela equacao de by encontrada acima e pelo teorema de construcoes es-

tocésticas de rolamento, temos Y uma martingale, logo pela hipotese temos
dY'dy’ = Z X (Y )dB*dB' = ZXk Y)ds
k=1
onde {e;}¥, é a base canonica do RY, X’ := (X ¢;) e X; (V) = (X; (Y),e;). Concluimos
que

N n
dX, ®dX, =Y Y ei®e X, (V)X ds_ZXk ) @ X, (V) ds.

ij=1 k=1
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Corolario 53. Suponha que B é uma RY -semimartingale e Y, € solucao de
Y =P(Y)JB

com Yy =o0¢€ M. Entao,
1. Se B € uma martingale, entao Y € uma martingale.

2. Se B é um movimento Browniano entao Y ¢ um movimento Browniano.

Demonstragao. Para mostrar 1. temos que se Y é solugao da equacao 0Y = P (Y)JB com
Yy = 0 € M é equivalente a ser solucao da equacao de Stratonovich dY; = Zf\il X, (Y,) 6B
com X; (m) = P (m)e; para todo i = 1,2,..., N. Calculemos

inXj = VpeiPej = PdP (P(il) €; = dP (Pez) er

logo pelo lema 49 temos 222:1 (Vx,X;) (Y,)dB.dB: = 0. E portanto,

by = /O 8 /MY )mathrmX (Y,) dB,

assim, by é uma semimartingale, ou seja, que Y é uma martingale.
Para mostrar 2. basta considerar a variacao quadréatica de Y e escolhemos uma base

ortogonal tal que
N
dY,®dY, =) P (Y.)e; ® P (Y.) ejds =T (M)ds,
k=1

logo B é um movimento Browniano pelo critério de Lévy.

]

O seguinte teorema nos mostra que a integral de Stratonovich pode ser substituida pela

integral de Ito.

Teorema 54. Seja B uma RY -semimartingale, X é solugao de X = P (X) B onde temos

b= /’uléxz/'ulp(X)aB
0 0

¢ o anti-desenvolvimento de X e o processo normal B € definido por

Xo=0€ M, sejam

8= /0 w'Q (X)dB = Q (o) /Ohu_ldB
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e b= /0 w" P (X)dB = P (o) /0 uldB (3.7)

e se B é o movimento Browniano candnico do RN entao (b, ) também é um movimento

Browniano canénico do RN e os processos by e X, sdo todos independentes de 3.

Demonstragdo. Sejam p = P(X) e u o transporte paralelo em M x RY. Ou seja, du +
I'(6X)u=0comuy=1¢cO(N). Entao,

d(u'P(X)).dB = u'T'(6X)P(X)dB+u'dP(6X)dB
= u '(dQ (6X) P (X)+
utdP (6X)Q (X))P(X)dB +u 'dP (6X)dB
= u '[dQ(§X)P(X)dB+dP(6X)dB], PQ =0
= —u'dQ(6X)Q(X)dB,P—-I=-Q
= —u 'dQ(P(X)dB)Q (X)dB
= 0

onde da segunda para a terceira iqualdade usamos que

T (6X) = dQ (6X) P (X) + dP (6X) Q (X).

Logo, demonstramos (3.7).

Suponha que B é um Movimento Browniano. Como (b, ) = [- u~'dB e u é um processo

0
e u é um processo ortogonal, temos do critério de Lévy que (b, ) é um Movimento Browniano
candnico e, em particular, temos que /3 é independente de b. Como (X, u) satisfaz as equagoes
diferenciais estocasticas

dX =udb e du+T (udb)u =0

com Xog=o0eu =1 € End(RY).

Segue-se que o processo (X, u) é um funcional de b e portanto independe de f. O



Capitulo 3 e Transporte paralelo estocéastico 58

3.5 Fluxos estocasticos e a Equacao de Stratonovich

Neste momento denotaremos por By um movimento Browniano em R” e para cada m € M

seja Ts (m) = Y; a solugdo da equacao de Stratonovich
Yy =X (Y.) 6B, + Xo (Vo) ds := > X; (Y) 6B] + X (Y;) ds com Xo =m
i=1

onde {X;}I", C I'(T'M) sdo campos de vetores em M tais que X (m)a = >  a;,X;(m) e
Y é uma M-semimartingale. Portanto, ver H. Kunita [10], existe um T (m) continuo em
e diferenciavel em m solucao da equagao de Stratonovich, e além disso, a derivada de T (m)
relativa a m é solugao da equacao diferencial estocastica encontrada derivando-se a equagao

descrita acima.

Teorema 55. Sejam

Zy=T, ez:=, /' Z, € End(T,M) (3.8)
onde / /s € o transporte paralelo estocdstico ao longo de Yy = Tg(0). Entao, para todo
veTlT,M

§Y 70 = (VX)) 0B, + (Vz.,Xo) ds (3.9)

com Zyv = v. Ou seja, pela proposicio 58 a equacao acima € equivalente a

dZSU = //5_1 (v//szst) 5Bs + //5_1 (V//stvXO) ds. (310)

Demonstragao. Para mostrar a equagao (3.9) iremos derivar a equagao de Stratonovich em

m na direcao v € ToM. Logo

0. Zw =Y (DX;(Y;) Zw) o 0B + DX, (Y,) Zyvds

i=1
com Zyv = v. Assim,

6 Zw = P(Y) 0,2
= P(Y.)) (DX;(Y.) Zw) 0 6B, + P (Y,) DX, (Y,) Zovds
=1

= (VZS’UX) (SBS + (VZSvXO) dS

como queriamos. O
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O pull back, Ric, ., do tensor de Ricci pelo transporte paralelo é definido por

Ric, . = // Ricy,/ /s

Teorema 56. A forma de Ité da equagdio (3.10) é

dzv =,/ /71 (V ,, X)dBs + a,ds (3.11)
onde
n 1 n
://S_1 V//SZSU (;V)QXZ —|—X0> — ézlev (//SZSU,Xi (Y;))XZ (3/3) ds.

Demonstracdo. Aqui iremos seguir o mesmo método de cédlculos para encontrar a forma de

It6 que ja tivemos contato anteriormente, pela proposicao 51

d [//s_l (V//SZS/UX>] dBS = //s_l vg{(Ys)st(X)//szst + v//sdzst:| dBS

= //;1 VX(YS )dBs® , / 2s vX + V(V//sstx)dBSX} 4B,

= //S_ Z VQ ®//sZs’U i + V(v//szsvxi)Xi] dS.
Agora pela proposicao 2, é facil verificar que

Ve, ewXi = Vo LwexanXids + RY (X (Vo) , //s250) Xi (Y5)
= V2 aexivoXids + RY (/ /520, X; (Y;)) X (Y5)
= [V, VX Xi— Vv, x.Xi]
—RY(/ /20, X; (Y2)) X (Ya) .

Logo,
d [//;:1 (V//SZSUX)] st = Z//;l [v//sZs’UVX'LXi - RV (//SZSU, Xz (}/;>> Xl (Y;)] ds.
=1

Portanto, da equagao acima e da equagao (4.10) temos a equagao (4.11). O
Proposicao 57. Sen =N e X; (m) = P (m)e;, ou seja, a equacao de Stratonovich

oYy = X (Y;) 6B + Xo (Ys) ds
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¢ equivalente a equacao
Y =P (Y)6B

com B um R"™-semimartingale. Entao,
1.
Q= —éch//szsvds.

ou seja, a equagdo (4.3) € equivalente a equagao

1
dzev =,/ *P(Y)dP(//sz0)dBs+ |/ /'Y /o Xo — Hic /20| ds.
Demonstragao. Como X; (m) = P,(m) e Xy (m) = 0. Entao,
(V,,.20X)dB, = / /P (Y,)dP (/ / s25v) dBs. (3.12)

Pela definicao do tensor de Ricci e sabendo que

N d
=1 =1

temos
RY (/ /250, X; (Yo) Xi (Ys)) = Ric, ./ /250 (3.13)

Assim, combinando as equagoes (3.12) e (3.13) com a equagao (4.10) e a defini¢ao de oy

temos a equacgao procurada. O

Agora, estamos interessados no seguinte espago de caminho
W (T,M) ={weC(0,1]) > T,M |w(0)=0, € T,M}

chamado de Espago de Wiener. A medida neste espago, que chamaremos de medida de
Wiener e denotaremos por i, ¢ uma medida induzida através da continuidade dos caminhos
de um processo de Wiener (ou movimento Browniano).

Assim, o préoximo resultado foge do enfoque de nossos estudos, mas o enunciaremos para
tratar do teorema a seguir.

(Representacio de uma Martingale) Seja F € L* () .Entao existe um processo previsivel,
as, tal que E (fol | as |? ds < oo) e

F=E(F) +/1(a,db>.
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Teorema 58. (Filtrando ruido redundante) Utilizando as mesmas hipdteses dos dois iltimos
teoremas com B um R"-semimartingale e X; (m) = P;(m)e;. E, ainda, seja M a o-dlgebra
gerada pela solugio Y = {Y, : s > 0}. Entao existe uma versio z,de E [z, | M] tal que

s — z4€ continua e z satisfaz,

_ s 1 _
250 =10 —|—/0 [//;1 (V//TETUX()) - iRic//Tzrv
Em particular, se Xg = 0 entao

d - 1 _ _
gzs = —éRic//stcom zo = id.

Demonstragao. Seja by a parte do mapa de anti-desenvolvimento, W, (Y'), que é uma mar-

dr.

tingale,
by = / /P (Y,) 6B, = / /P (Y.) dB,
0 0

como (Y, us) é solugdo da equagao estocastica,

0Ys = us6bs + Xo(Y5) com Yy =0

ou=—-I0Y)u=—I (uéb)u comug=1¢€ O(N).

Segue-se que (Y, u) pode ser escrito como uma fun¢ao do movimento Browniano b. Pelo

resultado acima, qualquer fun¢ao mensuravel f (YY) pode ser escrita como

1

f(Y):f0+/0<ar,dbr>:fo+/0<ar,// P (Y,)dB,).

Assim, usando que Pd(@) = dP(Q) a equacao acima e a propriedade da isometria da integral

de Ttd temos,
B [ 1P 00 AP (/) dB £ (V)
= w5 [ 1P00ar (e as] [P/ fanan)
— B[ 4PC/ /) QU P (V) /] dry = .

Logo,
E [ [ Ponar (/e as,| M} -
0
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