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INTRODUCAO

Bquagoes diferenciais evolutivas (ou problemas de  valor
inicial} sac freguentes em vArios ramos da Fisica e Engenharia. Por
exenplo, equagdes de transporte modelam fluxo de calor e fenfmenos de
difusdo; a equacdo da onda tem papel fundamental na aclstica e na me
canica,

Esta frequéncia associada ds dificuldades de obtencio  de
expressoes analiticas de solugoes fazem com que solugoes  numéricas
aproximadas desempenhem papel importante no contexte da resolugzo efe
tiva das equagges evolutivas.

Ao optar poer métodos numéricos surgem questoes envolvendo
os algoritmos de cilculo, estabilidade, precisio e convergéncia das
aproximacoes.

O cobjetivo principal desta dissertagao &  descrever,
analisar e implementar métodos numéricos gue resclvam o seguinte prg‘

blema de evolugao:

'é'ft—:'”i’ AU = B cm DXDt
ay = g em 3D x Dt- £1.L0)
U=gqg em D para t = 0

onde A e a sao operadores lineares e U, F & g sao fungdbes su

ficientemente sunaves.



No Capitulo I, na primeira secgao, apresentaremos alguns con-

ceitos matemiticos necessarios  para  atingirmos nossos obijetivos.

Na segunda secgao, apresentaremos alguns esquemas simples
de aproximagao com relagdo ao tempo sem detalharmos a discretizagdo
no espaco. Para tails esquemas introduziremos os conceitos de Estabi-

lidade e Convergéncia.

Ma terceira seccgao analisarenos os Mefodos Splitiing-Up, gque
foram iniciados por.Douglas, Peaceman e Rachford e depois desenvolvi
dos peloé matemiticos soviéticos Yamenko, Samarskii, Marchuk e ou-
tros. Tais métodos sac utilizados em problemas complicados gue podem
ser reduzidos a problemas consistindoe duma cadeia de problemas sim-
ples. Esta redugdc & possivel nos casos Onde ¢ operadoer original do
problema pode ser decomposto na soma de operadores de estrutura malsg
simples.

Centralizamos nossa atencdo no caso em gue o operador A js]e]
de ser representado apenas come a soma de dols outros operadores. Par
ticularmente, discutiremos os esquemas Estabilizacdo, Preditor-Corre
tor e Splitting-Up componente a componente analisando as questbes so-

bre Estabilidade e Convergéncia.

Na quarta seccao,discutiremos alguns esquemas. de aproxima-
¢ao para problemas do tipo hiperbdlico enfatizando a dificuldade ing
rente na construgao de esquemas Splitting"Up para este tipo de proble-
ma .

No Capitulo II, descreveremos O problema_do tipo hiperbdli

co de nogso interesse e tentaremos resclvé-lo do seguinte modo:



- iii -
. . a _
i} Reduziremos o problema de 2- ordem a um problema de 12 ordem e
aplicaremos os métodos Splitting-Up discutidos no Capitulo I pa-

ra o tempo e diferengas finitas no espago;

ii) Usaremos o esguema Crank-Nicholsgon no tempo e Métodos Elementos

Pinitos no espago.

No Capitulo ITI discutiremos a implementagao do procedimen-

to discutido no Capitulo II.

Finalmente, no Capituleo IV apresentaremos os resultados

obtidos e nossas conclusdes sobre os métodeos estudados.
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CONSIDERACAO SOBRE ESTABILIDADE E CONVERGENCIA

1.1. CONSIDERAGOES GERATIS

Consideremos uma regiac DU do espago euclidiance n-dimensio-
nal 1" e denctaremos por L,{(D} o espago de Hilbert das  fungoes
mensuraveis reais gquadrado integravel com produto interno

(£,9) = J f{x)gx)dx
D
e a norma

(£,£)1/?

t

i £1

Dizemos que um operador linear A, definido no subespago & de

L, (D}, & semidefinide posltfive se

{Ap,u) > 0

para todo u € ¢ com-a igualdade vilida para elementos nao nulos u

‘e dencotaremos poxr A > 0.

Se a igualdade acima nao & valida para elementos nao nulos,
igto &,

(pu,) >0 . p#0
dizemos que o operador A @& posilive e denotaremos por A > 0.

Wo caso da desigualdade forte



A{au,u) > ali,u) . p €%

onde o > 0 & uma constante independente de u, dizemos que o opera

dor A & posifive definide.

0 subespago & & chamado o domindie do operador A e denctamos
por @(A)v:_

Consideremos o operador adfunie B* definido pela identidade

de lLagrange, quande ?(A) & denso em 9.
{pg,h) = {g, A*h}

onde g € ¥(p) e h € ¢(a*).

Em geral, os subespagos @(a) e &(A*) nao coincidem apesar

: - s - n
de seus elementos estarem definidos na mesma regiao D do IR,

Dizemos gue o operador A & autso-adjunito se
Ah = A%h
para todo h € 9(a) e &(A) = ¢{A%*).

A noama do operader A & definida por

1217 = sup BHeA)
U@tb ﬁrU

u#s

Observemos Jue, se Au € ¢(A*) entao

{Bu,An) = (4,A%An)

& portanto o quadradd da norma do oOperador A pode ser eXpressa por



Ha? = DLATR)

Ap € $(a%)  {p,u)
u70

Congideremos um operador fixo C cujo dominio ¢ & denso em
L2(D). Suponhamos gque C seja positivo e autc-adjunto, entao C#*y

existe para todo W € ¢ e

{C*u, Uy = (p,Cu) = (Cu,ul.

Consequentemente,

{Cu,u} = % [C+C*Tuu}

onde % [C + C*] & um operador simétrico e positivo.

Introduzimos o seguinte produto internc em ¢

g

(f!g)‘é (Cflg}

2
& & norma Huﬁc = {Cu,u}

f

(Cu,u)
...._l %
onde < = 3 fC + C*}.
Esta norma & chamada noama energia.

Por outro lade, ao discutirmos as aproximagées congideraremos
um conjunto de pontos {Xh, TT} onde Xh = mh e tT = TJ com m& &
e J=0,1,...,T/t inteiros positivos arbitririos. Este conjunto de

pontos € chamado Rede e os elementos deste conjunto pontos da rede,

As quantidades h > 0 e 7T > 0 sao o fTamanhe da rede nas



direcbes x e t respectivamente.

Denotaremos por

3! = {{Kh,th) ,Im €% e JmO,l,...,T/T}

ht

& BDhT a rede constituida dos pontos da fronteira de DhT

Uma fungdo cujo dominio & uma rede & chamada 4ungae rede.

0 conjunto das fungodes rede (W), definidas em D, serd de
notado por @hT .

Toda fungao b€ ¢ pode ser considerada uma fungﬁo rede
{u}hT do seguinte modo: o valor de (u}hT para (Xh'tf) e igual
a U(Xh‘tt}‘ Esta correspondéncia & um operador linear do  espago @

em ¢, , chamado operador prefecao.

Se A & um operador linear definido em ¢ entado a fungao
f=ay , y € ¥ pode ser projetada na rede fazendo-se (f}hT :(Am}h?"
A correspondéncia 4 e (A}J)hT & novamente um operador 1i=-
near definido nas fungodes rede {11)1,},r , chamado a projecac de A na
rede e denotaremos por (A)hr'

=

Projggaes deste tipo levam & aproximagao tipo diferengas fi-

nitas de eguagodes.
1.2. ESTABILIDADE E CONVERGENCTA

Supondo que o problema (1.1} & esteja discretizado com rela-

¢d0 as varifveis egpacials incluindo as condigoes de  fronteira,



teremos O seguinte sistema de equagles ordindrias

du

a-g“l’hllmf

g para t = {

=
tH

onde - A, u e £ aproximam A, U e F respectivamente com

suaves no tempo.

Para discretizar (1.2) com relacao ac tempo propomos

guintes esguemas simples:

ESQUEMA EXPLICITO DE 12 ORDEM

H H + AUJ = fJ
T
o
v =g
T = tJ+1 - tJ
7 = f(e).

£

Og

{1.2)

2

58

{1.3)



ESQUEMA IMPLICITO DE 1Y ORDEM

= - + AuJ+l = fJ
T
[&]
U =g {1.4)
N}
£ = f(tJ+l)

' a
ESQUEMA IMPLICITO DE 2~ ORDEM {(Crank-Nicholson):

J+1 J J+1 J
U -y i + 1 )
e M 5 } f
O
v =g _ {1.5)
J
£ = f(tJ+l/2)

Estes esquemas podem ser unificados pela seguinte notacgao:

A S |
(1.6}
p¥ =g
onde ST o= I~ 1A e 8 =T para {1.3}
T (T4t e s =T para (1,4)
T o= (T 4y A)"l(1-% B e s = (T+% M"Y para (1.5).

Além disso, em alguns casos € mais conveniente escrevermnos

tals esquemas como um sistema de equagtes da forma



ht ht _ _ h1
L = f | em Dhr

(1.7}
ht ht. hr
& 1 = g

en aDhT

onde LhT aproxima L o= 5% + A, ahT aproxima as condigbes de fron-
4 3 e : =1 ' ® =
teira no 1r§ervalo 0 <t < T com DhT Dh DT e BDhT ﬁh x {03}
: hTt hT
U E S E T e -
BDh % DT e f 1hT’ g GhT sendo FhT e th es5pagos el

clidianos.

1.2. ESTARILIDADE E CONVERGENCIA

Dizemos que (1.7) & uma aproximacde de ordem 1 no espaco

‘e p no tempo de {(1.2) se existem constantes h, T, My My NN, que

dependem de 3, tais gue para h < h e T < T temos

[NCPINNIES S SO N BT L

(1.8)
_ hy n P
#lap)y . —a "G 0 < Mho 4 Nt

Ghr

onde (-), ~ Trepresenta a projegac de U no espaco D,

Os conceitos de Convergéncia e Estabilidade para Algorit —
mos Lineares estdo estritahente relacionados. Embora existam viarias
definigoes de estabilidade, apresentaremos a mais geral e usual na

literatura.

" Dizemos gue © esquemé (1.7) é eataveld se para gualguer h

e J < T[t temos



ht
U

< e e s ™ (1.9)

Se considerarmos as aproximag&es na forma (1.6) temos
J hT
e i < cliif i+ c il

onde C, e 02 s8o constantes uniformemente limitados em 0 <t <

¢ independem d2 1, h, g e f.

Esta definigado de estabilidade relaciona-se com a nogio de
problema BEM~POSTO, isto &, dizemos gque estabilidade ne sentide (1.9)
implicarda na dependéncia continua da solugéo com os dados do proble-
ma.

Por ocutro lado, para construlrmos esquemas de aproximagio
estavels, consideramos usualmente.como relacionam-se 7 e h de mo-
do gue tenhamos-estabilidadé. Se uma certé dependencia entre v e h
& necessaria para garantir a estabilidade o esquema & dito condicis-

nafmente eatavel, caso contriric dizemos que & absolfufamente estdvel.:

‘Para analisar a estabilidade do esquema (1.3) resolveremos

recursivamente {1.6) e depois estimamos a norma obtendo

J . .
gooim STty

Hudi < BT gl +
- 1

X

Se ﬂthH = maxl £71, a relagao acima torna-se
j

(RTR IP E R o1 £
1 - gl




Assumindo que Tl < 1 teremos a estabilidade do esguema.

Claramente, esta condigao & apenas suficiente .,

Procedendo de modo similar para os esduemas (1.4) e (1.,5)

teremos

wd
ANt

b <t g+
- 1 - it

E nao & dificil mostrar gque 08 esquemas sao absolutamente

estiveis para A simétrico, auto-adjunto e positivo com

2 1/
J 3 2
" = ¢ Ju.,l R
K, % ki

TROREMA DA CONVERGENCIA
Supondo gues

(a) 0O esqguema (1.7) aproxima o problema (1.1) com ordem n no espa-

co e p no tempo a solucao U;

(b) Os operadores LhT e ahT sac lineares;

{¢) O esquema (1.7) & estAvel no sentido (1.9).

Entao, a solucao uhT do problema de diferenga  converge
& solugadc U do problema original, isto &,

h~t

Lim H(U)hr -3 o= 0

ht +0

com a seguinte estimativa da razao de convergéncia
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ht ¢ P
NCHREEE T IS S
onde Ki = ClMl + CQME e KZ = ClNl + CzNz com as constantes Ml’
mz, Nl e N2 definidas em {1.8).

1.3, METODOS SPLITTING-UP

Consideremos o problema (1.1} onde A =

e A gsemidefinidos positivos, assumindo (sempre

2
o mesmo ja esteja discretizado e portanto A, A,

Injcialmente, analisaremos o <aso gue O

pende do tempo e 0s operadores Ay @ A2 comutam,

= A2Al .
Por simplicidade, denotaremcs
T T
= + - . = [N .
B, {1 5 Al} ; Dl (1 5 Az)
- - I . = .
By = (I = 5 8y) ' b, = (1 =5 2y

A+ A com A

1 2 1

gque necessario) Jque

e A sao matrizes.

2
operador A nac de

isto &, AlAg =

(1.10)

Para © caso homogéneo de {1l.1) consideremos 0 seguinte es-—

gquema de aproximacao

J+1 J
U - B J
Dl{ p yo+ Ay .—.0

_Bl

poo=g

(1.11)
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Para A = A o esquema & chamado Metodo Estabilfizacde e
A = BinlADElBll o esquema & chamadoe Preddltoxr-Connefon

Atraves de ménipuiaqéo-simples'podemos-escrever {(1.11}Y na

-forma
J+1 _ J o
B,Du = {Blnl TATu (1.12)
Para o Método Bstabilizacgao temos
Blgl - TA = B2D2
No Preditor-Corretor
. _ ~1,-1 -
Blnl - TA = B1D1 TElDlﬁDl Bl y Mag pela comutatividade de Al e
32 temos que BlDlA = ABlDl e portanto
BlD1 - Th = Blal -~ TA = B2D2 .
Desse modo, para og dols métodos podemos escrever (1.12} co
o
J+1l _ J
BlDlp = B2D21,.1
+ -1~ J
W = o ts7te,0, 107 o (1.13)
Alem d;sso, BlDl :_Dlgl e DlB2-ﬂ anl implicam gue
-1.-1  _~1.-1 -1 -1 . .
Dl Bl = Bi Dl e Ble = Dl Bz . Aplicando tais relagoes em {(1.13
temos
N -1 -1 J
wTT = B 7B, DT u
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o
+1 i
. pJ = Tu3
{1.14)
1., ~1

onde T = Bl 'Ble D2 .

Isto significa que para o caso homegéneo de (1.1} onde A
independe do tempo e Al e A, comutam os métodos Estabilizacac e
Preditor~Corretor sao mutuamente eguivalentes,

. Observemos gue para analisar a estabilidade do esquema
(1.14) sequindo a definigao dada na secgao anterior, basta estimarmos

a norma do operador T. Para realizarmos esta estimativa precisamnos

dos seguintes resultados {[11] pp. 12-13):

Para qualguer matriz A semidefinida positiva e qualguer

parametro o > 0 temos

(1) B(x + on)™*

<1
.(in.Lema de Rellog: [ (I - oA){I + 0&}_13 <1

Claramente, para as matrizes em (2.1} temos

1

N o |
i BB < 1

P
—t

ﬂBl

S

-1
i

M
i

-1
o7 I

AN
ot
-

HDED

Agora, estimando (1.14) obtemos
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1, J
T < i
_ {1.15}
ondge N7l < 187 B D D]
- 172 1 72
Mas BB, = BB e D.b, = D.D o gue implica BWIB = B B"l e
Tt 271 172 271 172 25
D;lDz = DzDil, Obse rvemos que para estas relagoes nao necessitamos
da condicao de comutatividade de A, e B, .
peste modo, podemos escrever T como
-1 -1
heit < BB, 7 DDyl

. Finalmente, aplicando o Lema de Kellog obtemos

L S

Para verificarmos a ordem de aproximacao escrevemos 0s es—

gquemas da sedguinte forma:

2 LTHL L0 RN
ESTABILIZAGAQ: (I +-p A A,)) (F——r—"—) + A(*—g—"—) = 0
2 J+L 3 3
PREDITOR-CORRETOR: (I +7r A;3,) {}—‘an-Em) + A =0 .

Desde gue a solucao seja bastante suave, podemos observaxr
gue a ordem de aproximacao do Método Estabilizagdo coincide com a ox

dem do Esqguema Crank-Nicholson.

Para o Métedo Preditor-Corretor, expandindo A em poténcias
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de T e assumindo % “A&H <1, aa=1,2 obtemos facilmente

A:AA{HT% e a ordem de aproximagao € a mesma do Estabilizacao.

No casCc em gue ©Os Operaéores Al =] A2 nao comutam, isto
&, A B, #IAQAl teremos um.pouco mais de trabalho para analisar a es
tabilidade @és esquenas, pois ©s operadores T serao totalmente di-
ferentés.

- Neste caso, para o Métode Estabilizacido a relagao (1.12)

deve sey escrita na forma

J+1 i

el J
i =[D "B anziu {1.16)

Se considerarmos a seguinte mudanga de varidvel

g J
W o= Dou
teremos por (Ll.16}
J+1 -1 -1...7
WO = 1By TB,D,Dy W (1.17)
Mas, D.D. = D.D que implica D.'p. = D.D.* Portanto
s Rl 271 1 M2 s ;.
{2.8) torna-se
W =7’
L0 1 -1
onde T = B1 BZDl DZ

gque & andloga a equagao (1.14), portanto sabemos que {7 < 1 e con-

seqguentemente

It < ey | (1.18)
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Retornando a variadvel original,{1.17) torna-se

J+1H

1D, n < o u (1.19)

Se introduzirmos a seguinte norma (C2 depende de yu)

' 17,
ﬁDlﬂH = (Czu;p) = Huﬁcz {1.20)

. — # =
onde Ca {1 + Aa}{I + Aa) ;o i,2 .

ST

X
2

a relacdo (1.19) torna-se HﬂJ+1HC =< HUJHC , ¢cbtendo-se deste modo
2 2 :
estabilidade absoluta para o Método Estabilizagac na norma H‘HC .
2
Para o Método Preditor~Corretor temos gue {(1.12) &
I+l - -1 -1, J
Blplu -v[BlDl rB,D,AD, "By Tu
R rADilBEI]uJ (1.21) -

agora, consideremos a seguinte mudanca de variavel

3 ~1-1g
W = Dl Bl il

(2.12) torna—se

J+1 J

W - W _
BlDl( p ) + AW =0

isto &, o esquema Estabilizacdo para variavel W
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Deste modo, sabemos gue HWJ+IHC < HWJHC e retornando
: 2 2
& variavel original
-1 -1 J+1 ~3i -1 J
o ™8y e <UDy TRy T,
. 2 -T2 :
ou : : (1,22)

-1 J+ -1
e TR

Se introduzirmos a seguinte métrica (Czl depende de u)

1 1/

- -1

R N T S L
C
i

(1.23)
-1 0T -1 T -1
ende C,° = (1 + 5 Af) (T 4 3 Aq)
- . J+1 J -
a relacao (1.22) torna-se Hu iy <ful _, e temos estabilida-.
c C
1 1

de abgoluta do Método Preditor~Corretor na métrica {(1.23),

0 Método Estabilizagac pode ser convenientemente implemen-—

tado através das seguintes eqguagoes:

FJ = AU
+1/2 J
(1 + 3 Al)gJ V2 g
T LI+l 3+l/2
(1 + 5 A2)E = §
J+1 J J+1
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J+1/2 J+1
2

onde § £ sa0 apenas variveis auxiliares.

Por exemplo, considerencs a equagéo linear de difusao

2 2
R _an ]
= Au . A = s+

H
t ax Byz

com a seguinte aproximacac de elementos finitos

Nx Ny

wo{x,y,t) = I I p, Lty (x)e_(y)
h i=1 g=1 9 1 J

A aproximagac de Galerkin do problema variacional para es-

ta equacgdo de difusao satisfaz

fg(uh)t mex}wn{y)dxdy + J [Vph-V{wm(x)@n(y))]dxay = 0

f2
para m = 1,2,...,Mx ; =n=1,2,...,Ny

procedendo de modo usual (ndo detalharemos) obtém-se

NxNy du, ()
b4 2 id ® 1 X Y : -

123 [Mim MJn dt + (Kim MJn + MimKJn) ”it(t)] 0
onde

X . owY = |

im © f wi£X)wm{x)dx ; Mjn f wJ{y)wn(y)dy

% = . Y L=

Kim J o), e ) dx i Koo ! {wJ}y(wn)Ydy

§ - Q
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Aplicando © Método Estabilizacao teremos

FiJ ,E {Klm MJn‘+M1m KJn)u
T X RK+1/2 K
.E (I + 2 Kim Jm)g = Fia
ied
T X K+l _ K+1/2
.Z (T + 2 Mim Jn}glJ EiJ
i,J
E+1 K + TEK+1
Hig & W5 iy

‘Por outro lado, se discretizarmos A por diferencas fini-

tas centrais teremos o seguinte esquema de estabilizagéo:

J _ 2 4 J J P

o Peran T oMo T Me-1e o Prewn T oM T Mke-d

A _hz | h2

J+1/2 | 1 o Jd+L/2 J+l/2 J+1/2, _ . J
Ex e + 5 e 1) 28 SRS Bl S

RS R . S R, X5 T+l _ L J41/2
Eep tow bgir m 25 f i) T g

J+1 3 J+1

Brg T Mg Ty

0 Método Preditor—-Corrector possul o seguinte esquena:
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BJ+;/4 ~ uJ J+1/4

/2 * AlLl =0

J+1/2 o+
y 1/2 uJ 1/4
/2

+at ™2 =g

z

J+1

J
123 T" (L AUJ+1/2

= 0

A caracteristica fundamental deste método € resolver o pro

blema {(1l.1) em cada subintervalo t_ < t < Cusando  um  esguena

J - mftJ+l
. - a , )
de aproximacac de 1- ordem (preditor) com "alto grau" de estabilida—
de gue permite encontrar um solugao aproximada em tJ+l/2 e depols
' a : ' .
usando um esguema de 2= ordem (corretor) no intervalo (tJ’tJ+l) que
utiliza a solugao "grossgeira” em tJ+lf2 .

Agora, para O casg nao~homogéneo de (1.1) consideramos o

seguinte esguema

J+1 J
H - H J_“ g 1.24
BlDl(- . o4+ Ap o= slf_ { )
onde
§, = I para o Método Estabilizagio,
8, = Blbl - % A para o Método Preditor~Corretor
)
£ o= f(J+l/2)
Novamente, através de manipulacido simples teremos {1.24) na
forma
J+1 - g J (1.25}
Bl?lu [BlDl TAlu + TSlf >

No caso em gue 0Ss operadores Al @ Az comutam Sabemos  que
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+ _
uJ lz‘l‘u + 15 £
2
=1 -1
onde T = Bl Ble DZ
o i ~1
82 Dl Bi Sl .

Cpmo id temos HTH < 1 , basta estimar a norma de §, pa-

ra analisarmos a estabilidade. De fato, obtemos facilmente a estabi-

lidade aplicando os resultados (i) e (ii}.

R I T N N (1.26)
mnas
' -1 -1 x "
s i« HDl f “Bl I <1 para Estabilizacao
T -1 —1 . .
ﬂszﬁ < Bz - 5 A} Dy ! HBl I <1 para Preditor-Corretor.

Portanto, (1.26) torna-se

J+%

IR P I e P

Resolvendo recursivamente a relagzo anterior, obtemes a se

guinte estimativa

1ol < gl + Fo BEl

onde [£1 = Max 1£%).
J .

Para © caso em gue 08 operadores Al & AE nao comutam, o



w 2] -

procedimento € similar ao do caso homogéneo.

1o considerarmos o Método Estabilizagao faremos a mudanga (1.18)

e a equagaoc (1.25) torna-ge

wtt o+ TB;l £ (1.27}

=l -1
onde T = Bl B2D2Dl .

Além disso, podemos escrever

1

I e R R O W R (1.23)

1
Bstimando (1.27), usando (1.28) e aplicando o resultado (i)
obtemnos

J+1

W < el oy e (1.29)

Agora, retornande a varidvel original {2.20) torna-se

T A N DA Fa

2 -T2 2
Resclvendo recursivamente a relagao anterior temos a se-
guinte estimativa

J

I3 HC' < Hgﬂc + J1 Hfﬂc

2 , 2 2

onde Hfﬂc = MAX ﬁfJHC .
2 J 2
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Para o Método Preditor-Corretor a mudanga de variavel =

totalmente diferente do casc homogéneo.

Primeiro, escrevemos € esquema do seguinte modo:

a+1 J . -
HMM%WZWEW +.ADllBll(uJ o+ % fJ) = fJ . (1.30)

J J

Pazendo a seguinte mudanca de variavel WJ :B;l(u +_% £

o esquema {(1.30) torna-se

J41 J

W - W -1 ~-13J -1 f +
- + B AD W = Bl (F—yt) (1.31)
Resolvendo (1.31) para Wt tem-se
L
J+1 -1 =1, =1, £ Ty f
W = [T TB, "AD, W™ + BT (Fy)
Alem disso, podemos escrever
-1 -1, _ -1 NS S | -1
{1 - B, "aD, ].w B [BlDl TAID,” = B, B, DD,
Entac,
_ J+1 J o
W o g? ot | (1.32)
1 7 |
| -1 -1
onde T o= B1 BZDEDl

recordando que fTh < 1, por {1.32) obtemos
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AT+ NI
Bt < gwln o+ o1 opettE——E Ly
- 1 s
Retornande a varidvel original
J41 N
R O S N A
2 e 1 -2 c 1 2 C"l
1 1 1

" Resolvendo recursivamente a relagao anterior temos

T

O
= £

[

[RTRI <lfg + ~ f + 7 £l

-1
i

-1
1

roled

C

onde lel _, = max £l

-1
Cl d C

1
Portanto, se a solugac U e a fungao f sao suficiente —
mente suaves os métodos Estabilizacgac e Preditor-Corretor saoc absolu

- , . & i
tamente estaveis e aproximam ¢ problema {1.1}) com 2- ordem em T.

Analogamente, estes nétodos para o ¢aso nao-homogéneo po-

dem ser formulados da seguinte fornma:

ESTABILIZACAO:
FJ = = AyJ + fJ
(I+$A)J+l/2# PJ
2 7L
T J+1 iJ+l/2
(1 + 5 Az)g =z

J+1 J J+3
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PREDITOR-CORRETOR :

UJ+1/4 _ UJ ' 13+l/4 _ fJ
1T/2 l1

J+1/2 J+1/4
.. + A
T/2 2

¥ = 0

J+1/2
y /

J+1 g
E"—~4:£"v+ﬁuJ+l/2 = fJ

T
Agora, descreveremos o Método Splitting-Up componente por
componente para © gual o coperador A depende do tempo. Em geral, a

analise da‘estabilidade quanto o operador do problema original depen

-de do tempce torna-se consideravelmente mais dificil e a melhor ma-

neira de evitar tais dificuldades & construlr esquemas absclutamente
estaveis.

Consideremos © casco homogéneo de ' (1.1) e assumindo que as
entradas de Al(t) a Agﬁﬂ'seymI suficientemente suaves, fazemos a se

guinte aproximacao destes operadores em tJ <t < tJ+l

ni - A (t o = 1,2 (1.33)

o J+l/2} d

Neste caso, O esguenma consistird da seguinte sequéncia de
[l .

esguenas Crank -Nicholson

J+1/2 J : J+1/2 J
w2 T /“l)uo
1 2
' {1.34)
T J+1/2 J+1 J+1/2
. = + A9 (¢ - } =0
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Pela eliminacgio da varidvel auxiliar uJ+l/2 ,  (1.348)
pode sery escrito como
+ J :
uJ . T pJ {}.35}
. : J o J -1 J,. 3 -1 J
onde T = (Dy) "D,{By) "B,

Recordando que HTJH < 1 pelo Lema de Kellog e estimando
(1.35) teremos

J+1i

i < ey (1.36)

Resolvendo recursivamente a relacgio anterior
J
huh o< gl .

Para sabermos a ordem de aproximagao do esqguema, expandire
) J " . . T X J 3
mos T em poténcias de 1 e assumindo 5 Hﬁaﬂ <1, 0=1,2 tere-

mos .

e T o p T J 2z ., 3.0 J, 2

TN = I -TA 4 [(ﬂl} + 2ﬁ2ﬂl + {ﬁz) I-... (1.37}
J 3 - "

Se og operadores Al e A2 nac comutam, a relagao (1.37)

. ~ - a -
mostra gque a aproximagao sera de l- ordem em v. Caso contrario, po-

demos escrever (1.37) como

J g
TV = I- g 4 AT -

» bl 2 a .
e a aproximacao sera de Z- ordem em. T.
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' < ~ a
Para obtermos uma aproximacac de 2- ordem no caso para o
gual os operadores nac comutam, devemos além de usar a aproximagdo

(1.33) no intervalo + usar. - no intexrvalo +t <t <t

J+17 J-1 J

< < t
Jg - t <

a seguinte aproximacgao

T ' | '
8 = A () o (1.38)

Neste caso, © esguema seri

J-1/2  J-1 J-1/2 _ J-1
B, 2 + AJ(” y = 0
T 1l 2
J J=1/2 . J J~1/2
oo~ U LS TR i .
+ A2{ 5 y o= 0 .
J+#1/2 3 Jtifz
e LEE— ﬂg(p 2+ oy = 0
J+1 J+i/2 J+1 - J#1/2
u . + Ai( K ) =0

Isto significa gue 0O esguema (2.25) & primeiro  resolvido

_ < < . - . N < :
em” to 4 < t < tJ para o« 1,2 e depois em tJ St <ti para
o = 2,1,

Eliminando as varidveis auxiliares, o esgguema (1.39}) pode

sery escrito por

G g3 01 : (1.40)

i
w3

J . .J. =1 J, -1.3, J -1.J,  J -1
Ionde T = {Bl} BZ(Dl) -BziDz) DZ{Bl)-



- 27 =

Além disso,
(21)°
2

v oe 1 - 21 (A7) + Iye L, (1.41)

(A

Se compararmos O operador 77 em (1.41) com o operador o

do seguinte esquema Crank-Nicholson no intervalo t <t <t

J-1 J+3

J+3 J-1 J+1 J-1
e I S

Obgervaremos gie estes operadores coincidem com precisao

da O(Tz} senm a restricao de comutatividade.

Além disso, a estimativa (1.36) vale para cada ciclo de

{(1.39), provando a estabilidade deste esquema.

Para o caso nao-homogéneo de (1.1) consideraremos o seqguin

< < '
te esquema em thl <t < tJ+l

(L + %-Ai>uJ"l/2 = (I -3 ﬁi)uJ“l
@+ 34D a7 -t = @ - a2 |
| (1.42) -
| (T + 3 A%’ij’/z = (1 - 5 a3 0 ae)
(T + % ﬂi}u3+l = (I;* % A§$HJ+1/2

J

J N o 3
. onde ﬂa e AQ(LJ} e I = f(tJ)-

Resolvendo para nJ%;., obtemos
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f (1.43)

- J I J
- wm U + 2 TTl >
: J J J J J J.-~1_J
onde T = 1T2T2 ;1 @ Tl (Blj BZ
Jo J,~1_J
T, = (Dl} D,

Para obtermos a ordem de aproximacgac expandimos TJ, Ti 2

77 em poténcias de 1 transformando (1.43) em

2
SES TN J (2 2 J. 2, J-1 J..J 3
U = [T —-27tA" + = Ty + 27{T -1A")YEY + O(r™)
ou
J+1  J-1 _
g T A I Vo z - 4 oty (1.44)
Agora, expandindo uJ em série de Taylor em torno de toq
tergemos
NERE S T(QE)J Lo (1.45)
Mas, (%%)le'= o AJuJ“l + fJ + o(f} entao (1.45) torna~se
W o= 1 -7 e e 0 (1.46)

Usando esta relacgao em (1.44) obtemos

5 + 297 =y o (1.47)
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Claramente, (1.47) & uma apfoximagéo de 22 ordem em T no

< t < t

intervalo bty 28 < b5,

-

Para analisar a estabilidade do esguema, estimamos (1.43)

e 1embrando;que ﬂTiH < 1. teremos

J+1

<N e 20 e

Agora, usando a relagdo recursiva (1.46) teremos

tuTi < ol + <% gl

onde Wfl = max 7).
J

Fm resume, se as matrizes semipeositivas definidas Al(t) e
Az(t} e U sao bastante suaves entac o Método Splitting~Up componen

te por componente em t t <t & absolutamente estavel e apre

<
, J-1 =
xima {1.1} com 22 ordem em T.

J+1

1.4 - BQUACOES DO TIPO HIPERBOLICO

-Consideremos o seguinte problema hiperbdlico

2

37U - |
'g;g + AU = F emv D th
U= p S (48

em D para L+ = 0
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onde A & um operador positivo definido independente do tempo € p,g

possuem propriedades que garantem a suavidade da solugao.

2o realizarmos a discretizacdc espacial de (1.48) obtemos o

seguinte sistems de equagoes ordinarias

2

du*}"A}le

4t
u° = p (1.49)
ap® _
dr~ 9

onde B € o operador discreto no espago, u e f aproximam U e F

respectivamente.

Em primeiro lugar, consideremos a seguinte aproximagéo de

(1.49)
J+1 J J-1 '
u - 2u2 +_U +oap” = g (1.50)
T
O
=P
{1.51}
1 2 ; o
uto= (I‘mlg Bp + g +55

Nao & dificil mostrar gue (1.50) junto com (1.51) aproximam

(1.49) com 22 ordem de precisio em T.

Para analisar a estabilidade ae {1.50)usa~se o método es-

pectral [11] obtendo que



- 3]
R —
Yilaf
Portanto, o esguema € condicionalmente estavel.
Por outro lado, se considerarmos o seguinte esguema impli-

cito:

J+1 J J-1 J+1 J

T

. - - a
com (1.51), teremos uma aproximagao também de 2- ordem em T e um @s-

quema absolutamente estavel [11].

No caso em que A = A, + A, com Ay e A, semipositivos de

finidos se uwsarmos um esquema similar ac Método Estabilizagio, isto &,

J+i J J-1 )

171 2
T
oy
J+1 J . J-1
U - 2u 4+ U -3 ~1 J =1 -1.4d 1.52
12_ + Dy ByTAn = DyTBy £ { .. )

entdo, pelos resultados anteriores, (1.52) & uma aproximagao de 22 op-

dem em t1. E pela andlise de Fourier teremos estabilidade sempre que

) _
T % R : -. (1.53)

/8 (DEIB?A)

- onde B(DEIBilA} & o limite superior do espéctro de DllBilA .

: -1 . —1 ~ .
Supondo-ge que todos os autovalores de Dl Bl A sao posi-

tiveos, o© problema de escolher <t satisfazendo (1.53) reduz-se &
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calcular o maior autovalor do seguinte problema
A¢ = ¢ (ByD;)
£ evidente gque a construgac de esquemas absolutamente estd

vels para equagdes do tipo hiperbdlico exige um tratamento especial

dos Métodos Splitting-Up descritos para o problema parabdlico.
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CAPITULO II
APLICACAC
2.1, DESCRICAO DO PROBLEMA

Os problemas de nosso interesse tem a seguinte formulagao:

2
27U L B o201y , 0 (28
g;f 3% (e ax) * By{c ay) bE (2.1}
pi{x,y,01 = pix,y) (2.2}
(x,y} €D
uth;Y:O) = q{K;Y)
WX,y t) = glx,y)  (x,y) € 8D x D, (2.3)
e | 2 2 2 | |
com (2.1} definida em D x Dy v D C IR e ¢ = ¢ (x,y) o quadrado -
da velocidade de propagagdo e as funcgoes dadas  p(x,y), qlx,v) ,

gi{x,y) sac suficientemente suaves.

Tentaremos resolver ¢ problema dos seguintes modos:

i)‘Reduziremos o problema de 22 ordem a um problema de 1% or-
em e aplicaremos os métodos Splitting-Up descritos no Capl

tulo I com diferengas finitas no espaco.
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ii) Usaremos o esguema de Crank-Nilcholson no tempo e o Médto-

do Elementos Finitos no espago.

2.2. REDUCEO A UM PROBLEMA DE 12 ORDEM

. . 2
Para ilustrar o procedimento tomaremos ¢ = czix,y) constan—

te.

Se considerarmos as geguintes fungoes auxiliares

3W ., 2
at ax
oV _ U
ot ay

podemos escrever a eguacaco da onda em (2.1) como ¢ seguinte sistema

de equagoes:

oW . du
5t " Cax 0
OV L o -
BT s By 0 em D Dt | (2.4)
U _ 39 _ AV _
3t € 3x ¢ Ay H
onde Hi{x,y,t) = J Fi{x,v,t)dt .
0
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Além disso, se considerarmos os seguintes dados iniciais

W’ = Wpix,y} , V© = VO(Xny e U=pxy em t =20 {2.5)

o o ) C e .
temos que W e V devem satisfazer condigoes de suavidade e a re

lagao
o o
W 3V o _
5y + “‘“g‘};‘) + H (x,v) .-* qlx,y) {(2.6)
Introduzindo a seguinte notagfio matricial
g
0 0 St
W
A = {} 0 fe: ....@., - o= v
Y !
"M
d 3

+
podemos nscrever as equagoes (2.4) e (2.5) do seguinte modo:

ap

at

i

Ap + G em D x D,
- (2.7)

no= uo em D para t = 0
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o o 0 -0
onde o tem componentes W, V- e U e G tem componentes, 0,0,

e Hx,y,t).

Para formulagdo do Método Splitting-Up de (2.7} introduzi-

mos as seguintaes matrizes

2
D 0 [ *é‘“}z 0 0 0
A, = 0 0 0 : A, = | 0 0 o <2
1 ! 2 oy
N .
Foq -a——g O 4] i ) G i “E“i; 0

e claramente A& = Al + Az.

Marchuk [11] mostra que (Ap,u) = 0., (Alu,u} = { e

(Azufu) = ¢, Além disso, mostra também a unicidade de {2.7).

Portanto, podemos discretizar (2.7) em tJ <t < tJ+l usando
o Método Preditor-Corretor, isto &,
J+l/4 T
U u + AlUJ+1/4 GJ
~ /2
. 4
J+1/2 L 3+1/4 _
H H + Aqu+l/2 = 0 _ (2.8}
T/2 '
J+1
M - U .
+ AEJJ% 1/2 GJ



onde GJ = G

g+1/2

37 -

Na forma escalar (2.8) escreve-se
wIti/4 ) ¢§§Eq+l/4
T/2 N
VJ+1/4 - o
/2
J+1/4 J+1/4
TR ' i +ou
/2 ax
giti/2 | Irisa o
T/2
VJ+1/2 - J+1/4 ) (:§EF+1/2
T/2 '
uJ+l/2 _ uJ+l/4 _ cv§KJ+1/2
oy
oL L c-§E¥+l/2
T BX
var+1 _ ci‘LI,.J-+l/2
T %
nJ+1 _ C:BWJ+1/2 . aydt1l/2
T 9% 3y

+

H

J

(2.9)

(2.10)

{2.11}
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VJ+l/4 J J+1/2 VJ+1/4

Usando ¢ fato de = e W

em (3.13)
e (2.10) respectivamente, 0s esquemas podem ser simplificados e tere

mos o seguinte esguomna para o problema (2,7)

‘WJ+1/2_WJ . g}f%-l/é Y
/2 _ ® T
uJ+1/4 . uJ . &@ﬂxz ) HJ
T/2 SBx
VJ+1/2 _ vJ . EEF+1/2 -
T/2 ay
+1/4
pIti/2. 7 Y/ . syI+1/2 e
M - .E)HE.J+1/2 = {3
F ox
gl _ e d J+1/2 -
T 3y
J+1 3 J+1/2 J+1/2
'_‘i'i.. —— ._u..,..!. —_ g.?i_ - -E}—l'{_ = HJ

As aproximagoOes com relacao a X ey serao escolhidas de
modo a - obtermos  esguemas absoclutamente estaveis e de segunda or-
dem para W, V e #. Além disso, gue preservem as condigoes

(Alp,u} =0 e (Azp,u) = { para as representagOes discretas de Ay
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& Az . Assim,
WJ+l/2 WJ ,
k% k& ¢ {HJ+1/4 ~ J+1/4) o
t/2 h, Tk k-18
uJ+l/4 o d
'S SO S N~ A VLR Lo VNS
T/2 hx k+11 k-
yIri/a VJ
X4 K, < (u3+1/2 - J+l/2) 9
" T/3 ho Mg Fre-1
1J+l/2 L d+1/4
My My =T C3 VO RN L3 VN
' /2 hy ki+i ks
wFl _
kL R © (UJ+1/2 . J+l/2)-= o
S e 1 Fr-11
X
¢ItL _ I ‘
4 kp . & (J¥L/2 _ J+1/2 0
T B ‘Mke Hre-1
Y
J+l _J
Pxg ke e (WJ+l/2 mWJ+lX2}“#i(VJ+1/2 _
) T hx k+1% ki h ki+ i
¥
Agora, vamos eliminar WJ+1/2 VJ+1/2

(2.13b) utilizando as equacdes (2.12a) e (2.13b).

V.

de

J+1/2

(2.12a)

{(2.12b}

{2.13a)

(2.13b)

{2.14)

y = H

(2.12b)

e
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Por {(2.12a) e {2.13a) teremos

S 10 R | ¢ J+1/4 J+1/4

Y = Wee Foans Ui " 7oy ) (2.15a)
LJvL/2 T L 1c , J+l/2 . J+1/2 .
CVkg T T Ve 2h,, (g M1 ) (2.15b)

Substituindo {2.15%a}) em {(2.12b) e (2.15b) em (2.13b) obte-

remos

2 2 .
¢” T J+1/4 J+1/4 J+1/4 J+1/4 J T gyl
e (- - - = Iy
4h2( Merly T Mg Y B Yep T2 Yy
I _ote T g J
onde gy, = 2h Meprn ™ Wro! Wy -
ST S VZ RN L5 VTS 1o VN L VSR
2 Mg+l ') Mep -1 Mg 13
y .
3 _ 1¢ I J+1/4
onde Skz Tn (vkﬁ+l ng) + u

. Deste modo, Obtemos © seguinte algoritmo para solugao nu-
’ ¥
mayrica de (2.7

(1) calcular W° e v° que satisfacam

o WO o o O
ROSTY L, kel T ke o
hX hy . kL

c



(8) Calcular

Wt

J+1

- 4] -

com a ajuda de {4}, (6} e (7)

J+1/2 J

J+1/2
Hg-13 ) F Mg

TC
b {}-ikﬁ’

' h};

——

: . J T 49
{2} Calcular gk% e 3 Hkﬁ onde
J_"__“_Tc' oJ S A
Ike T 2h_ Wepag ™ W) ¥ ¥
{3) Resolver o sistena
2P N VL BN 5 VNI e v o
52 re12 “Hy s Me-1g Uy g "%
4
. J+1/2 _ 1c J+1/4  J+1/4 T
(4) Caleular Wk2 = 55; {ukl Mi-12 ) 4+ sz
. J RTINS | J+1/4
(5} Ca;culdr Skﬁ zhy (ng+l Vki) + Uy g
(6} Resoclver o sistema
2 2 '
TTe (- J+1/2 + 2 J+1/2 J+l/2} J+1/2 SJ
a2 o+l Hrg Heo-1 199 k1
Y.
J+1/72 _ 1e J+1/2 J+1/2 J
{7) Calcular ng = Eﬁ; (Ukﬁ Vo1 ) o+ ng
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J41 _ te . JHL/2  J+1/2 J
Viee” T i (Mg Mg o1 )+ Vig
y
J¥L _ Te, JHL/2 _J41/20 Te GJRL/2 Jki/2 0
Mg hx‘wk+1£ Mo ! B, Vper Vg ) T T

completanda o eiclo.

Finalmente, notemos gue tal procedimento pode ser generali
zado para equagdes hiperbdlicas mais complicadas com o minimo de exi

géncia sobre B, s O= 1,2.

De modo andlogo podemos obter og algoritmos para os outros

esquemas Splitting-Up. Descreveremos apenas alguns destes algoritmos.

ALGORITMO SPLITTING-UP componente a componente aplicando-se © esque-

ma {1.34):

(1) calcular ®W° e Vv° gue satisfagam

o o o o
Wvte ~ Mo Viewr T Ve o
e + b= glx, ,¥,.)
h h - k24
_ « v
: J o 1e J —— J
(2) Calcular Grg = 53; (Wk+12 Wkﬂ) oy,
(3) Resolver o sistema
1202 (o J+1/4 + 2 J+1/4 J+l/4) + J+l/4 _.Jd
TRl Hx+12 Hxy Hre1g 3 = 9y
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J+1/4 3

J+1/2
k4 o

(4} Calcular ukﬁ = 2

. J J+1/2

Regolver o sistema

{6)

7 J+3/4 J+3/4 _  J+3/4 J+3/4 T
2 (= Hpge1 7 2 Frot1 0 T Hxy = Sxp
y
{7y Calcular
J+1 J+3/4 J+l/2
Bg = ZMyy Hyg
J+lL J J+l/2 J+1/2 J J
Wi = Wy * 2h [(“ Bpopy Pt G 7 o Hpe g0
J+L o Ld TC J+1 J+1 - J+1/2 J+l/2
Vo T Vg F Zh, Pligg™ - Hpely) + (o " Hpg-1

BLGORTITMO ESTABTLIZACAC para o caso homogéneo:

(1) Calcular w® e VO que satisfacam

3
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(2} calcular

2
J  _re J _ J J
ke 2 Marg ~ Mg+ Hpo1p)
®
J _ ¢ .7 o 7 . J
fee ™ B (Mg = W) 7 B, (Viga1 = Vig!
{3) Resolver o sistems
ﬁfﬁiim BJ+1/2 + 28J+l/2 - BJ+1/2} & 5J+1/2 = oJ 4+ 7
Al kel k4 k-1% k% = 9T ke
b4
{4) Calcular
J+1 O te J+1/2 _ J+1/2 ¢, J . J
o 2hx{6k£ -1y » hX(ukﬁ Hym1g!
2
J TC J+1/2

N J .3 J
(5)- Calcular 8§, = In, Ghpqr = 2 + Mpgoq) + By

{6) Resolver o sistema

72c2 - gl*l J+1 LJ+1 J+1 .3

n Brgrl T 2By mByraly) F Byt T Sy
v

e W0FL _ Te L TEL 41 c
-{?) Calcular ek = 53; {ﬁkﬂ 8k2u1> + hy

(MJ - UJ }
kL ki-1
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{8} Calcular

J+l T g+l
Wig = Wiy * TOpg
I+l .3 J+1
Ve T Vi Y0
J+1 3 J+1

Mg © oMpp Y TRy,

onde £ = 8

2.3. PORMULACAC POR ELEMENTOS FINITOS

Consideremos um dominic D  cujo interior possui propfied§1
dades distintas em subregioces Dl e D2 separadas por uma interface
plana T (Figura 1)}. Naturalmente, estas propriedades s3o caracteriza
das por diferentes velocidades de propagagdo. Consideremos czzchyy)

constantes distintas em cada subregiao.

Além disso, podemos supor gue a fonte F & uma fungao descon

tinua nos pontos da interface T'.

Em situagOes fisicas desta natureza, supondo gue a normal ex-

terior ny, Ppara Di como a negativa de N, para 02 e recordando

que L Vilenn, © principio da conservagac estabelece gue nos pontos

an

da interface T temos

(+) (=) ' '
Ju 3 _
o = - (2.;6;

=5
™

|

22
=
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onde n = (nl,nz) & a normal exterior a D.

Figura 1

Portanto, nosso problema consiste em encontrar
U{X,y,t) € D x {0,T] que satisfaz a equacgac {2.1) nos pontos inte-

riores de D com o5 seguintes dados:

i} A fonte F = Fk{x,y) em Dk s k= 1,2

ii} As velocidades de éropagagéo ¢ =c¢ (x,y) em D, k=1,2
iii) A conéigéo de contorﬁo (2.3) em 3D, X Dt'

iv} As cgndigées iniciais;(2.2)'em D

v} A condicac (2.16) na interface T.

FORMULAGAOC VARIACIONAL

Seja V = {v:v € Hl(D} , v.=0 em 3D}.
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Multiplicando a eguagao (2.1) por v € V e integrado

obhtenmos
2 a2 2 2
5 ” (5 = c“Apjv dxdy = ” F vadxdy
k=1 5 at _ k=1 D
X k
Aplicando o teorema de Green em cada subregiao Dk P
kK = 1,2 teremos
2 2 2
% JJ iw% v-[ v gE dr+c2 JJ Vi«Vv dxrdy = £ jJZdexdy (2.17)
k=l 27 9t Jap, T s k=1 |
k ' k
Devemos ter um certo cuidado ao escrevermos as integrais
por fronteira em (2.17}). Devemos ter em mente os dominiocs onde as

fungdes estdo definidas. Para melhor compreensac, na figura 2 mostra
mos bl e D2 separadamente com a fronteira de cada subregifo divi-
dida em duas partes - ag partes de BDk que nao coincidem com a in

texrface [ denotamos por 3D, = I' , k = 1,2.

Figura 2
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becompondo as integrais de fronteira em (2.17) teremos

9 _ _ _
Ju " 3y _
kiijjvmﬁdr* f g VATt J.%ﬁvdr+[ %E)lvdF+J @ﬁhzvdf
X 8D, ~T- DT r N p °n
g . . ati - . -~
onde (ﬁﬁ)k indica que i esta sendo avaliada na subregiaoc k.
Pelo fato gue a normal exterior ny da subregiao b, ser

a negativa de n, em cada ponto de I, podemos escrever as integrais

em T como

A+) ()
f ST 3 Tyap
r

Yign an
Esta integral anula-se devido a condicac {2.16).

Por outro lado, podemos combinar as integrais restantes nu

ma fnica scbre a fronteira 2D, isto &,

[ %%‘vdr
an

e come estamos considerando v € V, esta integral também se anulara.

Assumindo que i & suficientemente suave, podemos escrever

{(2.17) como’

2 .
[j §“§~vdxdy + c? [f VueVv dxdy. = [j Fvdxdy {2.18)

Portanto, nosso problema variaciconal consiste em encontrar

ﬂ(xly,t} tal que para todo t, t € [0,T], wx,y,t) € Hl(o)satisfaga



(2.18) para v € V e

U(XJY: 0) = P(X-;Y}

em (x,y) € D

f

Hp {x,y,0) = alx,y)

Wix,y,t) = gi{x,y) em oD x D

com  © = ck{x,y) e F = Fk(x,y} para {x,y} € Dk , K

APROXTMACAD DE GALERKIN:

M

Consideremcs uma base {¢i} ;1 gue define um subespago m-

=
dimensional Hh da Hl(D}.

h

Buscaremos uma soligao aproximada by, € H
forma
M
Hp (%ey,t) = 2 e (D) (x,y)
_ i=l
e tomaremos v, = @i(xfy). 1< i< M

.Fazendo tais escolhas, 0 preoklema aproximado

[

‘sequinte sistema semi~digcreto:

3% - . .
S 2 .Yy, = :

JJ —— v, dxdy + ¢ JJ Ty, - Ivy dxdy = JJ ?_vh dxdy
[ : D ’ : D

. da

consiste

seguinte

no



cOm Uh{erfO) e p(le}

Bph

wgg-(X;y,O) e T K, V)

uh{xfy,t) = g{x,y} .

APROXIMACAC ELEMENTOS FINITOS

Substituiremos o dominio D pelo dominio D, que consis
te de uma colegdo de E elementog finitos e N paﬁtos nodaié e de-
finimos as fungoes T 1 <i <M como polinﬁmios de Lagrangre li-
neares por partes nas diregdes X e y.

Visto que as fungdes v, serao continuas apenas em cada
elemento finito, sempre escolheremos a 10calizagao dos 1nos e asl

fronteiras dos elementos de modo gue coincidam com a interface T na

gual ocorre a descontinuidade de ¢.

Tomando 1, como a seguinte interpolacgao de U

My, = .E ui(t}wi(x,y)
i=1

onde oy & o wvalor de ;i no nd (XJ,YJ) no tempo t, © sistema ante-

rior torna-se
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a%u. vy e, Bo 29, oo
” ——y ¢ y¥. dxdy + C ” (g (v) 57 33 T H; (B) = W)dXdY =
dt
Dh Dh
= ” F ¢, dxdy {2.19)
Py
ﬁortanto, procuramos uma fungao My Hh na forma
M
uh(xfyrt) = 31_ ui(t)wiix,y)
i=1
tal que (2.19) valha para toda Vv € V e My g{x,y) em 3D,
“i| s p{%,¥)
=0
dui
L, Aty
Em forma matricial,(2.19) pode ser escrita como
au
™ - + Ky = I (L) {2.20)
' dat

onde

3y

dy

) dxdy
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Py
com

ul(t)

Hy (1) s {i,3) = 1,2,3,...,M

i

11

uM(t)

DISCRETIZACAC NO TEMPO

Particionaremos o intervale temporal 0 < £ < T em m in
tervalos de comprimentce T = T/m e usaremos para discretizar o pro-

blema (2.20) o esquema de Crank-Nicholson, portanto teremos

k k-1 k+1 k=1

k41
-2 : + K+
™ (- T ) o4 IR (- L y = w2
. 2
O
k ' - -
(2 + 2wyt capnS - om 4 tim) ST 4 prfp /2
pnde tk = kKt .

APROXIMACAO DAS CONDICOES INICIAIS:

Para obternos ul expandiremos a'solugéo H(x,y,t) em sé-

rie de Taylor em torno de t = 0, assim
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- ' 2 .2
ph e o)+ 3 + Ig ¥

dt oo at

e

=0
Usando a egquagao (2.20) e as condigoes iniclais teremos

2 ' : :
ul = p o+ Tg + Ej-IM#lIF(O) —Bﬂ*lIKg) {(2.21)

1 a
Deste modo, para cobtermocs U com 2= ordem em 1 devemos

resolver o sistema (2.21).

£ bem conhecido da literatura que a solugao do problema va
riacional existe, & unica e tem depend@ncia continua com os dados do
| problema e que a solugao aproximada ph converde para a solugém des
te problema., Citamos [13], 5] e [8] como referéncias basicas para
tal procedimento.

Além disso, citamos [1] e [7] gue obtém estimativas a prio

ri do erro.



~ 54

CarITULO ITIX
IMPLEMENTACAO E RESULTADOS

Por simplicidade, supcﬁhamos gue {2.1) esteja definida em

D =[0,1] x[0,1] como mostra a Figura 3.

ok 4
(0,0 (1,0)
“{pigura 3 )

3.1. ESTRUTURA DO PROGRAMA PARA 05 METODOS SPLITTING-UP

0s métodos Splitting~Up implementados foram o Preditor —

Corretor e Splitting-Up componente a componente. A estrutura dos pPro

gramas para estes métodos € extremamente simples , cuja orientacaoc

sao os algoritmos apresentados no Capitulo II.

Degtacamos ¢ fate de considerarmeos a estrutura das matri

zes (tridiagonais) na implementagao, o gue acarretou econonia de



problema original ser definido positivo e simétrico, optamos pelo ME

todo de Cholesky para sclugac dos sistemas, tornando o programa bas-

tante eficiente,.

IWE

MPOIN

NXNODE
'NYNODE

MAUX

NAUX

A (NPOIN,IWB)
XCOORD (NXNODE)
YCOORD (KYNODE)
APROX (NAUX, 2)
W(MAUX, 2).

vV (MAUX, 2}

Relacao das Varidveis e Dimensdes

handa da matriz dog sistemas

nimerc de pontos em cada diregao com excegacdos pon

tos de fronteira

niimerc de pontos na diregao X

nimero de pontos na direcgao Y

.(MPOIN + 1) % (MPOIN)

(MPOTN) * (NYMODE)

matriz dos sistemas

matriz das coordenadas cartesianas na diregdo X
matriz das coordenadas cartesianés na diregao Y
matriz solugéo

matriz dé fuh@éo auxiliar W

matriz da fungdo auxiliar V.

Descricao das Subrotinas

Subrotina ENTRADA: ConstrOi as matrizes XCOORD (NXNODE) e

YCOORD (NYNODE)
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Subrotina Process: Processa os algoritmos descritos no Capitulo II
Subrotina Cholesky: Decompde a matiiz A {(MPOIN, IWB)

Subrotina Solve: Resolve o8 sistemas.

J.2. ESTRUTURA DO PROGRaMA ELEMENTOS FINITOS

A estrutura do programa Elementos Finitos tem maior grau
de complexidade. Para melhor compreensac do programa discutiremos su
cintamente alguns aspectos que operacionalizam o cdleulo das matri —
zes de rigidez e massa e do vetor carga. Em seqguida, descreveremos

~ os aspectos computacionais propriamente ditos.

CALCULO ELEMENTO FINITO

Elemento Padrao.

Usamos um quadrado de vértices (~1,~1}, (-1,1), (1,1} e

{1,~1) (Figura 4) e definimos a transformagao Te: 5 e Dh por

e h
N
{En) = x = X{E,m) = L H.¢ _{§,n)
g=1 97
. N
y =ylgm) = T yy¢.(E,n)

1



...5'?...

&N

(wl,l}_r-# 4,

lw b

("‘l,“}_) ’ a—:“l)

{(rigura 4)

A matriz jacobiana desta transformagdo & dada por

xJ 3 3 xJ BwJ
2 an
N _
J o= B
J=1 _
Yy %5 Yy 94
I 1: 0% _

FUNCOES DE FORMAS E SUAS DERIVADAS

Enumeragdo do Elemento Padrdo

Cono estamos considerando Qh_qnadradas (elementos nac curvos)

usancs ‘uma transformacao iscparamétrica e a seguinte enumeracdo para o ele-

mento padrio {enumeracdo local):
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(1) (4)

>

e (3)

As fungOes de forma sac as seguintes funcoes de Lagrange

lineares por partes:

i

CeplEm) = F - 8+

$,(Em) = 3(1 = £) (1 = n)

B} ot

py(E,m) = 3(1+ 5)(1 - n)

P (Em) =51+ 8) (1 + n)

cujas as derivadas sao:

¥ 8¢
1,1 . A
3¢ 39 .
...._.._....2 = —.:_L- — - H......f%_ == .l s
a9 o BY | |
3' _— l - " . m_é:“.-.zw: - .
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_MATRlZ DE RIGIDEZ
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a/‘\
4 _ 1 |
2 T SR Y
oy 3, gy
J i
P + “§'§* *“é*g; dxdy R

as fungoes de Dbase wi(x,y} s3o definidas em D por

e, ,y) = ¢ (x(Em), y(Em) =

‘Pi(grﬂ)

Aplicando a regra da cadeia temos

onde .J

-ASPECTOS -COMPUTACIONAIS

" Dadogs de Controle

NELEN
NAELEN

NYELEN

M 2
=y 6B

1

& a jacobiana inversa.

nimero de elementos no dominio
nimerc de elementos na diregao X

nimerc de elementos na diregac ¥y



NTTME
NGAUS
NXNODE
NYNODE
NTOTAL
NPOIN
TWB
NNODE

NDIME
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niimerc de divisdes no tempo

nimero de pontos da regra de integracao
nimerc de pontos na direcio X

nimero de pontos na diregadoc Y

nimero total de pontos. no dominio
numero de pontos internos no dominio
banda das matrizes globais

niimerc de pontos no elemento padrdo

dimensic do dominio.

-

COORDENADAS CARTESIANAS DO DOMINIO

As coordenadas cartesianas do dominioc szo armazenadas em

COORD {(NTOTAL, NDIME} onde

- COQORD = {xi Y. ] ' 1L < i < NTOTAL

As coordenadas de cada elemento sao armazenadas em

ELCOD (NDIME, NNODE) onde,

X,
ELCOD = | 1 ¢ i < NNODE
1y g1 =
3

A matriz COORD & construida com o auxilio das

XCOORD (NXNODE) e YCOORD(NYNODE)} onde

XCOORD(i}: i-ésima coordenada cartesiana na diregéo X

YCOORD (i) : i-&sima coordenada cartesiana na diregdo Y.

matrizes
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JACOBIANA, JACOBIANA INVERSA E DETERMINANTE
-1

Armazenamos J em _XJACM(2,2}, J em  XJACI (2,2]) e

det J em DJACB.

FUNGOES DE FORMAS E SUAS DERIVADAS

“As fungdes de forma sao armazenadas em FORMA (NNODE) onde

PORMA = [¢, (E,7n)] 1 < i < NNODE

e guas derivadas em DERIV(NDIME, NNCDE) onde

In
i.l

DERIV = | "1 < i < NNODE

MATRIZ DE RIGIDEZ

As derivadas cartesianas das fungoes em cada

sao armazenadas em CARTD (NDIME, NNODE} onde

CARTD =

portanto

CARTD = XJACI * DERIV,

elemento
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Construimos a matriz 'CATCA(NNODE, NNODE) para cada sle-

mente onde

CATCA = CARTDt * CARTD
. Deste modo, cada entrada da matriz de rigidez IK no ele

mento padrao € dada por

KiJ = c2 JJ CATCA(L,n)DJACB diEdn.

)

Para calcular estas integrals usamos gquadratura gaussia-

na de ordem NGAUS por direcéo.

Entio

~

Kiag

5 NGAUs | NGAUS , >
c b T CATCA (€ :ng)DJACB c” W{L)| wWim)
n=1 =1 m |

onde_igm,n sao os pontos de Gauss com Wi(m} e W(L) os respectivos

g)
pesos.

Os pontos de Gauss sic armazenados em POSGP (NGAUS) e os

pesos em  WEIGP (NGAUS) .

A matriz de rigidez por elemento & armazenada em

v

&

KELEM (NNODE, NNODE) e a matriz de rigidez global em KGLOB (NPOIN,IWRB).

MATRIZ DE MASSA

Cada entrada da matriz de massa M no elemento padrao

& dada por
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mgy = fj wi(E;n) ¢J(€,n} DJACR d&dn .
D

Armazenamos o produto das fungoes de forma en
FPROD (NNODE, NNCODE} onde
FPROD =[¢, *¢

g

Portanto,
R NGAUS NGAUS _
m, ., = b b3 FRPROD ) DJACB W(L)! W(m
i3 E s (Em,ni_ { (ra)

Armazenamos a matriz de masga por elemento em

MELEM{NNODE, NNODE} e a matriz de massa global ém MELOB (MPOIM, IWR).

VETOR DE CARGA

F o= J! Fix,v,t) ¢i(x,y}dxdy
Pa

Neste caso devemos avaliar o termo F(x,y,t) nas coordenadas (£,m)

para cada elemento do seguinte modo:

. NNODE . -

E == ~§ Xi ﬁifg;ﬂ)
i=1

_ NNODE .

n= 'L v, ¢ (B,

i=1
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Portanto, cada entrada do vetor de carga no elemento padrio & dada

pox

= JJ F(é,ﬁ,t) Qi(g.n) DJACE d&dn

i
- B
. . Neaus | meaus
£, = I I F{E,m,t) ¢, (E ,n,) DIACB W{L)| W{m) .
E =1l | 2=l i " m" L B

Armazenamos o vetor de carga por elemento em FELEM (KNODE)

e o vetor de carga global em FTIME(NPOIN)

- ENUMERAGAD GLOBAL

Escolhemos a enumeracao dos pontos do dominio no sentido
vertical na diregdo de cima para baixo e a enumeragao dos elenentos
no sentido horizontal na direcac da esquerda parva direita. A figu-

ra 5 exemplifica tais escolhas.

1 A 7 10
I IT IIT
2 > 81 11
TV v VI
_3' & 91 12
Figura 5

A enumeragéa de cada elemento & armazenada em

LNODS (NELEM, HNNODE).
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CONDICOES DE FRONTEIRA

Como a solugao & conhecida nos pontos de fronteira, tais
pontos nao sao considerados na formagao de KGLOB e MGLOB, apenas na
formacio de FTIME.

Identificamos 0s pontos de fronteira do seguinte modo:

1 ~ estd na fronteira

0 -~ caso contrario,

0s valores pré-estabelecidos da solugac sac armazenados
em PREFIX (NTOTAL).

A identificagdo dos pontos de fronteira & armazenada em
NOFIX (NTOTAL) .

Como og pontos de fronteira nao sdac considerados na for-
macac de KGLOB e MGLOB, fazemos uma nova enumerag¢ac global no domi-

nic e armazenames esta informagéo em INODS (NTOTAL). Por exemplo,

1y 2 2 113

: ' ' 6 10

2 D Y 14
{2) (4)

4 8 L2 16
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DESCRICAO DAS SUBROTINAS

ENTRADA

GAUSS

ENUMERAGAO

FRONTEIRA }

Subrotina GAUSS: Armazena POSGP e WEIGP
Subrotina GRADE: ConstrOi XCOORD, YCOORD e COORD
subrotina ENUMERACAO: Constrdi LNODS

Subrotina FRONTEIRA: ConstrOoi NOFIX, PREFIX, INODS .
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TEMPO

-w SHADPE

L

JACOR

1 CARTESTANA
!

1 ASSEMB i

|

A

oo |

Subrotina SHAPE: Calcula FORMA e DERIV

Subrotina JACORB: Calcula XJACM, EJACI, DJACH
Sugrotina CARTESIANA: Célcula-CARTD, CATCA, FPROD
Subrotina ASSEMB: Constrdi FTIME

Subrotina LICGCAR: Constrdi KCLOBR e MCLOB.
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ALGORITMO
i, Lago.sobre cada tempo: T = 0,...,NTIME-1
2, Lago sobre cada elemento: J = 1,;2,...; HNELEM

3. Calcular FELEM

SIM - PASSO 6
I # 0: _ \
NAO - SIGA
SIM - PASSO 5
J # 1
NAO -~ SIGA
4, Calcular KELEM E MELEM
2

5. Constyuir EGLOB = 2MELEM + 1 XELEM + MGLOB
6. Construir PTIME - PASSO 27

8IM -~ SEGUR
I = 0: _
NAOD - PASSO 9

7. Calcular B = 4MGLOB uk - KGLOB yk“l + 212FTIME
8. Resolver KGLoB p*'t = p  Passo 1
1

4, Resolver MGLOB - = FTIME PASSO 1
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| CAPITULb 1v
CoﬁCLusﬁms E COMENTARIOS
4.1. RESULTADOS
| | Paré testar a eficiéncia dog algoritmos implementados

consideramos o seguintes exemplos:

- ELEMENTOS PINITOS:

1. pix,y,t) = tz(x2 - x)(y2 - ¥}

nix,y,0) = 0
ut(X,y,O) = 0
ulx,y,t) = 0 em 23D

com fix,y,t) = 2(:42 - %) (y2 -y} ~_2t2{x2 —~x -+ y2 -y} para €% 1 .

2. uix,y,t) = t2(x° - x) sen 7y

Hix,y,0) =0
My ey, 0) =0
uix,y,t) =0 em 23D
L 2 2,2 2 _
com fix,y,t) = (¥ -x){2+7 £ )senvy -2t senwy para ¢ = 1

*

SPLITTIRG-UP

w{x,v,t} = cos Y2 Tt sen TX sen vy para © £ 1
uix,y,0) = sen TX sen Ty
w O,y,0) = 0

pi{x,y,t) = 0 em 3D
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' 2
wix,y,t) = —5- senv2 nt cos Tx sen my + kyy

W{X,Y,Q).: klg

v{x,y,t} = Mjgw seny2 1t sen TxX COS Ty +J{2X‘

- vx,y,0) = kzx

Para capacidade de membria disponivel do sistema CCVAX

no Laboratdrio de Matemitica Aplicada executamos © programa Elemen -
tos Finitos com 50 elementos por direcac e o programa Splitting - Up

com 200 elementos por diregao, isto &,

i

Elementos Finitos: NELEM Z2.500

Slitting-Up : NELEM = 40.000

Os tenpos de execugao para NELEM = 900 e NTIME=10 foram

TEMPO - 00:12:35%
Blementos Finitos:
CPy - - 00£05;09

TEMPO - 00:07:00
‘Componente a Compﬁnente: S '
CPU ~ 00.05:09

J TEMPO ~ 007 08:00
Preditor-Corretor: '
} CPU ~ 00:05:56
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Os resultados tedricos justificados por [l:Ie [7:]demon§

tram gque o erro para o Método Elementos Finitos com Crank -Nicholson
- 2

sera da ordem de h e T . A tabela 1 mostra os resultados obtidos

para © exemplo 1 com NELEM =400 e NTIME = 10.

TEMPG - gy - uhﬁ
' L
2
-3
ty . 0.33.10
- -3
t, 0.59.10
' -2
tg 0.20.10
-2
t, 0.39.10
-2
tS 0.65.,10
-2
te 0.96.10
-1
t, 0.13.10
| -1
tg | 0.17.10
£ 0.22.107 7%
9
-1
tig 0.27.10

Tabela 1
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Os grificos (a) e (b) a seguir mostram a s0lugac aproxiw

respectivanente,

e t10

tg

g niveis

mada neste casc no

I

1108

FLEMENTOS FIN

{a)



- 13
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0s graficos (¢} e (4) a seguir mostram a solugao aproxi-

mada para NELEM = 400 e NTIME

respecs

tS e t10

nos niveis

10

i

tivamente.

exEnplad

g

#I0§ FIHIY

ELENE

{c)
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Para os métodos Splitting-~Up, observemos que o operado-
res Al e. A2 n§§ comutam e portanto, como foi mastrado no Capitulo
11, o erro serd da ordem de h2 e TZ para o meétodo Preditor-Corre
tor e da crdem de h2 e 1 para o método Splitting-Up componente a
componente.

As tabelas 2 e 3_m05tfam os resultadog obtidos com

NELEM = 400 e NTIME = 10 para o Preditor-Corretor e componente a

componente respectivamente com kl = kz = 0.0,

TEMPO fu - “hﬁm
-2
£ L 0.21.10
=5
t, 0.76.10
t 0.15.107+
3 |
._1”‘"" .
ty - 0.16.10
)
te 0.19.10
& 0.14.107 %
6
-
t, 0.17.10
=7
tg | 0.15.10
£y 6.33.10° 7T
-y
£, 0.17.10

Tabela 2
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T_EMPO* hu - uhiim
£, ] 0.33.107%
s t, 0.12.107t
t,  0.24.107%
£, C0.34.1077F
'ts 0.39.1071 }
£, 0.37.10°%
t 0.26.107%
tg 0,84.1o“£mF
£y 0.13.15"i
1o 0.31.107%
Tabela 3
Os gréfices {e) ~.(f} - {g) mostram a solugao aproxima-~

da para o Método Splitting-Up componente a componente. E o graficos
~{h) = {i) - ()  mostram a Salugao aproximada para o Método Preditor

=Corretor.
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B COMPONINTE! Tig
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CPREDITOR-CORERETOR: 1@

e
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PREBITOR-CORRETOR: 5
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PREDITOR-CORRETON: t18

;
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As tabelas 4 e 5 mostram-os resultados obtidos para o ca

80 anterior com kl = k2 = 1.0,

TEMPO ffu - nhiim—ﬁ
oy 0.21.102
5 t, ' 0.76¢16“2‘_#
R t, 0.15.107%
t, -o.;g.lo"l
B tg 0.19.107%
- tg 0.19.107%
i t, 0.17.1072
ty 0._15.10"l
tg  0.33.10"l
B t1g 0.47.107%

[0

Tabela
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TEMPO fy - uhﬂ )
mmﬁbtl 0.32.107%
oty 0.12.107%
M_h_£3 B 0.24.107 1
B ty 0.34.107"
ty 0.39.107%
te 0.37.107% N

t, 0.26.107%

) tg 0.84.1072
B tg 0.18.107%
B £, 0.31,107%

Tabela 5

Os grdficos a seguir mostram a solugdo aproximada  para

os Métodos Splitting~Up com ki = ky = 1.0.
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4.2, CONCLUSOES

Os Métodos Splitting-Up descritos e analisados neste tra
balho apresentam-se como uma ferramenta potente na solugdo de equa-
gées diferenciais evolutivas, em particular, problemas do tipo hiper
bbdlico.

Ac analigarmos os resultados obtidos podemos observar que
o procedimento utilizando Crank~Nicholson e Elementos Finitos apresen
tou um custo computacional consideravelmente elevado e implementacao
bastante trabalhosa, o que nac © torna atrativo guando estamos:tram

balhando com problemas de grande porte.

Por outro lado, os métodos Splitting-Up com diferencas fi
nitas {gegundo procedimento) apresentaram um custo computacional bal
X0 e implementagao extremamente simples. A estrategia de reduzir o
problema de 22 ordem & unm problema de 12 ordem introduzindo duas fun
¢coes auxiliares apresenta-se como uma alternativa elegante e eficien
te de abordar problemas hiperbdlicos sem que isto signifique umesfor

¢goe muito grande.

E importante réssaltar gque apesar de havermos considera-
do em.noﬁﬁmaaplicagaes um dominio e condigoes de fronteira simples,
isto n%o.repr@senta muita dificuldade quando optamos pbr aplicar tails
métodos com Elementos Finitos, como foi exemplificado no Capitulo I.

Porém, a simplicidade computacioﬁal destes métodos COm
aiferenqas finitas & bastante atrativa pelo fato de possibilitar o0
uso de micrcwcompgtadores para problemas de porte relativamente gran

de, sem muita exigéncia de recursos adicionais.
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