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INTRODUÇÃO 

Equações diferenciais evolutivas (ou problemas de valor 

inicial) são freq{Íentes em vários ramos da FÍsica e Engenharia. Por 

exemplo, equações de transporte modelam fluxo de calor e fenônenos de 

difusiio; a equação da onda tem papel fundamental na acústica e na me 

cânica. 

Esta frequência associada às dificuldades de obtenção de 

expressões anallticas de soluções fazem com que soluções numéricas 

aproximadas desempenhem papel importante no cont.exto da rcsoluçã9 efe 

tiva das equações evolutivas. 

Ao optar por métodos numéricos surgem questões envolvendo 

os algoritmos de cálculo, estabilidade, precisão e convergência das 

aproximações. 

O objetivo principal desta Q.issertação e descrever, 

analisar e implementar métodos numéricos que resolvam o seguinte pr~ 

blema de evolução: 

au + AU = 
at F em D X Dt 

aU = ~ em dD X Dt ( l. 1) 

u = g em D para t ·- o 

onde A e -a sao operadores lineares e U, F e g sao funções su 

ficientl")ment(') suaves. 
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No Capitulo I, na primeira secçao, apresentarem:Js alguns con

ceitos mtcm:S.tic'Os necessários para atingirmos nossos objetivos. 

Na segunda secção,apresentaremos alguns esquemas simples 

de aproximação com relação ao tempo sem detalharmos a discretização 

no espaço. Para tais esquemas introduziremos os conceitos de Estabi

lidade e Convergência. 

Na terceira secção analisarerros os Mé.to dol! S p.t.Lttlng- Up 1 que 

foram iniciados por Douglas, Peaceman e Rachford e depois desenvolv~ 

dos pelos matemáticos soviéticos Yamenko, Samarskii, Marchuk e ou

tros. Tais métodos são utilizados em problemas complicados que podem 

ser reduzidos a problemas consistindo duma cadej.a de problemas sim

ples. Esta redução é possível nos casos onde o operador original do 

problema pode ser decomposto nu soma de operadores de estrutura mais 

simples. 

Centralizamos nossa atenção no caso em que o operador A po 

de ser representado apenas como a soma de dois outros operadores.Pa~ 

tícularmente, díscu·tiremos os esquemas Estabilização, Predi tor-Corre 

tor e Sp1itting-Up componente a componente analisando as questões so

bre Estabilidade e Convergência. 

Na quarta secção,discutiremos alguns esquemas de aproxima

çao para problemas do tipo hiperbólico enfatizando a dificuldade ine 

rente na construção de esquenus Spli tting-Up para este tipo de proble-

ma. 

No Capitulo II, descreveremos o problema do tipo hiperból.:!:-. 

co de nosso interesse e tentaremos resolvê-lo do seguinte modo: 
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i) a a Reduziremos o problema de 2- ordem a um problema de 1- ordem e 

aplicaremos os métodos Spli tting-Up discut"idos no Capitulo I pa-

ra o tempo e diferenças finitas no espaçai 

ii) Usaremos o esquemu. Crank-Nicholson no tempo e Métodos Elementos 

Finitos no espaço. 

No Capitulo III discutiremos a implementação do procedirnen-

to discutido no Capitulo II. 

Finalmente 1 no Capítulo IV apresentaremos os resulta dos 

obtidos e nossas conclusões sobre os métodos estudados. 
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CAP1TULO I 

CONSIDERAÇÃO SOBRE ESTABILIDADE E CONVERGÊNCIA 

l.l. CONSIDERAÇÕES GERAIS 

Consideremos uma região D do espaço euclidiano n-dimensio-

nal m.n e denotaremos por L2 (D) o espaço de Hilbert das 

mensuráveis reais quadrado integrável com produto interno 

(f,g) - JD f(x)g(x)dx 

e a norma 

11 fll - (f. f) l/Z 

funções 

Dizemos que um operador linear A, definido no subespaço 9 de 

para todo 11 E 9 com a igualdade válida para elementos nao nulos ].! 

e denotaremos por A > O. 

Se a igualdade acima nao e válida para elementos -nao nulos, 

(AV,p) > O 

dizenlOS que o operador A é po.&.-ét--f,\10 e denotaremos por A > O. 

No caso da desigualdade forte 
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(AJJ,JJ} > o:(~t,JJ) 

onde a > O e uma constante independente de JJ,. dizemos que o oper~ 

dor A e po~1t1vo de6~nido. 

O subespaço 41 é_ chamado o dom1rúo do operador A e denotamos 

por ifl (A} 9 

Consideremos o operador adjunto A* definido pela identidade 

de Lagrange, quando ~(A} é denso em 4. 

(Ag,h) ~ (g, A*h) 

onde g E <i' (A) e h E <I' (A*). 

Em geral 1 os subespaços 4(A) e 1\ (A*) nao coincidem apesar 

de seus elementos estarem definidos na mesma região D do JR
11

• 

Dizemos que o operador A e auto-adju.n.to se 

Ah = A*h 

para todo h E <1\(A) e <1\(A) = <I'(A*). 

A nonma do operador A é definida por 

Observemos que, se Au E ~(A*) então 

e portanto o quadrado da norma do operador A pode ser expressa por 



A]J E 4• (A*) 
v,'O 
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Consideremos um operador fixo C cujo domínio ~ é denso em 

L
2

(D). Suponhamos que C seja positivo e auto-adjunto, 

existe para todo 11 E ·cp e 

então C*1J 

onde 

Consequentemente, 

1: [C+ C*] é um operador simétrico e positivo. 
2 

Introduzimos o seguinte produto interno em .:P 

2 
e a norma llvllc = (C]l,y) = Ccv, v) 

on_de c l [ c + C*] ~ 

2 

Esta norma e chamada no tr.ma e.n eJtg i.. a. 

Por outro lado 1 ao discutirmos as aproximações consideraremos 

um conjunto de pontos (Xh, TT) onde Xh = mh e tT = TJ com m E z 

e J = 0,1, .. ~ ,T/1 inteiros pos.itivos arbitrários. Este conjunto de 

pontos é chamado Rede. e os elementos deste conjunto pontos du rede. 

As quantidades h > O e T > O são o tamanho da !l.e.dr:L nas 
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direções x e t respectivamente. 

e 3D hT 

Denotaremos por 

a rede constituída dos pontos da fronteira de 

Uma função cujo domínio é uma rede é chamada t)unção Jtede. 

o conjunto das funções rede (y)h-r definidas em Dht sera de 

notado por <PhT . 

Toda função ll E cfJ pode ser considerada urna função rede 

(V)ht do seguinte modo: o valor de e igual 

a 1l(Xh,t
1

). Esta correspondência e um operador linear do espaço 1l 

em ~hT , chamado operador phaje.ç.ão. 

Se A é um operador linear definido em IP então a função 

f= A-p , 11 E 1> pode ser projetada na rede fazendo-se (f)hT = (AV)ht' 

A correspondência {Al-l)hT é novamente um operador li-

near definido nas funções rede { 11) hT , chamado a p!to j e,ç.ão de A na 

rede e denotaremos por (A)hT' 

Proj~ções deste tipo levam a aproximação tipo diferenças 

nitas de equações. 

1. 2. ESTABILIDADE E CONVERGllNCIA 

Supondo que o problema (1.1) já esteja discretizado com rela-

çao as variáveis espaciais incluindo as condições de fronteira, 
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teremos o seguinte sistema de equaçoes ordináriàs 

(l. 2) 

11 :::;; g para t = o 

onde A, p e f aproximam A, U e F respectivamente com f e u 

suaves no tempo. 

Para discretizar (1.2) com relação ao tempo propomos os se-

guintes esquemas simples: 

ESQUEHA EXPLÍCITO DE 1 il_ ORDEH 

~J+l - ~J 
Ap ,J fJ + = 

T 

o 
~ = g 

(l. 3) 

T = tJ+l - tJ 

fJ = f (tJ). 
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ESQUEYJ\ IMPL1CITO DE l~ ORDEM 

J+l J 
J+l é p - p 

+ Ap ~ 

T 

o 
( l. 4) v ~ g 

fJ ~ f (tJ+l) 

ESQUEMA IMPLÍCITO DE 2~ ORDEM (Crank-Nicholson): 

J+l J v - v 
T 

+ 
J+l J 

1\(l..l +l 
2 

o v ~ g ( l. 5) 

Estes esquemas podem ser unificados pela seguinte notação: 

( l. 6) 

vo ~ g 

onde T ~ I - TA e s ~ T para ( l. 3) 

T ~ (I +TA)-l e s ~ T para ( l. 4) 

T (I +l A) -l (I T 
A) s (I +l A) -l (1.5). ~ e ~ para 

2 2 2 

Além disso, em alguns ca.sos é mais conveniente escrevormos 

tais esquemas como um sistema de eqt<açÕes da forma 
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LhTP ln fhT 
~ em 

hT hT hT 
a p - g em 

onde aproxima 

teira no irtervalo 

e fhT 

O < t < T com 

ghT EGhT E F 
hc' 

clidianos. 

1.2. ESTABIUDADE E CONVERGllNCIA 

DhT 

(1. 7) 

ao h, 

aproxima as condiçÕes de fron-

D = D X D 
hT h T 

e 

sendo e espaços eu-

Dizemos que (1.7} é uma apJr.oximaç.ão de. o!Lde.m 11- no espaço 

e p no tempo de (1.2) se existem constantes h, T, M
1

,M2 ,N
1

,N
2

, que 

dependem de~~ tais que para h < h e T < T temos 

11 (Lp) hT -Lh1 ( ) 11 < M hn + N ,P 
p hT 

FhT 
1 1 

( 1. 8) 

11 (ap)hT 
hT 

< M2hn N ,P - a (p)hTII + 
GhT 

2 

onde ( •) hT representa a projeção de u no espaço 0
hc 

. 

Os conceitos de Convergência e Estabilidade para Algorít-

mos Lineares estão estri tathente relacionados. Embora existam várias 

definições de estabilidade, apresentaremos a mais geral e usual na 

literatura. 

Dizemos que o esquema (1. 7) e e..õ.tâve.f. se para qualquer h 

e J < T/ 
T 

temos 
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( 1. 9) 

Se considerarmos as aproximações na forma (1.6) temos 

" sao constantes uniformemente limitados em O < t < T 

e independem de T, h, g e f. 

Esta definição de estabilidade relaciona-se com a noçao de 

problema BEM-POSTO, isto é, dizemos que estabilidade no sentido (1.9) 

implicará na dependência contínua da solução com os dados do proble-

ma. 

Por outro lado, para construirmos esquemas de aproximação 

estáveis, consideramos usualmente como relacionam-se T e h de mo-

do que tenhamos estabilidade. Se wna certa dependência entre T e h 

é necessária para garantir a estabilidade o esquema é dito cond/,c.io-

na.tme.n.te. e.htâve..t, caso contrário dizemos que é abJ.Jof.u;tame.n.te. e..t.táve.L. 

Para analisar a estabilidade do esquema (1.3) resolveremos 

recursivamente (1.6} e depois estimamos a norma obtendo 

Se 

11/'11 < IITIIJ llgll + , 

i maxll f 11 , 
J 

a relação acima torna-se 

J J l -IITIIJ h llv'll < 111'11 11911 +" •--'=-llf '11 
1 -IITII 

i 
! 

I 
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Assumindo que !l'rll < 1 teremos a estabilidade do esquema. 

Claramente 1 esta condição é apenas .6u6ic.ie.n.te.. 

Procedendo de modo similar para os esquemas (1.4} e (1.5) 

teremos 

llv3 11 < I!TI! 3 llg li+ l -hiiJ T li SI! llfh'll 
l - 11 ~'11 

E nao é difícil mostrar que os esquemas sao absolutamente 

estáveis para A simétrico, auto-adjunto e positivo com 

J 
llll 11 = ( l: 

k,~ 

TEOREMA DA CONVERGÊNCIA 

Supondo que; 

J 2 
lvHI 

(a) O esquema (1.7) aproxima o problema (1.1) com ordem n no espa-

co e p no tempo à solução U; 

(b) Os operadores Lht e sao lineares; 

(c) O esquema (1.7) é estável no sentido (1.9). 

Então, a solução do problema de diferença 

a solução U do problema original, isto é, 

Lim 
hT -+0 

com a seguinte estimativa da razao de convergência 

converge 
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11 (U) ht - ~h til 

e definidas em {1.8). 

1.3. ~TODOS SPLITTING-UP 

Consideremos o problema ( 1.1} onde A = A
1 

+ A
2 

com A
1 

e A
2 

semidefinidos positivos, assumindo (sempre que necessário) que 

o mesmo já esteja discretizado e portanto A 1 A1 e A
2 

sao matrizes. 

Inicialmente, analisaremos o caso que o operador A não de 

pende do tempo e os operadores A1 e A
2 

comutam, 

= A2Al • 

Por simplicidade, denotaremos 

Bl (I + T 
Al) Dl = (I +1.A) = 

2 2 2 

B2 = (I - T 
Al) D2 = (I - t 

A2) 2 2 

(1.10) 

Para o caso homogêneo de (1.1) consideremos o seguinte es-

quema de aproximação 

BlDl( 
~ 
J+l 

T 

J - ~ ) + A~J = o 

(l.ll) 

o 
~ = g 
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Para A = A o esquema é chamado Método E.õtabJ.Li..zaç.Zío e 

-1 -1 
A = B

1
D

1
AD

1 
B

1 
o esquema é chamado Pne.dLtofL-CoJtfLe.-tn!t . 

Através de manipulação simples podemos escrever (1.11) na 

forma 

(L 12) 

Para o Método Estabil-ízação temos 

No Preditor-Corretor 

, mas pela comutatividade de e 

Desse modo, para os dois métodos podemos escrever (1.12} co 

mo 

(1.13) 

e . Aplicando tais relações em (1.131 

temos 
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J+l 
~ 

(1.14) 

Isto significa que para o caso homogêneo de (1.1) onde A 

independe do tempo e e comutam os métodos Estabilização e 

Preditor-corretor são mutuamente equivalentes. 

Observemos que para analisar a estabilidade do esquema 

(1.14) seguindo a definição dada na secção anterior, basta estimarmos 

a norma do operador T. Para realizarmos esta estimativa precis_amos 

dos seguintes resultados ([11] pp. 12-13): 

Para qualquer matriz A semidefinida positiva e qualquer 

parâmetro a > O temos 

(i I 11 (I + o A) -
1

11 < l 

(ii) Lema de Kellog' 11 (I - oA) (I + oA) -lll < l . 

Claramente, para as matrizes em (2.1) temos 

Agora, estimando (1.14) obtemos 
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(l.l5) 

onde li Til 

Mas, BlB2 = B2Bl DlD2 D2Dl implica 
-1 B B-l e = o que Bl B2 = e 

2 

-l -1 
Observemos relações necessitamos Dl D2 - D2Dl . que para estas na o 

da condição de com"lltatividade de A
1 

e A
2 

. 

Deste modo, podemos escrever !ITI! como 

li Til 

Finalmente 1 aplicando o Lema de Kellog obtemos 

IITII < l 

Para ver:i.ficarmos a ordem de aproximação escrevemos os es-

quemas da seguinte forma: 

J+l J 
ESTABILIZAÇÃO: (I 

J 
-\1 

T 
) + A(v +~ J = o 

2 

PREDITOR-CORRETOH: 
2 

(I +'--
4 

J-l·l J 
Al A2) (-"V __ T_--"V'-) o . 

Desde que a solução seja bastante suave, podemos observar 

que a ordem de aproximação do Método Estabilização coincide com a or 

dem do Esquema Crank-Nicholson. 

Para o Hétodo Predi ter-Corretor 1 expandindo A em potências 
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T li A 11 < 1 , a ~ 1, 2 
2 a obtemos facilmente 

2 
A ~A +0(-r ) e a ordem de aproximação e a mesma do Estabilização. 

No caso em que os operadores A
1 

e A
2 

nao comutam, tsto 

é, A
1

A
2 

7- A
2

A
1 

teremos um pouco mais de trabalho para analisar a es 

tabilidade dos esquemas, pois os operadores 'r serão totalmente di-

ferentes. 

Neste caso, para o Método Estabilização a relação (1.12) 

deve ser escrita na forma 

( 1. 16) 

Se considerarmos a seguinte mudança de variável 

teremos por ( l. 16) 

(1.17) 

implica -1 -1 
Mas r D1D2 = D2D1 que D1 D2 = D2D1 Portanto, 

( 2. 8) torna-se 

WJ = T WJ 

onde 
-1 -1 

T = B1 B2D1 D2 

que é análoga a equaçao (1.14),. portanto sabemos que !! Tl! < 1 e con-

sequem temente 

( 1.18) 
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Retornando a variável original,(l.l7) torna-se 

I 1.19 J 

Se in·troduzirmos a seguinte norma (c
2 

depende de p) 

~ 11 pile 
2 

(1.20) 

onde C ~ (I + ~ A*) (I + ~ A ) 
a 2 a 2 a ' a= 1,2 . 

a relaçã.o (1.19) torna-se 1 obtendo-se deste modo 

estabilidade absoluta para o Método Estabilização na norma !1·11 C 
2 

Para o Método Preditor-Corretor temos que (1.12) e 

(1.21) 

Agora, consideremos a seguinte mudança de variável 

(2.12) torna-se 

Isto é, o esqucrnct Estabilização para variável WJ 
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Deste modo, sabemos que e retornando 

á variável original 

ou (1. 22) 

Se introduzirmos a seguinte métrica {C-l depende de ~) 
l 

(1.23) 

onde 

a relação (1.22) torna-se 
J 

< 11 ~ li -1 
cl 

e temos estabilida-

de absoluta do Método Preditor-Corretor na métrica (1.23). 

O Método Estabilização pode ser convenientemente implemen-

tado através das seguintes equações: 

J 
A~ 

(I+ TA )sJ+l/2 ~ 
2 l 

J+l J CJ+l 
11 = 11 + 'l:s 

J 
- F 
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onde e sao apenas variáveis auxiliares. 

Por exemplo, consideremos a equaçao linear de difusão 

' 

com a seguinte aproximação de elementos finitos 

llh (x,y,t) = 
Nx 
E 

i=l 

Ny 
); 

J=l 

A aproximação de Galerkin do problema variacional para es

ta equação de difusão satisfaz 

f (~h) ~ (x)~ (y)dxdy + 
n t m n J 

[V~h·V(~ (x)<;? (y))]dxdy 
n m n 

o 

para m = 1,2, ... ,Mx n = 1, 2, ... , Ny 

Procedendo de mod~ usual (não detalharemos) obtém-se 

o 
:i, I j 

onde 

Mx = f <P. (x) <P (x) dx . My = J ~J(y)<Pn(y)dy ' l!U l m Jll 
Q Q 
.X y 

X f (<Pi)x (<;?m)x dx Ky = f (<PJ)y (<Pn)ydy Kim = 
) Jn 

nx il 
y 
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Aplicando o Método Estabilização teremos 

E (I 
i,J 

r (I 
i,J 

E 
í,J 

1'· 
+ -

2 

T +-
2 

(Kx. My 
un Jn +Mim 

y ) K 
KJn iliJ 

Kx My )I;K+l/2 K = FiJ liD Jm iJ 

Mx 
liD 

Ky )I;K+l 
Jn lJ 

cK+1 
1: siJ 

!;K+l/2 = iJ 

Por out.ro lado, se discretizarmos 6 por diferenças fini-

tas centrais teremos o seguinte esquema de estabilização: 

+ J 
~ki( -1 

o Método Pl~edi tor-Corrector possui o seguinte esquenta: 
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~J+l/4 - J J+l/4 
~~~,-~~- + A 1 ~ = O 

T 2 

,J+ l/2 J+ 1/4 
~ - ~ 

T/2 
+ A J+l/2 = O 

2 11 

J+l J 
ll __ ::_]l_ + AvJ+l/2 = o 

T 

A característica fundamental deste método é resolver o prg 

blema (1.1) em cada subintervalo tJ ~ t..::, tJ+l usando um esquema 

de aproximação de l~ ordem (preditor) com "alto grauu de estabilida-

de que perm.ite encontrar um solução aproximada em tJ+l/2 e depois 

a 
usando um esquema de 2- ordem (corretor) 

utiliza a solução "orosseira" em t , J+l/2 

Agora, para o caso não-homogêneo de (1.1) consideramos o 

seguinte esquema 

(1.24) 

onde 

s
1 

= I para o Método Estabilização, 

para o Método Preditor-corretor 

Novament.e, através de manipulação simples teremos (1. 24) na 

forma 

{ l. 25) 

No caso em que os operadores A
1 

e A
2
_ comutam sabemos que 



onde 

como já temos 
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J+l 
p 

Hrrll < l , basta estimar a norma de s 
2 

pa-

ra analisarmos a estabilidade. De fato, obtemos facilmente a estabi-

lidade aplicando os resultados (i) e (ij_} • 

(1.26) 

mas 

para Estabilização 

para Preditor-Corretor. 

Portant.o, (1. 26) torna-se 

J J llpii+TIIfll. 

Resolvendo recursivamente a relação anterior, obtemos a se 

guJnte estimativa 

onde 11 fll J 
~ MAX 11 f 11. 

J 

Para o caso em que os operadores A
1 

e A
2 

nao comutam, o 
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procedimento é similar ao do caso homogêneo. 

Ao consi&:rarrros o Métcx:1o Estabilização faremos a mudança (1.18) 

e a equação (1.25) torna-se 

(1. 27) 

onde 

Além disso, podemos escrever 

( 1. 23) 

Estimando (1.27), usando (1.28} e aplicando o resultado (i) 

obtemos 

(1.29) 

Agora, retornando à variável original (2.20} torna-se 

+ T 

Resolvendo recursivamente a relação anterior temos a se-

guinte estimativa 

onde = MAX 
J 

+ Jt 11 file 
2 
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Para o Método Preditor-Corretor a mudança de variável e 

totalmente diferente do caso homogêneo. 

Primeiro, escrevemos e esquema do seguinte modo: 

J+l J 
~ - v (1. 30) 

T 

Faz.endo a seguinte mudança de variável 

o esquema (1.30) torna-se 

( l. 31) 

Resolvendo (1. 31) para WJ+l tem-se 

Além disso 1 podemos escrever 

[I -

Então, 

( l. 32) 

onde 

Recordando que !!Til < l, por (1.32) obtemos 
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-Retornando a variável original 

111/+1 + T 
2 + T 

J+1 J 
llf +f 11 

2 -1 
c1 

Resolvendo recursivamente a relação anterior temos 

+ T 

onde 11 fll _
1 

= MAX 

c1 J 

Portanto 1 se a solução U e a função f sao suficiente -

mente suaves os métodos Estabilização e Preditor-Corretor são absolu 

tamente estáveis e aproximam o problema ( 1.1) com 2~ ordem em 1: • 

Analogamente, estes métodos para o caso não-homogêneo po-

dem ser formulados da seguinte forma: 

ESTABILIZAÇÃO' 

(I + I. 
2 

{I + l 
2 

J+1 
]l 

A ) J+1/2 
1 ~ 

J 
= - F 

A ) J+1 
2 ~ 

J+l/2 
= é.: 
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PREDITOR-CORRETOR: 

J+l/4 
~ -

T/2 A J+l/4 
+ ljl = 

J+l/2 J+l/4 
~ - ~ 

T/2 

Agora, descreveremos o Método Splitting-Up componente por 

componente para o qual o operador A depende do tempo. Em geral 1 a 

análise da:estabilidade quanto o operador do problema original depe~ 

·de do tempo torna-se consideravelmente mais difícil e a melhor ma-

neira de evitar tais dificuldades é construir esquemas absolutamente 

estáveis. 

Consideren1os o caso homogêneo de (1.1) e assumindo que as 

entradas de A
1 

(t) e A2 (t) seja"TT suficientemente suaves, fazemos a se 

guinte aproximação destes operadores em t < t < t J- - J+l 

a = 1,2 ( l. 33) 

,Neste caso, o esquema consistirá da seguinte sequência de 

esquemas r:rank - Nicholson 

J+l/2 J 
v -~ 

T 

( l. 34) 

J+l J+l/2 
ll .- ]J 

T 

J J+l + J+l/2 
+ A ("---o-"---) = O 2 2 
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Pela eliminação da variável auxiliar 

pode ser escrito como 

onde 

J+1 
~ 

J+1/2 
~ ' ( 1. 34) 

( 1. 35) 

Recordando que !ITJI! < 1 pelo Lema de Kellog e estimando 

(1. 35) teremos 

(1.36) 

Resolvendo recursivamente a relação anterior 

Para sabermos a ordem de aproximação do esquema, expandir~ 

mos 

mos 

TJ em potências de t e assumindo 

J 
= I -TA + 

Se os operadores 

2 
L 

2 

e 

~ li A~ll < 1 , a ~ 1, 2 tere-

(1.37) 

nao comutam, a relação (1.37) 

a 
mostra que a aproxiJnação será de 1- ordem em T. Caso contrário, po-

demos escrever (1. 37) como 

' • sera' de 2a d e a aproxlmaçao - or em em t . 
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a Para obtermos uma aproximação de 2- ordem no caso para o 

qual os operadores não comutam, devemos além de usar a aproximação 

(1.33) no intervalo tJ 2._ t ~ tJ+l' usar no intervalo t
3

_
1 

:::_ t :::_ tJ 

a seguinte aproximação 

(1.38) 

Neste caso, o esquema será 

J-1/2 J-1 
AJ( 

J-1/2 J-1 ll -p + ) ~ o 
T 1 2 

J J-l/2 
AJ( 

J ,T-l/2 
jJ + + ) ~ o 
T 2 2 

( 1. 39) 

1JJ+1/2 J J J+l/2 J 
- jJ + A ( 1l + jJ 

) ~ o 
T 2 2 

J+l J+l/2 J J+l J+l/2 
jJ - jJ 

+ A ( 1l + jJ ) 
~ o 

T 1 2 

Isto significa que o esquema (2.25) é primeiro resolvido 

em tJ-l < t < tJ para a = 1,2 e depois em tJ 2 t 2 tJ+l 

a= 2,1. 

para 

Eliminando as variáveis auxiliares, o esquema (1.39) pode 

ser escrito por 

J+l J J-1 
1l ~ T 1l (1.40) 

onde 



Além disso, 
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J 
I-2T(A)+ (l. 41) 

Se compararmos o operador 
J T em {1.41) com o operador 

do seguinte esquema crank-Nicholson no intervalo t < t < t 
J-1 - - J+l 

J+1 J-1 - ~ 

2T 
J J+l + 

+ A ( ~ 2 
J-1 

~ ) = o 

Observaremos que estes operadores coincidem com 

da O(T 2 ) sem a restrição de comutatividade. 

precisão 

Além disso, a estimativa (1.36) vale para cada ciclo de 

(1.39), provando a estabilidade deste esquema. 

Para o caso nãq-homogêneo de (1.1) consideraremos o seguig 

t_e esquema em t <t<t· 
J-1 - - J+l 

(I + :I AJ) J-1/2 
2 1 ~ 

= (I -

(I + T ,, ) ( J - 'fJ) A2 ~ = 
2 

(I + :I AJl J+l/ 2 
(I -= 

2 2 ~ 

(I + :I J J+1 
(I - T 

2 A1) l' = 
2 

onde AJ=A(t) 
" " J 

e 

T A~)~J-1 
2 

(I - :I AJ) J-1/2 
2 2 ~ 

T A~) (~J + -rfJ) 
2 

AJl J+l/Z 
1 )t 

Resolvendo para J+1 
ll 1 obtemos 

(1.42) . 
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J+1 J J-1 J J J 
~ = T ~ + 2 TT

1
T

2
f 

onde TJ J J J J TJ (BJ) -1 J = T1T2T2Tl e = 
l l B2 

TJ = (Di)-lD~ 
2 

Para obtermos a ordem de aproximação expandimos 

em potências de T transformando (1.43) em 

J+1 J 
~ =[I-2TA + J J 3 + 2T(l -TA )f + O(T ) 

(1. 43) 

e 

(1. 44) 

Agora, expandindo ilJ em série de Taylor em torno de :tJ-l 

teremos 

Mas, 

J-1 = ~ + T(;~)J-1 2 + 0 (T ) 

J J-1 J - - A ~ + f + O(T) então 

J J-1 J 2 
= (I -TA)~ + d + O(T ) 

Usando esta relação em (1.44) obtemos 

(1.45) 

(1. 45) torna-se 

(1.46) 

(1.47) 
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ClaralUente, (1.47) é uma aproximação de 2~ ordem em no 

intervalo tJ-l ~ t ~ tJ+l · 

Para analisar a estabilidade do esquema, estimamos ( 1. 43) 

e lembrando que llTJ li < 1 teremos 
a 

Agora, usando a relação recursiva (1.46) teremos 

onde 11 fll ~ MAX 11 fJII • 
J 

Em resumo, se as matrizes semipositivas definidas A
1 

(t) e 

A
2

(t) e U são bastante suaves então o Método Splitting-Up compone~ 

te por componente em tJ-l < t :5._ tJ+l é absolutamente estável e apr.s: 
a xima (1.1) com 2- ordem em 'T. 

1.4 - EQUAÇÕES DO TIPO HIPERBÓLICO 

,Consideremos o seguinte problema hiperbólico 

a2u + AU = F em D xDt 
~ 

u = p (1.48) 

em D püra t = o 
3U 

= q 3t 
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onde A é um operador positivo definido independente do tempo e p,q 

possuem propriedades que garantem a suavidade da solução. 

Ao realizarmos a díscretização espacial de (1.48) obtemos o 

seguinte sistema de equações ordinárias 

+ A~ 

~o = P 

d o 
-~- =q 
dt 

( l. 49) 

onde A é o operador discreto no espaço, lJ e f aproximam U e F 

respectivamente. 

Em primeiro lugar, consideremos a seguinte aproximação de 

( l. 49) 

~-J_+_l_~2~~~J-2+~w_J_-_l 

T 

o 
)l ~ p 

J 
+ Aw 

2 
~1 ~ (I _l_ A) p + 

2 

(1.50) 

(l. 51) 

2 
Tq +~L 

2 
f o 

Não é difícil mostrar que (1~50) junto com (1.51} aproximam 

a . -(1.49) com 2- ordem de preclsao em T . 

Para analisar a estabilidade de (l.SO)usa-se o método es-

pectral fl1] obtendo que 
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T < 
2 

IIIAII 

Portanto, o esquema é condicionalmente estável. 

Por outro lado, se considerarmos o seguinte esquema implí-

J+l 2 J J-1 
p - p + v 

2 
T 

J+1 
+ A(v + 

2 

J 
v I 

com {1.51), teremos uma aproximação também de 2~ ordem em -r e um es-

quema absolutamente estável [ll] . 

No caso em que A = A
1 

+ A
2 

com A
1 

e A
2 

semipositivos d~ 

finidos se )JSannos um esquema similar ao Método Estabilização, isto é, 

ou 

J+l 
\1 

J-1 
+ p 

J + Ap 

(1.52) 

então, pelos resultados anterioresr (1.52) é uma aproximação de 2::: or-

dem em T. E pela análise de Fourier teremos estabilidade sempre que 

2 
T < ( l. 53) 

onde é o linli te superior do espectro de 

Supondo-se que todos os autovalores de 

ti vos,_ o problema de escolher 1: satisfazendo 

D-lB-lA sao posi-
1 1 

(1.53) reduz-se a 

• 
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calcular o maior autovalor do seguinte problema 

f.; evidente que a construção de esquemas absolut.amente está 

veis para equações do tipo hiperbólico exige um tratamento especial 

dos Métodos Splitting-Up descritos para o problema parabÓlico. 
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CAPÍTULO II 

APLICAÇÃO 

2. 1. DESCRIÇÃO DO PROBLEMA 

Os problemas de nosso interesse tem a seguinte formulação: 

+ F ( 2. 1) 

v(x,y,O) ~ p(x,y) ( 2 • 2) 
(x,y) E D 

llt(x,y,o) = q(x,y) 

(x,y) E ao x ot ( 2 • 3) 

com (2 .1) definida em D x Dt , D c m? 2 2 e c = c {x,y) o quadrado 

da velocidade de propagação e as funções dadas p (x,y), 

g(x,y) são suficientemente suaves. 

Tentaremos resolver o problema dos seguintes modos: 

a a 
i) Reduziremos o problema de 2- ordem a um problema de 1- or-

em e aplicaremos os métodos Splitting-Up descritos no Cap!_ 

tulo I com diferenças finitas no espaço. 
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ii) Usaremos o esquema de Crank-Nilcholson no tempo e o Méto-

do Elementos Finitos no espaço. 

2.2. REDUÇÃO A UM PROBLEMA DE 1~ ORDEM 

Para ilustrar o procedimento tomaremos 
2 2 

c = c (x,y) constan-

te. 

Se considerarmos as Seguintes funções auxiliares 

aw 
ãt 

c~ ay 

podemos escJ~ever a eguaçao da onda em (2.1) como o seguinte sistema 

de equações: 

aw _ c a~ ~ 0 ãt ax 

a v 
dt 

- c 

- c 

dll = o 
ay 

aw - c ax 

em 

a v 
3y 

onde H(x,y,t) ~ J: F(x,y,t)dt. 

( 2. 4) 

~ H 
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Além disso, se considerarmos os seguintes dados iniciais 

o 
W (x,y) 

o 
V (x,y) e ~ ~ p(x,y) em t ~ o (2.5) 

temos que w0 
e v

0 
devem satisfazer condiçÕes de suavidade e a re 

lação 

A 

o 
c (311 + 

3x 
o + H (x,y) = g(x,y) 

Introduzindo a seguinte notação matricial 

~ 

o 

o 

3 
C ÔX 

o 

o 

c2 
ôy 

' 

3 c 3x 

3 c- \1 ~ 

3y 

o 

w 

v 

podemos o.SCJ:-ever as equaçoes ( 2. 4) e (2. 5) do seguinte modo: 

3~ 
~ 

ôt A~ + G em D X Dt 

o 
D t o ~ ~ ~ em para ~ 

( 2. 6) 

( 2. 7) 
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o o 
tem componentes W , V 

e H(x,y 1 t). 

e e G tem componentes, O, O, 

Para formulação do Nétodo Splitting-Up de (2. 7) introduzi-

mos as seguintes matrizes 

o 

o 

3 cax 

o 

o 

o 

3 
c 3x 

o 

o 

Marchuk [111 mostra que 

o o 

o o 

o 

' 

o 

3 c 
3y 

o 

(A 2 ~,~) =O. Além disso, mostra também a unicidade de (2.7). 

e 

Portanto, podemos discretizar (2.7} em tJ .2 t :5_ tJ+l usando 

o Método Preditor-Corretor, isto é, 

~J+l/2 - ~J+l/4 

T/2 

~J+l - ~J 

T 

+ A J+l/2 O 
2~ ~ ( 2. 8) 
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Na forma escalar (2. 8} escreve-se 

J+l/4 
~ -

T/2 

d J+l/4 
= c:: _1!. 

3x 

= o 

WJ+l/2 _ WJ+l/4 

T/2 = o 

VJ+l/2 - VJ+l/4 
T/2 

= c d~J+l/2 
3y 

J+l/2 J+l/4 
~ - ~ 

3VJ+l/2 

T/2 

J+l J 
~ - ~ 

T 

= c--
3Y 

3 J+l/2 
= c .......u_ 

8x 

awJ+l/2 
= crx- + 

(2.9) 

(2.10) 

(2.11) 
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Usando o fato de e WJ+l/Z = VJ+l/ 4 em (3.13) 

e (2.10) respectivamente, os esquemas podem ser simplificados e tere 

mos o seguinte esquema para o problema (2. 7) 

As 

- c 
avJ+l/4 = 

êlx · 0 

VJ+l/4 - VJ c 3WJ+l/2 = HJ 
T/2 - 3x 

vJ+l/2 _ 

T/2 

J+l/2 J+l/4 

d]JJ+l/2 = o 
ay 

1-l - ~1 
~--~'-'~-----c T/2 

avJ+l/2 = o 
3y 

T 

T 

- c 

bcJ+l/2 = o 
3y 

J+l J awJ+l/2 avJ+l/2 
1J - v - c - c = 

T 3x 3y 

aproximações com relação a X e y ser ao 

modo a obtermos esquemas absolutamente estáveis e 

dem para W V e fJ. Além disso, que preservem 

HJ 

escolhidas de 

de segunda o r-

as condições 

(A
1
Pd!} = O e (A

2
]-l,p) = O para as representações discretas de A

1 



e A2 . Assim, 

J+l/4 J 
~k~ - ~H 

T/2 
c 

h 
X 

c 
-h 

y 
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( 
J+l/4 

~k~ 

(WJ+l/2 
k+H 

J+l/4) 
~k-H = O 

J+l/2) = o 
~k~-1 

J+l/2 J+l/4 
pk - jJk 

T/2 

T 

c 
- hy 

(VJ+l/2 
kHl 

( J+l/2 
~H 

J+l/2) = o 
~k-H 

J+l/2) 
~U-1 = O 

Agora, vamos eliminar wJ+l/ 2 e 

(2.13b) utilizando as equações (2.12a) e (2.13b) . 

(2.12a) 

(2.12b) 

(2.13a) 

(2.13b) 

(2.14) 

de (2.12b) e 



remos 

onde 

onde SJ 
u 
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Por (2.12a) e (2.13a) teremos 

. J+l/2) 
~k~-1 

(2.15a) 

(2.15b) 

Substituindo (2.l5a) em (2.l2b) e (2.l5b) em (2.13b) obte-

2 2 
C T 

4h2 
y 

~ 
TC 

2h 
y 

(-

J+l/4 
~k+H 

J+l/2 + 
~H+1 

(V~~+l 
J 

VH) 

2 J+l/2 
~u 

+ ~J+l/4 

J+l/4) 
~k-H 

J+l/2) 
~kt-1 

+,J+l/4 ~ 
~u 

+ J+1/2 
~H 

J 
~ SH 

Deste modo, obtemos o seguinte algoritmo para solução nu-

mérica dP ( 2. 7}: 

( 1) Calcular wo e v o que satisfaçam 

wo o o o 

c ( k+H - wki VU+l - vu o 
q(xk,yt) + ) + Hkt ~ 

h h 
X y 



(2) Calcular e 

(3) Resolver o sistema· 

2 2 
T C ( 

4h2 -
X 

(4) Calcular 

(5) Calcular 

J+l/4 
11 k+lt + 

l"--
2h 

X 

(6) Resolver o sistema 
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onde 

( J+l/4 
~k~ 

J+l/4) 
~k-H 

J+l/4) 
~k-H 

vkJ'l + ,J+l/4 
N "H 

J+l/2) 
yk2-l 

J+l/2 J 
+ ~k2 ~ 5 k~ 

( 7) calcular VJ+l/2 ~ TC (,J+l/2 
k2 2h "k~ 

y 

(8) Calcular com a ajuda de (4), (6) e (7) 

J+l/2) WJ 
~k-H + k~ 



- 42 -

VJ+l Te ( J+l/2 J+l/2) J 
= ''u ~kt-1 + Vu H hy 

J+l Te IWJ+l/2 _ WJ+l/2) Te (VJ+l/2 -VJ+l/2) J J 

~k~ 
= +- +tHkt + 'f.ikJl. h ' k+H kt h kUl kt 

X y 

completando o ciclo. 

Finalmente, notemos que tal procedimento pode ser generali 

zado para equaçoes hiperbólicas mais complicadas com o mínimo de exi 

gência sobre Aa 1 a = 1,2. 

De modo análogo podemos obter os algoritmos para os outros 

esquemas splitt.ing-Up. Descreveremos apenas alguns destes algoritmos. 

ALGORITMO SPLIT1'ING-UP componente a componente aplicando-se o esque-

ma (l. 34)' 

(l) Calcular 

(2) Calcular 

e que satisfaçam 

h 
y 

(3) Resolver o sistema 

2 2 
T C 

4h 2 
X 

(- J+l/4 + 2 J+l/4 
~k+H ~kt 
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(4) Calcular J+l/2 2"kJ;l/4 J .vu = " " - vk~ 

(5) Calcular 

(6) Resolver o sistema 

2 2 
T C ( J+3/4 + 2 J+3/4 
4h2 - vk~+l vk~ 

y 

(7) Calcular 

"J+l = 2"Jk;3/4 
"U " " 

J+l/2 
vu 

ALGORÍ'l'!>'lO ES'rABILIZAÇÃO para o caso homogêneo: 

(l} Calcular w0 e V0 que satisfaçam 



(.2) Calcular 

~ 

2 
TC 

2h
2 
X 

J c 
fk' ~ 

" hx 

{3) Resolver o sistema 

{4) Calcular 

J+l ~ ·_:r_c:_( 0 J+l/2 
au 2h "d 

X 

( 5) Calcu1ar ~ 

2 
TC 
2h 

y 

(6) Resolve~ o sistema 
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2 2 
T C 

4h2 
y 

(- J+l zoJ+l - sJ+l ) J+l ~ 
8 k~+l + "kt kt-1 + 8kt 

(7) Calcular 
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(8) Calcular 

WJ+l J J+l 
~ 

wk~ + 'T ak2. kt 

VJ+l J eJ+l 
~ vkt + T H kt 

J+l J + SJ+l 
~H 

~ 

~kt T U 

a 

onde e 

2. 3. FORMULAÇÃO POR ELEI>UCNTOS FINITOS 

Consideremos um domínio D cujo interior possui propried_ê.. 

dades distinta.s em subregiões o 1 e o 2 separadas por uma interface 

plana r (Figura 1). Naturalmente, estas propriedades são caracteriza 

das por diferentes velocidades de propagaçao. Consideremos c 2 =c2 (x,y) 

constantes distintas em cada subregião. 

Além disso, podemos supor que a fonte F e uma função descon 

t.inua nos pontos da interface r . 

Em situações físicas desta natureza, supondo que a normal ex-

terior n1 para D1 como a negativa de n 2 para o 2 e recordando 

gue ~- = VP·n, o princípio da conservação estabelece que nos pontos Bn 
da interface r temos 

(2.16) 

• 
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é a normal exterior a D. 

c=c 
1 

r 

Figura 1 

Portanto, nosso pr~blema consiste em encontrar 

U(x,y,t) E D x (O,T 1 que satisfaz a equaçao (2.1) nos pontos inte-

riores de D com os seguintes dados: 

ii) As velocidades de propagação c= ck(x,y) em Dk' k = 1,2 

iii) A condição de contorno (2.3) em dDk x Dt 

iv) As condições iniciais~(2.2) em D 

v) A condição (2.16) na interface r. 

FOru1ULAÇÃO VARIACIONAL 

Seja 
1 

V = (v :v E H (D) v = o em 8DJ. 
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Multiplicando a equação (2.1) por v E V e ínt.egrado 

obtemos 

k 

2 
z 

k~l 

2 
E 

k=1 

2 
- c Ó)J)V dxdy = f f F vdxdy 

Dk 

Aplicando o teorema de Green em cada subregião 

~ 1,2 terernos 

fi 
32)1 

v- r v 3\l 2 

f f 
2 fJ Fvdxdy 

at2 1ifí dr +c VJ.i ·V v dxdy = E 
J 3D k=l 

Dk k Dk Dk 

Dk ' 

(2.17) 

Devemos ter um certo cuidado ao escrevermos as integrais 

por fronteira em (2.17). Devemos ter em mente os dominios onde as 

funções estão definidas. Para melhor compreensao, na figura 2 mo~tr~ 

mos D
1 

e D
2 

separadamente com a fronteira de cada subregião divi

dida em duas partes - as partes de dDk que não coincidem com a in 

ter face f denotamos por 8Dk - f , k = 1 1 2. 

c=c 
2 

ao -r 
2 

c=c 

r 

Figura 2 

1 

~ao -r 
1 
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Decompondo as integrais de fronteira em {2.17) teremos 

I a~ 
3D vãfj' 

k 
dr·= f ~~~vdr+ I -ªJ.!vdr+f 

ao -r ao -r an r 
1 2 

vdr + J 
r 

c'~ J an 2 

indica que está sendo avaliada na subregião k. 

vdr 

Pelo fato que a normal exterior n1 da subregião D1 ser 

a negativa de n 2 em cada ponto de r , podemos escrever as integrais 

em r como 

f 
'" (+) 

v (ar! 
r 

(-) 
+ ~ )dr an 

Esta integral anula-se devido a condição (2.16). 

Por outro lado, podemos combinar as integrais restantes nu 

ma Única sobre a fronteira 80, isto é, 

~vdr an 

e como estamos considerando v E V, esta integral também se anulará. 

Ass1.1ffiindo que iJ é suficientemente suave, podemos escrever 

(2.17) como 

ff 
D 

qvdxdy 
at 

Vw Vv dxdy ~ H Fvdxdy 

D 

(2.18) 

Portanto, nosso problema variacional consiste em encontrar 

p{x,y,t) tal que para todo t, tE [O,T] w{x,y,t) E I-J 1 (D) satisfaça 
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(2.18) para v E V e 

~ (x,y, 0) ~ p (x,y) 

em (x,y) E D 

p(x,y,t) ~ g(x,y) 

APROXIMAÇÃO) DE GALERKIN: 

M 
Consideremos uma base {tpi}i=l que define um subespaço rn-

dimensional Hh de H
1

(D). 

Buscaremos uma solUção aproximada 11 11 E Hh 

forma 

M 
E 

i=l 
a. (t)'. (x,y) 

l l 

1 < i < M. 

da seguinte 

,Fazendo tais escolhas, o problema aproximado consiste no 

seguinte sistema semi-discreto: 

2 

fi :3ll_ v h dxdy + c
2 fJ Vph•Vvh dxdy ~ JI P vh dxdy 

D D D 
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APROXIMAÇÃO ELEMENTOS FINITOS 

Substituiremos o domínio D pelo domínio Dh que consis 

te de uma coleção de E elementos finitos e N pontos nodais e de-

finimos as funções 'P i I 
1 < i < M como polinômios de Lagrangre li-

neares por partes nas direções x e y. 

Visto que as funções cpi serao continuas apenas em cada 

elemento finito, sempre escolheremos a localização dos nos e as 

fronteiras dos elementos de modo que coincidam com a interface r na 

qual ocorre a descontinuidade de c. 

Tomando ~h como a seguinte interpolação de U 

M 
E ~i (t)•i (x,y) 

i=l 

onde Jli é o valor de J..l no nó (xJ,yJ) no tempo t, o sistema ante-

rior torna-se 
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dxdy + c
2 ff 

Dh 

(~. (t) 
l 

= J J F <P i dxdy 

Dh 

Portanto, procuramos uma função ~h E Hh na forma 

1Jh(x,y,t) = 

M 

l: 
i=l 

~. (t)~. (x,y) 
l l 

tal que {2.19) valha para toda V~ V e !li= g(x,y} em dDh 

~·I ~ p(x,y) 
1 t=O 

(2.19) 

I ~ g(x,y) • 
t~o 

onde 

Em forma matricial,{2.19) pode ser escrita como 

IK ~ 

+ IK ~ ~ IF (t) 

IM = J J 'P i <P J dxdy 
D ' 

h 

+ )dxdy 

(2.20) 



' 
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IF (t) ~ JJ F(x,y,t) •i dxdy 

Dh 

(i,J) = 1,2,3, ... ,M 

DISCRETIZAÇÃO NO TEMPO 

Particionaremos o intervalo temporal O < t < T em m in 

tervalos de comprimento T = T/m e usaremos para discretizar o pro-

blema (2.20) o esquema de Crank-Nicholson, portanto teremos 

ou 

k+l _ 2,k + ,k-1 
JM (--"\l~~~oo_e~_:_--'e'--) + 

T2 

onde tk = kT • 

APROXIHAÇÃO DAS CONDIÇÕES INICIAIS: 

k-1 
v 

Para obtermos ~l expandiremos a solução ~(x,y,t) em se-

rie de Taylor em torno de t = O, assim 
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1. d!J 
~ = ~(Q) + T dt 

t=O t=O 

Usando a eguaçao (2.20) e as condições iniciais teremos 

l 
~ = p + Tq + (2. 21) 

Deste modo 1 para obtermos "fll com 2~ ordem em L devemos 

resolver o sistema (2.21). 

g bem conhecido da literatura que a solução do problema va 

riacional existe, é unica e tem dependência contínua com os dados do 

problema e que a solução aproximada vh converge para a solução des 

te problema. Cita mos [13], [151 e 0.8] corno referências básicas para 

tal procedimento. 

Além disso, citamos [11 e [71 que obtém estimativas a prio 

ri do erro. 
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CAPÍTULO III 

IMPLEMENTAÇÃO E RESULTADOS 

Por simplicidade, suponhamos que (2.1) esteja definida em 

D =- I O ,1] x· [ O, 11 como mostra a Figura 3. 

(O, l) (l ,l) 

(0, O) (l' 0) 

(Figura 3 ) 

3·.1. ESTRUTURA DO PROGRAMA PARA OS MÉTODOS SPLIT'l'ING-UP 

Os métodos Splitting-Up implementados foram o Preditor -

Corretor e Splitting-Up componente a componente. A estrutura dos pr~ 

gramas para estes métodos é extremamente simples 

são os algoritmos apresentados no Capítulo II. 

cuja orientação 

Destacamos o fato de considerarmos a estrutura das matri 

zes (tridi.agonais) na implementação, o que acarretou economia de 
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memória e tempo de processamento. Além disso, devido o operador do 

problema original ser definido positivo e simétrico, optamos pelo Mé 

todo de Cholesky para solução dos sistemas, tornando o programa bas

tante eficiente. 

IWl3 

MP OIN 

NXNODE 

NYNODE 

MAUX 

NAUX 

A(NPOIN,IWB) 

XCOORD(NXNODE) 

YCOORD(NYNODE) 

APROX(NAUX,2) 

W(MAUX,2) 

V(MAUX,2) 

Relação das Variáveis e Dimensões 

banda da matriz dos sistemas 

número de pontos em cada direção com exceçâo<bs po!! 

tos de fronteira 

número de pontos na direção X 

número de pontos na direção Y 

(MPOIN + l) * (MPOIN) 

(MPOIN) * (NYMODE) 

matriz dos sistemas 

matriz das coordenadas cartesianas na direção X 

matriz das coordenadas cartesianas na direção Y 

matriz solução 

matriz da função auxiliar W 

matriz da'função auxiliar V. 

Descrição das Subrotinas 

Subrotina EN'l'RADA: Constrói as matrizes XCOORD (NXNODE) e 

YCOORD (NYNODE) 
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Subrotina Process: Processa os algoritmos descritos no Capitulo II 

Subrotina Cholesky: Decompõe a matriz A{MPOIN, IWB) 

Subrotina Solve: Resolve os sistemas. 

3.2. ESTRUTURA DO PROGRAMA ELEMENTOS FINITOS 

A estrutura do programa Elementos Finitos tem maior grau 

de complexidade. Para melhor compreensão do programa discutiremos s~ 

cintamente alguns aspectos que operacionalizam o cálculo das matri -

zes de rigidez e massa e do vetor carga. Em seguida, descreveremos 

os aspectos computacionais propriamente ditos. 

CÁLCULO ELEMENTO FINITO 

Elemento Padrão. 

Usamos um quadrado de vértices (-1,-1), (-1,1), (1,1) e 
A 

(1,-1) (Figura 4) e definimos a transformação Te: D ---+ Dh por 

A 

T e D ~oh 

N 
(~,nl ~x ~ x(<;,nl = ;; xJopJ{í;,n) 

J=l 

N 
y ~ y(S,nl = r. YJ~ J (S,nl 

J=l 
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r ("k' yk) 

(-1,1) (1,1) Te 

~ 

~ 
(x~,y~) 

Dh 
Te 

' ç 
D (xJ,yJ) 

(-1,-1) (1,-1) 

(Figura 4) 

A matriz jacobiana desta transformação e dada por 

FUNÇÕES DE FORMAS E SUAS DERIVADAS 

En~1meração do Elemento Padrão 

Como estamos considerando Dh qu.adrudos (ele.nento..s não curvos) 

usamos uma transformação isopararrétrica e a seguinte enumeração para o ele-

mento padrão (enumeração local): 
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(1) ( 4) 

' D 

(2) (3) 

As funções de forma são as seguintes funções de Lagrange 

lineares por partes: 

' 1 (l '1 (l;.nl ~ - I;) ( l + nl 4 

;z(Ç,nl ~ 1 (l - i;) ( l - nl 4 

; 3 (Cnl ~ l(l 
4 + o (l - nl 

;;4(i;.nl - l (l + i;) ( l + nl 4 

cujas· as deLivadas sao: 

' ' a, l l (l + nl 
a, 3 l (l nl ai; -- 4 a~,; 

~ 

4 -

' A 

a, z l nl 
a, 4 l (l nl -ar ~ --(1 - . -ar ~ 4 + 4 ' 

A ' a, l l( l i;) 
a, 3 l 

(l Ç) an -- - -=-- + 4 an 4 
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- o (1 + Ç) 

MATRIZ DE RIGIDEZ 

d<P ' 
l 

ax "'. + __ l 
ay 

A 

as funções de base <Pi(x,y) sao definidas em D por 

<f i (x,y) 

Aplicando a regra da cadeia temos 

onde 

-1 
J 

-1 
J é a jacobiana inversa. 

ASPECTOS.COMPUTACIONAIS 

Dados de Controle 

NELEN número de elementos no dominio 

NXELEN número de elementos na direção X 

NYELEN número de elementos na direção y 
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NTIME número de divisões no tempo 

NGAUS numero de r:ontos da regra de integração 

NXNODE numero de pon·tos na direção lt 

NYNODE número de pontos na direção y 

NTOTAL numero total de pont.os no domlnio 

NPOIN - de numero pontos internos no domínio 

IWB banda das matrizes globais 

NNODE número de pontos no elemento padrão 

NDIME dimensão do domínio. 

COORDENADAS CARTESIANAS DO DOMÍNIO 

As coordenadas cartesianas do domínio sao armazenadas em 

COORD(NTOTAL 1 NDI~ffi) onde 

1 < i < NTOTAL 

-As coordenadas de cada elemento sao armazenadas em 

ELCOD(NDIME, NNODE) onde, 

ELCOD = l ::l 1 ' i < NNODE 

A matriz COORD é construída com o auxilio das matrizes 

XCOORD(NXNODE) e YCOORD(NYNODE) onde 

XCOORD(i): i-ésima coordenada cartesiana na direção X 

YCOORD(i): i-ésima coordenada cartesiana na direção y, 
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JACOB!Il.NA, JACOBIANA INVERSA E DETER~HNANTE 
-l 

J em XJACI(2,2) Armazenamos J em XJACM(2,2), e 

det J em DJACB. 

FUNÇÕES DE .FORMAS E SUAS DERIVADAS 
-.As funções de forma são armazenadas em FORMA (NNODE) onde 

l < i < NNODE 

e suas derivadas em DERIV(NDIME 1 NNODE) onde 

DERIV ~ 1 < i < NNODE 

MATRIZ DE RIGIDEZ 
As derivadas cartesianas das funções em cada elemento 

sao armazenadas em CARTD(NDIME, NNODE) onde 

CARTD ~ 

portanto 

CARTD = XJACI * DERIV. 
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Construímos a matriz CATCA(NNODE 1 NNODE) para cadu ele-

mento onde 

CATCA = CARTDt * CARTD 

, Deste modo, cada entrada da matriz de rigidez IK no ele 

mente padrao é dada por 

CATCA(c,n)DJACB dcdn. 

6 

Para calcular estas integrais usamos quadratura gaussia-

na de ordem NGAUS por direção. 

Ent_ão 

2 NGAUS [ NGAUS 
= c 1: I 

m=l t=l 
. 2 J CATCA(i;m,nt)DJACB c W(t) W(rn) 

onde {Sm,nl) sao os pontos de Gauss com W(m) e W(~) os respectivos 

pesos. 

Os pontos de Gauss sao armazenados em POSGP(NGAUS) e os 

pesos em WEIGP(NGAUS). 

A matriz de rigidez por elemento é armazenada em 

KELEM (NNOlJE, NNODE) e a matriz de rigidez globa1 em KGLOB (NPOIN, HJB). 

MATRIZ DE MASSA 

Cada entrada da matriz de massa IM no elemento padrão 

e dada por 
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' D 

Armazenamos o produto das funções de forma em 

FPROD(NNODE, NNODE) onde 

Portanto, 

NGAUS 
E 

m=l [ 

NGAUS 
E 

~=1 

DJACB W (~)] W (m) 

Armazenamos a matriz de massa por elemento em 

MELEM(NNODE, NNODE) e a matriz de massa global em MGLOB(MPOIM, IWB). 

VETOR DE CARGA 

F(x 1 y,t) ~- (x,y)dxdy 
l 

Neste caso devemos avaliar o termo F(x,y,t) nas coordenadas (~,n) 

para cada elemento do seguinte modo: 

NNODE 
' !f = E X. 'i(i;,nl 

i=l l 

NNODE 
' n = E yi 'i(i;,n) 

i=l 



- 64 -

Portanto, cada entrada do vetor de carga no elemento padrão é 

por 

A 

f. -· 
~ 

NGAUS 
); 

m~l 

A 

F(~,n,t) 'i (é,n) DJACB dsdn 

5 

[

NGAUS 
r, 

~~1 

DJACB W (2)] W (m) • 

dada 

Armazenamos o vetor de carga por elemento em PELEM {:N"'NODE) 

e o vetor de carga global em FTIME(NPOIN) 

· ENUMERAÇÃO GLOBAL 

Escolhemos a enumeração dos pontos do dominio no sentido 

vertical na direção de cima para baixo e a enumeração dos elementos 

no sentido horizontal na direção da esquerda para direita. A figu-

ra 5 exemplifica tais escolhas. 

4 
1 

I II 

2 5 

' IV v 

3 6 

Figura 5 

7 10 

III 

8 ll 

VI 

9 12 

A enumeraçao de cada elemento é armazenada em L·NODS (NELEM, NNODE) . 
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CONDIÇÕES DE FRONTEIRA 

Como a solução é conhecida nos pontos de fronteira, tais 

pontos nao são considerados na formação de KGLOB e MGLOB, apenas na 

formação de FTIME. 

Identificamos os pontos de fronteira do seguint.e modo: 

l - está na fronteira 

O - ca_so contrário. 

Os valores pré-estabelecidos da solução sao armazenados 

em PREFIX(NTOTAL). 

A identificação dos pontos de fronteira e armazenada em 

NOFIX (NTOTAL) • 

Como os pontos de fronteira nao sao considerados na for

maçao de KGLOB e MGLOB, fazemos uma nova enumeração global no domí

nio e armazenamos esta informação em INODS(NTOTAL). Por exemplo, 

l 
5 9 13 ' 

2 
6 lO 

(l) (3) 14 

7 11 
(2) ( 4) 

3 15 

4 8 2 16 

l 
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DESCRIÇÃO DAS SUBROTINAS 
ENTRADA 

GAUSS 

GRADE 

ENUMERAÇÃO 

FRONTEIRA 

Subrotina GAUSS: Armazena POSGP e WEIGP 

Subrotina GRADE: ConstrÓi XCOORD, YCOORD e COORD 

Subrotina ENUMERAÇÃO: Constrói LNODS 

Subrotina FRONTEIRA: Constrói NOFIX, PREFIX, INODS . 
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TEMPO 

SHAPE 

JACOB J 

I CARTESIANA 

ASSEMB 

LIGAR 

Subrotina SHAPE: Calcula FORMA e DERIV 

Subrotina JACOB; Calcula XJACM, XJACI, DJACB 

Subrotina CARTESIANA: Calcula CARTD, CATCA, FPROD 

Subrotina ASSE~ffi: Constrói FTIME 

Subrotina LIGAR: Constrói KGLOB e HGLOB. 
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ALGORÍTMO 

1. Laço sobre cada tempo: I ""' O, ••• 1 NTIME.-l 

2. Laço sobre cada elemento: J = 1,2, ••• , NELEM 

3. Calcular PELEM 

{ 

SIM - PASSO 6 

I ;' 0: _ 
NAO - SIGA 

{ 

SIM - PASSO 5 

J ;' 1: 

NÃO - SIGA 

4~ Calcular KELEM E MELEM 

5. Construir KGLOB = 2MELEM + T
2

KELEM + MGLOB 

6. Construir FTIME - PASSO 2. 

7. Calcular 

8. Resolver 

9. Resolver 

I ~ O: { S:M - SEGUE 

NAO - PASSO 9 

B ~ 4MGLOB ~k KGLOB V 

KGLOB ~k+l ~ B PASSO 

k-1 

1 

-1 FTIME PASSO 1 MGI,OB ~ ~ 

+ 2T 2FTIME 
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CAPÍTULO IV 

CONCLUSÕES E COHENTÂRIOS 

4 .1. RESUL1'ADOS 

Para testar a eficiência dos algoritmos implementados 

consideramos os seguintes exemplos: 

ELEMEN'rOS FINITOS: 

2 2 2 
1. )l(x,y,t) ~ t (x - x) (y - y) 

Jl(x,y,O) ~O 

~[x,y,t) =o em ao 

2 2 2 2 2 
com f(x,y,t) ~ 2(x -x) (y -y) - 2t (x -x + y -y) para c l . 

2 2 
2. ]J{x,y,t) = t (x - x) sen rry 

Jl(x,y,O) ~o 

!lt(x,y,O) =O 

\l(x,y,t) =O em dD 

2 2 2 2 
com f(x,y,t) = (x -x) (2 +1r t )sen T.Y -2t sen 1ry para c - 1 

SPLITTING-UP 

(X Y t) - cos ,Fj lT t sen TT x sen rr y \l 1 I -
para c - 1 

Jl(x,y,O) = sen rrx sen TTY 



w{x,y,t) = 

12 
-2-
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sen/2 1r t cos 1r x senTI y + k
1

y 

sen/2 TI t sen rr x cos TI y + k
2

x 

Para capacidade de memória disponivel do sistema CCVAX 

no Laboratório de Matemática Aplicada executamos o programa Elemen -

tos Finitos com 50 elementos por direção e o programa Splitting- Up 

com 200 elementos por direção, isto é, 

Elementos Finitos: NELEM = 2.500 

Slitting-Up : NELEM - 40.000 

Os tempos de execuçao para NELEM = 900 e NTIME=lO foram 

Elementos Finitos: 

• Componente a Componente: 

Preditor-Corretor: 

J TEMPO 

l CPU 

J TEMPO 

l CPU -

- 00:12:35 

~ 00:05:09 

- 00:07:00 

00.05:09 

Jl TEMPO -00:08:00 

CPU- 00:05:56 
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Os resultados teóricos justificados por [1] e [ 7] demon..§_ 

tram que o erro_ para o Método Elementos Finitos com Crank -Nicholson 

será da ordem de h e 2 
T . A tabela 1 mostra os resultados obtidos 

para o exemplo 1 com NELEH ~400 e NTIHE ~ 10. 

TEHPO llv - ~hll 
L2 

tl 0.33.10 -3 

t2 0.59.10 -3 

t3 0.20.10 -2 

t4 0.39.10 ··2 

ts 0.65.10 -2 

t6 0.96.10 -2 

t7 0.13.10 -1 

t8 0.17.10 -1 

t9 0.22.10 -1 

tlO 0.27.10 -1 

Tabela 1 
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Os gráficos (a} e (b) a seg1lir mostram a solução aproxi-

mada neste caso nos níveis e respectivamente. 

(a) 



?3 

(b) 



74 

Os gráficos (c} e (d) a seguir mostram a solução aproxi-

rnada para NELEM 400 e NTIME = 10 nos níveis e respec-

tivamente. 

(c) 



7s 

(d) 
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Para os métodos Splittíng-Up, observemos que os operado-

res Al e A2 nao comutam e portanto, como foi mostrado no Capítulo 

II 1 o erro será da ordem de h
2 2 

e T para o método Predítor-Corr~ 

tor e da ordem de h
2 e T para o método Splitting-Up componente a 

componente. 

As tabelas· 2 e 3 mostram os resultados obtidos com 

NELEM = 400 e NTIME = 10 para o Preditor-Corretor e componente a 

componente respectivamente com k 1 = k 2 = 0.0. 

TEMPO 11 ~ - ~h li 
00 

t1 0.21.10 -2 

t2 0.76.10 -2 

t3 0.15.10 -1 

t4 0.19.10 -1 

t5 0.19.10 1 

t6 0.14.10 -1 

t7 0.17.10 2 

ta 0.15.10-~ 

t9 0.33.10 
-1. 

t10 0.17.10 -1 

Tabela 2 
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'fEMPO llv - vhll 
00 

t1 0.33.10 -2 

t2 0.12.10 -1 

t3 0.24.10 -1 

t4 0.34.10 -1 

t5 0.39.10 -1 

t6 0.37.10 -1 

t7 0.26.10 -1 

-2 
tg ' 0.84.10 

tg 0.13.10 -1 

t10 o. 31.10 -1 

' 

Tabela 3 

Os gráficos (e) - (f) - (g) mostram a solução aproxima

da para o Método SplittingJUp componente a componente. E os gráficos 

{h) - (i) - (j) mostram a solução aproximada para o Método Preditor 

-Corretor. 



I 
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- 79 



80 

( g) 



81 -



82 

(i) 



83 

PREDITOR-COR:rlli10R: t10 

( j) 
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As tabelas 4 e 5 mostram os resultados obtidos para o ca 

so anterior com' k 1 = k 2 = 1.0. 

TEMPO h - ~h li 
00 

t1 o. 21. 10-2 

t2 0.76.10 -2 

t3 0.15.10 -1 

t4 0.19.10 -1 

ts 0.19.10 -1 

t6 0.19.10 -1 

t7 0.17.10 -2 

t8 0.15.10 -1 

.. 

t9 0.33.10 -1 

. 

t10 0.47.10 -1 

Tabela 5 
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TEMPO 11~ - ~hll 
00 

t1 0.32.10 -2 

--
tz 0.12.10 -1 

t3 0.24.10 -1 

t4 0.34.10 -1 

ts 0.39.10 -1 

t6 0.37.10 -1 

t7 0.26.10 -1 

ts 0.84.10 -2 

tg 0.18.10 -1 

t10 0.31.10 -1 

Tabela 5 

Os gráficos a seguir mostram a solução aproximada 

os Métodos Splitting-Up com k 1 ~ k 2 = 1.0. 

para 
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• 
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90 



91 

' 
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4.2. CONCLUSÕES 

Os Mét.odos Splitting-Up descritos e analisados neste tra 

balho apresentam-se como uma ferramenta potente na solução de equa

ções diferenciais evolutivas, em particular, problemas do tipo hipe~ 

bóUco. 

Ao analisarmos os resultados obtidos podemos observar que 

o procedimento utilizando Crank-Nicholson e Elementos Finitos aprese~ 

tou um custo computacional consideravelmente elevado e implementação 

bastante trabalhosa, o que nao o torna atrativo quando estamos tra

balhando com problemas de grande porte. 

Por outro lado, os métodos Splí tting-Up com diferenças fi 

nitas (segundo procedimento) _apresentaram um custo computacional ba! 

xo e implementação extremamente simples. A estratégia de reduzir o 

problema de 2~ ordem à um problema de 1~ ordem introduzindo duas fun 

ções auxiliares apresenta-se como uma alternativa elegante e eficien 

te de abordar problemas hiperbólicos sem que isto signifique umesfor 

ço muito grande. 

~ importante ressaltar que apesar de havermos considera

do em nossas aplicações uru domínio e condições de fronteira simples, 

istO não representa muita dificuldade quando optamos por aplicar tais 

métodos com Elementos Finitos, como· foi exemplificado no Capitulo I. 

Porém, a simplicidade computacional destes métodos com 

diferencas finitas e bastante atrativa pelo fato de possibilitar o 

uso de micro-computadores para problemas de porte relativamente gran 

de, sem muita exigência de recursos adicionais. 
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