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Resumo

O objetivo desse trabalho é estudar o problema de valor inicial e de fronteira:

Up = Ugy, x € (0,1),t >0,
g (0,1) = 0, u,(1,t) = —[u(1,t)] 77, t>0,
u(z,0) = ug(x) > 0, x € [0,1],

onde § > 0 e ug é suficientemente suave.

Existe uma solucao u definida em [0,1] x [0,T] e existe um tnico ponto z, tal que
u(x,t) — 0 quando t — T~ e ainda u; explode. Obtemos o perfil assint6tico dessa solucao u
quando t — T'~. Através da andlise de solugdes aproximadas de u, é possivel estender u(x,t)

para t > T. Usamos o programa computacional Maple para obter aproximacoes numéricas

de T.
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Abstract

The aim of this work is to study the initial-boundary value problem:

Uy = Ugg, z e (0,1),t>0,
g (0,1) = 0,u,(0,t) = —[u(1,t)] 77, t >0,
u(z,0) = ug(x) >0, x € [0,1],

where # > 0 and wq is sufficiently smooth.

There is a solution u defined in [0,1] x [0, 7], where T is a finite time, and there is a
unique point z, such that u(z,t) — 0 ast — T~ and furthermore u; blows-up. We obtain the
asymptotic profile of this solution u as t — T~. By means aproximate solutions, it is possible
to extend wu(z,t) for t > T. We use the software Maple to get numerical aproximations of

T.
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Notacoes

e C(D), espaco das fungoes reais continuas em D.

e C"(D), espago das fungoes que possuem todas as derivadas de ordem n continuas em

D.

e C"(D), espago das fungoes que possuem todas as derivadas de ordem m com relagao
a primeira varidvel continuas em D e todas as derivadas de ordem n com relagao a

segunda variavel continuas em D.

o C%P(D), espago das fungoes Holder continuas com expoente 3, isto é, o conjunto das

u tais que

u\xr) —u
lullens = sup{fu(a)] = € D}+sup{%,x,y € Dea# y}

¢ finita.

e C™P(D), espaco das fungdes que sio C™(D) e suas m-ésimas derivadas sao Holder

continua de expoente (3, isto €, o conjunto das u tais que

||| gm.s = Z sup{|D%u(x)|,z € D}+ Z sup

loe|<m |a|=m

{ |D*u(x) — D*u(y)|

|z —y|®

,:r,yEDe:v%y}

¢é finita.
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Capitulo 1

Introducao

Tem-se estudado problemas de equacoes diferenciais parciais cujas solugoes se anulam em
tempo finito, a exemplo dos trabalhos [5], [15], [16], e [26]. De maneira geral, dizemos que
uma solucao se anula em tempo finito ou tende a zero se a solucao ¢ limitada e definida até um
tempo T' < 0o, enquanto uma derivada da solucao se torna ilimitada para tempos préximos
t de T, mais precisamente quando t — 1~. Para problemas parabdlicos tal anulamento é
causado quando suas condicoes de fronteira sao singulares ou quando suas solugoes atingem

algum valor critico.

1.1 Historia e Motivacgoes

O conceito de anulamento em tempo finito aparece em [26], no ano de 1975, com o estudo

do problema de valor inicial e de fronteira:

U — Uy = —(1 —u)™', 2 €(—a,a)t>0,
(1.1) u(—a,t) =0 =u(a,t), t>0,
u(z,0) =0, T € [—a,al,

onde a é uma constante positiva. A equacao (1.1) surge em fenomenos de polarizacao em

condutores ionicos. Em [26] foi mostrado que se a é suficientemente grande, existe um tempo

2



CAPITULO 1. INTRODUCAO 1.1. HISTORIA E MOTIVACOES

finito T tal que o problema (1.1) admite solu¢ao em [—a,a] x [0,T]; u(0,t) — 1, quando
t—T7; eux,t) — oo, quando t — T, Vx € [—a,a]. O tempo T é chamado de tempo de
“quenching” e o ponto x = 0 é chamado de ponto de “quenching”.

Um problema em dimensoes maiores foi estudado em 1989 em [4]:

w — Au = f(u), reN, t>0,
(1.2) u=0, z €N, t>0,
u(z,0) =ug(x) >0, x€Q,
onde 2 C IR™ é um dominio limitado com fronteira suave e f é uma funcao com as seguintes

propriedades:

foem C([0,1)),

f(0) >0,

£(5) — oo, quandos — 1™ e
f  crescente.

Um exemplo é f(s) = 55

Em 1992, no artigo [17], foram estudados os problemas:

ug(z,t) — (d(ug(z,1)))e = —(u(z,t))™?, z€(0,a), t>0,
(1.3) u,(0,1) > 0,u(a,t) = 1, t>0,

u(z,0) = ug(x) > 0, z € (0,a)

wy(z,t) — (d(up(z,1)))e = —(u(z,t))™?, z€(0,a), t>0,
(1.4) uy(0,1) = 0, uy(a,t) = 0, t>0, ¢

u(z,0) = ug(x) > 0, z € (0,a)

/

Quando ¢(s) = s, a equagao diferencial do problema (1.3) e de (1.4) transforma-se na

equacao:



1.1. HISTORIA E MOTIVACOES CAPITULO 1. INTRODUCAO

(15) Ut(l',t) - um&(mat) = —(u(x,t))_ﬁ

e quando ¢(s) = arctg(s) obtem-se a equacao:

(1.6) w(z, t) — % = —(u(z,))".

A equagao (1.6) exerce um papel importante na descricao do fluxo curvatura média e
tem motivado muitos autores a estudar equacoes quasilineares gerais como as dos problemas
(1.3) e (1.4). E conhecido que solugoes das equagoes dos problemas (1.3) e (1.4) podem nao
existir globalmente no tempo. Elas tendem a zero em tempo finito e onde isso ocorre wu;
explode, isto €, temos um fendmeno chamado “quenching” ocorrendo neste problema.

Uma motivacao fisica para a equagao (1.6) é encontrada em [7]. Uma superficie que se
encontra entre os estados fisicos, liquido e sdlido, movendo-se a uma velocidade v propor-
cional & curvatura média. Se esta superficie for convexa, entao em [24] foi mostrado que
permanece convexa para tempos positivos, e se encolhe em um ponto. Entretanto, uma
superficie nao-convexa pode se dividir em outras duas. Por exemplo, quando constituida
de duas esferas grandes e um tubo ligando-as. Em [22] foi mostrado que as duas esferas se

encolhem mais devagar que o tubo que as liga, conforme ilustracao abaixo:

P NI
N

Figura 1.1: Encolhimento de duas esferas e o tubo que as liga




CAPITULO 1. INTRODUCAO 1.1. HISTORIA E MOTIVACOES

A obtengao da equagao (1.6) se da da seguinte forma: seja x a coordenada espacial, t a
coordenada do tempo e u(z,t) a distancia radial da superficie ao seu eixo de rotagao, entao
a velocidade normal v da superficie ¢ u,(1 4 (u;)2)"2 e a velocidade na direcio radial é u,.

Tais velocidades sao ilustradas na figura (1.2):

Figura 1.2: Velocidades

A curvatura principal da superficie é dada por —u,, (1 + (uI)Q)’% na direcao espacial e

u(1 + (uz)?)? na direcdo tempo. Como u deve satisfazer

Ut = —2Hn,

onde H ¢ a curvatura média da superficie e n é o vetor normal, tem-se que u satisfaz (1.6)

com = 1:

u
1.7 e -
(L) T W
onde u > 0.

Em [8], tem-se como propédsito achar uma fungao u(.,t) : Q C IR*> — IR? tal que para

algum T > 0, u satisfaz o problema de valor inicial:

5



1.1. HISTORIA E MOTIVACOES CAPITULO 1. INTRODUCAO

uy — Agipnu =0, em(0,7T) x )
(1.8) Lo (0. )
u(.,0) = uy,

onde Ag representa o operador de Laplace-Beltrami em S(t), onde S(t) = u(2,t) e S(0) é
uma superficie compacta sem bordo de dimensao 2, suavemente mergulhada em IR?, a qual
¢ representada localmente por um difeormorfismo wug : Q — IR3.

Usando o fato de que u(.,t) = idg) em S(t) tem-se a equacao:

(1.9) —Agu(.t) = 2H (. t)n(.,1),

onde H ¢ a curvatura média de S(t) e n o vetor normal, reduzindo assim a equagao diferencial

parcial do problema (1.8) a equagao:

(1.10) up = —2H.n,

O exemplo mais simples de solugao de (1.8) é o encolhimento da esfera

S(t) = {z € I’’| || = R(t)},

com raio R(t) = ((R(0))% — 4#)2 ¢ raio inicial R(0).

Em [24], foi provado que para uma superficie uniformemente convexa inicial S(0), a
equagao (1.8) possui uma solugao suave em um intervalo de tempo finito (0,7") e S(t) converge
a um ponto quando t T 7.

Em 2005, tomando-se por base as referéncias [9] e [10], estuda-se o problema:

Uy — Au = X{u>0} g/\(u) em {2 X (Oa OO),
(1.11) u=0 em 00 x (0,00),

u(0) = ug em {2,



CAPITULO 1. INTRODUCAO 1.1. HISTORIA E MOTIVACOES

onde gy(u) = —u™? 4+ Af(u), A > 0 é um paramétro (aqui f s6 depende de u) e X{y>0} ¢
a funcdo caracteristica. Os trabalhos [19] e [25] tratam de uma equagao singular diferente,
com o termo singular ©=% no lugar de —u”. A existéncia de solucao definida localmente
numa vizinhanca de ¢ = 0 nao é garantida pelos teoremas usuais de existéncia uma vez que
gy ¢ singular em u = 0.

Fixado 0 tal que 1 < 0 < a = 2/(2 + [3). O problema (1.11) possui uma solugao local
u definida em um intervalo (0,T), se o dado inicial ug for limitado e uy > ¢§? para alguma
constante ¢ > 0 e §(x) = dist(x,9Q). Além disso, u estd em L>®(Q x (0,7))NCH(Q x (0,T))
e satisfaz u > /6 em (0,T) para alguma constante ¢ > 0 (T e ¢ dependem apenas de c e
0).

Mostra-se em [10] que se uy > u, onde u é uma solugao do problema estacionario:

—Au = g\(u em 2
(1.12) )
u=20 em Of),

entdo u(t) estda definida para todo t e é positiva (isto sé ocorre quando A > A* para um
determinado A*). Um resultado complementar, diz que se A < A*, o problema (1.11) nao
possui solugao positiva globalmente definida, e esta se anula para algum ¢ < oo. Isto é
consequéncia do fato da solugdo maximal de (1.12) se anular em um conjunto de medida
positiva.

Em [10] estuda-se (1.11) quando ug(x) = 0 para algum z € €, inclusive sem a exigéncia
de que ug > ¢d. Se ug > 0 e as condigoes de fronteira sao positivas, esse tipo de problema foi
estudado em [16], [17] e [21], daf o interesse em [10] de se investigar o que ocorre se o dado
inicial se anula e se os dados de fronteira também se anulam.

Os resultados descritos em [10] tém por base a perturbagao de g(u), dada por g.(u) =

(quE 1+ﬂ /\f( )
Aproximando o problema (1.11) por

—Au+g.(u) =0 em (2
(1.13) u(xj)

0 xredt>0

u(z,0) =ug(x) x € Q,

7



1.2. O PROBLEMA ESTUDADO CAPITULO 1. INTRODUCAO

temos que a solugao u® de (1.13) converge em subconjuntos compactos de €2 quando € — 0,
isto é, tomando u = lli% u®, u é uma solu¢do do problema (1.11). Esta convergéncia e a
regularidade da solucao u sao obtidas a partir de algumas estimativas independentes de ¢,
que muito se assemelham a outras obtidas em [11]. Por exemplo, uma estimativa importante
é a seguinte: seja ug € C*(Q) tal que ug = 0 em 05, e uf(x,t) a solucdo de (1.13), entdo

existem constantes C', M, k independentes de ug e € tais que se ug satisfaz

1-p
Vo) < O (U 4 Muo(a)) v e,
entao
€ 1-6
(1.14) |V (2, 1) > < Cp™" <% + Mu%v,t)) Ve e Q,t > 0.

Aqui, ¢ = %, onde ¢; é a primeira autofuncao de —A, cujo valor na fronteira 9 é zero.
Essa estimativa é o ponto de partida também para a obtencao da regularidade, isto é, u é
CY+8) em t e CA-B/048) e 7.

Nesta dissertacao, estudaremos nos capitulos 2 e 3, problemas que se assemelham aos
problemas (1.1), (1.2), (1.3), (1.4), (1.5), (1.6), (1.7) e (1.11). No capitulo 4, usaremos uma
perturbagao parecida com (1.13) que permitird estender a nossa soluc¢ao globalmente em ft.
No capitulo 5, usaremos o programa Maple na visualizacao da nossa solug¢ao. No capitulo
6, recordamos alguns resultados sobre principios de maximo e teoria de semigrupos, que sao

usados ao longo deste trabalho.

1.2 O Problema estudado

O objetivo do nosso trabalho é estudar o problema de valor inicial e de fronteira de [18]:

Up = Ugy, x € (0,1),t>0,
(1.15) g (0,1) = 0,ug(1,t) = —[u(1,t)] 77, t >0,
u(z,0) = up(x) > 0, x € [0,1],

onde § > 0 e ug > 0 é uma funcao suficientemente suave.

8



CAPITULO 1. INTRODUCAO 1.2. O PROBLEMA ESTUDADO

Em primeiro lugar, vamos abordar a questao de existéncia de solucao.

Definigao 1.2.1 Uma soluc¢ao para o problema de valor inicial e de fronteira (1.15) é uma
fungao u que tem derivadas parciais continuas u; € Ugy, € satisfaz uy = Uz, € suas condi¢oes

de fronteira e inicial.

No capitulo 2 obtemos a existéncia de solugao do problema (1.15) em [0, 1] x [0, 7], onde T
é um tempo finito. Esse fato se segue do caso geral estudado no mesmo capitulo. Fazendo-se

uso das referéncias [13] e [29], mostramos a existéncia de solugdo para o problema:

w(x,t) = L(u(z,t)),  Qx(0,7],

(1.16) ?(x,t) = g(z,t,u), 00 x (0,71,
v

u(z,0) = ug(x), Q,

o2
onde Q C IR" é um dominio, L(u(z,t)) = g 8_Z(x’t)’ g é uma fungao continua em
€T=
i=1
0 x (0,T] x J e J é um setor entre uma supersolugao @ e uma subsolu¢ao u do problema

(1.16). Devemos supor que g satisfaz a propriedade (1.19) abaixo.

Definicao 1.2.2 Uma fungio u € C(Q x (0, T]) NC3(Q x (0,T]) € chamada de supersolugdo
de (1.16) se satisfaz:

ﬂt Z L(a)a Q X (07T]a
(1.17) ? > g(x,t,w), 02 x (0,7,
v

2

u(x,0) > up(z),



1.2. O PROBLEMA ESTUDADO CAPITULO 1. INTRODUCAO

Definigao 1.2.3 Uma funcdo u € C(Q x (0,T]) NC2(Q2 x (0,T]) é chamada de subsolucdo
de (1.16) se satisfaz:

QtSL(g)a QX (O)T]’
(1.18) % o gt 09% (0,7),
ov
u(x,0) < up(x), Q.

Propriedade 1.2.4 Ezistem funcdes ndo-negativas b e b, as quais estio em C(0Q x (0,T))

e satisfazem a desigualdade:

(119) _é(ul - u2) < g(xvtaul) - g(x,t,ug) S B(ul - u2)7
onde us < uyp e u; e ug estao em J.

O método utilizado para mostramos a existéncia de solucao para o problema de valor ini-
cial e de fronteira (1.16) é descrito, usando a referéncia [29], no capitulo 2 e é chamado método
de subsolucao e supersolucao, o qual consiste em obter uma sequéncia de subsolucoes e outra
sequéncia de supersolugoes do problema (1.16). Tais sequéncias convergirao uniformemente
para uma mesma solucao do problema de valor inicial e de fronteira (1.16). Esse é o conteido
do teorema 2.1.5, cuja a demonstragao sera feita no capitulo 2.

Para a obtencao das sequéncias de subsolucao e supersolugao partimos de uma subsolucao
e uma supersolucao iniciais do problema (1.16), através de um processo de iteragdo. Para
que as sequéncias de subsolucao e supersolucao estejam bem definidas, devemos estudar a

existéncia do problema com condicao de fronteira independente de wu:

w(z,t) = L(u(z,t)), Q x (0,77,
(1.20) %(m,t) + Bo(z, t)u(z,t) = g(z,t), 2 x (0,T],
u(z,0) = up(x), Q,

onde g e By sao fungdes continuas.

10



CAPITULO 1. INTRODUCAO 1.2. O PROBLEMA ESTUDADO

No apéndice, baseado na referéncia [13], hé resultados sobre a existéncia do problema
(1.20), especificamente o teorema 6.0.2.

O capitulo 3, baseado nas referéncias [18] e [29], vem com o estudo de algumas pro-
priedades da solugao do problema (1.15) obtida no capitulo 2. Obtemos, usando a teoria de
semigrupos, que se uy < 0 entdo toda solugao de (1.15) se anula em algum tempo finito 7', ou
seja a proposigao 3.0.2. De acordo com [18] e usando-se o principio do méximo 6.0.6, existe
um unico ponto x, neste caso = 1, tal que u(z,T) — 0, quando ¢t — T~ (proposigao 3.0.1).
Usamos o principio do maximo 6.0.6, assumindo que v, € ug sdo ndo-positivas, para obtermos
uma estimativa da nossa soluc¢ao perto do ponto x = 1 no tempo ¢ = T (proposigoes 3.0.1 e

3.0.3):

Ci(1—2)? <wulx,t) < Co(l —2)?,

onde (' e (5 sao constantes positivas e

_ 1
A= 2(841)"

Novamente usando o principio do maximo 6.0.6 e assumindo as nao-positividades de u((f),

i=1,...5 obtemos no capitulo 3 as seguintes estimativas (lemas 3.0.4 e 3.0.5):

Cs(T — ) <u(1,t) < Cs5(T — 1),

onde C3 e C5 sao constantes positivas. Além disso, concluimos que uy(x,t) — oo quando

t — T, através de

—(T — t)' P uy(w,t) < Cg parax € [0,1] e t € [0,T),

onde Cg é constante positiva, e uma estimativa inferior para o tempo 7"

S [uo(1)]%
T 28(B+1)

Concluindo o capitulo 3, obtemos o comportamento assintotico de v quando z esta

(1.21)

préximo de 1 e ¢t proximo de T através do teorema 3.0.8.

11



1.2. O PROBLEMA ESTUDADO CAPITULO 1. INTRODUCAO

No capitulo 2 provamos que o problema (1.15) tem solu¢ao em [0,1] x [0,7]. Uma
pergunta natural é se existe solucao além do tempo T de “quenching”. Respondemos essa

questao no capitulo 4, através do estudo do problema aproximado:

(ue)e = (Ue)oas z € (0,1),t >0,
_ o (w)(L0)
(1.22) (ue)(0,t) = 0,u-(1,t) = “Tu. £ o) t >0,
\ (us)(x,0) = ug(x) > 0, x € [0,1],

A existéncia de solugao do problema (1.22), bem como propriedades bésicas de u,., advém
da referéncia [15]. A sequéncia de soluges (u.) do problema (1.22) convergird para uma
extensao da solugao do problema (1.15) além do tempo de “quenching” quando € — 0.

No capitulo 5, esbogamos computacionalmente as aproximagoes u. da solugao u de (1.15).

Graficamente, é possivel estimar o tempo de “quenching” T' e compararmos com (1.21).
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Capitulo 2

Existéncia de Solucao

2.1 Existéncia e Regularidade

Para estudarmos o problema (1.15), primeiramente precisamos saber sobre a existéncia de
solugdo. Por todo este capitulo faremos uso da referéncia [29] para estudar a existéncia do

problema também em dimensoes maiores que 1:

u(z,t) = L(u(z,t)), Q2 x (0,77,

ou
5(%25) = g(z,t,u), o0 x (0,77,
u(z,0) = up(x), Q,

onde g é continua em 02 x (0,7] x J, em que J é um setor entre a subsolu¢do u e a super
solugao w, e satisfaz a propriedade (1.19) em 92 x (0, 7.

Vamos mostrar a existéncia de solugao, através de uma subsolugao e uma supersolucao. E
um processo iterativo em que criaremos uma sequéncia de fungoes a partir de uma subsolucao
e outra a partir de uma supersolucao. Provaremos que estas sequéncias estao bem definidas
e que elas convergirao para uma mesma solugao do problema.

Por enquanto, para este caso geral, iremos supor a existéncia de uma subsolugao u e de
uma supersolu¢do u para o problema (1.16). Posteriormente iremos provar, na se¢ao 2.2, a

existéncia de uma subsolu¢ao e uma supersolugao para o problema (1.15), validando assim

13



2.1. EXISTENCIA E REGULARIDADE CAPITULO 2. EXISTENCIA DE SOLUCAO

0 processo iterativo para a obtenc¢ao de uma solugao do problema (1.15).
Agora iremos descrever o processo de iteragao, o qual pode ser encontrado em [29], para
se obter as sequéncias tendo como ponto de partida uma subsolucao e uma supersolucao.
Seja
G(x,t,u) =b(x,t)u+ g(z,t,u)

entao, usando a propriedade (1.19), chegamos a seguinte desigualdade:

G(z,t,uy) — Gz, t,ug) > 0,

para us < uy e uy,us € J. De fato,

Gz, t,uy) — Gz, t,uy) = bz, t)us + g(x,t,ur) — bz, t)ug — g(x, t, us)

Vv

b(z,t)(uy —ug) — bz, t)(u; —uy) = 0.

Além disso, usando o fato de g satisfazer a propriedade 1.19 obtemos outra desigualdade:

|G (2, t,u1) — Gz, t,uz)| < k(z,t)|uy — usgl,

onde k(z,t) = |b(z,t) + b(x, 1))
Supondo a existéncia de subsolugao e supersolugao para o problema (1.16), obtemos as
sequencias iterativas.

Seja u uma subsolugao do problema (1.16). Considere o problema abaixo:

u” = L), Q x (0,77,
(1)
(2.1) S ag,/ +buV = G(z,t,u), o0 x (0,7,
iO(,0) = uo(e). Q.

\
Como u, b e g sdo continuas em Q2 x (0, T, temos que a funcio G é continua em Q x (0, T7.

Assim, pelo teorema 6.0.2 encontrado no apéndice, existe u(V).

14



CAPITULO 2. EXISTENCIA DE SOLUCAO 2.1. EXISTENCIA E REGULARIDADE

Usando sucessivamente o teorema 6.0.2 obtemos uma sequéncia v*) de funcdes, a qual

formara uma sequéncia nao-decrescente, e neste caso obtida através da subsolugao e que

satisfazem:
( k
u = Lu®), Q x (0,7,
(k)
(2.2) 35 bu® = Go,t,u®D), 09 x (0,T],
1%
Q(k) (1}, 0) - Uo(l’), ﬁ?

\
Também, usando o teorema 6.0.2 sucessivamente, obtemos uma outra sequéncia u*)

nao-crescente de fungoes, partindo-se da supersolucao e tal que:

o = L@h), Q% (0, 7],

ou®

(2.3) T

+ba® = Gz, t,7*Y), 90 x (0,7,

a2, 0) = uo (), Q,

\
onde u® =y e 7 = 7.

Notemos que essas sequéncias estao bem definidas e além disso possuem expressoes
analiticas. Isto é devido a um teorema classico de equacoes diferenciais parciais parabélicas,
teorema 6.0.2, o qual encontra-se no apéndice. O lema seguinte, encontrado em [29], descreve

as expressoes analiticas das sequéncias encontradas pelo método iterativo.

Lema 2.1.1 As duas sequéncias {u®} e {u®} estio bem definidas e estio em C?(2x (0, T)),

para cada k.

Prova: Notemos que, por hipétese, u e b sao continuas em 0f) x (0,7]. Dai G(x,t,u) =
b(z,t)u+g(x,t,u) é continua em 9 x (0, 7], pois g é continua em 9 x (0,7] x J. Também
por hipétese ugy é continua em . Logo estamos nas hipéteses do teorema 6.0.2 e entao temos

que o problema (2.1) tem solucdo u(!), a qual pode ser representada por:

WDz, 1) = /Q P(,£,€, 0)uol€)dé + /0 /8 Tt 6,76 s

15



2.1. EXISTENCIA E REGULARIDADE CAPITULO 2. EXISTENCIA DE SOLUCAO

onde y(l) ¢ dada por:

O (@, 1) = 2HD (2, 1) + 2/0 /OQ LZI Qj(x,t,ém)] HW(¢, 7)dedr,

com
HOY(x,t) = [ Q(x,t,& 0)uo(§)dé — Gz, t,u),
o0
or
Qi(x,t,6,7) =Q(x,t,&,7) = 25(%25,5, T) + 20(z, )z, t, &, 7)
e

Qj-l—l(x? t, 57 7_) = /O 20 Q(ﬁ, t,y, S)Qj(ya S, 57 T)dyds-

Sucessivamente, usando o teorema 6.0.2, obtemos:

¥z, 1) = / D(a t,€,0)uo(€)de + / /a Tt &l e

onde y(k) é dada por:

(k) —oH®) 2 t N , H® déd
v, ) = 2z 1) + /0[)9[;@]<x,t,s,r>]_ (€, 7)dzr,

com

H®(x,t) = [ Q(z,t,&0)u(€)dé — G(z, t,u®).
o0

Analogamente, usando o teorema 6.0.2, obtemos uma expressao para u*):

a® (z,) = /Q (., €, 0)uo(€)de + /0 /a Qr(x,t,g,f)w(“(g,ﬂdgda

onde J(k) ¢ dada por:

(2,t) = 20" (2, 1) + 2 /0 /a ) L; QJ-(x,t,g,T)] 7Y e, r)dedr,
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CAPITULO 2. EXISTENCIA DE SOLUCAO 2.1. EXISTENCIA E REGULARIDADE

com

7Y (2, 1) = / Q. 1. €. 0)ug(€)dE — G, 1, a* D).
Q
[

Finalmente, temos em maos as sequéncias de fungoes. A partir desse momento vamos nos
concentrar na convergéncia para uma solu¢ao do problema (1.16), o que implica a existéncia
do problema (1.15) fazendo n = 1. Comegaremos com um lema de [29] que diz respeito
a monotonicidade das sequéncia obtidas através do método de iteracao, via subsolugao e

supersolucao.

Lema 2.1.2 Se g satisfaz a propriedade (1.19), entio as sequéncias {u™} e {u®} sdo

mondtonas e satisfazem

u< - <u® <y <<t <) <<

k)

Além disso, u® e %) sdo subsolucdo e supersolucio de (1.16), respectivamente.

Prova: Iremos fazer um processo de inducao, isto é primeiro vamos provar que

u= g(o) < Q(l) < e < 70 = u,

depois vamos supor que

u< - <ulFD <oy <yl <glh-bH <<y

e em seguida provaremos que

u< < u® <y < gt <) << 7

Seja w =u® — 7™M =7 — 7M. Daf temos

w, — Lw =1, — Lu — (@), — LaV] >0 -0=0,

17



2.1. EXISTENCIA E REGULARIDADE CAPITULO 2. EXISTENCIA DE SOLUCAO

ow ou o ou
£y + bw ey + bu 5 bu £y + bu — G(x,t,u)
ou U

= o —[Gla,t.7) — b = 5= — gla,t,70) > 0

w(z,0) = a(z,0) — 7 (z,0) > uy(z) — up(z) = 0.

Pelo lema 6.0.8, encontrado no apéndice, temos que w > 0, isto é

ov ouV ou
el - = 1 _Z=_
ov o ov bu v bu
ou ou
= i - —— = l— >
G(z,t,u) —bu 5 gz, t,u) 9 > 0

v(z,0) = uY(z,0) — u(z,0) = up(x) — u(z,0) > ug(x) — u(z) = 0> 0.

Pelo lema 6.0.8 temos v > 0 e consequentemente

W > 40—y

Seja 2z =71 — M. Daf

2 — L0 =alY — a® — W — LM =0-0=0,

18



CAPITULO 2. EXISTENCIA DE SOLUCAO 2.1. EXISTENCIA E REGULARIDADE

77(1)
L0 = 9T
v ov v

= G(z,t,7%) - G(z,t,u”) = G(z,t,7) — G(z,t,u) >0

1
ouM .t

2W(z,0) =7V (x,0) — uV(x,0) = up(x) — up(z) = 0> 0.

Dai, pelo lema 6.0.8 teremos 2 > 0, ou seja aM > u(.

Logo teremos

0 < <70 < 7O — 7.

1S
I
I

Suponhamos que

u< - <u*D <o <g® <gh-b < g

Seja w® =7®*) — 7+ Notemos que

w? — Lw® =™ — pa® — @Y — La*) =0-0=0

k 77 (K - (k+1 —(k
ow® b — ot o — ouk+1) ~ ) = 8“_() +a® — Gz, t,a®)
v v v v
ou® ouk)
= S (Gt a") — ) = S — gt
14

Observemos que se u¥) é supersolucao de (1.16), temos que

ou)

o~ 9@ ta) =0

€ Como
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2.1. EXISTENCIA E REGULARIDADE CAPITULO 2. EXISTENCIA DE SOLUCAO

w(z,0) = 7" (z,0) — a**(2,0) = uo(z) — uo(z) =0,

pelo lema 6.0.8, temos w*) > 0, ou seja ©* > w**+V. Agora provaremos de fato que ) é

supersolucao de (1.16). Notemos que:

a — La® =0>0,

ou®)
ov

7™ (z,0) = ug(z) > up(x).

Assim 7™ é uma supersolucao de (1.16).

Seja v*) = 4*) — ¢*+1) Dai, temos

ng) _ Lo — %Ek) _ Lg(k) . [ggk—&-l) _ Lu(kz—i—l)] —0-0=0>0,

& k+1 k "
a;( D — a@é b _ag Lt = G(x, t,u™) - ag( -
v v v Y
ouk)
v

Notemos que u® é subsolucao, entao

€ Ccomo
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CAPITULO 2. EXISTENCIA DE SOLUCAO 2.1. EXISTENCIA E REGULARIDADE

v (z,0) = u* ) — u® = ug(z) — up(x) =0 >0,

pelo lema 6.0.8 temos v®) >0, Logo

WD > ),

Agora provaremos que u®) é subsolucio. De fato:

Q(k’) _ Lg(k) =0<0,

ou®)
ov

u® (2,0) = ug(x) < ug(x)

Portanto u®) ¢é subsolucao.

Finalmente provaremos que u**9 < g*+1) Seja z*+1) = glk+1) — -+ Agsim,

Zt(lc+1) _ Lok ﬂ§k+1) _ gy _ g§k+1) - Lu(k-}—l) —0-0=02>0,

k1 (k1 k1
826() ) 4 b = % 4 bt — [(‘Mé ) _Qg(kJrl)] = Gz, t,7®) — G(z,t,u®) > 0
14 14 14

2D (2 0) = a* ) (2, 0) — w* TV (2,0) = wo(z) — up(x) = 0> 0.
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2.1. EXISTENCIA E REGULARIDADE CAPITULO 2. EXISTENCIA DE SOLUCAO

Assim, pelo lema 6.0.8 z*+t1) >0, isto é

u kD < Gandl

Logo {u®™} e {u®} sdo sequéncias de subsolucdo e supersolucio respectivamente e vale a

seguinte desigualdade:

u<--<u® <yt <o<ghth < <Ll <y
0J

Sabendo que as sequéncias de subsolucao e supersolucao sao mondtonas entao os limites
dessas sequéncias existem. Teremos que, de fato, essas sequéncias vao convergir para a
chamada solugao da equagao (1.16). Primeiramente, comegaremos com um lema de [29] que

diz a respeito dos limites satisfazerem uma equacao integral.

Lema 2.1.3 Os limites u; = klim ) e Uy = klim g(k) sdo continuos em 0 x (0,T) e satis-

fazem a equagao integral:

(2.4) u(zx,t) :/QF(.r,t,ﬁ,O)uo(f)df—l—/o /aQF(x,t,f,T)w(f,T)dﬁdT,

onde
=2H 2 ; H déd
v =22 [ | [;@m,t,g,ﬂ] (¢, 7)dgdr,
HGw.0) = [ Qla.t.6,0)un()de - Gt
or
Qz,t,6,7) = 25(@75,5,7') +2b(x, )z, t, &, T)

QjH(:c,t,f,T):/O 6QQ(x,t,y,S)Qj(y,s,f,T)dyds,
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CAPITULO 2. EXISTENCIA DE SOLUCAO 2.1. EXISTENCIA E REGULARIDADE

Q1 =Q
Prova: Notemos que {u*)} é uma sequéncia de funcoes continuas que satisfaz:

u®) (2, 1) = /Q P(,£,€, 0)uol€)de + /0 t /8 Tt &7 e s

onde y(k) ¢ dada por:

VP (2, t) = xt+2// [i xth]H(k(fT)dde

onde

HO(z,1) = / Q(x,t,&,0)ug(€)de — Gz, t,ut=Y).
0

Como u®(z,t) é uma sequéncia monétona para (z,t) fixado, teremos que u®(z 1) —
uy(z,t). Assim {H®™} é uma sequéncia de funcoes continuas tal que H® (z,t) — H(z,t)

para qualquer (z,t) fixado, onde H é dada por:

H(z,t) = /QQ(x,t,f,O)uo(f)df — G(z,t,uq).

Pelo lema 6.0.5 obtemos y(k) — 1, onde

sty =2m i+ [ [ [Z@m, e T)]ﬂ(w)dfdr

Pelo teorema da convergéncia dominada temos

wz,t) = /Q D(, 1, €, 0)up(€)dé + / /a Tl & Tl e

e do lema 2.1.4 concluiremos a continuidade de u; em Q x (0, 7).
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2.1. EXISTENCIA E REGULARIDADE CAPITULO 2. EXISTENCIA DE SOLUCAO

Analogamente obtemos resultados para us:

ug(z,t) = /(xthuo df—l—//(m (z,t,& 7)Y, T)dédr,

onde

P(x,t) = 2H (z,t) + 2/0 /(99 [Z Qj(x,t,f,T)] H(¢, 7)dédr

T (z,t) = /Q Q1. €, 0 uo(E)dE — G, 1, &, u)

e do lema 2.1.4, uy também é uma fungao continua.

Notemos que, usando o teorema 6.0.9, obtemos que as convergencias

k)

H( — U

ﬂ(k) — U9
sao uniformes em Q x (0, 7. O

Agora, com o lema 2.1.4, temos dados sobre a continuidade da solugao da equagao (1.16).

Lema 2.1.4 Seja V (z,t) fo Joo D, t,&, 7)0(E, T)dédT. Entdo V € continua em Qx (0, T].

Prova: Notemos que a solucao fundamental dada pela expressao:

1 1 _Y(wi—g)?

eV -ni

Y

D(x,t,&,7) =

tem a seguinte estimativa

Ko ! 0<pu<l1
(= o =gz ==

Pz,t,6,7)| <
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CAPITULO 2. EXISTENCIA DE SOLUCAO 2.1. EXISTENCIA E REGULARIDADE

Assim

[ [ reremye racas
0 o0

t 1 1
< Koltlw | ———dr [ ——— 4
< Kallvls [ Gomtr [ gt

e entao V converge absoluta e uniformemente

Mostremos que V' (z,t) é continua. Seja ¢ > 0. Como V' converge absoluta e uniforme-

mente, existe n > 0 tal que

/_ D(x,t, &, m) (&, 7)< Z,V(:{;,t) € Q x (0,T).

Como I'(z,t,&, 7)(x,t,&, 7) é continua para t # 7, existe § < I tal que se [h| < de[s| <6,

entao

t—n
[ [+ bt s, e mdedr| < S
o Joo 4
e ainda temos que
t+s—n €
[ [ v s nte nagar| < 5
t—n oN 4

Logo,
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\V(x+h,t+s)—V(z,t)| = D(x+ h,t+ s,& 7)Y, 7)dédT

o0

— /t/ C(x,t, &, 7)Y, 7)dEdT
0o Joa

t+s—n

D(x+ h,t+s,& 7)Y, 7)dédT

o0N

+ / / [(z+ht+ s, 7)Y(E, m)dédr
t+s—mn J OQ

- /Ot /aQFxtf, W(&, T)dedT

- /t /aerth W(€,T)dedr

/ - / (@ + ot + 5,6 7) — D(a, £, & (E, 7)dedr
0 15)

Q

VAN

+ /HS?7 U(z + h,t + 5,6 7)(&, 7)dédT
o0

+ / D(x+ h,t+s,& 7)Y, 7)dédT
t+s—n J OQ

" / |ttt

€+8+€+8_€
4 4 4 4

O

Concluiremos a questao de existéncia de solugao para o problema (1.16) através do teo-
rema 2.1.5, encontrado em [29], e que mostra que os limites das duas sequéncias de fungoes,
uma de subsolugoes e outra de supersolucoes, convergem para a mesma funcao, e esta é
solugdo da equagao (1.16). Notemos que a continuidade de tal solucdo ja foi provada no

lema 2.1.3 com a ajuda do lema 2.1.4.
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Teorema 2.1.5 Seu eu sdo, respectivamente, supersolucao e subsolugdo do problema (1.16)

e g satisfaz a propriedade (1.19), entdo as sequéncias

{a™} e {u}

convergem monotonicamente para uma mesma solugao de (1.16).

Prova: Como u; é continua, temos que G(z,t,u;(x,t)) é uma fungao continua em 92 x (0, 7.

Assim, pelo teorema 6.0.2, a funcao u; é solugao do problema de valor inicial e de fronteira:

(u1)i(z,t) = Lug(z, 1)), Q x (0,71,
(2.5) %(x,t) + b(x, t)uy (z,t) = Gz, t,ui(x, 1)), 00 x (0,77,
uy(z,0) = up(x), Q.

Observemos que

Gz, t, & ui(x,t)) = bz, t)uy (z,t) + g(z, t, uq (z,1)).

Assim o problema (2.5) nada mais é que o problema:

(u1)¢(x,t) = L(ui(x,t)), Q x (0,77,

(2.6) (xz,t) = g(z,t,uy), o2 x (0,77,

v
ui(x,0) = ug(x), Q.

Analogamente chegamos que us é solucao para o problemas:

(u2)i(z,t) = L(ug(z,1)), Q x (0,71,
(2.7) %(x,t) + b(x, tug(z,t) = G(x,t,us(x,t)),  0Q x (0,7T],
ug(z,0) = ug(x), Q.

27



2.1. EXISTENCIA E REGULARIDADE CAPITULO 2. EXISTENCIA DE SOLUCAO

Notemos que u; e uy sao solugoes do problema (1.16). Agora iremos mostrar que u; e uy Sa0

uma mesma fung¢ao, a qual denotamos por u. Seja w = u; — us. Assim

w(a,t) = / /8 et & 76 )~ Tl Dldedr

com
vlet) =22 [ [ [E Q)€ ﬂ] H(¢, 7)dgdr
j=1
e
P(a,t) = 2H (z,t) + 2/0 /aﬂ [Z Q(z,t,¢&, 7')] H(¢,7)dEdr.
=1
Dai,

(H(x, t)—H(z, t)| = |Gzt u1) =Gz, t, us)| < [b(w, ) +b(x, 1) |[ur (2, 8) —ua(@, )] < KilJw]ls,

onde

Ky = sup{|b(€.7) + B(E, )0 < 7 < teg € 0}

lwlle = sup{w(€, 7);0 <7 < 1,6 € Q}.

Logo,

[$(,t) — (. 1) < 2K [|wll,

ZQj(zatvfaT>
7j=1

t
[
0o Joal|iZ

dﬁdr] < Ks||lwl|s,

onde K, é uma constante independente de (x,t) em Q x (0, T]. Entao:

iz, 1)] < Kolluwl), / / Dt )l dedr
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Sabe-se que

ID(,,€,7)] < Kot — 7)Mo — €702, (0 < p < 1).

Assim w satisfaz a estimativa

t
jw(z, )] < Ks/ (t = 1) Fdrlfw], < Kyt ],
0

onde K3 e K, sao constantes independentes de t. Seja t; > 0 tal que K4t}7” < 1. Como

|wl|; decresce em t, temos para t € [0, #1]:

(e, 6)] < Kat" ol < Kty ™[]l

Assim

lolley < Katy ™ |wlle,,

mas kgt; " < 1, logo

[w]ls, =0,
isto é, u; = uy em Q x [0,#,].
Considerando o problema
Ut fr— [J’U7 QX(t]_,T]
ov
(28) % :g(ﬂf,t,’U), (t17T]a
u(w, t) = ux,ty) >0, Q.

Usando o argumento acima obtemos u; = uy até um tempo t,. Continuando o processo
temos u; = uy em €2 x (0,77, isto é, os limites das sequéncias de subsolugoes e supersolugoes

sao iguais.
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2.2 Subsolucao e Supersolucao

O problema (1.15) é um caso particular do problema (1.16). Como a existéncia de solugao
para (1.16) foi provada na segao anterior 2.1, colocando-se algumas hipéteses sobre a condicao
de fronteira e sobre a existéncia de subsolucao e supersolucao, entao nesta se¢ao nos encar-
regamos de provar a existéncia de uma subsolucao e uma supersolucao para o problema
(1.15) e que a condigao de fronteira de (1.15) satisfaz a propriedade (1.19).

Primeiramente encontraremos uma supersolucao. Notemos que isto é triviamente encon-

trado, ja que u(x,t) = K = maxz{ug(x),z € [0,1]} é supersolucao para o problema (1.15).De

fato,
ﬂt - 0 - ﬂ3t7:r7
ou
5(0,1&) =0,
@(1 t)y=0>-K" = —(a(z,t))"
o N ’
e

u(z,0) = K > up(x).

Procuremos uma subsolugao para o problema (1.15). Seja 6 = min{uy(z),z € [0,1]} e
definamos u(z,t) = —gx”+0 —ot, onde n e o serao tomados de forma a u ser uma subsolucao
para o problema (1.15).

Fazendo calculos chegamos a

6 6
u, — U, = —0 + §n(n — 12" ? < —0o+ én(n —1).
0

Tomando o = Sn(n — 1) temos que

Uy — Uy, < 0.

T
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Notemos também que

u(x,0) = —gx" +60 <0 < wp(x),

para = € [0, 1]. Agora usando as condigoes de fronteira temos:

u,(0,t) =0
e
0
1,t) = —=n.
gac( ? ) 2”
-3
Escolhemos n de forma que —4n < —(%) . Daf, u(l,t) = =4 +60—4n(n— 1)t =
g — gn(n — 1)t. Tomando t; = m > 0. Se segue, para 0 <t < ty:

0 0

0 0 -8 -3
1 <u(lt) = (1) > [w(1, )] = —[u1,8)] 7 > - (Z) > 5= u,(1,1).

Logo, provamos que existe subsolugao para o problema (1.15) em [0, 1] x [0, ¢4].
Como ha subsolucao e supersolucao até o tempo t;, partindo destas obtemos duas

sequéncias de fungoes que convergirao para uma mesma solucao do problema:

Up = Ugy, z € (0,1),t € (0,t],
(2.9) g (0,1) = 0,u,(1,t) = —[u(1,t)] 77, t € (0,t],
u(z,0) = ug(x) > 0, z € [0,1]

e esta solucao, pelo lema 2.1.3, satisfaz uma equacao integral para 0 <t < ¢;.

Se u(x,t1) > 0, pelo mesmo metddo conseguiremos uma solu¢do para o problema:

Ut = Ugy, x € (O,l),te (tl,tg],
(2.10) Uy (0,1) = 0,u,(1,t) = —[u(1,1)] 77, t € (ty, o],
u(z,ty) = u(z,t1) > 0, z € [0,1]
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que satisfaz a mesma equacao integral para t; <t < t,. Saberemos futuramente que existe
um tempo 7" tal que u(1,7) = 0, portanto enquanto u(z, t;) > 0, para algum j conseguiremos
solugdo para o problema (1.15), a qual satisfaz a equagao integral descrita no lema 2.1.3.
Desta forma podemos concluir que se g satisfaz a propriedade 1.19, para u < us < uy < 7,
temos a existéncia de solugao até um tempo 7.

Vamos mostrar a propriedade (1.19) para g(z,t,u) = —u =, para u < uy < u; < .
Notemos que g é C* para u > 0, ou seja g ¢ C*([u,u]). Assim dadas funcoes u; e uy tais que
u < uy < uy <7, pelo Teorema do Valor Médio, temos que existe uma func¢ao ug € [ug, uq]

tal que

g(x7t7u1) - g(l’,t,UQ) - gu<x,t,U3>(U1 - UZ)-

Como g, (x,t,u) é uma fungdo ndo crescente em u temos que

_gu(xatvﬂ)(ul - UQ) S gu($;t7u3) S gu(x,t,ﬂ)<U1 - u2>‘

Logo, existem b(z,t) = g.(z,t,u) e b(z,t) = gu(z,t,u) funcdes continuas ndo-negativas

satisfazendo

—b(uy — up) < ga,t,un) — gla, t,up) < bluy — uy).

Pela teoria geral regularidade de regularidade de equagoes parabdlicas em [3], [13] (pagina
144) e [14] (pagina 141) concluimos que u € C*((0,1) x (0,77]), se a nossa condicao inicial
Ug € COO([O, 1])
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Capitulo 3

Propriedades da Solucao

No capitulo precedente foi mostrada a existéncia de solugao para o problema (1.15), o qual
¢ o objeto de nosso estudo. Ja sabendo que existe solucao e esta é tao regular quanto nossa
condigao inicial, iremos neste capitulo, baseados nas referéncias [1], [2], [6], [15], [16], [18],
23] e [27], mostrar algumas propriedades da solugao de (1.15). Inicialmente, mostraremos
que qualquer solugao do problema de valor inicial e de fronteira (1.15) se anula em tempo
finito T', isto ¢é, a existéncia de solugao positiva do problema (1.15) se dd em [0, 1] x [0,T).
Também iremos mostrar que o ponto x = 1 é o tinico ponto de “quenching” para solucoes do
problema (1.15), ou seja u(x,t) — 0 quando t — T, somente para x = 1. Posteriormente
descreveremos o comportamento desta solugao perto do tempo de anulamento 7" e do ponto
r=1.

Para mostrar que a solugao se anula em tempo finito é preciso saber alguns resultados
da Teoria de Semigrupos encontrados na referéncia [27]. No Apéndice apresentamos uma
pequena introducao a Teoria de Semigrupo e o enunciado de um teorema usado para provar
o anulamento em tempo finito 7" da solu¢do do problema (1.15).

Primeiramente, ja supondo que a nossa solugao se anula em algum tempo (este sendo
finito ou infinito) e fazendo uso do principio do maximo 6.0.6 e de [18], mostraremos atraves
da proposigao seguinte que hd um tnico ponto em que u(z,t) — 0 quando t — T~ .

Por todo este capitulo notemos que uy > 0.
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Proposicao 3.0.1 Se assumirmos que u se anula em tempo T (finito ou infinito) e ugy < 0.

Entdo o unico ponto de quenching é x = 1. Mais ainda,

u(z,t) > Cy (1 —x)*,
para x € [0,1], t € [0, T), onde C, € uma constante positiva a qual depende de ug e 3 e
A= 5+1)

Prova: Seja ¢ € C?([0,1]) uma fungiao com as seguintes propriedades:

(i) ¢(0) = 0,
1) 0 < p(1) < 1,

(
(@1) @, ¢'¢" > 0,
(iv) p(x) < (k — u)(z))[uo(z) + k(1 — z)]° para x € [0, 1], onde

k = mazx{|uy(z)],0 < x < 1},

Um exemplo de ¢ é dada por p(z) = Cz, onde

C' = min{1, min{(k — uf(x))[uo(z) + k(1 — x)]°, 2 € [0,1]}}.

Definamos

(3.1) J(x,t) = ug(2,t) — k 4+ @(x)[u(z,t) + k(1 — z)]7°

Notemos que J estd bem definida em [0, 1] x [0,7), pois u é estritamente positiva neste
dominio.

Usando (iv), temos

J(@,0) = wup(z) — k+ p(@)[uo(x) + k(1 — )77
< ug(x) =k +k+ uy(z) =0.

Agora, usando a condigao de fronteira do problema (1.15), (i) e (i7), temos

34



CAPITULO 3. PROPRIEDADES DA SOLUCAO

J(0,1) = ug(0,1) — k + p(0)[u(0,t) + k] P = -k <0

J1,t) = up(1,8) — k + o(D)[u(1,8)] 7 <uu(1,t) — k+ [u(1,t)] " = -k <0.

Assim J < 0 na fronteira parabdlica.

Fazendo alguns célculos obtemos,

Ji(z,t) = Jo(z,t) = — @"(@)[u(x,t) + k(1 —x)]°
— 200" (@)[ulz, t) + k(1 — )"k — ug (2, 1)]

— BB = Delu(z,t) + k(1 = 2)] 72k — ug(w, )]

Como por hipétese temos uj < 0 e sabendo que u, satisfaz

Wy = Wy, x € (0,1),t>0,
(3.2) w(0,t) = 0,w(1,t) = —[u(1,)] 7, t>0,
w(z,0) = uy(z) <0, z€[0,1],

usando o principio do maximo 6.0.6, temos que u, < 0 e entao k > u,(z,t) em [0, 1] x [0,T).
Portanto teremos que J; — J,, < 0 em [0,1] x [0,7). Novamente utilizando o principio do

maximo 6.0.6 temos que

(3.3) J <0,

em [0,1] x [0,7).
Seja v(z,t) = u(x,t) + k(1 — x) temos que v > 0 em [0,1] x [0,7") e de (3.1) e (3.3)

concluimos que
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VP (2, t)vg(z,t) < —p(2).

Agora integrando de x a 1 e usando o fato de v ser estritamente positiva temos

vz, t) > (B + 1)/ o(r)dr.

Pelo teorema do valor intermedidrio existe zo tal que p(zo) = 3¢(1). Assim usando fato de

¢ ser nao-decrescente, devido a (i), temos

W ast) > (6 + (1)1~ 2),

para o < x < 1. E entao, usando a definicao de v, temos

(1) > %(5“)@(1)(1—@] k(- 2),

para zg < x < 1. Como 1 —x <1 e 2) <1, entao existe um x; tal que

21
k(l—2) < i(ﬁ + Dep(1)(1 — x)] ,para todo z; < z < 1.

Logo existe uma constante

Cy = %(6 + 1)@(1>] - }l(ﬂ + 1)90(1)] >0

tal que

u(x,t) > Cy(1 — x)* para z € [21,1]e t € [0, 7).

Como u, < 0, temos para ¢ fixado que u(z,t) é uma fungao nao crescente em x. Assim,

para xo > xy, obtemos

w(we, t) > u(ay,t) > Cr(1 — 21)* > C1(1 — 22)™,
para t € [0,T).
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Dai, podemos afirmar que

u(w,t) > Cy(1 — ),

para z € [0,1] et € [0,T).
E entao se u tem um ponto de quenching a tnica possibilidade é x = 1.

O

Agora vamos provar um resultado, usando os teoremas 6.0.6 e 6.0.18 e a referéncia [18],

o qual diz que sobre certas condigbes as soluges de (1.15) se anulam em tempo finito.

Proposigao 3.0.2 Se uj <0, toda solugdo de (1.15) se anula em tempo finito T

Prova: Pelo principio do maximo 6.0.6, como u satisfaz a equagao do calor, o méaximo de u
é atingido na fronteira parabdlica. Notemos que o Lema de Hopf 6.0.7 nos diz que se (xo, o)
é méximo entdo 2%(zo,tp) > 0. Como u,(z,0) = 0 e uy(1,t) = —[u(1,¢)]~?, concluiremos
que o maximo de u é o maximo de uyg, isto é, nossa solucao u é limitada superiormente pelo
maz{uy(z),xz € [0,1]}.

Suponhamos que u é uma solu¢do para o problema (1.15) para todo ¢ > 0 e suponhamos
por contradi¢ao u(x,t) > 0, para todo (z,t).

Se existe § > 0 tal que u(z,t) > 9§, para x € [0,1] e t > 0. Definimos X = {uy €

C[(0,1)],up > 0} munido da métrica obtida através da norma do supremo, e seja

Vi: X — X,
ug(x) — u(z,t)

onde u é soluc¢ao do problema de valor inicial (1.15):

Ut = Ugyg, 5176(0,1),15>0,
g (0,1) = 0,ug(1,t) = —[u(1,t)] 77, t >0,
u(z,0) = up(x) > 0, x € [0,1],

Observemos que
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Via(Viy (uo(2))) = Vi, (u(, t2)) = u(@, by + bs) = Viy g1, (uo(2)).

Sabemos que v (ug) = {u(.,t),t > 0}, como |u(z,t)] < max{ug(z),0 < x < 1} para
qualquer ¢, temos que y*(ug) é limitado. Mostramos que V; é compacto para cada t.

Considere B C X e B limitado. Seja B’ = V;(B), notemos que B’ C C?((0,1)), uma vez
que u € C3((0,1) x (0,00)).

Pela referéncia [6] temos que C?((0,1)) < C((0,1)) (compacta). Assim B’ — C((0,1)) e
entdo B’ <— X e ainda B’ é limitado, pois a limitacao de u é a mesma de ug pelo principio
do méximo 6.0.6. Logo se B C X é limitado, entdo temos V;(B) pré- compacta em X e
portanto concluiremos que V; é um operador compacto.

Observemos que se

entao

%(J(u(x,t))) = —/0 uf(z,t)dx.

Assim temos um funcional de Liapunov para o semigrupo {V;}. Logo, pelo teorema 6.0.18
e usando a positividade de ug, a uniao dos w—limite de 1 consiste no conjunto de solugoes

positivas do problema (3.4):

(3.4)

porém o problema (3.4) nao tem solucdo positiva e entdo temos uma contradigao, usando o
teorema 6.0.18, visto que a uniao dos w—limite é nao vazia.

Se u nao é limitada inferiormente por uma constante positiva existe um z tal que u(x,t) —
0, quando t — oo0. Pela proposi¢ao 3.0.1 teremos que z = 1. Desde que uj < 0 obteremos

que u; < 0. De fato, seja v = —uy, entao v é solugao do seguinte problema:
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Vp = VUgg, z € (0,1),t >0,
ve(0,1) = 0,0,(1,1) = Blu(L, )]~ u(1,1), t>0,
v(z, )_—Uo( ), z € [0,1].

(¢) suficientemente grande para que B[u(1,¢)]~#D +

Para ¢ > 0 seja ¢(z) =

¢'(1) < 0. Definiremos w = e“"( v. Assim w é solugao do problema:

( Wy — Way + 20wy + [0 — (D) w =0, x€(0,1)t>0,
s —w,(0, ) + & (0)w(0,£) = 0, >0,
we (1, t) = {Blu(L,6)]” P 4+ o' (1) }w(1,t) = 0, t>0,

w(z,0) = —e?@yy(z) <0, zel0,1].

\

Logo concluimos, pelo lema 6.0.8, que w > 0, ou seja u; < 0. Desta forma u(z,t) é uma

fungao decrescente no tempo e portanto converge para uma func¢do v(z) que satisfaz
Ve = 0, para x € (0,1) e v(1) =0

Pela proposicao 3.0.1 concluimos que v satisfaz a seguinte desigualdade:

(3.6) v(z) = h(z),

onde h(x) = Cy(1 — z)**. Observemos que h'(z) = —2X\Ci(1 — z)**71 e " (x) = 2)\(2\ —
1)C1 (1 —2)?*72 < 0. Notemos agora que v é uma reta a qual no ponto x = 1 vale zero e h é
uma funcao com concavidade voltada para baixo tal que também vale zero no ponto z = 1.
Logo nao existe v reta, onde vale zero em = = 1, tal que a desigualdade (3.6) é satisfeita.

Logo podemos concluir que u se anula em tempo finito. 0

J& demonstradas a existéncia e unicidade de ponto de “quenching”, iremos fazer algumas
suposicoes sobre o sinal das derivadas de nossa condicao inicial ug, e entao provaremos

algumas estimativas da solugao de (1.15), ou seja iremos, usando as referéncias [1] e [18],
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descrever o comportamento de uma solu¢ao de (1.15) perto deste ponto de “quenching”.
Os resultados ja foram listados no capitulo introducao 1, iremos enuncia-los novamente
provando-os.

A primeira estimativa conseguiremos através da proposicao seguinte, cuja demonstragao

faz uso das referéncias [1] e [18].

Proposicao 3.0.3 Se assumirmos que ug < 0, entdo a sequinte desigualdade € valida:

u(z,t) < Co(l — )™,
para x proximo de 1 et proximo de T, onde Cy € uma constante positiva dependendo apenas

de 3.

B+1
B

Prova: Notemos que U, := p(k, — ), com u > 0,k, =1+ p~ satisfaz o problema com

condicao de fronteira abaixo:

U, = 0,em (0, 1),
(3.7)
U,(1) =-U,"(1)

Observemos que se tomarmos p grande o suficiente, mais especificamente 4 tal que satisfaz

as seguintes desigualdades:

—p < min{ug(z), = € [0, 1]},
teremos entao que ug e U, intersectam exatamente uma vez. De fato, as desigualdades
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implicam na existéncia da intersecao entre U, e uy. Observemos que —p < min{uy(z),z €
[0,1]} nos diz que a interse¢ao ¢é tnica.

Como u(1,t) — 0 quando ¢ — T~ temos que existe um ¢, (préximo de T') tal que

u(l,t,) = 7 = U,(1).

Daf u(.,t,) — U, tem uma raiz em x = 1. Notemos também que

1

up(1,,) = —[u(l,t,)] ™ = =[u 5] = = = U, (1),

ou seja Uy(.,t,) — U}, também tem x = 1 como raiz.

Segundo o teorema 6.0.10, temos que o nimero de zeros de u(.,0) — U, é estritamente
maior que o nimero de zeros u(.,t) — U,, parat >t, e x préoximo de 1.

Sabendo que u(1,t) — 0 quandot — 77, U,(1) = /f% > 0 ewueU,sao funcoes continuas

teremos que

u(z, 1) < Uy(),

para x préoximo de 1 e ¢t préximo de T

Agora notemos que a funcao M, definida por:

M(p) = Up(x)

admite minimo em g = ﬁfﬁ(l — x)fﬁ*fl e Uy (x) = M(po) = Cy(1 — 2)**, onde Cy =

(B+1)87 7.
Logo
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u(z,t) < Oy(1 — x)*,

para x préoximo de 1 e t préximo de T

0

Agora vamos apresentar um primeiro lema, encontrado em [18] e cuja a demonstragao
faz uso do lema 6.0.8, que ajudara na demonstracao do teorema 3.0.8, o qual diz a respeito

do perfil da solug¢ao quando t — T
Lema 3.0.4 Se assumirmos que u((f) <0,i=1,...,95, entdo:

(i) (T —t) 2 u(x,t) > Cs para xz € [0,1] et € [0,T),

(ii) —(T — ) 2uy(x,t) < Cy paraz €[0,1] et € [0,7T),

onde C3, Cy sao constantes positivas dependendo de 3 e uy.

Prova: Seja v = —u;. Entao v é solugao do seguinte problema:
Ut = Vg, z e (0,1),t >0,
(3.8) vs(0,8) = 0, va(1, 1) = Blu(L, 1))~ v (L, 1), t>0,
v(,0) = —ug (), z €0,1]

xn(s)

Notemos que v > 0. De fato, para € > 0 seja ¢(x) = (¢) suficientemente

grande para que Blu(1,t)]"®+D + o' (1) < 0 e w = e#@v. Assim w é solucdo do problema:

Wy — Way + 20 Wy + [gou - (gol)g]w =0, x€(0,1),te(0,T—¢),
59 —w,(0,1) + ¢ (0)w(0,1) = 0, te (0,7 —e),
we(1,) — {Blu(L, )] 4+ o' (1) }w(1,t) =0, te(0,T—e),

\ w(z,0) = —e?@ug(z) <0, = €l0,1].
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Logo, pelo lema (6.0.8) temos que w > 0 em [0, 1] X [0,T — ¢), para qualquer €. Logo, w > 0
em [0,1] x [0,T"), provando assim que v > 0 em [0,1] x [0,T).

Notemos também que as fungoes v; e v,; também sao nao-negativas. De fato, seja w; =
e?@y, e wy = @y, com © tomada como anteriormente. Assim w; e wy sao solucgoes dos

problemas (3.10) e (3.11)

(

(w1) = (W) + 20 (w1)e + [ = (¢)Jun r € (0,1)te(0,T—e¢),
—(w1)2(0,8) + ¢ (0)wi (0,8) = te(0,T-e¢),
(3.10)
(w1)o(1,) = {Bu(1, )7 + ' (1) }w (1,8) > te(0,T—e)
| wi(z,0) = —e“’(z)ugl)(:c) >0, x€]|0,1].
( (w2)t = (Wa)ze — 20 (wa)s — [ — (¢)Jws, z e (0,1),t € (0,7 —¢),
wy(0,t) =0, te (0,7 —¢),
(3.11)
wa(1,t) = {Blu(1, )]" D wy + B(5 + 1)e?Mo?, te(0,T—e),
wsy(x,0) = —e“’(w)ué&(m) >0, x € [0, 1].

Assim, pelo lema (6.0.8), temos w; > 0 em [0,1] x [0,7") e we > 0 em [0, 1] x [0,T) pelo
principio do méximo. Logo v; e v, sdo fungdes nao negativas em [0, 1] x [0, 7).
Da condigao de fronteira de (3.8) e usando integragdo por partes e a nao-negatividade

das fungoes v, vy e v, temos

SPL O = S2(1,0)

1
V2 (2, ) Vg (2, t)d

1
Ve (z, t)v(z, t)dx

I
O\O\MIH

= U(l,t)vt(l,t)—U(O,t)vt(l,t)—/o V0 (2, t)dx
< (L, t)v(1,8).
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Usando novamente o fato de v ser uma funcao nao negativa temos:

(3.12) —uy(1,t) > —%BQ[u(l,t)]_2(5+1)ut(1,t)

Agora integrando (3.12) de 0 a ¢, obtemos:

(3.13) u(1,1) < —5—2[u(1,t)]—<2ﬂ+1) +3 gz [uo(1)] 73D (1),

2(28+1) (264 1)
Como u(1,t) — 0 quando t — T~ existe um ¢ > 0 tal que
uy(1,t) < _hu*@ﬁﬂ)(l t)
T 228+ 1) T
ou seja

_P-e
2026 + 1)

Logo para t proximo de 1" e integrando de ¢ a T' temos

[u(1, )], (1,1) <

A
B2 —e

20284+ 1) (T =1y

u(l,t) >2(6+1)

Como u, < 0 teremos que, se fixarmos ¢ préximo de 7', a func¢ao u(x,t) é nao-crescente

em x. Dai

u(z,t) > u(l,t) > Cs(T — ),

para t préximo de T.

Como u; < 0 teremos

u(z,t) > Cs(T — t),

parax € [0,1] et € [0,T)

(i7) segue do fato que u,, = uy < 0 e do item (7). De fato
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Upe <0 = —ug(2,t) < —uy(1,t) = uP(1,t) < C3(T — )7,

onde \3=—-\+1eCi=0C;"
O

A proposi¢ao seguinte, onde o lema 6.0.8 e a referéncia [18] ajudam na sua demonstracao,
além de auxiliar no conhecimento do perfil da solugao de (1.15) quando t — T'~, nos diz que
u; explode quando t — T~, uma vez que 1 — A < 1 = (T —t)'"* — 0 e u; < 0 quando

ug < 0.
Lema 3.0.5 Se assumirmos que uj, < 0 em [0,1] e —ﬁ(ugl)’(l) > 1, entao:
(i) (T —t)2u(1,t) < Cs parat €[0,T).
Se ug satisfaz as condi¢oes do lema (3.0.4),entao Entao:
(ii) —(T — )2 uy(z,t) < Cg para x € [0,1] et € [0,T),

onde Cs, Cg sao constantes positivas dependendo apenas de [3.

Prova: Escolheremos uma funcao ¢ € C?([0,1]) tal que
i) ¢, ¢ e " sdo fungdes nao negativas.
ii) (0) =0, p(1) < 1 ep < —ugup
Um exemplo de ¢ é p(z) = Kx, onde

K = min{1, min{—u} (x)u}(z), z € [0,1]}}.

Definimos J(x,t) = u,(x,t)+p(x)[u(x,t)]~?. Usando (i) e (ii) e as condigoes de fronteira
de (1.15) temos

J(@,0) = up(x) + p(x)(uo(x)) ™ <0,
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J(0,t) =0

J(1,t) = uy (1, ) + [u(1,8)] 77 = 0.

Portanto J < 0 na fronteira parabdlica.

Usando o fato que u, < 0 temos

@ t) = Jeal,t) = = B8+ V(@) [u(w, 0]z, 1)
+ 20¢ (@) [uz, )]y (1) — " (@) [u(z, )] 77 <0
Logo, pelo principio do maximo 6.0.6, temos que J < 0 em [0,1] x [0,7"). Como J,(1,t) =

1+ h,t)—J(1,t
O b — (L)

] . e J(1,t) =0, teremos J,(1,t) > 0 para t € [0,7"). Entao
—0—

Jo(Lt) = w(Lt) = Be()[u(L, )] g (1, 6) + ' (Du(l, )] 7

= wy(1,8) + Blu(1, )] + S (Du(L,1)] 7 > 0.

Assim

(3.14) w(1,2) + Blu(1, ] >~ (Du(1, 8] > 0,
ou seja

u(l, )y (1,1) > =B,

a qual integrando de ¢t a T" obtemos

u(lvt) < CS(T - t))‘,
onde C5 = (283 + 2)*3*
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Para a parte (ii) observemos que uy, satisfaz o problema (3.15)

Wy = Wgy, T € (O, 1),t > 0,
(3.15) w(0,8) = 0,w(1,t) = Blu(1, )] P (1,1) <0, t>0,
w(z,0) = ulP(z) <0 zel0,1].

Dai, pelo principio do maximo 6.0.6, temos que u;, < 0 em [0, 1] x [0,T). Consequentemente
teremos que ug(z,t) > us(1,t). Assim —(T — t)"Puy(w,t) < —(T — ) uy(1, 1)
Usando (i) do lema 3.0.4 e (3.14) obtemos

—(T — )" Puy(z,t) < G,
onde Cg = 4C; #7HY. 0

O lema seguinte, cuja demonstragao tem por base as referéncias [2] e [23], fornecerd uma
funcao a qual sera importante na demonstracao do teorema 3.0.8, o qual permitira sabermos

o perfil exato da solugao de (1.15) perto do tempo T

Lema 3.0.6 FExiste uma unica solugao zo do problema:

w'/—gwl—l—)\w:O, y >0,
(3.16)
w (0) = w™(0),

a qual € nao trivial e tem a forma

zo(y) = Ky**[1 + O(y?)], quando y — +o0,

onde K € constante positiva. Existe uma outra solugao ndo trivial do problema (3.16) da

forma

y2

Ce Ty 71+ O(y™?)], quando y — +oo,
onde C' € uma constante positiva.
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Prova: Scja z(r) = V2rie 2w (2r2), r = %. Fazendo alguns cédlculos temos

” T 1 2 T 1 1 1 T 1 3 1
z (r)= —\/irie2)\w(2r2)—\/7—rie2w(2r2)+1\/§r4e2w(2r2)_1_6\/§7nze2w(2r2)_

Escrevendo de uma forma mais simples

Entao z satisfaz

(3.17) z +

ondekz;ll+)\eu:—

=

Esta equagao pode ser resolvida explicitamente e as solugoes fundamentais sao dadas

pelas férmulas:

r 1
z(r) = e_iréﬂ‘U(i +pu—k,142u,1)

e
- l+ 1
29(r) = e 212 ”M(§+u—k,1—|—2u,7“),
onde
ar a(a+1)r? ala+1)...(a+n—1)r"
M(a,b,r) =1+ — ..
(@b =1+ s VT er ) brn— Dl
e
Ulab.r) s M (a,b,r) Tl_bM(l—i—a—b,Z—b,r)
a,b,r) = —
Y sen(mb) \ I'(1 +a — b)['(b) ['(a)T2—b ’
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isto pode ser visto pagina 504 de [2]

Pela referéncia [2], pagina 504, temos que

M(a,b.r) %(1 + oY),

quando r — o0.

Dai

wy(y) = Ce'tr 11+ 0(y?)),

L(3)

_ 1
quando y — oo e onde C' = Ny

IS

Teremos também que

1 1 92

L (S Y
2

Como estamos interessados na solucao de (3.16) que nao cresce como Ce'T =22~ quando

1 92

y — 00, temos que z(y) = dow1(y) = doU(—A, 5,% ). Pela reféncia [2], pagina 507, temos

que U'(a,b,¢) = \U(a+1,b+ 1,¢). Dai

2
Y
La)

, 1
a(y) = dOA%U(—A L1+

Usando a expressao de U e a condicao de fronteira temos

1|1 1
do = ﬁ [XF(—)\ + 1)Fﬁ (—)\ + 5)

2

Notemos que Zé(y) = F(go—)\)\\—/j) — )\2)\+1F2)\—1(1 _ )\)F—2)\+1 (% _ )\) >0

Da referéncia [2], pagina 505, obtemos

Ula,b,r) = r 1+ O(r )], quando r — oo.
Assim
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20(y) = Ky 14 O(y~?)],

quandoyﬁooeonde[(:j—%. O

A seguir descreveremos uma mudanca de variavel, que serd importante na demonstragao

do teorema 3.0.8.

Observacao 3.0.7 Definamos

w(y7 S) = (T - t)_)‘u(x, t)7

onde

s = —log(T —t).

Observe que quando s — oo temos T — T_. Assim w(y, s) = e (1l —ye™2, T —e™*), entdo

w, = eye by (r,1) + e eEu (o, 1) + Aeu(w, ) = w9, 5) — Ly (y, ) + Moy, 5)

isto €, w satisfaz a equacao:

Wy = Wy — gwy + Aw

2
em W ={(y,s):0<y<ezs>—logT}, com condicio de fronteira

w,(0,5) = w (0, S),wy(e%, s)=0,s > —logT,

w(y7 —logT) = T_/\Uo(l — y\/T),O < Yy < \/T

Dai temos o sequinte problema:
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( ws—wyy:—%wy—i—/\w, (0,e2) x (0,VT),
(318) wy(y7 S)(O’ 8) = UJ_B(O, 8),U}y(€%,8) - 07 (_ IOgT, OO),

w(y, —logT) = T ug(1 — yVT), (0, %) :

\

A seguir repetimos o enunciado do teorema 3.0.8 provando-o, concluindo assim a de-
scrigdo do comportamento do perfil exato de uma solugao de (1.15) perto do seu ponto de

“quenching”.

Teorema 3.0.8 Se u(()i) <0,1=1,...,5, entdo w(y,s) — 20(y) quando s — oo uniforme-

mente para y em um intervalo compacto [0,d], d > 0, onde zy € a mesma do lema 3.0.6

Prova: Do lema 3.0.4, obtemos

(3.19) w(y,s) = (T —t) u(z,t) > Cs.
Como
(3.20) wy(y,s) = —(T — t) 2uy(z, 1),

temos, pelo lema 3.0.4

(3.21) w,(9,5) < C.
Sabendo que
Wyy (Y, 8) = (T — 8) Mugy(z,t) <0,

temos, do lema 3.0.5 e pela expansao de Taylor, que
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(3.22) w(y,s) <w(0,s) +wy(0,s)y < C5 + Cuy

Provemos agora que w(y,s) — ws(y) quando s — oo num intervalo [0,d], onde wy, é
solugdo (3.16). Antes disso, podemos ver que (3.19) implica que ws ¢ nao-nula e (3.22)

221 Assim se provarmos que ws é solucdo de

2
. . ~ ¥
implica que ws, nao cresce como Ce1y
(3.16) teremos que Wy, = Zo-

Notemos que w ¢ limitada, logo

wi(y, s) = w(y, s + ;)
é uma sequéncia uniformemente limitada para y € [0,d]. Notemos também que w é uni-
formemente continua em [0,d]. Dai, w; é uma sequéncia equicontinua de fungoes. Pelo
teorema de Arzeld—Ascoli, existe uma subsequéncia w;(y, s) — wao(y, s) uniformemente em
um [0, d].

Observe que (w;), = {(w,);} é uniformemente limitada e como w, é uniformemente
continua entao {(wy);} ¢ equicontinua. Pelo teorema de Arzeld-Ascoli teremos que existe
uma subsequéncia (w;), convergindo uniformemente. Dai, como w; — ws em [0, d], entdo
(wy); = (weo); em [0, d].

Vamos mostrar que w,, independe de s, isso fard com que ws seja uma solugao do

problema (3.16). Primeiramente temos

ws—wyy+%wy—)\w:0.

»

vy
T, obtemos

Multiplicando por p(y) = e

PWs — PWyy + %pwy — Apw = 0.

Multiplicando por ws temos

pw? — PWyyWs + %pwyws — Awwgp = 0.
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Assim,

R R
/0 p(y)wi(y, s)dy = /0 [p(y)wyy(y, s)ws(y, s) — ywy (Y, s)ws(y, s) + Mw(y, s)ws(y, 8)] dy

/0 p(W)wyy(y, s)ws(y, s)dy = p(y)ws(y, s)wy(y, s)

1d [®
~ 55 | lwlidy
Definamos
R R
ER[w](S)Z/O %|wyl2p(y)dy—%/0 w’(y, s)p(y)dy
Dai
| sy =yt ) 0:9)| =~ Enlults)
R d R
| w30ty = = 5 Balul(6) + ployn 5w, (.9

Agora integrando temos

R

ds
0

b R b
/ / w(y, $)p(y)dyds = Erlw](a) — Exfw](b) + / p(y)wa(y, s)wy (), 5

Fazendo w = wj, a =m e b=m + s;;1 — s; temos

[ sptdnds = Erluslm) = Eelusm + s -5

m

R
ds,
0

+ / B p(y)(w;)s(y, s)wy(y, s)

m

ou seja
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m+s;j41—S8; R
/ / (w)(4, $)p(y)dyds = Enfw;)(m) — Enfuwja)(m)

m

+Sj+1—8; R
s b )| ds

m 0

Como %(y,m) — 8é’;—yw(y,m) e |88—“;| ¢ limitada, independente de j temos pelo teorema
da convergéncia dominada que Egw;]|(m) — Egr[ws](m) quando j — oo.

Agora fazendo R — o0, sj41 — s; — 00 e (w;), converge fracamente para (ws)s teremos

M
// |(woo)5|2pdyds:O.

Como m e M sao arbitrarias, (we)s = 0, entao ws(y, s) independe de s.
)

Observe que we, resolve (3.18) e independe de s. Assim wy, se traduz na solucao zy do

problema (3.16).
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Capitulo 4

Existéencia Global

Vimos nos capitulos anteriores que a solugao de (1.15) existe até um tempo finito 7". Neste
capitulo estudamos a possibilidade de estender, de alguma forma, a existéncia de solugao
além desse tempo T

Com base nas referéncias [1] e [15], primeiro definiremos, para cada ¢ > 0, uma sequéncia
de funcgoes f. com determinadas propriedades e depois iremos ver que as sequéncia de solugoes

u. do problema (1.22), descrito novamente abaixo:

()t = (Ue)gas z e (0,1),t>0,
(4'1) (us)x(ovt) = Oaus(lvt) = f€<u€(17t))7 t>0,
(ue)(z,0) = up(x) > 0, x € [0,1],

ird convergir para uma extensao da solucao de (1.15), a qual satisfaz o problema abaixo:

Vp = Vga, z € (0,1),t >0,
v2(0,1) =0, t>0
(4.2) ve(1,1) = —vP(1, 1), te(0,7),
v(1,t) =0, t>T,
v(x,0) = up(z), 0<z<1
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e esta coincide com a solucgao u do problema de valor inicial e de fronteira (1.15), parat < T.
E assim teremos uma extensao que vai além do tempo de T', fechando assim o objetivo do
capitulo.

Agora definimos a tal sequéncia f.. Seja f.(s) = —m. Notemos que f. tem as

seguintes propriedades

_S_B S f51 S faza

para s > 0 e g1 < es.

H4 trés lemas que demonstram o fato de se poder estender a solugao de (1.15) além de

T.
Este primeiro lema nos diz sobre existéncia global das solugoes de (1.22) e as compara

com a solugao u do problema (1.15).

Lema 4.0.9 Assumamos que 0 < e < ug(1). Entdo existe uma unica solugdo u. em [0, 1] X

[0,00) do problema (1.22) tal que u. € C?([0,1] x [0,7]), para qualquer T e

(i) ue >0, para (z,t) € [0, 1] x [0, 00),
(11) ue, < Ugy, para 0 < g1 < g9 em [0,1] x [0, 00),

(11i) ue > u, para (z,t) € [0,1] x [0, T], onde u € solugdo do problema (1.15).

Prova:

(i) Se uc(xo,tg) = 0, para algum (zg,%y). Podemos assumir sem perda de generalidade
que u. > 0, para t <ty (isto porque u.(z,0) = ug(x) > 0 e u. e continua).

Notemos que se zg € (0, 1) teremos uma contradigdo com o principio do méximo 6.0.6,

pois o minimo ocorre na fronteira parabdlica segundo o principio do maximo 6.0.6.
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Oue

Notemos também que se zy = 0. Pelo lema de Hopf 6.0.7 teremos que

(0,p) < 0, que
é uma contradicao, ja que as condicoes de fronteira nos fornecem %fj (0,t9) = fe(uc(0,t0)) =
f:(0) = 0.
Notemos ainda que se zo = 1. Analogamente, pelo lema de Hopf teremos %ij (1,t9) < 0,
(1,t0) = fe(ue(1, %)) = fo(0) = 0.
Logo, para todo xy € [0, 1], temos uma contradigao e assim podemos concluir que u. > 0

em [0,1] x [0, 00).

o que contradiz o fato de que %fj

(ii) Definimos w = u,, — u.,, onde 0 < €1 < 9. Entdo w satisfaz

Wy = Wy, z € (0,1),t >0,
(4.3) wz(0,1) = 0,wy(1,8) = fey (uey (1,1)) — foy (uey (1,2)), t>0,
w(z,0) =0, x € [0, 1].

Notemos que wx(Lt) = fe1 (ué‘l(l?t)) - f51(u€2(17t)) + f€1(u62(17t)) - fez(u62(17t))' Usando

o fato que f. é nao-crescente em ¢ obtemos

ww(lvt) < f€1 (u€1(17t)) - f€1 (uez(lvt))'

Usando o teorema do valor médio

para algum 60(1,t) entre u., (1,1) e uc,(1,1).

Definimos z = e*@w, com ¢ € C?((0,1)). Notemos que z é solucio de

(

Soxw_((px)Q_th]Z:Oa T € (071)7 t>07

—22(0,1) + (0, 1)2(0,) = 0, t>0,
(4.4)

2z (1,1) = [fél(H(l»t)) + som(l,t)] 2(1,t) <0, t>0,

2(z,0) = e?@Ow(z,0) =0, =z € [0,1],
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Tomando ¢ tal que ¢,(0,%) > 0 e ¢, (1,t) < —f. ((1,t)). Podemos usar o lema (6.0.8)
para z e concluir que z < 0. E assim, w <0, isto é u., < u,.

(iii) Definimos w = u — u.. Entéo v satisfaz

Wi = Vgg, x € (0,1),t >0,
(4'5) wx(oat) = Oawz(lat) = f(u(lat)) - fa(ue<1at))7 t >0,
w(z,0) =0, z € 1[0,1].

Notemos que

wx(l,t) = f(u<1’ t)) - fe(u(17t>) + fe(u(lvt)) - fa(ua(la t))

Usando o fato que as f. sao nao crescente com relagao a € teremos

u)x(l,t) < fa(u(lat)) - fa(us(lvt))'

Usando o teorema do valor médio

we(1,8) < fo(&(1, )w(1, 1),

para algum £(1,¢) entre u(1,t) e u.(1,t).
Definimos y = e?®Yw. Analogamente obtemos y < 0, entao w < 0, ou seja u < u., para
todo € > 0.
OJ

Como u. é uma sequéncia mondtona e que u. satisfaz uma equacao integral do mesmo
tipo da equagao integral (6.1) de u solugao de (1.15), pelo teorema da convergéncia mondtona
temos a convergéncia de u. quando € — 0. Entao existe uma funcao v(z,t) = ll_r)% us(x,t),
a qual pelo lema anterior satifaz 0 < v < K = max{ug(x),x € [0,1]}. Pela teoria da
regularidade de equagdes parabdlicas aplicada a essa equacao integral , como em [13], temos

v € C?((0,1) x (0,00)) . Pelo teorema de Dini 6.0.9 temos que u. converge uniformemente
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para v, assim v satisfaz a equagao do calor em (0,1) x (0,00). Também podemos ver que
v,(0,t) = 0, pois (u).(0,t) = 0.
Agora vamos provar, usando [15], que v satisfaz uma outra condic¢ao de fronteira, através

do seguinte lema:

Lema 4.0.10 Set € (0,7), entdo v,(1,t) = —[v(1,t)]77.

Prova:
Escolhemos ty € (¢, 7). Entao existe d, K > 0 tal que § < u. < K em [0, 1] x [0, to].

De fato

u: < K = max{ug(z),z € [0,1]}

§ = min{u(z,t),z € [0,1] et € [0,%]} < u..

Observemos que K e ¢ independem de . Mostramos agora que ((u.),) é uma sequéncia
nao decrescente em ¢, para £'s pequenos.

Seja g1 < €3 € 2 = (Ug, )e — (Ue, ). Notemos que

2t = Zgg, x € (0,1),t >0,
(4'6) Z(Ovt) = Oa Z(lat) = _fsll (um(l?t)) + faz(uaz(Lt)) S 0> > 07
z(z,0) =0, z € [0, 1],

Usando o fato que f. é nao crescente em € e o Teorema do Valor Médio, temos

Z(l,t) = _f€1 (u61(1’t)) + f€2(u62(1’t)) + f€1 (u€2<17t)) - f61(ué2(u(17t)))
= f€1 (u€2(17 t)) - f€1 (U’El(lat)) + f€2(u€2(17t>> - f€1 (uel(lvt))
> fEl(u52<]‘7t)) — fa (u61(17t>> = fa/1<9<17t))>
para algum 0(1,t) entre u., (1,t) e ue,(1,t).
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—(s+)M 14 s(B+1)(s+e)”
(s4€)2(8+1)

Observemos que fI(s) = e que para € pequeno temos fl(s) > 0.
Assim z(1,t) > 0 e entao pelo principio do maximo teremos (u, ), > (u.,), € entao existe.
Dai existe C', independente de ¢ tal que |(u.).| < C. Usando o teorema 13.16, encontrado
na referéncia [28], existe a = a(§, K, C, 3) tal que a norma C*2 ([0, 1] x [0,to]) de (u.), é

uniformemente limitada em e. Dessa forma, como (u.), — v,(1,t), temos que (u.).(1,t) —

vz(1,t) e como f. é continua obtemos

ve(1,t) = —v™P(1,1).
U

Segue do lema 4.0.10 que v é solu¢ao do problema (1.15). Mostremos que v = u em

[0,1] x [0,T"). Com efeito, seja ( = v — u, entao ¢ satisfaz:

Gt = Cax z € (0,1),t € (0,7T],
(4.7) C(0,8) =0,G(1,8) = f(u(1,1)) — flu(l,1)), t € (0,7,
((z,0) =0, x € [0,1],

onde f(s) = —s7#. Notemos que (,(1,t) = f(v(1,t)) — f(u(1,t)). Assim pelo Teorema do
Valor Médio temos que (,(1,t) = f'(o(1,t))w, para t € (0,7) e algum o(1,t) entre u(1,t)
e v(1,t). Observe que o nao se anula, pois v(1,t) > u(l,t) > 0 para t € (0,7). Logo,
usando o mesmo raciocionio usando na demonstragao do fato que w., < u., no lema 4.0.9,
concluimos que ¢ < 0, ou seja que v < u. Como tinhamos por este mesmo lema 4.0.9 que
v > u, concluimos que v = w em [0, 1] x [0, 7.

Outro lema adicional, encontrado em [15], que diz que a extensdo de u é nula no ponto

de “quenching” e em qualquer tempo maior que o tempo de 7.

Lema 4.0.11 v(1,t) =0, parat > T.

Prova: Notemos que a funcio U(z) = p~?(1—z)+psatisfaz U = 0,U (1) = —[U(1)] %, U(1) =
1. Bscolhemos p1 < ug(1) e tal que —pu=? < min{uy(x),z € [0,1]} e u=? > uo(0). Observe-
mos que u(0) < p? < p+p P =U0) e up(l) > p = U(1). Assim (ug — U)(0) < 0 e
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(uop — U)(1). Logo, pelo teorema do valor intermedidrio, existe pelo menos uma intersecao
entre U e uy.

Como —pu™? < wuy(z) para todo x € [0,1], entdo U e ugy interceptam exatamente em
um ponto e temos que us(1,t) — 0, quando ¢ — 0 e t — T, entdo existe ¢, tal que
u.(1,t9) = u = U(1). Notemos também que (u.),(1,t9) = —[uc(1,29)]* = —pu=% = U'(1).

Dai (1,t) satisfaz a hipétese do teorema 6.0.10 e entao o nimero de zeros de u(.,t) — U
é estritamente maior do que o nimero de zeros de u(.,0) — U, para t > to. Logo temos

us(1,t) < p, para t > to. Como € e p sao arbitrariamente pequenos, obteremos:

v(1,t) =0,

parat >1T.
O

Destes lemas podemos concluir o teorema 4.0.12, enunciado novamente abaixo. Assim,

estendemos a solugao de (1.15) para além do tempo de “quenching”.

Teorema 4.0.12 A fung¢ao v = hII(l) ue satisfaz (1.22) e coincide como a solugao de (1.15)

uparat <T.
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Visualizacao Computacional

Este capitulo serd dedicado a dar uma aproximagao visual da solu¢ao do problema (1.15).
Além disso, como a solucao existe até um determinado tempo finito 7', obteremos algumas
estimativas para este tempo de “quenching” e como a solucao nimerica se apresenta proximo

desse tempo.

Primeiramente iremos estimar o tempo de “quenching” através de resultados que obtive-

mos no capitulo 3. Observemos, pelo lema 3.0.5 item (7), que:

26(6+1)
Assim, fazendo t — 0 temos a estimativa:

[uo(1)]x
5.1 T> ——=—.
(5.1) —26(6+1)

Usando o sofware matemético Maple, iremos aproximar o problema (1.15) pelo problema

(1.22) e entao resolver numericamente, dando valores a 3, a ug e €.
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» g(x) :=cologue um valor para g;

> e:=cologue um valor para e;

> b:=cologque um walor para b;

» pdel:=diff{ulx,t) t)-diff{ulx, t) ,x82)= 0;

> ibel:={u(x,0) = g(x), D[1]{u)(0,t) = O, (etu(l,t))"(b+1)*D[1] (u) (1,t) = -u{l,t)};

> pdsl:=pdsolve(pdel,ibecl, numeric) ;

> pdsl:-plot3d{xprimeiro numero..segqundo numero,t=primeiro numero..segqundo nhumero) ;
> pdsl:-plot(x=1, t=primeiro numero..sequndo numero)

Em todos os casos abaixo temos 1y = —20 4+ %
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51. CASOB=4FEc=0,5 CAPITULO 5. VISUALIZACAO COMPUTACIONAL

5.1 Caso f=4ec=0,5

A desigualdade (5.1) afirma que

(5.2) T > 0,024.

Esbocgaremos graficamente trés representagoes:
A primeira figura 5.1 descreve o comportamento de u. antes do tempo de “quenching”,

estimado pela desigualdade (5.2).

Figura 5.1: u. antes do tempo de “quenching” para =4, =0,5 e uy = —2° + %
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CAPITULO 5. VISUALIZACAO COMPUTACIONAL 51. CASOB=4FE==0,5

A segunda figura 5.2 mostra o comportamento da solugao u. para tempos um pouco além

da cota inferior para T', tempo de “quenching”.

Figura 5.2: u. para tempos posteriores & cota inferior de 7', 3 =4, = 0,5 e ug = —2' + %
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51. CASOB3=4FEc=0,5 CAPITULO 5. VISUALIZACAO COMPUTACIONAL

A terceira figura 5.3 representa o comportamento do corte x = 1 de u. para tempos

anteriores e posterioresa cota inferior de T'.

0,4

=] ]
ha )
PR N T T T Y A N N |

]
i
TR Y I N T T SN N |

=
L

0,01 0,02 0,03 0,04 0,05
t

L

Figura 5.3: corte x = 1 de u. para tempos anteriores e posteriores a cota inferior de T,

B=4,e=05eu =—-z"43
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5.2 Caso f=4ec=0,1
A desigualdade (5.1) afirma que:
(5.3) T > 0,024,

Esbocaremos graficamente para ¢ = 0, 1, usando o software Maple, outros trés graficos:
O primeiro grafico 5.4 descreve o comportamento de u. antes do tempo de “quenching”,

estimado pela desigualdade (5.3).

Figura 5.4: u. antes do tempo de “quenching” para f =4, =0,1¢e uy = —2'° + %
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52. CASOB=4FEc=0,1 CAPITULO 5. VISUALIZACAO COMPUTACIONAL

O segundo gréafico 5.5 mostra o comportamento de u. para tempos um pouco além da

cota inferior para T', tempo de “quenching”.

Figura 5.5: u. para tempos posteriores & cota inferior de T, 3 =4, = 0,1 e ug = —2' + %
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J& o terceiro grafico 5.6 representa o comportamento do corte x = 1 de u. para tempos

posteriores a cota inferior de T.

T T
0,025 0,03 0,035 0,04 0,045 0,05
1

Figura 5.6: corte x = 1 de u. para tempos posteriores a cota inferior de T', 6 =4, =0,1e

Ug = —ZL’lO‘i‘%
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53. CASOB=1E==0,5 CAPITULO 5. VISUALIZACAO COMPUTACIONAL

5.3 Caso f=1eec=0,5

A desigualdade (5.1) afirma que

(5.4) T > 0,24.

Esbocaremos graficamente trés representagoes:
A primeira figura 5.7 descreve o comportamento de u. antes do tempo de “quenching”,

estimado pela desigualdade (5.4).

1,21

0,8]

0,8

0,4]

;0.8
30,24

t

Figura 5.7: u. antes do tempo de “quenching” para =1, =0,5 e uy = —2° + ‘%’
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CAPITULO 5. VISUALIZACAO COMPUTACIONAL 53. CASOB=1FEc=0,5

A segunda figura 5.8 mostra o comportamento da solugao u. para tempos um pouco além

da cota inferior para T', tempo de “quenching”.

s e SNy
:arg;s"'ﬂ
-‘?ggf_ﬁ% '

Figura 5.8: u. para tempos posteriores & cota inferior de T, 3 =1, = 0,5 e ug = —2'° + %
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53. CASOB=1Ee=0,5 CAPITULO 5. VISUALIZACAO COMPUTACIONAL

A terceira figura 5.9 representa o comportamento do corte x = 1 de u. para tempos

anteriores e posterioresa cota inferior de T'.

0,024+

0,2 0,21 0,22 0,23 0,24
t

Figura 5.9: corte x = 1 de u. para tempos anteriores e posteriores a cota inferior de T,

f=1e=05eu =—-z"+3
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54 Caso f=1eec=0,1
A desigualdade (5.1) afirma que:
(5.5) T >0,24.

Esbocaremos graficamente, usando o software Maple, outros trés graficos:
O primeiro grafico 5.10 descreve o comportamento de u. antes do tempo de “quenching”,

estimado pela desigualdade (5.5).

Figura 5.10: u. antes do tempo de “quenching” para =1, =0,1e uyg = —2'° + %
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54 CASOB=1Ee=0,1 CAPITULO 5. VISUALIZACAO COMPUTACIONAL

O segundo grafico 5.11 mostra o comportamento de u. para tempos anteriores e tempos

um pouco além da cota inferior para T, tempo de “quenching”.

Figura 5.11: u. para tempos anteriores e posteriores a cota inferior de T', 3 =1, =0,1 e

Ug = —xlo + %
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CAPITULO 5. VISUALIZACAO COMPUTACIONAL 54. CASOB=1Ee=0,1

J& o terceiro grafico 5.12 representa o comportamento do corte x = 1 de u. para tempos

anteriores e posteriores a cota inferior de T.

0,024+

0,2 0,21 0,22 0,23 0,24
t

Figura 5.12: corte x = 1 de u. para tempos anteriores e posteriores a cota inferior de T,

f=1e=01eu=—-z"43
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5.5. ANALISE DOS GRAFICOS CAPITULO 5. VISUALIZACAO COMPUTACIONAL

5.5 Analise dos Graficos

Para finalizar este capitulo faremos uma anélise dos graficos. Na tabela abaixo relacionamos
a cota inferior para o tempo de “quenching”, com o tempo de “quenching” aproximado que

obtivemos através das figuras 5.3, 5.6, 5.9 e 5.12.

Caso Cota inferior para T | Tempo de “quenching” aproximado
B=4ee=0,05 0,024 0,05
f=4eec=0,1 0,024 0,05
B=1ee=0,05 0,24 0,246
f=1lee=0,1 0,24 0,246

Concluimos que nos casos em que 3 = 4 a cota inferior de 7', dada pela desigualdade
(5.1), estd longe do tempo de “ quenching” aproximado. Ja nos casos em que § = 1 temos

uma aproximagao melhor do tempo de “quenching” comparado a cota inferior de 7.
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Capitulo 6

Apéndice

Este apéndice apresenta resultados importantes para o desenvolvimento dos capitulos ante-
riores decidimos coloca-los separadamente por questoes de estética do texto. Primeiramente
vamos apresentar resultados os quais sao importantes para se mostrar a existéncia de solucao
para o capitulo 2. Para se mostrar, no capitulo 2, a existéncia de uma sequéncia de sub-
solugdo e outra de supersolugao, os teoremas a seguir encontrados nas referéncias [13] e [29]

Sa0 necessarios:

Teorema 6.0.1 Para quaiquer fungoes continuas g e By em 9 x (0,T] e ug em 0 s, as

quais satisfazem Bo(z,0)up(z) = g(x,0) em Q o problema:

u(z,t) = L(u(z,t)),  Qx (0,77,
Go(x, t)u(x,t) = g(z,t), o0 x (0,71,
u(z,0) = up(x), Q,

"L 9%

- 2.
z‘:1axz

onde L(u(zx,t))

(z,t) tem tem uma solugdo tinica em C3(2 x (0,T)).

Teorema 6.0.2 Para quaisquer funcées continuas g e By em 92 x (0,T], e ug em Q. O

problema de valor inicial e de fronteira:
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ut(xat) = L(’LL(:L‘,t)), Q x (OaT]:
ao(:v,t)%(x,t) + Bo(x, )u(x,t) = g(x,t),  9Q x (0,77,
U(.CC, O) = Uo(m), ﬁ?
"L 9%u . , " . .
onde L(u(z,t)) = a2—($,t> e ag € Py fungoes continuas, tem uma unica solu¢ao. Mais
X
i=1

ainda, u pode ser representada pela formula:

(6.1) u(z,t) :/glf(m,t,f,O)uo(ﬁ)dﬁ—f—/o /39F(x,t,§,7)¢(§,7)d§d7,

onde 1 € uma fungao continua e é solugao da equagao integral

(6.2) @Z)(m,t):Q/O /m [%(m,t,ﬁﬁ)+50(93,15)1“(:]5,75,5,7)]w(&,T)dde+2H(x,t),

onde

H(:U,t):A[%(m,t,f,O)+ﬁo(x,t)F($,t,§,O)]uo(f)dg—g(:v,t).

Aqui, T' € a solucao fundamental da equagao do calor dada pela expressao:

1 X (wi—g?

1
G/ E-nF

[(x,t,&71) =

Prova: Como a prova desse teorema é uma tanto extensa e pode ser encontrada na referéncia
[13] faremos aqui um resumo da demonstracao.

Considere a funcao

ar
H(:Ij‘, t) = / [5(377 ta 57 0) + ﬁO(xa t)F(Z‘, tv fa O) u0<€)d§ - g(ili', t),
Q
em 092 x (0,7].
Notemos que H é continua pois g e 3y 0 sao, e vale as seguintes desigualdades:
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CAPITULO 6. APENDICE

K 1

Tt el = Ty =g

K é constante positivae 0 < v <1, e

< K 1
St e — g

5(‘1‘7 ta 57 7—)

onde 0 < p < 1.

Usando o lema (6.0.3), apresentado a seguir, existe ¥, uma func¢do continua, tal que
resolve a equacao integral (6.2).

Para provarmos que de fato u, dada pela expressao (6.1), é solucao do problema (1.20)
observermos:

O fato da solugao fundamental I'(xz, ¢, &, 7) satisfazer I'y(x,t, &, 7) = L(I'(z,t,&, 7)), para
(¢, 7) fixados, implica que u(z,t) = L(u(z,t)) Pelo teorema 6.0.4, enunciado abaixo, temos
%u(x,t) = g(z,t). E o fato de que lngl /Q [(z,t,&, m)ug(€) = up(z) implica que u(x, 0) = ug(x).

O

Vejamos que no préprio enunciado do teorema a solugao de (1.20) depende da solucao de
uma equagao integral de Voltera. A solugao dessa equacao integral de Voltera é confirmada

no lema (6.0.3), o qual pode ser encontrado em [13] e [27].

Lema 6.0.3 Dada quaisquer fungoes continuas H e By em 02 x (0,T). A equagdo integral

t
U(x,t) = 2/0 /asz [g—l;(x,t, £,0)+ ﬁOF(a:,t,f,T)] V(& T)dEdT + 2H (2, 1),

onde

H(l’,t):/g;[g-}:(l’,t,g,())—|—ﬁo(iﬂ,t)r(l',t,f,O)]uo(f)df—g(l’,t),

tem uma unica solucao continua v dada por:

W(x,t) = 2H (x,t) + 2/0 /m [Z Qj(ac,t,f,r)] H(¢, 7)dedr,
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onde
t
QjJrl(x? t7 57 T) = / Q($7 t? Y, S)Qj(ya S, 57 T)dyds
o Joo
e
or
Ql(x7t>€77—) = Q(x>t7§77_> = 25('%72575’7_) + 2ﬂO($at>F(x>t7€7T)'
Mais ainda existe um inteiro jo > 0 tal que ¥j > jo e V(z,t) € 92 x (0,T] a fungdo

Qj(x,t,&,7) € continua em (£, 7) € 0Q x (0,T] e a série Z Qj(x,t,&,7) converge uni-
J=jo+1
formeme e absolutamente em 02 x (0,T].

Prova: Encontrada em [13](pagina 145) e [29]
Enunciamos agora outro resultado que é usado na demonstracao do Teorema 6.0.2, para

provarmos que u solugao do problema (1.20) satisfaz sua condigao de fronteira.

Teorema 6.0.4 Se 99 € de classe C** para algum 0 < X\ < 1 e 1) uma funcgdo continua em

0 x (0,T). Sendo

U(z,t) :/0 /BQ D(x,t, &, 7)Y (&, T)dEdT

temos

oU 1

—(x,t) = 5

bfoor
ov QZJ(JI,t) + /0 20, %(l’,t,fﬂ')d}(g,T)dédT,

Prova: Também encontrada em [13].
Agora enunciaremos o lema 6.0.5, encontrado em [13], o qual é necessario para demonstrar
que as sequéncias de subsolucao e supersolugao sao mondétonas e satisfazem a equagao integral

(2.4).

Lema 6.0.5 Seja {H(k)} uma sequéncia de funcoes continuas que converge pontualmente

para wma funcio H e sejam ¥ solucées da equacdo integral:
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(6.3) MW%OzQAtmQ@m@ﬂMW&ﬂ%W—Zﬂ“@ﬂ

e 1 solucao da equacao integral:

(6.4) W, t) = 2 /0 [ Qute it rdsir —2.0)

Entao {yy®)} converge pontualmente para <. Mais ainda, se H é continua entdo v o é.

Prova: Pelo lema (6.0.3) as unicas solugoes de (6.3) e (6.4) sao dadas por:

(k) —oH®) t N , H® ded
0z, 1) @”fAAJgﬁM%“”i (€, 7)dedr

e
vlo.t) =2 (at) + [ t /| L; Qa1 6,7)] H(E, 7)dédr.
Assim
[l/f(k) - 1/}] (.T, t) = Q[H(k) - H](Zﬂ, t) + Z /t Qj(‘ra t? 57 T)[H(k) - H](€7 T>d£d7—
‘o1 Jo Joo
Seja jo > 0 o inteiro do lema (6.0.3) e escrevemos
[ =y, t) = Si7 (@, ) + 85" (x, 1),
onde
t oo
S (2, 1) = 2[H® — H|(z,t) + /0 /a ) L; Q;(z,t,¢, T)] [H® — H](¢, 7)dédr

e
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S8 (z,t) = [H® — H]|(z,1) //89[2 ijth][ ) — H](&, 7)dedr.

=jo+1
Por hipétese H*¥) — H quando k — co. O teorema da convergéncia dominada implica
que SYC) — 0 quando k — oco. Desde que a série converge uniformemente entao Sék) — 0.

Isto mostra o que queriamos

O

Agora descreveremos outros resultados classicos no estudo de equagoes diferenciais par-
ciais. Eles sao usados para provar a nao-negatividade de algumas funcoes nos lemas 3.0.4 e
3.0.5, além de outras desigualdades.

Primeiramente, encontrado em [12] pdgina 52, se tem o principio do maximo para equagoes

parabdlicas:

Teorema 6.0.6 Se uma func¢do u E C2(Q x (0 TN C(Q x (0, T]) é solugdo da equagao
do calor wy(z,t) = L(u Za] 3 oy (x,t) + Zb 8% + c(z, t)u(z,t) em

Qx (0,7, com a;,b; e c fungoes cantmuas. Entdo o mdzimo de u em Q x (0,T)] € igual ao

mdzimo de u em T'r = Q x (0,T] — Q x (0,7].

Outro resultado classico, que também pode ser encontrado em [12] pagina 330, é o Lema

de Hopf:
Lema 6.0.7 Seja u € C2(Q x (0,T)]) tal que
Ut(l',t) - L(U(I‘,t)) > 07

para (x,t) € Q x (0,T]. Se w atinge um valor minimo mqy em Q x (0,T], entdo u(x,t) = my,
para (x,t) € Q x (0,T]. Se existe (xo,t9) € 0 x (0,T] tal que existe uma bola contida em
Q x (0,T], onde (zo,to) pertence a fronteira da bola, e u assume valor minimo em (zo, to),

entdo 2% (mo,to) < 0 sempre que u nao € uma constante.

Ainda temos o préximo lema, lema da positividade, o qual pode ser encontrado em [29].
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Lema 6.0.8 Seja w € C(Q x (0,7]) NC3(Q x (0,T)) ndo constante tal que

wy(z,t) > L(w(x,t)), Q x (0,77,
(6.5) g—f(x,t) + Bo(z,)w >0,  9Q x (0,7,
w(z,0) >0, Q,

onde 3y >0 em 0 x (0,T]. Entdow >0 em Q x (0,T].

Prova: Se w nao fosse nao negativa, existiria um ponto (zo,ty) € Q x (0, 7] tal que w(xg, o)
é o minimo negativo. Como o minimo é atingido na fronteira parabdlica e w(xy,0) > 0,
entdo (xg,to) deve estar em 0 x (0,7, j4 que w é nao constante.

Tinhamos que

ow
5@0, to) + Bo(xo, to)w(zo, o) > 0,

ou seja

ow

— (0, t0) > —Bo(xo, to)w(zo, to) > 0,
ov

o que contradiz o principio do maximo que diz que g—w(mo, to) < 0.

v

O

O proximo resultado é usado para garantir que as convergéncias da sequéncia de sub-

solucao e da sequéncia de subsolucao sao uniformes.

Teorema 6.0.9 (Dini): Seja (f,) uma sucessio de fungoes reais continuas definidas em
um intervalo fechado e limitado I. Se (f,) for mondtona e (f,) convergir pontualmente para

um funcao continua. Entao a convergéncia é uniforme.

Agora, com base na referéncia [1] pagina 81, vamos enunciar um resultado importante
na demonstracao da existéncia de “quenching”, lema 3.0.2, e na demostracao na existéncia

de uma possibilidade de extensao de solugao para o problema (1.15), teorema 4.0.12.
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Teorema 6.0.10 Seja u : [0,1] x [0,7] — IR solugdo limitada da equagdo do calor (u; =
Uge), @ qual satisfaz uma condigdo de fronteira de Dirichlet, Neumann ou periddica. Seja

z(t) o numero de zeros de u(.,) em [0,1]. Entdo
(1) z(t) € finito, para t > 0.

(i1) se (xo,to) € zero multiplo de u(u(xy,ty) = Oeuy(xo,to) = 0) entdo para todo ty < to < ta

temos que z(t1) > z(ta).

Finalizando este apéndice, iremos fazer um apanhado da Teoria de Semigrupos. Usamos
esta teoria no capitulo 3 para mostrar a proposicao 3.0.2, ou seja, para mostrar que a solugao
de (1.15) se anula em tempo finito. Todo este capitulo tem como base a referéncia [27](pagina

3 até pagina 11)

Definicao 6.0.11 Seja X um espaco vetorial métrico completo e seja V; : X — X uma

familia de operadores continuos. Dizemos que {V;} € uma semigrupo se

‘/;1 (Wz ($)) = Vt1+t2 (.1'),

para todo ti,ty € RT ex € X.

Definigao 6.0.12 O conjunto v (z) = {y € Xy = Vi(z),t € R"} € chamado de semi-
trajetoria positiva de x e o conjunto v, (r) = {y € X|u = V,, 7 € [t,00)} € chamado de

semi-trajetoria positiva de x a partir do tempo t.

Definigao 6.0.13 Dizemos que A atrai M, com A, M C X, se para todo € > 0 existe um
ty =t1(e, M) € R* tal que Vi,(M) C O.(A), para todo t > t,. Sendo O.(A) a uniao de todas
as bolas abertas de raio € centradas em pontos de A.

Se A atrai cada ponto de x € X, entao A € chamado atrator global.

Defini¢ao 6.0.14 O conjunto w—limite w(x) € o conjunto de todos y € X tal que y =

lim V,, (x), para uma sequéncia t, — oo.
t—o0(x)
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Lema 6.0.15

onde o simbolo [|x € o fecho em X.

Defini¢ao 6.0.16 Dizemos que um semigrupo {V;} pertence a classe K se para cada t > 0
o operador V; é compacto, ou seja, para qualquer conjunto limitado B C X tem sua tmagem

Vi(B) precompacta.

Definicao 6.0.17 Um funcional de Liapunov é uma funcdao continua L : X — IR, o qual
decresce ao longo de cada trajetdria v+ (x), isto é L(Vi(z)) \, quando t /" (exceto nos pontos

estaciondarios z = Vi(2)).

Teorema 6.0.18 Suponha que o semigrupo {V;} pertenca a classe K e vy, (x) € um conjunto
limitado para todo x € X. Se para este semigrupo existir um funcional de Liapunov L,
entdo a uniao dos w—limite w(x) € ndo vazia e coincide com o conjunto Z de todos os

pontos estaciondrios.

85



Bibliografia

[1] S. Angenent, The zeroset of a solution of a parabolic equation. J. Reine Angew. Math.,
390(1988), 79-96.

[2] M. Abramowitz and I. A. Stegun, Handbook of mathematical functions. National Bureau

of Standards, 1964.

[3] N.D. Alikakos, Regularity and asymptotic behavior for the second order parabolic equation
with nonlinear boundary conditions in LP. J. Diff. Equations, 39(1981), 311-344.

[4] A.F. Acker and B. Kawohl, Remarks on quenching, Nonlinear Analysis, Theory, Methods
and Applications, 13(1989), 53-61.

[5] A. Acker and W. Walter, On the global existence of solutions of parabolic differential

equations with a singular nonlinear term. Nonlinear Analysis, 2(1978), 499-505.

[6] R. A. Adams, Sobolev Spaces. New York: Academic, 1975.

[7] K.A. Brakke, The motion of a surface by its mean curvature. Math. Notes, Princeton

Univ. Press, Princeton, NJ,1978.

[8] G. Dziuk and B. Kawohl, On rotationally symmetric mean curvature flow. J. Diff. Equa-
tions, 93(1991), 142-149.

[9] J. Davila and M. Montenegro, A singular equation with positive and free boundary solu-
tions. RACSAM Rev. R. Acad. Cienc. Exactas F. Nat. Espana Ser. A Mat. 97 (2003), no.
1, 107-112.

[10] J. Davila and M. Montenegro, Ezistence and asymptotic behavior for a singular parabolic

equation. Trans. Amer. Math. Soc. 357 (2005), 1801-1828.

86



BIBLIOGRAFIA BIBLIOGRAFIA

[11] J. Davila and M. Montenegro, Positive versus free boundary solutions to a singular

elliptic equation. J. Anal. Math. 90 (2003), 303-335.
[12] L. C. Evans, Partial Differencial Equations. American Mathematical Society, 1998.
[13] A. Friedman, Partial differential equations of parabolic types. Prentice-Hall, 1964.
[14] A. Friedman, Partial differential equations. Holt, Rinehart and Winstion, Inc, 1969.

[15] M. Fila and J. S. Guo, Complete blow-up and incomplete quenching for the heat equation
with a nonlinear boundary condition. Nonlinear Analysis, Theory, Methods and Aplica-

tions, 48(2002), 995-1002.

[16] M. Fila and B. Kawohl, Asymptotic analysis of quenching problems. Rocky Mountain
J. Math, 22(1992), 563-577.

[17] M. Fila, B. Kawohl and H.Levine, Quenching for quasilinear equations. Comm. Partial
Differential Equations, 17(1992), 593-614.

[18] M. Fila and H. Levine, Quenching on the boundary. Nonlinear Analysis, Theory, Meth-
ods and Aplications, 21(1993), 795-802. Inst. Henri. Poincaré Analyse Non Linéaire, 15
(1998), 233-252.

. Fulks and J. S. Maybee, A singular non-linear equation, Osaka Math. J., ,
19] W. Fulks and J. S. Maybee, A singul lv on, Osaka Math. J., 12(1960
1-19.

[20] M. Fila and P. Quittner, The blow-up rate for the heat equation with a nonlinear bound-
ary condition, Math. Methods Appl. Sci, 14(1991)

[21] M. Fila, H. A. Levine and J. L. Véazquez, Stabilization of solutions of weakly singular
quenching problems, Proc. Amer. Math. Soc, 119(1993), 555-559.

[22] M. Grayson, A short note on the evolution of surfaces via mean curvature. Duke Math.,

58(1989), 555-558.

23] Y. Giga and R. V. Kohn, Asymptotically self-similar blow-up of semilinear heat equa-
tions. Comm. Pure and Appl. Math, 38(1985), 297-319.

[24] G. Huisken, Flow by mean curvature of convex surface into spheres. J. Diff. Geom.,
20(1984), 237-266.
87



BIBLIOGRAFIA BIBLIOGRAFIA

[25] J. Hernéndez, F. J. Mancebo and J. M. Vega, On the linearization of some singular,
nonlinear elliptic problems and applications. Ann. Inst. H. Poincaré Anal. Non Linéaire,

19(2002), 777-813.

[26] H. Kawarada, On the solutions of initial boundary value problem for uy = g, +1/(1—u).
Publ. Res. Inst. Math. Sci, 10(1975),729-736.

[27] O. A. Ladyzhenskaya, Attractors for semigroups and evolution equations. Cambridge
University Press, 1991.

[28] G. M. Lieberman, Second order parabolic differential equations. World Scientific, 1996.

[29] C. V. Pao, Nonlinear parabolic and elliptic equations. Plenum, 1992.

88



