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Resumo

Atualmente, o estudo das Algebras de Clifford ¢ utilizado em intimeras 4reas de pesquisa. Uma delas

€ na area de Visdo Computacional.

O objetivo central dessa dissertacio consiste em exibir nogdes sobre Algebras de Clifford e sua
utilizagdo na formulac@o dos conceitos e defini¢des de operacdes entre objetos da Geometria Pro-
jetiva e na formulagdo algébrica de cdmeras virtuais, que € um dos assuntos tratados na area de

Visao Computacional.

Para isso sdo expostos de forma gradual e coerente os principais aspectos tedricos necessdrios para
atingir os objetivos citados. Como resultado, as Algebras de Clifford proporcionam uma excelente

descricdo da Geometria Projetiva e das cameras virtuais.

Palavras-chave: Algebras de Clifford, Geometria projetiva, Anélise de imagens.
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Abstract

Currently, the study of Clifford algebras are used in many research areas. One is in the area of

Computer Vision.

The main objective of this dissertation is to display notions of Clifford algebras and their use in
formulating the concepts and definitions of transactions between objects of Projective Geometry and

algebraic formulation of virtual cameras, which is one of the topics covered in Computer Vision.

For it is exposed gradually and consistently the main theoretical aspects needed to achieve the goals
mentioned. As aresult, Clifford algebras provide an excellent description of Projective Geometry and

virtual cameras.

Keywords: Clifford Algebras, Projective Geometry, Image analysis.
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Capitulo 1

Introducao

A aplicacio das Algebras de Clifford como linguagem para descrever o estudo em virias dreas do

conhecimento teve um grande crescimento a partir da segunda metade do século XX.

O objetivo central dessa dissertacio consiste em exibir nogdes sobre Algebras de Clifford e sua
utiliza¢do na formulacdo dos conceitos e definicdes de operagdes entre objetos da Geometria Pro-
jetiva e na formulagdo algébrica de cdmeras virtuais, que € um dos assuntos tratados na drea de
Visdo Computacional. A finalidade disso consiste em verificar a eficicia do uso de Algebras de Clif-
ford, como linguagem matemadtica, no estudo da Geometria Projetiva e suas aplicacdes. A necessi-
dade de obter uma linguagem matematica elegante que permita tratar problemas envolvendo assuntos

anteriores, justifica a presente dissertacao.

Nessa dissertagdo sdo apresentados uma revisio sobre os principais conceitos envolvendo Algebras
de Clifford. Em seguida é feito uma distingo entre Algebras de Clifford e Algebras Geométricas! (a

maioria dos textos tratam Algebras de Clifford e Algebras Geométricas como sindnimos).

Na sequéncia, € exibido nocdes sobre o Dual da Algebra Geométrica e as relagdes de incidéncia.
Com isso € apresentado alguns dos principais conceitos dos Espacos Projetivos e sua representagcao

em Algebras Geométricas.

Também sdo apresentados os conceitos de Split Projetivo, o qual permite efetuar uma descri¢do da
Geometria Projetiva, em termos de Algebras Geométricas. Com isso podemos descrever algebri-
camente os conceitos de transformacdes projetivas, cameras virtuais ¢ modelos de cameras, aonde
trabalhamos com mais de uma camera virtual e obtemos os tensores bifocais, trifocais e quadrifocais,

os quais relacionam algebricamente duas, trés e quatro cameras.

'Ver na pagina 26



Finalmente, apresentamos as conclusdes da dissertagio e sugerimos futuros estudos envolvendo Al-
gebras de Clifford.



Capitulo 2
Algebras de Clifford e Algebras Geométricas

O objetivo desse capitulo é fornecer uma exposicdo gradual e construtiva dos conceitos necessarios
para a descricdo das Algebras de Clifford. A maioria dos texto tratam Algebras de Clifford e Algebras
Geométricas como sindnimos, mas nesse texto essas dlgebras terdao defini¢des diferentes. Além disso,
serdo exibidos as operacdes algébricas e as propriedades existentes nas Algebras Geométricas. Com

isso, temos material suficiente para abordagem dos assuntos dos proximos capitulos.

2.1 Espacos quadraticos

Seja V um espaco vetorial real de dimensao finita, onde dimV = n € N, . De acordo com Lounesto
(2001), uma fungdo Q : V — R é chamada de forma quadrdtica, quando Q satisfaz as seguintes
condigdes :

* O(Av) = A?Q(v) paraVA € R;

* g VxV — R, definido por g(u,v) = 3 {Q(u+v) — Q(u) — Q(v)} é um funcional bilinear

simétrico.

Nesse caso, o par (V,Q) é um espago quadrdtico.

Dado um par (V,g) formado por um espago vetorial real n - dimensional V e um funcional bilinear

simétrico g, consideremos uma fungio é : V — R definida por

O(v) =g v).



Observe que Q(Av) = g(Av,Av) = A2Q(v) para VA € R. Além disso, se considerarmos uma funcio
g:V xV —R, definida por g(u,v) = 3 {é(u+v) —O(u) — é(v)}, podemos concluir que g = g.
Com isso, concluimos que o par (V, é) ¢ um espaco quadrético.

Em outras palavras, podemos dizer que a partir de qualquer funcional bilinear simétrico & podemos
construir uma forma quadratica Q. Consequentemente, o par (V,g) descrito anteriormente corre-
sponde a um espaco quadrdtico. Ao longo do texto serdo utilizados, de acordo com a conveniéncia,

qualquer uma das duas formas de representar um espago quadrdtico (isto é, (V,Q) ou (V,g), onde
O(v) =g(v,v)).
Mencionamos algumas formas quadraticas particulares:

* Q ¢é anisotrdpica quando Q(x) = 0= x = 0;

* Q éisotrdpica quando Q(x) = 0 para algum x # 0. Logo, x € V é chamado de vetor isotrdpico.

Um funcional bilinear simétrico g € chamado de ndo degenerado se:
glu,v)=0,YweV=u=0.

Observe que todo funcional bilinear simétrico ndo degenerado € obtido através de uma forma quadratica

anisotrdpica. Nesse caso, (V,g) serd chamado de espago quadrdtico ndo degenerado.

Dado V*, o dual de V, uma correlagdo, é uma aplicagdo linear da forma
7:V =V ondev—v;:=1(v).

Observe que g: V x V — R, definido por g(u,v) := (u¢)(v), € um funcional bilinear. Se (u;)(v) =

(v¢)(u), entdo g é um funcional bilinear simétrico.

Para finalizar, consideremos como exemplo, o espago vetorial real V =R" = span{e;: 1 <i<n} e

a aplicagdo Q) , : R" — R definida por
0pg(v) =i+ +v3) — (vj,+1 4o +v,2,+q),

n
onde p,g e Ntalque p+g=nev= Zviei.
i=1
Observe que Q), , € uma forma quadratica.

Com isso R”7 ¢ o espaco vetorial real R"” = span{e; : 1 <i <n}, onde

4



1 sel <i<p
Opqlei) = )
—1 se (p+1)<i<nm

Com isso, concluimos que (R”4,0, ,) ou (R”4,g), com g definido por

g(u,v) = % {Qpg(u+v) = 0pg(u) = 0py(v)},

€ um espago quadritico nao degenerado.

Para maiores detalhes, consultar (LOUNESTO, 2001).

2.2 Algebras

De acordo com Lounesto (2001), uma dlgebra (sobre R) é um par (7 ,m) formado por um espago
vetorial real ./ e uma aplicac@o bilinear m : &/ x o/ — <7, dada por (u,v) — m(u,v) := uv, onde

dados Vu,v,w € o7 e YA € R as propriedades a seguir sdo satisfeitas:

u(v+w) = uv+uw;
(u+v)w=uw+vw;

A(uv) = (Au)v = u(Av).
A aplicagdo m, é chamada de multiplicacdo em <f . Além disso,

* o/ é associativa, se u(vw) = (uv)w para Yu,v,w € o

* o/ é comutativa, se uv = vu para Vu,v € o/

* o/ & unitdria, se possui elemento unidade 1., isto €, ul ,y = 1 ,yu = u para Vu € o7 .
Observe, pela definigdo, que se .27 possui elemento unidade, ele € tnico.

Dadas duas élgebras (<7, /) e (@', ), dizemos que a aplicagdo linear f : &/ — &/’ é um

homomorfismo de dlgebras, quando a condi¢@o a seguir € satisfeita:



F(t-yv) = () -0 f(v): para Vie,v € o7

Se (o ,-.y) e (', .z) possuem, respectivamente, elemento unidade, dizemos que 0 homomorfismo

f € unitdrio, quando

f(ly) = 1.

De acordo com Garcia (2003), um grupo é o par (G,*) (o qual representaremos, daqui em diante,
apenas pelo o conjunto G) formado por um conjunto ndo vazio G e uma aplicacdo * : G X G — G,

definida por * (x,y) := x*Yy, o qual satisfaz as condi¢oes a seguir:

* G é associativo, ou seja, (x*y)xz = x* (y*z) para Vx,y,z € G;
* G possui elemento neutro, ou seja, 31g € G tal que xx 1 = 1g*x = x para Vx € G;

* Cada elemento de G possui elemento inverso, ou seja, paraVx € G, dy € Gtal que xxy = y*x =

1G- Nesse caso, €screvemos xil =

Observe, pela definicdo, que o elemento neutro de G e o elemento inverso de cada elemento de G sdo
unicos. Diremos que G € um grupo abeliano quando G € um grupo e, além disso, satisfaz a condig@o

a seguir:
x*y=yx*xpara Vx,y € G.

Dado um grupo abeliano G, uma algebra .o/ é chamada G-graduada, se existem subespagos ve-

toriais <7, (k € G), tais que &/ = @ssz e se dados x; € @ e y; € ), temos xiy; € yy. Um

keG
elemento a; € <7, € chamado elemento homogéneo. O grau de um elemento a; € <7, o qual deno-

taremos por deg (ay), é o indice k, isto é, deg (ay) := k. Nesse caso, um elemento a; € 7, é chamado

elemento homogéneo de grau k.
Note que deg(xxy;) = deg(xi) * deg(y1).

Dada uma élgebra (.27 ,m), um subconjunto S C 7 é dito uma subdlgebra de <7, se

* S € um subespaco vetorial de .o7;

cuveS=uves.



Ja o conjunto I} C 7 é chamado de ideal a esquerda de <7 , se ax € Iy paraVa € of e Vx € If.

Analogamente, o conjunto Ig C 7 é chamado de ideal a direita de <7, se xb € Ig para Vb € of ¢
Vx € Ip.

O conjunto I C o/ é chamado de ideal bilateral (ou simplesmente um ideal ) de <7, se axb € I para

Va,b € o/ e Vx € I. Com esse ideal, obtemos a relacdo de equivaléncia a seguir:
a~b<—a-—-bel,

onde a,b € o/. Consequentemente, temos a classe de equivaléncia [a] = {b : a ~b}. Assim o

o 4
conjunto quociente — = {[a] : a € &/} forma uma dlgebra (—, ‘ot > e para Va,b € o/ e VA € R,

valem as operagdes a seguir:

la]+ [b] = [a+b];
(2] = 2[a]:
ab] = [a]- [B]

o .
Nesse caso, (—, ‘o ) é chamado de Algebra Quociente.

~

Para maiores detalhes, consultar (LOUNESTO, 2001).

2.3 Algebras exterior e de Grassmann

De acordo com Bishop (1980) e Lima (2005), dado um espago vetorial real n-dimensional V, o

conjunto

T*(V)={ T:V x---xV =R : Té funcional k — linear

k—vezes

¢ um espaco vetorial real, onde k € Z

O produto tensorial € a aplicagao



®: TK(V) x TH(V) — TF (V) dada por ®(S,T) =S®T,
onde

(SRT)(Viy Vi Vi ts s Vierr) = Siy e Vi) T (Vkaty e+ Vierr)-
A seguir, sdo citados as propriedades do produto tensorial:
* a(S®T)=(aS)®T :=S® (aT);
* ® € uma aplicacdo bilinear;
e (ST)@U=S®(TU);,

para VS € TK(V),VT € T/(V),YU € T"™(V) e Va € R.

Como {(pi 1<i < n} ¢ uma base de V*, podemos através da defini¢ao de produto tensorial, mostrar

que
(o' @ - 2¢kc TH(V) : 1<i;<n, ondel€{l,--- ,k}} gera o espago Tk(V).

Um elemento de TX(V) é chamado de elemento covariante. De forma andloga, o conjunto

T(V)=(T:V*x---xV* =R : Té funcional k — linear
~————

k—vezes

¢ um espaco vetorial real e Tp(V) = R. Consequentemente obtemos, de forma anéloga, a defini¢do de
produto tensorial, suas propriedades, e o conjunto que gera 73 (V). Um elemento de 7; (V') é chamado

de elemento contravariante.

Dizemos que T € TX(V) é alternado ou anti-simétrico, se
T(V17"' yVis ) Vi, ,Vk) = _T(Vla"' yVjs Vit 7Vk)'
Um elemento alternado de 7; (V') € definido de forma equivalente.

Agora, seja o conjunto

/k\(V) = {T eTHV) : Téalternado}.

8



k 0
Observe que /\(V) ¢ um espagco vetorial real e definimos /\(V) :=RR. O mesmo vale para o conjunto

AWV)={ae (V) : aéalternado}.
k

Agora, consideremos a aplicac¢do

k
Alt :T*(V) — (V) onde T — Alt(T)

definida por

Al(T) (v, ve) =3 Y, 580(0)T (V1) »Vorr))s

para Yvy,---,v € V e S € o conjunto das permutacdes dos indices, onde k € Z.. Tal aplicacdo é

chamada de operador de anti-simetrizagdo.

Observe que Alt é bem definida. Além disso, a partir da definicdo, podemos mostrar o seguinte:
* Alt € linear e sobrejetora;
k
« TeTHV)=Al(T) e \(V);

cwc /\ = Alt(0) = o;
* AltoAlt = Alt, onde “o” denota a composi¢ao de fungdes;
s Alt(S)=0=Alt(S®T)=Alt(T®S) =0;

c Alt(Alt(w®n)®0) =Alt(oen®0) =Alt(0@AlH(N®0)).

Com isso, definimos o produto exterior ou produto cunha ou produto progressivo como sendo a apli-

cacao

l k+1

k
/\:/\(V)x/\( /\ )onde A(@,M) = AN,

definida da seguinte forma:



ket
wAn=Altloen)e A\(V),

onde @ € /k\(V) en e /I\(V)
A partir desta definicdo podemos mostrar o seguinte:
ca(wAn)=(aw) AN :=wA(an);
* A é uma aplicacdo bilinear;
s oA =(-Dfn Ao,
s (@AMNNO=w0AN(NMAO);

C WA NO=Alt(D R R Dy);

k k ! m
para Vo; € /\(V), Vo e /\(V), vn € /\(V), Vo e /\(V) e Va € R.

1
Além disso, para Vo'l --- 0% € (V) e Vv, -, v € V temos
@' (v1) o' (vi)
(@' A~ AN@*) (v, -+, vi) = det :
@' (v1) @' (vx)
‘ _ 1
Teorema 1.1 De acordo com Lima (2005), dados V@'!,--- , 0% € /\ (V) , temos a seguinte equiv-
aléncia:
{a)i1 yoo ,a)ik} ¢ linearmente dependente< @' A --- N\ @' = 0.
Demonstracao:
1
Se {a)il S ,a)ik} ¢ linearmente dependente, entdo Jo'ir € /\ (V),com1<r<ke
. k .
o= Y gl
Jj=1
J#T

10



Dessa forma, para Vvy,---,v; € V temos

@' (vy) o' (v,) " (vg)
(@VA--A@*) (v, ) =det | @ (vy) - @ (v,) - o (vw) | =0.
' (vy) ' (vy) o (vg)

Com isso, concluimos que @A Ak =0,
Por outro lado, se @' A--- A @' = 0 entdo, concluimos que {®",--- , @'} € linearmente dependente.

Dessa forma, segue o resultado.ll

1
Teorema 1.2 Dados Vo', --- , 0% € /\ (V) , temos a seguinte equivaléncia:

OMNA- A% £0 & W =span {a)il yoe ,a)ik} € um subespacgo vetorial real

k-dimensional de V.

Demonstracao:

Através do teorema anterior, temos

OMA-ANO* A0S {(x)i‘ e ,a)ik}é linearmente dependente;

& W =span {a)il sy wik} € um subespaco vetorial real k-dimensional de 'V .

Com isso, segue-se o resultado.ll

Com base no Teorema 1.2, dizemos que A representa um subespacgo vetorial real k-dimensional W =

span {Ocl yore ,Ock} do espago V se, A € escrito da seguinte forma:
A=A (o' A Aak) #£0,

onde A € R—{0}e at!,--- &k € V — {0} sdo todos distintos entre si.

Como {q)i 1 <0< n} ¢ uma base de V*, temos o seguinte:

11



. (Pil /\.../\(pik = Z sgn((y)gpio(l) ®...®¢io(k>;

oSy

k
. ’B:{(pi‘/\~-'/\(Pi" : 1Si1<...<ik§n}éumabasede/\(V)e

k n—k n!
T k<n
. T _(ny _ (n—k)! -
dim/\(V)=dim )\ (V) = < ) = K :
im/\(V) = dim |\ ¢ s,

0 1
Nesse caso, podemos identificar /\(V) e /\(V) com R e V*, respectivamente. Além disso, com base

1
nos dltimos resultados, para Vo't --- @ € /\ (V) temos
WA A0k = Y sgn(o)e @@ = Y L@t A Ak,
oES) 1<ii <<t <n

onde g;,..; € R.

Agora, consideremos os seguintes conjuntos e funcoes:

« T(V¥)=EpT*(V) e ® : T (V*) x T (V*) — T (V*) definido por

RN =0@M:=) ) o@nprao=) oen=) 1n;

keZ i+ j=k i€Z JEZ

s N(V¥) = @/\(V) e A: AV X AV*) = A(V*) definida por

ANom=oAn:=Y Y onrn;

k=0 i+ j=k
Note que ambos os conjuntos sdo espacos vetoriais reais e suas respectivas funcdes sio aplicacoes
bilineares.

Mais do que isso, os pares (T (V*),&) e (A(V*),\) sdo dlgebras associativas e com 0 mesmo

elemento unidade 1 € R.

Além disso, (T (V*),&) é uma dlgebra Z-graduada.

12



Chamamos o par (T (V*),®) de Algebra dos Tensores Covariantes. Ja o par (A (V*), ) é chamado
de Algebra Exterior.

Todos os resultados e defini¢des anteriores sdo validos no caso dos espagos vetoriais reais 7(V)
e /\ , gerando (T (V),®) e (A(V), ), os quais sdo a Algebra de tensores Contravariantes e a

Algebra Exterior.

As préximas construgdes e resultados sdo efetuados sobre 7 (V) e /\ (V), e servem também para
k

k
TE(V)e \(V).
De acordo com Dorst et al. (2007), dados ¢ € V* e A € /\ (V) consideremos a aplicac@o
k
oAV x---xV* 5 R
N—————
(k—1)—vezes
definida por
alA(al, a1y =A(a,al,- ok,

paraVo!,-- okl e v,

Observe que, pela defini¢do, (a]v) = a (v),sev € /\ (V)
1

Assim, chamaremos de contracdo a esquerda por @ € V* a aplicacio

ol : /\(V) — /\ (V) definida por (a]) (A) := (a|A).

k k—1

Observe que, pela defini¢do da fungdo, para Vo, B € V*, VA € R, VA,C € /\ (V)eVBe€ /\ (V) onde
k /

A=(-DkA.

a] (AA+C) = A (a)A) + (] O);
* (Aa+B)ja=2(ala)+(B]A);
* Alaja) = (Aa) A = a] (A4);

13



« | (AAB) = (a|A)AB+AN(a|B).

Em particular, para VA, -+ ,A, € /\ (V)eVa € V*, temos
1

a (AiA--AAY) =Y (=1 (a|A) (AT A AA A AAY)

o~

1

~

onde “A;” na expressdo anterior, indica a auséncia do elemento no produto exterior.

Além disso, temos
alA=al(AAN]) = (a]A)AT+AA(a])=AA(a]1) =0= (a|1) =0;

De acordo com Dorst et al. (2007), dados ¢ € V* e A € /\ (V') consideremos a aplicacao
k

Ala:V x--xV* =R
—_————
(k—1)—vezes

definida por

paraVal, - a1t e v*,

Observe que, pela defini¢do, (v|a) = a (v), se o € /\ (V).
1

Assim, chamaremos de contragdo a direita por @ € V* a aplica¢do

la: /\ (V) — /\ (V) definida por (| &) (A) := (A| &0).
k k—1

Também, pela defini¢do, para Vo, B € V¥, VA € R, VA,C € /\(V) eVB e /\ (V) onde B = (—1)'B.
k !

* (AlB)la=—(Alo) [B;
« AA+0)la=A(Ala)+(Cla);
* Al(Ra+B) =2 (Ala) +(A[B);
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* AAla) =Al(Aa) = (24) [a;

* (AANB) o =ANA(B|la)+ (Ala) AB.

Em particular, para VA(,--- ,A, € /\(V) e Vo € V*, temos
1

(ALA - AAp) o= Zp: (=D Aila) (A A AA A AA)
i=1

onde “A;” na expressdo anterior, indica a auséncia do elemento no produto exterior.

Além disso, temos
Ala=AN]D) |a=AN(1|a)+A|la=AN(l|a)=0= (1|a) =0;
A relag@o entre contracdo a direita e contrag@o a esquerda, por & € V*¢ a seguinte:
o]A=—-A|a.

Naturalmente, podemos estender a defini¢do de contracdo a direita e contragdo a esquerda para

p
(a'A---AaP) € \(V) onde @’ € V¥ e i€ {1, -, p}, da seguinte forma:

(al/\.../\(xp)J :aljazJ ...JaPJ;

L(a' A na?) = al [o?]-- [ar.

Dessa maneira, podemos generalizar a relacdo entre contracdo a direita e a esquerda, obtendo para

q
(p=1)
YW e /\( ), VA € /\ ) onde A = l)p T A0 seguinte:

« WA= (-1)"“"VA|W, onde p < g;
e A|¥ = (—1)7P"DW|A, onde g < p;
s VA=AV
Uma generalizacdo da correlacdo 7:V — V*, é a aplicagio
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k

T A(V) = AV)
k
definida, para Vv, --- ,v; € V, da seguinte forma:
T(Vl/\---/\vk) =Vt A AVgr.

Com isso e a no¢do de contracdo a direita e a esquerda, bem como, a no¢do de produto exterior,

podemos construir uma funcao
Gp: \N(V)x A(V) =R
p p

definida da seguinte forma:

——~——

Gp (Ut AN Nup,vi A== Avp) = (U A= Nup) | (Vi A== Avp)

() ve - (w)Jvp gur,vr) - gur,vp)
=det — det . .

(p) i - (up) Jvp gup,vi) - glup,vp)
Essa defini¢do pode ser estendida, através da bilinearidade de “|”, da seguinte forma:
Gp(A,B) =A:|B
para VA,B € /\(V)

p

Pela definicao acima e os elementos da base de /\ (V), verifica-se que G,é um funcional bilinear
p

simétrico.
Com isso, definimos a fung¢ao

G:AN(V)xA(V) =R

da seguinte forma:
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Gp (Apqu) P=dq

G(Apoq) = 0 pq

onde A, € \(V)eB, e \(V).
P q
Consequentemente, para VA,B € A\ (V) temos
n
G(A,B)=) G,(A,,B)).
p=0

Por simples verificagdo, concluimos que G : A (V) x A (V) — R é um funcional bilinear simétrico.

Com base nos resultados anteriores e acordo com Dorst et al. (2007), consideremos a aplica¢ao

AW AWV)= A (V)

p q lp—4

definida para VA, € /\ (V)eVB, e /\ (V), da seguinte forma:
p q

se p <4,

sep=>q.

Devido a definigdo, para Voo € R, VA € A\ (V) ,VB € /\(V) e VC € /\(V), obtemos os resultados a
q r

. p
seguir:

* 00-B=aB;

* (A-B)=(B-A),se p=g;

* B-a=0,seqg>0;

* A-(BAC)=(A-B)AC+(—1)"BA(A-C),se p=1,
* (AANB)-C=A-(B-C)sep+q<r;

* (A+B)-C=(A-C)+(B-C)sep=gq;
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* A'(B+C):(A'B)+(A'C)Seq:r;

« (@A) -B=A-(aB) = a(A-B).

(X3

Tal aplicacdo ““-” é chamada de produto interno. Com base nesses resultados, se p < g temos

Ap-By= Y, 58n(0) {Ap- (bo(t) A= Abo(p)) } Do) Ao Abo(q):

oES,

onde A, = (aj A---Aap) € \(V), By = (biA---Abg) € \(V), sendo que a;,bj €V para i €

q
{17...7p}ej€{1’...’q}_

Observemos que, para VA,B € A\ (V)

n

G(A,B) = ZO<AP'BP)’

onde (A,-By) =Gy (Ap, By).

[I3RA]

Assim, a dlgebra exterior (/A (V), ) equipada com o funcional bilinear simétrico “G” (ou "), isto

é, aterna (A (V),A,-), é chamada de Algebra de Grassmann do espago vetorial real V e denota-se
por ¢ (V). Quando V =R, temos ¢ (V) = %9, ,.

Um elemento A € ¢ (V) é chamado de multivetor. Ja Ay € /\ (V) é chamado de multivetor de grau k.
k

Para maiores detalhes, consultar as referéncias (BISHOP, 1980), (LIMA, 2005) e (DORST et al.,
2007).

2.4 Orientacao e isomorfismo de Hodge

De acordo com Bishop (1980) e Lima (2005), dado um espago vetorial real V de dimensao finita,

onde dimV = n € N,, consideremos a seguinte relacdo de equivaléncia:
_ *
A~Q & A=alQparaa € R

onde A, Q ¢ /\(V) Assim, para VQ € /\(V), temos duas classes de equivaléncia:
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Q] = {A e A\V) :A=(—)Q=0a(-Q), a> o}.

Tais classes de equivaléncia sdo chamadas de orientacdo de um espaco vetorial.

Agora, dados {e¢; : 1 <i<n}umabasedeV e {e' : 1 <i<n} umabasedeV*, consideremos

n
szel/\---/\ene/\(V) e Qv*zel/\---/\ene/\(V),

n

Agora consideremos a aplicagio ¥ : /\(V) — /\ (V), definida por
p n—p

AA%B=G(A,B)Qy

paraVA € \(V)eVBe A\(V).
p q
Com base na defini¢@o da aplicacdo, obtemos os resultados a seguir:

ckI=Qy e kA= (4) |0y =(4-Qv):
* Yo% :*2 :(_1)17(an)]:> *71 _ (_l)p(n—p) *.

Dessa forma, com base na referéncia Dorst et al. (2007), concluimos que % é um isomorfismo linear,

chamado de isomorfismo de Hodge.

A partir desse isomorfismo definimos um novo produto entre elementos de A(V), partindo do produto
‘G/\97'

Esse produto é chamado de produto regressivo, denotado por “V”, e definido por:
AVB=%"'(%xAN%B) (ou % (AVB) = %A A %B)

ondeAc \(V),Be A(V)eAvBe /\ (V). Além disso, temos o seguinte:
P q [p+q—n|

« AVB=(—1)""P=d gy 4;
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* % (AAB) = (%A)V (*kB).

Além disso, paraVA € \(V),VB € \(V) eVC € \(V), temos o seguinte:
4 r

AV(BVC)=AV {*k 1 (FBAKC)} =Kk {HAAN K [* ' (FBAKXC)]}
=% 1 {KAA(KBAKC)} =% {(*AAKB)A%C}

=% {% [k (KAAKB)| AKC} = {* (*kAAXB)} VC=(AVB)VC.

Logo, o produto regressivo € associativo.

Teorema 1.3 A aplicacdo % : A(V) — A(V) , definida por

n
*A = Z*Ap,
p=0
n
onde {ej,---,e,} ¢ abase de V, A = ZAP eA,= Z gl ’ke, Nej € /\ , com
p=0 1<ii<--<ix<n

gl ¢ R, é um isomorfismo linear
Demonstracao:

Observe que % é bem definida. Além disso, para VA, B € A(V) e VA € R, temos o seguinte:

(AL B) :*{ 5 (MP+B,,>} 3 k(A4 B,) = A kA KB,
p=0

p=0

Logo, a aplicacdo acima é linear. Agora, consideremos A € A(V), um elemento do nicleo da apli-

cacdo linear. Entdo

*A=0=A,=0paraVpe {0,1,--- ,n}=A=0.
Logo, a aplica¢do linear € injetora. Pelo Teorema do Niicleo e Imagem, de acordo com Lima (1996),
concluimos que a aplicacao anterior € um isomorfismo linear.

Com isso, concluimos a demonstracdo. l

Nesse caso, a aplicacdo anterior corresponde a extensiao do isomorfismo de Hodge “¥”, por lineari-
dade.

Para maiores detalhes, consultar as referéncias (LOUNESTO, 2001) e (DORST et al., 2007).
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2.5 Algebra de Clifford e algebra geométrica
Seja V um espaco vetorial real de dimensao finita, onde dimV =n € N, g : V XV — R um funcional

bilinear simétrico, (.27, m) uma algebra associativa com elemento unidade e y: V — < uma aplicac¢ao

linear.

Entdo, com base nas referéncias Gilbert e Murray (1991) e Perwass (2000), dizemos que o par (<7, y)
é uma Algebra de Clifford para o espago quadridtico (V,g), quando <7 é gerado, como algebra, pelos
conjuntos

{y(v) :veVv} e {aly : aeR}
e v satisfaz

Y)y(v)+yW)y(u) =2g(u,v)ly  paraVu,veV.

Nesse caso, ¥ € denominada de aplicagdo de Clifford.

Observe que, para a forma quadrética Q : V — R definida por Q (v) := g (v,v), temos

Se{e; €V : 1<i<n}éumabasedeV,onde g (ej,e;) =0sei j,entdo

v(ei)y(ej) +v(ej) v(e) =0 i#j;

y(e)? = 0(er) 1oy

Usando essas relagdes, qualquer produto envolvendo Y(e;) e suas poténcias pode ser rearranjado e

rescrito na forma

Y(e)" y(e2) - y(e)"---y(en) € ,

onde 1 <i<n, {01 ey(e)’y(e)’-y(e))° - y(en) =14.

Com isso, podemos dizer que
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o =span{y(e1)" y(e2)" - y(e)" - y(en) : 1 <i<np;€{0,1}}.

Nesse caso, podemos dizer que V gera 7. Observe que dIz;&mgQ% <27,

Com base nos resultados anteriores podemos dizer que o par (.7, y) é uma Algebra de Clifford (<7 ,7)
para o espaco quadrdtico (V,Q) se, e somente se, (<7, m) é uma dlgebra associativa com elemento
unidade, que contém y(V) e R, onde R = R1,/, sdo subespacos distintos de .7, tal que

1. y(x)*=Q(x), paraVx € V;
2. o =span{y(e1)" y(e2)" -y (e -+ y(en)™ : 1<i<np;€{0,1}}.

Diremos que uma Algebra de Clifford (<7 ,y) para o espago quadritico (V, g), é chamada de Algebra
de Clifford Universal, se para cada dlgebra de Clifford (%, p) para (V,g), existe um homomorfismo
de 4lgebras

O A

€Cc_ 9

tal que, p =¢goye ¢(l,) = 14, onde “o” é a operagdo composi¢ao de funcdes.
Denotaremos uma algebra de Clifford universal, para o espago quadritico (V,g), por €1(V,g).

De acordo com Gilbert e Murray (1991), podemos verificar que uma algebra de Clifford (<7, y) para
(V,g) é universal, quando dIiRm,@f =2",

Por outro lado, sabemos que T'(V) = GBT" (V) é uma élgebra associativa com elemento unidade.
k=0

Agora, consideremos ¢ um ideal de T'(V), o qual, é gerado pelos elementos da forma
uRv+ve@u—2g(u,v)lrwy,
onde u,v € V. Em outras, podemos dizer que
I =span{A® [u®v+v®u—2g(u,v)1T(Vﬂ ®B :ABeT(V); uveV}.
Por meio da relagdo de equivaléncia

A~B&SA—-B=xe J¢
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(V)
S

podemos construir a Algebra Quociente , cujo produto de elementos é da forma

[A][B] = [A® B].

Para facilitar as contas, identificamos [u], [v] e [u A v] por u, v e u A v, ou seja, consideremos [u] = u ,
V| =ve [uAv] =uAv, para Yu,v € V . Com isso, temos que o produto de vetores pode ser escrito

na forma
uv:=ulv+g(u,v).

Esse produto serd chamado de produto de Clifford entre u,v € V. Maiores detalhes, ver referéncia
(GILBERT e MURRAY, 1991)

A partir desse produto e identificando[®] por ®, ou seja, considerando [@] = @ para Vo € /\(V) e
k

1 <k < p, podemos escrever os seguintes resultados:

* VA=vAA+v]A;

c Av=AAv+A|vg;

paraVYv €V e VA € /\(V), onde 1 < p<n.
p

Com os resultados acima, obtemos o seguinte:
* VAA = % (vA—i—Xv);
s v |A= % (vA —Xv).
Pela definicdo do produto de Clifford entre u,v € V, obtemos a seguinte relacao:

uv+vu =2g(u,v).

TV
Além disso, considerando as fun¢ao inclusdo 1 : V — T(V) e a fung@o projecdo n: T (V) — v)

Jc
onde m(A) := [A], a composic¢do de fun¢des Y = mw o1 é uma aplicagdo de Clifford. Com base nas

identificagdes descritas acima, temos y(v) :=v para Vv € V.

Com isso, a dlgebra quociente obtida, € uma dlgebra de Clifford. Mais do que isso, pode-se provar

rv)
T

que € uma algebra de Clifford universal. Nesse caso denotamos

23



TV
clLV,g) = % (GILBERT e MURRAY, 1991).
C
Se o conjunto {e; € V : 1 <i < n} éumabase ortogonal de V, a partir dos resultados e identifica¢des
anteriores e de acordo com Gilbert e Murray (1991), uma base ortogonal de ¢ (V') € identificada com

a base ortogonal de €'1(V, g) a qual é formada pelos elementos

1%(V)a' Tt Chy €yt ey '7In - QV =€12...n
H_/\—/—/ N PR 2
~~ TV
escalar ~ Vetores bivetor pseudo vetor pseudo escalar

onde:

* ej..ii =ej N---Nej,onde {ej..; : 1<ij <---<ix<n}éabasede /\(V);
k

eij=eiNej=—ejNei, , I # J;

e =eii = glei,ep).

Maiores informacdes, ver referéncia (LOUNESTO, 2001).
Através da base ortogonal anterior, ¢4 (V) e CI(V, g) sdo isomorfos, como espagos vetoriais.

Com isso, considerando {e;,..; : 1 <iy <--- <ix <n}, {ej..j: 1< j1<---<ji<n}e
{err, : 1 <r1 <--- <ry<n} asbases de /\(V), /\(V) e /\(V), respectivamente, podemos definir

k [ m
os operadores de projecdo como sendo as funcdes da forma :

()r:CLV,g) = \(V)
r
comr < dﬁ'%mV, onde:

* (A)p = A, paraVA € R;

€iy-ip N€j - j ser=k+l
o (eijigejij)r = 0 S€ €jy...if€,..j; € /\(V) comr#s .
N
€iyeeiy " €1 ser=k—1Ilcomk#0el#0
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€., ser==k
°(e,-...,- +€'...‘> = e . ser=1
1l Jugilr JiJ1

0 ser#*keser+1

n
Com esses dados, cada uma dessas fungdes € bem definida. Além disso, concluimos que A = Z (A),
r=0
para VA € CI(V,g).

De acordo com Conradt (2000) e Perwass (2000), para VA, B € CI (V, g) podemos rescrever o produto
de Clifford (operagao justaposicao) da seguinte forma:
N

AB = (AB) |+ (AB)j_ij42+ -+ (AB)iy1 = Y (AB) |12

r=0

i 0<i<n
onde s =271 {D,(k+1) — |k—1|} sendo que D, (i) = .
2n—1i n<i<?2n

Observe que se [ > k+mentdo ||k—I| —m| = (I —k—m) = |k — || —m||. Além disso, se m > k+1
entdo | (k+1)—m| = (m—k—1) = |k— |l —m]||. Com essas informag¢des temos o seguinte:

* (g " €jyjy) " rery = <€i1"'ikejl"'jl>\k—l\ “Cryrm = <ei1"'ikejl"'jler1"~rm>\k—|l—m||
= €jip " (ej]...jl -erll..rm) sel > k+m;

. (e,-l...,-k /\ejl.‘.j]) CCrppry = <ei1"'ikej1"‘j1>k+l CCryery = <ei1"'ik€j1"'jlerl“'rm>|k—|l—m\|
=€j iy (€fjy Crpory) SEM > kA1

Com base nos resultados descritos acima e identificando [A] e [A] [B] por A e AB, isto €, considerando
[A] = A e [A][B] = AB, para VYA, B,C € Cl(V, g) temos o seguinte:

* (AA+06B), = A{A),+6(B);
* AANB= (AB)y;
« A-B=(AB)_; = (AB);_y;

* (ANB)-C=A-(B-C),sem>k+1I;



Maiores informacdes, ver referéncia (PERWASS, 2000).
No caso particular, quando k = /, temos

d <AB>() = <BA>0;

* (AB)ol, = (ABI,);

* (AB)o = (BA)o = G(A,B).

p TV
A Algebra de Clifford Universal €1(V, g) = ; ) com o produto de Clifford (operagio justaposi¢io),
c

descrita anteriormente, serd chamada de Algebra Geométrica em (V,g) e denotada também por ¢ (V'),
quando %1(V,g) for definida para uma base ortonormal (isto &, el-2 = +£1). Observe que podemos
definir as operacodes produto exterior, produto interno e produto regressivo a partir dos operadores de
projecdo e do produto de Clifford. Como a Algebra Geométrica é isomorfa, como espaco vetorial, a
/\(V), podemos identificar os elementos de ¢ (V) com os elementos de /\(V) Tal identifica¢@o serd

utilizada daqui em diante.
Daqui em diante, vamos trabalhar somente com Algebras Geométricas.

Definimos a norma |A| de A € /\ (V) como sendo
k

A]2 = (AA)g = (AA)g = G (A,A).

SeA e /\(V) satisfaz as condi¢oes
k

A2 #£0 eAA=AA=A-A

entdo, existe um elemento nio nulo A~! € ¢4 (V), de forma

A
Al =——,
A2
onde AT!A =AA"! = lg vy, 0 qual € chamado de elemento inverso de A.

Com os resultados anteriores, para VA, B € /\(V), temos
k

e (B(%A)) =BA%A=G(B,A)Qy = (BA)Qy = (B (A’QV)>,1 — BAKA=BA (A’QV>.
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Com isso, podemos escrever o isomorfismo % de Hodge para qualquer multivetor A de grau k, em

termos de Algebras de Clifford, como
*A =AQy.

Além disso, considerando a base ortogonal de V podemos utilizar esse isomorfismo para ¢ (V'), con-

struindo a aplicagcao
*:9G(V)—=>9(V)

definida por

* (Zn:Ar> = zn:*Ar onde A, € /\(V)
r=0 r

r=0

Tal aplicagdo, além de bem definida, ¢ um isomorfismo linear. Com isso, obtemos o resultado a

seguir:
* o ()= ()n-roXk.

Para finalizar, podemos estabelecer uma relagdo entre as operagdes “V”’ e “-”. Para isso consideremos
VA € /\ (V)eVBe€ /\ (V), onde p <ne g < n. Entdo temos o seguinte resultado:
p q

* (AVB) = (kA) A (KB) = ((kA) (kB))2n—(p+q)

—_—

= <(*A) §>|n—(p+q)|'Q'V = [(*A) §i| Qy = (A \/B)Qv.
Como isso, concluimos que

(AVB) = (%A)-B.

Para maiores detalhes, consultar as referéncias (DORST et al., 2007) e (PERWASS, 2000).
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Capitulo 3

Dual da Algebra Geométrica e as Relacoes de

Incidéncia

Nesse capitulo sdo abordados nogdes sobre dualidade da Algebra Geométrica e as relagdes de in-
cidéncia. O dual de uma Algebra Geométrica, é uma dlgebra isomorfa a dlgebra original. Com isso
estabelece-se uma relacio entre as operagdes da Algebra Geométrica e seu dual, com o objetivo de
facilitar o manuseio das expressoes algébricas. As relacdes de incidéncia, tratam de representar al-
gebricamente as relacdes de pertinéncia, inclusdo, intersecdo e as relacdes geométricas existentes
entre subespacos vetoriais, através da Algebra Geométrica. Tais relagdes sdo utilizadas nos préximos

capitulos.

3.1 O dual da algebra geométrica

De acordo com Lounesto (2001), as afirmag¢des exibidas no capitulo anterior, sobre espacos quadrati-
cos ndo degenerados e o pseudo-escalar de uma dlgebra de Clifford, permitem demonstrar o resultado
a seguir:

O espago quadrdtico (V,g)é ndo degenerado<—>o pseudo escalar possui elemento inverso.

Agora, consideremos ¢ (V), onde (V,g) é um espaco quadrdtico ndo degenerado, com base ortogo-

nal {e; ---e,}. Aplicando o isomorfismo %, nos elementos da base de ¢ (V) temos
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Tabela 1 - Relagdes entre elementos da base de ¢ (V) e suas imagens obtidas pelo
isomorfismo .

base de 4 (V) | imagem dos elementos da base
1:=lg ) *(1):=Qy e \(V)
n
e *(er) = Qv =g (—1)ker - errenii-ene N\ (V)
n—1

€i-iy *(eil...ik) = 6/11\/,,(9\/ € /\ (V)

n—k

: ;
Qy *(Q\/) = ngr € /\(V)
r=0 0

Fonte: Conradt, 2000.

onde g;i := g(e,-,ei) eR.

Observe no quadro acima, que a imagem dos elementos da base de ¢ (V), ainda sdo elementos da

mesma base, ou seja, obtemos uma descri¢ao diferente do mesmo espago vetorial.
Assim, de acordo com Conradt (2000), diremos que ¢ (V)™ é o espago vetorial real gerado pelos
os elementos da base de ¢ (V), descritos na forma e; *---xe; , isto & & (V)™ = k(4 (V)) :=
span{%k (ej,..;;) : 1 <ij <--- < ix <n}. Também denotaremos A (V)™ =k (A(V)) = A (V).

r

r n—r
Daqui em diante, denotaremos os elementos de ¢ (V'), com um sinal “+”, isto é, se A € ¢4 (V), entdo
A = A*. Consequentemente, denotaremos ¢ (V) por 4 (V) ", ou seja, 4 (V)" :==4 (V) .

Agora, definamos o produto a seguir:
x: G (V) x9 (V) =9 (V)"

dado por *(%A, % B) := (%A) * (%B) := % (AB).

Denotando A~ := %A , temos entio
A~ xB~ = (AB)".

Além de ser bem definida, o produto “x” satisfaz, para VA € /\(V) VB € /\(V) VC € /\(V) e
q r

p
VA € R, as seguintes propriedades:
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s AxB=% (% 'A)x %k (k" 'B)= (k'A% "'B)" = (A" B)";
* (AxB)xC=Ax(BxC);
* Ax(B+C)=(AxB)+ (AxC);
* (A+B)*C=(AxC)+ (BxC);
* (AA)*B=Ax*(AB) =A(A*B);
* 1" xA=Ax1" =A;
* A*xA=(A"A")” = ul~ onde u é um escalar real.
Em particular, temos
o (ei---e;) =€ k-ker

131 174

e ke, =—e;

* e xe; =g;l.

Dessa forma, concluimos que a operagdo “x” representa um novo produto de Clifford, em ¢ (V),
o qual serd chamado de produto de Clifford dual. Com o produto de Clifford dual, 4 (V)™ torna-se

uma Algebra de Clifford Universal, o qual chamaremos de Dual da Algebra Geométrica 9 (V).

Observe que para determinar todos os elementos de uma base de ¢ (V), basta determinar apenas a

metade de todos esses elementos. Os demais sio obtidos através do isomorfismo de Hodge “¥”.

Utilizando os operadores de projecdo e o isomorfismo ¥, descritos no Capitulo 2, podemos escrever

o produto de Clifford dual da seguinte forma:

r=0 r=0

A" xB” =(AB)” = {i<Aqu>lp—ql+2r} - i<Aqu>|;_q+2,.

m

- g<(Aqu)_>|n—<\p—q|+zr>| = Y (A *B )i (lp—ql+20)-

r=0

Agora, definamos a seguinte operacgao:

@:AV) xAV) = A V)
p

q [p—ql
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dado por ®(A~,B7):=A~ ®B~, onde

AT OB = (A" #B )y |pg = ((AB) )u—|p—g| = (AB),_-

z

Além de bem definida, a func¢do “®” é uma aplicacdo bilinear.

No caso particular p = g = 1, temos
A; *B; = (A1 -Bl)i-l-(Al /\Bl)i = <AIBI>6 + (A1 /\Bl)i :A; @B; +A; \/B;.

Dessa maneira, diremos que “©” e “V” correspondem ao produto interno € ao produto exterior,
respectivamente, em ¢ (V). Ja “.” e “A”, correspondem ao produto interno e ao produto exterior

(ja citados no capitulo anterior), respectivamente, em ¢ (V). Nesse caso, chamamos © de produto

interno dual,em & (V)

Com base nos resultados anteriores, obtemos em ¢ (V)™ e ¢ (V) ™, as relagdes enunciadas a seguir:

Tabela 2 - Relagdes entre as operacdes existentesem & (V) e & (V).
g (V) \ \ AN
A= +B = (ATBT)~ AT «BT = kakg(AB~)~
A" OB :=(A"-B")” AT OBY :=kskg(A~-B7)™
AT AB™ = (A+VB+)_ AT ABT = kakp(A~VB™)~
A"VB :=(ATAB")” ATVBT :=kskg(A~ AB)”
AB = (A+ *B+)_ ATBT = kAkB(A_ *B_)_
A= B = (AT®B)" AT Bt = kukg(A~ ©B7)"
Fonte: Conradt, 2000.

IT1IT]

paraVA € A\(V)eVB e /\(V), onde ky = (—1)""P) e k = (—1)4"7)
p q

Diremos que uma operacio definidaem & (V) ou? (V)™ é uma operacdo original. Ja uma operacio
em % (V)" ou? (V)™ definida a partir de uma operagio original de ¢ (V)™ ou & (V)" respectiva-
mente, é chamada de operacdo dual. Com isso e a tabela anterior, podemos montar a tabela a seguir,

para classificar as 6 operagdes comuns a % (V)" e & (V)

Tabela 3 - Classificacdo de operacdes originais € duais e operacdes progressivas €
regressivas em% (V)" ou % (V).

‘ Justaposicdo ‘ * ‘ . ‘ ©) ‘ A \
9 (V)+ original dual  original  dual  progressivo  regressivo
G (V) dual original ~ dual  original regressivo  progressivo

Fonte: Conradt, 2000.
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Para finalizar, consideremos os espacos quadrdticos ndo degenerados (V,g), onde diﬁng =n+1,com
ne{l1,2,3},e{ey, - ,ent1} € suabase ortogonal.

1 (n4-1)n
—— ki =(—1) 2 k,egi:=gleiei),
G(In—b—laln—i—l) ( ) ! ( l l)

Com isso, temos os exemplos a seguir, onde k =

parai € {l,---,n+1}:

e Sen =1, entao

Tabela 4 - Descrigio e relagio entre elementos de 4 (V)" e 4 (V) ™, paran=1.
relacdo entre os elementos da base de

+ —
gV | 9Wv) GV ed (V)
11 I +1+ =kl
€ € e =kigie,
e; e, e; = —kigne,
+_ T+t = +_1-
Iy =eje, 1 Iy =1

Fonte: Conradt, 2000.

e Se n =2, entdo

Tabela 5 - Descrigio e relagio entre elementos de & (V)" e 4 (V) ™, paran = 2.

AN G (V)™

relacdo entre os elementos da base de

9 (V)+e G (V)
1™ Iy 1T =kI;
eT ll_ eT = —k1g1111
e;“ Ly e; = —k1g»l,
63+ Iy egr = —k1g33l5
lfL = e;e; el lfr = —k1g822833€]
l;’ = e;ef ey l;' = —k1g33811€5
Iy :=efe; e; Iy = —kigngne;
I;“:ef“e;e;r 1~ I3+:1_

Fonte: Conradt, 2000.

e Se n =3, entdo
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Tabela 6 - Descricdo e relagio entre elementos de ¢ (V)Jr e (V)

,paran = 3.

9 (V) G (V) relagdo enz;e(i)/s) ileeng;e(n‘gs da base de
11 I ) 1t =kly )
61+ pl, 61+: _klgIIPJ
e%_ pz_ 3_2 = klgzzpz_
63+ Py €3+= —k1833p_3
N €, L Pi €4 = k1g44p4 B
ll+ = €2+€§r ZL I —k1g22g33li
l%r = €§r€£r l% 12+ = —k1g33glll§
13 = el 62 l3 13 = k1g11g2216
l{ = e;{ei l{ I = —k1g44g1111:
l§r = eﬁre%r 15_ lgr = —k1g44g2212_
«lé = €+4 i3 . lg 16 = —ki184483305 B
Pl i=eyezey e pi = k1822833844€]
py =ejeiel e5 py = —kigxigaagiie;
p; i=ejele; ey p3 =kigaagii82e;
Py =efeyes ey Py = —kig1182833¢;
L 1~ =1

Fonte: Conradt, 2000.
Outras informagdes, consultar (CONRADT, 2000) e (CORROCHANO, 2005).

3.2 Subespacos ortogonais e relacoes de incidéncia

Consideremos ¢ (V)~, onde V é um espaco vetorial real com diﬁqgv =n+1e (V,g) é um espago

quadratico ndo degenerado.

De acordo com Dorst et al. (2007) e Perwass (2000), dizemos que os multivetores A € /\(V) e
p
(ONS /\(V) sdo ortogonais se A -® = 0 e podemos denotar isso por AL ®P. Essa defini¢do € uma
q
generalizacdo da defini¢do de vetores ortogonais. Com essa definicao, podemos escrever
ATVOT =0<= A" 1PT.
Dessa forma concluimos que
A" AT =0<=A"1A"
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para VAT € /\(V) Agora observemos o seguinte:
p

A=viN--- A #0<= U =span{vy,--- ,v};

AT =vi g A Ay #0 <= W =span{viy1, -+, Var1}.

Como U é o subespaco vetorial real ortogonal ao subespaco vetorial U, tal que V = U @ U, veri-

ficamos que
acWsanA~ =0&a-A=0<alv, paraVic {1,---k} < ac U,

Dessa maneira W = U~+. Consequentemente, A~ representa o subespaco vetorial real ortogonal ao

subespaco representado por A € /\(V) Além disso, U~ é chamado de subespaco ortogonal a U.
k

Dados os multivetores AT € /\(V) e @ € /\(V), dizemos que AT e ®* sdo incidentes sempre que
p q
ATADPT =0eATVOT =0.

O teorema a seguir, relacionard as operagdes algébricas entre multivetores com as relagcdes de pert-

inéncia, inclusdo, interse¢io e soma direta dos respectivos subespagos vetoriais representados .

Teorema 3.1 Sejam AT = u; A---Au, € /\(V) edt =y ANy, € /\(V), dois multivetores
p

q
ndo nulos que representam os subespagos vetoriais A = span {ul, e ,up} e B =span {vl,--- ,vq},
respectivamente. Além disso, A~ e @~ s@o os multivetores nao nulos associados, respectivamente,

aos subespacos vetoriais AT e B, os complementos ortogonais de A e B. Entio:

1. AY ADH =04 ANB {0}

2. Se AT e @ sdo incidentes e p < g, entdo A C B;

3. Se A" e @ sdo incidentes e ¢ < p, entio B C A;

4. SeXT =AT ANDT +£0, entdo AP B é o subespaco vetorial representado pelo o multivetor X ;

5.8eXT=ATV®t £0ep+qg#n-+1,entdo AB € o subespaco vetorial representado pelo o

multivetor X .

Demonstracao:
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1. Com as hipéteses, temos a seguinte equivaléncia:

AYADT =0<{uy,--+ ,up,vi, - ,vq} é um conjunto L.D. < ANB # {0};

2. Como A" e ®7 sido incidentes, temos o seguinte:

ATVOPT =0 A 1Pt ed LA™,

Com esses dados e p < ¢, concluimos que B g A. Além disso, se Vx € A onde x # 0, entdo
xNA=0e® -A=0.Logox¢B*. ComoV =B@B", concluimos que x € B.
Como {0} C (ANB), concluimos que A C B;

3. Como A" e @7 sdo incidentes, temos o seguinte:

ATVOPT =0 A 1Pt ed LA™,

Com esses dados e g < p, concluimos que A SZ B. Além disso, se Vx € B onde x # 0, entdo
xAB=0eA™ -®=0.Logox¢ A'. ComoV =A@ A, concluimos que x € A.
Como {0} C (ANB), concluimos que B C A;

4. Como X =AT AN®T #£0, através do item 1, concluimos que A(\B = {0}. Com isso, conclui-

mos que AP B é o subespaco vetorial representado pelo o multivetor X *;

5. Como X" =ATV®T =z A---Az, #0,0onde r=|(p+¢q)— (n+1)|> 1, temos W =
span{zy,-++,z,} é o subespaco vetorial representado por X . Para Vx € W, temos x AX+ = 0.
Como ATV ®* £ 0, através do item 1, concluimos que ALﬂIB%l = {0}. Assim, temos as

seguintes equivaléncias:
XEWESXANXT=0xAN(A"AB ) #0&x ¢ (ALPBH) ox¢ Al ex¢ Bt xe ANB.
Com isso, concluimos que W = A B e segue o resultado.

Com isso, demonstramos o teorema.ll

No Teorema 3.1, quando A™ € /\(V) e @+ € \(V) sdo incidentes, dizemos que A" pertence a "

p q
(ou A" estd contido em ® ) se p < g, ou, dizemos que A" passa por ®* (ou AT contém ®T ) se
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q=p.
Também, no Teorema 3.1, quando X ™ = AT v ®T £ 0, dizemos que X € a intersecdo de AT e .
Quando X = AT AP £ 0, dizemos que X € a juncdo (ou soma direta) de AT e @

Com base nas defini¢cdes descritas acima e considerando os multivetores A~ € /\(V)’, (OIS /\(V)’,
q

p
dizemos que A~ e @~ sdo incidentes, sempre que A~ VP =0e A NP =0.

Quando A~ € /\(V)_ e d” € /\(V) sdo incidentes, dizemos que A~ pertence a ®~ (ou A~ estd
p q
contido em @~ ) se g < p, ou, dizemos que A~ passa por ~ (ou A~ contéem ®~ )se p <gq.

Quando X~ =A~ A®~ #0, dizemos que X~ é aintersecdode A~ e P . Quando X~ =A" VP~ #0,

dizemos que X~ € a juncdo (ou soma direta) de A~ e ¢~

Através das relacdes descritas na Tabela 2, podemos exibir a tabela a seguir, onde temos a corre-

spondéncia entre as defini¢des descritas acima, :
Tabela 7 - Correspondéncia entre as relagdes existentes em & (V)" e 4 (V).
+ -
g (V) [ ] g)
AT pertence a ® — A~ passa por ®~
AT passa por ®T — A~ pertence a ®~
Xt éaintersecdode AT e ®" <+— X éajuncdode A" e P~
X' éajunciode AT e ®"  <+— X éainterseciode A~ e

Fonte: Conradt, 2000.

Os nomes pertence a ( ou estd contido em ) , passa por ( ou contém ), intersecdo € juncdo (ou
soma direta) , utilizados nas defini¢des descritas na tabela acima, servem para indicar o que ocorre
entre os subespacos vetoriais representados pelos os multivetores relacionados, conforme é demon-
strado no Teorema 3.1. Com isso, podemos descrever algebricamente as relacdes de pertinéncia,

inclusdo, intersec¢do e soma direta entre subespacos vetoriais.

Quando temos dois multivetores, um pertence a & (V)" e outro pertence a & (V) ™, basta rescrever
um deles como multivetor do outro conjunto e ai utilizar as defini¢des descritas acima. Em vez de

dizer que dois multivetores A e ® sdo incidentes podemos escrever que A < ®, onde
AXP<—=ANDP=0eAVD=0.

De acordo com Conradt (2000), a relacdo < é chamada de relacdo de incidéncia. Dessa maneira,
dizer que A e @ possuem uma relagdo de incidéncia =< é o mesmo que dizer que ambos multivetores
sdo incidentes. Com isso, dizemos que a relacdo de incidéncia < e as relagdes descritas na tabela

acima so as relacdes de incidéncia dos multivetores de ¢ (V).

37



Capitulo 4

Espaco Projetivo e sua representacao em

Algebras Geométricas

Nesse capitulo sdo expostos as nogdes de espagos projetivos, formas geométricas, principio de du-
alidade e algumas propriedades, em termos de Algebras Geométricas, os quais permitem obter um
modelo algébrico que descreve resultados de geometria projetiva, para o plano e para o espaco. Para
comprovar tal eficicia, como linguagem algébrica, € exposto um exemplo de aplicacdo. Com isso,
0 objetivo nesse capitulo é expor as Algebras Geométricas como linguagem algébrica para tratar de

questdes envolvendo geometria projetiva.

4.1 Conceitos basicos

Consideremos a seguinte relagcdo de equivaléncia:
u~v <= existe ¢ € R* tal que v= o

onde u,v € R"*! —{0}.

A classe de equivaléncia [v] := {u € R""! — {0} : u v}, gerada pela relagdo de equivaléncia an-
terior, é uma reta em R"*!, que passa pelo vetor nulo do espaco vetorial citado, mas ndo contém o

mesmo.

De acordo com Corrochano (2005), o conjunto de todas essas retas € chamado de Espaco Projetivo

Real, e denotado por RP".

Podemos rescrever cada um desses elementos da seguinte forma:
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(o -+t Opy1)i=[(0t1, -, Oy 1) ERP" com (01, 0, -+, Cyy1) € R — {0},

onde (0t : -+ : Oyy1) :=[A(0t1, , A1) =A(Q1 & -+ @ Qpyp), para VA € R—{0}.

Assim, podemos representar qualquer elemento de RP” por um elemento de R**! — {0}, ou, qualquer

multiplo nao nulo desse mesmo elemento, escrito numa base ortogonal.

Nesse caso, chamaremos as coordenadas desse elemento em R**! — {0}, de coordenadas homogéneas

de um elemento de RP”.

Observe que podemos dividir o espaco projetivo em duas parti¢cdes (partes). Sdo elas :

AP":={(ot) : -+ : Wyy1) ERP" : o441 #0}
e
(AP :={(oty : -+ : Ops1) €RP" 1 a1 =0},

onde AP" é chamado de espaco projetivo afim.

Essas defini¢des podem ser rescritas da seguinte forma :
(061 el OCn+1)EA[P’n<:>OCn+1:1 € (051 T OCn+1)E(A]IDn)C<:>(Xn+1:0.

Um elemento de AP" serd chamado de ponto afim. Ja um elemento de (AP")¢ serd chamado de

ponto no infinito.

Um subespaco projetivo (ou forma geométrica) de RIP"* é, por definicio, um espago projetivo WPk,
onde W € um subespaco vetorial real de R**! onde d IzE'ng =k+1.

A dimensao de RP” é, por defini¢do, a igualdade
dimRP" ;= dﬁémR"“ —1=n.

J4 a dimensio do subespaco projetivo WPK é dado por dimW Pk := dIiRmW — 1=k
Chamaremos de k-planos a um subespaco projetivo de RP", de dimensao igual a “k”.

Em particular, um espaco projetivo de dimensdo “0” é chamado de ponto projetivo, um espago proje-
tivo de dimensao “1” € chamado de reta projetiva, um espago projetivo de dimensao “2” é chamado

de plano projetivo.

Agora consideremos os subconjuntos ro g C RP" e 7, ,,,y CRP", onde n > 2 e a, B,u,v,w,z€ R —
{0}, definidos por
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rap:={[u] ERP": aAB#0 e uranf=0},
€

Tuvw ={[z] ERP" : uAvAW#0 e zAuAvAw=0}.
No caso de ry g, temos o seguinte:
s aANB#0<{a,B} éum conjunto L.I.
&P = span{a, B} é um plano que passa pelo vetor nulo de R"1;
cuNaAB=0< {u,a,B} éum conjunto L.D < u € P.

Com isso, temos o seguinte:
uergpe AANB#Oeunarf=0&ucP—{0}.

Dessa forma ro g = P — {0}. Logo, 74 g € um plano que contém @ e f e passa pelo vetor nulo de

R"*! mas ndo contém o mesmo. J4 no caso de Thv,w» t€EMOS O seguinte:

s uANvAW#0< {u,v,w} é um conjunto L.I.

& 2 = span{u,v,w} éum espago que passa pelo vetor nulo de R"1;

* ZAuNVvAwW=0<% {z,u,v,w} é um conjunto L.D < 7 € 20.

Com isso temos o seguinte:
ZE Myyw S UNVAWHEOezANuNvAW=0&z€ 0 —{0}.

Dessa maneira 7, ,,,, = 20 — {0}. Logo, m,,,,, € um espago que contém u, v e w e passa pelo vetor

nulo de R**t!, mas ndo contém o mesmo.

Como rgq g U {0} é um subespago vetorial de dimensdo “2”, concluimos que ra,p C RP" € uma
reta projetiva. Ja m,,,, J{0} é um subespago vetorial de dimensdo “3”, o qual permite concluir

que 7, .,y C RIP" € um plano projetivo.

Pelos dados anteriores, podemos dizer que toda reta projetiva pode ser descrita por ro, g C RP" , onde
a, B € R —{0}.
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Analogamente, podemos dizer que todo plano projetivo pode ser descrito por 7, ,,, C RP", onde
u,v,w € R {0},

Procedendo de forma andloga, podemos dizer que todo k-plano projetivo de RP”, pode ser descrito
por Ty . gx CRP", onde o', ok e R™™ — {0}, n > ke

T ={ ERP" : @' N NdF#£0 e zAa!A---Aak=0}.

Para simplificar a andlise, podemos nos referir a 7,1 ... ,« através de sua expressdo algébrica associada
a' A---Aak #0. Com isso, também podemos nos referir a [z] € Tyl ... o« através da expressdo

algébrica ' A--- Aok Az =0.

Dessa maneira, para o, 3,0, Lo okt e Rt {0} podemos dizer, de acordo com Hestenes e

Ziegler (1991), o seguinte:

a € R — {0} representa um ponto projetivo de RP";

aNP e /\(R”“) representa uma reta projetiva rq, g, de RP", se o A B # 0;
2

aNBAS € /\(R”H) representa um plano projetivo Tty g 5, de RP", se a A\B A S # 0;
3

al A ANoktl e /\ (R"H) comn > k+ 1, representa um k-plano projetivo ‘Pa1’... aks de RP",
k+1
se ! A Aakt £0.

Com base nas descri¢des acima, todo k-plano projetivo corresponde ao conjunto § — {0}, onde § é

um subespaco vetorial real, com dim§ = k+ 1.

Com isso, podemos concluir que os elementos da base da Algebra Geométrica ¢ (R"“) represen-
tam subespacos projetivos de RP", conforme o grau do multivetor analisado. Consequentemente
9 (R”“) representa os elementos e as formas geométricas presentes em RP”. Evidentemente, todos
os resultados e defini¢des anteriores sio vélidos no Dual da Algebra Geométrica 9 (R”H) ~ (CON-
RADT, 2000).

Dado {ej, - ,e,.1} uma base ortogonal de R"*!, as coordenadas homogéneas de um k- plano pro-

jetivo, representado por

A= Z Cil"“’ikeil,m,ik c /\ (Rn—i-l)’

i,k =1 k+1
1Si1<---<ik+]Sl’l+l
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sdo as coordenadas da forma (Z_:l"“, o LIk ) € R’", onde r = dim/\ (R"“) ek >0.
k+1

Dizemos que A € /\ (R”“) estd associado a um subespaco projetivo A, quando a equivaléncia a

k
seguir € satisfeita:

XNA=0&XeA

onde X € R com n € N,. Observe que, se um multivetor representa um subespaco projetivo entio

esse multivetor estd associado a esse subespaco.

De acordo com Faugeras (1998), da defini¢do dos produtos “A” e “V”” e das descri¢Oes acima, pode-

mos dar as interpretagdes geométricas através dos teoremas a seguir.

Teorema 4.1 Sejam A = uj A+~ Aug € [\ (R"™) e B=v; A---Av; € A (R™!), dois multivetores
k

!
ndo nulos associados aos subespagos projetivos A = span{uy,--- ,ur} —{0} e B=span{vy,--- ,v;} —

{0}, respectivamente. Entao:

1. AANB =0 se, e somente se, A(\B # 0;

2. Se ANB = 0 entdao A A B é o multivetor associado com o subespago projetivo gerado
por A e B.

Demonstracao:

1. Com as hipéteses, temos as seguintes equivaléncias:

ANB=0<{uy, - ,ux,vi, -+ ,v;} é um conjunto L.D.<<ANB +# 0;
2. Como ANB = 0, concluimos que AAB # 0
Com isso, temos a seguinte equivaléncia:

xNANB=0&x¢eC=[span{uy,--- ,ur} Bspan{vi,---,v;}|] — {0}

onde C € o subespaco projetivo gerado por A e B.

Logo, concluimos a demonstracio.ll

Teorema 4.2 Sejam A = uy A--- Auy € /\ (R eB=viA---Av € /\ (R™*1), dois multivetores

k !
ndo nulos associados aos subespagos projetivos A =span{uy,--- ,u } — {0} e B=span{vy,--- ,v;} —

{0}, respectivamente. Entdo:
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1. Se o subespago projetivo gerado por A[JB, (A|UB), é diferente de RP", ou seja, (AJB) # RP"
entio AVB = 0.

2. Se (AUB) = RP”" entdo

(@) Se ANB=0entiok+/=n+1cAVBe /\ (R") =R,
0

(b) Se ANB # 0 entdo A V B é o multivetor associado com o subespago projetivo
ANB.

Demonstracao:
1. Com as hipéteses, temos as seguintes implicacoes:
(AUB) #RP"=3x e RP", talque x ¢ (AUB)=x¢ Aex¢ B

=>xcAltexcB'=A'NB #£0=A"AB  =0= AVB=0.

2. Considerando (AUB) = span{uy,--- ,u;,vi, - ,v;} — {0} = RP", temos k+1>n+1.

Entao:

(a) Se AN B = 0, temos as seguintes implicagdes:
ANB =0 =RP" = [span{uy,--- ,ux} @ span{vy,---,v;}] — {0}
=n+1=k+lecAVBe \ (R") =R,

0

(b) Se ANB # 0, temos as seguintes equivaléncias:
xeANBxAA=0exAB=0sxNA" #0exAB~ #0
SxAN(ATAB7)#0<xAN(AVB)=0,0onde (AVB)=(A"AB7) .

Logo, AV B é o multivetor associado com o subespaco projetivo A () B.

Logo, concluimos a demonstracio.ll
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4.2 Relacoes de incidéncia

Duas formas geométricas de RP" sdo distintas se os subespagos vetoriais que as geram sdo distin-
tos. Os pontos projetivos, retas projetivas € planos projetivos sao exemplos de formas geométricas

distintas ou elementos geométricos distintos.

Duas formas geométricas sdo ortogonais se os multivetores que os representam sao ortogonais. Da
mesma forma, duas formas geométricas sdo incidentes se 0os multivetores que os representam sao

incidentes.

Com base no Teorema 3.1, Teorema 4.1, Teorema 4.2 e no fato de podermos representar forma ge-
ométricas do espago projetivo RPP" por multivetores da dlgebra ¢ (]R”“) , dizemos que as relagoes
de incidéncia de formas geométricas no espago projetivo RIP" sdo as relagcdes de incidéncia dos mul-
tivetores que os representam. Dessa maneira podemos representar algebricamente as relacdes de

pertinéncia, inclusdo e intersecdo entre formas geométricas de RP".

Chamamos de forma geométrica pura, a forma geométrica que é representada por um multivetor
que ndo € incidente com os outros multivetores, 0s quais representam as outras formas geométricas
distintas. Para simplificar a defini¢@o anterior, diremos que uma forma geométrica pura € uma forma

geométrica que nao € incidente com as outras formas geométricas distintas.

Definimos uma forma geométrica primitiva como sendo o conjunto composto de formas geométricas
que sdo incidentes com uma mesma forma geométrica. Em Conradt (2000) e Veblen e Young (1910)

sdo citadas e descritas diversas formas geométricas em RIP", paran > 1.

Um multivetor A~ em ¥ (]R”“)_ descreve uma forma geométrica em RP" se, e somente se, a

condic¢do a seguir € satisfeita:
— A . + L. .
A~ =B", onde B" é um multivetor em & (R"*!) ", que descreve a forma geométrica citada

. L. + _
Com isso, as formas geométricas podem ser expressas tanto em & (R"H) como em ¢ (R”“) ,

através dos elementos de suas bases.

A seguir, sdo apresentados alguns exemplos, ilustrando as Algebras Geométricas e os subespacos

projetivos obtidos, nos elementos de suas bases, e os resultados anteriormente citados:

e Paran =1, temos

45



Tabela 8 - Relagoes entre elementos de ¢ (Rz) e formas geométricas em RP! .

y®)" [ RP! [¢(R)

1" I~
e;r, e; pontos e e,

— [t =Tt -

I=1"=¢e, 1

Fonte: Conradt, 2000.

onde:
_ +
€ =€,
-+
62 ——61.

2 +_

- u=pu
Yuel =) pye; = +2 '
i=1 j=1 My =4

e Paran =2, temos

Tabela 9 - Relagdes entre elementos de ¢ (R3) e formas geométricas em RPP?.

y®)" [ RP | 9®)
1 I~
ef,e;,e; pontos 1,1y, 15
lf,l;,ﬁ retas e ,e, ,e;
I=1"= efe;egr 1~

Fonte: Conradt, 2000.

onde:

lf“—eze3,lJr e

+_ ptet
6361’1 €16,

- _ _ — _ ot
h —el’lz —62’13 =é3,
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- gt = gt = 1t
e, =1, e, =1y, e5 =15.

Com isso, para Vi, A; € R, onde i,j € {1,2,3} e ;s € {+, —}, temos:

\ \ uo=py
Yulel =Y uily =9 i =u
i=1 = N i
[ M3 = s

Af: 1

o -
Z/l I; Z/l e =14 M=
A=Ay

e Para n = 3, temos

Tabela 10 - Relagdes entre elementos de ¢ (R4) e formas geométricas em RP3.

g®RYH" | RP | g(RY)
+ I~
N ef:_,ezi,ei,eg N pontos _Pf_,l?ziap_galzl -
l1 714% ’13—7144;15 j,Ll6 retas l1 ,l% ,13_, 4_715_7l6
PPy sP3,P4 planos €1,6,,63,€,
I:I+:efe§“e;rei -

Fonte: Conradt, 2000.

onde:

ll+—6263,l+—e3e],l+—e ez,l+—e4el,l+—e462,l+—e;fe;r,

+ At ot gttt ot Aot ot ot
Py =¢€ye3¢€,,Py) =€3€4€,P3 =€4,€1€,Py =€ 6 €3,
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ot ot o
€1 =P1,€ = —Pr,€3 =P3,€4 =Py,

py=—el.p, =e¢;,p5 =—€3,p, =¢j,

I =—1), 1, ==, 15 =1,

Iy =—1 15 =—1, 17 =—1f.

Com isso, para‘v’u{,?tj,g,i €R,ondeike{l,---,4}, je{l,--- ,6}ers,t€{+,—} temos:

W=y
4 4 +
o Hy =M1
Y utel =Y uyp; = +2 ’
i=1 j=1 Hy = —H3
| =y
A =-A,
A =—As
6 6 A = A"
YA =Y A7 =S 7 0
i=1 =1 A ==Ar
A =2y
\ A =—Ay
S =6
4 4 + -
o & =6
2.6 P =25 = 2+ 5
i=1 j=1 g3 - g:),
| & =%

48



4.3 Principio de dualidade

De acordo com Conradt (2000), em ¢ (R?) e & (R*), o dual de um multivetor que representa uma
forma geométrica em RP? e RP?, respectivamente, também representa uma forma geométrica. As
tabelas a seguir exibem as relagdes entre os elementos e operacdes dos espagos projetivos RP? ¢ RP?
com os elementos e operagdes de ¢ (R*) e & (R*) e seus duais, respectivamente, além das relagdes
entre as operacdes algébricas:

Tabela 11 - Relacdes existentes entre o plano projetivo RP? e ¢ (]R3).

RPZ | 9®)" | ¢®) | RP?
Ay Ay
pontos AIL Ay retas
retas Azr Ay pontos
AT AZ
pertence a ATeBT A-eB” passa por
sdo incidentes sdo incidentes
passa por AT e BT A"eB” pertence a
sdo incidentes sdo incidentes
jungdo A V intersecdo
intersecdo V A jungdo
©
O]
justaposi¢cdo *
* justaposigcdo

Fonte: Conradt, 2000.

Observe na tabela acima, AT e A, representam pontos projetivos existentes no plano projetivo RP?;

A;r e A| representam retas projetivas existentes no plano projetivo RP?.

Além disso, as relacdes pertence a e passa por estao relacionados com multivetores incidentes (ver
Teorema 3.1); a relacdo jungdo e intersegdo estao relacionados com as operagdes algébricas A eV na
algebra ¥ (R3)+, e, estdo relacionados com as operagdes algébricas V e A na dlgebra & (R?) ~ (ver
Teorema 3.1).

49



Tabela 12 - RelagGes entre o espago projetivo RP® ¢ & (R4).

RP @ (RY)" 4 (R RP?
AT N
0 0
pontos AT N planos
retas Azr > retas
planos A;r A3 pontos
A Ay
pertence a AT eBY A" eB” passa por
sdo incidentes sdo incidentes
passa por AT eB? A" eB” pertence a
sdo incidentes sdo incidentes
jungdo A Vv intersecdo
intersecdo V A\ jungdo
©)
©
justaposi¢do *
* justaposi¢cdo

Fonte: Conradt, 2000.

Observe na tabela acima, AT € A3 representam pontos projetivos existentes no espago projetivo RP?;
A;r e A, representam retas projetivas existentes no espago projetivo RP3; A; e A] representam planos
projetivos existentes no espago projetivo RP3,

Além disso, as relagdes pertence a e passa por estdo relacionados com multivetores incidentes (ver
Teorema 3.1); a relacdo juncdo e intersecdo estao relacionados com as operagdes algébricas A eV na
. + ~ . ~ (e . -

algebra & (R“) , €, estao relacionados com as operacdes algébricas V e A na dlgebra ¢ (R“) (ver

Teorema 3.1).

De acordo com Conradt (2000) e nas tabelas descritas acima, podemos estabelecer que o dual S’ de
uma equacio, teorema ou definicio S obtida em ¢ (V)" ou & (V)™ é obtido trocando justaposicdo
com *, A com V, - com ® e revertendo o sinal dos elementos, onde V = R3 ou V = R*. Dessa forma

S’ é também uma equagio, teorema ou defini¢io em & (V)™ ou ¥ (V)™ respectivamente.

Com isso podemos fornecer uma descrigio algébrica do principio de dualidade tanto de RP? como
de RP?.

De acordo com Conradt (2000), o principio de dualidade de RP? afirma que todas as defini¢des e
teoremas envolvendo pontos e retas sdo relacionados com defini¢des e teoremas envolvendo retas e
pontos, respectivamente. Ja o principio de dualidade de RP? afirma que todas as defini¢des e teo-
remas envolvendo pontos e planos sao relacionados com defini¢des e teoremas envolvendo planos e

pontos, respectivamente.
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Algebricamente, o principio de dualidade de RPP? corresponde em obter o dual S' de uma equagio,
teorema ou definicdo S em ¢ (]1%3)+ ou ¥ (R3 )7. Analogamente, o principio de dualidade de RP
corresponde em obter o dual S’ de uma equago, teorema ou defini¢do S em ¢ (R*) T ouy (RY) .

Dessa forma podemos enunciar o teorema a seguir:

(Teorema do Principio de Dualidade): Toda afirmacéo S, deduzida em & (R"“)+ ou
em ¥ (R”“)f é verdadeira se, e s6 se, a afirmacdo ', o dual S’ de S, é verdadeira em
¢ (R™) " oue (R1)".

4.4 Um exemplo de aplicacao

De acordo com Hestenes e Ziegler (1991), como exemplo de aplicagdo dos resultados anteriores,

vamos expor a formulagdo em ¢ (R3) do Teorema de Desargues no plano, descrito a seguir

(Teorema de Desargues) Sejam dois tridngulos coplanares e distintos /\ e

A formados pelos conjuntos de pontos ndo colineares {A,B,C} e {A’,B',C'}
respectivamente, onde /\ () A =0. Agora consideremos p,q,r as retas

que passam pelos pontos A e A', Be B/, C e C', respectivamente. O ponto P
é a intersecdo das retas que passam pelos pontos B e C, B e C'; 0 ponto Q
é a intersegdo das retas que passam pelos pontos A e C, A’ e C'; 0 ponto R

é a é aintersecdo das retas que passam pelos pontos A e B, A’ e B'. Entdo
as retas p,q,r passam por um mesmo ponto se, e somente se, 0 pontos

P, Q,R pertencem a uma mesma reta.
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Figura 1 - Dois triangulos distintos e disjuntos.
Fonte: Hestenes e Ziegler, 1991.

Agora demonstremos alguns resultados existentes no espago ¢ (]R3) "
Teorema 4.3 As afirmacdes a seguir sdo equivalentes:

1. Os pontos representados por PIJr , Q]L,R]L sdo colineares, isto €, pertencem a uma mesma reta;

2. (PFAQ) VR =0;
3. (P« Qf *R)] =0.

Demonstracao:

(1) <= (2):

Os pontos representados por P;", Q*,Rl+ sdo colineares.

Isso equivale a dizer que (Pfr A Qf“) /\R;r = (0. Com isso, temos as seguintes equivalén-

cias:
o (BFAQII AR = 0= P(P AQY) ART]™ = PX(PF AQIR])TT =0
= ((PTAQ) R)FI=[(PAQT) AR))] =0=(P"AQ]) VR =0
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s (PFANQN VR =0=P[(PFNQ])AR]” =0= (P AQ])AR] =0.
(2) <= (3):

Considerando as expressdes algébricas (P, AQ]) VR] e (P" « O xR[ )7, temos as

seguintes equivaléncias:

(P AQT)VRT = (P AQT)*R{)o=0

< (P07 ); xR ); =0

& (<Pf’*QT>1*RT>; = (Pf'*Qf’*Rﬁg =0.

Logo, concluimos a demonstragdo.ll

Teorema 4.4 As afirmacdes a seguir sdo equivalentes:

1. As retas representadas por P, Q| ,R| sdo concorrentes;,
2. (P VO] )AR] =0;
3. (PO Ry ); =0.

Demonstracao:

J’_

Como P, ,Q; ,R; representam retas, entio P1+ , 0 ,RT representam pontos. Dessa maneira, apli-

cando o Teorema do Principio de Dualidade em cada item do Teorema 4.3, obtemos o resultado

enunciado acima.ll

Teorema 4.5 As afirmacdes a seguir sdo equivalentes:

1. As retas representadas por p;, q; , r;r sd0 concorrentes, isto €, passam por um mesmo ponto;

2. (p3 Va3 )Ary =0;

3. (qujrj)*’ =0.
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Demonstracao:

Considerando P = p; , 0] = q; eR, = r; e aplicando o Teorema 4.4, obtemos o resultado enun-

ciado acima.l

Teorema 4.6 As afirmacdes a seguir sdo equivalentes:

1. Os pontos representados por p, ,q, ,r, sdo colineares;,
2. (py Ngy )Vr;, =0;
3. (py xqy xry )~ =0.

Demonstracao:

Considerando p, = P, g, = Qf“ er, = RT e aplicando o Teorema 4.3, obtemos o resultado enun-

ciado acima.l

Agora, consideremos em RP?, dois tridngulos distintos A e A cujos vértices sao representados,
respectivamente, pelos conjuntos distintos {A], B, C } CR¥e {A], Bf, C} C R? onde

A=Af B=Bf C=Cy;

A'=AT  B=Bf (C=C.

Além disso, cada um desses conjuntos sao formados por elementos L.I e ortogonais entre si.

Considerando {0}, 02, 03} uma base ortogonal de R> e I = 6; A 6> A 03, temos os resultados a seguir:
) ) g g

JTi={NT =AABAC=pul = (J")?:=p? onde u € R—{0};
TH=TNT =A'ABAC =l = (J")?:= i, onde i € R— {0};
aj :=BAC by :=CANA  ¢5 :=AN\B;

ay =B NC by :=C' NA ¢y :=A \B';
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p=p; =ANA q=q; :=BAB r=ry :=CAC;

_pt._ Ayt —OF — bt _pte_ oyt
P=P/ :=a; Va, Q=07 :=b, Vb, R=R] :=c; V¢,.
Com essas informagdes, temos:

ajJt = —(BAC)(CABAA) = —(B)*(C)*A;
biJt = —(A)*(C)*B;
It = —(A)*(B)*C;
;7" == (B)*(C)’A';

b;_7+ = — (A/)Z (C/)ZB/;

Com isso, podemos escrever:

PJt =(ayVay)Jt =

Agora demonstremos os teoremas a seguir.

Teorema 4.7 Consideremos os pontos representados por P;". Q7 R e as retas representadas por
p p p 2 RTAY] p p

p; ,q; , r; ,onde P| = p; L0 = q; eR| = r; . Entdo temos a seguinte equivaléncia:
Ot PV — + 4\t
(P" Q7 *R|); =0<=(pyq, 1, )" =0.
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Demonstracao:

Com base nos teoremas descritos anteriormente, temos a equivaléncia a seguir:
+ .0t « RV — ~—p-\"\t — L /pti+t Rt g\t
(P «0f *R{ )] =0 < ((P[ O/ R]) )3 = (P TTO TR T )51

_tIhy?

= W(p;q;r;)iﬂ:O@ (pyazry)* =0.

Logo, concluimos a demonstragcdo.ll
Maiores detalhes, consultar (CONRADT, 2000).

Teorema 4.8 Consideremos os pontos representados por P;, QJr,Rfr e as retas representadas por

p; ,q; , rzr ,onde P|” = p; , 01 = q; eR, = r;“ . Entdo temos a seguinte equivaléncia:
(Pl OR,); =0<=(p;, xq, xr;, )~ =0.

Demonstracao:
Basta aplicar o Teorema do Principio de Dualidade no Teorema 4.7 e segue-se o resultado.ll

Com isso, concluimos que os resultados anteriores demonstram o Teorema de Desargues no plano,
representado através da dlgebra geométrica ¢ (]R3)+. Maiores detalhes, consultar (CONRADT,
2000).

4.5 Algumas consideracoes

Consideremos {ej, ---, €, fuma base ortonormal de R"H . Com essa base, veremos os casos n = 2
J’_
en=3para®¥ (R"1)".

4.5.1 Intersecio em RP?

De acordo com Corrochano (2001), no caso n = 2 temos ¢ (R3) , a representacdo algébrica de RP?,
Dados X, X2, Y1, Y2 € /\ (R?), onde A =X; AX, # 0 e B=Y; AY> # 0 sdo elementos distintos de
1

/\ (]R3), temos o seguinte:
2
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AVB=A"B=—(A"-Y1)h+(A 1) € \ (R3),
1

onde I3 = ejepe3 € /\ (RS) eA” =AL.
3

Com isso, concluimos que a interse¢io de duas retas distintas é um ponto, em RP?.

4.5.2 Intersecio em RP°

De acordo com Corrochano (2001), no caso n = 3 temos ¢ (R4), a representagdo algébrica de RPA.

Dessa maneira, dados X1, Xp, X3, Y1, Y, V3 € /\ (R4), onde A=X|AX, #0e B=Y| A\Y, # 0sédo
1

elementos distintos de /\ (R4); D =X A X ANX3#0e Py =Y AY) AY3 #£ 0 s@o elementos distintos
2
de /\ (R*), temos o seguinte:
3

A\/CI):A_-&):—{[A_-(Yz/\Y3)]Y1+[A_'(Y3/\Y1)]Y2—|—[A_~(Y1/\Yz)]Yg,} E/\(R4);
1

DV D, = (P V1) 2 AY3+ (P -12) 3AY + (D] -B3) i AV € A\ (RY);
2

onde ® = P, Iy = ejezezeq, A~ = Aly € | = Ply. Diremos que P encontra-se entre Xy € X3, se
A=X1ANXy #0, X| e Xo ndo pertencema ® e X, =AV P # 0. Isso significa que a intersecdo da
reta projetiva representada por X; A X, e do plano projetivo representado por ®, que niao contém os

pontos projetivos representados por X| e X, € um ponto projetivo.

Com isso, a intersecio de dois planos distintos é uma reta, em RP*. A intersecio de uma reta e um
plano, que ndo contém essa mesma reta, € um ponto, em RPA.

No entanto, o caso A V B merece um tratamento especial, pois AV B € /\ (R4).
0

Teorema 4.9 Sejam X1, X»,Y;, > € /\ (R*), onde A = X; AX, # 0 e B=Y; AY, # 0 sdo elementos
1
distintos de /\ (R4). Se A e B representam retas projetivas distintas e coplanares entdo a interse¢ao
2
dessas retas é um ponto projetivo de RP.

Demonstracao:

Como A e B representam retas projetivas distintas e coplanares, temos que AAB=0e AV B # 0.
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Dessa maneira concluimos, através dos Teoremas 4.1e 4.2, que AV B é o multivetor associado ao

subespaco projetivo A\ B # 0, onde
A=span{X,, X}~ {Ops} e B=span{¥1,¥2} - {Oga}.

Mas AV B e /\ (]R4) , 0 que impede de sabermos se A (B # 0 corresponde a um ponto projetivo ou
0
reta projetiva do espaco projetivo RP>.

Suponhamos que A()B seja uma reta projetiva do espaco projetivo RIP>. Logo, temos as seguintes

implicagdes:
A=B=A=AB,onde A e R—{0}=AVB=0.

Mas, por hipétese, AV B # 0. Logo, A B ndo pode ser uma reta projetiva do espaco projetivo RP.

Dessa maneira, concluimos que A (B é um ponto projetivo do espaco projetivo RP3.
Como A (B € a intersecdo das retas projetivas distintas e coplanares, concluimos a demonstraciao.ll

Para os capitulos a seguir, identifiquemos A \V B da seguinte forma:
AVB= [— (AI3) . (Y1 /\64)] o+ [(Alg,) . (Yz /\64)]Y1.

Além disso, através do Teorema 4.9, verificamos que um multivetor associado a um subespago
projetivo pode ndo representar o mesmo subespaco. Maiores detalhes, consultar referéncia (COR-
ROCHANO, 2001).
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Capitulo 5
Split Projetivo

No capitulo anterior, verificamos que os elementos da base de ¢ (R"“) corresponde a represen-
tacao algébrica dos elementos e formas geométricas de RP". Além disso, através de ¥ (]R”“),
as relacdes de incidéncia descrevem relacdes de pertinéncia, inclusao, inclusdo entre as formas ge-
ométricas de RP". Contudo, as relagdes de paralelismo ainda ndo foram expressas, em termos de

Algebras Geométricas.

Nesse capitulo € exposta a definicdo de Split Projetivo e também € exibido nog¢des bdsicas sobre es-
paco afim, seus elementos e formas geométricas. Logo depois, utilizamos o Split Projetivo para obter-
mos uma identificagdo entre os elementos e formas geométricas de AP" (isto é, formas geométricas de
RIP", escritos com elementos de AIP"), obtidas através do espaco quadratico ndo degenerado (RI ’”,g) ,
com os elementos e formas geométricas do plano e o espaco afim sobre R™, para n € {2,3}. Em
seguida identificamos a nogdo de paralelismo presente no plano afim sobre R* e no espaco afim

sobre R0, com expressdes algébricas de AP? e AP?.

O objetivo desse capitulo € adicionar, através do split projetivo, as nocdes de paralelismo aos resulta-
dos do capitulo anterior. Com isso, podemos dizer que a Algebra Geométrica utilizada no texto é de

fato uma linguagem algebra adequada para descrever a geometria projetiva.

5.1 Definicao de split projetivo

Com base em Corrochano (2001), consideremos um espago quadratico ndo degenerado (V,g), onde

Vv =R", dﬁémv =n+1,comneZ" e {0y, 03, -+, 0,41} uma base ortogonal, onde
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1 sei=j=n-+1
8(0i,0)) = 0 seij
—1 sei=jei#n+1

e W :=span{oy, ---, 0,} um subespaco vetorial real.

Além disso, se considerarmos 7, := 0;0,,+1, para VI € {1,--- ,n}, entdo podemos identificar W com

o espaco quadritico (R™, §), onde
1. R™ :=span{y, ---, 1},
2. g(Yk:%) = g(6k761>’ para Vkvl € {13 Tt ,l’l}.

Agora, consideremos S C R onde
S={a=a+a;10,:1 ERY : a1 #0(outty 1 =1) e e W}.

Observe que podemos identificar S com AP", em termos de coordenadas homogéneas. Entdo a apli-

cacio y : § — R™0, definida por

_ ANOpti
A'Gn—H

y(A):

é chamada de split! projetivo. Daqui em diante, identificamos S como sendo o conjunto AP".

5.2 Algumas nocoes de espaco afim sobre R”

De acordo com Sernesi (1993) , um Espaco Afim é a terna (¢, &2, Y), onde 7 é um espago veto-
rial real, & é um conjunto chamado espaco dos pontos , e Y é uma aplica¢do que associa cada par

formado por elementos de &2, chamados de pontos, um elemento de .77,

Y. P x P —H
(A.B)—AB

satisfazendo as seguintes propriedades:

split é uma palavra do idioma inglés e significa divisdo.
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» Para VA € &,a aplicagdo Y4 : & — S é uma bijecio;
B—A

* Para quaisquer terna de pontos A, , B, C € &, arelagdo a seguir, chamada de relacdo triangular

e indicada na figura a seguir, € satisfeita:

Figura 2 - Relagdo triangular: ﬁ = 1@ + @

A relacdo triangular tem como consequéncia que
— —
AA=0 e AB=-BA,

onde 0 € JZ € o vetor nulo.

A dimensdo do Espaco Afim é a dimensao do espago vetorial 77 .

Da definicao de Espago Afim, um referencial € o conjunto {5; R 5:,, O}, formado por O € &
e um conjunto L.I {5{, el 5:,} onde existem Ay, ---, A, € &, tais que a = Yo (A;) para Vi €

—> —
{1,---,n}, e ImYo = = span {01, S ,On}. Observe que podemos representar o espago vetorial
real 77 através que qualquer referencial.

Um subespago afim (ou forma geométrica) sobre o Espaco Afim, ¢ um subconjunto 2 de &2, aonde

existe um elemento O € 2, tal que Yo () é um subespago vetorial de .77

A dimensdo do subespaco afim 2 é a dimensao do subespago vetorial Y (2). Todo subespaco afim

€ um espago afim.

Dados dois espacos afins (7, P, X) e (A, 2',Y'), aaplicagdo ¢ : 2 — ' é uma aplicagdo afim

se, e somente se, existe O € & e uma aplicagdo linear T : J# — 7 tais que

0(0) oA :T<O_A>>,para‘v’A€ 2.
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Observe que a aplicacdo linear 7' ndo depende da escolha de O € &?. Uma aplicacdo afim leva pontos

colineares para pontos colineares.

Agora, dado qualquer espaco vetorial real .77, podemos construir um espago afim , através da apli-

cacao

Y: 5 x H — H,
(q.p)— W :=p—q

onde & = J¢ . Nesse caso, de acordo com Gomes (2008), chamamos esse espaco afim de Espago Afim
sobre .77, e denotamos pelo par (7, Y). Nesse espago, denotaremos os pontos por letra mindsculas

e os vetores por letras mindsculas com uma “seta” em cima.

Através do Espaco Afim sobre 57 podemos definir a aplicagcdo
+: VXY =

por +(i,p) =i+ p:=q.

Com essa aplicacdo e um referencial qualquer % := {ii},--- ,i,,0} temos

n
p=)cVitoe P paraVpe & = 2.

i=1

Como a expressdo anterior e considerando {iiy,- - - , i, } um conjunto ortogonal, podemos representar

Vp € & como sendo o elemento a seguir:
(c1, - cp, 1) €RML {0}

Além disso, dados py, ---,p, € &, temos

n n n
Y cipi=Y ci(pi—o)+ <Zci> 0
i=1 i=1 i=1

ondeo € Pe(pi—o)e ¥V, paraVie{l, - n}.

Com a informacdo acima temos o seguinte:
n n
. Zcip,‘ e H — ZC,‘ =0;
i=1 i=1
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n
L[]

n
cpi€ P =Y ci=1;

i=1 i=1

Além disso, podemos representar qualquer subespaco afim ndo vazio, 2, do Espago Afim sobre ¢

da seguinte forma:

onde 0 € 2, {v_f, e v_k>} ¢ um conjunto L.I e existem ay, -+, a; € 2, tais que Y, (g;) = v/ para
Vie{l, .- k}.

Mais informagdes, consultar as referéncias (GOMES, 2008) e (SERNESI, 1993).

A seguir, serdo estabelecidos as relacdes algébricas entre AP" com Plano e o Espaco Afim sobre R0,
quando n € {2,3}.

5.3 Relacdo entre AP" com plano e o espaco afim sobre R™’

Com base em Corrochano (2001), dados quaisquer elementos A = A +A,410,41, B=B+B, 10,41,

) S ANo, BAo,
C=C+Cy110,+1 de AP" onde A,B,C e W,a:=y(A) = SALAN gy v (B) = = ontl =
c A Opt1 B0y

N\ O,
y(C)= =22t verificamos o seguinte:
C- On+1

« AANB = (AB)> = Ans1Bpp1 (14+a) (1= b))2 = App1Burt {(a—b) — (aAb)};

*s ANABANC = <ABC>3 :An+1Bn+1Cn+1<(1 —l—a) (1 —b) (1 +C> Gn+1>3
=Ap+1Bni1Chr1 {(a—b)AN(c—b)+(aAbAc)} A Oyt

No caso n = 2, através das expressdes anteriores e fixando qualquer referencial, podemos relacionar
os elementos e formas geométricas em AP? com os elementos e formas geométricas do Plano Afim
sobre R>C. J4 no caso n = 3, podemos relacionar os elementos e formas geométricas em AP com os

elementos e formas geométricas do Espaco Afim sobre R,

Dessa maneira, quando n € {2,3}, dizemos que uma forma geométrica de AP" representa uma forma
geométrica do Espaco Afim sobre R™” se, essas formas geométricas estdo relacionadas através das

expressoes descritas anteriormente.
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5.4 Retas paralelas do espaco /\ (Rl’z)
2

Dizemos que duas retas distintas, representadas pelos vetores i e ¥, no Plano Afim sobre R>? sio
paralelas e denotaremos por i||V se, e somente se, i = AV, onde A € R — {0}. Observe que a relagdo

|| é uma relagdo de equivaléncia.

Além disso, dizemos que um elemento A de /\ (RI’Z) representa uma reta gerada por elementos de
2
(AP?)° se, e somente se, A = Z; AZ, # 0, onde Zi, Z, € (AP?)°. Analogamente, dizemos que

um elemento A de /\ (R'"?) representa uma reta gerada por elementos de (AP?) se, e somente se,
2

A=ZNZ, #0,0onde Z;, Z, € (AP?).

Definimos que duas retas distintas representadas por A, B € /\ (RM) e geradas por elementos de

2
AP? sdo paralelas no espaco AP? e denotada por A||B se, e somente se, essas retas representam

retas paralelas no Plano Afim sobre R%?. Com base nessas defini¢des e sabendo que a intersegio

de retas distintas de RP? corresponde a um ponto pertencente a RP?, consideremos o caso em que

X1, Xp, 11, $he AP? onde A = X; A X #%0e B=1Y; NY, # 0 representam retas distintas e AV B €

(A]P)Z)C. Supondo que X, = X,' + ¢;03, Y, = Y, —l—ﬁi(f;; € /\ (Rl’z), X; = l[/(Xi), Vi = I//(Y,) € RZ’O
1

e a;, Bi € R—{0}, comie€ {1,2}, 1 = 610,03 ¢ I, = y17», obtemos através do split projetivo as

equivaléncias descritas a seguir:

AVB=—(A"-Y)h+ (A~ L)Y € (AP?)" & B(A= 1) - Bi (A~ 1) =0
& A7 (Bo103 — B1)203) 03 =0 & Bifp{A™ - (yi —y2) 03} =0
& onofifo{[(xi —x2) - (yi —y2) 03] = [(x1 Ax2) I3 (y1 = y2) 03]} = 0
& onoPifr {((x1 —x2) I3 (y1 = y2) 03)0 — {(x1 Ax2) I3 (y1 — ¥2) 03)0} =0
& onofifr {{(x1 —x2) L (y1 —y2))o — ((x1 Ax2) I (y1 — y2))o} =0

& afifp{(x1—x2)hL-(y1—y2)} =0
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& (x1—x)V1—y)=0e (x1 —x2) A(y1 —y2) =0

& (v —x2) | (1 —¥2)s

onde (x; —x2) - (y1 —y2) = (1 —y2) - (x1 —x2) " e (x1 —x2) A(y1 —y2) = [(y1 —y2) - (%1 —x2) 7| o
Com base no resultado anterior e de acordo com Veblen e Young (1946), podemos definir que as duas

retas distintas representadas por A, B € /\ (Rl’z) e geradas por elementos de AP? sdo paralelas no
2
espaco AP? se a intersecio dessas retas é um ponto pertencente a (APZ)C. Em outras palavras:

A|B < AVBe (AP?)".

Evidentemente, a relagdo ||, em /\ (R'?), é uma relagdo de equivaléncia.
2

5.5 Retas paralelas do espaco /\ (R'?)
2

Dizemos que duas reta distintas, representadas pelos vetores ii e v, no Espaco Afim sobre o espaco eu-
clidiano R39 sdo paralelas e denotamos por i||V se, e somente se, i e V representam retas coplanares
e i = AV, onde A € R—{0}. Além disso, as defini¢des de reta gerada por elementos de (AP")" e
reta gerada por elementos de (AP"), quando n = 3, sdo andlogas ao caso n = 2.

Definimos que duas retas distintas e coplanares representadas por A, B € /\ (R1’3) e geradas por

2
elementos de APP? sdo paralelas no espaco APP? e denotada por A||B se, e somente se, essa retas rep-

resentam retas paralelas no Espaco Afim sobre o espaco euclidiano R3?. Com base nessas definicdes

e sabendo que a intersecdo de retas distintas coplanares de RP? corresponde a um ponto pertencente a

RP3, consideremos o caso em que X1, Xo, 11, h € AP? onde A = XiANXp #0e B=Y; \Y; # O repre-

sentam retas distintas e coplanares e ANV B € (AIP’3)C. Como {0]04, 0,04, 0304} é uma base ortogo-

nal de R¥% e X; Aoy, Xo A0y, Y1 Aoy, Yanos € N\ (R¥), onde X; = X+ ai04, Y; =Y+ Bios € AP,
1

xi =y (X)), vi=w ) eR¥N e, B; e R—{0}, comic {1,2}; através do split projetivo obtemos

as equivaléncia descritas a seguir:
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AVB=[—(ABL)- (Y1 Aow)| Y2+ [(AB) - (Y2 Aoa)] Y1 € (AP3)
 Bi1B2{AL - (y1—y2)} =0
& o 0P {[(x1 —x2) —xi Axa] I3 (y1 —y2)} =0
& @ —x)Vi—n)=0e (x—x)AYi—y)=0e (x1Ax)V(y1—y)=0

& (01 =x2) [| (1 =y2),

onde Iy = 61020304, I3 = —Is e (x1 Ax2) V (y1 —¥2) = — [(x1 Ax2) A(y1 —y2)] L.

Com base no resultado anterior e de acordo com Veblen e Young (1946), podemos definir que duas

retas distintas e coplanares representadas por A, B € /\ (Rm) e geradas por elementos de AP? sdo
2
paralelas no espaco AP? se a intersecio dessas retas é um ponto pertencente a (A]P’3)C. Em outras

palavras:
A|lB <+ AVB e (AP*) e ANB=0.

Evidentemente, a relagio ||, em /\ (R'?), é uma relagdo de equivaléncia.
2

5.6 Planos paralelos do espaco /\ (R'?)
3

Dizemos que dois planos distintos, representados por i} Aty € vi A vy, no Espaco Afim sobre o espago
euclidiano R*? sio paralelas e denotamos por it} A i3 ||V A V3 se, e somente se, (it} Aiiy)” -v] =0
e (11 Nitr)” - v, =0, onde (i] Aira)” corresponde ao vetor normal a iy N i, isto é, um vetor do
Espago Afim sobre o espaco euclidiano R3?, ortogonal a it} e ortogonal a i.

Definimos que &, ¥, € /\ (Rm) representam planos paralelos do espago AP? e denotado por

3
d,||P, se, e somente se, esses planos representam planos paralelos no Espaco Afim sobre o espago

euclidiano R3¥. Sabendo que a intersecio de planos distintos de RP? corresponde a uma reta perten-
cente a RP?, consideremos o caso em que X1, X3, X3, Y1, b, Y3 € AP3, onde D =X ANXo /A ANX3#0
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e ®, =Y AY, AYs # 0 representam planos distintos e @ VP, € /\ (]Rl’3 ) corresponde a uma reta
2
gerada por elementos de (AP?)°. Através do split projetivo obtemos o seguinte:

D, Y ={oqmos [(x1 —x2) A(x3 —x2) + X1 Axa AXx3| Aoy} Iy - Y,
={aimos[(x; —x2) A (x3—x2) +x1 Axo AX3] A Oy} Iy - (Y, +Bi04)
= 1003 [(x1 —x2) A (X3 —x2) +x1 Axp Ax3] I3+
= 0100050 [(x1 —x2) A (x3 —x2)] I3 - yi

= o 003 [(x1 — x2) A (x3 — x2)] V i,

onde X; = X; + a;0y, Y; =Yi+ Pios € /\ (R'?), xi =y (X)), yi=yw(¥;) e R*%e o, B; € R—{0},
I
comi € {1,2,3},I4 = 0610620304 ¢ I3 = V1 275

Dessa forma temos a seguinte igualdade:
(@7 -Yi) (Y AYr) = oo By Bafs {[(x1 —x2) A (33 —x2) 1 B3 -yi} [(vj—vk) — (vj Avi) ]

onde i, j, k € {1,2,3}, com i # j, i #k, j # k, yj A\yx = (yjyx)2 € span{010,,0,03,0301} e
(vj — k) € span{c104,0,04,0304}.
Dizemos que um elemento A de /\ (R!**) representa uma reta gerada por elementos de (AP’ )< se,

2
e somente se, A =Z NZ, # 0, onde Z, Z, € (A]P’3)c. Analogamente, dizemos que um elemento A

de /\ (R!?3) representa uma reta gerada por elementos de (AP?) se, e somente se, A = Zj AZ, # 0,
2
onde Z, Z, € (AP?).

Com isso temos o seguinte:

D, VD, € /\ (Rm) corresponde a uma reta gerada por elementos de (AIP’3)C
2

& o1 003 B1 B3 {[(x1 —x2) A (x3 —x2)] I3 - yi} (yj—yk) =0
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& [ —x2) Al —x2)] - (vi—y;) =0

& (x1 —x) A (s —x2) [| (1 —y2) A (y3—2),

onde

{[(x1 —=x2) A (s —x2)] I3 yi} (vj—yi) = — {[(x1 —=x2) A (3 —x2) ] I3+ (v — k) } yie

Com base no resultado anterior e de acordo com Veblen e Young (1946), podemos definir que
@, ®; € /\ (R!?) representam planos paralelos no espago AP? se @1V @, € A\ (R"?) corresponde
3 2

a uma reta gerada por elementos de (AIP’3) ‘. Em outras palavras:

DDy > PVD, € /\ (Rm) corresponde a uma reta gerada por elementos de (AIP3)C.
2

Evidentemente, a relacdo || para /\ (R1’3), ¢ uma relagdo de equivaléncia.
3

Mais detalhes sobre split projetivo, consultar a referéncia (CORROCHANO, 2001).
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Capitulo 6

Aplicacoes das Algebras de Clifford:

Cameras Virtuais

Uma vez fixada a linguagem algébrica para descrever os conceitos de geometria projetiva, nesse
capitulo sdo exibidos os conceitos de transformagdes projetivas, incluindo algumas transformacoes
importantes, e finalmente € exibido o conceito de camera virtual. Com isso, o objetivo desse capitulo
consiste, através das Algebras Geométricas, descrever a camera virtual e obter os tensores bifocais,

trifocais e quadrifocais, os quais relacionam algebricamente duas, trés e quatro cAmeras virtuais.

6.1 Introducao

De acordo com Gomes (2008, p.1), a Computacdo Grdfica é a drea de pesquisa composta por um
“conjunto de métodos e técnicas para transformar dados em imagem, através de um dispositivo gra-

fico” . Tal area de pesquisa pode ser subdividida em outras dreas. Sao elas:

Modelagem geométrica

Sintese de imagens

* Processamento de imagens

Andlise de imagens

A Modelagem geométrica é a area que “trata do problema de descrever e estruturar dados geométricos
no computador” (GOMES, 2008, p.2).
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A drea de Sintese de imagens, também chamada pelo nome de Visualizag¢do, consiste em utilizar
informagdes geradas por um sistema de modelagem geométrica para gerar uma imagem a qual é
exibida através de algum dispositivo de saida grafica, como monitores e impressoras (GOMES, 2008,
p-2).

A darea de Processamento de imagens consiste em processar uma imagem registrada, produzindo na

sequéncia, uma nova imagem. Como exemplo temos o processamento de imagens obtidas por um
satélite, com a finalidade de colorizar ou realcar detalhes (GOMES, 2008, p.3).

De acordo com Gomes (2008), a drea de Andlise de imagens, também chamada pelo nome de Visdo
Computacional, é a area que tem como objetivo obter de uma ou mais imagens, suas informacdes
geométricas, topoldgicas ou fisicas. Além disso, de acordo com Gomes (2008, p.3), “as técnicas
dessa drea t€ém grande interesse em robdtica, com o objetivo de prover o sentido da visdo aos robos,
e em dreas se utilizam da composi¢cdo de cendrios reais com cendrios sintéticos.” As imagens sao
obtidas através de um modelo de cimera real, chamada de cimera virtual. Pode-se utilizar mais de

uma camera virtual, para obter informac¢des mais precisas sobre uma mesma imagem.

A seguir, serdo desenvolvidos os aspectos tedricos necessdrios para tratar do problema envolvendo

cameras virtuais, utilizando-se de Algebras de Clifford.

6.2 Transformacoes projetivas

Consideremos a aplicagdo 7 : RP" — RP’, onde r, s € N,. Nesse caso, dizemos que 7 é uma
transformagdo projetiva se, e somente se, em termos de coordenadas homogéneas, T : R™t1 — Rs*1
¢é uma transformagdo linear. Observe que T (Au) =T (u), para VA € R — {0} e Vu € RP".

A matriz associada a transformag@o projetiva T : RP" — RIP* é a matriz associada a transformagao
linear 7 : R"*1 — R¥*1. A seguir, veremos alguns casos especiais de transformacdes projetivas im-

portantes.

6.2.1 A transformacao 7 : RP" — RP"

De acordo com Corrochano (2005) e Gomes (2008), consideremos a transformacdo projetiva 7T :

RP" — RP" que corresponde, em termos de coordenadas homogéneas, a transformacdo linear T :

o

R — R cuja matriz associada é da forma M = onde o7 € R™" et € R"™!. Nesse

caso T transforma elementos de AP" em elementos de AP”, e T transforma elementos de (AP")° em

elementos de (AP")“. Com isso podemos rescrever T na forma
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T(@) = o (u) + up i1t ,

Um+1

_ u
onde u = € RP" com u € R e u,,. 1 €R.
Um+1

Verificamos através do split projetivo, que as coordenadas de u correspondem as coordenadas de um
elemento de R™9. Dessa forma, dizemos que T € uma translacdo se, e somente se, &/ = I,,x, € a
matriz identidade e t # 0. Além disso, dizemos que 7 € uma rotacdo se, e somente se, .o/ € uma

matriz de rotacdo e t = 0.

Nesse caso, dizemos que T : RP" — RP" é uma colineagdo ou transformagdo de perspectiva se,

e somente se, em termos de coordenadas homogéneas, essa transformacao corresponde a transfor-

o

. . . . . t .
magcdo linear T : R"*! — R"*! cuja matriz associada é da forma M = 0 1 a qual é chamada

de matriz mudanca de base ¢ é uma combinacdo de uma rotacdo e uma translacdo, onde of €
R™" & uma matriz de rotacdo e t € R™*! corresponde a uma translagdo. Observemos que M~ =
o1 h
0
T : RP" — RP", onde M~'M = MM~ = I,,,,.. Logo, T~ ! = T é chamada de inversa da trans-

formacgao de perspectiva . Podemos, nesse caso, dizer que toda transformacdo de perspectiva pos-

,onde h = —a7 ! (), é uma matriz associada a uma transformagio de perspectiva

sui uma inversa. Além disso, uma transformacdo de perspectiva T : RP" — RP" representa uma
transformagdo afim do espaco afim sobre R»? (CORROCHANO, 2005).

6.2.2 A transformaciio 7 : RP" — RP" !

Dizemos que uma cdmera projetiva é a transformagio projetiva 7 : RP" — RP"~! onde n > 1 a qual,
em termos de coordenadas homogéneas, corresponde a transformacio linear 7 : R — R” cuja
matriz associada é da forma M = [ ot ] e R™ (1) de posto igual a n (isto é, posto (M) = n) ,
onde &7 € R™" t € R™*! corresponde a uma translacdo e 4 € R™"!, tal que Mh = 0, é chamado de

centro focal. Com isso podemos rescrever 7' na forma

T (@) = [ o i } (i) = o (1) + i1,

_ u
onde u = € RP" com u € R ey, € R.
Unt1

Com base em Corrochano (2005), existem alguns modelos particulares de cameras projetivas, quando
n = 3, determinados a partir de .«7 € R33 er e R3*!. Sdo eles:
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1. Cémera Perspectiva (ou Cimera Central): E uma cimera projetiva onde

o O

o = eR¥3 e r=0eR¥*! onde f > 0.

S O =
o = O
=

2. Camera Afim: E uma camera projetiva onde

ail ap a3
o = | ay an ap | ERVS.
0 0 0

3. Cdmera Perspectiva Fraca: E um caso particular de camera afim onde

eR¥3 e t= e R3x1 onde f > 0.

I

c o =
o~ o
© o o
N © o

4. Camera Ortogrdfica: E um caso particular cdmera perspectiva fraca onde

0
eER¥ e r=|0 | eR¥™.

Il
S O =
S = O
S O O

Na préxima sec¢do, veremos como um modelo de camera fotografica pode ser representado por uma

camera projetiva.

6.3 Modelo de camera pinhole

De acordo com Corrochano (2005), o sistema 6tico usado como modelo matematico de uma cimera

fotografica é chamado de cdmera pinhole' .

Esse sistema consiste de uma pequena caixa, com um furo C em um dos seus lados, o qual recebe o

nome de ponto focal. No lado oposto do furo, encontra-se o chamado plano de imagem, o qual incide

a imagem do objeto de coordenadas (X,Y,Z), onde Z > 0.

Observe que o ponto C corresponde a origem de um sistemas de coordenadas ortogonais ey, ey, e;.

Nesse caso, podemos dizer que (X,Y,Z) := Xe, +Ye, + Ze,.

1 pinhole é a jungdo das palavras pin e hole, do idioma inglés, e significa buraco de alfinete.
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A figura a seguir representa esse sistema 6tico.

(X.Y,2)
; eI €y X
) | fe— |
1 I (T'a Y : (! =
- Z

Figura 3 - Modelo de camera pinhole.
Fonte: Corrochano, 2005.

A distancia entre o ponto C e o plano de imagem € chamado de distancia focal, e é representada pela
letra f > 0.

A imagem do objeto de coordenadas (X,Y,Z) no plano de imagem ¢é uma figura de coordenadas
(x, 7).

Observe que a projecdo ortogonal do ponto C, no plano de imagem, € representada pelas coorde-
nadas (xg,yp) = (0,0). Essas coordenadas correspondem a origem de um sistema de coordenadas do

plano de imagem .

Por semelhancga de tridngulos, temos os seguintes resultados:

X
:Z:>7Lx:fX,onde)u:Z>0;

' =

Y
f:Z:Ay:fY,ondel:Z>O.

Representando os resultados anteriores em termos matriciais, temos

X
X f 000 Y
A =10 00 ,
y f 7
1 0 010
1
Onde denotamos
X
X v f 000
x=|y | €APYLX = , CAPS,RBp=|0 f 0 0 :[5/0 0}
1 ] 0 010
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f 00
e =10 f 0 |.Comissoobtemos a equagdo na forma Ax = PyX. Observe que o modelo de
0 01
e

camera pinhole corresponde a uma camera de perspectiva.

No modelo de camera pinhole descrito na figura acima, o plano de imagem corresponde ao espago ger-
ado pelas coordenadas ortogonais ey, e, € supomos que as imagens nesse plano nao sofrem nenhuma
distorcdo. No caso geral, as imagens nesse plano podem sofrer alguma deformacao e deslocamento
de posicdo. De acordo com Corrochano (2005), isso pode ser representado matricialmente através da

matriz ndo singular abaixo:

Y s Qo
K=[101 By |,comy#0.
0 0 1

Nesse caso, essa matriz transforma as coordenadas da imagem de um objeto no plano de imagem
descrito na figura anterior, nas coordenadas da imagem desse mesmo objeto mas com distor¢des e
deslocamento de posi¢do. Os parimetros f, 7, s, &, Po presentes nessa matriz sao chamados de
pardmetros intrinsecos, onde Y # 0. Quando conhecemos os valores dos pardmetros intrinsecos,
dizemos que a camera € calibrada. Caso contrdrio, a camera € descalibrada. Para maiores infor-
macoes sobre esse assunto ver referéncia (CORROCHANO, 2005).

Agora, consideremos uma matriz P € R3*4 escrita na forma

P=KPy#yx4
onde

I t2 Hh3 4
cP= |1ty tn ty ty | ER¥Y

131 132 133 134

3 Bxl . . .
o Migs = OTX *! | ¢ a matriz associada a transformacao projetiva 7T : RP* — RP*,
1x3

Quando @43 é uma matriz de rotacdo, temos

PX = {K.SyMsya} X = {K[ Foitsns Pobsui ]}X

= [ KA t3v3  KPotzxi }X;
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onde X € AP?, KPy.33 € R¥*3 & uma matriz ndo singular.

De acordo com Gomes (2008), chamamos 2733 € 13«1, da matriz .#4 4, de pardmetros extrinsecos.
Se posto(P) =3 e 3h € R*, tal que Ph = 0, entdio a equacio matricial da forma Ax = PX, onde x €

RP? e A € R — {0}, é chamada de equacdo da cdmera e a matriz P é chamada de matriz da camera.

A equacdo matricial da forma Ax = PX representa uma generaliza¢ao da cdmera pinhole; formada
por uma colineagdo, uma cdmera de perspectiva e uma matriz composta por pardmetros intrinsecos.
Devido aos dados descritos acima, a matriz P é associada a uma cdmera projetiva T : RP? — RP?, a
qual chamaremos de cdmera virtual. Na proxima sec¢do, esse assunto serd abordado através de uma

descricdo algébrica.

6.4 Modelos algébricos de cameras virtuais

Podemos identificar o modelo da cdmera virtual como o processo de tirar uma foto, isto €, o ponto
focal corresponde a localizagdo do fotégrafo, o objeto corresponde a um objeto do mundo real a ser
fotografado e o plano de imagem corresponde o filme da camera fotografica. Observe que a projecao
da imagem de um objeto no plano de imagem encontra-se invertida. A fim de obter um modelo
matematico da camera virtual, de uma forma mais simples possivel e sem alterar suas caracteristicas,
deslocamos o plano de imagem posicionando-o entre o ponto focal e o objeto a ser visualizado. Do
ponto de vista da geometria, o modelo de camera se reduz portanto a uma projegdo conica (ou também
chamado de projecdo de perspectiva), onde o ponto focal serd chamado de centro ético. A seguir
vamos descrever algebricamente essa projecdo de perspectiva, através da Algebra Geométrica e em
seguida relacionar algebricamente os casos em que existe mais de uma projecao. Finalmente, conclui-
se que o modelo matematico descrito corresponde ao modelo de uma ou mais cameras envolvidas no

estudo.

6.4.1 Modelo de uma camera virtual

Consideremos a base ortogonal do Capitulo 5 e os resultados descritos nos Capitulos 4 e 5.

Além disso, de acordo com Corrochano (2001) e Perwass (2000), consideremos o conjunto 2 =
{A1, Ay, A3, A4} de elementos de AP, linearmente independentes e ortogonais entre si, onde ®4 =
A1 NAy NA3z #£ 0 € considerado um plano de imagem e consideremos A4 € AP? como o centro dtico,

onde A4 ndo pertence a ®4. Com isso, podemos obtemos as retas a seguir:
L‘;\ = Ay NA3z 3 = A3ANA; L? =AINAp
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Agora consideremos um ponto projetivo representado por X € AP?, onde X nio pertence a ®4 e dy
encontra-se entre X e A4. Dessa forma A4 A X € uma reta que atravessa ®4 em um ponto X, o qual €
denominado de imagem de X no plano ®4. Com isso, obtemos o modelo de projecdo de perspectiva,

denominado modelo de uma camera, descrito pela figura a seguir:

X
Figura 4 - Modelo de uma camera.
Fonte: Perwass, 2000.

Agora consideremos os planos a seguir, denominados de planos éticos:

o D= AgNANA3 =A4 AL £,

o DY :=AgNA3NAL =As LY #0,

. (1)? =A4NAINAY) = Ay /\L’34 # 0.
Com isso obtemos

3 3
Xo:=(A4NX)VPy =) [ (AsnX) VLA =) (XVOH)A;,

i=1 i=1

pois — (A4 AX) \/L‘;‘ :X\/CID‘;x ¢ um escalar, ou seja, X\/CID‘Z-‘x cR.

Dessa maneira, temos o seguinte resultado:
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3
i=1 j

gl
o
8
<
>
ES

I
_

'Mw
i
B
T
:’%
|
X
>

@) | a=Y [~ (o) K]

1 i=1 i=1

onde i = — (CIDA) " . X. Considerando

1

— (@) =1101 +11202 +11303 + 11404 = —(AsArA3); = —Aj,

— () =10101 +1202 + 12303+ 1404 = —(AsA3A1); = —Ay,

—(®4) =13101 + 13202 + 13303 + 13404 = —(AsA1Ar); = —A3,

X = X101 +x20) + X303 + X404,

onde A NAy NA3 NAy = A1ArA3A4 = Aly, Iy = 01020304 € lij,Xj € R, comi € {1,2,3} ejeE
{1,2,3,4}, podemos escrever os resultados descritos acima, em termos de coordenadas homogéneas,

obtendo a expressao matricial a seguir:

ol i
o2 | =pP| |,
o’ 3
X4
1 hi2 h3 hy4
onde P = 1 1 13 I € R3X4, com posto (P) =3ePAs=0.

131 132 133 134

Com isso, podemos dizer que P € a matriz de camera e a equacao

AX, = PX,
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onde A € R—{0} e X, = X, representa um ponto projetivo pertencente a RIP?, é a equacdo da cdmera
da cdmera pinhole. Além disso, concluimos que o centro dtico A4 corresponde ao centro focal da
matriz de cdmera P. Através da matriz de cAmera é possivel relacionar pontos pertencentes a AP

com pontos pertencentes a RP2.

Note que o modelo matematico obtido corresponde ao modelo de camera citado anteriormente. Daqui
em diante, diremos que um modelo de uma cdmera corresponde ao modelo matematico descrito an-
teriormente. Observe que com a Algebra Geométrica é possivel, a partir de uma interpretacio ge-
ométrica de um modelo de camera, obtermos uma interpretacio matematica desse mesmo modelo.
Maiores detalhes, ver as referéncias (CORROCHANO, 2001) e (PERWASS, 2000).

Dado o modelo de uma camera, consideremos uma reta projetiva representada por L = X A Y, onde

X,Y € AP? e as imagens desses pontos projetivos representados por

3
Xo=(AsAX)V @4 =) [ (A4 AX) VL] Az
i=1

3
Y, = (AsAY) Vs = Y [— (A4AY)vLﬂA,-.
=1

Como — (A4 AX) VI =XVdie —(A4/\Y)\/L? = Y\/CIJ?, concluimos que

Xa:

Mw

(xvet)a, e =Y (rvel)a,

i=1 j=1

~

Consideremos a reta projetiva de RP? representada por

I =Xy NYy= Il + 15 L4 + 115175,

onde 1y = (X v &) (¥ vah) — (X vl (v b)) = [(CDZAVCI)‘]?)_-L] cR.

Também, consideremos

B\~ .
(P VDY) = u310102 + u30203 + 1330301 + U3401 04 + 350204 + U360304;

B\ — .
((ID? \/ql‘l) = Up1 0102 + U20203 + Up30307 + U401 04 + U502 04 + Up0304;
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By~ _ .
(P4 VPE) =u110102+ 120203 + 1130301 + U140 O4 + 1150204 + U160304;

L=XAY = p120105 + p230203 + p310301 + p1401 04 + p240204 + P340304,

onde Oij, P12, P23, P31, P14, P24, P23 €R,comie {17273} € .] € {17273547576}'

Escrevendo os resultados descritos acima, em coordenadas homogéneas, temos a seguinte expressao

matricial:

P12
P23
P31
l31 | = | w1 w2 upz up4 uzs Uzg ;
P14
P24

P34

l>3 il Uiz W13 Us U5 Ue

12 U3l U3 U3z Uzs U35 Use

P12
P23
P31
P4
P24
P34

onde as coordenadas homogéneas da reta projetiva representada por L, , sdo denominadas de

coordenadas de Pliicker.

Observe que LAL = (p1ap3a+ pa3pia+ p3ip2a)la =0, onde Iy = 6106,0304 # 0. Logo, a relagdo
entre as coordenadas de Pliicker é dada por

(P12P34 + P23p1a + p31p24) = 0.

Com esses resultados, concluimos que o modelo de uma camera possibilita representar pontos e re-
tas projetivas do espaco projetivo RP?, por ponto e retas projetivas no plano de imagens. Maiores
detalhes, ver as referéncias (CORROCHANO, 2001) e (PERWASS, 2000).

6.4.2 Modelo de duas cameras virtuais

Suponhamos que um fotdgrafo queira tirar uma foto de um mesmo objeto s6 que se posicionando

em dois lugares diferentes, isto é, dois centros focais distintos. Como resultado obtemos duas fotos
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distintas, isto é, duas imagens distintas onde cada uma delas pertence a planos de imagem distintos,

de uma mesmo objeto. Algebricamente, podemos representar essa situacdo da forma a seguir.

De acordo com Corrochano (2001) e Perwass (2000), consideremos 20y = {A1, A, Az, Ag} e Ay =
{B1, By, B3, B4} dois conjuntos formados por elementos de AP3, linearmente independentes e or-
togonais entre si, onde 2A; (A =0, Py = A NAyNA3 #0e Pp =B ABy AB3 # 0, Ay e B4 ndo
pertencem nem a ¥4 e nem a Pp, tanto 4 como Pp encontram-se entre A4 € By. Nesse caso,

consideremos que A4 e B4 representam dois centros focais distintos.

Em cada plano podemos obter as retas linearmente independentes a seguir:

L’? =Ar)NA3z L’g =A3ANA; L‘g =A1NAj,

LB:=ByABy LB:=B3AB, L8:=BiAB,.

Dados dois modelos de cdmeras, uma epipole® corresponde a imagem do centro focal de um modelo
de camera no plano de imagem de outro modelo de camera. Evidentemente, para obtermos uma
epipole é necessario mais de um modelo de cdmera. Como A4 A B4 # 0 obtemos as epipoles E,, €

E},, definidas nas formas abaixo:

3
E,, = (A4 /\B4) vV, = Z‘LLIA,',
i=1

3
Ep, = (B4 /\A4) Vdp = ZVij,
=1

onde i’ = [(A4ABy)” - L] e v/ = [(34 NA4)~ -Lﬂ pertencem a R.

O ponto E,;, corresponde a imagem de B4 no plano ®4. J4 o ponto Ep, corresponde a imagem de A4

no plano ®p. Observemos o seguinte:

e EpNEp, = [CIDA V (A4 /\B4)] N [(I)B V (B4 /\A4)] = [(CI)A)i . (A4 /\B4)] VAN [(CIDB)i . (B4 /\A4)}
= { [((I)A)_ -A4} By — [(CI)A)_ -B4} A4} A { [((I)B)_ ~B4} Ay — [((DB)_ -A4} B4}

= {[(®a)” -B4] [(Pp) -As] — [(Pa) -As] [(PB)” -Bs| } A4\ By

epipole é a jungdo das palavras epi, do idioma grego, e pole, do idioma inglés, e significa ponto do segmento de reta.
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(@) -As) ((@5)-B)

= —{[(®a)” A (®B) "] - (A4 ABa)} (A4 ABy) = — {(PaV Dp) " - (A4 ABy)} (A4 A Ba).

(@040 (0075 ]) 00,

Se supormos que E,p A Ep, 7# 0 entdo (P4 V Pp)~ - (A4 AByg) € R—{0}. Com isso, concluimos que
Ay NB4NEypy NEp, = 0.

Dessa forma concluimos que

3 3
<A4 ANB4NEy, /\Eba)14 = ZZ‘LLIVJE']' =0eR
i—1j=1

onde Fjj = (A4 AB4 NA; ABj)1 para Vi, j € {1,2,3}.

3 3 3
Definindo F := (F;)3x3 € R**3 concluimos que E} FEp, = Y Y 1'v/F;; =0, 0onde Eyp = Y p'A; e
i=1j=1 i=1
3 .
Ep, = Z v/B representam elementos de RP.
j=1
Com isso e identificando os conjuntos {A;, A, A3} e {By, Bz, B3} com uma base ortogonal do

espago euclidiano R*?, podemos definir um funcional bilinear .% : R3% x R3? — R, por

3 3
T (Xa, Xp) = (A4 NBa AN Xy N Xp) s =x"Fy =YY o/BiF;
i=1j=1

onde
y(Ai,Bj) = F,'j = (A4/\B4 /\A,‘/\Bj)]4 gz.(Eab,Eba) =0,

3 3
Xa:ZaiAi Xp = Zﬁij.
i=1 j=1

Se X pertencente a AP3 e os pontos projetivos X, e X}, representam as imagens de X nos planos ®4 e

®dp, entido

y(Xa,Xb) = (A4 ANBy NX, /\Xb)14.
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Dessa maneira, supondo satisfeita todas as condi¢des descritas acima , obtemos um modelo matemético
representado pelo modelo de cadmera A e o modelo de camera B. Tal modelo, denominado de modelo

de duas cameras, é representado pela a figura a seguir:

X

Figura 5 - Modelo de duas cameras.
Fonte: Perwass, 2000.

A matriz F' é chamada de matriz fundamental ou tensor bifocal. Novamente, com a Algebra Ge-
ométrica € possivel, a partir de uma interpretacdo geométrica de um modelo de duas cameras, obter-
mos uma interpretacdo matemdtica desse mesmo modelo. Maiores detalhes, ver as referéncias (COR-
ROCHANO, 2001) e (PERWASS, 2000).

6.4.3 Modelo de trés cameras virtuais

De acordo com Corrochano (2001) e Perwass (2000), consideremos 2; = {Aj, Az, Az, As}, Ay =
{By, B>, B3, B4} e A3 = {C}, C3, C3, C4} trés conjuntos formados por elementos de AP?, linear-
mente independentes e ortogonais entre si , onde 2(;(\2(; = @ para Vi, j € {1,2,3} com i # j.

Os planos representados por @4 = A AAy ANA3 £ 0, Pp =B ABoAB3; #0e P =Ci ANC ANC3 #0
sdo distintos entre si, € ndo contém nenhum dos pontos representados por A4, B4 e C4. Além disso,

tanto &4 como Pz encontram-se entre A4 e By, e tanto g como P encontram-se entre By e Cy.

Nesse caso, A4, By e Cy4 representam trés centros focais distintos. Como consequéncia obtemos as

epipoles a seguir:

Eup = (A4 ABy)V @y = — [(Pa)” -As] Bs+ [(Pa)” - Ba] A4,
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Ey, = (B4 /\A4) Vg =— [(CI)B)i -34} Aq+ [(CDB)i -A4} By,

Ey. = (B4 /\C4) Vdp=— [(CI)B)_ -34] Cy+ [((I)B)_ . C4} By,

E. = (C4 /\B4) V& =— [(q)c)_ -C4} By + [(q)c)_ -B4] Cy,

Eqe = (A4 NCs)V Py = — [(Pa)” -A4] Ca+ [(@a) ™ - Cs4] A,

Eca:=(C4 NA4)V ®c = — [(Pc)” - Ca] As+ [(Pc) ™ -As] Ca.

Além disso, para cada um dos planos ®4, ®p e P temos as respectivas retas linearmente indepen-

dentes e ortogonais entre si:

L‘? = Ay NA3z L‘g =A3ANA; L‘g‘ = A1 NAy,

LB:=ByABy L5:=B3sAB; L§:=BABy,

L{:=CANC3 LS :=C3AC1 LS :=Ci A
Observemos o seguinte:

A4 NE ,c = Ag N {(A4 /\C4) \/(1)A} = — [((I)A)_ -A4} (A4/\C4),

By NEp, = Bg N\ {(34 /\A4) \/CI)B} = — [(CI)B)_ -34} (B4 /\A4),

CsNEcqa =Cu N{(C4 NAG)V P} = — [(@c) ™ - Ca] (Ca NAg).

Supondo que todas as epipoles sdo distintas entre si, os planos distintos ® = B4 AEp, NEp. 0 €
<I>’C = C4 NEqy NEgp, # 0 s@o rescritos da seguinte forma:
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@ = — [(Pp) - Ba] {(Ba AAL) NEpc} = [(@5) -Ba]” (BaAASACy),

D = — (D)™ Ca] {(Ca AAL) NEey} = [(D¢) ™ -Ca]” (CaAAy ABy).

Entdo concluimos que L1 := CI)}J, \Y, CID’C =0. Dessa forma, para asretas L1 := A4 ANEyp e Ly :=A4ANEg,

obtemos
LiNLi,=0 e IrNLjp =0.
Por outro lado, observemos o seguinte:
Lp:=Ep; NEp. = [(B4 NA4) V Pp| A [(Bs NCy) V Pp]

3

[(BsNA4)~-LF] B,} A { Y [(Bency) 1] B_,} = iﬁ},L?
i=1

J=1

-

|

onde temos para Vi, j, k € {1,2,3} onde i £ ke j #k,

1

Hi=—[BanA)™-Lf]  vE=—[(BsNCY)TLE] 0= pgvh— Hpvi.

3
De forma andloga obtemos L¢ := E.; ANEp = ZﬁéLiC. Com isso temos o seguinte:
i=1

3 3.
Ly =A4NEy :A4/\{ Z A4/\B4 . i i}:ZMX(Azl,/\Ai),
i=1 i=1

Mw

3
Ly :A4/\EaC:A4/\{ [(A4/\C4 . i } ZVI{{ A4/\A

i=1

I
—_

i

3
Py = Y. 0} (B ALE).
i=1

3
P = Y0 (GALT),
i=1

84



onde ,u/{ =—[(AsABs)” L] e vk =— [(A4 NC4)™ - L}}], para Vj, k € {1,2,3}. Com isso, podemos
escrever (Ly ALjp) Iy e (Ly ALjp) Iy da seguinte forma:

3
(Ll /\L12)I4 = Z 19]19ij k =0,
i,j,k=1

3
o ik
(Lz/\L12)14= Z Vgﬁéﬁéﬂ] =0,
i jke1

onde T/* .= {(A4 NAJ) A [(34 AL?) v (Cy /\Lf)} }14, para i, j, ke {1,2,3}.

Identificando os conjuntos linearmente independentes e ortogonais {A1, Ay, A3}, {L¥, L5 L5} e
{LC, Lg, Lg} como uma base ortogonal de R*°, podemos definir o funcional trilinear .7 : R30 x
R30 x R30 — R por

3 .
T (XasLp,Le) = {(As AX) A[(BaALp)V (Cs AL s = Y. i BIATH
i,j,k=1

onde

E(A,,Lf,LC>:7;f”‘ T (EaerLp,Le) =0 T (Eap,Lp, L) =0,

3 3 3
X,=Y A Ly=Y LY L=} VLS
i=1 k=1

Jj=1

Se L = X AY representa uma reta projetiva, onde X,Y € AP>, o ponto projetivo X, representa a
imagem de X no plano ®4 e as retas projetivas L; e L. representam as imagens de L nos planos ®p e
P, entdo

T (Xa,Lb,Lc) = {(A4 /\Xa) A [(B4 /\Lb) vV (C4 /\Lc)]}[4.

Supondo satisfeita todas as condigdes descritas acima, podemos representar as contas anteriores

através do modelo, denominado de modelo de trés cameras, descrito na figura seguir:
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\

Eﬂb \‘\ / // EC{;/
s E -
W bx B
wﬁ__/
By

Figura 6 - Modelo de trés cameras.
Fonte: Perwass, 2000.

O funcional trilinear .7, obtido anteriormente é chamado de tensor trifocal. Portanto, com a Algebras
Geométrica € possivel, a partir de uma interpretacdo geométrica de um modelo de trés cameras,

obtermos uma interpretacdo matematica desse mesmo modelo. Maiores detalhes, ver as referéncias
(CORROCHANQO, 2001) e (PERWASS, 2000).

6.4.4 Modelo de quatro cameras virtuais

De acordo com Corrochano (2001) e Perwass (2000), consideremos os quatro conjuntos formados

por elementos de AP, linearmente independentes e ortogonais entre si, 2 = {Aj, Ay, A3, As}, Ao =

{Bl, BQ, B3, B4} , Ql3 = {Cl, C2, C3, C4} € 914 = {Dl, Dz, D3, D4} , onde %ﬂglj = Q)para Vi, jE
{1,2,3,4} com i # j.

Osplanos @4 =A| ANAyANA3 #0,Pp =B AByAB3 #0, P =Ci NCo AC3 #0,Pp =D ADy AD3 #
0 sdo distintos entre si, € ndo contém nenhum dos pontos representados por A4, By, C4 € Dy. Além
disso, tanto &4 como Pp encontram-se entre A4 € By, tanto g como P encontram-se entre By €

C4 e tanto & como Pp encontram-se entre C4 € D4. Nesse caso Ayg, By, C4 € D4 representam quatro
centros focais distintos.
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Como consequéncia obtemos as epipoles a seguir:

E, = (A4/\B4) VP, =— [(CI)A)_ 'A4} B4+ [((DA)_ -B4] Aa,

Epq = (B4 NAy)V @p = — [(Pp) - Bs) As+ [(Pp) - As) B,

Ey. := (B4 /\C4) Vopg=— [(CDB)i 'B4} Cy+ [(CDB)i . C4} By,

Ep:= (C4NBy)VPc = — [(®c) - Ca] Bs+ [(®c)™ - Ba] Ca,

Eue:= (A4 NCs)V s = — [(Pa) " -As] Ca+ [(Pa) ™ - C4] A4,

Ecq:=(C4NAs)V Pc = — [(Pc) ™ - C4] A+ [(Pc) ™ -As] Cy,

Eu:= (A4 ADs)V @y = — [(Pa) " -A4| Ds+ [(Pa)” - Ds] Au,

E;, = (D4 /\A4) Vop=— [(CI)D)i -D4] Aq+ [(CI)D)i -A4} Dy,

Epq = (B4 AND4)V ®p = — [(®p)” - By4| D4+ [(Pp) ™ - D4] Ba,

Eg, = (D4 /\B4) Vop =— [((PD)_ -D4} By+ [(CDD)_ -B4] Dy,

E.q:= (C4 /\D4) V& =— [(CDC)_ -C4] D4+ [(Cpc)_ -D4] Cy,

Ege := (Ds NC4)V®p = — [(Pp) ™ -Ds) Cs+ [(Pp) ™ - C4] Da.

Além disso, para cada um dos planos @4, g, O e Pp temos as respectivas retas linearmente inde-

pendentes e ortogonais entre si
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L =AM NA3 L5 :=A35NA L :=A1NAy,

(9%}

LB:=ByAB; LE:=B3AB; L§:=B|ABy,

w

L?::C2/\C3 Lg:: C3 N C LS = Ci NGy,

W

LP:=DyADy LY:=D3ADy LY :=DyAD,.
Supondo que todas as epipoles sdo distintas consideremos os planos a seguir:

(131/4 =A4NEyNEyq #0,
CI)% =By NEp. NEpg # 0,
q)lc =C4NEgNE #0,

q)b =Dy NEg, NEg4: # 0.
Como E - NE,; # 0 podemos verificar que

E,.NE;;= [(CI)A)_ 'A4}2 (C4 /\D4) + [(@A)_ 'A4] [(CI)A)_ 'D4] (A4 /\C4) +

[(CI)A)i -A4] [(@A)i -C4} (D4 /\A4).

Consequentemente obtemos @/, = A4 (A4 AC4 ADy), onde Ay = [(CIDA)_ ~A4} 2pertence a R—{0}.
Repetindo o mesmo processo para Ep. A Epg # 0, Ecg NEc, # 0 e Egy A\ Ege # 0, obtemos

(I)% = A (B4 \NC4 ADy),
CI)/C =Ac (C4 N Dy /\B4),

q)b =Ap (D4 NAy /\C4),
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onde Az = [(Pp) ™ - B 2 Ac=[(@c)” 'C4}2 e Ap=[(Pp)~ -D4}2 pertencem a R — {0}.

Com isso obtemos o seguinte resultado:

CI)IIL‘ \/CI)% = Mg {(A4 NCy /\D4)_ VAN (B4 NCy /\D4)_}7
= Mg {<(A4 NCy /\D4)_ (B4 NCy /\D4)_>2}7 = Mg {<<A4C4D4>;<B4C4D4>;>2}_
= — Mg <A4C4D4B4C4D4>5 = )LAA,BC‘%D% <A4B4>5

= —XA)LBALZ‘B%CA%D%)L_I (C4 /\D4),

onde A4B4CsDy = Aly, com A € R — {0}. Repetindo o mesmo processo para PV P}, obtemos
DV P, = AAgA3B2CIDIA ! (C4 A Dy). Com isso, concluimos que

(P, VD) A (P VD)) =0.

Observe que podemos escolher as epipoles para criar novos planos @/, @, @ e P}, com a final-
idade de se obter a expressdo algébrica (@, V@) A (P V D)) = 0. Dessa forma, com a utiliza-
¢do das contas anteriores e identificando os conjuntos {LA, L‘é‘, L‘g‘}, {LB , Lg , Lg}, {LC, Lg, Lg}
e {L? , Lé) , Lé) } com uma base ortogonal do espago euclidiano R3*°, podemos definir o funcional
quadrilinear 2 : R39 x R¥0 x R30 x R3Y — R por

2 (LA,LB,Lc,LD) = {[(A4 /\LA) V (B4 /\LB)] A [(C4 /\Lc) V (D4 /\LD)]}I4

aiﬁj,},k5lQijkl

3
L,k I=1

onde

2 (1,18.16,10) = 0 = { | (As nL2) v (Be A LE) | A [ (ConLS) v (DyALD) | 1

2 (Eac /\Ead7Ebc /\EbdaEcd /\Ecb;Eda /\Edc) - 0,

3 3 3 3
Ly=Y oL}  Lg=Y B/IL%  Le=YYI{ Lp=Y 8L
i=1 j=1 k=1 =1
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Se L = X \Y representa uma reta projetiva, onde X,Y € AP?, as retas projetivas Ly, Lg, Lc ¢ Lp

representam as imagens de L nos planos ®4 , @p, P e Pp, entdo
2 (LA,LB,Lc,LD) = {[(A4 /\LA) V (B4 /\LB)] N [(C4 /\Lc) V (D4 /\LD)]}I4.

Supondo satisfeita todas as condi¢des descritas acima, podemos representar as contas anteriores

através do modelo, denominado de modelo de quatro cdmeras, descrito na figura seguir:

Figura 7 - Modelo de quatro cameras.
Fonte: Perwass, 2000.

O funcional quadrilinear 2 é chamado de tensor quadrifocal. Com um processo similar as con-
tas anteriores, podemos obter um outro funcional quadrilinear (outro tensor quadrifocal ) similar ao

anterior, a saber
Oijki = {[(As AA;}) V (B4 ABj)| A[(C4 NCr) V (Da ADy)) } Iy

Dessa forma, com a Algebras Geométrica é possivel, a partir de uma interpretacio geométrica de um
modelo de quatro cAmeras, obtermos uma interpretacio matemética desse mesmo modelo. Maiores
detalhes, ver as referéncias (CORROCHANO, 2001) e (PERWASS, 2000).

Podemos dizer que € possivel visualizar qualquer objeto com a ajuda de, pelo menos, quatro cameras.
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6.4.5 Modelo de “n” cameras virtuais

Observe que, no maximo, 4 planos distintos sdo representados por elementos da base do espaco

/\ (]RM). Assim, para n > 4, alguns planos s@o combinacdes lineares dos elementos da base de
3
/\ (Rll). Como consequéncia, isso inviabiliza a obten¢do de tensores associados a modelos de 5 ou

3
mais cameras através da Algebra Geométrica.

Portanto nossa andlise limita-se em investigar modelos envolvendo 4 cameras, no maximo.
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Capitulo 7
Conclusoes

O objetivo central dessa dissertacio consiste em exibir nocdes sobre Algebras de Clifford e sua
utilizacdo na formulacdo dos conceitos e defini¢des de operacdes entre objetos da Geometria Pro-
jetiva e na formulagdo algébrica de cdmeras virtuais, que € um dos assuntos tratados na drea de

Visao Computacional.

Nos Capitulos 2 e 3 sdo fornecidos algumas das principais informagdes sobre o conceito de Algebras

de Clifford, Algebras Geométricas e sua representacio dual.

O Capitulo 4 fornece informacdes sobre os conceitos basicos e defini¢des, de operagdes entre objetos
geométricos, da Geometria Projetiva e sua representacdo através das Algebras de Clifford, como
as relacoes de incidéncia e o principio da dualidade, bem como um exemplo de suas aplicacdes (o

Teorema de Desargues).

Em seguida, no Capitulo 5, sdo apresentados o conceito de split projetivo permitindo estabelecer uma
correspondéncia entre as formas geométricas presentes em APP" com os elementos do espago afim de

R™Y. Com isso, podemos descrever as nogdes de paralelismo na Geometria Projetiva.

No Capitulo 6 € apresentada uma formulagdo algébrica de uma cdmera pinhole e, consequentemente,
uma cdmera virtual . Na sequéncia, sdo exibidos tensores, obtidos através de uma descricdo algébrica,
que relacionam dois ou mais modelos de cameras virtuais de forma que podemos relacionar as im-
agens de um mesmo ponto ou reta. Esse processo pode ser utilizado em métodos de reconstrucdo
de imagens em 3 dimensdes, isto €, a partir das imagens de uma figura registradas pelos modelos de
cAmeras , podemos reconstruir a figura original, através dos tensores relacionados. E evidente que
essas figuras t€m que ser formadas, por apenas, pontos e retas, uma vez que utilizam-se métodos

desenvolvidos com o uso da geometria projetiva.

Com todos os resultados expostos, podemos concluir que a Algebra de Clifford é de fato, uma ferra-
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menta extremamente Util na descri¢do algébrica dos conceitos e definicdes de operacdes entre objetos
geométricos na Geometria Projetiva, e consequentemente, uma ferramenta poderosa no estudo e de-

senvolvimento de novas técnicas na drea de Visdo Computacional.

Alguns outros resultados importantes, como calibra¢do de cameras , ndo foram abordados mas con-
stituem uma fonte interessante de andlise e pesquisa (CORROCHANO, 2005).

Além disso, podemos futuramente estudar e comprovar a eficicia da Algebra de Clifford na descrigdo
da Geometria Conforme, com aplicacdo em Computacio Grafica e Visdo Computacional, e em out-
ras areas de conhecimento (CORROCHANO, 2005), (HESTENES, 1991), (DORST et al., 2007) e
(WAREHAM, 2006).
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