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INTRODUCAQ

Esta dissertagdo tem por objétivo'a implementagaohde um pro-
grama de elementos finitos tipo misto para escoamento de fluidos
de Maxwell em cilindros co-axiais porosos e a simulagao: numerica
para algumas geometrias de interesse no campo da Engenharia Meca-

nica.

O problema de escoamento através -de paredes porosas vem
atraindo a atencao de engenheiros e matemadticos, em vista de .suas
miltiplas aplicagoes, por exemplo, transpiracao, controle de cama-

da limite, resfriamento em reatores nucleares, etc.

Varios métodos aproximados tém sido utilizados, mas sempre

impondo certas restrigGes,'extensos calculos e simplificagbes, co-

_mo o problema analisado por Huang,[l15].

A aplicacdo do Método- dos Elementos Finitos possibilita ex-
plorarmos outras situagoes totalmente improprias de serem estuda —

das POr téchicas como o método da similaridade.

Esperamos que este Erabalhg venha a contribuir para gue no-

vas pesquisas em meios porosos possam sexr realizadas.



NOTACAQ

r - ceordenada radial

6 - coordenada azimutal

z — coordenada axial

u - componente da velocidade na direg¢ao radial
v - componente da velocidade na diregaoc azimutal
w - componente da velocidade na diregao axial

U = viscosidade dinamica

p ~ densidade

Vv - viscosidade cinemdtica (= u/p)

£, £g, £, - forga externa por unidade de volume na diregao indica

da pelo indice
p - pressao
t - tempo

Ry = nGmerc de Reynolds

T.. - tensor de tensdes

i]j
Tij - tensor de extra-tensoes
R LY T S, S
Tij Taij + 15
Gij - delta de Kronecker (6§j = ] se iéj : Gij ¥ 0 se 1i#j)
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v, |
g;i ~ divergéncia de V = V.y
i
av,
3§£ - gradiente de V = VV
3
aibi - indice repetido {(convengao de soma) - indica a soma de to-

das as componentes do tipo aibi obtida dando a i todos os

valores admissiveis.

S - )
n - normal A& superficie

+ ' - , ~
e, = vetor unitario na direcao «r

=+ L] - - ¥ -
€y vetor unitario na direcac 9

n = nimeroc de nos do elemento
m - numero de véertices do elemento

A - constante viscoeldstica



AV,  aV.

0
= = =t __l = - o

Yij 2Eij axj + Bxi Lij + Lji tensor de taxa de deformagao

‘+ e d

t = (tr,te,tz) ~ tragao na fronteira

(A,B} = JJ A.BAR
R



RESUMO

QO escoamento de um Fluido de Maxwell através de cilindros co-

axiais porosos @& simulado numericamente através do método de ele-

nmentos finitos misto utilizando elementos guadrilaterais com apro

ximagoes
soes. As

Gauss de

As

ton e 08

quadraticas nas tenscdes e velocidades e linear nas pres-
integrals sao computadas numericamente por uma regra de

nove pontos.

equagoes discretizadas sao resolvidas pelo Método de New-

sistemas lineares resolvidos pelo Método Frontal.

0 escoamento & suposto isotérmico, incompressivel, permanen-

te, tridimensional e axisimétrico.



CAPITULO I

'CONSIDERAGOES SOBRE O MODELO DE MAXWELL

1.1. LEIS E EQUAGCOES BASICAS

As seguintes leis basicas regulam o escoamento de um fluido:

(a) Conservacao da Massa:

"A taxa de variagao da massa de um corpo & igual a massa for

necida a ele".

Se nenhuma massa & fornecida ao corpo, a massa & conservada

e temos assim o Principio de Congservacao da Massa.

A aplicacao deste Principio nos conduz a equagao de Conserva

cao da Massa (Bathnagar [6]) para fluidos incompressiveis:

_ v,
—t =
Bxi

(b) Conservagao do Momento Linear:

"A taxa de variagao do momento linear de um corpo & igual a
razdo na qual o momento lhe & fornecido pela aplicagao de forgas

de campo e forgas de superficie".

Se nenhuma forca (de campo ou superficie) atua num corxpo,
. L} 1



~ seu momento linear @ conservado e assim temos o Principio de Con-

servagao do Momento Linear.
Sag fonrcas de campo as. forcas externas sobre um materlial e

que se desenvolvem sem contafo. {14ico. Por exemplo, a gravidade.

Sac - forgad Jde supengicdie ou de contato as forgas exercidas

dobre um contonno por melo de sua vizinhanga, atraves de contato

dinefo.

Por exemplo, o vento soprande sobre a face de um Lago calmo.

Da aplicagao deste principio, obtemos a equagido de Conserva-

¢ao do Momento (Bathnagar [ 6 ]) a densidade constante e regime vs
tacionario:
AV, B,
pv..___._iz ,f. +.......__.___J_
i ij L 8xj

(c) Conservagac do Momento Angular:

"A taxa de variacdo do momento angular de um corpo & igual a
taxa do momento angular qﬁe estd atuando nele pela aplicagao de

tensdes conjugadas”.

Se npdo & aplicada nenhuma tens&o conjugada ao corpo, seu mo-
mento angular & conservado e assim temos o Principio de Conserva —

¢do do Momento Angular.



Da aplicagao deste Principio estabelecemos que as componen-

tes de tensao T,. sao simétricas nos Iindices i e j (T,,=T..)
i3] 1] Jt

(d} Conservagao da Energia:

"A taxa de variagao da energia total de um corpo & igual &

taxa de suprimento de energia a este corpo".

Quando ndo ha dependéncia das variaveis com a temperatura,ou

efa ¢ desprezivel, o problema € dito Llsoitcrmico, Nesle caso, nosso

problema se neduz a apenas this equagoed ¢ trgs varidvedls que 5do:

Zensdo, pressao e velLoeddade.

1.2. A EQUAGAQ DE CONSTITUIGAO

Esta equagao estabelece a relagdo entre a tensdo aplicada e

as variaveis cinematicas (velocidade, deformagao).

Um dos grandes problemas € a formulagac das equagoes consti-
tutivas, também chamadas equagoes reoldgicas de estado, nao exis-
tindo ainda uma s equagao de . constituigdo gque possa prever todes

os fendmenos exibidos pelos diversos materiais.



1.2.1. FLUIDOS NEWTONIANOS

Para uma grande classe de fluidos chamados de Newtonianos a
relacao entre o tensor de extra-tensoes ,Tij e o tensor de defor

magao € linear

cnde Uy & a viscosidade do fluido.

¥

T fica uma func¢do linear de E,, como mostra a figura .

ij
abaixo.

Tensao ‘
Tangencial

- _
taxa de deformacao



1p
1.2.2. FLUIDOS NAO-NEWTONIANOS

Fluidos que n3o obedecem una relacac linear entre T,

. e E,. dao cha
a0 1] 1 ch""

J
mados ‘nao-Newtonianos, por exemplo, Oleo, tinta, sangue, plasticos,

as- solugoes poliméricas e muitos outros.

Na figura abaixo vemos a classificacac desta classe de flui-~

dos .
Bingham
Tensao "
Tangencial Pseudo - Plastico

Newtoniano

Dilatante

A
taxa de deformagaoc

1.2.2.1. PSEUDO-PLASTICOS

£ uma classe de fluidos em que hd um decréscimo na viscosida
de com o aumento da tensao tangencial.
S3c exemplos tipicos:polietileno fundido, polipropileno, gli

cerina, atc. - ;
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1.2.2,2. FLUIDOS DE BINGHAM

0s fLuidos de Bingham sdo capazes de manter uma certa tensdo
tangencdal T antes de comegar a 4Lulx, como podemos notar na ge-

Leda e Linta.

1.2.2. 3. DILATANTES

Sao fluidos em que hd um aumento na vigcosidade com o aumen-

to da tensdo tangencial. N&s dizemos rue a bor

Uns poucos fluidos se comportam desta forma, como certas sus

pensoes concentradas de particulas muito peguenas.

1.2.2.4 . VISCOELASTICOS

Quando nos esticamos uma borracha e entac a soltamos, ela

retorna .ao seu comprimento original. NO6sg dizemos gue a borracha
& elastica.

Os fluidos viscoelasticos apresentam caracteristicas simulta

neamente de fluidos Newtonianos (viscosos) e de s6lidos (eldsticos).

No caso da borracha e de outros materiais sdlidos, eles po-
dem lembrar-se perfeitamente da sua configuragac inicial antes de

serem esticados.

Definimos "memdria finita" cuando o© material viscoelds-
tico "se lembra" de onde ele veio, mas a sua "memdria" de confiqura-

coes num passado recente & muito melhor do que de configuracgoes
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experienciadas num passado distante.

Devido a essa "memdria finita" , fluidos wviscoelidsticos

~

nao podem recobrar completamente seu estado inicial.

Tais fluidos nao retornam completamente & sua posigdo ori

ginal J§a gque eles gradualmente "esquecem" de onde vieram.

1.2.3., O MODELO DE MAXWELL

Se escrevermos as tensces em um material comprimido entre
dois planos separados pela distancia y, o liguido Newtoniano com .

viscosidade U e o sblido Hookeano com modulo G sao descritos por

Newton:
. 4dv
— X _ 0
Tyx & Mgy T MYy (a)
Hooke:
dux . .
= = b
TYX G ay Gny (b)
onde v, & a velocidade do fluido na diregao x , u_ & a deforma

gao-do sblido na diregdo x, Yyx & a componente do tensor de ten-

sao, ny A a cormmonente do tensor de taxa de deformagao e

LT

0
ny = 3 '



k3

0 Modelo de Maxwell &

ot
H X 0
e YT TR Ml o (e)

que contém as idéias das equagoes (a) e (b) acima.

A equagao (c) acima & a mais simples expressao para a tensao
tangencial para um liquido.que.tenha tanto viscosidade como elasti

cidade.

Para componentes de tensao arbitrarias o Modelo de Maxwell

tem a seguinte forma:

BTi. 0
Tyg ¥ A =38 7 o Vi

onde Ao = viscoelagticidade

ﬂo = . wiscosidade.

A analogia com sistemas mecanicos pode ser feita e pernmite

auxiliar na formulacdo de sistemas viscoelasticos mais complexos.

Para tal analogia mecanica, a relagdo tensao-deformagao para
os sO0lidos Hookeanos tem a mesma forma que a relagao forga-desloca

mento para uma mola com forga constante:



T
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A relagido tensao-~taxa de deformagdo para fluitlos Newtonianos

tem a mesma forma que a relacao forga-taxa de deslocamento para um

amortecedor:

0 modelo de Maxwell & entao obtido pensando-se num sistema

mola e amortecedor em serie

]

;;__./\/\/\——————o——i—- F mola descrita por
d
F = GD
4
F/
jj F t d d it
[/ RN W GRS amortecedor descrito por
% L po 4D
; HaE
%—/\/\/\_‘-:l—j —————t——— mola e amortecedor em serie
z§ | descritos por
) D D _
1 2 F,+,(Ji)éz = UQQ
- . - G dt dt
- ~
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1.2.4, MODELO DE MAXWELL GENERALIZADO

Um outro modelo de grande importancia & o modeélo de Maxwell

Generalizado, para o qual a analogia mec@nica & mostrada abaixo

Gl : ‘
—AN\—{]—J
G u

s e SSSONANONANNI N INANNNNANN
s

Este modelo tem um nlmero infinito de constantes de viscosi-
dade n, e um nimero infinito de constantes de tempo 1}, e pode
ser pensado como uma superposicao de um numero infinito de modelos

de Maxwell

T,. = &’ TFE)_
1] k=1 ]
3T$E)
T(k) + A, —erl— = n $
ij k at k 'ij

9T . .

Para o caso geral, cqm a @efinigao propria para ~—§%lv



le

nos obtemos

OT, . 0T 4
—ij >
iy P AT Ve oy
" LikTky T Caklkg! = 2 MEgy -
Para Regime Permanente:
aAij
.+ =
Ty YAV %, 1k"ky T Tiklki! T 2 M By
ou
BTij
L. = 2 - —e = T, . -
le uElj A(Vk ;axk leTkj Tikij)

1.2.5. COORDENADAS CILINDRICAS POLARES

- Equacgdo de Conservagao de Massa  (Simetria Axiall)

v, = (V. ,Vy,V,) = (u,v,w}

Xi = (r,0,2z)

U Bw. u ’ '

Ju oW —_ = 1.
or + gz + r 0 (1.1)
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- Equagac de Conservagao de Quantidade de Movimento

Ip BTlJ v
- 5 + axj' + fi = pVJ Vo
onde Ti,jﬂ P Jj+ Ti_]
ASSim;
ap ., AR, 3T , 1 3u _ v> .. du T
- £n L = - = L . A L .2
3r Ve Yoz t x (R-Q) + £ pla 9r r Y3z ] (1.2)
9F , 36, 2 s e AV L uv 3y (.3
s=t 5ot S F 4+ £y = p[u.ar oW o] (1.3)
9p , 3T 38 1 = 2w 3w
I R I B £, = plu i e ] (lf4)
- Equagao de Constituigao
R+ xlu.ar T 9z 2R ar- . 2T az] 2113r

38 88 _ B ge g 508w - (1.6)
g + Aflu se F W 2T o 25 2 ‘
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T+l[u%2+w%§-1’(-g%+-g—iz"-—s-g—‘zi-
SRS ey | | (1.7)
0+ Alu %% + W 3% +2F (T - %% - 2Q % -
- 2e W= Iy = (1.8)
0z r
F+A[u%+w%+RK—F(%+%§-
-G %% - %%] = u(~ % + %% | | (1.9)
G+l[u%§+W%g+.T(¥--g—-§l -ed+ ) -
_S%_F%“l_{]=u.g_‘zi_ - (1.10)

1.2.6. BEBQUACOES DE NAVIER~STOKES (FLUIDOS NEWTONIANOS) .

Rara um fluido Newtoniano. A=0; substituindo as equagdes (1.5),

a (1.10) nas equagoes (1.2), (1.3) e (1.4) e usando o fato de que

da equagao (l.1):

8w, 1 %E + 2 ¥ -9 e 3_% + % g% - 55+
8Yr oz r oz 22 voxr



NOs obtemos as equagoes de Navier-Stokes:

2 2
P 3%u 1 3u 371 u
p £ '*—E'+U[~—"'+ S et —y -~ 1=
r 9r. Brz r or 322 r2
2
Ju Ju v
—'p[u-g"f"'w‘ﬁ—i I]
2 2
3"y 1 ov d v v .
of, +pld Yy L Ay v
o Brz r or 8z2 r
_ 3V oV . uv
=plu sr b YWar Yt ]

|
-
s
]
4+
)
l

19
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caprITULO II
CONSIDERAGOES SOBRE O METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

2.1. INTRODUGAO

A técnica de andlise estrutural que posteriormente velo a
ser conhecida como Metodo dos‘Elementos Finitos fol originalmente
desenvolvida como uma éxtensao do procedimento padrao para analise
estrutural; e a principio foi reconhec%da somente, dentro deste cog'

texto limitado.
] S
Porém, seu campo de aplicagSes.estendeu—se rapidamente e no
come¢o dos anos 60, tornou-se claro que‘o Método dos Elementos Fi-
nitos e essencialmente um procedimento especial de discretizacao
que pode ser empregado numa larga faixa de problemas de campo, in-

cluindo-se portanto a Mecanica dos Fluidos.

A aplicagdo do método entdo se generalizou e suas raizes ma-

tematicas mals abrangentes foram reconhecidas.

w3
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'E uma t&cnica numérica geral para a solugao de sistemas de
equagoes diferenciais sujeltos a. condigoes de fronteiras e iniciais

apropriadas.

O sucesso deste mnetodo depende da disponibilidade de
meios eficientes para se resolver os sistemas de equagCes lineares

ou nao-lineares de grande porte resultantes.

2.2. O CONCEITO DE ELEMENTOS FINITOS “

O método dos elementos finitos & dirigido para a solugao de’

problemas matemdticos ou fisicos gque sao geralmente, definidos num

dominio continuo, cujo numero de graus de liberdade & infinito e

uma solugdp exata & de dificil obtengao.

Para tornar o problema possivel de ser resolvido por metodos
numéricos, os infinitos graus de liberdade do sistema sao discreti
zados ou trocados por um nimero finito de parametros a serem deter

minados,

Uma solugdo numérica aproximada & procurada assumindo entéo
que o comportamento do meio continuc possa ser representado por wum

nimero finito de incdgnitas.

0 procedimento original de elementos finitos divide o continuo

em uma série de subdominios chamados.elementos £initos,
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Este processo de divisao e chamado discretizagao.

Se os elementos do sistema sao simples e repetiveis, po-
demos deduzir receitas para o calculo de suas contribuicoes
para obter © sistema de equacoes que melhor descreve o mo-

delo.

A grande vantagem pratica deste método € que as contribui -
coes dos elementos si3o altamente localizadas e somente uns poucos

termos nao nulos contribuem por elemento.

Na pratica esta localizacao resulta em sistemas esparsos e
de banda, reduzindo de maneira significativa os requisitos de memd

ria do computador,

No métedo dos elementos finitos as variaveis do preblema sao
aproximadas por fungdes simples, que sao geralmente polindmios por
partes e o método utilizado na aproximagao € a interpolagao de fun

coes de varias variaveis.
Para o caso de utilizarmos elementcs quadrilaterails, optawnos
por  Por aproximacoes por meio de polindwmios de Lagrange por partes.
Em cada um desses elementos lremes determinar as fungces in-

terpoladeras, calculando as chamadas fungaes de forma associadas

a cada nd do nosgsso clemento.
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2.3. 0 METODO DE GALERKIN

£ a estratégia gque usamos para construir aproximagoes para a

solugao em problemas de valor de contorno.

Para fixarmos a notagao, iniciamos escrevendo alguns resulta

dos da Analise Funciocnal.

, ., . 2 .
Congideremos § dominio limitado do IRT e T sua fronteira.
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H) = (¢€ 2 L 2L, 2 ety

1
Para todo u,v € H (R) , definimos ¢ produte interno

_ Ju v Ju v _
({u,v)}) = JIQ uvdx + jJQ (§§I - T T Jdx = (u,v)

1 2 2 H (ﬁ).

0 produtc escalar do LZ{Q) representamosg por

(u,v) = [f uvdx = {u,v)
f L. ()

e sua horma por

2
vl 5, = ” vidx
L™ (Q) Y]

1
A norma em H (&) induzida pelo produto escalar definido

1
H' () & representado por

- 2 v 2 sv 2
”V”Hl(Q) = JJQ s dx.+ JJQ Hiifi + (“f—)_]dx

Hl(Q) e um espacgo de Hilbert.

e
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1., _ 1 _ -
HO(Q) ={¢ €H (2 = ¢|, = 0)

Considerando
A = operador de ordem 2

forma linear continua -

1—h
1l

Queremos achar u tal gue

!
Fh

Au

Uma solugao fraca do problema acima & uma fungao gue satisfa

¢a a formulagao variacional

W

JJ Auvdsl JJ fvd para todo v € Hé(ﬁ}
Q Y

Com o produto interno

(u,v) = JJ uvdill , teremos
9

—

(%) (Au,v) = (E£,v, Vv € Hé(ﬁ)

As funioes v sao chamacdas fungoes testes.

0 método de Galerkin consiste em se resolver (%) achando uma
solugac aproximada u, €1 um subespago de dimensao finita V. de

1
HO(f) . - Assin
'}
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PROCEDIMENTO DE GALERKIN

1 -
Tomamnos Vh C HO(Q) subespac¢o dimensao finita.

Queremos achar uy € Vh tal gue

=(f e
(Auh :Vh) (£,v,. ) ’ VVh v .

Seja  {¢.} uma  base de VvV, . A solugdo de Galerkin @

dada por

obtem-se dessa forma

(Rbg bstay = (£,9,)

Algumas consideracoes adicionais sobre o Método de Galerkin:
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- Tendo em vista que o processo usado no método de Galerkin & apro
ximado, & fundamental ter-se uma idéia de guanto a solugdo apro-

ximada u_ se afasta da solugdac U do problema inicial.

~ A passagem para a formulagao fraca utilizando as identidades
de Creen diminui a ordem das derivadas em U, 0 guc nos permite

enfraruecer as exigénciasg na suavidade da soLugao .

Como ha uma recessidade de que a base seja tal gue a matriz resul-
tante tenha alguma estruturagac especial, uma ma escolha das

¢i pode produzir matrizes mal-condicionadas.

elementos finitos vem resolver esta dificuldade de forma subs-—

tancial.

2.4. 0 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Fornece uma técnica geral e sistemitica para construir as fun
goes da base para as aproximacoes de Galerkin de problemas de con-

torno.

A ldeia principal & que as fungoes de base ¢i podem gsexr de
finidas por partes sobre subregides do dominio chamado elementos
finitos e gue sobre qualquer subdominio, as ¢i podem ser represaen

tadas por fungoes simples tais como polindmiocs de grau peguenoc.
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Para construilr um conjunto de fungoes de forma nds particicna

mos o deminic de nosso problema em um numero finito de elementos.

a

Dentro de cada elemento, certos pontos sao identificados,que

chamamos nos.

Os critérios para a construgcao do correspondente conjunto de

fungdes sao:

a) deverao ser geradas por fungées simples definidas por partes,

elemento a elemento sobre a malha do elemento finito.

b) as fungoes deverad ser suficientemente regulares (sua-

1
ves) como membro da classe de HO .

c) As fungOes serac escolhidas de modo gue os  parametros .
@, que definem a solugac aproximada Uy sejam precisamente o0s
valores de u, nos noés (que ccorre guando impomos

¢i(XjJ =& ).

Na fiqura 2.1 vemos © nosso dominio @ a4 sua divisao em um nu

mero sempre finito de elementos.
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Figura 2,1
‘Notemos que os cidlculos essenciais precisam ser feitos — sO

num simples elemento finito tipico Qe' ja que os calculos nos de-

mais elementos sdao essencialmente o0s mesmos.

2.5. A NOCAO DE ELEMENTO PADRAO

l irataremos de definir uma base local formada por fungoes que

aqui definiremos como fungles de forma definidas para o elemento )

(elemento’ ‘padrio fixo). -
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A geragao de uma malha de elementos finitos completa conten-
do E elementos & vista como uma sequéncia de transformagdaes
{Tl,...,TE} nc gqual cada elemento Qe a imagem de um elemento pa-
drio fixo 0 através da transformagac T, -

Todag as propriedades; como numero de nds, Ilocalizagao dos
nés, fung¢oes de fdrma podem ser prescritos para o elemento padrao
fixo (.

Através de uma transformag¢ao inversivel T, poderemos trans-
-~

formar as operacoes em Qe de tal forma que elas acontecam em

e nds possamos sempre executar os calcules em Q.

2.6. TRANSFORMACOES

No método dos elementos finitos surgem naturalmente integrais

do tipoJ] fd2 que deverao ser cbtidas com relacido as coordenadas
&
glohais.

Como nossas fungoes de forma sao definidas em termos de coor
denadas curvilineas locais, @ necessarioc algum meio de expressarmos
ay . ay .
‘pl \gl

as derivadas globais do tipo —x € T em termos de deriva-

das locais.

Também notamos que os elementos de &rea sobre a qual a in-
tegragao € realizada necessita ser expressa em termos de coordena-

das locais com uma apropriada mudanga nos limites de integragao.
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Analisamos aqui tais transformacoes

P3

Py

>

1 4 i= (X{, vi)

Elemento padréo

x = x(&,n)

Y(E;n)

[
I

A maneira mais conveniente e natural de estabelecer tais
transformagoes de coordenadas € usar as fungoes de forma ja obti-
das anteriormente para representar a variagao das fungOes incOgni-
tas.

Dessa forma,

X = wi(E,n)xi

L
Il

soi(am)yi

v, = funcao de forma em termos das coordenadas locais.

Assim:



T

%)
W

|

(%]
Y

Lg)

w1 |
- |

an
vy

|

d&

Qz
e

(=2
A

|

dg

dn

J: matriz jacobiana

Se IJ‘!# 0 em (£,N) podemos pensar em

j g )
Thl':
[
K
ok
ac 9x
dn
- an
dx
Pasim
3 2x 3y
d& of 13
i} ax oy
an an an

|

a2
i

|

=]
L

(x,y)

(x,Y¥)

dx

dy

J

dé

dn

i K

I

32
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Imediatamente segue

- Ewi - Bvi -
X ' *13
= ,;]]'—l
Blpi Bvi
| %Y | on ]

Assim conseguimos expressar as coordenadas globais em termos

das ccordenadag locais, !

como

b
Il

wi(i,ﬂ} X,

witﬁfn) 'Yi '

et
i

e usando o fato do operador ¢ ser linear:

3 ) 3w, }
5E %4 3E Y3
J = =
3, 3 v,
i i
N *i an Yi |
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Ewl awz 8w3
1 3E e . ¥ ¥y
- *) Yy
awl 8¢2 BWB X, v
an an on
i Il

rPara transformarmos as variaveis ¢ a regiao na qual a inte-

gragao & feita, usaremos a formula elemento de area

dx dy = det J . dE . dn

Assim a integral JJ f(x,y)dQe se relaciona com o nosso ele-
9
=]

s

mentc padrao £ por:

JJ fix,y)di _= {jA f(x(g,n),yl&,n))det J .df .dn =
§i i i

[

1 1
= J f fix{E,n),y(&,n)) det J .dg .dn .
R

Infelizmente a forma explicita de f nao & tao simples e en
tao deve-se apelar para a integracao numérica, ja que nos calculos

numéricos nao se faz uso do calculo da inversa de J explicitamen

te.
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2.7. INTEGRACAO NUMERICA

Utilizaremos as f0rmulas de quadratura Gaussiana.

Neste método os pontos tém uma localizagao bem determinada

de modo a obtermos a melhor precisao.

A maneira mais elementar de obtermcs a integral

1 1
T = J [ J f(E,mdkEldn
-1 f-1

& primeiro calcularmes a integral interna mantendo n constante

1
j—l £(E,n)al = ij(ﬁj;ﬂ)

3 =1,...,5 .

Assim,

1
T = ( w.£(E.,n)dn
by 3 B

Ewiwjf (Ej :ﬂi)

i

?_fwiw.f(gjrﬂi) i

1,...,¢t
]

3= 1,4..,8

onde s e.t & o nimero de pontos de integracao em cada diregao.
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Neste trabalho foi utilizado uma regra de Gauss de 9 pontos

para os elementos gquadrilaterais.




CAPITULO III

APLICAGAO DO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS A UM

FLUIDO DE MAXWELL

3.1. FORMULAGCAO DO PROBLEMA

0 fluxo de fluidos de Maxwell €& governado pelas equagdes:

{
Brlj 3p avl
X T ox. + fi = PV ax
J i J
BVi
(P) 9 ax. 0
i
3T, .
l — -0
LTij LR Vi o, - Likaj Tikij] zunlj
Com condigoes de fronteira do tipo V =0 em I' = 3Q

¢oes de fronteira homocgeéneas).

Com

(3.1)

(3.2)

(3.3)
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I
IJ2(Q) = {¢]é & integravel ; JJ {¢(x)}2 AR < =}
Q

pepten 5 22, e 2

) = *9r ' gz
1 _ .o L
H_ (2] = € () ; ¢$=0 em TI
Nosso problema consiste em se achar uma solucac do tipo:
I T : NP ‘T-g, &
A T;.?_r_r) } h'—\jO(‘Q JJ 1 fﬂ)
Trataremos da escolha dos espagos Vh = {¢i}n - Hé(ﬂ) e
i=1
I 2, .. .
p, = {z,} C 17(Q} posteriormente.
N O] *

3.2. DISCRETIZACAO DAS EQUACOES DO PROBLEMA (P)

Para a aplicacgao do Matodo de Galerkin vamos tomar as equagoes

(3.1), (3.2) e (3.3), escritas em coordenadas cilindricas multipli-

cando cssas equagbes por r ¢ (x), rg{x) er ¢ (x) respectivamente e

integrando sokre ¢ dominio £ do escoamento.

aewi 6 (x) e HY (9) e ¢(x)er? (o) sao funcies de ~surorte

comnacto (funcoes teste) .

1T
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E também x = (r,z), r sendo a coordenada radial e 2z a co-

ordenada axial.

NOos obtemos a seguinte forma fraca:

Vv,
ff rf —= d2 = 0 para todo & (3.4)
o %

av

+p H rd £,40 = p ” r¢V, ~—= dQ para todo ¢ (3.5)
Q i Q J axj
( BTi.
r . 4R + A v, —=2 aq - I} r¢L, T, . df -
JLz ¢ Tik [JJQ ré k Bxk Q ¢ ik kJ

- JJQ r$ TikijdR] = ZP-IJQ r¢ Eijdﬂ para todo ¢ . (3.6)
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O Teorema de Green sera utilizado a seguir, onde a equagdao
(3.5) sera integrada por partes para possibilitar o.uso de aproxi-
macoes de menor ordem para a pressaoc p e também para o apareci —

mento de condigdes de fronteira naturais.

Obtemos entao:
- ~-rV¢, pda - IJ rV¢.1.. di -~
[ -etogran - ] esegs

oV,
+ -+

- R¢, e d + JJ ¢.Qe dQ - DJ[ ro,V. == dn =

JJQ i r q & 8 Q i'j ij

I

i} JP rh; (- pé5 + T )ny AT (3.7)

> -+
onde e _, e

¢ €g sao vetores unitarios ao longo das direcoes r e §

em coordenadas cilindricas.

£, = - jr r¢; (=pdys + 1y4)ny dr (3.8)

Ll = + ) - L}
& a forca de contato na fronteira com n a normal unitaria na fron

teira.
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3.3, A FORMULACAO DOS ELEMENTOS FINITOS

Para aplicacgao do método misto dos elementos finitos, o do-
minio © & dividido em elementos quadrilaterais com nds nos vérti-

ces, pontos médios dos lados e centro dos guadrilateros.

As aproximagaes para as variaveis V, p e T sao dadas como

seque:

w v ow, b, i=1,2,...,n

jo= 1,2,¢0.,m

(3.9) J i

PrnopLCe.

" 373

onde u., etc., sdo os valores nos nds do elemento padrao das cor-
respondentes variaveis; ¢i' Cj sao as correspondentes fungoes de

forma (NOs usamos a convengdo de soma, com soma scbre os nos dentro

do respectivo elemento).
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A substituicdo das expansdes dadas por (3.9) nas  equagoes
(3.4), (3.6) e (3.7) produz um conjunto de eqguagles algébricas nao

lineares.

A forma discretizada das equagbes acima foi apresentada por
Zago ([22]), que constitui um sistema n3o-linear de equagoes al-
gébricas de 9n+m , equagdes em Sn+m incOgnitas (3n velocida-

des, 6n tensdes e m pressoes) gque representamos por:

F(UirvirwirRirSirTirFi:Gi;QierJ F(Vi:'firpj) = ( _

t
3

TT(ui!vifwi!RirSiJTi;Fi'GifQi;Pj) = d(ui;vi’wiJ

TT(Vi:Tl:PjJ = d(Vi) .

T

Para reduzirmos ¢ tamanho das matrizes envolvidas desa-

coplamos o sistema em dois como se segue:

ALGORITMO DE NEWTON MODIFICADO:

Para k= 90,1,2,... dado Ti(k) , nds resolvemos pelo Méto~
do de Newton o sistema nao-linear
(k) e
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e com os valores obtidos para Vi fazemos

k L]
Vi = Vi( ) e calculamos © novo
r, = 1.(k+l) atraves de
1 . 1
(k) _ - ,
TT(Vi ,Ti) = d(Vi), que ¢ um sistema linear.

. Para descrevermos as variaveis fisicas, um criterio de dife-

rengas de ordem 1, conforme , Hood e Taylor ({141}, foi usado; sen-

do as componentes de velocidade e tensoes descritas por polinc-
mios de Lagrange biguadraticos e a pressao descrita por fungdes

interpoladoras bilineares.

3.4. FUNCOES DE FORMA

Um fAacil e sistemdtico método de gerar fungoes de forma de
qualquer ordem pode ser cbtido pelo simples e apropriado produto
de polindmios nas coordenadas & e 10 .

As funcoes serao aproximadas dentro de um elemento finito pa

drao (s
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(-1,1) (1)

Fard
v
o
S
~d

1 8 4
(—1,—1)‘% P ﬂ (L,=1)

Figura 3.1

Assim o elemento real Q relacionado ao elemento padrao como
seqgues:

r = riEi(E,n)

zZ = Zigi(gﬂ]) -

Discretizamos o nosso elemento padrao em sub~elementos qua-
drilaterais.

Da propriedade fundamental dos polindmios de Lagrange:

I ) (s—EOJ(&;-ElJ (g—gk_l} (€ =&y g) oor (E-E)
vy (8) = :
(€, - &)

¢m(n) ) -(n -nOJ(n -nl). « s e (n - nmJ
A -
(ng- no) . . (”z nmJ
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¢E tem valor 1 no ponto £k e se anula em n oontos .

n,m = nimero de subdivisces de nosso elemento nas dirques E e n

respectivamente.

Para termos entdo a correspondente fungao de forma ¢, asso

ciada ao no (k,%) em duas dimensoes, temos:

0 (Em) =9, = e (E)eln)

Em nosso trabalho tomamos polindmios de 19 grau para a pres-

sao necessitando conhecermos nos pontos dados por um (X) na fig. (3.1), Ci,C7,£3r
g © polindmios do 29 grau para as componentes de velocidade e
tensao, necessitando de conhecimento de Vyrerer¥g distribuidos no

elemento com os nds dados por ,{0) na figura (3.1).

Dessa forma esses polindmios definidos num elemento padrao

sao representados come a seguir:

2 (E,m) = (1 + E)(1 + nj/4
LyfE ) = (1L = £} (1 + n)/4
t4(E,m) = (1= £} - n)/4
Ly (E4m) = (L + &)(L - n)/4

|

¢l(€,n) E{L + E)n(l + n)/4



46

$,(E,n) = -E{l -E)n(l+n)/4
o5(E,n) = E(L-&Ein(l -n)/4 .
o4&} = ~E(L+E)n(l-n)/4
0 (E,m) = (L-E%)n(L+n)/2
b (E,m) = ~E(1=E)(1-n?)/2
0 (g,n) = =(1-£%)n(L -n)/2
bglEm) = E(L+E) (1 -n?) /2

bg(E,n) = (1-£%) (1 -n?)

3.5. TRATAMENTO DAS CONDIQGES'DE FRONTEIRA

No programa de elementos finitos implementado, as condigoes de

fronteira sdo impostas como se descreve a seguir,

Quando nds impomos uma certa velocidade na fronteira VO, noés

.V

substituimos a equagao correspondente em (3.5) por v, 5
Quando uma tragao & imposta na fronteira, nos colocamos esse

valor no lado direito de (3.7).

Quando a trag¢ao for nula na fronteira, nosso programa o igno
ra, € & automaticamente tratado pelo método dos elementos fini-

tos.
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Quando nenhuma tracao normal & fronteira & imposta, nd0s deve-
mos em adigao fixar uma pressao, j& gue a pressa0 aparece hun gra-

diente nas equagoes da quantidade de movimento.

Quando uma tracio normal & imposta a pressao € implicitamente

fixada, ndo sendo necessaria a sua fixagao num ponto.

Para os escoamnentos envolvendo o modelo de Maxwell & hecessa-
rio especificarmos os valores de tensao na fronteira, no caso de

escoamentos nao confinados.

Tentamos duas possibilidades: A primeira foi impor tensocs
nulas e a segunda deixd-las "livres", isto &, serac determinadas

relas erruacOes de constituicao.

Nuando tomamos tensdes nulas na fronteira, isto nao conduziu
a resultados numéricos convergentes,
05 resultados apresentados nesta tese foram entao obhtidos dei-

xando-se as tensodoes "livres" na fronteira.



CAPITULO IV
O METODO FRONTAL

4.1, INTRODUCAOQ

A escolha do método a ser adotado para a solugao dos siste-
mas lineares produzidos pela aplicagao do Método de Newton & um fa

tor de grande influéncia.

0 método adotado foi o Frontal, originalmente idealizado
por Irons [16 ], que em seu trabalho original descreveu um algorit-

mo para matrizes simétricas.

0 método Frontal tem comd mérito minimizar os requisitos da

area de memoria, sendo ideal para uso em microcomputadores.

Hood [13] apresentou um programa geral envolvendo matrizes

nao simétricas aplicado a problemas de valor de fronteira.

0 método Frontal & basicamente uma variagao do método de eli

minagﬁo de Gauss e faz usc de um facil armazenamento externo.
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4.2, A FILOSOFIA DO METODO FRONTAL

monta-

] -

A 1

deia principal da solucao frontal € que faZemos a
gem das equacoes em cada elemento e eliminamos determinadas varia-

vels ac mesmo tempo.
completamente

Tao logo os coeficientes de uma equagao sejam
os elementos

montados, € feita a soma das contribuicdes de todos

relevantes e a variavel correspondente pode ser eliminada.

das matrizes resultantes

Dessa forma a estrutura completa

nunca € formada Ja cque apds a eliminacac das varidveis gue néo
aparecerac em outros elementos, as equacoes correspondentes sdo

imediatamente armazenadas.

Chamamos de Front 3s equaéSes armazenadas, seus corresponden
tes ndos e varidveis.

0 nimero de incognitas no Front & a largura do Front,

A largura do Front muda continuamente durante o© processo de

montagem e eliminacao das variaveis.

As equagoes, nds e varildveis pertencentes ao Front sio chama

das ativas.

Aquelas gque ainda serao consideradas, inativas.
e tenham si-

Aquelas que tenham passado através do Front

do eliminadas, desativadas.
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No método Frontal, cada elemento & examinado sequencialmente

numa dada ordem.

~

Sempre gue um noveo elemento & analisado, seus coeficientes
globais das variaveis sao lidos em um arquivo e adicionados, ou
nas equagbes existentes, se os nds ja sdo ativos, ou em novas equa
coes as quais terdo de ser incluldas no Front se os nds estdao sendo

ativados pela primeira vez.

Os nds que aparecem pela 0ltima vez entao fazem com que as

suas equagoes correspondentes sejam eliminadas.

Procedendo deste modo, -surgirao espagos livres no Front
que poderao ser ocupados por novas variaveis que aparegam duran-

te a montagem de um proximo elemento.

ouando todos os elementos sao analisados, o sistema que esti

armazenado em disco & resolvido por retro-substituigao.

4,3, DESCRICAO GERAIL DA TECNICA

A Tecnica Frontal envolve as seguintes fases:

- Montagem;

Restrigaes de Valores de Fronteira:

Eliminagao;

Retro-substituicao.

Basicamente o processo pode ser visto como segue:




L
LACO

SOBRE O

ELEMENTO

MONTAGEM

O

FRONT

" ELIMIMAGAO

11

DISCO

FRONT

RETRO-SUBSTITUICAD

18]
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A rotina frontal inicia pela montagem de cada matriz elemen-

tar na memoria.

Na parte montada da matriz completa, uma pesguisa do pivd
g feita para determinar a maior entrada dentre as linhas ‘e colunas
das equagoes eliminadas, que foram completamente somadas, isto &,
linhas e colunas para as quais contribuigoes adicionais ndo surgi

rdo nas subsequentes montagens das matrizes elementares.

A linha do pive @ entao usada para 2erar  todos os coefi-

cientes na coluna do pivlé antes que ela seja colocada na memdria.

Quando, finalmente, todas as varidveis  tenham sido elimina-

des., a solucac & obtida por uma rotina de retro-substituigdo.

Equagdes que ainda nao estdo completamente somadas nio podem
ser eliminadas até a proxima montagem das equagoes do ultimo ele-

mentc em gue a variavel correspondente aparece.

A rotina frontal armazena as equagoes na ordem ditada pelo

elemento e nac pela enumeragao de nos.

as equaclOes que devem permanecer na memdria em gqualquer esté
gio cormspordem Aaquelas equagdes que ainda nao foram completamente
somadas.

Estas de fato, estdo no Front e estao aguardando montagem com

pleta.
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4.4. A ENUMERACAQ DOS ELEMENTOS

n

No método frontal a enumeragido do elemento & fundamental, e
tal fato pode ser comprovado como mostra o exemplo a seguir (um

grau de liberdade por nd):

2 4 6 5 |10 ' 6 7 8 9 10
1| 31s] 7|9 14 2°f 31 41} 5
{a) {b)

Em (a), a enumeragdo nos leva a um front mdximo igual a 5.
Em (b), a enumeragao nos leva a um front maximo igual a 8.

0 requisito para minimizar a memdria & que a enumeragao dos
elementos seja escolhida de tal modo a tornar a largura do Front

tao pequena quanto possivel.



CAPITULO V
TESTES PARA O PROGRAMA GERAL

Alguns testes foram realizados visando dar confiabilidade aos

calculos realizados, para fluidos de Maxwell.

Solucoes exatas sd foram possiveis para o caso onde a densi-

dade era nula.

Os resultados foram cobtidos para uma rede com 4 elementos.

Admitimos a viscosidade u = 1.

ESCOAMENTOS TESTES ,

5.1, ESCOAMENTO DE PQOISEUILLE

u =290

v = 0
w=1- r2
Trz = —-2r
T = 8)\r2



CONDICOES DE FRONTEIRA

z4

z=1

5.2. ESCOAMENTO DE CQUETTE

)

e
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CONDICOES DE FRONTEIRA

z
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p=U
v=1 v=0
T _4=8/3 T,=2/3
_ 8.16A 8
Tog="9 Tos~ 5
r=1 r=2

5.3. ESCOAMENTO TORSIONAL

u=2a
v = rz
w =0
Tzﬂ=r
T =2r2



CONDICOES DE FRONTEIRA

z A
| P
=0 V=2
TZE}=O T29=l
T88=0 Teeﬂz
r=1

5.4. ANULAR

u =20
v=290

_ _fin xr
W 1 tn 2
T __ 1

¥Z  rn2

2\

27
rz(Rn 2)2
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CONDICOES DE FRONTETRA -

58
—q p=0
W= ' w =0
1 1
T == T = e o
rz on 2 re 28n2
2A A
i = Ll N S T B e
A4 (Ln 2)2 zz 2 (%n 2)2
:
r=1 t r=2

5.5. RESULTADOS DOS TESTES

0Os resul tades descritos a sequir foram obtidos utilizando
o Método de Newton com anroximardc inicial corresrondendo as fun

coes nulas. ' ,

erro = [solucdo exata - solucio aproximada |

e, = €rro na variavel u
e, = erro na varivel v
e = erro na variavel w
e = erro na variavel T

R ry
e. = erro na variavel T

S z2
e = erro ha variavel =

T xrz
e_ = erro na variavel

F TrB



e =

erro na variivel

0 90
eG = err¢ na variavel Trz
ESCOAMENTO DE POTISEUILLE

oo 0 0.01 0.1
e, .10”18 2.10710 4.107°
e 0 0 0
v
ew 0 0 0
eq T g9.10" 10 2.10"8
e 10”18 2.10716 3.107%
ey 10”14 2.107 %0 1.1077
eF 0 0 0
e 10710 7.10710 2.1078
0
eG 0 0 0

Residuo 10713 1.1078 1.1077

| Rest

50
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ESCOAMENTO DE COUETTE

-

0 6.01 0.1
e 0 7.10°° 1.1074
tl
e, 1.10°8 3.107° 2.1073
e 0 2.1070 1.107°
W
e 0 3.1074 3.1073
B ;
e, 3.1074 2.1074 1.1074
e 0 2.1074 3.1073
T
e 0 1.1074 g.10"2
0
e 1.10°4 1.1074 1.107¢
e, 0 3.10°° 2.1074
Residuo 2.1078 4.10"7 3,1078

A1
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ESCOAMENTO TORSIONAL

0 0.01 0.1
e 7.107° 7.1076 5.107°
e G 0 G
v
e 0 2.1077 1,107/
W
o 0 7.1072 7.107%
R
e 0 5.107° 4.10~8
ey 0 1.1073 2.1072
e 6.10 17 3.1078 2.107°
e 0 1.107¢ 1.107°
0
0
eG 0 0
Residuo 9.10"2 9.1078 8.10"’

6l



ANULAR
A 0 0.01 0.1
erro
e, 5.107° 6.10°° 8.107 0
ev 0 0 0
e, 1.107° 2.107° 4.107%
ey 6.1074 7.1074 §.1074
eq 5.10¢ 1.10°3 4,103
e 0 a.107% 3.1073
T
e 8.10 " 9.10"° 1.1074
eF 0 0 0
eG 0 0 0
Residuo 5.10"% 5.10 2 5,103
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CAPITULO VI

SIMULAGAO NUMERICA PARA CILINDROS CO-AXIAIS POROSOS
6.1, O CASO ANALISADO POR HUANG

Huang ( {15]) aplicou uma técnica de quasilinearizagao para

o escoamento de fluido newtoniano atraves de cilindros co—-axiais

porosos de comprimento infinito .

Huang considerou o caso axisimetrico -

Tomou como hipotese v = 0.
As condigoes de fronteira que impds foram:

a} Nao deslizamento nas paredes



b} Velocidade constante de injegao

em r =4 E D =vvl

em r = b u = V2

|

A
7
.
u=-V17 L 1‘3
a - b ’4\\\\T4

(parede porosa}

i

64
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Para velocidades eonstantes de iniegdo nas naredes , uma esco

lha nazeavef de y &

u =bpoilEl (6.1)

onde f(r) & uma fungdc incdgnita e Q @& definido como Q= (bV,+

+ avl)/b.

A substituicao de (6.1) nas equacgoes de Navier-Stokes mais

as condigodes de axisimetria e v=0 nos dao
w = ~bQ mi—%El z + Qh (r) (6.2)

onde h(r) & uma outra fungao incdgnita.

Introduzindo a variavel n = (r/b)2 , hir) e £{r) devem sa
tisfazer o sistema de equagoes diferenciais proveniente também das

equagoes de Navier-Stokes:

nf"™ + 2£™ + Re(f’'f" - £f£") =0 (6.3)
nh™ + 2h" + Re(hf" - £h") = 0 (6.4)
. _ daf _ b0
onde f' = an e Re Ty

Vv : viscosidade cinemitica.
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As condigoes de fronteira para f e h sao

v .
Y

£ing) = - -5 n/% £n) =0  hing) =0

Vo
f(1) ="'6-" £'{(1) =0 h{l) = 0

2
_ ., a
onde no = | b)

Por inspecado do sistema, formado pelas eqguagCes (6.3) e (6.4),

verificamos que uma solugao particular para hin) &

h{n) = cf’(n)

onde ¢ & uma constante.

Assim
U oo g f(n)
/n
v=2_0
. 'Z]f'
woo= [uo - 20(1;) (r)
onde u_ = Q.C (parametro constante}.

o]
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Assim o problema de escoamento atraves de cilindros co-axiais

porosos reduz-se a achar a solugao do problema:
nfllll + 2f"| + Re(f]fll — fflll) - 0

com condigoes de fronteira

\Y v
- _ .1 /2 _ _ - 2=
f(no) = ) "o = ~-0a , £(1) B

£'(n,) = £(1) =0 .

Este problema foi rxesolvido aplicando-se ¢ método de quasi-

linearizagao.

Para a obtencgado dos resultados numéricos e graficos agui ex-

postos, nas fronteiras Fl_:e T, , utilizamos as expressoes (6.1) e

2
{6.2) para impormos as velocidades de Y e V¥, respectivamente.

0s valores numéricos de W e ¥ foram apresentados no traba

lho publicado por Huang [15].

Tomamos © éaso a=1 e b =2 con Vl =1 e V2 = 0,

As condigOes de fronteira para a aplicagao do Método dos Ele

mentos Finitos ficaram como segue:
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retirados dos
v =0 : : resultados obtidos

o por Huang

v = { v =0
w =0 w =0

: u retirados dos
v =0 resultados obtidos
w por Huang

Aplicamos o Método dos Elementos Finitos para dois casos,
onde os erros foram obtidos commarando-se ©S hossos resultados

numaricos com os de Huang.

CASO 1 - densidade = 0.0

_ ~1
eu = 7,10
errsc
absoluto ev =0
e = 4.10_2
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CASO 2 ~ densidade = 20.0
. -1
eu = 9,10
erro = 0
absoluto ev
e = 5.10-l
W

Uma rede tipica de elementos finitos para 100 elementos & mos

trada na figura abaixo: f
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elementos
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Rede
(10 divisoes em I
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Analisando os resultados obtidos por nosso programa de ele-

mentos finitos, percebemos que u foi funcao de r e de z, con-

LY

tradizendo a hipdtese de Huang.

gos e

ma de

resi

Achavamos que a sua hipotese fosse valida para ciuindros lon
tomamos =z = 2, 20 que por dificuldades, lnerentes ac progra-
elewentos finitos por nos utilizadog, tomamos 5 elementos em

20 elementos em 2.

Essa hipGtese de cilindro longo nos levou aos seguintes er-

e = 8.].0“l
u
erro
absoluto e =0
v
e = 2.10"1

e também u = ufr,z).
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CAMPO VETORIAL
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-

Acreditamos que a hipotese

u(r) possa atée

mas fica aqui uma interrogagao para que tipo de cilindro (longo ou

rograma vem corresponden

a -

ja gque nosseo p

curto) a hipdtese & valida,

do plenamente para fluidos Newtonianos, conforme atestam o©s testes

-

do programa por nes realizados.,



6.2. SIMULACAEO NUMERICA PARA FLUIDOS DE MAXWELL

6.2.1. 0 CAS0 DO CILINDRO CO-AXIAL POROSO

CONDICOES DE FRONTEIRA

t, =0
v = 0+ Tensoes Livres
t, =0
—— = ¢ P=20
1_ r
L ]
— er————
. =-1 u = -1
v=20 ' v = 0 -+ Tensoes Livres
w =20 w =20
+“
Tensdes
Livres
-7 u=0
v = 0 +Tensoes livres
w=-2/3

FToi utilizada uma rede envolvendo 100 elementos.
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RESIDUOS CALCULADOS

RESIDUOS
A =0 3.1071°
A = 0.01 5.10"°
A = 0.02 7.107%
‘A = 0.03 2.1072
A = 0.04 2.107%
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6.2.2. O CASO DO POCO

CONDICOES DE FRONTEIRA

u=0 . _ .
v=0- + Tensoes Livres
w=+1:
u=20 u = -1
v =20 -—+4— Vv = 0 + Tensces Livres
t, =0 b w =0
+
Tensces »
Livres
yu=0,v=0 + Tensoes Livres
w=-1
RESIDUOS
RESTDUO
A= 0 3.1071°
A =0.01 2.1075
A= 0,02 3,107
A = 0,03 1.107 %

Foi utilizada uma rede -com 100 elementos.
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CAMPO VETORIAL
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6.3. DISCUSSAO DOS RESULTADOS OBTIDOS PARA O ESCOAMENTO DE MAXWELL

Al

Nos problemas de escoamento de Maxwell, através da técnica
frontal, o - maior valor de A para o qual o método convergiu
foi A = 0.03, O valor A = 0.04 deu um peéssimo resultado para o

problema de cilindro co-axial poroso.

0 valor de X & critico para o caso do pogo e a convergéncia

ocorreu somente para A < 0,02,

0 programa de elementos finitos vem fuhcionando bem 'para o
caso de fluidos newtonianos, ﬁas algo mais ainda precisa ser feito
em termos de fluidos . de . Maxwell para. melhorarmos os resulta-
dos obtidos, ja cue a convergéncia € obtida para valores muito peque-

nos de A.



¢caPITULO VII

IMPLEMENTAGCAO DE UM PROGRAMA DE ELEMENTOS FINITOS

7.1. ESTRUTURA DO PROGRAMA

Nosso modelo fundamental € visto como segue:

h:d

DADOS p———| CALCULOS RESULTADOS

0 programa implementado idealizado por Zago [22] adota uma
estrutura modular, onde séparamos o programa em subrotinas especi-
ficas; um programa principal controlando a ordem de chamada das

subrotinas, conforme podemos ver pelo diagrama a sequir.



brOHOZHMNT PR PHOOTDNY

BRELIT

MATRIXi

DADOS

REDE

BOUND

DEFIQ

i

ECRDON

ECRFRO

PREFRO

l

PREFRT

l

FRONT

ENTRADA

IMPRESSAO
DADOS
ENTRADA

- PRELTM

+

STLOC

> FRONT1

+

"ECRSQL

< sTLOCL

1 DEFUNC' | * TPSIY | - TPHIX
MATRIX le] OPSIX . QPHI QPHIY
TPSTX TPHI TPHIY

' ——w— ELIM

TPSI

08
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7.2, DESCRIGCAO DAS PRINCIPAIS VARIAVEIS

N -~ nimero de elementos no eixo r

M - nimero de elementos no eixo z

ID - indice da gecmetria do elemento (ID=1 quadradc; ID=2 triénguld)
TE - toleradncia

RO - densidade do fluido

VISC - viscosidade do fluirilo\L

TNAT - constante viscoelastica

NITNR - nimero de itera¢des no Método Newton

IDEP - constante de aproximagdo inicial (IDEP = 2&proximacao inicial nula;

IDEP =0 aproximagao inicial qualquer (em cerel de um-rodada anterior)).
CX,CY - tamanho de cada elemento nas direcoes r e z
NSO - numero de vértices
NNODE - nimeroc de nos
NBD ~ nimeros de nos de fror;teira
NVAR - numero total de variaveis

NELEM -~ namero de elementos
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IP1, IP2 - constantes que definem o nd e elemento em que serd fixada a pressdo
ICl, IC2, IC3, IC4 - constantes que-definem os vertices,do retangulo.

INOD (9,NELEM) - cada linha representa a enumeragao de um elemento,
os elementos saco enumerados de baixo para cima, da esguerda

para a direita.

. IBDNOD (NBD) - indica © no da fronteira

X , ¥ - vetores coordenadas dos nds

VALU, VALV, VALW - valores das variaveis U,'V, W nos nds de fron-

teira, quando prescg¢ritos

VALR, VALS, VALT, VALQ, VALF, VALG - valores das variaveis de ten-

sao nos nos de fronteira quando prescritos.

IBDU, IBDV, IBDW - Indice que indica se uma varidvel foil prescrita

no respectivo nod

1BDR, IBDS, IBDT, IBDQ, IBDF, IBDG - idém para verificar se ~pres-

crevemos valores de tensao na fronteira
VALFX, VALFY, VALFZ - valores de forcas de tragdo na fronteira
NIVEL - ntmero de variaveis.por elemento
IGLO (I,J) - indice global da variavel J do elemento I

IEF (I) - elemento em que desaparece a variavel I
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IDES (I) - destinagao da variavel I
MVAC - variaveis ativas simultaneamente
IACT (I) - Indice da variavel ocupando a destinagdo I

ACT (I,J) - matriz para cada elemento; & a matriz de trabalho ho

front, nela se faz a montagem ao passar pelos elementos.

BUFFER (I,J) - matriz onde vao ser armazenadas as linhas de ACT na
etapa de eliminagao dos espagos das varidveis desativadas

Substitui_o disco no vVaX-l1

VEC (MVAC+l) - vetor que guarda o lado direito das variaveis livres

a serem eliminadas
ARHS (MVAC) -~ & o lado direito que corresponde a ACT

INDEX (NELIM] - vetor com componentes gue sac os nomes das varia-

veis que irao ser eliminadas

NELIM ~ nimero de varidveis livres que vao ser eliminadas por ele-

mento.

INDIMP (NIMP) - vetor com componentes que sao os nomes das varia-

velis prescritas gue vao ser eliminadas
NIMP - nimero de varidveis que vao ser eliminadas
KE - contador para as variaveis que estdo sendo esliminadas

IMP (NVEL} =~ vetor que indica se as variaveis nesse elemento  tem
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valor prescrito.

RHLOC (NVEL) - contem os valores fixados : .

I

(RHLOC 0 se a variavel & livre ou nao esta na fronteira).

7.3. DESCRIGCAO DAS SUBROTINAS

SUBROTINA REDE

Constroi a rede para aplicacac do método dos elementos fini-
tos no plano.
Os elementos sao quadrados ou tridngulos.

Faz também, a enumeracaoc dos nds; coloca indice nos nds de

fronteira; calcula as componentes (r,z) de cada nd.

SUBROTINA BQUND
Introduz as condigoOes de fronteira do problema.

Prescricdo dos valores para as velocidades, tensCes ‘e for -

¢cas de tracao

SUBROTINA DEFIQ

Fornece os valores de pesos para as regras de Gauss: 4 e 8

pontos de integracao.
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SUBROTINA ECRDON

Imprime os dados de entrada fornecidos por . RRDE.

SUBROTINA ECRFRO

Impressao de dados fornecidos por BOUND.

SUBROTINA PREFRO

Faz a contabilidade para utilizagao pela subrotina FRONT pa-

ra as variaveis u, v, w e ‘p.

4
¢

Indica o tiltimo elemento contendo cada no.
Indica quando as gontribuigdes para as linhas no processo de
montagem/eliminagao estao completadas,

SUBROTINA PREFRT

Idem, sO que as varilveis sd3o R, S, T, Q, F e G.

SUBROTINA FRONT

Utilizando-zse da contabilidade efetuada- pelas subrotinas
PREFRO e PREFRT realiza as operagoes de busca sobre os elementos,
montagem e eliminagao; armazenamento sobre o BUFFER e solugao apro

ximada por retro-gsubstituigao.
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SUBROTINA PRELIM (M)

Fornece dados liteis que intexrferem apenas no elemento em gque

se encontra o lago, relativos a condigoes de fronteira;valores das

variidveis nos nos do elemento, tensoes.

SUBROTINA MATRIZ

Calcula as entradas relativas ac elemento da matriz elementar.
Calcula os valores de todas as integrais envolvidas no pro-

cesso de discretizagao.

SUBROTINA STLOC

Calcula os valores das eguagoes discretizadas para todos os

elementos.

SUBROTINA ELIM

Elimina as variaveis que aparecem pela Ultima vez e armazena

essas mesmas variaveis no Buffer ou Disco (as que estdo desativadas).

SUBROTINA FRONTIL

Realiza as mesmas operagoes, sO que para as tensoes.

SUBROTINA ECRSOL

Resultados finais de velocidade, pressao, residuo e tensoes

da solugao aproximada.



CcAPITULO VIII
CONCLUSOES E COMENTARIOS

0 programa desenvolvido mostrou-se bastante eficiente para os
escoamentos de fluido Newtoniano; porém, apesar de obtermos solu-
¢ées numéricas aproximadas razoaveis para os fluidos de Maxwell, a

anilise nao foi possivel para valores maiores de } quc os calculados.

No sistema VAX-1l nac ha tanto inconveniente de capacidade de
memoria, sendo intocressante para se resolver cos sistemas lineares
resultantes um outro método, que nac seja o Metodo Frontal, que
por trabalhar com pouca capaciaade de memdria, & bom para microcom

Pl il ey

Seria importante a apresentagao do tempo de execugao dos ca-
sos analisados ao método em estudo. Entretanto, como © sistema
vaX-11 trabalha em tempo compartilhado, nao € possivel tal compara
cao. A influCncia de temreratura e o regime nao perrianente sdo ca-
sos interegsantes a gserem cstudados e serao motivos de modifica-

coes posteriores no programa ja implementado.
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