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INTRODUÇÃO 

Esta dissertação tem por objetivo a implementação .de um pro­

grama de elementos finitos tipo misto para escoamento de fluidos 

de Maxwell em cilindros co-axiais porosos e ·a simulação numérica 

para algumas geometrias de interesse no campo da Engenharia Mecâ­

nica. 

O problema de escoamento através · de paredes porosas vem 

atraindo a atenção de engenheiros e matemáticos, em Vista de suas 

múltiplas aplicações, por exemplo, transpiração, controle de cama­

da limite, resfriamento em reatores. nucleares~ etc. 

Vários métodos aProximados têm sido utili~ados, mas semrr.e 

impondo certas restrições, extensos cálculos e simplificações, co­

mo o problema analisado por Huang: [15]. 

A aplicação do Método,· dos Elementos Finitos possibilita ex­

plorarmos outras situações totalmente impróprias de serem estuda-­

das por técnicas como o método da similaridade. 

Esperamos que este trabalho venha a contribuir para que no­

vas pesquisas em meios porosos possam ser realizadas. 
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NOTAÇÃO 

r - coordcmndn. raclic1l 

e - coordenada azimutal 

z - coordenada axial 

u - componente da velocidade na direção radial 

v - componente da velocidade na direção azimutal 

w- componente da velocidade na direção axial 

~ - viscosidade dinâmica 

p - densidade 

V - viscosidade cinemática (= ~/p} 

fr' f 8 , fz - força externa por unidade de volume na direção indica 

da pelo Índice 

p - pressao 

t - tempo 

-Re - numero de Reynolds 

T .. - tensor de tensões 
lJ 

T.. - tensor de extra-tensÕes 
lJ 

Tij = -ro .. 
lJ + T ij 

6 .. - delta de Kronecker (o .. = 1 se i=j • oij i o se 
lJ lJ • i;lj) 



T T r e T R F T r r rz 

( T ij) 'r e 'e e 'ez F Q G 
T - = = 

T 'ez T T G s rz zz 

av. 
1 divergência de V V•V dX, - -
1 

av. 
1 - gradiente de v v v ax. -
J 

a.b. - índice repetido {convenção de sorna) - indica a soma de to-
1 1 

+ 
n -

+ 
e -r 

+ 
e e -

n -
m -
À -

das as componentes do tipo a
1 

b1 obtida dá.fldo a i todos os 

valores admissíveis. 

normal à superfície 

vetor unitário na direção r 

vetor unitário na· direção e 

- de - do elemento numero nos 

número de vérticeS do elemento 

constante viscoelástica 

av. 
1 

= axj 
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Lij + Lji - tensor de taxa de deformação 

+ 
t = (t ,t

9
,t ) - tração na fronteira 

r z 
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RESUMO 

O escoamento de um fluido de Maxwell através de cilindros co­

axiais porosos é simulado numericamente através do método de ele­

mentos finitos misto utilizando elementos quadrilaterais com apr~ 

ximações quadráticas nas tensões e velocidades e linear nas pres­

soes. As integrais são computadas numericamente por uma regra de 

Gauss de nove pontos. 

As equaçoes discretizadas sao resolvidas pelo Método de New­

ton e os sistemas lineares resolvidos pelo Método Frontal. 

o escoamento é supoSto isotérmico, incompressível, permanen­

te, tridimensional e axisimétrico. 
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CAP!TULO I 

·coNSIDERAÇÕES SOBRE O MODELO DE MAXWELL 

1.1. LEIS E EQUAÇÕES BÂSICAS 

As seguintes leis básicas regulam o escoamento de um -~luido: 

(a) Conservação da Massa: 

"A taxa de variação da massa de um corpo é igual a massa for 

necida à ele''. 

Se nenhuma massa é fornecida ao corpo, a massa é conservada 

e temos assim o Principio de éonservação da Massa. 

A aplicação deste Principio nos conduz a equação de Conserva 

çao da Massa (Bathnagar ~]) para fluidos incompressiveis: 

(b) Conservação do Momento Linear: 

"A taxa de variação do momento linear de um corpo é igual a 

razao na qual o momento lhe e fornecido pela aplicação de forças 

de campo e forças de superfície". 

Se nenhuma força (de campo ou superficial atua num corpo, 
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seu momento linear é conservado e assim temos o Principio de Con-

servação do Momento Linear. 

São 6oJt.ç.a.6 de. campo a& 6oJtç.a..6 e.x..te.Jtna.& habite. u.tll ma.teA.la.l. e 

que .6 e de...& e.nvolv e.m .& e.m c. o n.ta.to. {I.& ..i. c. o. Po!:" exemplo, a gravidade. 

Siic · fioJtçaó Je óLtpe!t{te.ée oLt de eon:ta:to a.; 60Jtca< exe!te.édao 

.õobJte. um c.on.toJt.na po!L me..io de .&ua vlzútltctnç.a, a.tl!.avé.6 de. can.tato 

d.é!te:to. 

PO!t exen~p.to, o ven:to óapJca.nda .;obJte a óaee de wn .tago ea.l'.mo. 

Da aplicação deste principio, obtemos a equação de Conserva­

çao do N.omento (Bathnagar [ 6 ] ) à densidade constante e regime <..~s 

tacionário: 

av. , 

(c) Conseryação do Momento Angular: 

"A taxa de variação do momento angular de um corpo é igual ~l 

taxa do momento angular que está atuando nele pela aplicação de! 

tensões conjugadas". 

Se 1;1ão é aplicada nenhuma tensão conjugada ao corpo, seu mo-· 

menta angular é conservado e assim temos o Principio de Conserva -· 

ção do Momento Angular •. 
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Da aplicação deste Princípio estabelecemos que as componen-

tes de tensão são simétricas nos indices 

(d) Conservação da Energia: 

i e j (T .. = T .. ) 
lJ Jl 

"A taxa de variação da energia total de um corpo é igual a 

taxa de supriment9. de energia a este corpo". 

Quando niio hâ de.pe.ndêstc..ia da.& va.Jt..é:âve.i-6 com a .te.mpe.JtatuJta,ou 

e..la. ê. de.iJpJte.zZvet., J p1wbl.e.ma. e: d.i:to .tbo . .tê.Jtm.i.c.o. Ne..&te.. c.a.&o, no.ó.&o 

p.Jtoól..e.ma. .6e Jr.eduz a a.pe.na-6 .t.Jtê.ll equaç_Õell C'. .t~t.ê-& va~t..iâve..i-6 que .6ão: 

1.2. A EQUAÇÃO DE CONSTITUIÇÃO 

Esta equaçao estabelece a relação entre a tensão aplicada e 

as variáveis cinemáticas (velocidade, deformação). 

Um dos grandes problemas é a formulaçãO das equações consti­

tutivas, também chamadas equações reológicas de estado, não exis­

tindo ainda Qma só equação de constituição que possa prever todos 

os fenômenos exibidos pelos diversos materiais. 
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1.2.1. FLUIDOS NEWTONIANOS 

Para uma grande classe de fluidos chamados de Newtonianos a 

relação entre o tensor de extra-tensões -r. . e o tensor de defor 
1J 

- -maçao e linear 

1 'J' ~ 2 p E .. ... " l.J 

onde ll é a viscosidade do fluido. 

1 ij 

abaixo. 

fica urna funcão linear de 

Tensão 
Tangencial 

como mostra 

"'----J...-------·-
taxa de deformação 

a figura 
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1.2.2. FLUIDOS NÃO-NEWTONIANOS 

Fluidos que não obedecem urra relação linear entre, T ij e Eij são cha 

inados mão-Newtonianos,~ por exemplo, Óleo, tinta, sangue, plásticos, 

as soluções poliméricas e muitos outros. 

Na figura abaixo vemos a classificação desta classe de flui-

dos. 

Tensão 
Tangencial 

/ 
/ 

/ 
/ 

1.2.2.1. PSEUDO-PTáSTICOS 

Bingham 

Pseudo- Plástico 

/ 
/ 

/ 

Newtoniana 

I?ilatante 

taxa de deformação 

~ uma classe de fluidos em que hã um decréscimo na viscosida 

de com o aumen~o da tensão tangencial. 

são exemplos tipicos:polietileno fundido, polipropileno, gli 

cer.ina, e.tc . 
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1.2.2.2. FLUIDOS DE BINGHAM 

0.6 6ltL(.do.6 de. Blngham .&ao c.a.paze.h de. ma.nteJt. u.ma c.e.tt.ta. .te.n4ão 

.ta.nge.nc.-i.a.-1:. -r
0 

an:te..6 de. c.ome.ç.a.IL a. 6lu.-i.Jt, como pode.mo.6 noúvt na ge.­

.e ê.la. e. .t.i.nta.. 

1.2.2. J. DILATANTES 

são fluidos em que há um aumento na viscosidade com o aurnen-

to da tensão tangencial. Nós dizemos nue a bor 

Uns poucos fiuidos se comportam desta forma, como certas S 11S 

- ~ pensoes concentradas de part1.culas .mui to pequenas,, 

l. 2. 2 .4 • VISCOELÁS'riCOS 

Quando nós esticamos uma borracha e então a soltamos, ela 

retorna ao seu_ comprimento original. Nós dizemos que a borracha 

é elástica. 

Os fluidos viscoelãsticos apresentafl caracteristicas simulta 

nearnente de fluidos Newtonianos (viscosos} e de sólidos (eliSticos). 

No caso da borracha e de outros materiais sólidos, eles po­

dem lernbrar-se perfeitamente da sua configuração inicial antes de 

serem esticados. 

Definimos "memória finita" ~uando o material viscoelás-

tico "se lembra" de onde ele veio, mas a sua "memória 11 de configurn.-

~oes num passado recente é muito melhor do g_ue de configurações 
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experienciadas num passado distante. 

Devido a essa "memória finita~~ , fluidos viscoelásticos 
' 

nao podem recobrar completamente seu estado inicial. 

Tais fluidos não retornam completamente -a sua posição ori 

ginal já que eles gradualmente "esquecem" de onde viera1n. 

1.2.3. O MODELO DE MAXWELL 

Se escrevermos as tensões em um material comprimido entre 

dois planos separados pela distância y, o liquido Newtoniana com 

viscosidade ~ e o sólido Hookeano com módulo G são descri tos por 

Newton: 

dvx o 
T = ~ = ~ Yyx yx dy 

(a) 

Hooke: 

du 
G 

X 
Gyyx T = = yx dy 

(b) 

onde vx é a velocidade do fluido na direção x u é a deforma 
X 

ção-do sólido na direção x, Y yx é a componente do tensor de ten-

sãO, Yyx ~ a conDonente do tensor de taxa de deformação e 



O Modelo de Maxwell é 

'Tyx + 
~ 

G 
= ' 

que contém as idéias das equaç.oes (a) e (b) acima. 
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(c) 

A equaçao (c) acima é a mais simples expressao para a tensão 
' . 

tangencial para um liquido que tenha tanto viscosidade como elasti 

cidade. 

Para componentes de tensão arbitrárias o Modelo de Maxwell 

tem a seguinte forma: 

onde 

o 
= ll y o ij 

À = 
o viscoelasticidade 

no = - ~iscosidade. 

A analogia com sistemas mecânicos pode ser feita e permite 

auxiliar na formulação de sistemas viscoelásticos mais complexos. 

Para tal analogia mecânica, a relação tensão-deformação para 

os sólidos Hookeanos tem a mesma forma que a relação força-desloca 

menta para uma mola com força constante: 
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F = GD 

A relação tensão-taxa de deformação para fluitlos Newtonianos 

tem a mesma forma que a relação força-taxa de deslocamento para um 

amortecedor: 

F= • 

O modelo de Maxwell é então obtido pensando-se num sistema 

mola e amortecedor em série 

1- D .. , 
\11 • .. F mola descrita por 

F = GD 

~ I ...... F amortecedor descrito por 

- dD 
F= ~ dt 

• • F mola e amortecedor em série 

descritos por 
Dl 02 

F + (_!l_) dF dD = 
~ dt G dt 
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1,2.4. MODELO DE MAXWELL GENERALIZADO 

Um outro modelo de grande importância é o mod~lo de Maxwell 

Generalizado, para o qual a analogia mecânica é Jrnostrada abaixo 

. 
• 

• . 

.pl 

~2 

F 

\.1! . 
k 

Este modelo tem um número infinito de constantes de viscosi.-

dade nk e um número infinito de consta.ntes de tempo Àk e pode 

ser pensado como urna superposição de um número infinito de modelos 

de Maxwell 

h ~k) 
1) 

at 
o 

= n k Y ij 

Para o caso geral, cqm a definição própria para 
' 

d1 .. 
1) 

ôt 



·,-.-

nós obtemos 

Tij + À( 

Para Regime Permanente: 

ou 

2 ~E .. 
~J 

1.2.5. COORDENADAS CIL1NDRICAS POLARES 

- Equação de Conservação de Massa 

Xi = (r,S,z) 

au + aw + 
ar az 

u 
= o 

r 

(Simetria 1\xial) 

111 
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(1.1) 



- Equação de Conservação de Quantidade de Moviment~o 

2E.. 
at. av. 

+ ~j + f. = pV. ~ 

ax. ax. ~ J ax. 
~ J J 

onde li...: pé .. + T. = -· J.) ~i 

Assim, 

an aR aT 1 = + + + (R- Q) + fr = P [u au 
ar -

2 
v 

ar ar ãZ r 

' 
aF + aG + 2 f = 
é'lr {lz r F + 8 P [ U a v + uv a v 1 

ar r + w (lz 

ap 
- az 

aT 
+ ar 

as 
+ ãZ + 

1 
T + fz = r 

- Equação de constituição 

R + Ã[u aR . ar 

s + 

+ w aR _ ZR au 
dz ar-. 

as _ 2T _aw_ ,_ 
dz dr 

2T au 1 az 

aw az1 

= 2 , au 
"ar 

2S aw 1 = 2 1l aw az az 

r 
+ w au 1 az 

17 . 

(1. 2) 

(1.3) 

(1. 4) 

( 1. 5) 

(l.G) 



T + l.[u + w T(~ 
ar 

_ R aw 1 = ~ (~!'. + aw) 
dr az dr 

+ aw) 
az - s 

Q + !. [ u ao + w lll + 2F ('! - avl - 20 !'. -
élr êlz r dr r 

- 2G u 
2~­

r 

F + !.[u aF + W 3F 
ar ãZ + R v -F(!'. 

r r 

v G au T a v 1 = ~(- - + dV) 
az 

G + Hu aG 
ar 

az 

3G + w ãZ 

aw 1 = 
ar 

+ 

r 

v T(- -
r 

a v 
~ az 

ar 

' 
a v) 
ar 

+ au) 
ar 

G(u - r + aw) 
az -

1.2.6. EQUAÇÕES DE NAVIER-STOKES (FLUIDOS NEWTONIANOS). 

li 
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(1. 7) 

( 1 .. 8) 

(1. 9) 

( 1.10) 

Il<l,r<l um fluido Newtoniana !.=0; substituindo as equações (1.5), 

a (1.10) nas equações (1.2), (1.3) e (1.4) e usando o fato de que 

da equação (1.1): 

e 
2 

u 
-2 + 

r 
= o 



NÓs obtemos as equaçoes de Navier-Stokes: 

= p[u 

2 
+pl' ~ + 

ar 

+ w au 
ãZ 

1 av --+ r ar 

2 
- ~ 1 

r 

= P lu av + w av + uv 1 ar rz r 

pf -z 

= p lu 

+ .! aw 
r dr 

~] = 
2 

r 

-; l = 
r 

19 
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CAP!TULO !I 

CONSIDERAÇÕES SOBRE O .METODO DOS ELEMENTOS FINITOS 

2 .1. INTRODUÇÃO 

A técnica de análise estrutural que posteriormente 
" 

veio a 

' 
ser conhecida como Mêtodo dos Elementos Finitos foi originalmente 

desenvolvida como uma éxtensão do procedimento padrão para análise 

estrutural, e a principio foi reconhecida somente1,~entro deste con 

texto limita do. 
~ .. , 
' . 

Porém, seu campo de aplicações estendeu-se rapidamente e no 

começo dos anos 60, tornou-se claro que o Método dos Elementos Fi­

nitos é essencialmente um procedimento especial de discreti?.<'lÇão 

que pode ser empregado nwna larga faixa de problemas de campo, in-

aluindo-se portanto a Mecânica dos Fluidos. 

A aplicação do método então se generalizou e suas raizes ma­

temáticas mais abrangentes foram reconhecidas. 
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t; uma técnica numérica geral para a solução de sistemas de 

equações diferenciais sujei tos a. condições de fronteiras e iniciais 

apropriadas. 

O sucesso deste tnétodo depende da disponibilidade de 

meios eficientes para se resolver os sistemas de equaçêies lineares 

ou não-lineares de grande porte resultantes. 

2. 2. O CONCEITO DE ELEMEN'l'OS FINITOS 

O método dos elementos finitos é dirigido para a solução de 

problemas matemáticos ou fisicos que são geralmente,d(';fipidos num 

dorninio contínuo, cujo número de graus de liberdade é infinito e 

uma soluçã9. exata e de difÍcil obtenção. 

Para tornar o problema possível de ser resolvido por métodos 

numéricos, os infinitos graus de liberdade do sisteHJa são discroti 

zados ou trocados por um niimero f in i lo de parâmetros a serem deter 

minados. 

Uma solução numérica aproximada é procurada assumindo então 

que o comportamento do meio continuo possa ser representado por um 

número finito de incógnitas. 

O procediffiento original de elementos finitos divide o contínuo 

em uma série de subdomínios chamados, ·elementos fini·tos. 
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Este processo de divisão e chamado discretização. 

Se os elementos do sistema sao simples e repetiveis, po-

demos deduzir 

para obter o 

dela. 

receitas para o cálculo de suas contribuições 

sistema de equações que melhor descreve o mo-

A grande vantagem prática deste método e que as contribui -

çoes dos elementos são altamente localizadas e somente uns poucos 

termos não nulos contribuem por elemento. 

Na prática esta localização resulta em sis·temas esparsos e 

de banda, reduzindo de maneira significativa os requisitos de ID8IDO 

ria do computador. 

No método dos elementos finitos as variáveis do problema sao 

aproximadas por funções simples, que são geralmente polinômios por 

partes e o método utilizado na aproximação é a interpolação de fun 

çoes de várias variáveis. 

PZlra o caso cJc utilizc1r-mos clementes quudrilaterais, optumos 

po:r. por aproxiJr,ilçocs IJOr meio de polinômios de Lagrange por partes. 

Em cnda um desses elementos iremos determinar as funções in­

terpoladoras, calculando as chamadu.s funções de formu <1ssociadas 

a cada nó do nosso clel!\ento. 
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2. 3. O Mê'J'ODO DE G/\LERKIN 

f: a estratégia que usamos para construir ap.Loximações para a 

solução em problenws ele valor de contorno. 

Para fixarmos a notaçQo 1 inicinmos escrcven:Jo alguns :.~:c sul ta 

dos da Análise Funcional. 

Consideremos fl domínio limitado do 
2 

IR e r sua fronteira. 

r 
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Para todo 
l 

u,v E H (fl) , definimos o produto interno 

( (u,v) I 

O produto escalar do 

(u, v) ~ [f~ uvdx -

e sua norma por 

2 
llvll 2 

L (D) 

l 

(u, v) 
1 

H ( rt I 

2 
L (fl) representamos por 

(u,v) 2 
L. ( n1 

A norma em H (fl) induzida pelo produto escalar definido em 

l 
H' (fl) é representado por 

2 
d 2 

+ (,'é-) ]dx ox
2 

-e um espaço de Hilbert. 
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Considerando 

A = operador de ordem 2 

f = forma linear continua 

Queremos achar u tal que 

Au = f . 

Uma solução fraca do problema acima e uma função que satisfa 

ça a formulação variacional 

(.) 

JJ
0 

Auvdll = JJ
0 

fvdO para todo v E H~ (ri) 

Com o produto interno 

( u,v) = J f uvdrl , teremos 
o. 

( Au,v) = (f,v -), Vv 

As funr;ões v são chanadas funções testes. 

O método de Galerkin consiste em se resolver (*) achando uma 

solução aproximada uh ('11 um subespaço de dimensão finita Vh de 

H 
1

(1l) 1\scirJ 
o 
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PROCEDIMEN1'0 DE GALERKIN 

'romamos V h c H~ (.\2) subespaço dimensão finita. 

Queremos achar uh E Vh tal que 

Seja {~.}n uma base de Vh . A solução de Galerkin 
l i=l 

e 

dada por 

Obtém-se dessa forma 

j=l, ... ,n 

Algumas considerações adicionais sobre o Método de Galerkin: 

n 
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- Tendo em vista que o processo usado no método de Galerkin é apr~ 

ximado, é fundamental ter-se uma id&ia de quanto a solução upro-

ximadn uh se afasta da solução -u do problema inicial. 

- A passagent para a formulaç5o fracu utilizando as identidadc-'s 

de Creen diminui a ordem das derivadas em u, o auc nos permite 

enfrar<uecer as ç:x:igênci::.J.s na sua,vj_dç_de da soluçao. 

Corno há UlTfl necessidade de que a bo.sP seja tal que a matriz resul-

tantc tenha alguma. estruturõ:tção especial, uma má escolha das 

tt> 1 pode produzir ,natrizcs mal-condicionu.das. 

elementos finitos vem resolver esta dificuldudc de forma SldbS-

tancial. 

2.4. O Ml':'rüDO DOS ELEMENTOS FINITOS 

Fornece uma técnica geral e sistemática pé:,ra construir as fu:::. 

-
çoes da base para as aproximações de Galerkin ele problemas de con·-

torno. 

A idéio. principal é que as funções de base ij)i podem ser cl:::_ 

finidas por partes sobre. subregiÕcs elo domÍnio chamu.do elemento;:.; 

finitos e que solJre qualquer subdominio, as cp, 
l 

podem ser reprc~sc.•!:2_ 

tadas por funções simples tais como polinômios de grau pC:>qucno. 
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Para construir um conjunto de funções de forma nos particion~ 

mos o dominio de nosso problema em um numero finito de elem0ntos. 

Dentro de cada elemento, certos pontos são identificados,que 

chamamos nós. 

Os critérios para a construção do correspondente conjunto de 

funções são: 

a) deverão ser geradas por funções simples definidas por partes, 

elemento a elemento sobre a malha do elemento finito. 

b) as funções deverQo ser suficientemente regulares 

ves) como membro da classe de H~ 

(sua-

c). As funções serao escolhidas do modo nue o c parâmetros 

a
1 

que definem a solução aproximada uh sejam precisamente os 

valores de uh nos nós (que ocorre quando impomos 

Na figura 2.1 vemos o nosso domínio co él sua divisiio em l,U<l nu 

mero sem'.) r e finito. de elementoq. 
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---------

Notemos que os cálculos essenciais precisam ser feitos so 

num simples elemento finito típico n , já que os cálculos nos de­
e 

mais elementos são essencialffiente os mesmos. 

2.5. A NOÇÃO DE ELEMENTO PADRÃO 

) 

'iTataremos de definir uma base local forrr.ada por funções que 

aqui definiremos como funções de forma definidas para' o ele::nento n 

(elemento' ·p~qráo fixo) 1. 
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-A geraçao de uma malha de elementos finitos completa conten-

do E elementos e vista como uma sequência de transformuçõos 

n 
e 

é imagem de um elemento pa-

drão fixo D através da transformação T 
e 

Todas as propriedades;como número de -nos, localização dos 

nos, funções de forma podem ser prescritos para o elemento padrão 
A 

fixo n. 

Através de uma transformação inversÍvfü T 
e 

poderemos trans-

formar as operações em n 
e de tal forma gue elas aconteçam 

A 

e nós possamos sempre executar os cálculos em D. 

2.6. TRANSFORMAÇÕES 

A 

em li 

No método dos elementos finitos surgem naturalmente integrais 

do tipo Jfn fdD que deverão ser obtidas com relação as coordenadas 

globais. 

Como nossas funções de forma sao definidas em termos de coar 

denadas curvilíneas locais, é necessário algum meio de expressa~mos 

as derivadas globais do ti-po e em termos de deriva-

das locais. 

Também notamos que os elementos de área sobre a qual a in-

tegração é realizada necessita ser expressa em termos de coordena-

das locais com uma apropriada mudança nos limites de integração. 



Analisamos aqui tais transformações 

2 

A 

3 T 
e 

/ 

n e 

~ Elemento Genérico 

lL__ ___ _j 
4 

Elemento Padrão 
' 
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A maneira mais conveniente e natural de estabelecer tais 

transformações de coordenadas é usar as funções d!~ forma já obti-

das anteriormente para representar a variação das funções incógni-

tas. 

Dessa forma, 

~i = função de forma em termos das coordenadas locais. 

Assim: 



[ :: J 

Se j J j1 O 

[ :~ J 
i"'.ssim 

d~. l l 

~ 
~ 

Cl<P i J 3il 

n 

dX 
81; 

8y 
a( 

~: matriz jacobiana 

em (E;,,ll) podemos pensar em 

~ ç (X' y) 
T-1, 

f< 

l n 
e 

~ n (x 'y) 

8!; E!;_ 
3x 3y [::J ~ 

an an 
ãX 3y 

dX ti 
(lr,p i 

8f a E, 3X 
~ 

3x ti à<,O i 

Tri an ay 

l Jll 

32 

,, . 
l 

3X 
J 

d<p i 

3y 
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Imediatamente segue 

d..p i (J<.p i 

ax ar 
-1 

~ .;]f 

a,. "'. ' ' 8Y an 

Assim conseguimos expressar as coordenadas gloryais em termos 

das coordenadas locais. 

Como 

x~,i{l;,~) X, 

' 
y ~ '. {I;.~) 'y. 

' ' 

e usando o fato do operador a ser linear: 

d '· d '· ' ' a[ x. ai: yi ' 
J ~ ~ 

d '· d '· ' ' ãl1 xi 8n Yi 
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Para transformarmos as variáveis e a região na qual a inte­

graçao 8 feita, usaremos a fórmula elemento de área 

dx d v det Jr • d~ . dn . 

Assim a integral ff f{x,y)dD_ se relaciona com o nosso ele-
ll e 

A 

menta padrão n por: 

1 1 
~ j_l j_

1 
f(x(CnJ,y(CnlJ detJT .d~ .dn. 

Infelizmente a forma explícita de f nao e tão simples e e~ 

tão deve-se apelar para a integração numérica, Ja que nos cálculos 

numéricos não se faz uso do cálculo da inversa de J explicitame~ 

te. 
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2.7. INTEGRAÇÃO NU~tRICA 

Utilizaremos as fórmulas de quadratura Gaussiarta. 

Neste método os pontos têm uma localização bem determinada 

de modo a obtermos a melhor precisão. 

A maneira mais elementar de obtermos a inte9ral 

l 1 

I= J I J f(~,n)dÇ]dn 
-1 -l 

e primeiro calcularmos a integral interna mantendo ll constante 

Assim, 

1 

f f (C n l di; "' 
-l 

w.f(i;.,n) 
J J 

I~ w.f(l;.,nldn 
J J 

'"N.W.f(l;.,n.) 
l J J l 

C'W.W.f(l; .,n.) 
l J J l 

i=l, ... ,t 

j = l, ... ,s 

onde s e ,t_ e o numero de pontos de integração em cada direção. 
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Neste trabalho foi utilizado uma regra de Gauss de 9 pontos 

para os elementos quadrilaterais. 

' 

X )( 

' 
" ,_ .. 

X X 

' 



CAPÍTULO III 

APLICAÇÃO DO MllTODO DOS ELEMENTOS FINITOS A UM 

FLUIDO DE MAX\'IELL 

3.1. FORMULAÇÃO DO PROBLEMA 

- -O fluxo de fluidos de Maxwell e governado pelas equaçoes: 

I P) 
a v. 

1 

dX. 
1 

3p - -- + f4 = dx. _._ 
1 

= o 

T .. +À[Vk 
1J 

pV. 
J 

av. 
1 

dX. 
J 

= 2JJE .. 
1] 

I J . l l 

I 3 • 2 l 

I 3 • 3 l 

Com condiçOes de fronteira do tipo V = O em l' = dr.l (condi 

çoes de fronteira homogêneas) . 

Com 



n 

l Jl\ 
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2 
f~l<i> L (fi) = c intcq.r<Ívcl ; fJ ~I~ ( x) 1

2 ctn < oo) 

lll ( D) 2 _él2 _él2 
E," 

2 rnJ l - a CL ([I) 3r dZ 

1}=0 em rl 

Nosso problema consiste em se achar uma solução do tipo: 

9 ) J X L'ití/) 

Tratar~mos da escolha dos espaços e 

-posteríormcnto. 

3.2. DISCRETIZAÇÃO DAS EQUAÇÕES DO PROBLE/111 (P) 

Para a uplicação do Método de Galerkin vamos tomar us ec;ruaçoes 

(3.1), (3.2) o (3.3), escritas em coordenadas cillndri.cas multipli-

cundo essas equuç:oes oor r q1 (x), r r, (x) e r jJ (x) rl:'SpG.ctivamente e 

intearando sobre o domJnio n do escoamento. 

nnui. r;. (x) c: H~ (SI) e ç(x) c L2 ( rG) são funcões de sunorte 

comnacto (fum;ões teste). 
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E também x = (r,z), r sendo a coordenada radial e z a co-

ordenada axial. 

NÓs obtemos a seguinte forma fraca: 

JJQ rç 

fJ r~ 
J n 

para todo 

E .. dQ 
>J 

(3. 4) 

para todo ~ ( 3. 5) 

para icodo cjl ( 3. 6) 
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O Teorema de Green será utilizado a seguir, onde a equaçao 

(3.5) será integrada por partes para possibilitar o.uso de aproxi-

mações de menor ordem para a pressao p e também para o apareci -

menta de condições de fronteira naturais. 

Obtemos então: 

- JJ -rV$. pdn- JJ rV$.t .. dn-
Q ~ n 1 lJ 

p ó
1
. J. + T .. ) n , dr 

lJ J 

av. 
l 

axj 
ctn = 

( 3. 7) 

+ + 
onde er, e

8 
sao vetores unitários ao longo das direções r e e 

em coordenadas cilíndricas. 

r$. (-pô .. + 1 .. )n. dr 
~ 1] 1] J 

( 3 • 8) 

é a força de contato na fronteira com 
+ 
n a normal uni tãr ia na fron 

teira. 
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3.3. A FORMULAÇÃO DOS ELEMENTOS FINITOS 

Para aplicação do método misto dos elementos finitos, o do-

mínio ri é dividido em elementos quadrilaterais com nós nos vérti-

ces, pontos médios dos lados e centro dos quadriláteros .. 

segue: 

(3.9) 

onde 

As aproximações para as variáveis V, p e T são dadas como 

v "' vi~i 

w "' w i 41 i i ~ 1,2, ... ,n 

j ~ 1,2, •.. ,m 
R "' Ri$i 

s "' 8 i~i 

T "' Ti~i 

Q "' 0 i ~i 

F "' Fi~i 

G "' Gitf>i 

p "' pjÇj 

u. , etc. , sao os valores nos nós do eleme.nto padrão das cor­
l 

respondentes variáveis; 4li' Çj sao as correspondentes funções de 

forma (NÓs usamos a convenção de soma, com soma sobre os nós dentro 

do respectivo elemento). 
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A substituição das expansoes dadas por (3.9) nas equaçoes 

(3.4), (3. 6) e (3. 7) produz um conjunto de equações algébricas nao 

lineares. 

A forma discretizada das equaçoes acima foi apresentada por 

Zaga ([22J), que constitui um sistema não-linear de equações al-

gébricas de 9n +m , equaçoes em 9n +rn incógnitas (3n velocida­

des, 6n tensões e m pressões) que representamos por: 

TT(V.,T.,P.) = d(V,) 
l l J ... 

Para reduzirmos o tamanho das matrizes envolvidas desa-

coplamos o sistema em dois como se segue: 

ALGORITMO DE NEWTON MODIFICADO: 

Para k=O,l,2, .•. 
(k) 

, nos resolvemos pelo Méto-

do de Newton o sistema não-linear 

(a) 



e com os valores obtidos para vi fazemos 

= v (k) 
i 

e calculamos o novo 

(k+l) 
'i = 'i através de 

(k) 
TT(Vi , Ti) = d(V,), que e um sistema linear. 

' 
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Para descrevermos as variáveis físicas, um critério de dife-

renças de ordem 1, conforme, Hpod e Taylor ([14}), foi usado; sen-

do as componentes de velocidade e tensÕes descritas por polinô-

mias de Lagrange bi.quadráticos e a pressao descri ta por funções. 

interpoladoras bilineares. 

3.4. FUNÇÕES DE FORMA 

Um fácil e sistemático método de gerar funções de forma de 

qualquer ordem pode ser obtido pelo simples e apropriado 

de polinômios nas coordenadas ~ e n . 

produto 

As funções serão aproximadas dentro de um elemento finito p~ 

' 
drão n: 



n 

segue: 

( 111 
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n 

( -1 ,1 
) '" \./ (1 ,1 

t:" ;z 6 3 I [\ 

5 7 
A 

9 Q 

' ,;1 8 4'. 11 ( 1 ' 

' ' I 
' 

-1) (-1 ,-1) 
Figura 3.1 . 

Assim o elemento real e r.elacionado ao elemento padrão como 
' 

Discretizamos o nosso elemento padrão em sub-elementos qua-

drilaterais. 

Da propriedade fundamental dos polinômios de Lagrange: 

• • • 
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n l!'k tem valor 1 no ponto €,k e se anula em n rx:mto!::: . 

n,m = número de subdivisões de nosso elemento naE: direções ~ e n 

respectivamente. 

Para termos então a correspondente função de forma l{li asso 

ciada ao nó (k,t) em duas dimensões, temos: 

Em nosso trabalho tornamos polinômios de 19 grau para a pres-

sao necessitahdo oonhecerrros nos p:::mtos dados pJr um (X) na fig. (3.1), r:
1

,ç
7

, ç
3

, 

ç
4 

e polinômios do 29 grau para as componentes de velocidade €! 

tensão, necessitando de conhecimento de 1{) 1 , ... ,1{) 9 distribuídos no 

elemento com os nós dados por,(O) na figura (3.1). 

Dessa forma esses polinômios definidos num elemento padrão 

sao representados como a seguir: 

ç1 u;,nl = (l + I;) (l + nl/4 

ç 2 (~,nl = (l - I;) (l + nl/4 

ç3(f;,nl = (l - i;) (l - nl/4 

ç4 U':,nl = (l + l;l(l-nl/4 

~ 1 (~,nl = ~(l + ~ln(l + nl/4 
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t 2 (C nl ~ -1;(1-0n(1 +n)/4 

~ 3 (Cnl 
~ 1;(1-l;ln(1-n)/4 

t 4 (r;,nl ~ -1;(1 +l;)n(1-nl/4 

~ 5 (Cnl = (1- r;
2

) n(1 + nl/2 

t 6 (1;,nl 
2 

~ -1;(1-0(1-n )/2 

~7(Cnl 
2 

~ -(1-r; Jn(1-n)/2 

t
8 

(C n) ~ 1;(1 +t;l (1-nf)/2 

~ 9 (Cnl = (l-1; 2) (1-n2 ) 

3.5~ TRATAMENTO DAS CONDIÇOES DE FRONTEIRA 
' 

No programa de elementos finitos implsnentado, as condições de 

fronteira são impostas como se descreve a seguir. 

Quando nós impomos urna certa velocidade na fronteira V , nós 
o 

substituímos a equação correspondente em (3.5) por v. ~.v 
1 ü 

Quando uma tração e imposta na fronteira, nós colocamos esse 

valor no lado direito de (3.7). 

Quando a tração for nula na fronteira, nosso programa o ign~ 

ra, e é automaticamente tratado pelo método dos elementos fini-

tos. 
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Quando nenhuma tração normal à fronteira é imposta, nos deve-

mos em adição fixar uma pressao, já que a pressao aparece num gru.-
' 

diente nas equaçoes da quantidade de movimento. 

Quando uma t.raçZio normal é imposta a pressão é impl~citamente. 

fixada, não sendo necessária a sua fixação num ponto. 

Para os escoamentos envolvendo o modelo de r1axwcll e necessá-

rio especificarmos os valores de tensão na fronteira, no caso de 

escoamentos não confinados. 

Tentamos duns possibilidades: A primeira foi impor tcn~;Õc:::.i 

nulas e. a segunda deixá-las ''livres", isto é, serão determinaô.as 

nelas enuoroef' de consti tuicão. 

Ou ando toro amos tensões nulas na fronteira, j_s to nao conduziu 

a resultados numéricos convergentes. 

Os resultados apresentados nesta tese foram então ohtidos dei-

xando-se as tensões "livres'' na fronteira. 



CAPÍTULO XV 

O ~TODO FRONTAL 

4 .1. INTRODUÇÃO 

A escolha do método a ser adotado para a solução dos siste­

mas lineares produzidos pela aplicação do Método de Newton e um fa 

tor de grande influência. 

O método adotado foi o Frontal, originalmente idealizado 

por Irons [16 1 , que em seu trabalho original descreveu um algorit­

mo para matrizes simétricas. 

O método Frontal tem com6 mérito minimizar os requisitos da 

área de memõria, sendo ideal para uso em microcomputadores. 

Hood [13] apresentou um programa geral envolvendo matrizes 

nao simétricas aplicado a problemas de valor de fronteira. 

o método Frontal é basicamente uma variação do método de ~li 

minação de Gauss e faz uso de um fácil armazenamento externo. 
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4.2. A FILOSOFIA DO METODO FRONTAL 

A idéia principal .da solução frontal é que faZemos a monta-

gem das equações em cada elemento e eliminamos determinadas variá-

veis ao mesmo tempo. 

Tão logo os coeficientes de uma equação sejam completamente 

montados, é feita a soma das contribuições de todos os elementos 

relevantes e a variável correspondente pode ser eliminada. 

Dessa forma a estrutura completa das· matrizes resultantes 

nunca é formada já que após a elülinação das var.iáveis gue -nao 

aparecer ao em outros elementos, as equaçoes co;rresoondentes -sao 

imediatamente armazenadas~ 

Chamamos de Front às equações armazenadas, ~:;eus corres pende~ 

tes nós e variáveis. 

O número de incógnitas no Front é a largura do Front. 

A largura do Front muda continuamente duran·te o processo de 

montagem e eliminação das variáveis. 

As equaçoes, nós e variáveis pertencentes ao Front sao chama 

das ativas. 

-Aquelas que ainda serao consideradas, inativas. 

Aquelas que tenham passado através do Front e tenham si-

do eliminadas, desativadas. 
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No método Frontal, cada elemento e examinado sequencialmente 

numa dada ordem. 

Sempre que um novo elemento é analisado, seus coeficientes 

globais das variáveis' são lidos em um arquivo e adicionados, ou 

nas equações existentes, se os nós já são ativos, ou em novas equ~ 

ções as quais terão de ser incluidas no Front se os nós estão sendo 

ativados pela primeira vez. 

Os nós· que aparecem pela Última vez então fazem com que as 

suas equações correspondentes sejam eliminadas. 

Procedendo deste modo, surgirão espaços livres no Front 

que poderão ser ocupados por novas variáveis que apareçam duran-

te a montagem de um próximo elemento. 

Quando todos os elementos são analisados, o sistema que está 

&rmazenado em disco é resolvido por retro-substituição. 

4,3, DESCRIÇÃO GERAL DA T~CNICA 

A Técnica Frontal envolve as seguintes fases: 

Montagem; 

- RestriçÕes de Valores de Fronteira: 

- Eliminação; 

Retro-substituição. 

Basicamente o processo pode ser visto como segue: 



[-
LAÇO 

SOBRE O 

ELEI'.ENTO 

MONTAGEM 

o 
FRONT 

DISCO 

ELIMINAÇÃO 

l o J 
FRONT 
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A rotina frontal inicia pela montagem de cada matriz elemen-

tar na memória. 

Nfl parte montada da matriz completa, uma pesquisa do pivô 

é feita para determinar a maior entrada dentre as linhas ·e colunas 

das equações eliminadas, que foram completamente somadas, isto -e, 

linhas e colunas para as quais contribuiçÕAs adicionais na o surg!_ 

rao nas subsequentes montagens das matrizes elementares. 

A linha do pivô é então usada para zerar todos os coefi-

cientes na coluna do pivô antAs que ela seja colocada na memória. 

Quando,finalmente, todas as váriáveis tenham sido elimina-

das, a solução é obtida por uma rotina de retro-substituição. 

Equações que ainda não estão completamente somadas n~o podem 

ser eliminadas até a próxima montagem das equaçÕP.<J do último ele-

mento em que a variável correspondente aparece. 

A rotina frontal armazena as equações tia ordem ditada pelo 

elemento e não pela enumeração de nós. 

As equaçoes que devem permanecer_na memória em qualquer está 

gio coriespondern àquelas equações que ainda não foram completamente 

somadas. 

Estas de fato, estão no Front e estão aguardando montagem com 

pleta. 
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4.4. A ENUMERAÇÃO DOS ELEMENTOS 

No método frontal a enumeraçao do elemento é fundamental, e 

tal fato pode ser comprovado como mostra o exemplo a seguir (um 

grau de liberdade por nó) ; 

2 4 6 8 10 6 7 8 9 llY 

l 3 5 7 9 l 2' 3 ~ 5 

(a) (b) 

Em (a), a enumeraçao nos leva a um front máximo igual a 5. 

Em (b), a enumeraçao nos leva a um front máximo igual a 8. 

O requisito para minimizar a memória é qUE! a enumeração dos 

elementos seja escolhida de tal modo a tornar a largura do Front 

tão pequena quanto possível. 



CAPiTULO V 

TESTES PARA O PROGRAMA GERAL 

Alguns testes foram realizados visando dar confiabilidade aos 

cálculos realizados, para fluidos de Maxwell. 

Soluções exatas só foram possíveis para o caso onde a densi­

dade era nula. 

Os resultados foram obtidos para uma rede com. 4 elementos. 

Admitimos a viscosidade ~ = 1. 

ESCOAMENTOS TESTES 

5.1. ESCOAMENTO DE POISEUILLE 

u ~ o 

v = o 

1 
2 

w = - r 

T rz 
~ -2r 

BÀr 2 
T = zz 
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CONDIÇÕES DE FRONTEIRA 

z=l 
p~o 

w~l w=O 

T ;:;;:;Q T :::::-z 
rz rz 

1 =O T ~8À 
zz zz 

r~l 
r 

5.2. ESCOAMENTO DE COUETTE 

u ~ o 

l( 4 r) v ~ -
3 r 

w ~ o 

T 8 1 
~ 

3 2 r e r 

Te e 
8.16 À 

~ -9- ·-4 
r 



CONDIÇÕES DE FRONTEIRA 

z 

v~l 

Tr8=8/3 

T = 8.16!. 
88 9 

5.3. ESCOAMENTO TORSIONAL 

u = o 

v = rz 

w = o 

T 
z8 

=r 

Te e =2r 
2 

1v=O 

Tr8=2/3 

8 
Tee= 9 

r=2 
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r 



CONDIÇÕES DE FRONTEIRA 

z 

v=O 

T =0 z9 

5.4. ANULAR 

u = o 

v = o 

w = 1 

T = rz 

Tzz = 

p=O 

v=z 

T =1 z9 

'-------'-----'----1-----. r 
r=1 

tn r - tn 2 

l 

r .R.n 2 

2À 

2 
r (~n 2) 2 
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CONDIÇÕES DE FRONTEIRA . 

ss 

p=O 

w=l w = o 

T 
l T l =- = 

rz 
~n 2 rz 2 ~n 2 

Tzz 
n 

Tzz 
À 

= = 
(~n 2) 2(~n2) 2 

.... 
r=l r=2 

5.5. RESULTADOS DOS TE"TES 

0s resultados descrjtos a sequir foram obtidos utilizando 

o Método de Newton com anroxiJllacão inicial corresnondendo as fut1 

cães nulas. 

erro = f solução exata - solução aproximada[ 

eu = erro na variável u 

e = erro 
v 

na variável v 

ew = erro na variável w 

e R = erro na variável T r r 

es = erro na variável T zz 

eT = erro na variável T rz 

e F = erro na variável Tre 



e
0 

~ erro na variável 

eG ~ erro na variável 

ESCOAMENTO DE POISEUILLE 

~ o 

e 5.1o-18 
u 

' e o 
v 

e o w 

e R 5.10-15 

es 1.10-18 

eT 1.10-14 

e F o 

eQ 2 .10-l6 

eG o 

Residuo 3.10-13 

Te e 

T rz 

0.01 

2.10-10 

o 

o 

. 

9 .10-10 

2.10-16 

2.10- 10 

o 

7.10-10 

o 

1.10-8 

0.1 

4 .10 -g 

.o 

o 

2.10- 8 

3.10-1 

1.10- 7 

o 

2 .lO - 8 

o 

1.10-7 
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ESCOAMENTO DE COUETTE 

~ o 0.01 0.1 

e 
u ' 

o 7.10-5 Ll0-4 

e v 1.10-8 3.10-5 2.10- 3 

e o 2.10-6 1.10-5 
w 

o ' 3.10-4 3.10- 3 
e R 

e F 3.10- 4 2.10-4 1.10-4 

eT o 2.10-4 3.10-3 

' 

eQ o 1.10-4 8.10-2 

eG 1.10-4 1.10-4 1.10-4 

es o 3.10-5 2.10-4 

Resíduo 2.10- 8 4.10- 7 3.10-6 
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ESCOAMENTO TORSIONAL 

~ o 0.01 0.1 

e 7 .10-6 7.10- 6 5.10-5 
u 

e o o o v 

e o 2.10- 7 1.10-7 
w 

e R o 7.10- 5 7.).0- 4 

es o 5 .10-6 4.10-4 

eT o 1.10-s 2 .10-4 

e F 6.1o-17 3.10-B 2.1o-6 

eQ o 1.10-6 1.10-5 

eG o o o 

Residuo 9.10-9 9.10-B B .10-7 
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ANULAR 

I~ o 0,01 0.1 

e 
u 

5.10-5 6.10-5 8.10-5 

e o v o o 

e 1.10-5 2.10- 5 4.10- 4 
w 

e R 6.10-4 7.10-4 8.10-4 

es 5.10-4 1.10-3 4.10- 3 

eT o 4.10- 4 3.10-3 

. 
eQ 8.10-5 9.10-5 1.10-4 

e F o o o 

eG o o o 

Resíduo 5.10-4 5 .10-5 5.10- 3 



CAPITULO VI 

SIMULAÇÃO NUMJlRICA PARA CILINDROS CO-AXIAIS POROSOS 

6.1. O CASO ANALISADO POR HUANG 

Huang ( [15]) aplicou uma técnica de quasilinearização 

' 
para 

o escoamento de fluido newtoniana através de cilindros co-axiais 

porosos de comprimento infinito . 

Huang considerou o caso axisirnétrico . 

Tomou como hipótese v - o. 

As condiçÕes de fronteira que impôs foram: 

a) Não deslizamento nas paredes 

w=Oem r=n. e r=b 
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b) Velocidade constante de injeção (parede porosa) 

em r = a 

em r = b 

z t -r 2 r:-..,....,_r.,.l--. 

• 

v 

r 

a 

b 
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Para velocidades <r:on.stantes de inieção nas ~aredes , uma esco . . 

\I 

-u e 

= b Qf(r) 
r 

( 6 • 1) 

onde f (r) e uma função incógnita e Q e defini.do como Q = {bV 2+ 

+ aV1 )/b. 

A substituição de (6.1) nas equações de Navier-Stokes mais 

as condições 

w 

de a:xisimetria e v=O nos dão 

= -bQ f' (r) z + Qh(r) 
r 

onde h(r) é uma outra função incógnita. 

Introduzindo a variável 2 n = (r/b) , h(r) 

( 6 • 2) 

e f(r) devem sa 

tisfazer o sistema de equações diferenciais proveniente também das 

-equaçoes de Navier-Stokes: 

onde 

nf"'' + 2f"' + Re(f'f" - ff"'} =o 

nh 11
' + 2h 11 + Re(hf" - fh 11

) =O 

df 
dn 

e Re = bQ 
2V 

v : viscosidade cinemãtica. 

( 6 • 3) 

( 6 • 4) 



As condições de fronteira para f e h sao 

f ( 1) = 

vl l/2 
=-- n Q o 

2 
onde n = (.1!.) 

o b 

f'(l) =o h(l) = o 

"' 
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Por inspeção do sistema,, formado pelas equaçoes (6 .3) e (6 .4), 

verificamos que uma solução particular para h(~) é 

h(n) = cf' (n) 

onde c é uma constante. 

Assim 

u = Q f (nl 

In 

v = o 

z 
w = [ ~ - 2Q(b)]f'Cnl 

o 

onde ~o = Q.C (parâmetro constante). 
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Assim o problema de escoamento através de cilindros co-axiais 

porosos reduz-se a achar a solução do problema: 

nf"" + 2f"1 + Re{f'f 11 
- ffur) = o 

com condições de fronteira 

f(n l 
o 

vl l/2 
=-- n = Q o 

f'(n
0

) = f'(l) =O. 

-a ' f (l) = 

Este problema foi resolvido aplicando-se o método de quasi-· 

linearização. 

Para a obtenção' dos resultados numéricos {~ gráficos aqui ex-

postos, nas fronteiras r 
1 

.·e r 
2 

'·utilizamos as expressões (6.1) e 

(6 .2) para impormos as velocidades de u e 'IH, respectivamente. 

Os valores numéricos de u e w foram ap:t:'esentados no traba 

lho publicado por Huang [151 

Tomamos o caso a = 1 e b = 2 com v = l 
l 

As condiçÕes de fronteira para a aplicação do fvlétodo dos Ele 

mentes Finitos ficaram como segue: 



v =0 ; 

u = -1 

v = o 

" = o 

v =O : 

u { 
,,, 

: { 

retirados .dos 
resultados obtidos 
por Huang 

u =O 

v =O 

" =O 

retirados dos 
resultados obtidos 
por IIuang 
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Aplicamos o Método dos Elementos Finitos para dois casos, 

onde os erros foram obtidos comnarando-se os nossos resultados 

numéricos com os de Huang. 

CASO 1 - densidade = 0.0 

e 
u = 7.10-1 

erro 

absoluto e = o v 

e = 4.10- 2 
w 
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CASO 2- densidade= 20.0 

f 
eu= 

erro 
b l t ev = O 

a so u o l 
ew = 

Uma rede típica de elementos finitos para 100 elementos e mos 

trada na figura abaixo: 

,--- ~-------;-··-· - -
. 

. 

-

z = l 

- - ~-

-··-

- ---

--
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6.1.1. CAMPOS VETORIAIS DOS ESCOAMENTOS P. CONCLUSÕES 

.. ... "' 
., .. , 

' ' ' ' ' ' ' 
~ ...... ~ ' ' ' ' ' ' ' ' ' • • i . 

...... "' "'- ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 
" " ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' • • ' • 
" . ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' . 
' ' .......... "' ' ' ' ' ' f ' ' ' ' ' 
' . ' ' ' ' ' ' ' ' f f f ' ' ' • . ' ' ' ' ' ' ' ' 'l f t f ' ' ' ' 
• < ' ' ' ' ' ' ' ' 't ' 

f ' f ' ' . ' ' ' ' ' 
,,,,,, t t ' ' • p = o 

• < ' ' ' ' 
,,,,,,, t f ' ' 

• < ' ' ' 
,,,,,,,, t f ' ' (a. influência das 

........ "' "i ' ' ' t t t t t t t t t ' • extremidades do ci-

.. ... "' "' ' ' ' t '\: t t t t t t t t 

... .... "' "\ ' ' t t t t t t t t t f ' ' lindro· e razoável) 

,._ ."- ~ "' ' ' t t t t t t t 't t . ,, 
'\ :-.. " t t t t t t t t t t 

' ' ••ttt'\:'\:tttt.tt 
' ' ' ' t t '\: '\: t t ~ t t t 1 . ' ' ' ' t t t t t t t t t t 

-T ~ "'·~ t ~ t t t , , , •• 
~ ~ t t t t t 1 t f t 

'\ ~ ~ t t t f f f t T t 

'\ ~ t t t t t t t t f 9 

~ ~ ~ t t 1 1 1 t T t T • 

'\ ~ ~ t t t t t f 1 f T t 

T s ~ ~ ~ t t t t t , , , , 
T • t t t t t t t , f , , , 

T • t '1: '1: t t t t t ' , • , 
l ~ ~ ~ ~ t t t t T t T t 

I · t t t t t t , , , , • • 
" \ t '\: '\: '\: t t , t ' • • 

' t ' I 
' ' • I 

' ' • I t ' • . ·r t ' 
.. 

.)., 

•. 

I ê \ t '\: t '\: t t 't t t • • l • '\ t t t t t t t t ' , , • 
Cêt'\'\'\t'\''\:t'tt t TO 
,c'\'\'\'1'\tttttr •• 
t ~'\'I'\'\'\ t t t t t 1 ' • 

\ "· '\ '\' 'I '\ 'I t t t t t " • 
~ '.'\'\'\'1''\'\'tt t t f, •• 

,_._~~~~~~~~~-+~~--------~ 

Rede com 100 elementos 

(10 divisõea em r e 10 divisões em z} . 

p = 20.0 

l 
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Analisando os resultados obtidos por nosso programa de ele-

mentos finitos, percebemos que u foi função de r e de z, con-

tr<J.Jizendo a hipótese de Huang. 

Achávç:!Tr.os que a sua hipótese fosse válida para ci..undrcs lon 

gos e tomamos z = 2, só que por dificuldade~ inerentes ao progra-

ma de ele;"entos finitos por nós utilizados, tomamos 5 elementos em 

r e 20 elementos em z. 

E.ssa hipótese ãe cilindro longo nos levou aos seguintes er-· 

ros: 

e = 8.10-1 
u 

erro 
absoluto e = o v 

e = 2.10- 1 
w 

etambérn u = u(r,z). 
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CAMPO VETORIAL 

< i 

~ 
t • 

j < • 
< " ' • 
< " ' • 

" < " ' • 
• "' J. t • • • 
• "' " t t • j • .. 
< "' " " " ' • • 
v < "' " ' ' • • . v " • • ' ' • • ' v .. " • ' ' • • • 
v v .. ' ' • • • • - v < < ' ' • • . - v < < ' .. • . 
• v ' ' • • . • . 
• ' • ' . . . . . 

~ 
• • • • . . . . . 
• • • . . . . . . 
• • • . . . . 
- • • . . . . - . . . . . . - • • • . . . . • • • . • . . . 

:t . • • • • • . . 
• • • • • • • . . 

f • '· • • ' ' • • . 
-~ 

• • ' ' ' ' ' ' . 
• • ' ' ' • ' ' . 
• • ' ' 

,., 
' • . 

~ 
• • ' ' ' ' ' ' • 
• ' ' ' ' ' ' ' ' • ' '·' ~ t ' ' ' • ' ' ' 

~ 
r ' ' 

' • ' ~ l f ' • ' ' • •. ' ' ' 
' ~ i ' ' ~ ' ' ' ' 

Acredi tarnos que a hipÓtese '1 = u (r) possa até acontecer, 

mas fica aqui urna interrogação para que tipo de cilindro (longo ou 

curto) a hipótese é válida, já que nosso programa vem corresponde~ 

do plenamente para fluidos Newtonianos, conforme atestam os testffi 

do programa por nós realizados. 

., 



6.2. SIMULAÇÃO NUMERICA PARA FLUIDOS DE MAXWELL 

6.2.1. O CASO DO CILINDRO CO-AXIAL POROSO 

CONDIÇÕES DE FRONTEIRA 

tr ~ 

v ~ 

tz ~ 
- - -

• 

• u ~-1 

v ~ o 
w ~ o 

+ 
Tensões 
Livre;; 

o 
O + Tensões Livres 

o 
p ~ o 

u ~ 

v ~ 

w ~ 

u - o 
v = O +Tensões Livres 

w ~ -2/3 

-1 

o + Tensões Livres 

o 

Foi utilizada urna rede envolvendo 100 elementos. 
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RES!DUOS CALCULADOS 

RES!DUOS 

À = o 3.1o-15 

À = 0.01 5.10-5 

' 
À = 0.02 7.10-4 

'À -0.03 2.10- 2 

À = 0.04 ' 2.10-l 
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6.2.2. O CASO DO POÇO 

CONDIÇÕES DE FRONTEIRA 

u = o 
v = o 
t =O z 

• 

+ 
Tensões • 
Livres 

RES!DUOS 

À 

À 

À 

À 

= 

= 

= 

= 

u=O 
.v=O · +1 TEnSÕes Livres 
.w=+l· 

u = -1 

~+- v = O + Tensões Livres 

w = o 

u=O ,v=O + Tbnsões Livres 
w=-1 

RESÍDUO 

o 3.10-15 

0.01 2.10~ 6 

0.02 3.10-2 

0.03 1.10-1 

Foi utilizada uma ~ede ·com 100 elementosa 
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6,3. DISCUSSÃO DOS RESULTADOS OBTIDOS PARA O ESCOAMENTO DE MAXWELL 

' Nos problemas de escoamento de Maxwell·, através da técnica 

frontal, o maior valor de À para o qual o método convergiu 

foi À = 0.03. O valor À = 0.04 deu um péssimo resultado para o 

problema de cilindro co-axial poroso. 

O valor de À é critico para o caso do poço e a convergência 

ocorreu somente para À 2 0.02. 

O programa de elementos finitos vem funcionando bem para o 

caso de fluidos newtonianos, mas algo mais ainda precisa ser feito 

em termos de fluidos de " M.axwell para, melhorarmos os resulta-

dos obtidos, já que a converg€ncia é obtida para valores mui to peque-

nos de À • 



CAP!TULO VII 

IMPLEMENTAÇÃO DE UM PROGRAMA DE ELEI'.ENTOS E'INITOS 

7.1. ESTRUTURA DO PROGRAMA 

Nosso modelo fundamental é visto como segue!: 

DADOS > CÃLCULOS RESULTADOS 

O programa implementado idealizado por Zago [22 I adota uma 

estrutura modular, onde separamos o programa em subrotinas especi­

ficas; um programa principal controlando a ordem de chamada das 

subrotinas, conforme podemos ver pelo diagrama a seguir. 



P. 
R 
o 
G 
R 
A 
M 
A 

p 
R 
I 
N 
c 
I 
p 

A 
L 

I ERELIT 

DADOS 
ENTRADA 

REDE 

)lOUND 

t 
OEFIQ 

1 
ECRDON 

ECRFRO 

! 
1 PREr 1 

~ 
FRONT 

IMPRESSÃO 
DADOS 

ENTRADA 

IQMA~T~Rr~x~j- ---t--1 FRONTl 

STLOC I > 

.I EC:RSOL 

< -1 PRELIM 1 DEFUNC 

MATRIX QPSIX 

STLOCl TPSIX 

< ELIM 

TPSIY 

QPHI 

TPHI 

TPSI 

TPHIX 

QPHIY 

TPHIY 

<X> 
o 

• 
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7.2. DESCRIÇÃO DAS PRINCIPAIS VARIÂVEIS 

N - número de elementos no eixo r 

M - número de elementos no eixo z 

ID - índice da geometria do Elemento (ID=l quadrado; ID=2 triângulo) 

TE - tolerância 

RO - densidade do fluido 

VISC - viscosidade do fluido 

TNAT - constante viscoelástica 

NITNR - numero de iterações no Método Newton 

IDEP - constante de aproximação inicial (IDEP = 2 a~roximac;ã:J i:rd.cial nula; 

IDEP =O aproximação inicial qualquer (em 0e:Lal de uma rodada anterior)) 

CX,CY - tamanho de cada elemento nas direções r e z 

NSO - numero de vértices 

NNODE - número de nós 

NBD - números de nós de fronteira 

NVAR - numero total de variáveis 

NELEM - número de elementos 
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IPl, IP2 - constantes que definem o nó e elerrento em que será fixada a pressao 

ICl, IC2, IC3, IC4 - constantes que-definem o~ vértices. do retângulo. 

INOD (9,NELEM) - cada·linha representa a enumeraçao de um elemento, 

os elementos são enumerados de baixo para cima, da esquerda 

para a direita. 

IBDNOD (NBD) - indica o nó da fronteira 

X , Y - vetores coordenadas dos nós 

VALU, VALV, VALW- valores das variáveis u,:v, W nos nós de fron­

teira, quando prescritos 

VALR, VALS, VALT, VALQ, VALF, VALG- valores das variávejs de ten­

são nos nós de fronteira quando prescritos 

IBDU, IBDV, IBDW - indice que indica· se uma variável foi prescrita 

no respectivo no 

IBDR, IBDS, IBDT, IBDQ, IBDF, IBDG - idem para ver,ificar se ·;pres­

crevemos valores de tensão na fronteira 

VALFX, VALFY, VALFZ -valores de forças de tração na fronteira 

NIVEL- numero de variáveis-por elemento 

IGLO (I,J) - índice global da variável J do elemento I 

IEF (I) - elemento em que desaparece a variável I 

• 
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IDES (I) - destinação da variável I 

MVAC - variáveis ativas simultaneamente 

IACT (I) - Índice da variável ocupando a destinação r 

ACT (I,J) - matriz para cada elemento; é a matriz de trabalho no 

front, nela se faz a montagem ao passar pe:los elementos 

BUFFER (I,J) - matriz onde vao ser armazenadas a.s linhas de ACT na 

etapa de elim:!-nação dos espaços das variáveis deSativadas 

Substitui o disco no VAX-ll 

VEC (MVAC+l) - vetor que guarda o lado direito das variáveis livres 

a serem eliminadas 

ARHS (MVAC) - é o lado direitO que corresponde a ACT 

INDEX (NELU1) - vetor com componentes aue sao os nomes das variá­

veis que irão ser eliminadas 

NELIM - número de variáveis livres que vao ser eliminadas por ele­

mento. 

INDIMP (NIMP) - vetor com componentes que são os nomes das variá­

veis prescritas que vão ser eliminadas 

NIMP - número de variáveis que vao ser eliminadas 

KE - contador para as variáveis que estão sendo eliminadas 

IMP (NVEL) - vetor que indica se as variáveis ne.sse elemento têm 
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valor prescrito. 

RHLOC (NVEL) - contém os valores fixados 

(RHLOC = O se a variável é livre ou nao está na fronteira). 

7.3. DESCRIÇÃO DAS SUBROTINAS 

SUBROTINA R8DE 

Constroi a rede para aplicação do método dos elementos fini­

tos no plano. 

Os elementos sao quadrados ou triângulos. 

Faz também, a enumeragão dos nós; coloca índice nos nos de 

fronteira; calcula as componentes (r,z) de cada nó. 

SUBROTINA BOUND 

Introduz as condiçÕes de fronteira do problema. 

Prescrição dos valores para as velocidades, tensões ~e for 

ças de tração 

SUBROTINA DEFIQ 

Fornece os valores de pesos para as regras de Gauss: 4 e 9 

pontos de integração. 
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SUBROTINA ECRDON 

Imprime os dados de entrada fornecidos por R~DE. 

SUBROTINA ECRFRO 

Impressão de dados fornecidos por BOUND. 

SUBROTINA PREFRO 

Faz a contabilidade para utilização pe.la subrotina FRONT pa­

ra as variáveis u, v, w e 'P· 

Indica o último elemento contendo cada no. 

Indica quando as contribuições para as linhas no processo de 

montagem/eliminação estão completadas. 

SUBROTINA PREFRT 

Idem, só que as variáveis sao R, s, T, Q, F' e G. 

SUBROTINA FRONT 

Utilizando-se da contabilidade efetuada· pelas subrotinas 

PREFRO e PREFRT realiza as operações de busca sobre os elementos, 

montagem e eliminação; armazenamento sobre o BUFFER e solução apr~ 

ximada por retro-substituição. 
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SUBROTINA PRELIM(M) 

Fornece dados úteis que interferem apenas no elemento em que 

se encontra o laç9, relativos a condições de fronteira;valores das 

variáveis nos nós do elemento, tensões. 

SUBROTINA MATRIZ 

calcula as entradas relativas ao elemento da matriz elem:mtar. 

Calcula os valores de todas as integrais envolvidas no pro­

cesso de discretização. 

SUBROTINA STLOC 

calcula os valores das equaçoes discretizadas para todos os 

elementos. 

SUBROTINA ELIM 

Elimina as variáveis que aparecem pela Última vez e armazena 

essas mesmas variáveis oo Buffer ou Disco (as que estão desativadas). 

SUBROTINA FRONTl 

Realiza as mesmas operaçoes, só que para as tensões. 

SUBROTINA ECRSOL 

Resultados f~s de velocidade, pressao, resíduo e 

da solução aproximada. 

tensões 



CAPÍTULO VIII 

CONCLUSÕES E COMENTÂRIOS 

O programa desenvolvido mostrou-se bastante eficiente para os 

escoamentos de fluido Newtoniana; porém, apesar de obtermos solu-

çoes numéricas aproxim~das razoáveis para os fluidos de Maxwell, a 

análise ni1o foj possivcl para valores maiores de À (iUC' o.c; c,llculZJcbS. 

No sistemw Vl\X-11 nao há tanto inconveniente de capacidade de 

mern6ria, sendo interessante para se resolver os sistemas lineares 

resultantes 11m outro método, que não seja o Método Frontal, que 

por trabalhur com poucu. capacidade de memória, -c bom par2 microcorn 

Scd.a impo1:tunte a apresentação do tempo de cxecuçao dos ca-

sos analisados ao método em estudo. Entretanto, como o sistema 

VAX-11 trabalha em tempo compartilhado, não é possível tal compar~. 

çiio. 1\ lnflu('nciu de tc:r:n•crutura e o rer_rimc no.o pernanente sao ca-

sos i11tcrc~;santes a serem estudados e ser~o motivos de modifica-

-çoes posteriores no programa já. implementado. 
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