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Resumo

Neste trabalho sao estudadas 4 metodologias para andlise de ciclos em séries tempo-
rais, das quais 3 delas foram mais recentemente desenvolvidas na literatura. A primeira.,
proposta por Kaiser e Maravall (2001), se baseia numa modificacio do filtro Hodrick-
Prescott (HP) unidimensional através de uma abordagem por modelos ARIMA. A se-
gunda, desenvolvida em Mills (2003) consiste numa extensdo multivariada do filtro HP. A
terceira, utiliza modelos de espago de estado ou estruturais (Durbin e Koopman,2001), uni-
variados e multivariados para decompor a série. A quarta, ¢ um método mais tradicional,
aqui tomado como referéncia comparativa e que se baseia em modelos de regressao (nao-
linear) harménica. Utilizando 3 séries de indices macroeconémicos da Espanha (indice de
producéo industrial, consumo de cimento e nimero de biblhetes vendidos de passagens
aéreas), e 2 séries de fendmenos naturais (chuvas em Fortaleza e niimero médio de man-
chas solares), esses métodos sdo implementados e seus resultados discutidos e avaliados
comparativamente. Aspectos dessa avaliagao incluem a facilidade de implementacio, ca-

pacidade de descricdo e previséo, e qualidade da componente ciclica estimada.
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Abstract

The analysis of cycles in time series is considered in this investigation through four
methodologies, of which three were more recently developed in literature. The first
method, proposed in Kaiser and Maravall (2001), is based on & modification of the uni-
dimensional Hodrick-Prescot filter (HP) through ARIMA models approach. The second
method, developed in Mills (2003}, consists of a multivariate extension of the HP filter,
whereas the third method, which follows Durbin and Koopman (2001), decomposes the
series through either univariate or multiariate state space models. The fourth method,
which is traditional in literature and based on harmonic non-linear regression models,
is taken in order to be used as standard reference for comparison. These methods are
applied in three Spanish macroeconomic time series (industry production index, cement
consumption and airline tickets sales) and two natural phenomena time series (rainfall in
Fortaleza/Brazil and sunspot average number). These methodologies are examined with
respect the facilities of the implementation, forecasting and description capability, and

the quality of the estimated cycle component.
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Introducao

Um dos procedimentos de anélise de séries temporais mais importantes e largamente
utilizados na prética ao longo de muitas décadas, é o chamado método cldssico de de-
composicdo de séries em componentes tipicas de tendéncia de crescimento de longo prazo,
sazonalidade, variacio ciclica e componente irregular. Esse método, baseado no uso de
filtros lineares, vem sendo utilizado pela comunidade académica e pelas institui¢bes finan-
ceiras mais importantes, inclusive o Banco Central de paises desenvolvidos, desde os anos

20 e 30.

Esse método vem sendo aprimorado por indmeros pesquisadores e instituigdes, em
especial pelo Bureau do Censo dos EUA a partir dos anos 50 ¢ 60, e também pelo Bureau
Canadense, resultando no chamado método X11 {Shiskin et af, 1967) e sua variante X11-
ARIMA (Dagum, 1980) e mais recentemente, na versio X12-ARIMA (Findley et al, 1998).
Em particular, esse método tem sido amplamente utilizado na dessazonaliza¢io ou ajuste

sazonal de séries econdmicas.

Na década seguinte & grande depressdo econdmica de 1929 nos EUA, houve um grande
¢ crescente interesse no estudo da possivel existéncia de ciclos na economia. Loge se
percebeu que para identificar ciclos € necessdrio remover previamente variagdes sazonais
de curto prazo da série (Kaiser e Maravall, 2001), além da componente de tendéncia de

longo prazo.

A componente ciclica pode ser vista como uma componente de variagdo da série {na
verdade, uma sub-componente da tendéncia), dentro de uma dada faixa intermedidria de
freqliéncias, apés a remocio da sazonalidade, podendo ser obtida via procedimentos de
médias mdveis, bastante utilizados nos métodos de decomposicdo (Gengay, et al, 2002;
Mills, 2003). Na prética, primeiro se isola a componente “tendéncia-ciclo”, para depois

separar o ciclo da tendéncia.

A estimagio e predigdo de ciclos em séries temporais € uma grande necessidade, par-
ticularmente para agéncias e institui¢des responsaveis pelo acompanhamento de politicas

econdémicas. Na falta de alternativag praticas e confidveis, métodos baseados em médias
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mdveis, tanto com pesos fixos quanto com pesos dependentes dos dados, s8o atualmente
utilizados para a medicao de ciclos econdmicos por agéncias internacionais como 0 OECD
(Organisation for Economic Co-operation and Development), o Fundo Monetério Inter-

nacional e o Banco Central Europeu, entre outras.

Qs filtros médias méveis sdo procedimentos “ad hoc”, no sentido que seus coeficientes
540 fixos e independentes da série analisada e nfo requerem nenhuma anélise prévia, o que
representa umea séria limitagdo. A limitacio latente dos procedimentos “ad hoc” inspira-
ram o desenvolvimento de métodos baseados em modelos que enfatizam a coeréncia entre
as propriedades da série observada e as correspondentes propriedades das componentes
estruturais desses modelos. Este principio ¢ base por exemplo das metodologias baseadas
em Modelos ARIMA e dos chamados Modelos Estruturais de Séries Temporais.

A aplicagdo das téenicas baseadas em modelos ARIMA (AMB - Arima Model Based)
inicia com a representacic ARIMA da série. Em seguida, é obtida uma decomposi¢ao
estrutural definida por processos ARIMA para cada componente, sujeita a restrigdo que
a soma delas é equivalente ao modelo para a série temporal (Box, Hillmer e Tiao 1978;
Hillmer and Tiao 1982; Kaiser e Maravall 2001). Similarmente, os modelos estruturais sdo
diretamente estruturados em termos das componentes, que sdo representadas por modelo

de espago de estado especificados de acordo com ag propriedades dessas séries.

O filtro média mével mais utilizado pelos analistas das instituigbes econdmicas na
avaliagdo de ciclos econdmicos, segundo vérios autores como, Kaiser ¢ Maravall (2001),
Gengay et al (2002), Mills (2003) e outros, ¢ o chamado filtro Hodrick-Prescott (HP}, pro-
posto por Hodrick e Prescott (1980,1997). Para um estudo das propriedades e limitagGes
do filtro, ver por exemplo, Diebold 1996, Niemira 1994, King e Rebelo (1993), Harvey
(1997), Baxter e King (1999), Cogley (2001), Gengay et al (2002), Mills (2003), Kaiger e
Maravall (2001) ou McElroy 2006.

Kaiser e Maravall (2001) apresentam propostas de modificagdes no filtro Hodrick-
Prescott, denominado filtro Hodrick-Prescott modificado (HPM), através da decomposicéo
da série baseada em modelos ARIMA, e Mills (2003} apresenta uma versdo multivariada

para o filtro HP.

Os modelos estruturais podem ser utilizados numa ampla variedade de problemas
praticos em andlise de séries temporais, incluindo o caso de séries com ciclos. Algumas

referéncias importantes para esses modelos sdo Harvey (1989), West e Harrison (1997),
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Durbin e Kocopman (2001). Uma outra alternativa para modelagem de séries com ciclos,
e de uso jd tradicional, sdo os modelos de regressdo harménica (Harvey 1989, Morettin e
Toloi 2004)

O objetivo deste trabalho é o estudo e entendimento destas metodologias (HP mod-
ificado, HP multivariado, modelos estruturais univariados e multivariados e regressdo
harménica) para estimar e prever ciclos e subsequentemente empregar esses métodos a
problemas e situagdes reais, além de avaliar as vantagens e desvantagens dessas metodolo-

gias para andlise de ciclos.

A identificacio de componentes ndo observaveis, como é o caso dos ciclos, é funda-
mental para a interpretacfo de muitos fendmenos importantes do mundo real com os que
serdo analizados neste trabalho, a saber, precipitagio pluviométrica em Fortaleza, nimero
meédio de manchas solares - séries ligadas a fendmenos naturais - indice de producéo in-
dustrial, consumo de cimento e nimerc de bilhetes vendidos de passagens aéreas - séries
ligadas a atividade econdmica da Espanha. Desta maneira, o isolamento, interpretagéo e

o prognéstico de valores futuros apropriados tem grande importancia tedrica e prética.

Uma dificuldade para estimar a componente ciclica de séries temporais, cuja periodi-
cidade é maior que a sazonal, esta no fato de que sua variagdo pode ndo ser uniforme, o
que faz a idenficagdo do ciclo mais dificil. Assim, este trabalho procura contribuir para

uma melhor compreensao dessas metodologias e sua difusio.

O Capitulo 1 deste trabalho é dedicado a exposicdo de alguns conceitos basicos e
importantes em anélise de séries temporais, e introdugdo da notagao para os capitulos
posteriores. As principais referéncias utilizadas foram Brockwell e Davis {2002), Wei
(1990), Kaiser e Maravall (2001) e Morettin e Toloi (2004).

O Capitulo 2 redne alguns resultados principais sobre modelos ARIMA e componentes

néo observaveis, cujos conceitos expostos serdo utilizados na formula¢io do filtro Hodrick-

Prescott modificado.

QO capitulo 3 apresenta o filtro Hodrick-Prescott e desenvolve uma representagao al-
ternativa desse filtro utilizando o filtro Wiener-Kolmogorov. As principais referéncias
para este capitulo sio Kaiser e Maravall (2001) e Mills (2003), que apresenta a versao

multivariada do filtro.

No capitulo 4 sdo estudas algumas modificagdes do filtro que podem ser feitas para me-
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lhorar o sinal ciclico. No capitulo 5 uma outra metodologia alternativa € apresentada para
estimar ciclos através de modelos de espagos de estados, referidos como modelos estrutu-
rais. O capitulo 6 é dedicado a aplicagdes numéricas e comparagdes dos métodos estudados
envolvendo séries macro-econdmicas da Espanha assim como séries de fenémenos natu-
rais. O capitulo 7 é dedicado as conclusdes e discussdes finais, e por 1iltimo os apéndices

e referéncias bibliogréficas.



1 Alguns Conceitos em Andlise
de Séries Temporais

Neste capitulo sdo apresentados alguns conceitos em andlise de séries temporaié, ini-
ciando com o conceito de decomposicdo de uma série temporal em componentes nao
observéveis (Milone 2004) e prosseguindo com algumas definicies e resultados que séo
utilizados no desenvolvimento tedrico e aplicado neste estudo. Em particular, sdo revistos
alguns elementos importantes sobre processos estaciondrios no dominio do tempo e da

freqiiéncia.

Embora as discussdes tedricas e as aplicagdes praticas sejam validas para dados com
freqiéncias mensais, anuais, etc, para efeito de simplificacado, é dado enfoque & séries
trimestrais, que é um caso tipico importante em séries temporais, como por exemplo nas

séries macroecondmicas.

1.1 Componentes

Os valores das séries temporais séo desmembrdveis em componentes sistemdiicas e
ndo sistemdticas. As componentes ststemdilicas apontam para movimentos regulares e as
ndo sistemdticas para movimentos irregulares ou dispares. As componentes sistemdticas
sdo a tendéncia de crescimento ou componente secular, o ciclo e a componente sazonal
O ciclo e a componente sazonal expressam movimentos periddicos, distinguindo-se pelos
periodos de seus movimentos, em geral longo ¢ desconhecide no caso do ciclo ou curto e
conhecido (12 meses) no caso sazonal, ambos definem oscilagbes relativamente regulares

em torno da tendéncia.

A componente néo sistematica representa o que é completamente irregular. A andlise
ou decomposicio das séries temporais busca isolar e interpretar tais componentes. O
isolamento objetiva identificar componentes ¢ levantar informagdes tteis ao estudo das
séries e a previsac de valores futuros. No entanto, deve-se ter em mente que as varias

componentes podem atuar de modo isolado ou inter-relacionado, e que as previsdes com
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base em séries temporais s6 sdo de fato vélidas se as propriedades de suas componentes

permanecem relativamente estaveis durante o tempo a que a previsao é feita.

1.1.1 Tendéncia

s

E a componente indicadora da direcio global dos dados ou movimento geral da
varidvel, a definidora da inércia, do percurso tragado e de sua extensdo em um deter-
minado intervalo de tempo. Em termos gréficos, representa-se por uma linha continua,
consistente e de curvatura relativamente suave, que aponta. ¢ quo como a varidvel cresce

ou decresce no espago considerado.

O rumo indicado pela componente tendencial das séries econémicas serve de base para
decisbes empresariais, praticas financeiras e politicas publicas. Ela afeta, por exemplo,
a compra de agdes, o fechamento de negdcios, a ampliagdo ou desativagio de fabricas, a

liquidacio de estoques e o indicativo de desenvolvimento futuro ou estagnagéo de regices.

1.1.2 Ciclo

Os ciclos s80 oscilagdes aproximadamente regulares em torne da tendéncia. Podem
dever-se a fendmenos naturais, socioculturais ou econdmicos, como os cicle de recessdo
e euforia econdmica ou as variagdes climéticas, como por éxemplo os ciclos de secas no
nordeste brasileiro. A componente ciclica é tipica das séries longas, as séries de curta
duracio tendem a mascarar seu efeito, confundindo com o produzido pela tendéncia.
Qutra caracteristica dos ciclos € que eles podem ser multiplos, de amplitudes ou frequen-

clas diferentes e superpostos.

Como um exemplo, as etapas tipicas de um ciclo econdmico s&0: prosperidade (auge
ou pico positivo), recessdo, depressio (pico negativo) e recuperagdo. Importa observar
que, em cada periodo, muda distintamente o comportamento de varidveis importantes

como a demanda, produgio e nivel de emprego.

O estudo dos ciclos visa antecipar seus pontos de reversio: sabendo quando muda
o sentido de seu crescimento pode-se controlar suas causas e efeitos. Os indicadores dos
ciclos slo: antecedentes (primeiros a atingir os picos), coincidentes {variam junto com
eles) e consegiientes (retratam os efeitos do periodo passado). Em termos econdmicos,

por exemplo, como antecedentes tem-se o indice de desemprego, o nivel de venda de
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bens durdveis e a valorizacdo das agdes ordindrias, no qual a queda do indicador € sinal
de desaquecimento econdmico, e sua elevagio de aguecimento. O indice de desemprego
tende a ter um sentido inverso ao da “satde”da economia: quando ela vai mal, ele é alto,
quando ela vai bem é baixo. O {ndice de produg¢éo industrial, as vendas no varejo e o PIB
cotncidemn com o ciclo: na baixa, so baixos, na alta, sdo altos. Por fim, sdo consequéntes
por exemplo ¢ consumo de matérias-primas e equipamentos, as taxas de juros e ¢ nimero

de consultas aos servicos de protecéo ao crédito.

1.1.3 Sazonal

A componente sazonal que da mesma forma que o ciclos é uma variacdo em torno da
tendéncia e diz respeito a ciclos especiais de curto prazo, com pericdicidade conhecida
e ndo maiores que um ano. Costumam se referir a eventos ligados as estagdes do ano,

vinculadas ao calendério e repetidos a cada doze meses.

1.2 Processos Estocasticos

Os modelos utilizados para descrever o mecanismo gerador das séries temporais sdo
08 processos estocasticos, que sd0 processos controlados por leis probabilisticas {Wei 1990,
Morettin e Toloi 2004).

Pode ser considerado um nimero muito grande de diferentes modelos para descrever o
comportamento de uma série particular. A construgdo destes modelos depende de vérios
fatores, tais como o comportamento do fenémeno ou o conhecimento a priori que se tem
da natureza ou do objetive da anélise. Na pratica, depende também da existéncia de

métodos étimos de estimacio e da disponibilidade de softwares adequados.

Definicdo 1.1 Seja T um conjunto arbitrdrio. Um processo esiocdstico € uma familia

Z ={Z(t),t € T}, tal que, para cada t € T, Z(t) = Z, € uma varidvel aleatdria.

Nestas condigbes, um processo estocastico é uma familia de varidveis aleatérias (v.a.),
definidas num mesmo espace de probabilidade (2,4, P). O conjunto T é normalmente
tomado como um conjunto de inteiros Z = {0,%£1,22,...} ou o conjunto de reais R.

Também, para cada t € 7, Z(t) é uma v.a real.
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Como, para t € T, Z(t) é uma v.a definida sobre 2, na realidade Z(t) é uma fungéo
de dois argumentos, Z(t,w),t € 7, w € Q. A Figura (1.1) ilustra esta interpretacio de

um processo estocastico.

142

iy}

Figura 1.1: Um processo estocastico interpretado como uma familia de varidveis aleatérias

Vé-se, na figura, que para cada ¢ € 7, tem-se uma v.a. Z{t,w), com uma distribuicdo
de probabilidade, onde é possivel que a fungdo densidade de probabilidade no instante #;
seja diferente da fdp no'instante tg,'pa.ra os dois instantes t; e ¢, quaisquer, mas a situacio
usual é aquela em que a fungéo densidade de probabilidade de Z(f,w) é a mesma, para
todo ¢t € 7. Por outro lado, para cada w € §2 fixo, obtém-se uma fungdo de ¢, ou seja,
uma realizagéo ou trajetdria do processo, ou ainda, uma série temporal Uma média de

todas essas possiveis realizacdes é descrita no grafico por u(t), caso exista.

1.3 Processos Estacionarios

Nas situagdes em que se pretende utilizar modelos para descrever séries temporais,
é necessdrio introduzir suposi¢es simplificadoras, que conduza a analisar determinadas

classes de processos estocasticos. Assim, pode-se ter:

(a) processos estaciondrios ou ndo estaciondrios, de acordo com a independéncia ou néo

relativamente 3 origem dos tempos;

(b} processos normais (Gaussianos) ou néo normais, de acordo com as fungdes densidade

de probabilidade que caracterizam os processos;
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(c) processos Markovianos ou nao-Markovianos, de acorde com a independéncia dos

valores do processo, em dado instante, de seus valores precedentes.

Intuitivamente um processc estocéstico é estaciondrio se ele se desenvolve no tempo de

modo que a escolha de uma origem dos tempos ndo é importante.

H4 duas formas de estacionaridade: fraca (ou ampla, ou de segunda ordem) e estrita

{ou forte).

Definigao 1.2 Um processo estocdstico Z(t),t € T diz-se estritamente estaciondrio
se todas as distribuicdes finito-dimensionais permanecem as mesmas .sob translagdes no
tempo, ou sejo, Iz, ...,z b, .., tr) = F(z1,...,2r;t1 + h, ..., tr + R), pore gquaisquer
t1y et b de T

Isto significa, em particular, que todas as distribuigdes unidimensionais séo invariantes
sob translagdes do tempo, logo a média e a varidncia quando definidas sao constantes que

independem de t, isto é,
E(Z) = pz, V(Z) =05, (L1)

para todo t € 7. Sem perda de generalidade pode-se supor que pz = 0, caso contrério,

considere o processo {Z(t) — u}.

Definigao 1.3 Um processo estocdstico Z(t),t € T diz-se fracamente estaciondrio

ou estaciondrio de segunda ordem se
(i} E(Z(t)) = pz, constante, para todo t € T ;
(i) E(Z*{(t)) < o0, para todo t € T';

(iii) y(t+h,t) = Cov(Z(t+ h), Z(t)) independe de t para cada h, isto €, y(t+ h,t) = .

Um processo tal que (i) esteja satisfeita diz-se um processo de segunda ordem.

Um vetor aleatdrio T-dimensional (Z,,, Zy,, ..., Z;,) tem uma distribuigio conjunta que
depende‘de (t1,%2, ..., t7). Uma série temporal {2, %,, .., #;| denota uma realizagéo do
vetor aleatério. Entao, para cada distribui¢ao f;, hé somente uma observacio disponivel.
Para simplificar a notac&o, considera-se a distribuicdo conjunta de (7, Zs, ..., Z;), para
t<T.
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As duas suposi¢des simplificadoras mais importantes aqui consideradas sao:

(i) o processo é estaciondrio;

(ii) a distribuicdo conjunta de (Z1, Z,, ..., Z;) € normal multivariada.

Definigao 1.4 Um processo estocdstico Z(t),t € T diz-se Gaussiano se, para gqualquer
conjunto ty, to,...,tr, de T, as varidveis aleatdries Z(ty),...,Z(tr) tem distribuicdo normal

T-variada.

Portanto, na prética, estacionaridade implica um nivel médio constante e desvios limi-
tados. Estas sfo exigéneias muito fortes e poucas séries econdmicas atuais as satisfazem.
Transformagdes de séries ndo estaciondrias sdo bastante Uteis para produzir estacionari-
dade. Para séries econdmicas trimestrais é usualmente o caso em que a varidncia constante
pode ser encontrada aplicando-se ¢ logaritmo, combinado com a corregio de outliers e a
média constante pode ser encontrada usualmente por diferencas finitas, como definida a
seguir. A transformacfo logaritmica é apropriada quando a amplitude das oscilacGes das

séries aumenta com & evolucio destas.

1.4 Operadores de diferencas finitas

Denote B o operador retardo ou backward, tal que B’Zy = Z,_;e B™1Z, = Z,; (5=
0,1,2,..),

e Y; denota uma série temporal. Ha outros operadores usados:

e diferenca finita regular: A =1 - B;
o diferenca sazonal: A; =1 — B,

e agregacdo anual: s(B)=1+B+ B*+ ..+ B*..

onde s é o numero de observagbes anuais. Entdo AY; =Y, — Y1, AYi =Y. - Y., e
s(BY; =Y, +Y,_1+ ...+ Yi_s11. Vé-se imediatamente que os trés operadores satisfazem

a identidade

A, = As(B). (1.2)
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Para ilustrar o uso dos operadores acima, por exemplo, se ¥; € tendéncia linear de-
terministica, como em Y; = a + bt, entdo AY; = b e A%Y; = 0, sendo A?%Y; = A(AY}).
Pode-se facilmente ver que A? reduzird um polindmio de grau d para uma constante.
Obviamente, A;Y; cancelard uma constante, ou reduzird a tendéncia linear para uma
constante, mas também cancelard outras fungdes periddicas deterministicas, tal como
aqueles que se repetem a cada quatro trimestres. Para encontrar o conjunto de funcdes
que sgo canceladas com a transformacio A,Y; é preciso encontrar a solucido da equagdo

de diferencas lineares homogénea (Morettin e Toloi 2004, Kaiser e Maravall 2001),
AY,=(1-BY,=Y,-Y,_, =0, | (1.3)

cuja equacdo caracteristica é r* — 1 = 0. A solugdio desta é dada por r = 1, que séo as

quatro raizes do circulo unitédrio, exibidas na Figura 1.2. As quatro raizes sao:

=1 ro=-=1 rs=1i e 1r4=—1i. (1.4)

endefuky

§ w; tracquinels roal

=15F o qaborsims daciiou unlitic . -
) uma ruz sxinciondrls.

0.5 1 1.5 2

=] -1.5 -1 =03

o

Figura 1.2: Raizes do cfreulo unitéric

As duas primeiras rafzes sao reais e as duas tltimas sdo conjugadas complexas, com
médulo 1 e freqiiéncia w = 7/2 (as freqiiéncias sio sempre expressas em radianos), como

visto na figura.
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As raizes conjugadas geram um movimento periédice do tipo
Ty = Acos(wi + 4}, (1.5)

sendo que A denota a amplitude, ¢ denota a fase (o &ngulo em t=0)} e w a freqiiéncia (o
nimero de voltas no circulo que sdo completadas em uma unidade de tempo). O periodo
da funcdo {1.5) , denotado por 7, é o numero de unidades de tempo para uma volta do

circulo ser completada, e é relacionado com a freqiiéncia w pela expressao

i (1.6)

A Figura 1.3 (a) exibe um movimento periddico do tipo (1.5), com A =1, B=0¢e

w = w/4. De {1.4), a solucdo geral de A,Y; = 0 pode ser expressa como
m t
Y, = co 4+ cicos (Et—l—dl + (=1},

sendo que ¢y, ¢1, ¢2 € dy sdo constantes, determinadas segundo as condigoes iniciais.

Sabendo que cosm = —1, a expressao anterior pode ser escrita como
2 Fi
K:CD+chcos (jEt""dj), (1.7)

j=1

com dp = 0. Considerando (1.6), 0 primeiro termo do somatério de (1.7) ¢ associado com
o periode de 7 = 4 trimestres e entdo representa uma componente sazonal com fregiiéncia
de uma vez por ano, o segundo termo tem um pericdo de r = 2 trimestres, e assim
representa uma componente sazonal com uma fregiiéncia de duas vezes por ano. As duas

componentes sdo exibidas na Figura 1.3 (b) e (c).

Note que a equagio caracteristica pode ser reescrita como (B~1)*—1 = 0, (1.4) implica

na fatoragao
Ay = (1= B)(1+ B)(1+ B?).

O fator (1 — B) estd associado com a constante e a freqiiéncia w = 0, o fator (1 + B)
com sazonalidade de duas vezes por ano e fregiiéncia w = 7 e o fator (1 + B?) com
sazonalidade de uma vez por ano com freqiiéncia w = @ /2. O produto destes dois dltimos
fatores produz o operador agregacao anual s{B), estando de acordo com a expressdo (1.2).

Assim a transformagdo s(B)Y; remove néo estacionaridade sazonal em Y;.

Para o caso mais freqiiente em que a estacicnaridade é obtida através da diferenca
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Figura 1.3: Fungdes coseno: {a) r=8;{(b) 71=4;(c) r=2

(c)

AAy, a fatoracio AN, = A2s(B) diretamente mostra que a solucdo para AAY; =06

do tipo
2
Y, =a+bt+ZCjCOS (j%t"'dj) , {1.8)
j=1
com dp = 0. Entédo a diferenca remove as mesmas nao estacionaridades como antes, mais
a tendéncia linear (a4 bt). Para o caso A*Ay, a fatoracdo A%s(B) mostra que a tendéncia
cancelada ¢ agora um polindmio de segunda ordem em £, o restante permanece inalter-

ado. Para séries trimestrais diferencas de ordens maiores dificilmente s0 encontradas na
prética.
Uma observagao final:

e D denota, em geral, a diferenga completa (seqliéncia de operadores A) aplicada
a série Y, para obter estacionaridade. Quando um modelo ARIMA é especificado

para Y;, ndo toma-se DY; = 0, mas sim DY, = Z; sendo Z; um processo estocéstico

estaciondrio com média zero e varidncia constante. Entdo, toda solugéo de DY; =0
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serd perturbada pela entrada Z;. Em termos da expresséo (1.8}, esta perturbacéo
implica que os coeficientes a,b, ¢ e d nio sdo constantes, mas em vez disso de-
pendem do tempo. Esta gradual evolugdo dos coeficientes produz um modelo com
comportamento adaptativo que estd associado com as caracteristicas “mdveis” das

componentes de tendéncia e sazonalidade.

1.5 Representacoes de uma Série Temporal

Para Y; a varidvel estudada e Z; = DY; é sua transformacfo estacionaria, sob as
suposicoes de normalidade e estacionaridade, o vetor de varidveis (Z), Zs, ..., Zr) terd dis-
tribui¢do normal multivariada. Uma importante propriedade desta distribuicdo é que a
esperanca de algums varidvel Z, condicional a (71, Zy, ..., Zp) fixado, é uma fungio linear
de Z,, Z,,..., Z7. A estacionaridade serd conseqiiéncia da média e variancia constantes,
condi¢do (1.1), conseqientemente Cov(Z,, Z; ) = i, para k = 0,£1,+2,... Assim a
covaridncia entre Z, e Z;_, depende da distancia relativa &, ndo do valor de . Por-
tanto, (21, Za, ..., Zr) ~ Np(p, ), com g o vetor de médias constantes e X & matriz de

variancias e covariancias,

gz M Y2 .- Y1
0’% Moo Yr-2
= (6% = %),
oz M
0%/

matriz simétrica definida positiva.

A definigdo seguinte € 1itil para se estudar as pi"opriedades de segunda ordem da série
(Brockwell e Davis 2002).

Definicdo 1.5 Seja {Z;} wma série temporal estaciondria. A fungdo de autoco-
varidncia (ACVF) de {Z,} de lag k é m = vz(k) = Cov(Ziyr, Z:). A fungdo de
autocorrelagio (ACF) de Zy de lag k € pi, = pz(k) = Corr(Zyyx, Zy).

As primeiras estatisticas calculadas para uma série temporal so estimativas de au-
tocovaridncias e autocorrelagdes usando estimativas amostrais padrio. Se [z1,...,27] é a

série observada, & média amostral das observacdes é z =T TL, 2.
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A funcéo de autocovariancia amostral é 4, = T=' T1 M (20— )z —2), —-T <

k < T e a funcao de autocorrelagac amostral é
Br = Y /.
Uma representagdo parcimoniosa dos momentos de segunda ordem do processo Z; é

dada pela funcdo geratriz de autocovaridncia (AGF), Wei 1990.

Definicao 1.6 Pare uma sequéncia de autocovaridncias g, k = 0,£1,£2,..., da série

{Z:}, a fungdo geratriz de autocovaridncia € definida como

VB) =0+ > (B + B, (1.9)

=1

Para transformar a AGF em uma funco livre de escala divide-se (1.9) pela varidncia

7o € obtém-se a fungio geratriz de autocorrelagio {ACGF).

Definicdo 1.7 Para uma segiéncia de autocovariéneias v, k£ = 0,£1,£2,..., da série

{Z,}, a fungdo geratriz de autocorrelagdo ¢ definida como

p(B) = po+ > 0B + B9, (1.10)

=1
sendo p; = ¥;/o-
A AGF {ou ACGF) é uma ferramenta bésica para a chamada “andlise no dominio do

tempo” das séries temporais.

Se as seguintes propriedades sobre a AGF sao satisfeitas, incluindo as duas tltimas

condigoes
L. fo = 1}
2. pj = p-p

[

. |psl <1 para j #0

.

. p; — 0 quando j — o0

i

2o o] < 00
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entdo um processo normalmente distribuido, com média zero e varidncia finita, € esta-
cionario. Além disso, sobre a suposicdc de normalidade, uma realizacdc completa do

processo estocastico é completamente caracterizada por pz, Vz e p(B).

Quando p; = 0 para todo j # 0, o processo {a;}, com média zero e varidncia g2, é
p:!' ? p 4 Fr o]

denominado processo ruido branco.

1.6 Representacao de Wold

Seja Z; um processo estocéstico estaciondrio. Uma representagfo analitica muito til
é escrever o processo como combinagfo linear de varidveis aleatdrias néo correlacionadas

(Wei 1990, Brockwell e Davis 2002}, isto &,

. g

Ty = ap + Y1oe-1 - dotp_n + o = Uit = P(B)ay,
=0
onde
W(B) =3 ;B (h=1) (1.11)
=0

a; € um processo ruido branco com média zero, varidncia 62 e (B} é tal que

1. ¢¥; — 0 quando j — o0
2. 332, [y < eo,

onde a Wltima restri¢io reflete uma condicio suficiente para convergéncia da série polino-
mial ¥(B). Dados os coeficientes v, a; representa o erro de previsdo um periodo adiante
de Z;, que é, a; = Z; — Zﬂ:_l, sendo Z'm_l a previséo de Z; feita no perfodo t—1. Assim a;
representa o que é novo em Z;, que é, o que nao estd contido no passado [z, 1, 2;—2, Z—3 s
referida como inovagdo do processo. A representacdo de Z; em termos de suas inovagOes,
dado por (1.11), € Unica e é conhecida como representacédo de Wold ou fundamental, ou

ainda representagio MA(oco).

Um resultado util que serd utilizado adiante é o seguinte: se v(B) representa a AGF

do processo Z;, entéo

¥(B) = w(B)y(B)os. (1.12)
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Prova: A demonstragéo que o processo (1.11) tem E(Z;) = 0, Var(Z,) = a2 TR, %7 e
62 paraj=0
E(aiZi—;) = P J
0 paraj>0

é direta.

E, dada as devidas convergéncias dos somatérios

[ ol o 4] s ]
W =E(Z:Zer) =E DD wi%aa—sﬂwk—j) = 0g > Yidhisk.

i=0 j=0 i=0

Como o -~
YBY =+ %(B+B7)= 3 vB =+(B),
g=1 j=—c0
tem-se o o 0 56 . .
wB) = oL 3> g B = IS b BYT =02y B > B
j=—00 i=0 =0 k=0 k=0 i=0

= o p(B)Y(BT).

1.7 O Espectro

O espectro ¢ uma ferramenta bésica para andlise de séries temporais no “dominio da
freqiiéncia”, como é o caso de uma andlise de periodicidade ou de ciclos em particular. E
um caminho alternativo para visualizar e interpretar a informacao contida nos momentos
de segunda ordem da série {Wei 1990, Kaiser e Maravall 2001). O enfoque no dominic da
freqiiéncia é particularmente conveniente para analisar as componentes néo observaveis,

tais como tendéncias, ciclos e sazonalidades.

A informagéo contida na ACF de uma série temporal, z;, 22, ..., 27, pode ser expressa
no dominio da freqiiéncia através de sua transformada de Fourier. Através do peri-
odograma da série, dado pelo grafico p(w;} versus w;, sendo wy = 2n/T a fregliéncia
fundamental, ou seja, a freqiiéncia de um ciclo completo, e seus multiplos ou harménicos

wy =2my /T, j=2,...,T/2

O eixo ordenado do periodograma escrito como funcéo das autocorrelacées amostrais

1 R T-1 )
plw;) = o |[fot 23" pyeos(wyt)| (1.13)
t=1

sendo que g, denota o estimador da autocorrelagéo de lag ;.
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Como conseqiiéncia, obtém-se um conjunto de fungdes periddicas com diferentes fre-
quéncias e amplitudes. Pode-se agrupar as fun¢des em intervalos de freqiiéncia, Aw;
obtendo um histograma de fregiiéncias que mostra a contribui¢do de cada intervalo de
freqliéncia para a variagao da série, um exemplo é mostrado na Figura 1.4 (a). O espectro

é 0 modelo tebrico equivalente ao histograma de freqliéncias, mostrade em 1.4(b) .

] | HHHUWQFH |

[ TE 15 Fl

(a)

Figura 1.4: (a) Histograma das freqtiéncias; (b) Espectro amostral

Fazendo Aw; ir para zero, o histograma de freqiténcias torna-se uma fungéo continua
denotada por espectro amostral, a drea acima de dw representa a contribuicdo das fre-
qliéncias em dw para a variagdo da série temporal. Se H(w) denota o espectro amostral,

entdo este € proporcional a

t=1

T—1
H{w) x (ﬁfg+22'?j coswt) , (1.14)

sendo que 4; denota o estimador da autocovariéncia de lag j.

O modelo tedrico equivalente de (1.14) produz precisamente a definicdo de espectro.

Considere a AGF do processo Z;, dada por
Y(B) =y + > v {B’ + B7). (1.15)
1=1

Substituinde B por sua representagio complexa, ™%, a expressio {1.15) transforma-se

na funcgao

) oo
g(w) =7+ ve™ + &),
4=1
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ou usando a identidade [e~™7 + €™7] = 2 cos{jw) e dividindo por 27 obtém-se

gi{w) = 1 {’m + i i cos(jw)] (1.16)

2n et

A transformagdo de (1.15) para (1.16) é chamada transformagio cosseno de Fourier
da AGF v(B) e é denotada por espectro de poténcia. Substituindo a AGF pela ACGF,

dividindo pela varidncia 7y, obtém-se a func¢io densidade espectral

. 1
L2 ('w) = o

i=1

1+ ipj cos(j'w)} X (1.17)

Pode-se facilmente ver que g;{w) ou g} {w) sio fungdes periddicas e agsim a amplitude
das freqiiéncias pode-se restringir a (—x,«) ou (0,27). Entretante, dado que a fungéo
cosseno é simétrica ao redor de zero, é somente necessario considerar a amplitude de (0, ).
E importante mencionar que o espectro (1.14), dividido por 27, é também transformagio

de Fourier da fun¢io de autocovaridncia amostral.

Conhecendo a AGF do processo, o espectro é trivialmente obtido. Alternativamente,
conhecendo o espectro obtém-se a AGF através da transformacio de Fourier inversa, dada

por

Ve = /_: g(w) cos(wk)dw.

Entio para k = (,
Yo = f g{w)dw. (1.18)
—T
que mostra que a integral do espectro € a varidncia do processo. Portanto, a 4rea abaixo
do espectro para o intervalo dw € a contribuicéo para a varincia da série correspondente a
amplitude dw, como na Figura 1.4 (b). O espectro pode ser visto como uma decomposigéo

da variincia pela freqiiéncia, ou seja, uma andlise de variancia no dominio da frequéncia.

Exemplo 1.1 Considere um processo Z;, com equagdo de diferenca finita homogénea de

sequnda ordem dada por

Zs+0,81Z;_9 = 0. (1.19)
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A equagdo caracteristica r* + 0,81 = 0 produz um par de nimeros conjugados com-
plexos r = £0, 97, situados no eixo imaginario, eles estio associados entdo com a freqiiéncia
w = 7/2. Isto explica o pico isolado para esta freqiiéneia na Figura 1.5 (a). Para trans-
formar o modelo prévio em um processo estocdstico perturba-se o ponto de equilibrio de
(1.19) com uma varigvel aleatdria q; ruido branco, entdo Z; + 0,817, =a; ou (1+
0,81B%)Z, = a;. A representagdo de Wold do processo é dada por Z; = /(1 + 0,818?),
com ¢(B) = 1/(1 + 0,818%). Usando (1.12), a AGF de Z; pode ser obtida através de

o o
(1+0,81B2)(1+0,81B-2) 1,656+ 0,81(B2 + B-2)'

¥B) =

Substituindo (B? + B~2) por 2cos 2w, o espectro é dado por,

0.2

= . <w <.
1,656+ 1,62c0os 2w’ Osws=w

glw) =

O pico no caso anterior torna-se agora uma “colina”, como pode ser visto na Figura
1.5(b}. Se a varidncia do processo estocdstico @; aumenta, como mostrado na parte {c) da
figura, a largura do espectro aumenta, isto é, a dispersio de w ao redor de 7/2 aumenta. A
Figura (1.6) compara os tipos de movimentos gerados nos trés casos. A variéncia torna-se

maior, a componente torna-se menos estéavel.

| _
| .

@ (b) ©

Figura 1.5: Espectro de um processo AR(2}: {a) Componente deterministica; (b) Compo-
nente estocastica com varidncia pequena; (¢) Componete estacistica com varidncia grande

Em resumo, se a série contém uma componente importante para uma certa freqiiéncia
wg seu espectro pode revelar um pico ac redor daquela freqiiéncia. Dado que uma boa
definicio de tendéncia é uma componente ciclica com periodo T = oo, 0 pico espectral

neste caso deve ocorrer na freqiiéncia w = 0.

Para ver alguns exemplos do espectro, para processos simples, si0 usados os resultados
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Figura 1.6: Realizagio de um processc AR(2): (a) Componente deterministica; (b} Com-
ponente estocdstica com varidncia pequena; (¢} Componete estocdstica com varidncia
grande

prévios, que através da representacdo de Wold obtém-se a AGF e da AGF o espectro. A

seqiiéncia é em todos os casos,
1. representagéo de Wold: Z; = ¥(B)ay;
2. AGF de Z;: 4(B) = ¢(B)¥(B )ol;

3. espectro: g(w) = [yo + 22;; cos jwlo;
Exemplo 1.2 Processo ruido branco:
Entéo, y; = 0 para j £ 0 e assim g{w) = constante (Figura 1.7(a})

Exemplo 1.3 Processo média movel de ordem 1: MA(1)

Ze = 0+ 06
Zy = (1+6,B)a;, assim $(B) = (146, B), portanto
YB) = (BB o2 =(1+8B)Y1+8B ol =[1+6+6(B+ B)c?
glw) = [1+ 6%+ 28 coswo?

-
A Figura 1.7 (b) mostra um exemplo com & < 0.

Exemplo 1.4 Processo autoregressivo de ordem 1: AR(1)

Zi+ 012y = o, ou(1+¢B)Z, =a
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Zy = 1/(1+ ¢B)ay tal que p{B) = 1/(1 + ¢B),
v(B) = [(1+¢B)(1+¢B™)] "0
gw) = [1+¢*+2¢cosw] o2

assumindo que |@| < 1.

O caso ¢ < 0 € mostrado na Figura 1.7(c), curva decrescente. O espectro consiste de

um pico em w = § que decresce monotonicamente na fregiiéncia de 0 a 7.

A Figura 1.7 {c) também mostra o caso ¢ > 0, curva crescente. O resultado € um
espectro simétrico ao redor da freqiiéncia w = /2, consegiientemente apresenta um pico
em w = 7. O periodo associado com o pico é 2, ou seja, 2 trimestres. Portanto o
AR(1) neste caso revela um comportamento ciclico com perfodo 7 = 2. Se os dados séo
mensais, este comportamento corresponde a uma freqiiéneia sazonal de seis vezes por ano,
para séries trimestrais uma freqiiéncia sazonal de duas vezes por anoc, para dados anuais

representa um efeito ciclico de dois anos.

Exemplo 1.5 Processo autoregressivo de ordem 2: AR(2)

Zi+ i Zis+ 007 o =0; ou (1+¢+ $:2BHZ = a (1.20)

A equagho caracteristica associada com a parte homogénea de (1.20) é precisamente o
polinémio em B, com B = r—'. Entio, ¢ possivel encontrar o comportamento dominante

de Z, da solugéo de r? + &7 + ¢2 = 0. Dois casos podem acontecer:

(a) as duas raizes sio reais;

(b) as duas raizes sdo conjugadas complexas.

No caso (a), se r1 e 1y sdo duas rafzes (assume-se que |r1] e |r2| sfo < 1), o polindmio
pode ser fatorizado como (1 — ry B){1 — rB) e cada fator ira produzir o efeito de um
processo AR{1). Entdo, se ambas as raizes sdo positivas, o espectro terd um pico em
w = (), se uma raiz é positiva e outra negativa, ¢ espectro tera picosem w = 0 e w =,

se ambas as raizes sdo negativas, 0 espectro terda um pico em w = 7.

No caso (b), as raizes irdo gerar um comportamento ciclico, como na Figura 1.7(d).
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Figura 1.7: Exemplos de espectros: (a) espectro de um ruido branco; (b) espectro de um
MA(1); {c) espectro de um AR(1); (d) espectro de um AR(2)

Em geral, uma ttil forma de olhar a estrutura de um processo autoregressivo de ordem
p, AR(p), uma especificagdo muito popular em econometria e outras dreas é fatorizar o
polindmic AR completamente. Raizes reais implicardo em picos espectrais do tipo (1.7)

(c), enquanto que as raizes conjugadas complexas produzirdo picos do tipo (1.7) (d).

1.7.1 Amplitude das Freqtiéncias Ciclicas

Como ja mencionado, o cardter simétrico e periédico do espectro permite considerar
somente a faixa de freqiiéncias [0, 7]. Quando w = 0, o periodo 7 — oo e a freqiiéncia é
associada com uma tendéncia. Quando w = 7/2 o perfodo é ignal a quatro trimestres e
a freqgiiéncia é associada com o priﬁleiro harménico sazonal (freqliéncia de uma vez por
ano). Para uma. freqiiéncia na amplitude [0+¢),7/2— €, come;, €2 >0 e e; < 7/2—€3, 0

periodo associado serd maior que um ano. Ciclos econdmicos podem entao ter um espectro
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concentrado nesta faixa. Esta faixa é conhecida como “faixa das freqiiéncias ciclicas”.

As freqiiéncias na faixa [7/2, 7] estdo associadas com periodos entre quatro e dois
trimestres. Portanto, s&o movimentos de curto prazo, cujo ciclo é completado em menos

de um ano, € ndo sdo de interesse para a andlise ciclica de freqiéncias.

Dado que w = 7 é uma freqiéncia sazonal (harménico sazonal de duas vezes por
ano), o intervalo aberto de (7/2,%) exclui as duas freqiiéncias sazonais e é conhecido

como “amplitude ou faixa intra-sazonal de freqiiéncias”.

A determinacéo de ¢ € ¢; para especificar a amplitude precisa das freqiiéncias ciclicas
é fundamentalmente subjetiva e depende do propésito da andlise. Para dados trimestrais e
analise ciclica de negécios no contexto de politicas econdmicas de curto prazo, obviamente
um ciclo de perfodo 100.000 anos deve ser incluido na tendéncia € nao no ciclo de negdcios.
A mesma consideragio pode ser aplicada a um ciclo de 10.000 anos. Quando o periodo
diminui, ¢ torna-se maicr, tem-se as freqiiéncias que podem ser de interesse para a andlise
ciclica de negdcios. Por exemplo, se 0 maior ciclo que deve ser considerado € um ciclo de

10 anos (40 trimestres), € deve ser entdo 0,05.

Do outro lado do intervalo, valores muito pequencs de €2 podem produzir ciclos com,
por exemplo, um periodo de 1,2 anos, tdo curtos que pode ndo ser de interesse ciclico. Se
o minimo periodo para ¢ ciclo for 1,5 anos, entdo € deve ser igual 0,1677 ¢ o intervalo

das freqiiéncias ciclicas deve ser {0,057,0,331x].

1.7.2 Extensao para as raizes unitirias nao estacionarias

No modelo AR(1), quando ¢ = 1, obtém-se

(1-B)Z,=a; ou AZ =a,

1 2
—_— g’
2(1 —cosw) “

Para w = 0, g{w) — oo e assim a integral (1.18) néo converge, estando de acordo

o popular passeio aleatdrio. Assim, g(w) =

com o resultado bem conhecido que a varidncia do passeio aleatdrio é ilimitada. A néo
estacionaridade induzida pela raiz ¢ = —1 no polinémio (1 + ¢B), uma raiz unitéria
associada com a freqiéncia zero, leva a pontos no infinito no espectro do processo para

aquela fregiiéncia. Este resultado é geral: uma raiz unitaria no polindmio AR, associada
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com uma particular freqliéncia wg, produzird um pico infinito no espectro para aquela

freqiiéncia particular.

Um importante exemplo é quando o polinémio s{(B) = 1+ B+ B? + B? est4 presente
no polindmio AR da série. Dado que s{B) fatora em (1 + B)(1 + B?), suas raizes sio -1
e +1, associadas com as freqiiéncias 7 e 7/2 respectivamente. A transformada de Fourier

de s(B), substituindo B por ¢, resulta
s*(B) = 4(1 + cos w){1 + cos 2w},

que exibe zeros em w = 7 e w = w/2. Pelo fato de s*(B) aparecer no denominador
do espectro seus zeros induzirdo a pontos de pico infinito. Portanto, um modelo com
um polindmio AR incluindo s{B) terd um espectro com pontos de pico infinito para as
freqliéncias w = 7 e /2, que sao freqiéncias sazonais. Segue que no caso usual de séries
trimestrais, para diferencas AA, ou A2A4 que tem sido usadas como transformacdes esta-
ciondrias, o espectro da série deve apresentar pontos de pico infinito para as freqiéncias

w=0,w=nr/2ew=m.

1.8 Filtros Lineares

O conceito de variagio periddica, ciclica ou sazonal, conduz a idéia de decomposicao
da série em “componentes nao observdveis”, principalmente definidas pela freqiiéncia da

variagio associada. Se Y; denota a série estudada, a formulac8o mais simples pode ser

=) Yi+e, ji=12,. (1.21)

3

na qual as varidveis Yy denotam as componentes ndo observaveis e ¢ o efeito residual,
freqiientemente denominado “componente irregular”. As componentes s&0 muitas vezes

especificadas para seguir modelos deterministicos ou estocasticos que podem ser estimados

por métodos estatisticos apropriados.

Filtros lineares podem reproduzir caracteristicas de uma componente de tendéncia ou

periddica (sazonal ou ciclica).

Definicdo 1.8 Um filtro linear finito simplesmente denofa uma combinagdo linear de
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valores da série Yy, para t dentro de um intervalo ou janela, como em
Wi=c pyYipy +.-teaYia+aYitaYi + .+ Gy Ytk (1.22)

W, € uma média mdvel de sucessivos trechos de Yy, ou filtro média mdvel.

Os pesos ¢; podem ser estabelecidos de tal forma a capturar a variagao relevante, as-
sociada com a componente particular de interesse. Ent&o, um filtro para tendéncia poderd
capturar a variagdo associada com movimentos de longo prazo da série, e um filtro para
componente sazonal podera capturar variagao de natureza sazonal. Muitos trabalhos apli-
cados para estimar ciclos em séries macroecondmicas aplicam filtros médias mdveis, mais
fregilentemente o filtro HP, para séries ajustadas sazonalmente, muitas vezes ajustadas
com o filtro X11. Ambos, o filtro HP e o filtro X11, podem ser vistos como filtros média
movel fixos ou filtros “ad hoc”. Comeo dite anteriormente, os filtros projetados desta
forma, com uma escolha “a priori” dos pesos, sdo filtros “ad hoc” fixos, no sentido que
independem da série particular para qual estam sendo aplicados. Devido ao cardter fixo
dos filtros “ad hoc”, resultados falsos podem ser obtidos, como componentes superesti-
madas para algumas séries ou subestimadas para outras. Para superar esta limitacao, no
contexto de ajuste sazonal, uma alternativa aproximada sugerida é dada quando o filtro é

adaptado para a estrutura particular da série, como capturado por seu modelo ARIMA.

A aproximagéo, conhecida como decomposicdo baseada em modelos ARIMA (Box,
Hillmer e Tiao 1978; Hillmer e Tiao 1982), consiste de dois passos: um modelo ARIMA é
obtido para a série observada e técnicas para a extracfo de sinal sao usadas para estimar

as componentes, com filtros que sdo 6timos segundo algum critério.

O filtro linear (1.22), pode ser reescrito como

W = C(B)Y,, (1.23)
k1 ) ka _
sendo C(B) =Y c ;B +co+d ;B
J=1 =1

Se k1 = ko € ¢; = c_; para todos os valores de j, o filtro torna-se centrado e simétrico,

podendo ser expresso como

C(B) = ¢ + ij ¢;(B + B7). (1.24)

=1
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A transformada de Fourier de (1.24), substituindo (B’ + B~7) por (2cos jw), resulta

num filtro cuja representagdo no dominio da freqiiéncia €,

&
CHw) =cp+23 ¢;cos jw. (1.25)

J=1
Se k1 # ky ou ¢; # c_j, o filtro assimétrico ou néo centrado nfo aceita a expressio
do tipo {1.25). Termos adicionais envolvendo niimeros imaginérios que ndo se cancelam
estardo presentes. Esta caracteristica tem um efeito na resposta, que para o propdsito

deste trabalho sera considerada uma distorgao sistemética. Aqui s&o considerados somente

filtros centrados e simétricos,

Wi =Yg+ .. +aYia+ogYi+a¥ + ..+ Yk (1.26)

Sendo C(B, F') simétrico e Y; estaciondrio, {1.23) diretamente produz
AGF(W) = [C(B)PAGF(Y),
tal que aplicando a transformada de Fourier, obtém-se
gw(w) = [G(w)*gy (w), (1.27)

sendo gy {w) e gw(w) os espectros da entrada e safda das séries Y; e W,, respectivamente.
G{w) ¢é a transformada de Fourier de C(B). A fungio G(w) é dita ganho do filtro. Da
relagio (1.27) o ganho quadratico determina a contribuicdo da varidncia da entrada em
explicar a varidncia da resposta para cada fregiiéncia. Se G(w)} = 1, a variagdo completa
de Y para aquela freqiiéncia é passada para W, se G(w) = 0, a variacdo de Y para aquela

freqiiéncia é completamente ignorada no calculo da varidncia de W.

Quando o interesse central estd nas componentes da série, fundamentalmente caracte-
rizadas por suas préprias freqiliéncias, a funcio ganho quadrdtico torna-se uma ferramenta
fundamental que mostra quais freqiiéncias contribuirdo para a componente e quais nao
entrardo. Os picos para w = 0, /2 e 7 implicam que a série contém uma componente de

tendéncia e uma sazonal, associada com as fregliéncias de uma e duas vezes por ano.

Assume-se uma longa série e T' denota o 1iltimo periodo observado e filtros simétricos
e centrados sdo utilizados. Quando 7" > ¢ + k o filtro pode ser aplicado para obter

W, sem nenhum problema. Entretanto, quando T' < ¢ + k, observacdes no fim da série
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necessarias para o calculo de W; nfo estdo disponiveis ainda, assim o filtro nédo pode ser
aplicado. Como uma consegiiéncia, a série W, nao pode ser obtida para periodos recentes,
porque observagdes futuras desconhecidas de Y} sdo necessarias. Modificagtes no peso dos
filtros para periodos recentes tém sido feitas quando o truncamento é necessdric por
causa da falta de observacBes futuras. A aplicacdo desses filtros truncados produz uma
medida preliminar de W;, porque novas observacdes implicario em mudancas nos pesos,
até T > t + k e o valor final ou histdrico de W, poder ser obtido. Uma modificagéo gue
tem-se tornado popular é substituir valores futuros necessarios, ainda nao observados, por
suas previsdes Otimas, freglientemente calculadas com um modelo ARIMA para a série Y.
Dado que as previsbes sdo funcdes lineares de valores presentes e passados de ¥;, o valor
preliminar de W; obtido com as previsdes serd um filtro truncado. Ambas as alternativas

880 usadas neste trabalho.
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2 Modelos ARIMA e Extracao de
Sinais

Este capitulo apresenta uma breve revisio sobre modelos ARIMA e componentes
nao observdvers com o objetivo de Introduzir alguns conceitos que serdo utilizados na
formula¢éo do filtroc HP modificado.

2.1 Modelos ARIMA

A representacio de Wold (1.11) de um processo estacionario, Z; = v(B)ay, é dificil de
ser tratado, em geral, o polinémio (B} contém um ndmero infinito de pardmetros. Em

seu lugar, usa-se uma aproximacao racional do tipo

sendo que 8(B) e ¢(B) sdo polindmios finitos em B (operador retardo ou “backshift”) de

ordens g e p, respectivamente. Entdo, pode-se escrever

i o
ou ¢(B}Z; = §(B)ay. (2.1)

Esse modelo, representado explicitamente por,

A4+¢1B+ ... +¢B")Z: = (1+ 6B+ ... + 6,BYay (2.2)

é o processo autoregressivo média mével de ordens p e ¢, respectivamente, ou modelo
ARMA(p,q). O modelo inverso de (2.1) é aquele que resulta da troca entre os polindmios

AR ¢ MA. Entdo,
0(B)W; = ¢(B)b,,

com b; rufdo branco, é um modelo inverso de (2.1). A equagdo (2.2) pode ser vista

como uma equagdo de diferencas finitas ndo homogénea. Se ambos os lados de (2.2) sdo
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multiplicados por Z;_, com & > g, e aplicada a esperanga, o lado direito da equagdo zera

e ¢ lado esquerdo torna-se
Yo+ P1V-1+ o+ $pYep =0 (2.3)
ou $(B)v = 0, (2.4)

sendo que B opera sobre o sub-indice k e v é a covariancia entre Z; e Z;_, £k =0,1,2, ...

A equagio caracterfstica correspondente & equagio de diferencas (2.3) é

P+ P+ ¢y, =0 (2.5)

Se 7r1,...,Tp, 580 raizes de (2.5) a solugdo de {2.3) pode ser escrita como
A
Ve = Z i
i=1
e quando |r;] < 1, i = 1,...,p, ¥ convergird para zero quando k& — co. A comparagéo de

(2.5) com (2.3)resulta que r1,...,, 830 inversas das raizes B,...,B, do polinémio
$(B) =0

que é, r; = Bl A convergéncia de ~; implica entdo que as rafzes, em B, do polindmio
$(B) séo todas maiores que um em moddulo. Esta condigdo também pode ser expressa
como: "as raizes do polinémio ¢(B) estdo fora do circulo unitdrio (da Figura 1.2)".
Quando isto acontece diz-se que o polindmio ¢(B) é estavel. A estabilidade de ¢(B)

implica na convergéncia de sua inversa

1
TG -rB).(0—rpB)

$(B)™

De (1.12), considerando que ¥(B) = 6(B}/¢#(B), a AGF de Z; é dada por

_am) e
= 3(B) 6 E (26)

v{B}

A AGF é simétrica e convergente. A transformada de Fourier de (2.6) produz o
espectro de Z;, igual a

_ 0(e™™)0(e™) ,

2= gemotem) 0
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Se na equagdo (2.2) o sub-indice t é substituido por ¢t + &, sendo k um inteiro positivo,
e tomando as esperancas no tempo ¢, a previso de Z;,, feita no tempo ¢, a saber, 2:+k[r,
¢ obtida. Vista como uma fungéo de % e para uma origem fixa em ¢, Zt+k;: é denotada
fungao de previsdo. Dado que E;{a:1r) = 0 para k > 0, para k > g, a fungdo de previsio

satisfaz a equagio
v + 01001k + oo + Gplprr—pit = 0,

sendo Z"Hﬂt = Zyy; quando j £ 0. Portanto, a eventual fungio de previséo é solugéo de
$(B)Zy 1y = 0, (2.8)

com B operando sobre k. Comparando (2.4) e (2.8}, o elo entre a fungdo de autocorrelagdo
de lag k e a fungéo de previsdo k periodos adiante torna-se claro, e a previsiao é simples-
mente uma extrapolagio da fun¢ao de autocorrelagdo. Para um processo estaciondrio com

média zero, a fungio de previsiac convergira para zero.

Em resumo, a estacionaridade de um modelo ARMA, que requer que as raizes em B
do polindémio autoregressivo ¢(B) sejam maiores que um em médulo, implica nas seguintes
propriedades: {a)sua AGF converge; (b) sua funcao de previsao converge e (¢) o polinémio

@(B)™! converge, tal que Z, aceita a representacio MA infinita convergente
Z, = ¢(B)7'0(B)a, = ¥(B)as (2.9)

que € precisamente a representagdo de Wold. Por exemplo, para o modelo AR(1), Z; +
$Z¢—1 = ag, araiz de 1 +¢B é B) = —1/¢. Entdo estacionaridade de Z; implica em
Bi| = 11/6] > 0, ou || < 1.

Se Z; é a série diferenciada, para que a estacionaridade possa ser assumida,
Z,=A%X,, d=1,2,.., (2.10)

entdo a série original nac estacioniria segue um processo média mével autoregressivo

integrado de ordens p,d e g, ou 0 modelo ARIMA(p.d,q), dado por
$(B)AYY, — 0(B)as, (2.11)

p e ¢ referem-se as ordens dos polindmios AR e MA, respectivamente, e d refere-se ao

nimerc de diferencas finitas regulares.
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Sobre o polinémio MA dado por #(B), é imposta uma condigéo similar de estabilidade
, isto é, as raizes de Bi,...,B, da equacédo §(B) = 0 tém que ser maiores que 1 em mddulo.
Esta condi¢do é referida como condigiio de inversibilidade do processo ¢ a menos que
seja especificado em caso contrario, assume-se gue o modelo para a série observada Z; é
invertivel. Esta suposicio implica que #(B)~! converge, tal que o modelo (2.1) pode ser

invertido e expresso como

que mostra que a série aceita uma expressdo AR convergente infinita [I(B) e assim pode
ser aproximada por AR finito. A expressdo (2.12} também mostra que, quando o processo

é invertivel, as inovacdes podem ser recuperadas a partir da série Z,.

Algumas implica¢bes no dominio da freqiiéncia decorrentes da néo estacionaridade e
nao inversibilidade merecem ser ressaltadas. Assume-se que o polindmio MA 8(B) tem
ums raiz unitdria |B;] = 1 associado com a freqiiéncia w,y. Entdo 8(e™1) = 0, e 0
espectro de Z;, dado por (2.7), terd um zero para a freqliéncia w;. Analogamente, se
|B1| = 1 é a raiz unitéria do polinémio AR ¢(B), associado com a freqiiéncia w;, entéo

dle™™)y =0 e gluy) — co.

Segue que

1. uma raiz unitaria no polindmio MA causa um zerc no espectro;
2. uma raiz unitéria no polinémio AR causa um ponto de pico oo no espectro;
3. um modelo invertivel tem um espectro estritamente positivo g{w) > 0;

4. um modelo estacionério tem espectro finito g{w) < oo.

Para dados trimestrais com sazonalidade, é provével que a diferenga contenha Ay
(diferencga sazonal). Uma especificagio popular que aumenta a parciménia do modelo e

permite capturar o efeito sazonal € o modelo sazonal multiplicative
$(B)®(B)AALY, = 6(B)O(B)a, (2.13)

onde o polindmio AR regular em B, ¢(B), é como em (2.2), $(B*} ¢ o polinémio AR
sazonal em B%, d é o grau de diferenga regular, D é o grau de diferenga sazonal, (B) é o

polinémio MA -regular, ©(B*) é o polinémio MA sazonal em B* e as inovagfes a;, ruido
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branco (0,02). Os polindmios ¢(B), (B*), 8(B) e O(B*), sdo assumidos estdveis, assim
a série

Z; = AAPY,
segue um processo estaciondrio e invertivel. Se p, P, q e Q denotam as ordens dos
polindmios ¢(B), ®(B*), 8(B) e ©(B*), respectivamente, o modelo (2.13) é referido como
modelo ARIMA(p,d,q)(P,D,Q)s multiplicative. Na pratica, pode-se restringir com segu-
ranca as ordens para: p,q <4 P <1, Q<2;d<2eD <1,

2.1.1 Unma classe de modelos particular

Box e Jenkins {1970,1994) dedicaram atengéo considerdvel a uma classe particular de

modelos que, para séries trimestrais toma a forma
AAY, = (1+6;B)(1 + 8,BY)a,, (2.14)

uma estrutura IMA(1,1) regular multiplicada por uma estrutura IMA(1,1) sazonal. Dado
que eles identificaram o modelo para uma série de passagens aéreas, tornou-se conthecido
como “airline model”. Freglentemente este modelo € utilizade para os logaritmos dos
dados. Modelos desse tipo sao utéis também para representar muitas séries macroe-
conémicas encontradas na pratica. Esses Modelos foram utilizados por Kaiser e Maravall
(2001), para estimar ciclos através do filtro HP modificado, que serd estudado no préximo

capitulo.

2.2 Componetes Nao Observaveis e Extragéo'de Sinal

Se o interesse é alguma componente nio observavel da série observada (em geral,
ajustada sazonalmente), como por exemplo tendéncias ou talvez alguns ciclos, essas com-
ponentes de interesse sdo referidas como sinal S; e assume-se que estas podem ser extraidas

de uma forma aditiva como em
}/‘t = Sg + Nt: (215)

onde N, é a componente de nio sinal da série. Se o sinal é a série ajustada sazonalmente,

Ny pode ser a componente sazonal, ou se o sinal é uma componente de tendéncia, um ruido

adicional ou componente transitdria pode ser incluida em N,. A decc[mpeugaqhgggi_g"ser
LI

N “. P,

——nd
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multiplicativa, como em Y; = 5;V;. Tomando o logaritmo tem-se uma estrutura aditiva.

Para o restante da discussio sera considerada a decomposicao aditiva.
Assume-se que ambas as componentes S; e IV; s80 processos estocasticos, representadas
por estruturas ARMA, ou seja,
¢s(B)S; = 0Os(Blas: (2.16)
dn(B)N; On(B)an: (2.17)

i

Os polinémios AR ¢5(B) e ¢y(B) também incluem possiveis raizes unitérias, na
verdade, na vasta maioria das aplicagGes, a iltima das componentes serd nao estaciondria.

Uma suposicio feita € que as varidveis as: € ay: S840 mutuamente independentes,

processos ruido brance, com média zero e varidncias ¢4 e 0%, respectivamente.

Por causa do fato que uma agregacio de modelos ARIMA produz um outro modelo
ARIMA, a série Y; segue um modelo ARIMA,

$(B)Y; = 6(B)a,, (2.18)
sendo a; a varidvel rufdo branco, 8{B) é invertivel e ¢(B) ¢ estaciondrio, dado por

¢(B) = ¢s(B)on(B). (2.19)

Como conseqiiéncia de (2.16) e (2.17) através de (2.18), a identidade
8(B)a; = ¢n(B)0s(B)as: + ¢3(B)In{B)an: (2.20)

mostra a relagéo entre as inovagdes da série e as inovagoes das componentes.

fs(B

Demonstracdo das relagdes (2.19) e (2.20): De {2.16), tem-se que S; = %‘Bga&, e
g

de (2.17), tem-se que N; = Mam, entdo

¢n(B)

_ __ 8s(B) On(B)
Vi = S+ N = _¢S(B)a3t + _FN(B) ant

¢N(B)98(B)63t + ¢s(B)0n(Blan: _ B(B)a
¢s(B)én(B) #(B)"
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logo Y; segue um modelo ARIMA (2.18) e as relactes (2.19) e (2.20) sdo verdadeiras.

Considerando inicialmente o caso hipotético da realizagdo infinita (Y_o,...,Yieo), isto
significa na pratica a possibilidade de estimagio para anos centrais de uma série suficien-
temente longa. Como mostrado em Whittle (1963), o filtro Wiener-Kolmogorov (WK)
que produz o EQMM (erro quadrdtico médio minimo)de S;, quando o modelo (2.18) é

estaciondrio, ¢ dado pela razdo da AGF de S; e 14, isto €,

, 0s(B)8s(B1)
. [AGRS)] o | 3eBlea(B)
S = [—-—AGF(KJY = y ZEBig(é 11)) Y (2.21)
B)g

Note que uma importante caracteristica do filtro WK é que somente requer a es-
pecificacdo do modelo para o sinal, uma vez que o modelo para a série observada foi

identificado.

Através de (2.19) o filtro simplifica em

85(B)on(B) bs(B)on(B
3(B) 30B1)

N “1)
S = ks Y, (2.22)

sendo kg = c%/02. A direta inspecéo de (2.22) mostra que o filtro é a AGF do modelo

estacionario
8(B)YZ; = B5(B)pn(B)b:, (2.23)

sendo b, ruido branco com varidncia (o2/02).

Para analisar as propriedades do sinal estimado, uma ferramenta de interesse é seu
espectro. Se gg(w), gn(w) e g{w) denota o espectro do sinal, da componente néo sinal
e do processo gerador da série observada, respectivamente, a ortogonalidade de s; e n,

implica que
glw) = gs(w) + gn(w),

sendo o espectro das duas componentes espectrais ndoc negativo e g{w) é estritamente

positivo devido & condig@o de inversibilidade do modelo da série observada.

O ganho do filtro WK, dado pela expressdo em colchetes em (2.21), € a transformada

E Tn.. AT
Dhr n‘, A O

AR 1 . rs
DESEN'\’OL\ n«mruu B x.OLECRO

S —— e e ]
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de Fourier das duas AGF’s, tal que
Gw) = gs(w)/g(w).

Entéo, segundo (2.21), o espectro do estimador S, denotado gs(w), é dado por

g5(w) = {ggs(ﬁ)rg(w) (2.24)
- [
= G(w)gs(w). (2.26)
Dado que G(w) < 1, segue que
95 < gs(w),

e assim o estimador EQMM subestima a variancia da componente tedrica.

Como mencionado anteriormente, para uma realizacdo finita do processo Y;, para
perifodos do inicio e fim da série, ndo serd possivel aplicar o filtro bilateral completamente.
Denote por v(B) o filtro em colchetes na expressao (2.22), ou seja,

8s(B)¢n(B) 0s(B " Yon(B™)
6B aB1)

‘U(B) = k_g

e assume-se que este filtro pode ser seguramente truncado depois de L periodos, tal que
o estimador histérico fica

L
St =wY: + > v (Yo + Yigy)- (2.27)

=1

Seja a série temporal (Y1, ..., Y7) e para evitar problemas com as primeiras observagses
seja 1" > L. Assume-se que se deseja estimar S; para t < T e (T — t) < L, que é para
perfodos relativamente recentes. E necessério L-(T-t) observagdes para o fim do filtro,
que ndo estio disponiveis ainda, a saber, Yri1, Y742, Yrip—(r-1)- Segundo Cleveland e
Tiao (1986), substituindo estes valores futuros por suas previsdes ARIMA calculadas no

tempo T, obtém-se o estimador preliminar. Reescrevendo (2.27) como

Si=vrYip+ oY+ o+ urm Yo + vrog Ve + Urest2¥Ts2 + oo+ ULY2ar,
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e tomando as esperancas condicicnais no tempo T, o estimador do sinal no tempo t,

denotado S‘t;g«, ¢ dado por
Syr = vV + Y+ FurYr Ur—e1 Y + Ur_ppo¥rso + o+ uLYier,

sendo que Y;, i, denota a previsdo de Y, obtida no periodo t;. Entéo, na forma com-

pactada, ¢ estimador preliminar pode ser expressc como
Sur = v(B)Yr, (2.28)
sendo v(B, F) o filtro WK e Y5 é a série "extendida”, tal que

wr = Ye parat<T

G = ?”T parat > T.

2.3 Decomposicao de uma Série Temporal Baseada
em Modelos ARIMA

Um breve sumario é apresentado sobre o método da decomposi¢ac de uma série tempo-
ral haseada em modelos ARIMA para o tipo de séries temporais trimestrais consideradas

em Kaiser e Maravall (2001), no qual os modelos estudados sdc dados pela expresséo,
AAY, = 0(B)ay, a4 ~ i1d(0,02), (2.29)

assumindo que o modelo é invertivel. O modelo (2.29) € desagregado nas componentes de
tendéncia-ciclo, sazonal e irregular. Considere que AA, fatoriza em A%s{B), sendo que
AZ representa o polindmio AR, ¢,(B), para componente de tendéncia e s(B) representa

o polinémio AR, ¢,(B), para a componente sazonal. Entdo

Yi=FP + &+ ¢, {2.30)
sedo que 7, & € & denota as componentes, tendéncia-ciclo, sazonal e irregular, respecti-
vamente, a Ultima serd um processo estacionario.

Quando ¢, a ordem de #{B) < 5, os seguintes modelos para as componentes sao

obtides _
A*P, = 6p(Blap;, ap; ~ iid(0,05)
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s(B) = Og(B)ag:, ag ~ 1id(0, of) (2.31)

& ~ #d{0,0?),

sendo que ap:, ag € € so varidveis ruido branco mutualmente incorrelatas. Tem-se que
(2.31) é o “modelo estrutural” associade com o modelo na forma reduzida em (2.29).
Aplicando o operador AA4 de ambos os lados de (2.30), a identidade

8(B)a; = s(B)Y0p(B)ap: + A%e(B)ag + AAye (2.32)

¢ obtida. Se o lado esquerdo de {2.32) é por exemplo um MA(5), entdo assume-se, em
geral, gp = 2 (ordem de €p(B)) e g¢ = 3 (ordem de 9¢(B)). Igualando a AGF de ambos
os lados de (2.32), um sistema de seis equagBes é obtido. Os pardmetros desconhecidos
no sistema sio, dois pardmetros em §p{B), trés em 6(B), mais as varidncias 0}, 07 e 07,
um total de oito parametros. Nio hd equagdes suficientes para identificar os parmetros,
e assim como conseqiiéncia, existe um nimero infinito de solugdes para (2.32). O método

AMB resolve este problema de identificacio maximizando a varidncia do rufdo o2
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3 O Fitro Hodrick-Prescott e
Extensoes

Neste capitulo é introduzido e estudado o filtro HP, além de duas extensdes impor-

tantes, uma baseada em modelos ARIMA e uma forma multivariada deste filtro.

3.1 Introdugao: Familia Butterworth de Filtros

Uma familia bem conhecida de filtros ad hoc, projetados para capturar ou deixar
passar freqliéncias de banda ou faixa baixa, é a familia Butterworth de filtros passa
baixa. Esses filtros sfo tipicamente expressos por meio de fungbes seno ou tangentes.
Para func¢bes do tipo seno, o filtro é representado, no dominio da freqiiéncia, por sua

funcdo ganho, dada por,

247 1
1= 1+ (22" ogusn o

O filtro depende de dois parametros que tem que ser especificados a priori: a freqgiiéncia
de corte wyp definida como a freqiiéncia para qual o ganho é 0,5 (G(wg)=0,5) e o parAmetro

d, um inteiro positivo.

Para uma vializacdo do filtro no dominio da freqiiéncia, via sua funcdo ganho, ver
Figura 3.1. Para obter o equivalente a (3.1) no dominio do tempo, usa-se a identidade
trigonométrica 4sen?(w/2) = (1 — e ™ )(1 — &**), e considerando B = e ™ (Kaiser e
Maravall 2001) tem-se,

1

viB) =17 A1 =B)(1- B 1)

(3.2)
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sendo A = [4sen?(wp/2)]"% uma constante. Reescrevendo (3.2} como

1
M1 = B)(1 — B 1|
] :
A1 - B)(1 - B4

v(B) =
1+

a comparagdo de v(B} com (2.21) mostra que v(B) é o filtro WK para estimar o sinal S;
na decomposicéo, “sinal mais ruido brance” da série Y;, sendo que o modelo para o sinal é
um IMA(d,0), isto é, A%S; = ag;, e A =Var(ruido)/Var{as;). Quando d=1, {(3.1) ou (3.2)
decompdem a série em passeio aleatéric mais ruido branco. Quando d=2, o sinal é dado
pelo modelo A%S; = ag;. A Figura (3.1) compara o ganho quadrético de diferentes filtros
Butterworth. Pequenos valores de wyq restringem o tamanho da banda do filtro, valores

grandes de d tornam a inclinacdo mais vertical.

Filtros ad hoc, em particular filtros passa baixa, tem também sido construidos usando
uma alternativa aproximada de decomposicic chamada método da fungéo perda (fungéo
erro com termo de penalizagdo). A decomposicdo de Y; em Sy + NV, resulta num filtro
para estimar o sinal S:, cuja solugdo equilibra ajuste (pequenos valores de ruido N;) e
suavidade do sinal. Trocando a decomposicio “sinal mais ruide” por “tendéncia mais
ciclo”, e sendo F; a série observada, previamente desazonalizads, ou seja, uma série de
“tendéncia-ciclo” somado & perturbagdes ou irregularidades. O filtro que decompde F,
em uma tendéncia suave (g;) e um residuo ciclico (¢;), é chamado filtro HP. A tendéncia
captura o crescimento a longo prazo da série e o residuo representa a componente ciclica
possivelmente ndo livre. A sazonalidade nic deve contaminar o ciclo, por isso o filtro
é aplicado a série ajustada sazonalmente, assume-se portanto que & série ndo contém

sazonalidade.

3.2 O Filtro Hodrick-Prescott em Amostras Infinitas

O filtro HP conceitualmente introduzido na secio antertor, é uma técnica popular

para extrair a componente ciclica. Na decomposicio
B=m+toa (3.3)

o filtro produz o estimador de ¢; € y; através de uma solugdo para o problema de mini-

mizar a variagdo da componente ciclica ¢; = F; — p; sujeito a condi¢do de suavidade da
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Figura 3.1: Filtros Butterworth: ganho quadrético. (a)wp, = 0.30, d = 1; {b)wy = 0.15,
d=1; {c)we = 0.30, d = % (dwy = 0.15, d = 2

componente de tendéncia. Esta condigio de suavidade penalisa a aceleragio da tendéncia

(diferenga segunda), e o problema é solucionado minimizando a expressao

T T
D (P— )+ A 2[(;%-5'1 — ) = (i — pa1)]? (3.4)

t=1
com respeito a y;, onde A é um multiplicador Lagrangeano que pode ser interpretado como

um parametro de suavidade. A condicio de primeira ordem de (3.4), isto ¢, a derivada
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nula em relacdo a y;, resulta,
0 = —2(B — pe) + 2M(pae — pre1) — (pir—1 — pe—2)] — 4AM[{ptr1 — o) — (pix — 1))
+ 2A[(teo — pey1) — (b1 — )]

que pode ser escrita como

P = o+ M1—=B)?(u — 21 + peso) (3.5)
= (1421~ BP(1-B ™)) (3.6)

O filtro HP para extrair a tendéncia é entdo dado por
vip(B) = (1+A(1-B)* 01— B (3.7)

Como Pr=ju+¢& e & =F, —f,=[1—vip(B)]F, entdo o filtro HP para extrair o

ciclo € dado por,

U?J’P(B) =1 —U“;IP(B) _ A1 - B)*(1 - B™Y

T 1+ A0 -BRE1-BIE (38)

Logo o filtro HP pode também ser visto como um filtro Butterworth do tipo seno,

comd=2e¢\=0/c]

3.3 O Filtro Hodrick-Prescott para Amostras Finitas

A forma racional do filtro (3.14) implica que v§p(B) é uma média mével infinita,
consequentemente precisa ser aplicado a uma série infinita. Uma estratégia para amostras
finitas é colocar restrigbes nos extremos. Na pratica, o filiro HP{A) baseia-se na expressio

(3.6) , que pode ser reescrita como

Po= Moy — 40pry + (1 +6X) e — 401 + Ay

tal que
et = P — pr = Mpis—g — dpse—y + 6ptr ~ dpsq1 + pego)- (3.9)

Note que a expressdo (3.9), para uma série P, com t=1,....T, ndo pode ser usada

quando t = 1,2,7—1 e T. A expressio (3.9) é entio modificada nos pontos extremos
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da amostra impondo-se condicdes de linearidade (Ay; =0, t = 1,2,7 — 1,T) resultando

nesses extemos

a = AMp— 209 + u3), {3.10)
Co = A(—2u1 +5pn — 4z + 114), (3.11)
er—1 = Mpros — 4dpr_o + Spr_1 — 2u7), (3.12)
er = Apr_o — 2ur-1 + pr). (3 13)

Definindo P=(P,....Pr)’, p=(ii1,...u7) €

1 -2 1 0 00 0\
—2 5 -4 1 00 0
4 6 —4 10 0
1 -4 6 —4 0 0
r= A
0 01 —4 6 -4 1 0
0 00 1 —4 6 —4 1
0 00 0 1 —4 5 —2
0 00 0 0 1 -2 1

as equagbes do sistema, em {3.9) & (3.13), para ¢ = 1,2,7—1,...,T, podem ser escritas na

forma matricial e=AI"p.

Assim, estimativas da tendéncia e do ciclo sdo obtidas portanto resolvendo-se o sistema

é=A'fr. Substituindo fi por P — & tem-se a componente ciclica é&=(I+AT)"'ATP,

3.3.1 O parametro A do Filtro HP

O filtro HP depende de um pardmetro A, que precisa ser especificado a priori. Sua
interpretacio varia segundo a derivacfo do filtro. Na derivagéio da fungio de penalizagio,
A regula o equilibric entre ajuste e suavidade na fungfo (3.4) a ser minimizada. Quando
o filtro é derivado como um estimador EQMM de uma tendéncia IMA(2,0}, A é igual a
razdo das varidncias das inovagdes do ruido e tendéncia. Finalmente, quando derivado
como um filtro Butterworth, equacio (3.1), A é o parémetro tal que 50% do ganho do
filtro é obtido para a fregiiéncia,

1
wO:Qarcsen(m>, 0w, A0
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A Figura 3.2 compara o0 ganho quadritico do filtro HP para valores de A=400,1600 ¢
6400. As frequéncias associadas, sdo respectivamente wg=0,2241, 0,1583 ¢ 0,1119. Usando
(1.6}, quando X = 400, 50% do ganho do filtro é encontrado para um perfodo de 28
trimestres, quando A = 1600, para um periodo de 40 trimestres e quando A = 6400 para
um pericdo de 56 trimestres. Entao, quanto maior o valor de A mais estreita é a banda

de freqiiéncias para a tendéncia, desta forma o filtro produz tendéncias mais suaves.

=E
- —— lambda=400
- - lambda=1804
o | - lambda=6400)
<
« ]
_g =]
=
5 =
< -
o
o
Q b
(=)
T T T T T T T

00 05 1.0 15 20 25 30

freqiéncia

Figura 3.2: Ganho quadratico do filtro HP para diferentes valores de A

Para séries trimestrais, tem-se tornado uma pratica padrdo usar o valor A = 1600,

originalmente proposto por Hodrick e Prescott (1980).

3.4 O Filtro HP como um Filtro Wiener-Kolmogorov

3.4.1 Uma representacao alternativa

Uma representacdo alternativa do filtro HP baseada no filtro WK (Whittle 1963)
produz um algoritmo simples e computacionalmente eficiente. King e Rebelo (1993)
investigaram as condi¢des sob as quais o filtro HP seja um filtro linear étimo em termos
de minimizar o erro quadrético médio segundc Whittle (1963). Para tal um modelo é

encontrado para as componentes y, e ¢, de forma que F, = u; + ¢; ¢ as componentes
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sejam ortogonais. Bm particular as componentes u; € ¢; s80 geradas por modelos ARMA,

A*(Blp = MH(B)ay,
A%(B)e, = M%Blaas

onde a,; € aq s80 processos rufdo brance independentes com varidncias o7, e o2, respecti-

vamente,

Whittle {1963) mostrou que o filtro étimo em termos do EQMM para extrair a com-

ponente ciclica é

Ye{ B} _ '}’c(B)
vp(B)  Ye(B) +7u(B)’

onde v,(B), 1(B) e vp(B) sbo as funcdes geratriz de autocovariéncia de py, ¢ e B,

v(B) =

respectivamente. Da estrutura ARMA das componentes segue que,

_ MH(B)M*(B™Y)
WH(B) - A‘“(B)A#(B'—I) Oﬁ,

_ MB)MA(BTY) ,
’YC(B) - AC(B)AC(B_l) O

Desta maneira segue que o filtro étimo pode ser expresso como.

MABIM(B™) 2

*(B) = ASB)AYBT) Cc
v'(B) = ME(B)M(B—Y) 5 . MA(BYMF(B 1) 5"
AEASED Oc T AR AR BT Tu

Como visto anteriormente o filtro HP para extrair a componente ciclica é

_ X{(1- BP(1— B
1+ A(1= B2 (1- B-1)*

Vip(B) =1 — vgp(B)
O Problema é encontrar os polindmios AR e MA (A*(B), A°(B), M*(B) e M°(B)) tal
que v p(B) e v*(B) coincidam.
Um exemplo é discutido em Hodrick e Prescott (1980) que assume
AMB)=(1-B)? e A°B)=MH*B)=MB)=1.
Pdrtanto, B, = py + ¢;, onde A%y, = ay;, com os ruidos branco ¢, e a,, incorrelatos,

notando que A%F;, = a, + A’g, tem-se que F; seguird um modelo IMA(2,2), pois sua
15

diferenca segunda é uma soma de inovagdes de ordem 2. Kaiser e Maraval {2001) reescreve
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o modelo para a série em fun¢éo da inovagao b,
AP, = (1 + 6,8 + 6,B)b, = 8yp(B)b;. (3.14)
A variancia de b; ¢ o, e os pardmetros #; e 6 sio encontrados através da identidade
(1+ 6B + 6,B*)b, = a,; + Acy, (3.15)

resolvendo as equagdes de covaridncia associadas. Essas equagdes formam um sistema néo
linear de todos os parimetros desconhecidos, resultante da aplicacio da func¢fo geratriz

de autocovaridncia na identidade (3.15), como serd mostrado se¢do seguinte.

Para séries trimestrais e o valor padrao A = 1600, a solugéo do sistema nao linear tem

como resposta

8gp(B)=1—1,77709B + 0,799448% e o} = 2001,4. (3.16)

Para uma realizacdo infinita da série, o estimador EQMM de y, é dado por (2.22) que

para o presente modelo, simplifica em

1

i :k = o P .
He u{ P} SHP(B)SHP(B*I)H UHP(B) 3] (3 17)

onde k,(HP) = o2 /of. Para uma série finita, a expressio (3.17) pode ainda ser aplicada,
com F; substituida pela série extendida com previsGes para os extremos. Para o estimador
do ciclo, novamente aplicando (2.22) para o presente ¢aso,

| A2A?

A B p(B)orr(B1) Fi=vir(B)F (3.18)

&= |k.

sendo kpy = 02/0f, e (A) = (1 — B~Y).

3.4.2 Derivagao pratica do Filtro HP

(a) O Modelo para a série agregada.

Para aplicar a filtro {3.18) é preciso conhecer o polindmio 8yp(B). E necessario
calcular 8;, 8, e a varidncia da inovacao b; para um dado valor do parAmetro A do filtro
HP. Igualando a AGF de ambos os lados da equacgio (3.15), um sistema de trés equagdes

ndo lineares é obtido, sendo uma para a varidncia, uma para a covaridncia de lag um e
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outra para a covariancia de lag dois:

Y% = o +607, {3.19)

y = —do?, (3.20)

Y = oL (3.21)
Prova: AGF[(1+6:B + 6;B%)b] = AGF(a, + A’cy)

(14+6,B+0,B5(1+6,B7 1+ 6,B )0l = o2+ A2A%?
b “ e
= 0.+ (1 - B)*(1 - B™")%?
= o2+ (1-2B+ B%(1-2B"' + B %)d’.

Abrindo a expressdo

(14+ 6B+ 6:.B5)(1+6,B7 ' +6,B %o, = oo+ {(1—28+B%(1-2B" + B2’

e igualando os termos segundo os operadores B®, B, B2, B™! ¢ B2, tem-se

[1+ 62465+ (6 +6:102)(B+ B )+ 05(B* + B )02 =0, + 16— 4B+ B™") + (B*+ B7?))o2.

Conseqiientemente, (1+ 62630} = gﬁ + 602;
(61 + 6162)0y = —4;
920’52 == O'g,
e ent&o, 7 = (1407 +6)o} =2 + 607

v = (91 + 9192)03 = -*40'3;

_ 22
Yo = by =0,

O sistema nao linear assim formado nfo tem solugdo tinica, ¢ 0 método baseado em
modelos ARIMA resolve este problema maximizando a varidncia o7, cuja solugdo é dada
por (3.16). Do apéndice A em Maravall e Mathis (1994) e na pégina 82 de Kaiser ¢
Maravall (2001) tem-se uma forma de resolver ¢ sistema acima. A solucdo {3.16) foi
obtida via fungio frero do MATLAB, que resolve sistemas néo lineares por minimos

quadrados, mostrando resuitados similares aos dos autores citados.



3.4 O Filtro HP como um Filtro Wiener-Kolmogorov 48

(b) Aplicacdo do algoritmo de Burman-Wilson.

Sem perda de generalidade, pode-se fixar ¢ =1, 02 = X, ¢ entédo

o2 1 o2 A
k =4t = e k _ L =
p{HP) = —5 = 3 elHP) = —5 — 3
Ty, Ty gy T

Para simplificar a notagéo serd omitido o subindice HP.

Agora pode-se aplicar uma adaptagdo do algoritmo de Burman-Wilson {Burman,
1980) para calcular a tendéncia HP com o filtro Wiener-Kolmogorov. Devido a sua sime-
tria, o filtro WK para estimar 1, dado por (3.17), pode ser expresso como

k(6B 6B
vB) = grme(e Ty~ [9(3) * 9(8-1)} ’ (3.2

sendo G(B) = go + ;1 B + ¢2B*. Removendo os denominadores na identidade acima e
igualando os termos em BY, B! ¢ B2, produz um sistema de equagdes para obter gg, g; e

go. Entio, se

1 0 0 0 0 6
A= 91 1 0 + 0 92 91
8 6, 1 G 60, 1
a solucéo é dada por .
[0 o1 gl =AT'0 0 1] (3.23)

Usando (3.22), escreve-se iy = v(B)F; como

fie = ky[PP + PP, (3.24)

sendo
PP = [G(B)/6(B)]P, (3.25)
PFT = [G(B7Y)/8(BTY)P, (3.26)

E preciso quatro “backcasts”e quatro “forecasts”de P., que podem ser calculadas

através do modelo (3.14}.
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(i) Caleulo de PF .

Diferenciando (3.26) duas vezes e considerando (3.14} tem-se

G(B! G(BY)
2 pF 2
AP B )Aﬂ Q(B_I)G(B)at
= (g+aBt+aB?+.)(1+6,B+6,B%aq, ou
m -
PP —2PE + PP} = (mB*+ B+ ap+ Y ;B )a, (3.27)

i=1

Calculando a esperanga de ambos os lados de (3.27}, assumindo que (3.14) é o modelo

correto, E(ar,x)=0 para k > 0, tal que para t=T+3 e T-+4, € obtido que
P1§+; 2PT+2 PT+1 = 0, (3.28)
PE, —2PF +PE; = 0. (3.29)
Utilizando as quatro “forecasts”, calcule a série auxiliar W, = G(B™1) P, t=1,...,T+2.

De (3.26), 8(B~")P, = Wy, ou, para t=T-1, T+2,

PEL + 6, PEL + PRy = Wiy, (3.30)
-P::'}"3 2+ 81PT+3 + 92P1§+i = Wryo. (3-31)
O sistema de quatro equagdes, (3.28) & (3.31) é resolvido para obter PZ | ..., PZ.,.

Os demais P sdo calculados recursivamente através de
PtB -6, P8 t+1 92H+2 +W, t=7T,..,L
(ii) Céleulo de .PtB .
Prosseguindo de maneira simétrica, cdlcule a série auxiliar Z; = G{B)P,, agora in-
cliindo quatro “backeasts”no inicio da série e quatro “forecasts”no final. De (3.25),
(1—-B"YPE= G5 )9(3-1) et (3.32)

6(B)
sendo (1 — B71)2P, = (B )¢, tal que e é residuc “forward”e E(er_,) = 0 para k > 0.
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Como antes, tomando as esperancas em (3.32) para t=-3 e -2 produz

P3, —2P5, + P5 0, (3.33)
PZ —-2P% + BP = 0, (3.34)

e, de (3.25), 8(B)PF = Z, para t=-1,0,1,...,T+4. Portanto

PE +6,P5 +9,P5% = 74, (3.35)
P 1 6,P% +6,P5, = Z,. (3.36)

O sistema consiste de quatro equagBes, (3.33) & (3.36), é resolvido para obter PZ,,

P35, PB, ¢ Pf. Os demais PP sio obtidos recursivamente de

PP = —0P2, P2, + 7 t=1,.,T

Finalmente tendo obtido P? e Pf_l, o estimador fi; é obtido através de (3.24). Ob-

14

serve que o procedimento produz automaticamente quatro “forecasts”.

3.4.3 O algoritmo

Considerando o valor padrio, para o caso de séries trimestrais, A = 1600, os valores
numeéricos das estimativas de fxp(B) e o sido dadas por (3.16) ap6s aplicar a fun¢io fzero
(MATLAB) para resolver o sistema de equacdes (3.19)-(3.21). De (3.23) é encontrado que
go = —44,954, g; = 11,141 e g, = 56,235. A matriz dos coeficientes nos dois conjuntos
de equagdes (3.28) a (3.31) e (3.33) & (3.36) é dada por

1 -2 1 0

0 1 —2 1
1 —1,77709 0,79944 0
0 1 —1,77709 0,79944

Denote por H a inversa da matriz acima. Seja [Py, ..., Pr| a série para qual deseja-
se estimar a tendéncia 1, mais as quatro forecasis e backcasts, caleuladas utilizando o

modelo (3.14). Ent&o o algoritmo que produz f; € o seguinte.
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Passo I. Para t=1,2,...,T+2, calcule (usando as forecasts)
B=gh+ g+ gFne,

[Pig-;ll y 7}:)1'28-[:’-11]Ir = H[0,0, PT-!—I: PT—.‘—?]!a

e para t=1,T-1...,1 obtenha recursivamente
PP = —0,P3]' —6,PE, + W,
Passo IL. Para t=-1,0,1,...,T4+4 calcule (usando quatro backcasts)
Zy=goFs + g1 Py + g2 Pi-o,

(PZ,P5, P%,, PE) = H|0,0, Zo, 2],

e para t=1,2..., T+4 obtenha recurssivamente

PtB = _91P£1 - 52}3&2 + Z;.
Passo III. Para t=1,2... T+4, obtenha
fur = k(PP + PP]

Obtem-se entdo o estimador para a tendéncia para o periodo amostral t=1,2.../T, e

quatro forecasts para o perfodo t=T+1,..., T+4.

3.5 Filtragem Multivariada

Como visto anteriormente, equagio 3.4 o filtro HP univariado resulta da minimizacao

da expressao

T T
;(P«a — p)* + Y M B)p) (3.37)

f=1

com respeito & py, sendo ¢(B) = (B~* — 1) — (1 — B), que produz o filtro para estimar a

tendéncia

vhp(B) = (14 A1~ BY(1— B = (14+AA%A9)7

DESENVOLVIM prYvo
R

A ,.;.. , ;
i 1_‘(_-»1_'5-;:,-\2]

— T
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Considere agora o vetor Py={Py;,...,P,;)’ ¢ assuma que na decomposicio multivariada
Pi=c¢;+pt, as n componentes de tendéncia pz, 7 = 1,...,n sdo fungbes de uma simples
tendéncia comum uy, tal que uiz = guy, sendo ¢, i = 1,...,n, constantes. O problema de
minimizagio multivariado andlogo & (3.37) é

T
;(Pt — §pu) A(Py — spe) + A(e(B) ) (e(B) pie), (3.38)
sendo ¢=(¢1, ...,¢,)" e A é uma matriz de pesos n X n arbitréria, o tamanho dos elementos

de A determina guais elementos de P, s&¢ mais importantes.

A solugdo que minimiza (3.38) resulta no filtro HP multivariado dado por
t = (1 4+ AAZAYY U AQ) I AP.
Como em Mills (2003}, adotando a normalizagio ¢’A¢ = 1, tem-se
e = (1+¢A’A%)TI'AP,, (3.39)

tal que o mesmo filtro, (1 + AF{B))~*, define a tendéncia em ambos 0s casos, univariado

e multivariado, operando sobre F; no primeiro caso e sobre ¢'AP no segundo.

A expressdo (3.39) pode também ser escrita como

= A(1+ MAZAYIP,.

O filtro HP pode ser aplicado a série ¢’ AP, ou cada série individual pode ser filirada
para produzir Py = (1+ AF(B)) 1P, e entdo py = s'AP;. A série sem tendéncia é entéo
calculada por

or = Pi— Gy = Py — SS'AP;.
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4 O Filtro HP dentro de uma
abordagem baseada em modelos
ARIMA

Neste capitulo é estudado uma forma de melhorar ¢ sinal ciclico do filtro HP, o que
pode ser obtido diretamente através da chamada decomposicio AMB (“Arimae Model

Based”) conforme proposto por Kaiser e Maravall (2001).

4.1 O Aperfeicoamento do Sinal Ciclico

Para o modelo “airline”(2.14), o método AMB decompde a série Y; em

onde Ny denota a série ajustada sazonalmente e S5; a componente sazonal aditiva, que

seguem modelos do tipo

Ath = SN(B)QM, (42)
S(B)Sg = 95(.8)0.‘,_53 (43)

sendo fx(B) e 65(B) de ordens 2 e 3, respectivamente. Dada a série observada [Y1, ..., Y7,
o estimador de N; é a esperanga condicional Nyr=E(MN;|Y,...,Yr). Se §(B) = (1 +
6:B)(1 + 6,B*), como é o caso do modelo “asrline”, aplicando (2.22) para este modelo
particular, o estimador histérico, valido para anos centrais da série, é dado pela expressio

. On(B)s(B)0y(B1)s(B™Y)

M=o~ aBbH ™ (44

Dado que a série ajustada sazonalmente produz um sinal ciclico muito acidentado, ¢

sinal pode ser melhorado ou suavizado retirando-se o ruido dessa série ajustada sazonal-
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mente. Entéo substitui-se a decomposi¢éo (4.1) por
Yi=FB+&+e, (4.5)

sendo §; a componente sazonal como em (4.3) e ¢;, para o caso de modelo “airline”, ruido

branco.

De (4.1) e (4.5), N; = Fi+¢;, tal que a componente F; é, na verdade, a série ajustada
sazonalmente livre de ruido. Esta componente € freqilentemente chamada tendéncia-ciclo,

e segue um modelo IMA(2,2} do tipo
AP, = 8p(B)ap;, Var(ap;) = o3, (4.6)

sendo que 6p(B) pode ser fatorado como (1 + aB)(1 + B), com a segunda raiz refletindo

um zero espectral para a freqliéncia n, e ¢ préximo de 1.

4.1.1 Uma Abordagem Simple_s para o Filtro

Foi sugerido nas se¢les prévias estimar o ciclo em passos. Primeiro, 0 método BMA
é usado para obter o estimador tendéncia-ciclo . Num segundo passo, o filtro HP é

aplicado & P,

Assume-se, segundo Kaiser e Maravall (2001), que a série trimestral observada segue
o modelo ARIMA

ALY, = 0(B)a: (4.7)

com §( B} um polindmio invertivel. A discussio estende-se para outras estruturas inclusive
AR, mas é grandemente simplificada usando a expressao (4.7). Em (4.6) tem-se o modelo
para a componente tendéncia-ciclo obtida da decomposigio baseada em modelo ARIMA.
De (2.22), o estimador EQMM de P, dado pelo filtro WK €,

i 85(B)s(B) 0(B~1)s(B1)
i T

Y, (4.8)

sendo kp = 0% /02, e 0% denota a varidncia de ap;. Entdo,

& = vy p(B) B, (4.9)
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sendo que o filtro v§p é como em (3.18). Sem perda de generalidade, pode-se padronizar
as unidades de medida, fixando 02 = 1, e fazendo k. = 0%:K up), no qual Kyupy foi
definido em (3.18). Entéo é obtido que em termos da série observada,

GP(B)AA;_; QP(B_1)££4
“Qup(B)#(B)8gp(B1)8(B1)

&= |k Y, (4.10)

onde A = (1 — B) e 85 p(B) é dado pela equagdo (3.16). A inspegdo direta da expresséo
acima mostra que o filtro {4.10) é a AGF do modelo

O p(BYO(B)Z, = 0p(B)ANb;, | (4.11)

E bem conhecido (ver, e.g, Bell e Hillmer (1983) ou Maraval (1987)}) que se uma série
que segue um modelo ARIMA é decomposta em sinal mais ruido branco, o estimador
EQMM do ruido é dado por um filtro ignal a funcdo geratriz de autocovaridncia do
modelo inverso multiplicado pela varidncia do ruide. O modelo inverso foi definido na

secao 3.1 e é aquele que resulta da troca dos polindmios AR e MA. Assim o modelo
8p(B)AALY; = 6(B)0np(B)d: (4.12)

¢ o modelo inverso de (4.11), sendo d; sua inovagéo, e segue que &, dado por (4.10), é
o estimador do ruido na decomposicao de {4.12) em sinal mais ruido branco, quando a

varidncia do ruido é k..

Desta forma o estimador do ciclo pode ser obtido como segue. Se Y; segue o modelo
ARIMA (4.7}, e 65(B) é 0 polindmio MA e ¢% a varidncia do modelo para a tendéncia-
ciclo P, na decomposicio padriac Y = P, + & + &, com £ € ¢ denotando as componentes

sazonal e irregular, ent&o para obter o estimador do ciclo:

» multiplique a parte AR do modelo para Y; por 8p(B), que é

a{B) = fp(B)AAy;

s multiplique a parte MA do modelo para Y; por 8xp{B), que €

B(B) = 0up(B)6(B).




4.1 O Aperfeicoamenio do Sinal Ciclico 96

Entdo o filtroc WK que produz & é o estimador do ruido na decomposi¢ao do modelo
a(B)Y; = B(B)a; (4.13)

em sinal mais ruido branco com a varidncia igual a k.. Este filtro é diretamente obtido
como AGF do modelo

B(B)Z; = a(B)aj,

com Var{a)) = k,.

4.1.2 Uma Abordagem Completa para o Filtro

Trabalhando novamente a expresséo (4.10), que produz o estimador do ciclo para o
modelo geral (4.7), uma outra interpretacio € imediatamente obtida. O filtro WK requer
somente a especificagio dos modelos para o sinal e para a série observada. A comparagéo
com a expressdo (2.21) diretamente mostra gue a expressic (4.10) produz o estimador

EQMM do ciclo no modelo {(4.7), quande o modelo para o ciclo é do tipo
QHP(B)C\; = QP(B)G’,C:, (414)

com Var{ay,)/Var(a;) = k.. Pela interpretacio baseada em modelos ARIMA do filtro
HP, o ciclo pode ser visto como o estimador EQMM de uma componente nio observavel ¢
que segue 0 modelo (4.14}, quando a série observada segue 0 modelo geral (4.7). A parte
AR do modelo para o ciclo é sempre a mesma, e igual a 8gp(B), assim como a varidncia

da inovagdo (k.), dependera da série particular, e adaptard o filtro ao modelo da. série.

Portanto, o modelo para o ciclo mistura caracteristicas desejéveis band-pass do filtro,
com a necessidade de remover sazonalidade e respeitar a estrutura estocdstica da série.
O modelo {4.14) é baseado no ciclo obtido usando a componente tendéncia-ciclo F; como
entrada. Se, em vez disso, € usada a série ajustada sazonalmente N, , substituindo fp(B)
e 0% por Oy(B) e ¢}, o pelindmio MA e a varidncia da inovagio no modelo para a série

ajustada sazonalmente, a interpretacio permanece a mesma.

Assumindo que (4.7) é modelo ARIMA adequado para a série observada, dois passos

prévios na decomposigao podem ser sumarizados como segue:

Passo I: Decompocgio da série Y; na forma padrdo Y; = P + & + &, sendo que o modelo
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para a tendéncia-ciclo P, é do tipo (4.6), o modelo para componente sazonal é do

tipo (4.3) e ¢ é ruido branco. Obtém-se entdo os estimadores EQMM B & et

Passo II:; Decomposicio do estimador P, em P = it: + &, sendo fi; o estimador de

tendéncia e & o estimador do ciclo, obtido através do filtro HP.

Passo [I calcula os estimadores diretamente, sem a especificagdo dos modelos para as

componentes, ¢ assim a decomposigio completa da série produz ¥, = fiy + & + & + &.
Uma questdo importante é saber se o modelo para a série agregada,
Yi=m+até&te, (4.15)
soma das componentes ortogonais do modelo estrutural, é ou ndo do tipo (4.7). A resposta

é afirmativa, para uma grande classe de modelos, como sera mostrado.

Primeiro, se a série observada segue o modelo (4.7), entdo a decomposico AMB
padrdo de Y, produz uma tendéncia-ciclo F;, uma componente sazonal &;, e uma compo-
nente irregular ¢, tal que

}/;:Pt+§t+fg,

e 0os modelos para as componentes s80 do tipo

AP, = 6p(Blap; Var(ap) =05, (4.16)
s(B)& = 0e(Blag  Var(aeg) = Uga (‘_4-17)
€ = Qe(B)aEt VGT(GQ) = 0_62, (418)

sendo que 0p(B)apt, 6¢(B)ag ¢ 0.(B)ag sho mutuamente ortogonais e processos esta-

ciondrios nomalmente distribuidos.

No segundo passo do procedimento, o filtro HP € aplicado no estimador EQMM de

P, no modelo acima, produzindo o estimador do ciclo & e da tendéncia f;.

Considere agora a série Y;, que segue 0 modelo (4.7), e o seguinte modelo para as

componentes nao observaveis,

0upAiu, = 8p(B)a, Var(aw) =, {(4.19)
OupAic = 0,(Blac Var(oa) = 2 (4.20)
s(B)&: = 0¢(Blag  Var(ag) = of, (4.21)
DINTCAMD
\l
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£ = ge(B)at—g VGT(Q@) = 0'62, (422)

sendo u; a tendéncia, ¢ o ciclo, e & e ¢, sdo exatamente as componentes sazonal e irregular
(4.17) e (4.18). Além disso, seja

o = 0K, mpy, 0p = 0pKemp), (4.23)

sendo, Kump) e Kyup) deﬁnida.s em (3.17) é (3.18). Os dois pardmetros K mp) €
Koupy, assim como o polindémio de segunda ordem fgp(B), sdo fixos uma vez que
o parametro HP X ji fol estabelecido. Como visto na segdo 3.4, para o caso usual
A = 1600, padronizando o2 = 1, 02 = 1600, obtém-se que K, p)=1/2001,4=0,0005,
Kompy=1600/2001,4=0,7994, e 8yp(B) =1 — 1, 77718 + 0, 7994 B°.

Da expressdo (3.15), igualando a AGF de ambos os lados da identidade € simples

obter a seguinte nova identidade,

HHP(B)QHP(B_I) = k“(,qp) + AQ.&QR‘C{HP). (4. 24)

De (3.18), a aplicagdo do filtro HP para obter o ciclo usando o estimador tendéncia-

ciclo F como entrada, produz

i A? A? R
“= {kc(HP) Grp(B) BHP(B_I)] i

Substituindo B, por sua expressio (4.8}, e considerando (4.23), a estimativa de & pode

ser expressa em termos da série observada como (4.10), que pode ser reescrita como

A

&= |k Bap(B) fyp(B1)

¢ B{B) 8B4

Faya vy FiYa VY

0p(B) 6p(B~Y)
} v

sendo k. = o2/0?. Esta dltima expressdo pode ser vista como a razdo das duas pseudo
AGEFE’s, sendo que a do denominador é a da série obsevada e a do numerador é a da
componente ciclica. Isto mostra que & é o estimador WK (EQMM) do ciclo, como visto

na secdo 3.4, expressdo (2.21), segue o modelo
QHP(B)C‘,; = QP(B)Gd, Va'r(ad) = 0'3, (425)

quando ¢ modelo para Y; é (4.7).
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De maneira analoga, substituindo ¥; por P, na expressio (3.17) e usando (4.8), o
estimador da tendéncia f, obtido aplicando o fillro HP & estimativa tendéncia-ciclo B,

pode ser expresso em termos da série obsevada X; como

#p(8) GP(B_I_)

. 0p(B)s(B) Op(B7)s(B™) |\, _ |, #ap(BIA? Bir(5-NA7 | 4
“0up(B)B(B) Opp(B1O(B~)] 1T [T KB EED | TP

sendo &, = cfi /o, A expressdo pode ser vista como razéo de pseudo AGF’s, que direta-

mente mostra que g, é estimador WK (EQMM) da componente y;, dada pelo modelo
Orp(B)A 1 = 6,(Blaw, Var(aw)= o, (4.26)

quando ¢ modelo para Y; é (4.7). Note que (4.25) e (4.26) sdo idénticos aos modelos
para ciclo e tendéncia, dados por (4.19) e (4.20), no modelo de componentes ndo ob-
servaveis completo, segue que os estimadores HP de ciclo e tendéncia, quando a compo-
nente tendéncia-ciclo AMB é usada como entrada para o filtro, s8o o estimador EQMM
das componentes ¢; e 4 no modelo de componentes ndo observaveis completo, se 0 modelo

para a série observada é (4.7).

Agora serd mostrado que a soma das quatro componentes
Vi=wm+cat+&+e,

é igual a Y%, e assim segue o modelo {4.7).

Por construgéo, & e ¢ no modelo completo, (4.19) & (4.22), sfo as mesmas que em
(4.17) e {4.18}, para mostrar que Y; = X; é suficiente mostrar que P, = u; + ¢, ou
equivalentemente Z, = A%(u; + ¢;). De (4.25) e (4.26),

¢p(B) 0p(B)

@t + Alag.
“ oue(B) T

Z‘t = AQ(;U‘f + cf) = QHP(B)

Desde que A%ER e Z, sdo ambas varidveis normalmente distribuidas, com média zero,
é preciso mostrar que as suas funges geratrizes de autocovaridncia sdo iguais. Dado a

ortogonalidade de a,; € aq, @ AGF de Z, é igual a

kugry + A28k py
QHP(B)GHP(B_l) !

usando (4.23). Através da expressdo em (4.24), o termo dentro do colchetes vale 1, tal

#(B)§p(B1) Vo 8p(B)A26p(B~1)A?

0up(B)0sP(B-1) * " "0up(B)0np(B-1) ° = 0(B)0p(B " )op

UNIC A MTP

Brouiorecs Conriass

DIEsoNveL v oo Conny
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que A’F; e Z; tem a mesma AGF, igual a 8p(B)0p(B~')o%, e assim Y; segue 0 modelo
(4.7).

Se a série ajustada sazonalmente é usada em vez da tendéncia-ciclo como entrada
para o filtro HP, entao o modelo para componentes ndo obesrvéveis prévio é trivialmente

modificado. Se N, denota a série ajustada sazonalmente
Ny = P+ ¢, | | (4.27)
o0 modelo para Ny € também do tipo
AIN; = 6n(Blans, Var(em) = oy (4.28)
sendo 8y(B) e oF, obtidos da fatoragio
év(B)an: = 8p(B)ap; + A%0.(B)a. (4.29)
(Q modelo para componentes ndo observéveis é agora dado por 4.21 para a componente
sazonal, e 4.19 e 4.20, com #p e o2 substituidos por On(B) e o, para os modelos de

tendéncia e ciclo. Estas substituicdes sdo equivalentes a adicionar ruido ¢; na entrada do

filtro HP, que deteriora o sinal ciclico.

Se a série ajustada sazonalmente, N,, é utilizada como entrada para o filtro entéo
€. = enKyup) e €, = eyKmp), © modelo para as componentes ndo observaveis é dado
por
A componente irregular desaparece, sendo absorvida pela série ajustada sazonalmente. O

modelo para Y; permanece inalterado.

4.2 Estimacgao Ciclica: caso geral

Assuma que a série segue um modelo ARIMA geral (Kaiser e Maravall 2005)
$(BYA'AFY; = 0(B)a;, Var(e) =c? (4.31)

onde 7 denota o numero de observagdes por ano, A e A, sdo as diferencas sazonal e
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regular, d e d, sdo 08 inteiros ndo negativos (na prética, d=0,1 ou 2; d,=0 ou 1), ¢(B)
é um polindmio autoregressivo estaciondrio em B e #(B) é um polindmio média mével

invertivel em B.

4.2,1 Primeiro passo

Considere a decomposi¢ido Y, = B + & + ¢ onde a componente F; é o sinal de
interesse para a extragdo do ciclo, ou seja, a componente tendéncia-ciclo. Para estimar F; é
utilizado o procedimento AMB. Os polinémios AR das componentes sdo determinados pela
fatoracio do polindmio AR do modelo ARIMA para Y3, logo, ¢(B) = ¢,(B)¢:(B)¢.(B) e
o modelo 4.31 pode ser reescrito como [(¢,(B)AP)(¢e(B)S% }(¢e(B))]Y; = 8(B)ay, onde
D =d+d,, S=s(B)éo operador agregacio anual S =1+ B+ ..+ B e A, = AS.

Os modelos para as componente serdo do tipo

¢,(B)APP, = 0,(B)an, Var(am)=o2 (4.32)
de(B)S*E, = 6:(B)ag, Va?”(a&)———og; (4.33)
¢(B)ey = 8.(Blag, Var{ae)=ok; (4.34)

com as varidveis au, ag € 2 mutuamente incorrelatas. A conformidade entre o modelo na
“forma reduzida”(4.31) e o “modelo estrutural”(4.32) & (4.34) requer que os polinémios

MA 8,(B), 6¢(B) e 6.(B) e as variancias o2, 67 e o7 satisfacam a identidade

0(B)ar = 6(B)S™ 6. By (Blase + 65 B)AL 6 BYSe(Bags + 6,(B)oc( BYA 50, Blas

Para simplificar as expressoes, a seguinte notacio sera utilizada: para um polindmio

de ordem finita em B com coeficientes reais, || P(B) ||?= P(B)P(B™).

Aplicando (2:22), os estimadores WK das componentes tendéncia-ciclo, sazonal e

irregular sac dadas por:
2

5 - ?2 ep(B)cbgéfge(B)Sdr v. (4.35)

. o B)p(B)AP|?

£ = {_T% 65(3)%2(;‘;5( ) Y., (4.36)
9 Dqdr |2

(= % 948)%(?(%)(3)& Ty, (4.37)
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4.2.2 Segundo passo

No filtro HPM, a componente tendéncia-ciclo é usada como entrada para o filtro HP.

De (3.17), (3.18} e (4.35) tem-se

., 92 6,(B)ge(B)o(BYA%SE |
& = ch'g SHpe(B) Yé: (438)
218,(B)d:( B)o.(B) S |12

Para uma amostra finita, extendo a série com backcasts e forecasts calculados com
o modelo correto (4.31), as expressdes acima produzem os estimadores do ciclo (¢;) e da

tendéncia {i;) do filtro HPM, em dois passos.

4.3 Um Modelo Completo para Componentes nao
Observaveis

Os estimadores das componentes de tendéncia, de ciclo, sazonal e irregular podem ser
diretamente obtidos como estimadores EQMM do modelo de componentes néo observaveis
através da decomposicdo completa da série em componentes ortogonais, Yz = ¢ + ¢ +
ft + €.

O modelo de componentes néo observédveis é formado pelas equacdes (4.33) e (4.34)

para as componentes sazonal e irregular, obtido da decomposicac AMB da série, mais os

seguintes modelos para as componentes de tendéncia e ciclo:

Oup(B)Au = [0p(B)/¢p(B)law, Var(au) = kuop/03;
bup(Ble. = [0p(B)/6,(B)la* Pag, Var(ae)=koy/ok;

onde agy, e, Gy € an 580 ruido brance incorrelatos. Entao os estimadores de i, ¢, & e
¢; no modelo completo séo os estimadores do filtro HPM em dois passos, equagdes (4.36)
a (4.39). Este resultado segue da aplicagéo direta do filiro WK para o modelo completo

de componentes ndo observaveis.
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5 Modelos Estruturats para
Séries com Ciclos Estocdsticos

A esséncia dos modelos estruturais mais simples € considerar as observacoes de uma
série temporal como uma scma de um nivel, permanente ou aleatério, € uma componente
irregular ou erro aleatdrio, onde o nive]l pode representar tendéncias fixas ou aleatdrias,

além de periodicidades, como sazonalidade e ciclos.

A selecio de um modelo na metodologia de modelos estruturais, ao contririo da
metodologia de Box e Jenkins {1970/1994), d4 menos énfase 3 andlise de correlogramas
de transformagdes da série original e mais énfase no fendmeno observado em si, o qual vai
sugerir quais tipos de componentes devem estar presentes no modelo. Obviamente, se o
fendmeno em questdo apresentar algum tipo de periodicidade, o periodograma da série

ird auxiliar na identificagdo do modelo adequado.

5.1 Modelo Univariado

O modelo univariado bésico para a série temporal Y; pode ser escrito como

Yg=,u3"|*§t+6¢+6:, €t NNID(O,O’E), t= 1,...,T, (5.1)

onde i, € a tendéncia, £ é a componente sazonal, ¢; é o ciclo e ¢ é a irregular, com
varidncia constante g2 > 0. Essas componentes regulares (tendéncia, sazonal e ciclo)

devem seguir alguma lei de evolugéio temporal, como especificadas a seguir.

5.1.1 Tendéncia

A tendéncia representa 0 movimento de crescimento de longo prazo em uma série.
O modelo estrutural mais simples de série temporal consiste de uma componente de
tendéncia mais uma perturbacéo aleatéria. A perturbacao aleatéria pode ser interpretada

como uma componente irregular na série temporal ou como um erro de medida. O modelo

UNICAMDP

BIRLIoTECA CuNTR
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pode ser escrito como
}-/t'::u’£+€t1 t=111T

A tendéncia pode assumir uma variedade de formas. A tendéncia linear, fixa ou

permanente, é expressa por
LL;=C¥+,B¢, tzl,..‘,T.

Um modelo mais satisfatério é obtido trabalhando-se diretamente com o nivel corrente,

{4, no lugar do intercepto a. Assim p; pode ser obtido recursivamente de
pe =1+ 8, t=1,..,T,

ou equivalentemente
#t+1:#t+ﬁs f=0,1,..‘,T—1, (52)

com o = &, e 0 termo estocdstico pode ser introduzido resultando numa tendéncia linear
estocdstica,

Heei = pe+ B+ (5.3)
Brar = G+ G, t=..,—-101,.. (5.4)

onde 7; e ¢; s@o processos ruido branco com média zero e varidncias ¢; e o7, respectiva-
mente. O efeito de n; é permitir que o nivel da tendéncia aumente ou diminua, enquanto
¢: permite que a inclinagéo mude. Se o2 = O‘g = 0, (5.3) volta para (5.2), mostrando que

a tendéncia deterministica é um caso limite.

Uma suposigdo adicional é que todos os trés erros, €, 1 € §, sejam mutuamente e

serialmente independentes.
O processo que gera y; € 3; € um autoregressivo vetorial de primeira ordem.
{ﬂ-t-;-l _| 11 | u :
_ Ben1 01 By -

que é uma forma vetorial compacta para as equagdes (5.3) e {(5.4).

5.1.2 Sazonal

Uma maneira de modelar a componente sazonal é através de varidveis indicadoras
dummy. Essa formulacio requer que os efeitos sazonais somem zero, suponde que s € o

periodo dessa componente, entdo, Z‘j;é &-; = 0, sendo &; o efeito sazonal no tempo j. A
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representacao do modelo para a componente sazonal estocéstica com varidveis dummy é
portanto:

5

-1 s—1
§ij=wr ou &=-— Z Eei + .
=0

¥ i=1

sendo w; ruido branco com média 0 e varidncia constante o2 > 0.

5.1.3 Ciclo

A funcao ciclica ¢, de natureza periddica com frequéncia A, € medida em radianos. O
periodo do ciclo, tempo gasto para se concluir um ciclo completo, € 22 /A.. Um ciclo pode
ser expresso ou como um sinal de um seno ou de um cosseno com pardmetros adicionais

representando a amplitude e a fase. Entio, se uma fungéo cosseno ¢ usada,
¢ = Acos(A gt~ 8), t=1,...T, (5.5)

onde A € a amplitude e § é a fase. Uma formulagdo mais conveniente € obtida escrevendo
o ciclo como uma composi¢do de senos e cossenos, usando a férmula do cosseno de uma
diferenca. A amplitude e a fase s&o substituidas por dois novos pardmetros, as constantes

a e 3, e obtem-se
& = arcos{Agt) + Bsen(A2), (5.6)

1 ’ I3 I 3 Id "
onde {a? + 5°)z é a amplitude e arc tan{3/a) é a fase. Um ciclo estocéstico pode ser
escrito permitindo que &« e 8 evoluam no tempo. Como no caso da tendéncis linear, a
continuidade é preservada escrevendo uma recursiac para construir ¢, antes de introduzir

componentes estocasticas no modelo. A recursao €

Cir1

*

_{ COS A;  Semni.
Ce1

—8enA, €08 Ac

{ " J L t=1,..T, (5.7)
!

com ¢g = a e ¢f = . Os noves par@metros sdo ¢, o valor corrente do ciclo, e ¢}, que

aparece por construcglo para formar ¢;.

Introduzindo duas perturbagbes ruido branco, &y e &7, (5.7) produz

COS A, SENA,
e | _ a | | s | (5.5)
¢ —senA, Cos A, c; kg
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As duas perturbacgGes por hipétese tém mesma varidncia e sdo incorrelatas.

Uma maior flexibilidade pode ser introduzida em (5.8) através de um fator de amortec-

imento, p,

Ci

*
Cy

Cri1 K

*
Ky

(5.9)

Ciit —senA, COS A,

COS A, SENA.
=p

sendo 0 < p < 1. O modelo (5.9) é portanto um processo AR(1)vetorial.

5.2 Modelo Multivariado

Os modelos multivariados tém forma similar aos modelos univariados, exceto que Y;
é um vetor p x 1 de variaveis, que se decompde em componentes nao observaveis que
também sio vetores. Um caso especial é o modelo de nivel local multivariado, linear dado

por

Y: = I, + €, EtNNID(Ot,Ee), (510)
Moy = B+, 1~ NID(O, B,), (5.11)

sendo 3, e X, matrizes de varidncia-covarifncia, e 1, e € sio mutuamente incorrelatos

em todos os periodos.

As outras componentes sdo incorporadas no modelo de maneira similar, a equagéo
(5.1) onde as componentes e 0s erros sio agora vetores p X 1 e as varidncias sfo matrizes
de variancia e covaridncia p X p. No caso do ciclo, os parametros p € A, sdo considerados

o mesmo para todas as séries. Considerando as perturbacdes das componentes ciclicas,

!

E(s) = Bk ) =5 e E(wrs] ) =0. (5.12)

O modelo do ciclc € escrito como

c COSA, SenA, c
C*H-l —sen/\c cOo8 )‘.C Cg

K¢

+ { e } , (5.13)
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sendo

Ky
Var

} =I,®X,., ¢ ec*, siovetoresp x 1, (5.14)
H'*t

® € o operador produto de Kronecker e I, é a matriz identidade p X p.

5.3 Modelos de Espaco de Estados

(Js modelos descritos nas se¢bes anteriores sdo casos particulares de modelos de espago

de estado ou estruturais.

O modelo linear geral de espago de estados pode ser escrito de vérias formas, a uti-

lizada aqui é a mesma apresentada por Durbin e Koopman (2001) e é dada por

Yi = ZtC!t + € € v N(O,Hﬁ),

para t = 1,..n. O vetor Y; denota o vetor de observacgdes e a; um vetor ndo observavel
chamado vetor de estados do sistema, formado por componentes nao observaveis. A
primeira equagao é chamada equacdo de observacdo e a segunda eguagdo de estado. As
matrizes Z;, Ty, R;, H; ¢ @ sdo inicialmente assumidas serem conhecidas e 0s erros
€, e 7; $20 assumidos serem serialmente independentes e independentes um do outro em
todos os pontos. O vetor de estado inicial o é assumido ser N(a,,P)) indepedentes de
€1, €T € 71,...,Ti7, onde @y e Py sdo assumidos conhecidos. Na pratica, Z;, Ty, R;,
H, e Q; dependerio eventualmente de pardmetros desconhecidos, formando um vetor 6,
cujo procedimento de estimagAo serd tratado mais adiante. Na Tabela (5.1) sfo dadas as

dimensdes dos vetores e das matrizes do modele de espaco de estado.

Tabela 5.1: Dimensdes de modelo espage de estado 5.15

Vetor dimensdo Matriz dimensdo

Y. px1 Z, DX m
y mx1 T m X m
€; px1 H, PXp
74 rxl R, m X T

Q; X7
o m X1 P, mXxXm

e CoLECAD

[ R B




5.8 Modelos de Espago de Estados 68

O objetivo é obter a distribuicao condicional de a1 dado Y, para t = 1,...,7T.
Como todas as distribuicdes sdo normais, a distribuicdo condicional de um subconjunto de
varidveis dado outro subconjunto de varidveis é também normal. A distribuicdo requerida
é determinada pelo conhecimento de ap1=E{0y11|Y1,....Y ) € P =Var(o 1{Y:,....Y,).
Assume-se que o; dado Y,..., Y1 é N{(a;, P:). Agora serd mostrado como calcular a4

e P,,, de a; e P, recursivamente.

Lema 5.1 Suponha que X, Y e Z sdo vetores aleatdrios de ordem grbitrdria ¢ normal-
mente distribuidos com médias Ly, My € By = 0 e matriz de covari@neia Xpq porae

p,q=X,Y e Zyz =0, entio

E(X|Y,Z) = E(X|Y)+2xz3553%
Var(X|Y,Z) = Var(X|Y)—ZxzX,;5% -

A prove deste lema pode ser vista em Durbin e Koopman (2001), pdgina 37.

Como o =T 0+ Ry, entido

Qi1 = E(Ttat‘i‘-Rt"?tlYl:---:Y:) thE(atlyla"-:Yt): (5-16)
Py = Var(Tiow + Bimy|Y, ..., Yy)
= TWar(o]Yy,...Y )T, + RQ,R, (5.17)

parat=1,... n Seja
vi=Y;— E(Yt|Y1; Y1) =Y - E(Zioq + Et]Yh e Yen) =Y, - Z.a, (5-18)

Entédo v; € o erro de previsio um passo a frente de Yy dado Y4,..., Y;—;. Quando Y,,...,
Y:_1 e v; 880 fixos entdo Y, é fixo, e vice e versa. Entéo E(a;|Y;,...,Y ) =E(ey|Y 1,....¥ 1—1,v¢).
Mas E(v:|Y 1,....Y 1-1)=E(Y— Z,a:|Y 1,....Y 11)=E{Z,as+€;,— Z,a:| Y 1,....Y ;_1)=0. Con-
segiientemente, E(v:)=0 e Cov(Y;v:)=E[Y,E(v;|Y1,...,Y;_1)]=0com j =1,..,t — L.

Segundo o lemma 5.1 tem-se,

E(a£|Y1, caey Yt_]_, ‘Ug) = E(at|Y1, aeey Yt_l) + CO‘U(O&, 'Ut) [Va:r('v,g)]_lvf
= a;+ M. F; v, (5.19)
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onde M,=Cov(ay, vs), Fir= Var(v;) e E{o|Y'1,-..,Y¢—1)=a; por defini¢do de a,. Aqui,

M; = Covlay,v;) = E[E{ou(Zi0; + ¢ — Z;at)'|Y1, s Yyon}]
= ElE{a(a; —a) Z,|Y1,... Y1} = P:Z,, (5.20)

¢ Ff, = VGT(Z;C& + €~ Zgat) = Zt.PtZ; -+ Ht. (521)
Assume-se que F; é ndo-singular. Substituindo (5.16) em (5.19} obtém-se

a1 = Tiay + T M F7 vy = Toay + Kevy,, t=1,..,T, (5.22)
com K, =T:M,F' = T\P,Z,F;". (5.23)

Do lema 5.1 tem-se

Va?‘(af[Yl, Yg) = VGT’(CICtlYl, crey Yt——ls ‘Ut)
= Var(a|Y:,.., Y1) — Cov(ay, v)[Var(v)] Cov(ay, v,)

= P,— M,F'M,
= P, P.ZF'Z.P. (5.24)
Substituindo em (5.17}
P, =T,P,L,+ R,Q,R,, t=1,.T (5.25)
com _
Lt = Tt - KtZt- (526)

As recursdes (5.22) a (5.26) constituem o filtro de Kalman.

5.3.1 Recursoes do Filtro de Kalman

Por conveniéncia as equactes de filtragem reunidas sio

vy = Y;— Zay,
F, = Z,P,Z,+ H,,
K, = T.M,F'=T,P,Z,F;,
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L, = T:—- K;Z,,
a1 = Tia+ TtMtFt_lvt =Tia: + K;vy,
Py, = T\P,.L,+RQ,R,, t=1,.T, (5.27)

com a; ¢ P, conhecidos. A Tabela 5.2 d4 as dimensoes dos vetores e das matrizes do

filtro de Kalman.

Tabela 5.2: Dimensdes do filtro de Kalman

Vetor dimensdo Matriz dimenséo

Vi px1 F, pXp
K, m X p
Lg m X 1m
M, mxp
a; m X 1 P, m X m

5.3.2 Erro de estimacao do estado

O erro de estimacdo do estado € definido como

that—-E(aJYl,...,Yt_l) =y — 4, Ccom Vﬂ?"(xt):Pt. (528)

Aqui serd investigado como esses erros se relaciomam uns com 0s outros € com o
erro de previsdo um passo a frente v;=Y,;—E(Y:[Y,....Y,1)=Y,— Z,a,. Os v,’s sfo as
inovagdes, isto é, a parte de Y'; que néo pode ser predita no passado. Segue imediatamente

do filtro de Kalman que
YV = Yt — Zta = Ztﬂ‘lt + € — Ztm = Z-gXt + €, (529)

€ X1 = o1 — Gy = Ty + By, — Thiay, — Ko,
= TtXt -+ .l%ﬂ?t - KtZng - KtEt = LtX: -+ R,:?]t - Ktet, (530)

parat=1,...,T.
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5.4 Estado Suavizado

Agora serd considerado a estimagdo de o; dada a série inteira Y,...,Y 7, cujo vetor
(Y],....,Y ) serd chamado por Y. O estado pode ser estimado pela média condicional

&:=E(|Y) e sua matriz de varidncia V,=Var(ey,—&;)=Var{e,|Y), parat =1, T.

5.4.1 Vetor de estado suavizado

O vetor Y é fixo quando Y1,..., Y 1 £ v4,...,07 séo fixos. Pelo lema 5.1 e pelo fato

de vs,...,vr serem independentes de Y;,...,Y;_; e entre si, tem-se
T
dit = E(CQIY) = E(at[Yl, . Yt_],’Ut, ceny ’UT) =a; 1+ Z OOB(CX:, Uj)F}l’Uj, (531)
j=t
para t = 1,..T, com Cov(at,vj)=E(atv;)‘ Segue de (5.29) que

E(ewv,) = Ela(Z;X; + ¢)) ] = B(ow X)) Z},

f

j=t..T (5.32)

Entretanto,
E(X,) = E[EB(@X,]Y)] = EE{ao - a) Y} = Py,

E(oX,,) = E[E{a:(L:X:+ Rm, — K.&) [V} = P:Ly,
BlawX,,) = P.LL,,,

E{ayX7) = PL,.L. | - (5.33)

Substituindo em (5.31} obtém-se

!
-1
ar = aT+PTZTFT v,
. t -1 . t -1
Xy = Or_a -4 PT_lzT_lFT__l’UT_1 -+ PT—ELTZTFT P,

ﬁgt = Q4 4 P;Z;F;l’ui -+ PtL;Z;+1F;_:1TJ3+1 + ...+ PtL;...L}_IZ’TFE-lUT,

parat =T — 2,7 —3,...,1. O vetor de estado suavizado pode ser expresso como
&t = ﬂ;t + Pf'rt__l, (5‘34)

; -1 I -1 7 ! -
onde rr_1=Z Filvr, rreo=Zp_Frlvr 1+ Ly ZoFilor e
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para t =T —2,T —3,..,1. O vetor r;_; é uma soma ponderada das inovagles v;, para

j=t,...,T. O valor no tempo f é
Ty = Z::+1F;-:1Ut+1 + L;+1Z;+2Fz_+lzvt+2 + ...+ L::+1---Lif—IZ;rF1:1'UT: (5.36)
e rr = 0. Substituindo (5.36) em (5.35) obtém-se a recursio

rioi = ZF7 v+ Lyry, t=T,..1, rr=0, (5.37)

Utilizando esses resultados, juntamente com as recursdes para o estado suavizado,
rio1 = Z,F v + Lyry, & =0+ Pyre, t=T,..,1 (5.38)

com rr = (), tem-se um eficiente algoritmo para calcular éy,... Gor.

5.4.2 Matriz de variancia do estado suavizado

Agora serd derivada a recursdo para calcular V; =Var(e;|Y). Usando o lema 5.1

obtém-se

T
Vi=Var(alY1, .., Y 1,0, ..., 07) = Py~ ZCov(a;,vj)Fj_lCov(at,vj)’,
=t

desde que v;,...,v1 sa0 independentes uns dos outros e de Y ;_, com média zero. Usando
(5.32) e (5.33) obtem-se

V, = P,—- P,Z,F]'Z,P, - P,L,Z, F;\Z, L,P;— ..

—P,L,..Ly_ZzF;*ZsLy_y...L, P,
= P;— PN, Py

onde
Ni = Z,F7'Zy+ LZy  Fit Zyn Ly + .. + Ly Ly Zo F7' ZrLr . Ly, (5.39)

que, avaliado no tempo ¢, é

N, = ZnFihZon + Loy Zy o F iy Zep L +
+ L;+1---L:r_1Z}FEIZTLT—L--L:H- (5.40)
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Substituindo (5.39) em (5.40) tem-se a seguinte recursao

N 1=Z,F7'Z,+ LN L;, t=T,..,1 (5.41)
Desde que vy41,...,v7 séo independentes, segue de (5.36) e (5.40) que N;=Var(r;).

5.4.3 Recursao do estado suavizado

Por conveniéncia todas as equacgbes de suavizagho para o vetor de estado foram colo-

cadas juntas,
_ ; -1 ]
Tl = Zth v + L{f’z,

N.., = Z,F7'Z,+ L,N,L,,
& = ar+ Py,

Vi, = P;— PN, P (5'42)

para ¢ = 7T, ..., 1 inicializado com rr =0 e N¢ =0. As recursdes {5.27) e (5.42} formam
juntas o filtro de Kalman e suavizador. O processo de filtragem procede passo & frente
e precisa armazenar as quantidades vy, Iy, K, a; e Py, para t = 1,...,T. A suavizacdo
procede passo & tras para obter &, e V;. A Tabela 5.3 apresenta as dimensdes dos vetores

e matrizes das equagdes de suavizagio.

Tabela 5.3: Dimensdes das recursbes de suavizacho

Vetor dimensido Matriz dimensio

T m X 1 N, mxXm
&, mx 1 Ve m X m
Uy px1 D, pPXp
ég _’pX]_

4 rx1
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5.5 Suavizacao do Erro

Nesta segic serfo derivadas as recursbes para calcular as estimativas suavizadas
€:=E(e|Y) e 7,=E(m,|Y") dos erros de perturbagfo, isto é, erro observacional ¢ per-
turbacac de estado, €; e 1, dado todas as observagdes Y,...,Yr. Estas estimativas tem

uma variedade de usos, particularmente para estimacio dos pardmetros e diagndsticos.

5.5.1 Erro Suavizado

Seja €,=FE(e;|Y’). Pelo lema 5.1 tem-se que

T
& = E(&|Y1,.., Y11, 0, v7) = Y Blew)Filvy, t=1,.,T, (5.43)
=t

como E(e]Y;,....Y;_1)=0. Seguede (5.29) que E(etfv;)=E(etX;-)Zj+E(e¢e;-) com E{e, X, )=0
parat=1,...Tej=t,..T. Portanto,

E‘(Et'v;) = H, para j=t e

E(ev;) = E(eX;)Z; para j=t+1,..T, (5.44)
coIm
E(eX,,) = —H:K,,
E(eX,,,) = —H.K,L,,,,
: (5.45)
EleX:) = -H\K,L,.,..L; |,

que segue de (5.29) e (5.30), parat = 1,...,T — 1. Substituindo (5.44) em (5.43) tem-se

& = H(F'v ~ K;Z;+1F_+11”t+1 - K;L;+1Z;+2 rr2Utez — oo
- K,L, ,.Lr 1 Z:F7'vr)
= H(F'v,— Kr)=Hu, t=T,.,1, (5.46)

rd + - — f - 4 Fl -
onde r; é definido em (5.36) e u; = F, Ly, — K ,Tt- A varidvel u; é conhecida como erro

suavizado.
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A estimativa suavizada para 7, é denotada por 7,=E{n,|Y") e analogamente & (5.43)

T
iy = E(nw)FYw;, t=1,..T (5.47)
=t

As relagdes (5.29) e (5.30) implicam que

E(mwy.) = QR,Z,, para j=t+]1
BEmwiy) = EmX)Z; vara j=t+2,.T, (5.48)

com

E("'?tx:t+2) = QtR;.Lt-i-lJ
E("’hX;H) = QtRLLt—i-lL;-i-Z!
(5.49)

f

E("?tX;*) = QtR:‘.L;+l"'LT—11

para t = 1,..T — 1. Substituindo (5.48) em (5.47) e considerando que E(n,v’;)=0,

obtém-se que

T = Qt-R;(Z;+1Ft_—I—11vt+1 + L;+1Z;+2Ff_-;-]2’vt+2 + ..+ L;+1---L;"—1Z;"FEIUT)
= QRr:, t=T,.,1 (5.50)

onde 74 & obtido por (5.37).

5.5.2 Meétodo rapido para obter o estado suavizado

A recursio suavizada para o vetor de erro 7 da equacao de transicio é particularmente
util porque permite um método de calcular %, para £ = 1, ..., T computacionalmente mais

eficiente ao invés de usar (5.38). Como ayyy == Ty + Ryny,, segue imediatamente que
01 = Tl + Refy, = Ty + B Q Ry, t=1,..7T,

que € inicializado via a relagdo {5.34) para ¢ = 1. Esta recurséo, devido a Koopman
(1993}, pode ser usada para gerar os estados suavizados &;,...,&r, diferente de (5.38),
além disso e nao requer que a; e P, sejam armazenados e nao envolve a multiplicagio

pela matriz cheia Py, para t =1,..,7.
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5.5.3 Matrizes de variancia para os erros suavizados

Usando o lema 5.1 tem-se

VG?”(G;'Y) = VGT(Gt]Yl,...,Yt_l,Ut,...,‘UT)

T
= Var(e|Y1,..,Yi 1) =D Covles, v;)Var(v;) " Covle;, v:)

=t

T .
= H,-) Covle,v;)Var(v;) " Cov(e, v, (5.51)

=i

!

onde Cov(es,v;)=E(e,v;) que ¢ dado por (5.44). Por substituigdo obtem-se

Var(e]Y) = H,— H,(F;'+ K,Z, \F;\Z,uK,— KL\ Z, yF7LhZ oL K, — ...
— KLy .Lp 1 ZpF Ze Ly I K ) H,
= H,- H,(F;'+ K,N.K,)H,
— H,- H,D,H, (5.52)

com Dy = F; '+ K,N;K,, onde N, é definido em (5.40).

De maneira similar a matriz de varidncia Var(n,|Y) é dada por

Va?"("?tly) = @, —.Q:R;(Z;HF;.}:L Zyp1 + L;+1 Z;+2Ft_~|-12 ZpaLey + .
+ Ly lp ZoF7 ZrLro. Ly ) ReQ,
n, — QRN R Q,, (5.53)

onde N é obtido de (5.40)

5.5.4 Recursao do erro suavizado

Por conveniéncia todas as equacgdes dos vetores de erro suavizado foram colocadas

juntas,

& = H(Fi'v,— K,ry),
Var(g]Y) = H,— H(F;'+ K,N,K\)H;,
e = Q:Rj{"'t:
Var(n,|Y) = Q,— QRN.RQ,
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Py = ZF'v+ Lerg,
Ny, = Z,F7'Z,+ L,N,L, (5.54)

parat=1T,...,1 sendo rr = 0 e Ny = 0. Estas equacdes podem ser reformuladas como

& = Hu,

Var(e,|Y) = H,—- H.D,H:,
T = QtR;""t:

Var(n|Y) = Q,— QR.N:R:Q,,
U = Ft_l'vt - K;Tt,

D, = F;'+K,N.,K,,
Ty = Z;uf—FT;rt,

N, = Z,D,Z;+T,NT, - Z,K,N, T, — T,N.K,Z, (5.55)

parat=1T,..., 1L

5.6 Previsao

Suponha que o vetor de observagdes Y1,...,Y 7 segue 0 modelo de espago de estado
(5.15) e deseja-se prever Y ,.; para j = 1,...,J. Para este propésito é escolhida a esti-
mativa ?Hj que minimiza a matriz erro quadritico médio dado Y= {¥1,...,.Y 7}, que é
Fry; =B[(Vry—Yr)(¥re~Y14,) Y] Sabe-se que se X 6 um vetor aleatério com
média g e matriz de varidncia finita, entao o valor do vetor constante A gue minimiza

E[(A — X)X — X)) é X = u. Segue que Yruj =E(¥r,;]Y).

Para § = 1 a previsao é simples, Yy, =Z7p41Q7r41+€ra tal que
17:r+1 = ZT+1E(05T+1|Y) = Zry1ary,
onde a7y € estimado por {5.22). A matriz de varidncia do erro é
Fro=E[(Yra=Yra) (Y —Yra) ] = ZT+1PT+1Z;~+1 + HT+1:

que € obtida através da expressdo (5.21).

Seia @ry; =E(ary;|Y) e Pry; =E[(@r+;—ri; ) (@rij—ari;) Y]
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Assim YT+j =ZT+jaT+j+ET+j e tem-se

Y1y = Zry Blary|Y) = Zryarg, (5.56)
com a matriz de erro quadritico médio

Fri; = E{Z71:(@r+; — are;) — €r0j i 21 (Bras — Oriy) — €rsj} |

= Zr4;Pry;Zp,; + Hry. | (5.57)

Agora serfio derivadas as recursdes para obter @ry,; € Pry,.

Tem-se aryjr1 =T 10+ Rraimrye; tal que

Gryy 1 = Try Blary|Y) = Tryar., (5.58)
para j=1,..J —1ecom @r,; =ary;. E também que,

Pryiy = El{@rje1 — Qrein1)(@rejei — @rejr1) Y]
= TrE(@rsj — 0ra)@rsey — @) [YTry,; + Ress By mr )Ry,
= TryiPraTr; + RryjQry Ry (5.59)

As recursdes para ar.; ¢ Pr.; sfo as mesmas recursdes para ary; € Pr.; do filtro
de Kalman (5.27) desde que vr;; =0 e K7, ; =0 para j = 1,...,J — 1. As previsdes de
Y1,...,Y ri; junto com suas matrizes de varidncia do erro de previsio sdo obtidas portanto

meramente por tratar Y, para t > T como observacoes faltantes,

5.7 Inicializacao do Filtro de Kalman

Nas sec¢Ges prévias foram consideradas operacdes do filtro com base no modelo

Y. = Ziou+e, e€~NOH,),
oy = Ty + Ry, m,~ N(O, Q,).

sob a suposicdo que o ~ N(a,,P1) onde @) e P; 530 conhecidos. Em muitas aplicagdes
préaticas, entretanto, pelo memos alguns elementos de a, e P, sao desconhecidos. Con-
siderando o caso geral onde alguns elementos de ov; tem distribui¢do conjunta conhecida

enquanto outros elementos sdo completamente desconhecidos, um modelo geral para o
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estado inicial é :
a1 =a+ AS+ Rong, 119 ~ N (0, Q) (5.60)

onde @ é um vetor m x 1 conhecido, & é um vetor g x 1 desconhecido, A é uma matriz
m X g ¢ Ry é uma matriz de selegdo m X {m — ¢}, estas matrizes consistem de colunas da
matriz identidade I,,, quando colocadas juntas constituem um conjunto de g colunas de
I,,comg<meA Ry=0. A matrizQ é assumida ser positiva definida e conhecida.
Em muitos casos o vetor @ serd tratado como zero. O objetivo da representagio (5.60) é
separar (¥, em uma parte constante @, uma nio estaciondria Ad e uma parte estaciondria
Ry7y. Na andlise Bayesiana o pode ser tratado como tendo uma densidade a priori nao

informativa.

Uma consideragéo inicial para o filtro de Kalman é tomar a; =E{o;) =a e P; =Var(a)

onde
P1=kP,+ P,, (5.61)

onde k — 00, Py, =AA e P, =R0Q0R;J. Uma téenica aproximada simples é substituir

k por um numero arbitrario grande e usar o filitro de Kalman padréo.

Uma aproximagfo alternativa para o problema de inicializagdo pode ser vista em
Rosemberg (1973), de Jong (1988) e de Jong {1991). Rosemberg (1973) trata 6 como um
vetor fixo desconhecido e emprega a estimativa de méxima verossimilhanca para estimar §
enquanto de Jong (1991) trata & como um vetor difuso, ou seja, com distribuicao N(0,k1,)

com &k — oo.

5.8 Estimacao por maxima verossimilhanca

Em geral todas as aplicagtes em trabalhos praticos os modelos dependem de pardmetros
desconhecidos, estes podem ser estimados por méxima verossimilhanga, que pode ser cal-
culada pela aplicacéo de uma rotina do filtro de Kalman, mesmo quando o vetor de estado
inicial é parcialmente ou completamente difuso. A log verossimihanca pode ser maxi-
mizada por métodos numeéricos iterativos. A log verossimilhanca quando as condigdes
iniciais sdo conhecidas, logL{y), a log verossimilhaga difusa avaliada via filtro de Kalman

extendido, logL.(y), ou quando os elementos do estado inicial sdo fixos mas néo conheci-



4.8 Estimacdo por mdrima verossimilhanca 80

dos, e a log verossimilhanga concentrada (logL.(y)) séo dadas por,

1 ,

logl{y) = —7plog2ﬂ' -3 Z(IoglFt[ + va;]‘vt), (5.62)

t=1
T 1 1 & 1 .
logLg(y) = —TPIDg(%r) - §log]S,q‘T| ~3 Z log| Fse} — §(sa,f —b,8 A}TbT), (5.63}
t=1

T 1 1 .

logLe(y) = —7plog(2?r) —3 > log|Fsz| — §(sa3~ — b, S 7br), {5.64)

=1

onde S 47, Fs,: ¢ by sdo defininas no apéndice deste capitulo.

A representagio (5.62) fol primeiro dada por Schweppe (1965}, Harvey (1989} referiu-
se a ela como decompesicdo do erro de predicdo. A expressdo (5.63) foi originalmente
derivada por de Jong (1988) e de Jong {1991). A relacio entre (5.63) e (5.64) foi demon-
strada em de Jong (1988).

Até entdo foi assumido as matrizes de sistema Z,, H;, T:, R: ¢ Q; sio conheci-
das para ¢ = 1,...,T. A situagio mais usual € que pelo menos alguns elementos destas
matrizes dependem de pardmetros desconhecidos de um vetor 8, que pode ser estimado

por méxima verossimilhanga. Assim, as log verossimilhancas podem ser escritas como
logL(y|8), logLa(y|@) e logL(y|8).

5.8.1 Algoritmos de maximizacao numérica

-Uma variedade ampla de algoritmos numéricos pode ser utilizada para maximizar a

log verossimilhanca. Muitos s&o baseados no método de Newton que resolve a equagao

_ BlogL(y|0)
a].(B) - 56 - 01
usando a série de Taylor de primeira ordem
B1(0) ~ 8,(6) + 0, (6)(8 — 8), (5.65)
onde
PlogLy|6
() = ﬂf_L
5668

Igualando a equagdo (5.65) a zero obtém-se o valor revisado 8 pela expressdo

B =06 —5(6)"15:(8).
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Este processo é repetido até sua convergéncia. Para maiores detalhes sobre o procedi-

mento, inclusive regra de parada ver Koopman et al 1995.

5.8.2 O algoritmo EM

O algoritmo EM é uma ferramenta bem conhecida para estimar iterativamente a
verossimilhanca. Os métodos .EM para modelos de éspago de estado foram desenvolvidos
por Shumway e Stoffer (1982} ¢ Watson e Engle (1983). O algoritmo pode ser usado in-
teiramente, ou em estégios antes da maximizacdo numérica direta da log verossimilhanca.
Consiste no passo E (esperanca), estimacio da esperanca condicional E{log p(c, y]6)), e
no passo M (maximizacdo), no qual a esperanca é maximizada com relacio aos elementos

de 8. Segundo Durbin e Koopman {2001),

0 = 18 & L _
—Eliogpla,y)] = —55- > llog|Hy| +1og]Qu_1| + tr{ese, + Var(e|y)} H; '
Oc 20c =

+ tr{fy s + Var(nly) @7 16] (5.66)

Para ilustrar o algoritmo EM serd utilizado o modelo de nivel local univariado:

V; = pte e~ N(0,02),

o1 = petm, ~ N(0,07).
Aqui o vetor de pardmetros desconhecidos é
6= ( % ) A
2
O passo E envolve o filtro de Kalman e os erros suaviéados para obter &, 7.1, Var{ejy)

e Var(m_1|y) de (5.66) dado ¢ = & O passo M encontra o7 e o2 igualando (5.66) a zero.

Assgim,
5 - 5 , 1
'_2802 Ellogp(a,y)] = 3 > [logo? + ;{et + Var(ely)}
£ £ =1 £
T g ZL
= - &+ Var(ely)} =0,
Bo7 " Bot 2\t Verld
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e similarmente para o termo o2n. Os novos valores para o’¢ e o°n sdo portanto,

1 Z 1
o2, = ?Z &+ Var(e|ly)} = 62 +‘_'0—4Zuf Dy),
t==1

_ 1 Z -
o2, = T—1 Z{m + Var(ely)} =65 + . 1047, Z(rf_l - N;_1),
i=2

logo & = ey, Var(ely) = 5% — dle, iy = 6,11 e Var(ny) = §%n — &*n.
Os valores dos erros suavizados w:, D;, 7 € N, baselam-se nas quantidades 62 e
2

2. Os novos valores de 57 e 72

até a convergénela destas estimativas. Para outros detalhes sobre a implementacfo do

subistituem &2 e &2 e este procedimento se repete

algoritmo, questdes de identificabilidade, etc, ver Durbin e Koopman 2001, Koopman et

al 1995,

5.9 Apéndice: O filtro de Kalman extendido

Nesta subsegdo € apresentado o fundamento para as técnicas de Rosemberg e de
Jong. Para um & dado, aplicar o filiro de Kalman (5.27) com a; = E(o) =a+A4,
P, = Var(cxl)=R0QgR;3 e denote as respostas a; e vy por as; € vsy, estes sdo escritos

conlo

A5t = Quz + Assdsy (5.67)
Vst = Vas + V44054, (5.68)

onde Qg z, A, Vo © V4, s80 obtidos pelo filtro de Kalman cujo vetor de observagbes é

extendido com zeros,
(vc_z‘h VA,t) = (Yt: 0) - Zf(aﬂ,tr AA,t):
(a'a,,t+1: AA,t+1) = Tt(a'a,t:AA,t) - Ka,: (’Ua,t, Va,t): (5-69)

onde (@a1s A1) = (a, A), as recursdes correspondentes a Fy, K; e Py permanecem

como no filtro de Kalman padréo,
Fsy = ZtP:S,tZ; + Hy,

Hsp = TtPJ,tth,s_,tla
Lsp = Ty — KspZy,
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Psi1 = TePsiLss + RiQ,R,, (5.70)

parat = 1,...,T com Psy1 = P,.. O sufixo § incluido nestas expressdes néo significa que
elas dependem matematicamente de § mas que elas foram calculadas sobre a suposigéo

de um § fixo. As expressdes (5.69) e {5.70) formam o filtro de Kalman extendido.

Quando 4 é desconhecido ele pode ser tratado como difuso com é ~ N(90, kI,), onde

k — oo ou como um vetor § fixo e é estimado por méxima verossimilhanga, nos dois

casos (5.67) e (5.68) sdo modificados para

f

-1 -1
ay = Qg — AA,tTt—ISA,t_lbta P,=Ps; — AA,tSA,t_lAA,ta
onde

t t
— ! -1 . _ ‘ -1 ]
by = Z VA,tFé,t Vajs SA;t - Z VA,thS,t VG’J'

=1 . j=1

Para um estudo mais deftalhado sobre os aspectos de inicializagao e do filtro de Kalman

extendido ver Durbin e Koopman (2001), Rosenberg (1973) e de Jong (1991).
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6 Aplicacoes Prdticas

Neste capitulo sdo feitas duas aplicagdes utilizando o filtro HP, univariado e multi-
variado, o filtro HPM baseado em modelos ARIMA, modelos estruturais univariados e
multivariados e modelos de regressio harmoénica. S30 estudadas cinco séries reais, sendo
as duas primeiras referentes a fendmenos naturais, a saber, precipitagao pluviométrica em
Fortaleza, medida em centimetros, e nimero médio de manchas solares. As trés ultimas
séries referem-se a indicadores econémicos da Espanha, a saber, indice de producéo in-

dustrial, consumo de cimentc e ntmero de bilhetes vendidos de passagens aéreas.

A primeira se¢io deste capitulo estuda as séries de fendmenos naturais, de 1849 até
2005, totalizando 157 observacoes para cada série. Primeiro é feita uma descricao e andlise
preliminar das séries, em seguida é analisadc o desempenho dos modelos ajustados e
também o perfil das componentes ciclicas estimadas de cada metodologia, considerando

inclusive aspectos quanto a suavidade e outras caracteristicas dessas componentes.

Na segunda secho sdo analisadas as séries de indicadores macroeconémicos da Es-
panha, do primeiro trimestre de 1975 ao segundo trimestre de 2003, somando 122 ob-
servacdes para cada série. Analogamente, as séries sdo descritas, analisadas ¢ seus res-
pectivos modelos comparados em termos da qualidade de ajuste, desempenho preditivo
‘e qualidade de suas componentes ciclicas em termos de suavidade e consisténcia com os

proprios dados originais.



6.1 FEstudo das séries de fendmenos naturais 85

6.1 Estudo das séries de fendmenos naturais

6.1.1 Precipitacao pluviométrica em Fortaleza: descricao e andlise
preliminar dos dados

A Figura 6.1 exibe o grafico da série de precipitacao de chuvas em Fortaleza. A linha
vermelha representa a média mével da série usando uma janela de 6 anos e a linha azul
uma meédia mével com janela de 11 anos. Pela vizualizacio das médias méveis é possivel
notar periodicidades presente na série com perfodos de 12,5 e 25 anos aproximadamente
(pode-se notar 2 ciclos grandes azuis ou 4 ciclos pequenos vermelhos a cada 50 anos
aproximadamente). O periodograma ¢ a densidade espectral {periodograma suavizado)

da série, ver Figura 6.2, evidenciam também a existéncia de ciclos com esses referidos

periodos.

&0
|

200
|

chuvas {om)
150

Figura 6.1: Preciptagdo pluviométrica em Fortaleza com médias méveis de 6 e 11 anos

O periodograma exibe dois picos principais e outros secundérios. O perfodo 7 dos
ciclos é encontrado dividindo 27 pela frequéncia w {velocidade angular) no eixo horizon-
tal onde estd o pico. Sendo assim, aparece um ciclo principal com periodo préximo de
12,5 anos (27 /0,5 ~ 12,5}, isto ¢, periodo correspondente ao pico em torno da freqiiéncia
0.5, e um segundo ciclo com periodo de 25 anos (277/0,25 ~ 25) aproximadamente, cor-
respondente ac pico em torno da freqiiéneia 0,25, como é mostrado pelo periodograma e
sua versao suavizada. Os resultados da Figura 6.2 foram obtidos utilizando os dados até
1975, o restante foi reservado para avaliar o desempenho preditivo das técnicas aqui estu-
dadas. A ACF e PACF da Figura 6.2 sugerem possivelmente um modelo ARIMA(1,0,1}.
A Figura 6.3 mostra a primeira diferenga finita da série, sua ACF e a PACF. Observa-

se que se obteve agora um pouco mais de estacionaridade e um modelo ARIMA(0,1,1)
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tentativo parece apropriado para a série de chuvas (ACF truncada no lag 1 ¢ PACF com

decaimento rapido).
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Figura 6.2: ACF, PACF, periodograma e fungo densidade espectral para a série de chuvas
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Figura 6.3: Diferenca regular, ACF e PACF da diferenga para a série de chuvas
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6.1.2 Numero Médio de Manchas Solares: descrigao e analise
preliminar dos dados

A Figura 6.4 exibe o grafico da série do niimero médio de manchas solares. A linha
vermelha exibe sua média movel simples, usando uma janela de 11 anos, que mostra a
presenca de uma componente de tendéncia na série, ou seja, verifica-se o aumento do nivel
médio de manchas ao longo do tempo principalmente entre 1900 e 1960. A presenga de
ciclos nesta série é bastante clara, aproximadamente a cada cinquenta anos tem-se quase

cinco ciclos completos, logo o periodo de cada ciclo é de um pouco mais de dez anos.

150
|

n manchas
100
|

50
|
B
I

1850 1900 1950 2000

Figura 6.4: Série de niimero médio de manchas solares e média mdvel de 11 anos

Na Figura 6.5 tem-se a ACF, a PACF, o periodograma e a densidade espectral esti-
mada (periodograma suavizado) da série de manchas. Estes também indicam claramente
a presenca de ciclos, através de picos em seus graficos. O periodograma e a densidade
espectral estimada exibem dois picos principais, um para a frequéncia ao redor de zero,
associada a tendéncia, e outro pico préximo a frequéncia (velocidade angular) de 0,6

radianos por ano, associada a um ciclo de 10,5 anos aproximadamente (27/0,6 ~ 10.,5).

A Figura 6.6 mostra a diferenca regular (diferenga finita simples) para a série de
manchas e sua respectiva ACF e PACF. Com base nessas fungoes, alguns modelos ARIMA
tentativos sao identificados. Por exemplo, um modelo ARIMA(10,1,0) nao se exclui, entre

outros, devido a PACF estar truncada no lag 10.
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6.1.3 Desempenho dos Modelos para a Série de Chuvas em For-
taleza

S&o aqui considerados quatro classes de modelos para as séries de fendmenos natu-
rais, modelos ARIMA (essenciais para a estrutura do filtro HPM), regress@io harménica
(sugerida na literatura para os dados em questiio), modelos estruturais univariados e mul-
tivariados. Dentro de cada classe s&o identificados alguns modelos tentativos, com base

na anélise preliminar anterior, e ajustados aos dados.

O passo seguinte foi comparar os modelos ajustados segundo a qualidade dos ajustes e
precisio de suas previsdes {curto, médio e longo prazo), além da qualidade da componente
ciclica estimada em termos de suavidade e consisténcia com os dados. O critério utilizado
para fazer as comparacdes entre os diversos modelos ajustados foi através das medidas
MSE (erro quadratico médio), MAPE {erro percentual absoluto médio) e MAE (erro
absoluto médio). Horizontes de previsdo de 1, 5, 15 e 25 anos foram considerados para
verificar o comportamento preditivo dos modelos. Em todos os horizontes de comparacao
foram destacados os trés menores valores de MSE, MAPE e MAE. A Tabela 6.3 exibe o

desempenho dos modelos estimados para a série de chuvas em Fortaleza.

No caso dos modelos ARIMA (estimados usando a fungdo arimea() do software R} foi
primeiro estimado o modelo ARIMA(0,1,1}, identificado pelas suas funcdes de autocor-
relaciio e autocorrelaciio parcial amostrais, Figura 6.3. Depois foram estimados outros
modelos tentativos plausiveis e os modelos com melhores resultados foram apresentados
na Tabela 6.3 para serem comparados entre si e também entre os modelos das outras

classes,

Baseando-se na anslise preliminar e nos trabalhos de Morettin ef al. (1985) e Harvey
(1989}, vérios modelos harmdnicos com uma ou duas frequéncias sugeridos para esses da-
dos foram ajustad;os. Para estimar esses modelos foi utilizada a fungéo nls() do software
R que estima os pardmetros de modelos nio lineares por minimes quadrados iterativos
(non-linear least squares). O primeiro modelo harménico usou as mesmas frequéncias
consideradas em Morettin (1985). O segundo modelo usou a mesma frequéncia do ci-
clo do modelo estrututal univariado com 1 ciclo. O terceiro modelo harménico simples
usou a frequéncia dada pelo maior pico do periodograma. O gquarto modelc utilizou as
frequéncias estimadas pelo modelo estrutural com 2 ciclos. Finalmente, o quinto modelo

usou as frequéncias equivalentes aos periodos de 11 e 22 anos, frequéncias uftilizadas para

PR
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estudar a série de manchas solares (Almeida 2001). A Tabela 6.1 resume os cinco modelos
harmdnicos anteriormente descritos, j4 apds o ajuste dos dados. No apéndice B tem-se o

erro padréo dos coeficientes estimados e o desvio padrao estimado do erro do modelo.

Tabela 6.1: Modelos Harmdnicos Ajustados para a Série de Chuvas

modelo forma funcional ajustada
1 142,68 + 20,36 cos(0,24t + 1,73) + 25,64 cos(0,48t + 1,69)
2 142,12 + 3,93 cos(0,41t + 16,81)
3 142,05 - 23,09 cos (0,50t + 16,06)
4
5

142,23 + 24,31 cos(0,25t + 0,58)+ 27,38 cos(0,48t - 4,92)
141,86 + 11,85 cos(0,28t - 1,35) + 7,67 cos(0,57t - 7,82)

Foram estimados modelos estruturais univariados com tendéncia fixa e sem inclinacéo,
pois tendéncias estocésticas e o efeito de inclinagio nao mudam as estimativas de ajuste
para esta série. Modelos estruturais multivariados foram estimados utilizando a série de
chuvas e a série de nimero médio de manchas solares. A Tabela 6.2 mostra as carac-
teristicas dos diferentes modelos estruturais multivariados estimados. Para estimar esses
modelos estruturais foi utilizado ¢ software STAMP (Koopman, et.al. 1995), o qual uti-
liza procedimentos de méxima verossimilhanca (algoritmo EM) e filto de Kalman {ver
capitulo 5).

Tabela 6.2: Caracteristicas dos Modelos Estruturais Multivariados Ajustados

modelo nivel declividade nimero de ciclos
1 estocastico sem 1
2 fixo estocastica 1
3 estocdstico  estocdstica 1
4 estocdstico . sem 2
5 fixo estocdstica 2
6 estocdstico  estocdstica 2

De todas as metodologias consideradas 0s modelos estruturais, tanto univariado como
multivariado, foram os que tiveram melhores ajustes. QObserva-se, pela anglise da Tabela
6.3, que para cada horizonte considerado um modelo diferente tem melhor desempenho
preditivo, ou seja, os modelos sdo bastante competitivos. O modelo ARIMA (0,1,1)
apresentou resultado preditivo de destaque somente para o maior horizonte considerado.
Os modelos estruturais ¢ as regressdes harménicas se destacam em todos os horizontes.

Nao € claro qual destes € de fato o melhor modelo em termos preditivos.



Tabela 6.3: Desempenho de ajuste e preditivo com horizontes de 1, 5, 15 e 25 anos dos modelos para a série de chuvas

1 ano

ajuste 5 anos 15 anos 25 anos
Modelo tipo MSE MAPE MAE MSE MAFE MAE MSE MAPE MALER MSE MAPE MAE MBI MAPE MAE
ARIMA (HIPM) {1,0,0) 21934 3.9 anl 1154,1 23,2 299 3306,2 40,5 61,0 3177,6 31,7 47,8 19774 21,8 38,8
(0,0,1) 2218,7 32,2 3vd 1143,7 22,8 29.6 52978 40,4 60,9 3173,7 31,6 47,8 1881,5 21,8 38,8
{1,0,1) 2180,1 31,7 36,8 1199,3 24,7 31,5 5389,7 41,1 61,7 31838 31.8 47,9 19714 21,7 38,7
{0,1,1) 23980 32,4 37.6 1585,4 29,1 34,5 7207,2 584 70,0 4875,4 48,4 65,9 1091,5 14,4 25,2
{1,1,1) 2193,5 319 36,8 11519 23,1 29,8 5307 4 40,5 61,0 31779 31,7 47,8 1976,8 21,8 38,8
(1,0,1)(1,1,1)35 16256 26,7 30,5 8427 16,0 19,6 50532 288 50,9 51774 36,5 570  759,8 12,7 22,7
Regressao Harmdénica mocdela 1 1796,6 29,0 34,5 675,6 16,9 22.8 G192, 7 21,9 47.7 39194 36,1 53,4 1002,9 15,5 26,9
macdelo 2 2326,2 33,1 38,3 1254,1 24,7 324 5461,3 39,8 61,1 32249 32,5 48,8 1983,4 22,5 39,6
modelo 3 2068,0 30,5 35,5 12272 18,4 27.6 3812,2 324 48,6 3075,2 25.8 43,7 2813,2 20,9 40,4
maodelo 4 1707,4 28,4 33,3 633,7 13,5 19,7 52973 30,0 53,3 4193,6 41,2 59,0 22759 15,9 31,7
modelo § 2235,1 32,0 36,8 1833,3 30,0 40,2 5138,7 45,4 63,1 3307.6 31,0 18,0 1818,6 23,6 39,7
Estrutural Univariado 1 cicle 1215,7 23,8 28,0 1080,0 21,8 29,3 5027,6 34,1 55,2 3269, 324 18,7 20009 219 39,1
2 ciclos 1712,5 28,4 33,1 968,1 16,5 25,1 52025 23,0 46,8 4083,7 40,4 58,1 1943.6 14,7 20,7
3 ciclos 1605,0 26,6 31,0 10470 18,7 26,7 5635,9 274 51,4 42903 40,9 58,7 1757 4 16,9 32,0
Estrutural Multivariado modelo 1 1505,3 26,4 31,2 1178,9 22,5 205 5463,8 494 66,1 3790,9 40,7 56,3 11847 154 27,1
modelo 2 1534,4 26,5 31,3 1033,6 19,6 27,8 39399 32,0 49,3 2087,6 30,3 48,5 19410,1 21,3 38,0
maodelo 3 1455,6 26,0 30,9 1846,4 32,8 41,5 47334 18,6 61,7 3138,0 40,1 52,2 11601 19,3 30,7
maodele 4 1447.4 28,0 30,6 1440,8 16,7 26,9 4468,2 24,2 44,9  2429,2 32,2 44,7 32425 26,9 49,8
modelo 5 1417,3 25,6 30,1 9232 19,3 263 52034 36,1 85,8 326’3,8 34,0 51,2 2114,7 22,9 44,6
modelo 6 16134 - 27,3 32,4 1286,4 21,5 29,9 4350,0 34,2 52,9 3164,7 39,4 52,0 2203,1 22,0 394
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6.1.4 Ciclos estimados e valores ajustados para a Série de Chu-
vas em Fortaleza

Com o objetivo de comparar as componentes ciclicas estimadas por uma mesma classe
de modelos, foram analisadas as componentes ciclicas, os valores ajustados e preditos para
os dois melhores modelos de cada uma das quatro categorias consideradas, isto é, dos

modelos que apresentaram menores medidas de falta de ajuste.

Por 1ltimo, com o objetivo de comparar as componentes ciclicas estimadas por metodelo-
gias diferentes, foram comparadas as componentes estimadas pelos modelos de melhor

ajuste de cada uma das quatro categorias de metodologias.

A Figura 6.7 exibe os ciclos estimados pela regressdo harmonica (2 melhores modelos)
e os valores ajustados para a série, junto com os préprios dados. Os ciclos, para este
tipe de ferramenta sdo sempre suaves. Os valores ajustados (fitted values) sdo de 1849
até 1975, e os valores estimados para a série de 1976 até 2005 sdo os valores de predicéo.
A linha tracejada em todos os graficos separa os dados usados para ajuste da parte de

previsao.

As Figuras 6.8 e 6.9 exibem os ciclos estimados e valores ajustados pelos modelos
estruturais univariados e multivariados, respectivamente. Observa-se que o modelo estru-
tural univariade com um ciclo prediz valores constantes, enqﬁanto 0 estrutural univariado
com 3 ciclos prediz valores para a componente ciclica reproduzindo a periedicidade pre-
sente na série, Os modelos estruturais também predizem valores para a componente ciclica
que reproduzem a periodicidade da componente. Os ciclos estimados pelos modelos estru-
turals multivariados s&o mais suaves que os gerados pelos modelos estruturais univariados

para esta série.

Os ciclos estimados pelas filtro HP ¢ HPM sic quase idénticos, existe uma pequena
diferen¢a numérica entre as componentes, imperceptivel visualmente, ver Figura 6.10. Os
ciclos estimados pelo filtro HP parecem diferenciar-se mais dos ciclos estimados pelas out-
ras metodologias. H4 trés maneiras de estimar o ciclo via metodologia HP ou HPM para
esta série, uma é utilizando um modelo ARIMA apropriado para retivar ruido da série e
posteriormente através do filiro estimar o ciclo e a tendéncia da série. Outra é utilizar
a série bruta. Uma terceira é pelos valores ajustados do modelo ARIMA{1,0,1)(1,1,1)13.

Para fazer a decomposicac AMB da série ¢ estimar os ciclos através do filtro HPM foi uti-
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lizado o software TRAMO/SEATS. A Figura 6.10 (a), (b) e (c) exibe os ciclos estimados
usando a componente tendéncia-ciclo da decomposicdo AMB do modelo ARIMA(0,1,1), a
série bruta e valores ajustados usando o modelo ARIMA(1,0,1)(1,1,1),3, respectivamente.
Nao foi utilizada a componente tendéncia-ciclo do modelo ARIMA(1,0,1)(1,1,1);3 e sim
seus valores ajustados devido a limitagdo software TRAMO/SEATS que nédo ajusta mod-
elos com periodicidade 13. Como pode ser observado os ciclos estimados usando a série

bruta e os valores ajustados sdo muito mais acidentados.

A Figura 6.11 (a), exibe os valores ajustados para a série de chuvas pelos modelos
ARIMA (1,0,1) e ARIMA(0,1,1). S&o estes valores que serdo decompostos em tendéncia
e ciclo. Como a escala destes valores ndo acompanha a escala da série, os ciclos estimados
pelo filtro HP tém escalas bem menores que os ciclos estimados pelos outros métodos.
Logo, para estimar os ciclos, dois fatores sao importantes, primeiro que o modelo ARIMA
estimado seja apropriado e segundo, a decomosigao AMB também sera determinante para
estimar o ciclo. Por exemplo, entre os modelo ARIMA(1,0,1) e ARIMA(0,1,1) o que a-
presentou melhor qualidade de ajuste foi o modelo ARIMA(1,0,1), porém a componente
tendéncia ciclo estimada foi uma reta. Entao embora o modelo ARIMA (0,1,1) tenha um
ajuste inferior, para estimar a componente ciclica este modelo é melhor pois a decom-
posi¢ao da série gerou uma componente tendéncia-ciclo diferente mais plausivel, que foi

depois separada pelo filtro em tendécia e ciclo.

A Figura 6.11 (b) existe os valores ajustados para a série de chuvas usando o modelo
ARIMA(1,0,1)(1,0,1);3. Este modelo foi o melhor entre todos os ARIMA ajustados e
destacou nos horizontes de predigao de 1 e 25 anos.

Os ciclo estimado pelo filtro HP multivariado, embora suave, parece distorcido, ver
Figura 6.12. Isto se deve possivelmente pelo fato de que as séries ainda que correlacionadas
tenham comportamentos diferentes, pois a série de manchas é extremamente suave se
comparada com a série de chuvas. Como o filtro HP multivariado supde que existe uma
tendéncia comum entre as séries, que tem formas distintas, os ciclos estimados oscilam

em torno de zero de maneira irregular.

Os gréficos da Figura 6.13 mostram a comparagao dos ciclos estimados pelas diferentes
metodologias, além da média mével simples da série, em linha azul clara (MA). A diferenca
entre as Figuras 6.13.a e 6.13.b ocorre nos ciclos que sao estimados pelo filtro HP e HPM,

sendo que os ciclos da Figura 6.13.a s@o estimados utilizando a componente tendéncia-



6.1 Estudo das séries de fenémenos naturais 94

ciclo, e os ciclos estimados da Figura 6.13.b usam a série bruta. Observa-se que em geral
as técnicas produzem ciclos com o mesmo padrao, exceto o filiro HP multivariado. Para
esta série, como foi comentado anteriormente, quando o filtro HP utiliza a componente
tendencia-ciclo, resultante da decomposi¢ao do modelo ARIMA ajustado para a série,
tem-se ciclos muitos pequenos em escala se comparados com os demais. Por outro lado,
quando utiliza-se a série bruta tem-se ciclos extremamente acidentados. Portanto, este

filtro nao parece adequado para estimar os ciclos desses dados em particular.

Regressao Harmonica — Ciclos

Figura 6.7: Ciclos estimados e valores ajustados pela regressao harmonica para a série de

chuvas
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Estrutural Univariado = Ciclos
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Hodrick—Prescott - Ciclos

=E‘~/\; j\ \ WV /\,/\/

Dacirio [AFTIRAALD. Y, 11}
T - - mmm m

T T T T
1850 1200 1950 2000

Heodrick—Prescott — Ciclos

e Nvavaw

T T
1850 1 900 4 950 2000

Hodrick—Prescott — Ciclos

3 =
8 I l%
-1 W It Jf M
? -
P = s I
18:50 19100 IQ‘SD znlon

Figura 6.10: Ciclos Estimados pelo filtro HP para a série de chuvas
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ARIMA ~ Série e Valores Ajustados
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6.1.5 Desempenho dos Modelos para a Série de Manchas Solares

A Tabela 6.5 exibe os modelos ajustados para a série de nimero médio de manchas

solares.

Os modelos estruturais univariados foram estimados com 1 e 2 ciclos, tendéncia fixa e
declividade estocastica. Os modelos estruturais multivariados seguem as caracteristicas j4
apresentadas na Tabela 6.2. Embora observa-se que os modelos estruturais obtiveram val-
ores de falta de ajuste muito menores que os demais modelos, algum padréo de correlacio

ainda permanece nos residuos (ver resultados no apéndice H).

Os modelos de regressic harmoénica, cujas formas funcionais estio na Tabela 6.4,
apresentam resultados inferiores. O primeiro modelo harménico usou a freqiiéncia de
periodo correspondente a 11 anos, este valor foi baseado principalmente nos estudos de
Almeida 2001 e Olvera 2005. O segundo modelo usou as frequéncias correspondentes aos
periodos de 11 e 22 anos, também baseadas no mesmo estudo. O terceirc modelo usou
a freqiiéncia estimado pelo primeiro modelo estrutural. O erro padrio dos coeficientes

estimados e o desvio padréo residual estdo no apéndice C.

Dos modelos ARIMA os que apresentam melhores resultados sdo os modelc ARIMA
(11,0,0) e ARIMA(10,1,0), embora suas medidas de falta de ajuste sejam maiores que a dos
modelos estruturais, nenhum padric de correlagio é dectado nos residuos (ver apéndice
H). '

A Tabela 6.5 mostra que 0s modelos estruturais tiveram um desempenho preditivo

de destaque a curto e médio prazo, ou seja, destacam-se para previsio com horizontes de

1 e 5 anos. Porém, nos horizontes de 15 e 25 anos os modelos ARIMA destacam-se na

qualidade de suas previsdes.

Tabela 6.4: Modelos Harménicos com Tendéncia Polinomial Ajustados para Série de
Manchas Solares

modelo forma funcicnal ajustada
1 43,28 - 1,10x 10732 4+ 2,75x10~3%¢2 - 39,02 cos{0,57¢ -+ 8,63)
2 43,69 - 1,69 107342 + 3,34x 10753 + 39,00 cos(B,57¢ - 0,78) - 8,11 cos(0,28¢ + 2,95)
3 44 88 - 2,26><10‘3.t2 + 3,77x1075¢3 + 13,57 cos(0,52¢ + 6,14}




Tabela 6.5: Desempenho de ajuste e preditivo com horizontes de 1, 5, 15 e 25 anos dos modelos para a série de niimero médio
de manchas solares

ajuste 1 ano 5 anos 15 anos 25 anos
Moadelo tipo MSE MAPE MAE MSE MAPE MAE MSE MAPE MAE MIE MAPE MAR MSE MAPE MAE
ARIMA (HPM) {(2,0,0) 306,5 65,1 13,4 523,0 20,2 19,4 2990,5 45,5 455 32503 68,6 456 1912,6 47,7 374

(3,0,0) 2794 64,9 127 6839 27,2 206 27353 683 474 209542 57,1 42,0 18147 471 37,0

(1,0,0) 2024 56,3 107 6250 482 220 1580,1  3L,7 33,2 11858 252 253 6826 26,1 22,2

(10,0)  206,7 535 10,8 5963 482 21,9 13279 324 304 10680 446 282 737,83 41,6 26,3

Regressao Harménica modele 1 7799 1180 200 12586 709 30,8 17720 96,1 ar0 52214 1947 639  7033,1 1568 66,3
modelo 2 747,7  121,0 19,8 1049,9 778 282 . 19343 1020 37,6 46737 1837 612  8213,2  169,3 728

modela 3 14513 1794 304  2693,5 1424 478 18533 93,6 400 33350 159,01 492 40483 1158 43,2

Estrutural Univariado 1 ciclo 3,2 4,9 14  569,1 344 19,1  1284,7 41,0 311 1599,9 51,1 33,8 1196,2 488 32,8
2 ciclos 33 49 1,4 6454 20,1 194 25585 70,7 472 30794 40,6 405 26037 42,3  40.2
Estrutural Multivariado modelo 1 1,5 3.4 9.0 5039 30,0 18,6 1376,2 26,4 28,5 2461,5 84,9 449 1958,6 G8,6 42,2
modelo 2 1,0 1,5 2,0 5219 31,9 17,7 754,2 19,6 20,3 2965, 1146 50,5 2083,3 80,1 43,7
modelo 3 14 33 a0 5704 29,2 18,1 1383,2 25,8 28,3 24639 85,6 45,0 2029,3 71,9 43,3
modelo 4 1,9 38 1,1 578,4 313 18,6 14790 RIW. 30,5 2230,7 83,7 43,1 1883,1 67,0 41,6
modelo 5 2,4 4,8 1.2 460,0 3.8 16,7 58,3 22,3 22,3 22394 73,4 39,6 1521,2 61,2 36,7

modelo 6 1,8 37 1,0 6024 286 185 18247 306 424 28561 97,7 49,1 23488 700 46,3
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6.1.6 Ciclos estimados e valores ajustados para a Série de Man-
chas Solares

Da mesma maneira como foi feito para a série de chuvas, para a série de manchas foram

comparados os ciclos dentrc de cada uma das quatro metodologias € entre as metodologias.

Na Figura 6.14 tem-se os ciclos estimados e valores ajustados pelos modelos harménicos.
Como os ciclos desta série séo multiplos, de periodos 11 e 22 anos, o0 modelo de regressao
harménica com dois ciclos ndo tem a capacidade de capfurar as mudancas nas amplitudes,
como pode ser visto no grafico que mostra a séries e os valores ajustados. Nota-se também

que esta classe de modelos néo apresenta bons resultados preditivos para esta série.

As Figuras 6.15 ¢ 6.16 exibem os ciclos estimados e valores ajustados pelos modelos es-
truturais univariados e multivariados repectivamente. Observa-se que o padrao dos ciclos
¢ bastante parecido para esses medelos. Os valeres ajustados estdo bastante proximos dos
valores da série, nota-se claramente que as linhas de valores ajustados e os valores da série
estdo superpostos, confirmando os valores numéricos da Tabela 6.5. A vizualizagéo dos
valores preditos para a série mostra que a qualidade preditiva destes modelos é baixa, pois
a amplitude das previsdes é subestimada, e a tendéncia, no caso dos modelos univariados,

é subestimada.

Uma caracteristica particular desta série é que ela é extremamente bem comportada.
E uma série praticamente livre de ruido, ou seja, uma série composta basicamente por
tendéncia e ciclo apenas. Neste caso, néo é necessério usar a decomposicdo AMB da série,
basta utilizar a série bruta. A Figura 6.17 mostra os ciclos estimados pelo filtro HP,
HPM e HP multivariado. Novamente, os filtro HP ¢ HPM produzem ciclos sobrepostos.
Para esta série o filtro HP multivariado é mais parecido com os demais ciclos estimados.
Observa-se também que os ciclos estimados pelos filtros HP, nas suas diferentes versdes,
s&o menos suaves que os ciclos obtidos pelos modelos estruturais. Para esta série os
modelos ARIMA(11,0,0) e ARIMA(10,1,0) sdo os que apresentam melhores resultados
de todos os ARIMA ajustados, mas os residuos que contaminam de maneira moderada
os ciclos ndo puderam ser eliminados pela decomposicdo AMB por uma limitagdo do
software TRAMO/SEATS {Gémes e Maravall 1996, Caporelle 2004), que nfo estima
modelos ARIMA de tal ordem. De qualquer maneira os ciclos estimados usando o filtro
HP, HPM e HP multivariado produziram resultados bons por causa das propriedades da

série.
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A Figura 6.18 exibe os valores ajustados pelos modelos ARIMA(11,0,0) e ARIMA(10,1,0).
De todas as classes de modelos ajustados para esta série os que apresentam melhores re-

sultados preditivos de longo prazo sac os ARIMA.

A Figura 6.19 compara os ciclos estimados por metodologias diferendes, incluindo
a mais elementar que é a média mdével de 6 anos da série, linha azul clara {MA). Os
ciclos sao bastante parecidos, exceto os ciclos produzidos pela regressao harmdnica, que
diferenciam-se mais acentuadamente dos demais por causa de suas amplitudes fixas. E

bastante razodvel que os ciclos sejam parecidos pois esta série é bastante comportada.

Na Tabela 6.6 estao os desvios padrédo das componentes ¢iclicas estimadas pelos mod-
elos estruturais para as as séries de chuvas e manchas solares. N&o foram apresentados
nesta tabela os desvios padrdo das componentes ciclicas estimadas via modelos ARIMA
pois os modelos com melhores ajustes (AR de ardem elevada e modelo multiplicativo de
ordem 13) ndo puderam ser decompostos, via decomposicio AMB, por uma limitagio do
software TRAMO/SEATS.

Modelos ARIMA e modelos estruturais univariados e multivariados foram também
estimados usando as séries de chuvas e de manchas solares logaritmadas e padronizadas,

porém esses modelos ndo apresentaram melhores resultados.
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Figura 6.19: Comparagao dos ciclos estimados por diferentes métodos para a série de

manchas

Tabela 6.6: Desvio padrao dos ciclos das séries de chuvas e manchas solares

desvio padrao

Modelo tipo chuva sol
Estrutural Univariado 1 ciclo 27,886 36,821
2 ciclos 24,627 35,329
.3 ciclos 26,398 -
Estrutural Multivariado modelo 1 23,002 33,764
modelo 2 24,570 38,210
modelo 3 21,744 33,793
modelo 4 23,439 34,059
modelo 5 24,062 35,651
modelo 6 22,512 33,705
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6.2 Indices Economicos Espanhdis

Nesta se¢do sdo analisados os frés indices econdmicos espanhois: indice de produgao
industrial (IPI), consume de cimento (CC) e nimero de biblhetes vendidos de passagens
aéreas (PA). Estes indices estdo logaritmados e padronizados para facilitar a comparagéo.
A fonte desses dados é o Instituto Nacional de Estatistica da Espanha (www.ine.es), ver

graficos dos dados originais no apéndice A.

6.2.1 Indice de Producio Industrial: descricdo e andlise preli-
minar dos dados

Pelo grafico da série de IPI, Figura 6.20, observa-se claramente a componente de
variacdo sazonal da série e a componente de fendéncia de crescimento. Nota-se também,
mas de maneira ténue, trés oscilagoes, uma de 1975 a 1985, outra de 1935 a 1995 e a

iltima de 1995 até o fim da série, parecendo indicar de maneira modesta pelo menos frés

ciclos principais.

1875 1980 1285 1990 1995 2000 2005

Figura 6.20: Série de Indice de Producéo Industrial - IPI

A Figura 6.21 mostra a ACF, PACF, periodograma e densidade espectral estimada
da série. Vé-se que a ACF decresce lentamente devido a presenga de tendéncia o que
sugere diferenciacdo simples da série. Em particular, ndo ha decrescimento rapido nos
lags multiplos do perfodo sazonal {4,8,12,16,20, etc), o que sugere também diferenciagio
sazonal da série. Tal periodicidade ¢é evidenciada através do periodograma. O peri-

odograma mostra claramente um pico préxime da freqiiéncia zere (correspondente a
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tendéncia), picos menores em torne das freqiiéncias 7 /2 e 7 {correspondentes as freqiiéncias
sazonais, com perfodos de 4 trimestres e de 2 trimestres) respectivamente e algumas os-
cilagOes bastante pequenas entre o pico da tendéncia e a fregliéncia 0,75 radianos. Néo
descarta-se aqui a possibilidade de que o pico da tendéncia possa estar ocultando parte

da variagéo correspondente 4 componente ciclica.

Para encontrar um modelo ARIMA apropriado a série fol diferenciada, tanto em

diferenca simples como sazonal.
O grafico da série diferenciada, AALIPI, sua ACF e PACF estéo na Figura 6.22.

Esses graficos nao mostram com clareza nenhum padréo tipico de modelo. Em partic-
ular, as autocorrelagdes nos lags multiplos de 4 (periodo de sazonalidade), nfo apresentam
nitidamente queda rapida nem situacdo de corte, 0 que pode sugerir uma possivel neces-

sidade de diferenciagao de segunda ordem na série.

O periodograma da série diferenciada foi omitido pois nio apresentava nenhuma in-

formagéo adicional.
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6.2.2 Consumo de Cimento: descrigao e analise preliminar dos
dados

Pela Figura 6.23 analisa-se a série de consumo de cimento (CC). Observa-se pela figura
a sazonalidade e a tendéncia crescente do consumo de cimento, notadamente a partir de
1985. Nesta série também é bastante visivel trés grandes oscilagGes correspondentes a
variagio ciclica. As oscilacdes desta série acompanham as oscilagBes que foram observadas

de maneira mais discreta para a série de IPL.

1275 1980 1985 1990 1985 2000 2005

Figura 6.23: Série de Consumo de Cimento

A Figura 6.24 exibe a ACF, PACF, periodograma e densidade espectral estimada da
série. A ACF diminui lentamente, o periodograma apresenta um pico grande préximo de
zero (correspondente a tendéncia), um pico em torno de w/2 (correspondente & sazona-
lidade} e uma pequena oscilagdo entre 0 ¢ 0,5. Novamente, desconfia-se que o pico da
tendéncia esta ocultando o pico da componente ciclica, pois seguindo o claro indicio de
que hé trés grandes oscilagBes num periodo de trinta anos para estas séries trimestrais,
o pico do pericdograma correspondente a um ciclo de 10 anos (40 trimestres) teria uma
freqiiéncia de aproximadamente 0,16 {27 /40=0,157~20,16) radianos e estaria sob o grande
pico ou muito préximo.

A Figura 6.25 exibe a série CC diferenciada, AA4CC, sua ACF e PACF, a partir

destes e das diferencas de segunda ordem, diferentes modelos ARIMA foram identificados

e estimados para a série. Aqui a dificuldade é semelhante a situagao da segfo anterior.
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6.2.3 Passagens Aéreas: descrigcao e andlise preliminar dos da-
dos

A série PA, assim como as anteriores, apresenta claramente tendéncia crescente e
movimento sazonal, ver Figura 6.26. Na série PA a presenca de uma componente ciclica é
mais dificil de ser observada, ainda assim ha indicios de variagfo ciclica. Nos anos de 1975
até 1980 observa-se um crescimento da série seguido por um declinio de 1980 até 1985,
aproximandamente. Novamente observa-se um crescimento que muda de nivel apds 1995.
Préoximo de 2003 parece ter outra mudanga de nivel da série, o que estaria associado a

um novo ciclo.

00 05 10 15 20

-10

1975 1280 1985 1990 19395 2000 20056

Figura 6.26: Série de Passagens Aéreas

A ACF, PACF, periodograma e densidade espectral estimada da série estdo na Figura
6.27. As mesmas deducdes feitas anteriormente para as séries IP] e CC valem aproximada-
mente para a série PA. Em particular, o _pequéno pico no periodograma, a direita do pico
principal {tendéncia), com freqiiéncia ao redor de 7 /20 ou 0,16 radianos, corresponde a
um periodo préxime de 40 trimestres (10 anos) o que estd em conformidade com o que

sugere o proprio grafico da série.

A diferenca da série, AALPA, sua ACF e PACF estdo na Figura 6.28, a partir destas

modelos ARIMA foram identificados e ajustados para a série.
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6.2.4 Desempenho dos Modelos para a Série de IP1

Diferentes modelos ARIMA sio identificados e ajustados para a série IPI, e dentre
estes, sd0 apresentados na Tabela 6.9 0 modelo com melhor ajuste. O modelo ARIMA(0Q,1,1)
(0,1,1)4 foi utilizado por Kaiser e Maravall (2001} para estimar os ciclos das séries IPI,
CC e PA, entdo para as trés séries econémicas estd incluido nas tabelas de desempenho

os resultados preditivos e de ajuste para esse modelo.

Os dados do primeiro trimestre de 1975 até o segundo trimestre de 2003 foram utiliza-
dos para ajuste dos modelos, e os dados restantes até o segundo trimestre de 2005 foram
reservados para predigio. Os horizontes preditivos considerados para as séries econdmicas
foram de 3, 6 e 12 meses. Novamente nas tabelas que apresentam o desempenho dos mod-
elos em cada horizonte foram destacadas as trés menores medidas em termos de MSE,
MAPE e MAE. Pela Tabela 6.9 cbserva-se que 0s modelos estruturais, tanto univariados
como multivariados (usando as trés séries econdmicas) apresentaram medidas de falta de

ajuste muito menores que as dos modelos ARIMA e dos modelos de regressdo harmoénica.

Os 2 modelos de regressdo harménica, cujas formas funcionais estimadas estdo na
Tabela 6.7, apresentam ajuste inferior. O erro padrao dos coeficientes estimados e o
desvio padrio residual estdo no apéndice D. J& era esperado que esses modelos tivessem
umn desempenho inferior aos demais, pois sdo modelos pouco flexiveis, uma vez que as
amplitudes das sendides sao fixas e nao é simples determinar o polindmio ideal para
tendéncia. Além disso, chutes adequados para os parametros {(amplitude, freqiiéncias e
-angulos de fase) para iniciar o procedimento de estimacdo desses modelos néo lineares séo
também importantes e nem sempre faceis. A freqiiéncia sazonal é fixa em 7 /2 e as outras

freqiidncias harménicas inicializadas em 0,25 (modelo 1) e w/20 {modelo 2).

A Tabela 6.8 apresenta um resumo das caracteristicas dos modelos estruturais uni-

variado e multivariados estimados.

Embora os modelos ARIMA apresentem um desempenho de ajuste inferior aos dos
modelos estruturais, nota-se que nao hé correlagio serial nos graficos dos residuos resul-
tantes dos modelos ARIMA estimados (resultados no apéndice I, o que ndoc acontece no

caso dos modelos estruturais.

O desempenho preditivo dos modelos ARIMA entretanto se destaca dos demais em

todos os horizontes de predicéo.
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Tabela 6.7: Modelos Harménicos com Tendéncia Polinomial Ajustados para Série de IPI

modelo forma funcional ajustada
{inicializacdo)
1 - 1,6881 + 0,0257t - 0,0583 c0s{0,4380t + 5,4003) - 0,3416 cos(0,57t + 1,6006)
2 - 1,6161 + 0,0257t + 0,2873 co0s(0,1475t + 3,9888) - 0,3442 cos(0,57t + 1,5937)

Tabela 6.8: Caracteristicas dos Modelos Estruturais Univariados e Multivariados Ajusta-
dos

modelo nivel declividade ndmero de ciclos
1 estocdstico sem 0
2 fixo estocdstica 0
3 estocastico  estocdstica 0
4 estocastico sem 1
5 fixo estocédstica 1
6 estocdstico  estocdstica 1




Tabela 6.9: Desempenho de ajuste e preditivo com horizonte de 3, 6 e 12 meses dos modelos para a série de IPI

ajuste 3 meses G meses 1 anc

Modelo tipo MSE MAPE MAE MSE MAPE MAE MSE MAPE MALR MSE MAPE MAE
ARIMA (HPM) (1,1,1H{1,1,1)4 0,161 37,6410  0,0999 0,0021 12,2757 0,0275 0,0040 2,6601 0,0405 0,0118 4,8599 0,0727
{0,1,1)(0,1,1), 00160 36,2958 0,1004 00022 12,4142 00,0297 0,0041 2,7298 0,0418 0,0119 4,9375 0,0740

Regressio Harménica modelo 1 0,1047 138,5280 0,2763  0,0337 10,7206 0,1617  0,0623 13,1008 0,2062 00,0721 14,1814 0,225
maodelo 2 00682 81,6748 02317 0,1166 206536 02972 0,1338 21,4928 03304 0,767 248283  0,3926

Estrutural Univariado modelo 1 0,0001 2,0256 0,0074 (00,0063 5,2387 (00,0666 0,0098 5,7512 0,0852 0,0189 85358  0,1293
modelo 2 0,0028 10,0205 0,0413 00,0035 3,8829  0,0505 0,0085 4,7794 00,0748 (,0208 9,6224  0,1451

modelo 3 0,0003 3,7870 0,0133 (,0020 35021 00,0432 0,0061 4,2825 0,0654 0,0195 7,1882  0,1070

modelo 4 0,0003 3,6700 0,0133 00102 68147 00874 90,0184 80652 0,1216 Q,0338 10,4275 0,1565

modelo 5 0,0008 6,1767 0,0221 00067 54378 00714 00113 6,6408 0,1013 00235 19,2463  (,1320

modelo 6 0,0004 4,4839 0,016 00031 3,6109 00,0444 0,0083 4,1914 0,0627 00,0165 6.,6468 0,0981

Estrutural Multivariado modelo 1 0,0004 41781 06,0158 0,003 4,0862 0,0506 0,0077 54038 0,0827 00,0176 §,3112 00,1254
modelo 2 0,0031 10,3748 0,0444  0,0035 3,9291 0,0494 0,0067 4,2082 (,0662 0,0278 92046 0,1301

modelo 3 0,0006 6,3223 00183 0,0024 3,1557 0,0394 0,0067 3,704 0,0603 00246 &,0074 0,1187

modelo 4 0,0006 9,3008 00192  0,0067 56915 00728 00134 72191 0,1096 0,0361 10,8833 00,1668

modelo 5 0,0011 8,4963 00270 0,0042 42788 0,0628 (0068 4,368 0,0675 00171 80097 0,1193

modelo 6 7,0475 0,0249 00053 49572 0,0635 0, 0081 53106 00819 00173 82483 00,1230

0,0010
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6.2.5 Ciclos estimados e valores ajustados para a Série de IPI

Da mesma forma como foi feito para a série de fenémenos naturais, os ciclos estimados,
valores ajustados e preditos para a série foram comparados graficamente dentro e entre
as classes de modelos (ARIMA, regressdo harmonica, estrutural univariado e estrutural
multivariado) para as séries econémicas. Dentro de cada categoria foram analisados os

resultados graficos dos dois melhores modelos em termos de ajuste.

Na Figura 6.29 sao mostrados os ciclos estimados e os valores ajustados para a série
usando os modelos de regressdo harmonica. O modelo 1 tem um desempenho ruim e
inconsistente com os dados. Este resultado foi obtido em decorréncia de uma inicializacao
inadequada para algum pardametro, possivelmente a freqiiéncia da componente ciclica. O
modelo 2 apresenta mais consisténcia com os dados, que indicam trés oscilagoes principais
da série. O erro padrao dos coeficiente estimados pelos modelos harménicos e o desvio

padréo residual estdo no apéndice D.

As Figuras 6.30 e 6.31 mostram os resultados dos modelos estruturais univariados
e multivariados respectivamente. Os modelos univariados estimam componentes mais
suaves. As componentes tém mesma periodicidade porém as amplitudes estimadas sao
diferentes. O ciclo estimado pelo modelo multivariado 6 tem uma caracteristica diferente
dos demais, pois tem um declinio mais saliente préximo a 1993 seguido de um pico em
1995. Os valores ajustados para a série usando modelos estruturais, sobrepdem-se aos

valores da série, confirmando os resultados numéricos obtidos da tabela 6.9.

Para séries economicas hd duas maneiras de estimar a componente ciclica. Uma é
utilizando a tendéncia-ciclo resultante da decomposigao AMB dos modelos ARIMA esti-
mados, e a outra é utilizando a componente ajustada sazonalmente, que é a componente
tendéncia-ciclo mais ruido. Como foi mostrado por Kaiser e Maravall (2001), os ciclos
estimados da componente ajustada-sazonalmente, produz ciclos menos suaves, pois estao

contaminados pelo ruido.

A decomposicdo AMB dos modelos ARIMA(1,1,1)(1,1,1)4 e ARIMA(0,1,1)(0,1,1)4
produziram resultados similares. Foi utilizada a decomposigio AMB do modelo ARIMA

(0,1,1)(0,1,1)4 uma vez que este obteve melhores medidas de ajuste.

Néo ha diferenca entre os ciclos HP e HPM, como foi observado anteriormente para

as séries de fendmenos naturais. Os ciclos estimados pelo filtro HP sao parecidos com o
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ciclo estimado pelo modelo multivariado 6, inclusive com declinio mais acentuado em 1993
seguido do pico de 1995. Como ja era conhecido, os ciclos estimados usando a compo-
nente ajustada-sazonal tem o mesmo padrao geral que os estimados usando a componente

tendéncia-ciclo, porém sao mais acidentados.

Os valores ajustados para a série [P1 usando modelos ARIMA estao na Figura 6.33.
Observa-se que os valores de predigao estao mais proximos dos valores reais da série usando

modelos ARIMA.

O ciclo estimado usando o filtro HP multivariado apresenta resultados inconsistentes
com os dados, possivelmente por causa da suposi¢ao imposta de que existe uma tendéncia

comum entre as séries.

A Figura 6.35 apresenta todos os ciclos estimados pelas diferentes metodologias. O ci-
clo estimado pelo filtro HP multivariado apresenta estimativas bem destoantes das demais
estimativas para os anos entre 1975 e 1985. Os ciclos estimados pelos filtros HP, HPM “
e pelos modelos estruturais multivariados sao os mais proximos entre si, apresentando

praticamente os mesmos pontos de declinio e elevacao (turning points).

Regressao Harmonica — Ciclos
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Figura 6.29: Ciclos estimados e valores ajustados pela regressao harmonica para a série
de IPI
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Estrutural Univariado = Ciclos
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Figura 6.30: Ciclos estimados e valores ajustados pelo modelo estrutural univariado para

a serie de IPI
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Figura 6.32: Ciclos Estimados pelo filtro HP para a série de IPI
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Figura 6.35: Comparacao dos ciclos estimados pelos diferentes métodos para a série de
IPI

6.2.6 Desempenho dos Modelos para a Série CC

A Tabela 6.11 apresenta o desempenho dos modelos ajustados para a série CC.

Os modelos estruturais destacam-se em ajuste se comparados com os demais modelos.
Porém de todos os modelos, somente os ARIMA néao apresentam correlagiao serial nos

residuos (ver apéndice J).

Os modelos ARIMA e o modelo estrutural univariado 5 destacam-se em desempenho

preditivo para todos os horizontes considerados.

Os modelos harménicos, cujas formas funcionais ajustadas estdao na Tabela 6.10, tem
seu harmoénico harmonico principal com freqiiéncia sazonal 7 /2 e outros 2 harmonicos
inicializados em /20 e em 0,25.Estes modelos apresentaram desempenho preditivo in-
ferior. O erro padrao dos coeficientes e o desvio padrao do erro para os modelosestao no

apéndice E. A ordem do polinomio foi definida experimentalmente.

Tabela 6.10: Modelos Harmoénicos com Tendéncia Polinomial Ajustados para Série CC

modelo forma funcional ajustada

(inicializagéo)

1 - 0,6232 + 1,4293x10~8¢4 + 0,5878 cos(0,1317¢ - 52,0698) +
- 0,1966 cos(0,57t + 5,4785)
2 - 0,6243 + 1,4429%10~5¢% + 0,5909 cos( 0,1310t + 17,0852) +

- 0,1966 cos(0,5mt + 5,4621) 4 0,1179 cos(0,3746t + 0,2697)




Tabela 6.11: Desempenho de ajuste e preditivo com horizonte de 3, 6 e 12 meses dos modelos para a série CC

ajuste 3 meses 6 meses 1 ano

Modelo tipo MSE MAPE MAE MSE MAPE MAE MSE MAPE MAE MSE  MAPE MAE
ARIMA (HPM) (1,1,1)(1,1,1)4  0,0290 65,2144 0,1270 0,0027 1,6113 0,0350 0,0022 1,3906 0,0303 0,0124 2,7212 0,0650
(0,1,1)(0,1,1)4  0,0335 70,0636 01355 0,0034 1,5949 0,0349 0,0041 1,8328 0,0406 0,0136 3.8131 0,0864

Regressao Harménica modelo 1 0,0565 60,5434 0,1935 0,2276 16,8310 0,3757 0,3035 20,2484 0,4443 0,4328 25,9338 0,5646
modelo 2 0,0498 58,6305 0,1778  0,0672 9,4846 02087 0,0848 12,6339 0,268 0,1860 18,9245 0,4213

Estrutural Univariado modelo 1 0,0008 5,9409  0,0210 0,0060 3,3181 0,0705 00083 3,4362 0,0718 0,0319 51499  0,1265
modelo 2 0,0090 24,7974 0,0709  0,0064 29015 0,0631 0,0058 29857 0,0651 0,0248 56785 0,1313

modelo 3 0,0046 15,3612 0,0507  0,0060 29630 0,0647 00065 3,1717 0,0692 0,0253 6,2721  0,1437

modelo 4 0,0008 6,1156 0,0217 0,0062 3,3071 0,0701 00094 37611 0,0783 0,0340 56783 0,1386

modelo 5 0,0052 16,3907 0,0542 0,0049 2,5441 0,0541 0,0015 1,5828 0,0336 0,0150 4,0785 0,0977

modelo 6 0,0052 16,3907 0,0542  0,0109 4,1458 0,0873 0,0217 56450 0,1194 0,1028 11,4494 0,2694

Estrutural Multivariado modelo 1 0,0022 12,9486 0,0358 0,0074 3,5935 0,0767 0,008% 3,3544 0,0707 0,0265 46924 0,1150
modelo 2 0,0092 23,6818 0,0727 0,008  3,2470 0,0718 0,0090 3,4004 0,0749 0,0356 78679 0,1790

modelo 3 0,0052 20,8486 00546 0,0093 34773 00770 0,0101 3,8724 0,0848 0,0328 7,6993 0,1736

modelo 4 0,0057 17,7912 0,0570 0,0146 4,3451 0,0903 0,0456 94626 0,2002 0,2177 194012 0,4474

modelo 5 0,0040 15,5117 0,0479 0,0082 3,6849 0,0776 0,0184 5,3207 0,1113 0,0878 11,3046 0,2655

modelo 6 0,0048 17,1989 0,0525  0,0105 4,2745 0,0910 0,0138 4,8705 0,1042 0,0739 7,9625 0,1919
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6.2.7 Ciclos estimados e valores ajustados para a Série de CC

Os ciclos estimados pelos modelos harménicos, Figura 6.36, apresentam alguma con-
sisténcia com os dados, que possuem trés grandes oscilagoes. Entretanto, os valores ajus-
tados para a série nio estao préximos do valor real dos dados, principalmente em alguns
trechos, por exemplo, entre 1977 e 1980, e entre 1989 e 1994.

Os ciclos estimados pelos modelos estruturais univariados, Figura 6.37, tem mesma
periodicidade, porém o modelo 4 apresenta mais consisténcia com os dados. Esta série
é similar & série de IPI, que apresenta um declinio mais acentuado em 1993, aproxi-
madamente, seguido de um pico em 1995. O ciclo do modelo 4 capturou melhor esta

caracteristica da série,

Os ciclos estimados pelos modelos estruturais multivaridos, Figura 6.38, tém o mesmo

comportamento e capturam o pequeno pico em 1995.

Dos modelos ARIMA(1,1,1)(1,1,1)4 e ARIMA(0,1,1)(0,1,1)4 o primeiro obteve melhor
desempenho de ajuste e a decomposicdo AMB deste foi utilizada para obter as compo-
nentes tendéncia-ciclo e ajustada sazonalmente. Os ciclos estimados pelos filtros HP e
HPM estao na Figura 6.39. E notével que os ciclos estimados pelos filtros HP e HPM estao
concordancia com os dados, destacando-se dos ciclos estimados pelas demais metodologias.

Na Figura 6.40 estdao os valores ajustados para a série usando modelos ARIMA. Os
valores de previsao estao mais préximos dos dados reais usando modelos ARIMA, porque

o ajuste destes nao apresenta correlagdo serial nos residuos (resultados no apéndice J).

A Figura 6.41 apresenta o ciclo estimado pelo filtro HP multivariado, usando as com-
ponentes tendéncia-ciclo das séries. As estimativas parecem consistentes com os dados

(figura anterior) principalmente depois de 1980.

A Figura 6.42 apresenta os ciclos estimados pelas diferentes metodologias. De todos
os ciclos 0s que se destacam com mais detalhes as caracteristicas de declinio e elevacao
da série (ver gréfico da série) sdo os ciclos estimados pelos filtros HP e HPM. Esta é uma
caracteristica bastante importante pois esté relacionada ao posicionamento dos chamados

“turning points” da série.
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Regressio Harménica ~ Ciclos

By A \)’\ = { e
o \ é f v
L)Y % \‘l ,’/ W
.j W 4 l /‘/ !N
" E \ p \ j L%
= . 7, ) / : :
i d "j s i :
% W™ P H
\ / N r H
wy ¥ " by gl 1
% \-é\,/f — 2 E
ol 1 e medeio T I'
r T L) L} T 1 T
1876 18980 1985 1890 1808 2000 2006
Regressao Harmoénica =~ Série e Valores Ajustados
{1k
S < WA
»’J :
s/ _f iy )P
o - Ev U TR A .
" ot A 44 = S ! '
(o s T s e \f":s“-"\‘ :
T = MAAY , :
o~ :
v cc — = ewdeoz [ :
—— e 1 M
T Ll T L] L) T ¥
1975 1980 1985 1890 19695 2000 2005

Figura 6.36: Ciclos estimados e valores ajustados pela regressao harmonica para a série
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Estrutural Multivariado = Ciclos
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ARIMA ~ Série e Valores Ajustados
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6.2.8 Desempenho dos Modelos para a Série PA

Os resultados de desempenho dos modelos ajustados para a série PA estdao na Tabela
6.13.

Embora a série PA apresente oscilagdes mais discretas que as séries anteriores, os
resultados obtidos pelos diferentes modelos de maneira geral sdo proximos aos das séries

de IPI e CC.

Os modelos harménicos, cujas formas funcionais estao na Tabela 6.12 e cujo critério de
especificagio de suas componentes é similar ao das demais séries economicas, tém desem-
penho preditivo inferior aos demais modelos e apresentam correlagao residual (resultados

no apéndice K). O erro padrao dos coeficientes destes modelos estdo no apéndice F.

Os modelos ARIMA apresentam medidas de falta de ajuste (MSE, MAPE e MAE)
maiores que as dos modelos estruturais, porém seus residuos néo apresenam correlagao

serial (resultados no apéndice K).

Os modelos estruturais tém medidas de ajuste bem melhores, entretanto apresentam

correlagdo serial em seus residuos (ver apéndice K).

Tabela 6.12: Modelos Harmonicos com Tendéncia Polinomial Ajustados para Série de PA

modelo forma funcional ajustada
(inicializagdo)
1 - 0,5015 + 0,0001¢2 + 0,1712 cos(0,1612¢ + 9,2657) + 0,2583 cos(0,57t -+ 1,8803)
2 - 0,5000 + 0,0001¢? + 0,1652 cos(0,1614t + 9,2646)+ 0,2583 cos(0.5mt + 1,8810) +

0,0610 cos(0.3522t + 0,9106)




Tabela 6.13: Desempenho de ajuste e preditivo com horizonte de 3, 6 e 12 meses dos modelos para a série de PA

ajuste 3 meses 6 meses 1 ano

Modelo tipo MSE MAPE MALE MSE MAPE MAE MSE MAPE  MAE MSE MAPE MAE
ARIMA (HPM) (1,1,0)(1,1,1)4 0,0056 36,1889 0,0578 0,0012 1,7015 0,0268 0,0030 12,3514 0,0358 00084 38883 0,0681
(0,1,1)(0,1,1)4  0,0057 37,2977 00584  0,0010 1,4686 0,0233 0,0020 1,9749 0,0304 0,0062 32478  0,0570

Regressao Harmonica modelo 1 0,0122 45,5922 0,0864 0,0130  6,1861  0,0999 00156 6,6060 0,1098 0,0224 69098 0,1192
modelo 2 0,0104 45,7441 0,0783 0,0049  3,0098  0,0472  0,0048 4,0078 0,0631 0,0015 2,2021 0,037¢&

Estrutural Univariado modelo 1 <0,0001 <0,0001 <0,0001 0,0030 33164 00516 00087 54642  0,0841 00,0364 10,6564 0,1856
maodelo 2 0,0009 13,4319 0,0238 0,0015 1,7255 0,028¢ 0,0027 3,0187 0,0487 0,0017 1,9320 0,0337

modelo 3 <0,0001 1,8594 0,0031 0,0015  2,3900  0,0379 00032 3,0134 0,0462 00122 57883 0,1017
modelo 4 <0,0001  0,1036 0,0002 0,0038  3,6971  0,0579 00113 622556 00953 00458 11,8275 0,2054

madelo 5 0,0001 4,7018 0,0079 0,0019  2,6190  0,0420 0,0040 3,8054 0,05687 00106 49748  0,0872
modelo 6 0,0001 4,3630 0,0074 0,0033  3,5714  0,0663  0,0075 4,6451 0,0703 0,018 7,5768 0,1310
Estrutural Multivariado modelo 1 0,0002 4,3878 0,0096 0,0031 32011  0,0501 00081 54681 0,0852 0,0380 10,8632 0,1894
modelo 2 0,0012 14,1736 0,0264 0,0010 1,4781 0,0241 0,0012 2,2081 0,0350 0,0032 2,3019 0,041C
modelo 3 0,0003 6,1710 0,0128 0,0015  2,1145  0,0334 00029 29797  0,0451  0,0140  6,1102  0,1080
modelo 4 0,0002 4,6856 0,0106 0,0026  2,8810 0,0449 00080 5,3795 0,0837 0,0408 11,2975 0,1969

modelo 5 0,0004 8,4058 0,0167 0,0028  3,0625 0,0483 00055 4,2414 0,0655 0,0267 9,0181  0,1577
modelo 6 0,0003 6,1820 0,0133 0,0017 20739 00317 0,0025 26604 00411 00106 51949  0,0919
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6.2.9 Ciclos estimados e valores ajustados para a Série de PA

Os ciclos estimados pelos modelos harménicos e estrutural univariados sio bastante

suaves, Figuras 6.43 e 6.44, respectivamente.

O ciclos estimado pelo modelo estrutural multivariado 6 e os ciclos estimados pelos
filtros HP e HPM séo os que apresentam maior consisténcia com os dados, Figuras 6.45

e 6.46, respectivamente.

Os valores ajustados para a série usando modelos estruturais estéao sobrepostos para

a série, confirmando as medidas de ajuste obtidas.

Os valores ajustados para a série usando modelos ARIMA podem ser observados na
Figura 6.47. As componentes tendéncia-ciclo e ajustada sazonalmente foram obtidas pela
decomposicio AMB do modelo ARIMA(1,1,0)(1,1,1)4, que apresentou medidas de ajuste

melhores,

Como era esperado, os ciclos estimados usando a componente tendéncia-ciclo sdo mais

suaves que aqueles estimados usando a componente ajustada sazonalmente.

Os ciclos estimados pelo filtro HP multivariado, Figura 6.48 nao estdo em conformi-
dade com os dados. Isso se deve possivelmente pela suposi¢ao de que existe uma tendéncia

commum entre as séries, 0 que nao se verifica na pratica.

A Figura 6.49 mostra os ciclos estimados pelas diferentes metodologias. Claramente
o ciclo estimado pelo filtro HP multivariado destaca-se dos demais em inconsisténcia. Os
ciclos estimados pelo filtro HP, HPM e pelo modelo estrutural 6 multivariado sdo os mais

préximos entre si, e 0 08 que destacam melhor os “turning points” da série.

A Tabela 6.14 mostra os desvios padrao das componentes ciclicas das séries de IPI,
CC e PA, estimados via decomposicago AMB, no caso dos modelos ARIMA, e maxima

verossimilhanga, no caso dos modelos estruturais.
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Tabela 6.14: Desvio padréo dos ciclos das séries de IPI, CC e PA

desvio padrio

Modelo tipo IPI CC PA
ARIMA (HPM) (1,10(1,1,1)s 0,326 0241 -
(LLO)YLL1)a - - 0,344
(0,1,1)(0,1,1)s 0,322 0,365 0,345
Estrutural Univariado modelo 4 0,178 0,090 0,117
modelo 5 0,239 0,493 0,225
modelo 6 0,056 0,493 0,110
Estrutural Multivariado meodelo 4 0,187 0,604 0,107
modelo 5 0,345 0,532 0,221
modelo 6 0,312 0,415 0,168
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7 Conclusoes

Muitos procedimentos para decomposi¢io .de séries temporais em componentes néc
observaveis de tendéncia de longo prazo, sazonalidade e ciclos séo estudados e ampla-
mente utilizados para abordar problemas reals das mais diferentes dreas. Muitos desses
procedimentos baseiam-se principalmente no uso de filtros lineares e s&o utilizados por in-
stituicoes como o Bureau of the Census dos EUA, Bureau Canadanse, FMI, entre outras,
para projecdo de tendéncias ou dessazonalizacdo de séries econdmicas. Varias técnicas
também tem sido propostas para estimacdo e andlise de ciclos, componente de compor-
tamento similar a sazonal porém com periodo desconhecido. Porém, é mais dificil obter
ferramentas eficientes e flexiveis para estimar e prever a variacio ciclica de processos reais

como fendmenos naturais (chuvas, etc) ou econdmicas (producao industrial, ete).

A consisténcia dos ciclos estimados com os dados é muito importante, uma vez que
é desejavel por exemplo prever os pontos de declinio e elevagio dessas séries {“turning
points”). Por exemplo, no caso da série de chuvas em Fortaleza é possivel planejar uma
intervencio antecipada nos proximos periodos mais agudos de estiagem e assim tomar
medidas preventivas mais eficazes. Os fatores provocados pela elevacdo malis extrema
ou diminui¢do do numero médio de manchas solares sfo importantes para a pesquisa
espacial e seus efeitos sfo observados na Terra como invernos rigorosos na Europa, EUA
e Canadd, aumento da ionosfera, provocando mudanga da dérbita de satélites, influenciam
a intensidade das radiagbes cdsmicas, etc, tais conseqiiéncias ndo podem ser evitadas mas
podem ser amenisadas se hd conhecimento claro do comportamento dos ciclos presentes
nestes processos. No caso das séries macroecondémicas da Espanha, o conhecimento dos

ciclos econémicos é uma ferramenta para gerenciamento de politicas econdmicas.

Através destas séries de fendmenos naturais e econdmicos quatro importantes classes
de modelos foram estudadas e correspondentes procedimentos para estimar ciclos foram
aplicados - HPM/ARIMA, HP multivariado, regressdo harménica, modelos estrufurais
univariado e multivariado - foram analisadas e comparadas. Observou-se que os modelos

de regressdo harmonica embora até sugerido na literatura para anélise de ciclos em algu-
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mas situagdes, sho menos flexiveis para estimar a componente ciclica, pois suas estimativas
sempre produzem componentes harmonicas com amplitudes fixas ao longo do tempo o que
¢ incompativel com algumas séries reais. Uma segunda dificuldade ou limitacio desse pro-
cedimento e gue nem sempre € ébvio é qual é a methor forma funcional (usualmente um
polindmic) para a tendéncia. Consequentemente, esses modelos harménicos tradicionais
apresentam resultados inferiores aos demais métodos, embora componentes estimadas por
modelos harmdénicos sejam sempre suaves. Como as componentes ciclicas desses modelos
oscilam com frequéncia e amplitude constantes no tempo, os valores estimados para a
série sempre estdo deslocados dos valores reais, tal fato indesejdvel foi observado para
todas as séries estudadas. Além disso, esse método apresenta ainda uma implementacio
nac trivial pois depende de uma inicializagdo para o algoritmo de minimos quadrados
ndo-lineares consistente com os dados reais, o que pode ser dificil na pratica em alguns

Casos.

Os modelos ARIMA ndo apresentam menores medidas de falta de ajuste para todas
as séries estudadas. Porém, para praticamente todos os horizontes de previsdo das séries
econdmicas, para os horizontes de 15 e 25 anos para a série de manchas solares e 25
para a série de chuvas, os modelos ARIMA apresentam melhores resultados preditivos.
Isso é importante porque os modelos ARIMA ajustados sdo utilizados para estimar as
componentes ciclicas através da’ chamada decomposigdo AMB. Por esta decomposicao
a série € dividida nas componentes fendéncia-ciclo e ruido, caso o série nio apresente

sazonalidade, ou tendéncia-ciclo, sazonal e ruido, ¢aso contrario.

A tnica condigiio para a utilizacio do filtro HP é que as séries sejam previarhente
dessazonalizadas. Logo, hd duas maneiras de usar a decomposi¢io AMB, uma é utilizando
a componente tendéncia-ciclo e a outra utilizando a componente ajustada-sazonalmente
(tendéncia-ciclo mais ruido). Porém, como ja foi mostrade por Kaiser ¢ Maravall (2001)
e por nés no capitulo 6, as estimativas ciclicas obtidas pelos filtros HP € HPM séo muito
proximas, para todas as séries os ciclos estimados estéo praticamente sobrepostos. A
diferenca de um filtro do outro ¢ a maneira como eles estio escritos. O filtro HP estima
as componentes ciclicas por um sistema linear colocado na forma matricial. O custo
computacional e a dificuldade para implementacio ¢ extremamente baixo. O filtro HPM
é uma representacao equivalente em que as componentes de tendéncia e ciclo sdo geradas

por processos ARMA. A implementacdo é mais sofisticada.
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Os ciclos estimados pelos filtros HP e HPM podem ser inconsistentes em escala com os
dados originais para a série de chuvas em Fortaleza, porém isso pode ser evitado através
de uma escolha criteriosa do modelo ARIMA tal que este incorpore o efeito de variagao
ciclica. Nas demais séries sfo obtidos resultados de estimativas ciclicas consistentes com

0s dados reais com mais facilidade.

Uma das vantagens do filtro HPM seria a capacidade de fazer previsdes para a com-
ponente ciclia. Os valores de previsdo para todas as séries estudadas séo valores préximos
de zero, logo o filtro HPM n&o produz resultados interessantes em termos de previsio
para a componente ciclica, entretanto a previsio direta pelos modelos ARIMA pode ser

1til no delineamento futuro do ciclo.

O filtro HP multivariado ndo produz resultados interessantes, porque a suposi¢ao de
que existe uma tendéncia comum entre as séries traca uma tendéncia média e conse-
quentemente faz com que os ciclos sejam muitas vezes ruins e inconsistentes. Para que
as estimativas do filiro HP multivariado fossem razodveis as séries teriam que ser muito

parecidas em comportamento e escala, o que néo foi ¢ caso das séries em questéo.

Os modelos estruturais tanto univariados como multivariados apresentam medidas de
ajuste (MSE, MAPE e MAE) sempre melhores que as demais metodologias para todas
as séries estudadas. O desempenho preditivo destes modelos foi melhor para a série de
chuvasg, ora por um modelo ora por cutre, dependendo do horizonte de previsiac. Para a
série de numero médio de manchas solares os modelos estruturais obtiveram, em geral,
menores medidas de erro de previsdo para os horizontes de 1 ¢ 5 anos. Para as séries
econdmicas os modelos estruturals sdo sempre uma segunda opgio de metodologia para
previsio, exceto para o horizonte de 1 ano da série de namerc de bilhetes vendidos de
passagens aéreas. A implementacdo desses modelos entretanto exige o uso de software

especializado.

Desta forma algumas conclusdes sintéticas podem ser retiradas deste estudo:

1. Modelos de regressdo harmodnicos possuem uma estrutura simples porém pouco
flexivel. Consequentemente os resultados de ajuste e previsido tendem a ser infe-

riores aos dos demais métodos de analise de ciclos.

2. Modelos estruturais apresentam resultados de ajuste superiores mas ndo séo tao

eficientes para fazer previsoes.
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3. Ciclos estimados pelos filtros HP ¢ HPM produzem resultados idénticos e sdo con-

sistentes com o0s dados se modelos ARIMA capturam a variacdo ciclica da série.

4. O HPM néo produz resultados preditivos interessantes para a componente ciclica;

porém, previsoes pelos modelos ARIMA podem ser uteis no delineamento futuro do

ciclo.

5. O filtro HP multivariado se mostrou ineficiente para estimar ciclos para as séries em

questao.

6. O método a ser indicado para anélise de ciclos de uma série real depende do ob-
jetivo do estudo, se retrospectivo, ou preditivo, ete., além da natureza dos dados,

observacionais ou experimentais.
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APENDICE A - Grdfico das Séries
Fconémicas - escala
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APENDICE B - Modelos Harménicos
FEstimados Para a Sé'r'ie
de Chuvas

Modelo 1: Erro padrio dos coeficientes do modelo harménico 1 para a série de chuvas !

estimativa erro padric  signif.

142,6843 3,8441 ok
20,3630 5,3618 e
1,7303 0,2705 EE*
25,6443 5,4130 T
1,6960 0,2127 wEA
residuo 43,25 -

Modelo 2: Erro padrao dos coeficientes do modelo harménico 2 para a série de chuvas

estimativa  errc padrdo signif.

a 142,124 4,335 i
b 3,935 6,141

c 16,817 1,655 i
residuo 48 81 -

Modelo 3: Erro padrio dos coeficientes do modelo harménico 3 para a série de chuvas

estimativa erro padrdo signif.

142,0600 4,0843 rEK

-23,0975 5,7850 ik
16,0668 0,2497 o
residuo 46,02 -

leédigo de significancia: 0 "¥%%° 0,001 ™** 0,01 " 0,05 0,1 ° ' 1
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Modelo 4: Erro padrao dos coeficientes do modelo harménico 4 para a série de chuvas

estimativa erro padrao  signif.

142,2374 3,7457 wEE
24,3130 5,3613 wxE
0,5826 0,2159 **
27,3816 5,2850 b
-4,9293 0,1943 *EE
residuo 492,16 -

Moedelo 5¢ Erro padrio dos coeficientes do modelo harmonico 5 para a série de chuvas

estimativa erro padrdoc signif.

141,3610 4,2899 i
11,8534 5,9951 .
-1,3559 0,5175 ok
76787 6,0724
-7,8275 0,7878 rork

residuc 48,24 -
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APENDICE C - Modelos Harmonicos
FEstimados Para a Série
de Manchas Solares

Modelo 1: Erro padrao dos coeficientes do modelo harménico 1 para a série de manchas

estimativa  erro padrdo  signif.
4,328e+01  5,086e+00 i
-1,105e-03 3,147e-03
2,758e-05 2,594e-05
-3,902e4+01  3,571e+00 ok
8,634e+00 g,211e-02 ek
residuo 28,49 -

Medelo 2: Erro padrao dos coeficientes do modelo harménico 2 para a série de manchas

estimaiiva  erro padrio  signif,
4,369e-+01  5,045e+00 s
-1,696e-03 3,118e-03

3,341e-05 2,575e-03
3,901e+01  3,527e+00 *AF
-7,804e-01 9,115e-02 Hokok
-3,117e+00  3,572e+00 *
2,956e+00 4,362e-01 ok

resfduo 28,13 -

DEsenvoLvpg

g
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Modelo 3: Erro padrao dos coeficientes do modelo harménico 3 para a série de manchas

estimativa erro padrdo signif.

4,488e4-01  6,9512+400 o

-2,260e-03  4,292e-03

3,776e-05 3,530%e-05

1,357e+01  4,874e400 ¥

6,141e4+00  3,613e-01 e
res{duo 38,87 -
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APENDICE D - Modelos Harménicos
Estimados Para a Série
de IPI

Modelo 1: Erro padrio dos coeficientes do modelo harménico 1 para a série de IPI

estimativa erro padrdo  signif.
-1,5881819  0,0632782 ok
0,0257216  0,0009554 HEE
-0,0583151  0,0443561
0,4380865  0,0231390 ko
5,4003189  1,5560320 ok
-0,341658¢  0,0442544 o
1,6006257  0,1295326 ok
residuo 0,334 -

Moaodelo 2: Erro padrio dos coeficientes do modelo harménico 2 para a série de IPI

estimativa erro padrdo signif.

-1,616103 0,051893 X
0,025709 0,000780 HEE
0,287302 0,037091 Hkk
0,147591 (,003551 ¥orx
3,988873 0,238519 ek
-0,344205 0,035711 R
1,593757 0,163754 o

residuo 0,2695 -
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APENDICE E - Modelos Harménicos
Estimados Para a Série
de CC

Modelo 1: Erro padrao dos coeficientes do modelo harménico 1 para a série de CC

estimativa erro padriic  signif.
-6,232e-01 2,888e-02 ek
1,428e-08 5,283e-10 o
9,87%-01 3,320e-02 o
1,318e-01 1,798e-03 ok
-5,207e+01  1,119e-01 *x
-1,966e-01 3,251e-02 ok
3,479e+00 1,655e-01 sk
residuo (0,2454 -

Modelo 2: Erro padrio dos coeficientes do modelo harménico 2 para a série de CC

estimativa erro padrdo signif,
-6,243e-01  2,757e-02  ***
1,443e-08  5,186e-10  ***
5,910e-01 3,160e-02 Hkok
1,311e-01 1,606e-03 *oH*
1,709e+01 1,108e-01 ks
-1,966e-01  3,096e-02 rrx
5,462e-+00 1,577e-01 wohk
1,179¢-01  3,153e-02  ***
3,747e-01 8,17%¢-03 *HF
2,697e-01 5,371e-01
residuo 0,2337 -
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APENDICE F - Modelos Harménicos
Estitmados Para a Série
de PA

Modelo 1: Erro padrio dos coeficientes do modelo harménico 1 para a série de PA

estimativa erro padrao signif.
-5,015e-01  1,643e-02 ok
1,615e-04 2,855e-06 ok
1,712e-01 1,539e-62 Hkk
1,612e-01  2,743e-03 ok
9,266e+00  1,833¢-01 ®okk
2,584e-01 1,511e-02 Ak
1,880e+00  5,852e-02 Hkok
residuo 0,1141 -

Modelo 2: Erro padrao dos coeficientes do modelo harménico 2 para a série de PA

estimativa erro padrao - signif.
-5,000e-01 1,547e-02 Hokk
1,617e-04 2,696e-06 Ak
1,683e-01 1,449¢-02 ok
1,614e-01 2,703e-03 whE
9,265e+00  1,800e-01 wr
2.583e-01 1,413e-02 i
1,881e+00  5,474e-02 HH*
6,105e-02 1,422e-02 Hokok
3,522e-01 7,235e-03 kX
9,106e-01 4,674e-01 .
residuo 0,1067 -

-
b e ]
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APENDICE G - Residuos dos modelos
ajustados para a série de
chuvas em Fortaleza
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Figura G.1: Anélise dos residuos do modelo ARIMA(1,0,0)para a série de chuvas
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Figura G.3: Andlise dos residuos do modelo ARIMA(1,0,1)para a série de chuvas
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Figura G.4: Anslise dos residuos de modelo ARIMA(0,1,1)para a série de chuvas
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Figura G.5: Anjlise dos residuos do modelo ARIMA(1,1,1)para a série de chuvas
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Figura G.7: Andlise dos residuos regressdo harmonica 1 para a série de chuvas
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Figura G.9: Anélise dos residuos regresséo harménica 3 para a série de chuvas
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Figura G.12: Analise dos residuos do modelo estrutural univariade com 1 ciclo para a
série de chuvas
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Figura G.13: Anélise dos residuos do modelo estrutural univariado com 2 ciclos para a
série de chuvas
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Figura G.14: Andlise dos residuos do modelo estrutural univariado com 3 ciclos para a
série de chuvas
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Figura G.17: Andlise dos residuos do modelo estrutural multivariado 3 para a série de
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Figura H.1: Andlise dos residuos do modelo ARIMA(2,0,0)para a série de manchas solares
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Figura H.5: Anélise dos resfduos da regressio harménica 1 para a série de manchas solares
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Figura H.6: Anélise dos residuos da regressdo harmonica 2 para a série de manchas solares
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Figura H.8&: Anélise dos residuos do modelo estrutural univariado com 1 ciclo para a série
de manchas sclares
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Figura H.9: Andlise dos residuos do modelo estrutural univariado com 2 ciclos para a
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Figura H.10: Anélise dos residvos do modelo estrutural multivariado 1 para a série de
manchas solares
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Figura H.11: Analise dos resfducs do modelo estrutural multivariado 2 para a série de
manchas solares
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Figura H.14: Anélise dos residuos do modelo estrutural multivariado 5 para a série de
manchas solares
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Figura I.1: Anélise dos residuos do modelo ARIMA(1,1,1)(1,1,1) para a série IP1
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Figura [.2: Andlise dos residuos do modelo ARIMA(0,1,1)(0,1,1) para a série IPI
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Figura 1.3: Anidlise dos residuos da regressdo harménica 1 para a série IPI
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Figura [.6: Anélise dos residuos do modelo estrutural univariado 2 para a série IPI
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Figura [.7: Anélise dos residuos do modelo estrutural univariado 3 para a série IPI
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Figura 1.10: Anélise dos residuos do modelo estrutural univariado 6 para a série IPI
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Figura [.11: Andlise dos residuos do modelo estrutural multivariado 1 para a série IPI
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Figura 1.12: Anédlise dos residuos do modelo estrutural multivariado 2 para a série IP]
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Figura 1.13: Anélise dos residuos do modelo estrutural multivariado 3 para a série IPI
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Figura [.14: Anélise dos residuos do modelo estrutural multivariado 4 para a série IPI
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Figura 1.15: Anélise dos residuos do modelo estrutural multivariado 5 para a série IPI
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Figura J.1: Andlise dos residuos do modelo ARIMA(1,1,1)(1,1,1) para a série CC
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Figura J.2: Anélise dos residuos do modelo ARIMA(0,1,1)(0,1,1} para a série CC

Residuos Histograme dot Residuse

/
e -

dancldade
o
1

=02 00 02 04 05

— ]
0.5
1

o
< o
T T T T T T = F T 1
1575 1320 1985 1950 1985 2n00 E o 05
ACF dos Residuos P-vaiores da Estatistica de Ljung-Sox
- o
N =
w
= =
-1
& 3+ E
a T4
o L=
H R - .
. L1 s
“ ' L J | I T
ha - - maverdanan 2 e fo - oo o --- L L Sy — o
F T T T T e T T T T T
1] 5 10 15 20 2 a & B 10
Lag Lag

Figura J.3: Anélise dos residuos da regresséo harménica 1 para a série CC
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Figura J.8: Andlise dos residuos do modelo estrutural univariado 4 para a série CC
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Figura J.10: Anélise dos residuos do modelo estrutural univariado 6 para a série CC
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Figura J.11: Anélise dos residuos do modelo estrutural multivariado 1 para a série CC
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Figura K.10: Anélise dos residuos do modelo estrutural univariado 6 para a série PA
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Figura K.11: Anélise dos residuos do modelo estrutural multivariado 1 para a série PA



Apéndice K — Residuos dos modelos ajustados para o séric PA 193
Regiduss Histograma dos Residuos
. —_—
g ] 2
” |
541 i g ]
= :§ o o
iR
T T T T T T L T T 1
s 1880 1586 1880 1965 2000 010 ~2.05 00e 505
ACF dos Resfduos P-val da ica de Ljung-B
a ] a ]
s =
=
=
= L
-+ B =
o %’
~ o=
. [ T Y .
N S [ f K ° .
e I gl LA S SN
T T T T T =t T L T T T
¢ H 0 18 2 H 4 € ] o
Lag Lag

Figura K.12: Anadlise dos residuos do modelo estrutural multivariado 2 para a série PA
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Figura K.13: Anadlise dos residuos do modelo estrutural multivariado 3 para a série PA
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Figura K.14: Anjlise dos residuos do modelo estrutural multivariado 4 para a série PA
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Figura K.15: Ané4lise dos residuos do modelo estrutural multivariado 5 para a série PA
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Figura K.16: Anélise dos residuos do modelo estrutural multivariado 6 para a série PA



