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Resumo

A proliferagao de mosquitos em regioes habitadas é uma importante questao de saide
publica, uma vez que tais insetos sao vetores de varias doencas infecciosas. Assim, o estudo
de técnicas de controle de populagoes de mosquitos tem um papel relevante na busca da
eficiéncia no seu combate; em particular, a compreensao adequada de modelos matematicos
que descrevem tais situacoes pode auxiliar na tomada de decisao sobre quais seriam os
procedimentos mais adequados para atingir este fim.

Com este objetivo, neste trabalho fizemos a andlise matematica rigorosa de um certo
problema de controle 6timo associado a uma equacao diferencial parcial que modela o cres-
cimento e a difusao de uma populacao de mosquitos em uma regiao dada. Analisamos o
problema de controlar tal populacao através da aplicacao de inseticida por uma unidade
volante de pulverizacao, buscando trajetérias 6timas a serem seguidas por esta unidade a
fim de minimizar um certo funcional que envolve tanto a populacao total quanto os custos

da operagao.
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Abstract

The proliferation of mosquitoes in inhabited regions is an important public health issue
since these insects are vectors of several infectious diseases. Thus, the study of techniques for
controlling of mosquito populations has an important role in the quest for efficient combat
techniques; in particular, the adequate understanding of mathematical models that describe
such situations may help in the decision process of finding appropriate procedures to attain
that.

With this goal, in this work we performed a rigorous mathematical analysis of a certain
optimal control problem associated to a partial differential equation modeling the growth
and spreading of the mosquito population in a given region. We analyze the problem of
controlling such population through the application of insecticide by a spraying unit; our
objective is to search for optimal paths to be followed by this unit in order to minimize
a certain functional that involves both the whole mosquito population and the operational

costs.
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Capitulo 1

Introducao

A proliferagao de mosquitos em regioes habitadas é uma importante questao de saide
publica, uma vez que tais insetos sao vetores de varias doencas infecciosas e consequente-
mente causam grandes transtornos a populagao humana dessas regides. Dessa forma, o es-
tudo de técnicas de controle de populagoes de mosquitos tem um papel na busca da eficiéncia
no seu combate. Para isto, a compreensao adequada de modelos matematicos que descre-
vem tais situagoes pode langar alguma luz sobre procedimentos adequados a serem adotados.
Neste trabalho, tivemos interesse em fazer uma analise matematica rigorosa de um problema
de controle 6timo associado a uma equacao diferencial parcial que modela o crescimento e a
disseminacao de uma populagao de mosquitos em uma certa regiao. Pretende-se controlar
tal populacao através da aplicacao de inseticida por uma unidade volante de pulverizagao.

Analizaremos um problema de controle étimo distribuido correspondente a uma situagao
onde desejaremos encontrar uma trajetoria 6tima em um sentido que sera esclarecido a seguir.
As trajetérias admissiveis comegam em um ponto fixado (normalizado para a origem) e cada
uma destas trajetérias determina uma funcao suficientemente regular v : [0,7] — R?, com
0 < T < oo um tempo final fixado. Elas sdo as possiveis trajetérias de um dispositivo
que é assumido exercer continuamente um certo custo de inseticida durante o percurso, na
tentativa de controlar uma populacao de mosquitos presente em uma regiao limitada Q C R2.

Em termos mateméaticos, queremos encontrar uma trajetéria v* : [0, 7] — R?, o requerido



controle 6timo, tal que
F(y*) = min{F(y) : v € A}, (1.1)
onde
A={y € (H(0,T)) x (H'(0,T)) : 7(0) = 0}, (1.2)

é o conjunto dos controles adimissiveis e

Fh%=ﬂ%w=wm4 W@Pﬁ+uE£|V®Pﬁ+u{éw&iwﬂwt (1.3)

Em (1.3), Q@ = Q x [0,T], uo > 0, uy > 0 sdo constantes que estao associadas aos custos da
pulverizacao e py > 0 é uma constante associada ao peso que se da a redugao da populacao
total de mosquitos, u = u(z,t) é a densidade de mosquitos presentes na posigao z no instante

t, e satisfaz

Ou—vAu = g(z,t,u) —bk(x —y(t)u em Q=Q x(0,7T),
(0/0n)(u) = 0 em S =00 x (0,7), (1.4)

u(0,.) = wg em )
As principais hipdteses utilizadas na derivacao deste modelo sao as seguintes:
(1) Suporemos que a populagao de mosquitos cresce a uma taxa g(z,t,u) e difunde-se com
coeficiente de difusao constante v > 0.

Primeiramente estudaremos o modelo de crescimento Verhustiano, onde
g(x,t,u) = au(l —u/M),

com a, M constantes positivas.

Também estudaremos o modelo com o crescimento dado por uma nao-linearidade mais

geral.

(2) Suporemos também que o inseticida mata imediatamente uma fracao fixada da po-
pulagao com uma taxa que decresce com a distancia do ponto de aplicagao inicial;

isto é matematicamente realizado assumindo que a taxa de mortandade efetiva em um



certo ponto x obtido por aplicagdo do inseticida, em uma posicao ~(t), é dada por
bk(x — ~(t)), onde 0 < k(.) < 1 é uma funcao C' de suporte compacto e a constante

b > 0 ¢ a taxa maxima do inseticida induzir mortalidade;

(3) Por simplicidade, no modelo acima supoe-se que a populagdo nao pode abandonar a

regiao 2 (0/0n representa a derivada normal exterior na fronteira 02 de Q);

(4) wy é a populagao inicial para o modelo, ou seja, a populagdo de mosquitos no instante

t=0.

(5) Também por simplicidade, supoe-se que nao existem obstdculos para as possiveis tra-
jetorias.
Observamos que as hipoteses anteriores poderiam ser relaxadas de véarias maneiras; co-

mentaremos sobre isto ao final deste trabalho.

Observamos ainda que existem muitos outros trabalhos que consideram modelos ma-
tematicos para a evolugao de populagoes de mosquito. Alguns destes trabalhos analisam
modelos mais detalhados do que o trabalho aqui considerado, no sentido de que eles consi-
deram as interagoes entre varias subpopulagoes (fase aquética, a fase adulta, etc), agentes
patogenos, populacoes estruturadas e outros aspectos. Exemplos de trabalhos sao Atkinson
et al. [3], Maidana et al. [31], Tumwiine et al. [44] e Norman et al. [36]. Entretanto,
a maioria destes trabalhos nao levam em conta a distribuicao espacial das populagoes en-
volvidas. Algumas excegoes a esta situagao, considerando modelos mais elaborados sobre a
interacao entre populagdes de mosquitos, sao os trabalhos de Maidana et al. [31], Maidana
e Yang [28], Maidana e Yang [29], os quais fazem entretanto apenas a andlise de solugoes
do tipo onda viajante. Outro exemplo de modelo de populacao de mosquitos levando em
conta a sua distribuicdo espacial é o artigo de Trana e Raffy [43]; este artigo apresenta si-
mulagoes numéricas baseadas em dados realisticos e também considera o efeito da presenga
de populagoes de presas.

Quanto aos artigos que consideram a dinamica de populagoes e também aspectos de

controle 6timo podemos citar Rafikov e Balthazar [39], Kern et al. [34], Barbu e Iannelli [7],
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Ainseba e Langlais [2], Fister e Lenhart [15], Ouedraogo e Traore [37] e Luo [26]. Os dois
primeiros artigos tratam de modelos com EDQO’s enquanto que, os demais artigos tratam de

modelos com difusao.

Neste trabalho, consideraremos o problema (1.1)-(1.4) do ponto de vista da anélise ma-
tematica; em particular provaremos a existéncia de uma solu¢ao 6tima e também a caracte-

rizaremos por sua correspondente condi¢ao necessarias de otimalidade.
Tal condicao de otimalidade é dada pelo seguinte: denotando por v*(+) o controle 6timo,
e por u*(+,-) e p*(-,-), respectivamente, os correspondentes estado 6timo e estado adjunto,

que devem satisfazer o sistema abaixo:

o™ — aAu* = g(z, t,u”) —bk(z —y")u* em @,
(0/0n)(u*) =0 em S,
u*(0) = ug em (2,
—op* — aAp" = gyu(z, t,u*) p* —bk(z —~")p" —u* em @,
(0/0n)(p*) =0 em S,
p(T)=0 em ()
onde g, (z,t,u*) p* é a derivada de Gateaux de g no ponto u* e na diregao p*.
— Y+ ey — uzb/ p'u'Vk(z —v")dr =0 em (0,7),

Q

| 77 (0)=0, (T)=0.

Vale ressaltar que um dos objetivos principais deste trabalho nao é apenas provar a
existéncia e unicidade de solu¢do para o problema (1.4), mas a existéncia e unicidade de
solugao em relacao a cada curva v dada.

Observamos que a obtencao das condigoes de otimalidade de primeira ordem para um
problema de controle 6timo é importante porque elas sao teis para o projeto de controles
feedback e também na elaboracao de algoritmos mais eficientes e rapidos para as simulagoes

numéricas dos controles 6timos.



A prova da existéncia de controle 6timo serd feita interpretando o problema de controle
como um problema de minimizagao com restricoes, utilizando, como é usual, sequéncias
minimizantes. Para completar os argumentos envolvidos neste procedimento, uma série
de questoes técnicas, originadas pelas nao-linearidades envolvidas, tiveram que ser antes
respondidas.

Quanto a caracterizacao da condicao de otimalidade, ela sera obtida usando a metodologia
de Dubovitskii e Milyutin (veja por exemplo De Aguiar [11], Girsanov [17] e Lopes [30]).
Tal metodologia é uma ferramenta de anélise de problemas extremos (maximos e minimos)
e foi originalmente desenvolvida para aplicacao em programacao matematica; mais tarde se
mostrou muito util para a teoria de controle étimo de equacoes diferenciais ordinarias. Uma
boa exposi¢ao do uso deste formalismo em outras areas pode ser encontrada em Girsanov
[17].

Recentemente, este formalismo tem sido aplicado, de uma forma promissora, para pro-
blemas de controle distribuido. Por exemplo, os seguintes artigos usam o formalismo nesse
sentido: Boldrini et al. [8], Aguiar et al. [12], Gayte et al. [16], Magalhaes et al. [27] e
Lopes [30].

A idéia basica que fundamenta o formalismo é a seguinte: Em um ponto de minimizagao
local, o conjunto de descida associado ao funcional deve ser disjunto da intersecao das res-
tricoes do problema. Entao, os correspondentes cones desses conjuntos neste ponto étimo
devem ter a mesma propriedade. Portanto, o Teorema de Hahn-Banach e argumentos adi-
cionais implicam que existem elementos nos cones duais associados, nao todos nulos, cuja
soma ¢ nula. Esta condicao algébrica da as equacoes de Euler- Lagrange para o problema

em questao, e a grande dificuldade é quando podemos identificar tais cones e cones duais.
Para abordar os modelos propostos, estruturamos este trabalho da seguinte maneira:

No Capitulo 2 apresentaremos as notacoes e os espagos que vao ser usados; destacare-
mos alguns resultados de imersao do tipo Sobolev e da teoria LP das equagoes diferenciais

parabolicas lineares (Ladyzhenskaya [19], Capitulo IV). Estudaremos de forma resumida os



espagos de poténcias fracionarias e algumas propriedades dos semigrupos analitcos; resul-
tados da teoria de regularidade eliptica e principios do méaximo para problemas elipticos;
resultados da teoria dos operadores de Nemytskii; também apresentaremos os conceitos e re-
sultados preliminares para a utilizacao do formalismo de Dubovitskii e Milyutin apresentados

por Girsanov em [17].

No Capitulo 3, provaremos a existéncia, unicidade e regularidade de solugao global para os
modelos descritos em (1.4). Primeiramente provaremos a existéncia, unicidade e regularidade
de solucao para o modelo com nao-linearidade do tipo Verhust. Em seguida provaremos os
mesmos resultados para o modelo com a nao-linearidade mais geral. Para provar os resultados
deste capitulo, usaremos a teoria de semigrupos analiticos em conjunto com os resultados

auxiliares descritos no Capitulo 2.

No Capitulo 4 procuraremos uma trajetoria 6tima que ao mesmo tempo reduza a po-
pulagao de mosquitos e os custos operacionais do dispositivo que aplica o inseticida para
o modelo com nao-linearidade do tipo Verhust. Formularemos o problema de otimizacao
associado; provaremos a existéncia de minimo e, em seguida, utilizaremos a teoria de Dubo-
vitskii e Milyutin para caracterizar as correspondentes condi¢oes necessarias de otimalidade

de primeira ordem para o problema.

No Capitulo 5 procuraremos uma trajetéria 6tima que ao mesmo tempo reduza a po-
pulacao de mosquitos e os custos operacionais do dispositivo que aplica o inseticida para o

modelo com nao-linearidade mais geral.



Capitulo 2

Preliminares

Nosso objetivo neste capitulo é relembrar definicoes e resultados importantes para uma
melhor compreensao do texto. Em geral, nao apresentaremos as demonstragoes, e em alguns

casos menos conhecidos, indicaremos as devidas referéncias bibliograficas.

2.1 Espacos Funcionais e Imersoes

Ao longo deste trabalho usaremos coordenadas cartesianas e as seguintes notagoes:
R™ representara o espaco euclidiano n-dimensional.
2 é um aberto limitado do R™ com medida de Lebesgue || e fronteira 0.
(@) representard o cilindro © x (0,7).
S = 0Q x (0,T) representara a superficie lateral do cilindro Q.

a n
V = ( ) representara o operador gradiente.
al‘i i=1
nooo2
A= Z —+— representard o operador Laplaciano.
— ox;

" 1/2 " o\ 1/2
0
lz| = (;1 xf) e |Vu| = <§ <3Z> ) ¢ norma cuclidiana de z € R™ e do vetor

=1

gradiente da funcao u = u(z).
Necessitaremos também dos seguintes espacos funcionais:

C™(2) é o espaco das fungdes com todas as derivadas de ordem < m continuas em 2 (m

7



inteiro nao-negativo ou m = oo). Denotaremos C°(Q2) = C(Q).

CiM(€2) é o espago das fungdes com todas as derivadas de ordem < m continuas em 2 (m
inteiro positivo ou m = o0) e tanto a fungao quanto todas as suas derivadas com suporte
compacto em ).

D(Q) é o espago vetorial das fungdes em C°(2) com suporte compacto em .

L9(2) é o espaco de Banach das (classes de) fungoes u(.) de 2 em R mensuraveis (no

sentido de Lebesgue) e ¢- integraveis (¢ > 1) cuja norma é dada por

ol = ([ uteleac) T lgg<o)

Jull gy = esssuplu@)] (g = ).

WP(Q) é o espago de Banach (com p € N) das fungées u(.) em L(Q2) com derivadas
generalizadas de ordem < p que pertencem a L7(2) e cuja norma é dada por

||UHW5(Q) = Z HDQUHLq(m
la|<p
0
WP () representa o fecho de D(€2) em WP(2).
Alguns resultados de imersoes continuas, cujas demonstragoes podem ser encontradas

por exemplo em Adams [1, p.144], sdo enunciadas no seguinte teorema.

Proposicao 2.1.1 (Sobolev). Sejam 2 um aberto limitado do R",  de classe C™ e

1 <p < oo. Entao as sequintes imersoes sao continuas:

a) WmP(Q) — LI(Q), 1 < ¢ < "2 =p*, semp <n

b) W™mP(Q) — L1(Q), 1 < g < oo, semp=n
c) Wmr(Q) — C*¥(Q), k <m — »<k+1semp>n ondek éum inteiro nio negativo.

Neste trabalho, também faremos uso dos espagos de Sobolev H*(£2), também conhecidos

como espagos de Sobolev fracionarios, onde, s ¢ um ntimero real e €2 é um aberto bem regular

de R2.



O préximo resultado é uma versao do Teorema do Trago em H*(2), s > 0 (veja Lions e
Magenes [20], p.41 ). Este resultado sera usado para obter as condigoes de fronteira para as

solucoes das equacoes estudadas na tese.

Proposicao 2.1.2. Assuma que ) € um aberto limitado do R™ com fronteira 0S) de classe

J
u—>{a“ ,j:(),l,...,,u} (2.1)

o0vl loa

CrTL. Entdo, a aplicagdo

de D(Q) — (D(92))™ estende-se por continuidade para uma aplicacdo linear e continua

D - :
- — =0,1,... H Q) — || B2 (00).
w5t =0k} e @) [L 00

, . . . 1
onde pi € o maior inteiro, tal que, p < s — 3.

A seguir apresentamos um resultado de compacidade para os espagos H*(2), s € R (veja

Lions e Magenes [20], p.99).

Proposigao 2.1.3. Assuma que 2 é um aberto limitado do R"™ com fronteira OS2 de classe
CH", com p o menor inteiro positivo tal que p > s e s € R. FEntao, para cada ¢ > 0, a
inclusao

H*(2) — H**(Q)
€ compacta.

Vamos precisar de alguns resultados sobre os espacos de Sobolev na reta, ou seja, para
2= (0,7), para estudarmos as curvas 6timas envolvidas nos modelos.

Consideremos o espago de Hilbert H'(0,T) = W, (0,T) definido por
HY0,T) = {u € Ly(0,T); v’ € Ly(0,T)},
com a norma definida por
1/2

ooy = ([ o)+ ([ wora) (2.

Também vamos precisar do seguinte resultado, cuja demonstracao pode ser encontrada

1/2

por exemplo em Brezis [9, p. 129].



Lema 2.1.1. Seja (0,T) um intervalo limitado da reta. A imersao H*(0,T) — C([0,T]) €

continua e compacta.

Frequentemente, precisaremos dos espagos de fungoes vetoriais com n componentes em
algum dos espacos enunciados acima. Consideraremos esses espagos, quando normados, com

a norma do produto usual. Em particular, usaremos as notacgoes:

(H'(0,T))* = H'(0,T) x H*(0,T)

(C([0,71))* = C([0,T]) x C([0, T)).

Também vamos supor que estes espagos produtos sao equipados com a norma do produto

usual dada por

1/2
I @llenomy = (Il em + alinen) -

| (ve,v2) lceqomyz = Inlleqom + lv2lleqom)-

Para maiores informagoes e resultados sobre os espacos H™(£2) com m um inteiro, veja
Adams [1] e Brezis [9]. Medeiros [32] desenvolveu os espacos H*(2), s > 0, via transformada
de Fourier. Enquanto que, Lions e Magenes [20] desenvolveu um estudo mais geral sobre
tais espacos, no caso s € R, aplicando a teoria de interpolacao. As notacgoes e resultados que

usamos sobre os espagos H®(£2) podem ser encontrados em Lions e Magenes [20)].

Para funcoes dependendo de variaveis espaciais e temporais usaremos os seguintes espacos
funcionais, cujas notagdes e definigdes podem ser encontradas em Ladyzhenskaya [19, pp.
4-5].

L7 (Q) é o espaco de Banach das (classes de) fungoes u(x,t) de @ em R mensuraveis (no
sentido de Lebesgue) cuja norma é dada por

T r/q 1/r
||u||q,r,Q=</0 (/ |u<x,t>|qda:) dt) (1),
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Para ¢ = r usaremos a notagao L%9(Q) = L1(Q).
W2H(Q) o espaco de Banach (¢ > 1) das funcoes u(.,.) € L9(Q) com derivadas generali-

zadas Dyu, Diu, Dyu em L9(Q). Consideraremos em W2'(Q) a norma definida por
ullywz1g) = lullza@) + |1 Dattll o) + |1 Diullo@) + 1 Dyullo(q)-

Além disso, usaremos os seguintes espacos funcionais abstratos.
Seja B um espago de Banach com norma ||.||p e 0 < T < co. LP(0,T; B) é o espago de
Banach das (classes de) fungoes u : [0,7] — B, mensuraveis tal que a fungao

t€[0,7] — |lu(t)||z (definidas q.t.p) é p-integravel (1 < p < 0o) com norma dada por

1
T P
o ( / Hu(x)ll%dt> (1<p< o),

[ull oo (0,1,) = €55 suplu(t)||s (p = 00).
0<t<T

C([0,T]; B) é o espago de Banach das fungoes u : [0,7] — B, continuas (com relacao a
topologia forte de B).

Wm™P(0,T; B) é o espaco das (classes de) fungoes em LP(0,7; B) cujas derivadas genera-
lizadas de ordem < m também pertencem a LP(0,T'; B).

D'(0,T; L*(Q)) é o espago das aplicagoes lineares e continuas de D(0,7) em L*(Q). A
derivada df /dt = [’ de uma distribuicao f é definida por (f')(¢) = —f(¢') para toda
v €D(0,T).

O resultado seguinte é um exemplo de uma classe de resultados de imersao conhecidos
como imersoes do tipo Aubin-Lions. Essa versdo foi apresentada por J. Simon em [41,

Corolario 4, p.85].

Lema 2.1.2. Sejam X, B e Y espacos de Banach tais que X — B — Y com imersoes

continuas e X — B compacta, 0 <'T < co. Tem-se as sequintes imersoes compactas:

W 070N {6 5 € LO.TY - HO.T8) 154
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(i) L0, T; X)N {¢; % e L"(0,T; Y)} — C([0,T]);B) 1<r < oo,

O préximo resultado é um caso particular do Lema 3.3 em Ladyzenskaja [19, p.80, com
=1, r=s=0en=2].
Lema 2.1.3. Seja Q um dominio do R?. Suponhamos que a fronteira OS2 tem a propriedade
do cone. Entao a imersio W2 (Q) — LP(Q) € continua e existe uma constante M que
depende de p,q e ) tal que
[ullzr @) < Mllullyy21q),

com p dado por

/ 1 1
00 se ——=<0
q
1 1
— Vp > 1 - —==0
p= D> se .2

11\t L S
- — = se —— = :
\ q 2 q 2
Observagao 2.1.1. Temos ainda as seguintes imersoes compactas (veja Lions [23, p.13]).
A injecao W3 (Q) — LP(Q) é compacta para p < 10 se n = 3, qualquer que seja p finito
sen = 2. [
No que segue, H™(2) é o espago de Sobolev usual, m um inteiro ndo negativo (veja Evans

13, p.288]).

Proposigao 2.1.4. Suponhamos que Q € aberto, limitado com fronteira 0Q de classe C™3
e m € um inteiro nao-negativo. Suponhamos também que u € L*(0,T; H™2(Q)), com
o' € L*(0,T; H™(Q)). Entdo
(i) we C([0,T]; H™(Q)),
(ii) Além disso, vale a estimativa

Jnax ()] amr) < C(ullz20,m;mmr2@)) + [[(0/0t)u|| L2007, @)))

a constante C' dependendo unicamente de T, 2 e m.
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2.2 Resultados Sobre Algumas Equacoes Elipticas

Necessitaremos dos seguintes importantes resultados sobre regularidade de solugoes de
problemas elipticos com condi¢do de Neumann homogénea(veja Brezis [9, p. 180 — 181]).
Este resultado vai garantir a invertibilidade do operador, A := —vA + I, envolvido nos

problemas.

Proposicao 2.2.1. Seja Q um aberto limitado de classe C? e X > 0 firado. Para toda

f e L*Q), o problema
—Au+Iu = f em Q,

(0/0n)u = 0 na 0N
tem wma tinica solugdo fraca, v € H*(SY), tal que
lullr20) < Cllf 220,

onde C' € uma constante que sé depende de €.

O préximo resultado, cuja prova pode ser encontrada em Brezis [9, p. 192], é uma
consequéncia do principio do méximo e serd importante nas préoximas secoes. Este resultado

serd usado para provar a positividade do operador inverso (—vA + I)~1.

Proposigao 2.2.2 (Principio de Méximo para um problema de Neumann). Sejam f € L*(Q)

eu € HYQ) uma solucdo fraca de

—Au+Iu = f em
(0/0n)u = 0 na S,

com X > 0 fixzado. Entdo, se verifica
iIgl)ff <wu(z)<supf qtp. z € Q.
Q

Observagao 2.2.1. Segue da Proposicao 2.2.1 que o operador linear A : D(A) — L?*(Q)

definido por
A=—-vA+1
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com v > ( constante e D(A) = {u € H*(Q); (9/0n)u = 0}, é invertivel.

Agora, aplicando a Proposicao 2.2.2 obtemos que
(A7 f =0,
para todo f > 0 em L*(Q).

O proximo resultado, cuja demonstragao pode ser encontrada em Brezis [9, p.38], serd
importante nas provas de que os problemas de controle 6timo que consideraremos admitem
de fato solugoes 6timas.

Antes de enunciarmos tal resultado, recordemos algumas defini¢bes. Seja X um espago

topolégico. Uma funcdo J : X — (—o0, 0] é dita semicontinua inferiormente se para todo

A € R, o conjunto
{r e X;J < )\}
é fechado. Dizemos que J é uma fun¢do convexa se
Jtr+ (1 —t)y) <tJ(z)+ (1 —-1t)J(y), Vz,ye X, Vte (0,1).

Proposicao 2.2.3. Seja X um espago de Banach e J : X — (—00, 00| uma fungdo convexa,
semicontinua inferiormente (na topologia forte). Entdo J é semicontinua inferiormente na

topologia fraca. Em particular, se x, — x fracamente, entao

J(z) < liminf J(x,).

n—oo

2.3 Semigrupos Analiticos, Poténcias Fracionarias de
Operadores, Espacos de Interpolacao e Problemas
de Cauchy

Nesta secao vamos recordar a definicao de poténcia fracionaria para uma certa classe de

operadores lineares nao limitados e também recordar algumas propriedades dos operadores
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resultantes. Tais propriedade, usaremos no tratamento das equagoes semilineares presentes

nos nossos modelos.

Definicao 2.3.1. Um operador linear A em um espaco de Banach X ¢ setorial se: A é
fechado com D(A) denso em X e existem constantes C € R, m > 1 ey € (0,7/2) tais que

o setor aberto

v={AeCiy<lagr-C) <7 A £ C}
€ um subconjunto do resolvente de A e
(A=A <m[A-C|]7!, Viex

Nesta se¢ao vamos supor que:

(H): A ¢ um operador linear fechado com D(A) denso em X tal que
St = {)\; 0 <5 < |arg(\)] < 77} UV C p(A)

A=A <ca+)?t, vYaest

com V uma vizinhanga de zero e vy € (0,7/2).

Definigao 2.3.2. Para um operador A que satisfaz a condigao (H) com 0 < a < 1, podemos
definir

SEN T (v

A=

/OO oI+ At (2.3)

T
Para mais detalhes veja Henry [18, Theorem 1.4.2, p.25] e Pazy [38, p. 69].
Se A é setorial e satisfaz (H), entao por Pazy [38, Theorem 5.2, p.61], —A é o gerador
de um semigrupo analitico S(t).

Mas se A é apenas um operador setorial, temos ainda o seguinte resultado, veja Henry

[18, Theorem 1.3.4, p.20]

Proposicao 2.3.1. Se A ¢ um operador setorial, entao —A € o gerador infinitesimal de um

semigrupo analitico S(t).
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O seguinte resultado nos da um importante exemplo de operador setorial, veja para mais

detalhes Pazy [38, Theorem 3.5, p.214].

Proposigao 2.3.2. Se v ¢ uma constante positiva, entdo A = —vA + I, com
D(A) = {u € H*(); (0/0n)(u) = 0},
€ um operador setorial.

Para ¢ > 0 suficientemente pequeno e A um operador que satisfaz (H), o operador —A+461
é o gerador do semigrupo analitico S (t) = e®S(t), onde S(t) é o semigrupo analitico gerado

por —A. Isto implica as seguintes estimativas:

ISl < Ce™ (2:4)
[AS@)| < Crt e (2:5)
JA™S(t)|| < Ot ™™ 70" (2.6)

De fato, as estimativas (2.4) e (2.5) sdo conseqiiéncias das propriedades dos semigrupos

analiticos e a estimativa (2.6) do seguinte lema (veja Pazy [38, p. 53])

Lema 2.3.1. Se S(t) é um Cy-semigrupo diferencidvel e A é o seu gerador entao

S(t) = (AS (%))n n=1,2

Combinando a estimativa (2.5) e o Lema 2.3.1, obtemos

esen=|(as () | <fs G
< (C’l tt e“st/’")m = Ct e 0t
Por outro lado, por (2.4) temos que
(tI+ A= /000 e *tS(s)ds (2.7)
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converge uniformemente para ¢ > 0. Substituindo (2.7) em (2.3) e usando o Teorema de

°° s
Fubbini e também a igualdade / 27%e*dz = ———, concluimos que
0 [(a) senma

oL [T
A= /0 121 S(¢) dt (2.8)

com a integral convergindo para todo a > 0.

Os resultados seguintes fornecem algumas propriedades importantes sobre as poténcias

fraciondrias de operadores e podem ser encontrados em Pazy [38, Lemmas 6.2, 6.3 e 6.4].

Proposicao 2.3.3. Suponhamos que A é um operador que satisfaz (H).
(a) A=+ = A= AP para o, > 0.
(b) Eziste uma constante C' > 0 tal que |[|A™*|| < C, 0 <a <1.

(c) lin}) A % =u para todo u € X.

O proximo resultado pode ser encontrado em Henry [18, Theorem 1.4.2; p.25]

Proposicao 2.3.4. Se A satisfaz a condigio (H) em X entao A= é um operador linear

limitado e injetor em X.

Definigao 2.3.3. Seja A um operador que satisfaz a condicao (H) em X. Para o > 0
definimos

-1
A% = <A“‘> (2.9)
e para o = 0 definimos A° = I.

Temos entao as seguintes propriedades, cujas demonstracoes podem ser encontradas em

Pazy [38, p.72] e Henry [18, Theorem 1.4.8, p. 29].

Proposicao 2.3.5.
Seja A definido por (2.9). Entao

(i) A* € um operador fechado com dominio D(A%*) = R(A™%), com R o conjunto imagem

do operador A™?.
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(ii) Para o > 3 > 0 temos que D(A%) é um subespaco denso de D(AP) com inclusdo

continua.

(iii) D(A®) = X para a > 0.
(iv) Se a, B € R temos que A*Pu = A% APu, Yu € D(A?) com 0 = max{a, 3, a + (}.
Em Pazy [38, Theorem 6.13, p. 74| encontramos também o seguinte:

Proposicao 2.3.6. Se —A € um gerador infinitesimal de um semigrupo analitico S(t). Se
0 € p(A) entdo

(1) S(t) : X — D(A%) para cadat >0 e a > 0.

(2) Para cada x € D(A%) temos que S(t)A% = A*S(t)x.

(3) Para cada t > 0 o operador A*S(t) € limitado e

|A“S(t)]| < Mut=e.
(4) Seja 0 < o<1 ex e D(A%) entao
1S(t)z — af] < Cat™[|A%].

O resultado seguinte, cuja prova pode ser encontrada em Pazy [38, Theorem 6.9], fornece

uma férmula explicita para A%.

Proposicao 2.3.7. Seja 0 < o < 1. Se u € D(A) entdo

SEN T (v

A%y =

/OO tTART + A) rudt (2.10)
Qi 0

Segue dos resultados anteriores que A% pode ser definido para 0 < a < 1 e que A“
¢ um operador linear fechado invertivel com dominio D(A%) denso em X. O fechamento
de A® implica que D(A®) dotado com a norma do grafico de A%, isto é, a norma |||z||| =

l|lz]| + ||A%z]|, ¢ um espago de Banach. Desde que A® é invertivel, a norma do gréfico |||.||| é

equivalente a norma ||z||, = [|[A%||. Assim, podemos definir:
Definicao 2.3.4. Denotaremos por
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X o espago de Banach D(A%) equipado com a norma || - |-

Observacgao 2.3.1. 1. Desta definicao é claro que 0 < o < 3 implica X? C X e que as

imersoes sao continuas.
2. Quando X = LP(Q) denotaremos X por X e ||| por ||.|la,p, onde [|z][ap = | A%%| Lr(0)-

3. Pode-se mostrar que se A satisfaz a condi¢ao (H) sem qualquer restrigao sobre v entao
— A% com o < 1/2 é o gerador de um Cy-semigrupo de operadores lineares limitados.
Se 0 < v < 7/2 (como assumimos) entao —A* é o gerador de um semigrupo analitico

para 0 < a < 1.

A demonstragao do resultado a seguir pode ser encontrada em Pazy [38, p. 243] ou
Henry [18, p. 39]. Este resultado fornece importantes imersées dos espagos fraciondrios nos
espagos de Sobolev, estes resultados vao ser aplicados para obter a regularidade das solugoes

do problema (1.4).

Proposicao 2.3.8. Suponhamos que 2 C R™ é um aberto limitado de classe C™, 1 < p < o0,
e A € um operador setorial em X = LP(Q) com D(A) C W™P(Q) para algum m > 1. Entao
para 0 < a <1

n n
X — Whr(Q) quando k—— <ma——, ¢>p;
q p

X — ¥ () quando 0§V<ma—ﬁ,
p

onde X € o espago de Banach D(A®) equipado com a norma ||ul|a = ||A%u|| r(q)-

A demonstrac¢ao do préximo corolario também pode ser encontrada em Henry [18, ex.

10, p. 40).

Corolario 2.3.1. Aplicando da Proposi¢io 2.53.8 para A = —A em LP(Q2), Q C R" e
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D(A) C W*P(Q) temos que

X — C"(Q) quando 0 <v <2a— ﬁ,
p

1 1 1 200 — 1
X — W (Q) quando a> = e —>——w,
2 q p n

1 1 2
X — L1(Q) se—>———a,q2p.
q P n

A seguir vamos definir um espago de interpolacao que nos sera tutil.

Definigao 2.3.5. Dado 0 < 0 < 1 el < p < oo, temos que D(0,p) denota o espago de

interpolagao (X, D(A))gp, que consiste dos vetores u € X tal que

1
B dt
ulbop = / 1t QS(t)qu?.
0

Para mais detalhes, veja Lunardi [24, se¢ao 2.2.1].
O proéximos dois lemas também podem ser encontrados em Lunardi [24, Corollary 2.2.3,
p. 47] e Lunardi [25, Theorem 4.3.11] respectivamente. Usaremos estes lemas para provar

resultados de regularidade para as solugoes da equacao (1.4).

Lema 2.3.2. Para 0 < 6; <6, < 1,1 <p < o0, temos que
D<627p) - D(elvp)
Para 0 < <1lel<p <py<o0,

D(Q,pl) — D(@,pg)

Lema 2.3.3. Seja X um espago de Hilbert. Para cada 6 € (0,1) e para cada > 0 real,

entao

(X, D(A”))g = D(A%).
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Consideremos agora o seguinte problema de Cauchy abstrato

Opu(t) + Au(t) = f(t,u(t), t>0 (2.11)

U(to) = U,

com u(t) € D(A).

Dizemos que u(+) é uma ”mild-solution”do problema de valor inicial (2.11) se ela satisfaz
t
u(t) = S(t)ug +/ S(t—s)f(s,u(s))ds com 0<t<T, (2.12)
0
Neste caso, u(+) é automaticamente continua.
As duas defini¢oes que se seguem, podem ser encontradas em Henry [18, p. 53].

Definigao 2.3.6. Seja U um aberto de RT x X®, dizemos que uma funcao f : U — X €
localmente Holder continua em t e localmente Lipschitz em x € U se para cada (t1,x1) € U

existe uma vizinhanga V- C U de (t1,21) e constantes L > 0, 0 < v < 1 tais que

1t x) = f(s,9)llx < Lt = s|” + llz = ylla), (2.13)
para todo (t,x),(s,y) € V.

Definigao 2.3.7. Uma solug¢ao do problema (2.11) em (to,t1) € uma fungao continua u :
[to, t1[— X tal que u(0) = wug e em (to,t1) temos (t,u(t)) € U, u(t) € D(A), u; existe,

t — f(t,u(t)) € localmente Holder continua, e

p
| It o) < oo,
0
para algum p > 0 e a equagdo (2.11) estd definida em (to,11).

O seguinte teorema , serd aplicado para obter um resultado de existéncia e unicidade
local (no sentido da Defini¢ao 2.3.7) para o problema (1.4)(para mais detalhes, veja Henry

[18, Teorema 3.3.3, p.54]).

Proposicao 2.3.9. Suponhamos que A € um operador setorial , 0 < a<1l,ef:U— X, U

um subconjunto aberto de R x X<, f(t,u) € localmente Lipschitziana em u € U e localmente
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Hélder continua em t, com expoente 0 < v < 1, entdo para cada dado inicial (to,ug) € U,
existe t1 = t1(to, o) > to tal que o problema de valor inicial (2.11) tem uma unica solugdo

local w em (to,t1), u € C([to, t1]; X°).

O proximo resultado dé algumas condicoes suficientes para que se possa concluir que a
solucao, local no tempo, obtida pela Proposicao 2.3.9 é de fato global, ou seja, que tal solucao
existe para todo t > to. Sua demonstragao pode ser encontrada em Henry [18, Teorema 3.3.4,

p. 55].

Proposicao 2.3.10. Suponha que A e f sao como na Proposicdo 2.3.9 e também que, para
cada conjunto limitado e fechado B C U, a imagem f(B) € limitada em X. Se u é uma
solugdo de (2.11) em (to,t1) e t; € mazximal, ou seja, nao existe solugdo de (2.11) em (to, t2)
se ty > t1, entao ou t; = 400 ou existe uma sequéncia t, — t; quando n — +oo tal que

(tn,u(ty)) — OU. ( Se U € ilimitado, o ponto no infinito estd incluido em OU ).

Necessitaremos também do conceito de espaco de Banach ordenado. Usaremos estes

conceitos para provar a positividade da ”mild-solution”para (1.4).

Definigao 2.3.8. Dizemos que um espago de Banach real tem uma ordem (>) se: Para todo

Y,z € X, temos
(a) = > =,
(b) Sex >y ey>z entio x> z,
(c) Sex >y, entiox+ 2z >y+ 2z e A\x > Ay, para todo A > 0 em R,
(d) O conjunto {x € X;x > 0} € fechado.
Neste caso, dizemos que (X,>) é um espago de Banach ordenado.

Exemplo 2.3.1. Seja X = L¥(Q), 1 < p < oo, dizemos que f > g se f(x) > g(z), para

quase todo ponto x € €.
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Definicao 2.3.9. Seja (X, >) € um espago de Banach ordenado. Dizemos que uma aplica¢ao
g: X — X € crescente se x >y entdo g(x) > g(y).
Em particular, se g é linear e crescente, entao g € positiva, ou seja, se x > 0 entao

g9(x) = 0.

O seguinte lema serd importante para auxiliar na obtencao de resultados sobre o sinal

das solugoes do problema de Cauchy (1.4), veja Henry [18, Exercise 6, p. 60].

Lema 2.3.4. Suponhamos que A é um operador setorial em um espaco X com uma or-
dem ( satisfazendo (a) — (d) da Definigao 2.3.8) e suponhamos que (A + A)~! seja positivo
(escreveremos (A + A)~! > 0) para todo X\ > 0, entio S(t) > 0 para cada t > 0.

Demonstragao: Considere o seguinte resultado, veja Pazy [38, Theorem 8.3, p. 33]

. t N\ " . n/n -1
S(t)xr = lim (I—l—ﬁA) x = lim [? <¥I+A) ] x.

n—oo n—oo

Considere x > 0. Como [(%[ + A)fl] é um operador linear, segue por hipdtese que

{? (?I+A>1]n$ >0,

para cada n € N e para cada t > 0. Portanto,

n

lim E <?I n A) 1} x>0,

n—oo

de onde segue o resultado. [ |

O proximo lema serd importante para estudarmos o sinal de uma soluc¢ao do problema

(1.4).

Lema 2.3.5. Suponhamos que X € um espaco de Banach com uma ordem, A € setorial com
(A + A7t > 0 para todo X > N, f : [to,t1) X X® — X € localmente Holder continua em

t € [to,t1) e localmente Lipschitziana em X* e em conjuntos limitados

B, ={x € X%z >0,|z|, <r},
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existe 3 = 3(B,) tal que f(t,x) + Bz > 0 quando x € B, ety <t < t;. Entao, se xy € X°,

xo > 0, a solugao de
ou+ Au = t,u),
'Lb(to, ) = U,

¢ tal que u(t) > 0 para t € [ty,t1), em seu intervalo de existéncia.
Demonstracao: A prova deste resultado é andloga a demonstracao da Proposicao 2.3.9,
veja Henry [18, Teorema 3.3.3, p.54].

Considere
S ={ue C(to, t1], X¥),u > 0, [|[u(t) —uplla <6} C B={x € X%z >0,||z|o < 0+]uolla}

Para u € S definamos G(u) : [t, 1] — X por

t
G(u)(t) = Sp(t — to)uo + / Sp(t — s)[f(s,u(s)) + Bu(s)]ds,

to

com (3 = 3(B) dado por hipdtese e Sz(t) o semigrupo analitico gerado pelo operador setorial
A+ pBI.
Tome A tal que A\ + 3 > Ao, por hipétese temos que (A + A + BI)~* > 0. Aplicando
o Lema 2.3.4 obtemos que Sg(t) > 0. Usando as hip6teses sobre f e ug e os resultados do
Lema 2.3.4, concluimos que
G(u)(t) = 0,
para todo u € S. E assim, G : § — § estd bem definido. Seguindo os mesmos passos da

demonstracao da Proposicao 2.3.9 obtemos que G tem um ponto fixo u € S e este ponto fixo

¢ uma solucao do problema
ou+ (A+pBHu = f(t,u)+ Bu,
hu+ (A + B1) ftu)+ 0 (2.15)
U(to,.) = Ug,

notemos que encontrar uma solu¢do de (2.14) é equivalente a encontrar uma solucdo de
(2.15). Portanto, o problema (2.15) tem uma solugao u(t) > 0, para t € [ty,t1) em seu

intervalo de existéncia. |

Observacao 2.3.2. Os resultados do Lema 2.3.5 estao propostos como dois exercicios em

Henry; para maiores detalhes, veja [18, Exercises 7, 8, p.61].
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O préximo resultado pode ser encontrado em Cannarsa e Vespri [10, Theorem 1.7]. Este
resultado sera usado para obter a regularidade da solucao, encontrada usando semigrupo,
do problema (1.4). Na proposigao seguinte, £ é um espaco de Banach e S(t) é o semigrupo

analitico gerado por —A.

Proposicao 2.3.11. Suponhamos que para algum q € [1,00) e para qualquer f € L4(0,T, F),

temos que

HA/OtS(t — ) f(z, 8)ds

< Kol fllzao,re)- (2.16)
L4(0,T;E)

e que dados uy € Da(1 — %,p), f € LP0,T;E), com p € [q,0), existe uma solu¢ao da

equacao

Entao
v, Au € LP(0,T; E).

Agora, restringindo para £ um espaco de Hilbert e p = 2, o seguinte resultado encontrado

em Lions e Magenes [21, Théoreme 3.2], L. de Simon [40], implica a estimativa (2.16).

Proposicao 2.3.12. Suponhamos que H é um espaco de Hilbert e A é um operador setorial.

Entao para cada f € L*(0,T; H), existe uma tinica fun¢ao u verificando
u € L*(0,T; D(A)), v + Au = f,u(0) = uo,
onde uy € (D(A), H)%vg, e mais,

r

2

A/O S(t— s)f(s)ds|| dt < 0/0 £ ()2t
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2.4 Operadores de Nemytskii

Se © é um subconjunto aberto do RY, N > 1. Dizemos que uma funcao f : Q x R — R
¢ uma fungao de Carathéodory se: (a) para cada s € R fixado a fungdo = — f(z,s) é
(Lebesgue) mensuravel em €2, (b) para x € ) fixado (q.t.p) a funcdo s — f(z,s) é continua
em R.

Seja M o conjunto de todas as func¢oes mensuraveis u : 2 — R. Uma fun¢ao de Ca-

rathéodory f define uma aplicacao

N fe M — M,
por, u — N¢(u)(.) = f(.,u(.)), que é chamada de Aplicacao de Nemytskii.
Estamos interessados em propriedades desta aplicacao quando Ny aplica um espago L?

em algum outro espago L?. Neste contexto, temos o seguinte resultado importante que pode

ser encontrado em Ambrosetti e Prodi [5, Theorem 2.2] ou Figueiredo [14, Theorem 2.3].

Proposicao 2.4.1. Suponhamos que existe uma constante ¢ > 0, uma fungao b(x) € LI(£2),

1<qg< o0, er >0 tais que
\f(z,s)| < c|s]"+b(x), Vexef, VsekR. (2.17)
Entao
1. Ny aplica L7 em L9.
2. Ny € continua e limitada (isto €, ela aplica conjuntos limitados em conjuntos limitados).

O préximo resultado mostra que a condicao suficiente (2.17) é também necessaria para
que uma funcao de Carathéodory f defina uma aplicacao de Nemytskii entre espagos do tipo

LP, e sua demonstracao pode ser encontrada em Figueiredo [14, Theorem 2.4].

Proposicao 2.4.2. Suponhamos que Ny aplica LP(Q2) em L(2) para 1 < p < oo,

1 < ¢ < 0. Entao existe uma constante ¢ > 0 a b(x) € L1(Q) tal que

|f(z,5)] < c|[s|P/7+b(z), Yz e, VseR. (2.18)
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Diferenciabilidade da Aplicagao de Nemytskii

Suponhamos que uma funcao de Carathéodory f(x,s) satisfaca a condicao (2.18).
Entao esta define uma aplicacdo de LP(Q) em L%(9). E natural se questionar: se f(xz, s) tem
uma derivada parcial f!(x,s) com relagao a s, que é também uma fungao de Carathéodory,
fi(z, s) define uma Aplicacao de Nemytskii entre alguns espagos LP.

A resposta desta questao nao é verdade em geral, como consequéncia da Proposicao 2.4.2
temos que a razao para isto é que (2.18) pode nao possuir restrigdo para o crescimento da
derivada.

Visando a diferenciabilidade da Aplicagao de Nemytskii Ny associada com a funcao de
Carathéodory f(x,s), comegaremos assumindo que f!(z,s) é uma funcao de Carathéodory
e

|fi(x,s)] < c|s|™+b(x), Ve, VseR, (2.19)
onde b(z) € L™(Q2), 1 <n < oo, m > 0. Integrando (2.19) com relagdo a s obtemos

c
+1

[f(@,8)] < ——s|™"" + b(x)|s| + a(w), (2.20)

onde a(x) é uma fungao arbitraria. Mais a frente iremos impor uma condigao em a(x) para
termos uma Aplicacao de Nemytskii entre espagos LP. Usando a desigualdade de Young em

(2.20) temos
c+1
m+1

Lb(z)(mﬂ)/m + a(z).

(a9 < e

’8‘m+1

Observamos que a fungao b(x)™+1)/™ € L1(Q), onde ¢ = mn/(m + 1). Entdo, se tomarmos

a € L9, segue da Proposigao 2.4.1 que (assumindo (2.19)):
Ny LP - LY p=mn e g=mn/(m+1) (2.21)

Nfg . Lp — Ln (222)

O resultado seguinte, cuja demonstracao pode ser encontrada em Ambrosetti e Prodi
[5, Theorem 2.6] ou Figueiredo [14, Theorem 2.6], explicita nos condi¢oes que garantem a

diferenciabilidade da aplicagao Ny.
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Proposicao 2.4.3. Suponhamos (2.19) e a notagao dada em (2.21) e (2.22). Entdo Ny €

continuamente Fréchet diferencidvel com N : LP(Q)) — L(LP, L) definida por

Ni(u)[v] = Np(u)v = fi(z,u(z))v(z), YV u,ve Lr
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2.5 O Formalismo de Dubovitskii e Milyutin

Nesta secao, para facilitar as referéncias, apresentaremos as definicoes e os principais
resultados que constituem o método que usaremos para obter sistemas de otimalidade dos
problemas de otimizacao. Tal técnica é conhecida como formalismo de Dubovitskii e Milyu-
tin, veja Girsanov [17].

Vamos considerar inicialmente o problema de minimizar um funcional definido sobre um
aberto de um espacgo de Banach, sujeito as restricoes com interior vazio e nao vazio (as
chamadas restrigoes de igualdade e desigualdade, respectivamente); em geral as restrigoes de
igualdade aparecem como niticleos de operadores nao lineares. Mais especificamente, sejam
X e Y espacos de Banach, M : X — Y um operador e J : X — R um funcional.

Consideremos o seguinte problema de otimizacao:
(

min J(z)

sujeito a (2.23)
n+1 )
reQ={)9

\ =1

onde Q;,7 = 1,..,n, sdo ditas restrigoes de desigualdades (intQ; # 0,i =1,...,n) e Quy1 =
{x € X/M(z) =0} é uma restrigao de igualdade (intQ,, 1 = 0).

No trabalho de Dubovitskii e Milyutin, as condigoes necessarias de otimalidade local
em um ponto zy € X foram obtidas a partir da separacao das aproximacgoes conicas aos
conjuntos de restrigoes 0;,i = 1,....,n + 1, e do conjunto {x € X/J(x) < J(xo)}. Neste
estudo, as definicoes foram feitas de tal forma que se os cones aproximantes fossem nao
vazios e convexos, entao o seria minimo local do problema (2.23) se, e somente se, nao existe
um ponto comum a todos os cones aproximantes. Os resultados obtidos por Dubovitskii e
Milyutin provam que esta propriedade geométrica da otimalidade local do ponto ¢ pode ser
equivalentemente descrita em termos das formas lineares dos correspondentes cones duais.

Assim, nesta secao, daremos algumas defini¢oes preliminares, seguidas de alguns resul-
tados sobre os cones de diregoes de descida do funcional objetivo, de diregoes factiveis e de

direcoes tangentes. Em seguida, apresentaremos o teorema de Dubovitskii e Milyutin, que
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nada mais é do que o método dos multiplicadores de Lagrange em uma versao funcional.
Para a aplicagao pratica deste teorema, daremos alguns resultados que nos permitam cal-
cular os cones aproximantes e seus duais. Todos os resultados foram apresentados em sua

maioria por Girsanov em [17] e Alexéev, Tikhomirov e Fomine [4].

2.5.1 Definicoes e Resultados

Nesta secao, apresentaremos os principais resultados que fundamentam a teoria de Du-

bovitskii e Milyutin.

Definicao 2.5.1. Dizemos que um vetor h é uma dire¢do de descida do funcional J(.)
no ponto xy se existe uma vizinhanga U de h, ¢ > 0 e um numero estritamente negativo

a = afJ, 2o, h) tal que, para todo € € (0,¢y) e qualquer h € U,
J(zo + €h) < J(x0) + €.

Definigao 2.5.2. Dizemos que um funcional J(.) é regularmente de descida em x, se

suas diregcoes de descida em xy formam um conjunto convezo.

Definicao 2.5.3. Sendo Q); dado por restricoes de desigualdade, dizemos que o vetor h é
uma diregcao factivel para (Q; no ponto xo € Q; se existe uma vizinhanca U de h e ¢g > 0

tal que, para todo € € (0,¢) e qualquer h € U, os vetores
To + EE € QZ

Definicao 2.5.4. Dizemos que uma restricao de desiqualdade QQ; € regular no ponto xy € Q;

se o conjunto das direcoes factiveis a QQ; em xo € convexo.

Observacao 2.5.1. Se @; for dado por restricao de igualdade, entao a definicao anterior

nao faz sentido. Neste caso, precisamos de uma outra definicao para as direcoes factiveis.

Definicao 2.5.5. Dizemos que h ¢ um vetor tangente unilateral ou simplesmente direcao
tangente a Q; no ponto xg € Q; se existe €y > 0 tal que, para qualquer € € (0, €y) existe um
ponto z(€) € Q; tal que

1
z(e) =x0+eh+r(e) e —r(e) el,
€
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para qualquer € > 0 suficientemente pequeno e qualquer vizinhanca U de zero, ou equivalen-

temente

[ (o)l = o(e).

Definicao 2.5.6. Uma restricao de iqualdade QQ; é regular no ponto xy se o conjunto de

suas diregcoes tangentes a QQ; em xy € convero.

Observacao 2.5.2. Quando o conjunto das direcoes tangentes é um subespaco vetorial, ele

¢ chamado espago tangente.

Definicao 2.5.7. Dizemos que um conjunto K é um cone com vértice em zero se \x € K

para qualquer A >0 ex € K.

Proposicao 2.5.1. (i) As dire¢oes de descida geram um cone aberto com vértice em zero.
(ii) As direcoes factiveis geram um cone aberto com vértice em zero.
(iii) As diregoes tangentes geram um cone com vértice em zero.

Definicao 2.5.8. Se K ¢ um cone em X, seu cone dual denotado por K* € dado por
K*={p € X'/o(x) >0 para todo x € K}.

Observacao 2.5.3. O uso da notacao K* para o cone dual nao parece adequado, pois se
K = X, entao K* = {0} # X* (X* é o dual algébrico de X). Contudo, isto ¢ usual na

literatura, nao devendo, portanto, causar confusao.

Agora apresentaremos o resultado principal desta se¢ao veja Girsanov [17, Theorem 6.1,

p. 40].

Teorema 2.5.1. (Dubovitskii e Milyutin) Suponha que J(.) assume uwm minimo local em
n+1
Q = ﬂ Qi no ponto xy, J € reqularmente de descida em xqy, com direcoes de descida Ky,

=1
Qi i = 1,...,n, € reqular em xq, com direcoes factiveis K;;i = 1,....,n, e Qn11 € reqular em
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xg, com diregoes tangentes K, 1. Entao exvistem funcionais lineares continuos f; € K, 1 =

0,....,n+ 1, nao stimultaneamente nulos, tais que

fo+ fi+ ot fo+ far1 = 0.

Observacgao 2.5.4. Segue do teorema de Dubovitskii e Milyutin que se desejarmos determi-
nar as condicoes necessarias para um ponto extremo em algum problema especifico, devemos

resolver os seguintes problemas:

1- Determinar as Diregoes de Descida do Funcional,
2- Determinar as Direcoes Factiveis,

3- Determinar as Diregoes Tangentes,

I
]

Construir os Cones Duais.

Respostas a estas questoes sao o conteido das préximas segoes.

2.5.2 Calculo Explicito dos Cones

Iniciaremos esta secao apresentando algumas definicoes e resultados que usaremos para
a construcao dos cones desejados. Em seguida, abordaremos de forma detalhada os itens

enunciados na Observacao 2.5.4.

2.5.3 Algumas Ferramentas do Calculo Diferencial

Uma boa referéncia para os resultados desta se¢ao é Alexéev, Tikhomirov e Fomine [4],
§ 2.2, Cap. II. Sejam X e Y dois espagos vetoriais normados, U uma vizinhanca de um

ponto zo em X e F' uma aplicagao de U em Y.

Definicao 2.5.9. Dizemos que F' tem uma derivada direcional no ponto xy na direcdao

h, se o limite
lim F(xo+ €h) — F(xg)

e—0t €

existe. Denotaremos por F'(xg, h).
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Definicao 2.5.10. Suponhamos que para todo h € X a derivada F'(xo,h) na dire¢cao h
exista. A aplicagao 0, F(xg,.) : X — Y definida por . F(xo, h) = F'(xg,h) € denominada a

primeira variacao da aplicacao F' no ponto xy.

Definicao 2.5.11. Suponhamos que F possui uma primeira varia¢ao no ponto Ty e que
existe um operador linear continuo A € L(X,Y) tal que d; F(xo, h) = Ah. Entdo o operador
A € denominado a derivada de Gateaux da aplicacio F' no ponto xg e denotamos por
VaF(xo).

Assim, Vg F (xg) € um elemento de L(X,Y) tal que para cada h € X temos a relac¢ao

F(zo+ €h) = F(xo) + eV F (z0)h + o(€),
quando € — 0T,

Definigao 2.5.12. Dizemos que o operador F' é Fréchet-diferenciavel em x se, em uma

vizinhanca de xg, ele pode ser representado sob a forma
F(xo+ h) = F(xo) + Ah+ a(h) ||h|

onde A € L(X,Y) e

dim [la(h)]| = [la(0)]f = 0.

O operador A é chamado derivada de Fréchet (ou simplesmente derivada) da aplica¢ao F

no ponto xy e é denotado por F'(xq).

Definicao 2.5.13. Dizemos que um operador F : X — Y ¢ estritamente diferencidvel
em xq se existe A € L(X,Y) tal que, para todo € > 0, existe § > 0 tal que para todos xi, xy

verificando ||z1 — xol| < 9, ||[z2 — zo|| < d, temos a sequinte desigualdade
[F(z1) = F(z2) = Azy — z2)|| < €flzy — 2o -

Definicao 2.5.14. Dizemos que o operador F' : U C X — Y definido sobre um aberto U é
de classe C'(U) se ele possui uma derivada em cada ponto v € U e a aplicagao x — F'(x)

é continua.
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Observagao 2.5.5. As seguintes conclusoes sao satisfeitas:

(i) Se F' ¢é Fréchet-diferenciavel em zg, entdo F' é Gateaux-diferencidvel em xy e F'(zo) =

VGF(JZO).

(i) Se F é estritamente diferenciavel em xg, entdo F' é Fréchet-diferencidvel em zy e A =

F'(x).

(iii) Se F' ¢é estritamente diferencidvel em xz(, ent@o existe uma vizinhanga de x, onde F' ¢

continua, de fato, é Lipschitz continua.

(iv) F pode ser Fréchet-diferencidavel em xy e ndo ser estritamente diferencidavel em xq.

Considere por exemplo, F' : R — R definida por

22 sex €
Fiz) = .
0 sexel

F' é Fréchet-diferencidavel em xy = 0, mas nao é estritamente diferenciavel, pois F' é

continua somente em xy = 0.
(v) Se F ¢ de classe C'!, entao ela é estritamente diferenciavel.

O proximo resultado, que enunciaremos na forma de um lema, foi retirado de Alexéev,
Tikhomirov e Fomine [4]. Este resultado serd de grande importancia para caracterizar os
cones de direcoes tangentes. Usaremos a notacao Y’ para o espaco dos funcionais lineares e

continuos definidos em Y (dual topoldgico de Y').

Lema 2.5.1. Sejam X e Y dois espagos normados, U C X. Se F : U — Y ¢ Gateauz-

diferencidvel em cada ponto x € U e a aplicagao definida por
x+— VeF(z)
¢ continua em xy (na topologia de L(X,Y)), entdo F € estritamente diferencidvel em x.
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2.5.4 Direcoes de Descida

Os proximos dois resultados podem ser encontrados em Girsanov [17], pp. 45 e 48.

Teorema 2.5.2. Seja X um espago de Banach. Suponha que o funcional J(.) satisfaz uma
condi¢cao de Lipschitz em uma vizinhanca do ponto xg € X e que é Gateaux diferencidvel em
xo em qualquer dire¢ao h. Se J'(xq, h) € convexa como fungao de h, entao J(.) € reqgularmente

de descida em xy e seu cone de direcoes de descida Ky € dado por
Ko={h e X;J (xo,h) <0}.
Corolario 2.5.1. Seja X um espaco de Banach.

(i) Se J(.) € um funcional convexo continuo, entio J(.) é diferencidvel em qualquer ponto

e, em qualquer dire¢ao, J(.) € reqularmente de descida em qualquer ponto e
Ko ={h e X;J (xo,h) <0}.

(ii) Se J(.) é Fréchet-diferencidvel, entao J(.) é reqularmente de descida em qualquer ponto

[&

Ko = {h € X; (J'(z0),h) < 0}.

2.5.5 Direcoes Factiveis ou Admissiveis

Seja () uma restricao de desigualdade e K, seu cone de direcoes factiveis. Observamos
que os “pontos interessantes” sao os da fronteira de (). Além disso, admitiremos que @
possui pontos interiores pois, caso contrario, K, = (.

Trataremos o caso onde @) é definido por um funcional F(z), isto é,
Q={r e X;F(z) < F(zo)}-
Se F(z) é continuo, podemos estudar o caso mais geral
Q= {r € X;F(z) < A\ # Flxo)).
Aqui o cone de diregdes de descida do funcional F(.) no ponto zy serd denotado por Kj.
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Observacao 2.5.6. Observamos que sempre se verifica K; C K,. A questao que se coloca

é: quando K, C K;?. Para isto, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.5.3. Suponha que F(.) € direcionalmente diferencidvel em xy em qualquer direcao.

Se existe h tal que F'(z¢,h) < 0, entdo
K, C{h € X;F'(xg,h) < 0}.

Observagao 2.5.7. Observe que a condigao F’(zy, fz) < 0 para algum h é equivalente a

dizer que Ky # 0.
Corolario 2.5.2. Suponha que qualquer uma das condi¢oes abaizo seja satisfeita

(i) X é um espago de Banach, F(.) satisfaz uma condi¢ao de Lipschitz numa vizinhanga do
ponto xg € X e € direcionalmente diferencidvel em xo em qualquer direcio h, F'(xq, h)

¢ conveza como funcio de h e existe h tal que F'(xo, iL) <0;
(i) F(.) € um funcional convexo continuo e existe T tal que F(T) < F(xg);

(iii) F(.) € Fréchet-diferencidvel em xo e F'(xq) # 0.
Entao
K,=K;={h € X;F'(zo,h) <0}.

Proposicao 2.5.2. Se () é um conjunto convexo, seu cone de direcoes factiveis no ponto x

€ dado por
K, ={he€ X/h= Xz —xo),z €intQ,\ > 0}

= {\(int@Q — x¢)/\ > 0}.
2.5.6 Direcoes Tangentes
O resultado a seguir pode ser encontrado em Alexéev, Tikhomirov e Fomine [4], p. 167.

Teorema 2.5.4. (Lyusternick) Sejam X, Z espacos e Banach, U uma vizinhan¢a do ponto

xg € X, P:U — Z tal que P(xg) = 0. Se P € estritamente diferencidvel no ponto xg e
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P'(x0)X = Z (P'(x¢) € um epimorfismo), entao o conjunto
Q = {r € X/P(z) = 0}
tem no ponto xy um espago tangente
T,,(Q) = KerP'(zo) = {h € X/P'(z0)h = 0}.

Observagao 2.5.8. Observamos que o teorema de Lyusternik é uma ferramenta poderosa
para se obter o cone de direcoes tangentes, o qual é feito, basicamente pelo calculo da derivada
estrita do funcional associado. Porém, nao é possivel utiliza-lo no caso em que o operador
associado nao é estritamente diferenciavel, ou quando a sua derivada nao é sobrejetora. Na
pratica, a dificuldade se concentra na condicao de sobrejetividade do operador derivada pois,

muitas vezes a condicao de o operador ser estritamente diferenciavel vem do Lema 2.5.1.

2.5.7 Calculo dos Cones Duais

Teorema 2.5.5. Suponha que o cone K é um subespaco vetorial de um espago normado X .
Entao
K ={pe X'50(x)=0,VzeK}

Teorema 2.5.6. Seja p € X/,

Entao
Ky ={\p;—00 < X\ < o0},

K3 ={Ap;0 <A < oo},
X" se =0,
K5 se p #0.
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Definigao 2.5.15. Um funcional suporte para um subconjunto A C X em xy € A € uma

forma linear continua p € X' nao nula tal que
o(x) > p(xo) para todo x € A.

Sejam Q C X,xy € @, K, o cone de direcoes factiveis para ) em xg, K7 o cone das
dire¢os tangentes a Q em xg e Q* o cone dos funcionais lineares suportes para () em xg, isto
é,

Q" ={p € X5 0(x) = ¢(x0),V = € Q}.

Teorema 2.5.7. Se () é um convezo fechado, entao

Se, além disso, intQ # 0, entdo

2.6 Outros Resultados

O lema que enunciaremos a seguir estd demonstrado em Lions [22, Lema 1.3]. Este
resultado sera usado para assegurar a convergencia fraca dos termos nao-lineares nos modelos

estudados na tese.

Lema 2.6.1. Seja D um aberto limitado de R, d um inteiro positivo, g, e g funcoes de

LY(D), 1 < q < oo, tais que
gmllLapy < ¢, (c >0 constante)

Jdm — g quase sempre em D.

Entao,

gm — g em LYD) fracamente.
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O seguinte resultado, cuja demonstracao pode ser encontrada em Pazy [38, p. 159], serd

importante na obtencao de estimativas para as solugoes das equacoes envolvidas na tese.

Lema 2.6.2 (Gronwall). Seja ¢(t,s) > 0 cotinua em 0 < s <t <T. Se existem constantes

positivas A, B e (3 tal que

t
oltis) < A+ B / (t — 0)" (o, 5)do,

para 0 < s <t <T. Entao existe uma constante C' tal que ¢(t,s) < C, para 0 < s <t <T.
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Capitulo 3

Existencia e Unicidade de Solucoes

Neste capitulo provaremos a existéncia e unicidade de solugoes globais para os modelos
descritos na introducao. Para tornar mais clara a exposicao e as ideias empregadas, pri-
meiramente mostraremos tais resultados para o modelo com o termo nao linear do tipo de
Verhust e em seguida para o modelo com um termo nao linear mais geral. Em ambos os
casos utilizaremos a teoria de semigrupo para obter tais resultados. Também empregaremos
algumas técnicas desenvolvidas por Cannarsa e Vespri (Proposi¢ao 2.3.11) e Lions e Ma-
genes (Proposigao 2.3.12) para obter as regularidade das solugdes em espagos de Sobolev,
resultados que vao ser importantes nos capitulos em que tratarmos de problemas de controle

associados a tais equacoes.

3.1 Solucao do Problema no Caso de Nao-Linearidade

do Tipo Verhust

Nesta secao, provaremos a existéncia e unicidade de solugoes para o problema (1.4) no
caso em que

g(x,t,u) = au — %uQ — bk(z — ~y(t))u.

Aqui, sdo dadas as constantes positivas a, b e M, bem como as fungoes v € (H(0,1))?
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e k(-) € C3(R* R), com 0 < k(.) < 1. Assim, o problema (1.4) torna-se

Ou —vAu = au—%uQ—bk‘(aB—v(t))u em Q=Qx(0,7),
(8/0n)(w) = 0 em S =00 x(0,7), (3.1)
u(0,.) = wy em ().
Consideremos o seguinte problema equivalente, obtido adicionando v a ambos os lados da
primeira equagao de (3.1).
Ou—vAu+u = (a+1)u— %ﬁ —bk(x —y(t)u em @Q=Qx(0,7T),
(8/0n)(u) = 0 em S=00x%(0,7), (32
u(0,.) = wup em ().

Notemos que encontrar uma solu¢ao do problema (3.1) é equivalente a encontrar uma

solugao do problema (3.2).

Denotando X = L?(Q), consideraremos a seguinte formulagao abstrata do problema
(3.2).
du+Au = f(t,u) em Q=Qx(0,7), (3.3)
u(0,.) = wu em ()
onde
A=—-vA+1, (3.4)
com dominio
D(A) = {u € H*(Q); (0/0n)(u) = 0}, (3.5)
e também
Fltu) = f(t,u) +u=(a+ 1)u— %uQ — blk(x — y(t))u, (3.6)

onde  C R? é um aberto limitado de classe C2. Temos também que D(A) — D(AY?) =
H'(Q) e D(A) é denso em H'(Q)) veja Lions e Magenes ([20, p. 18]), Milla Miranda ([35],
p. 110). Logo, D(A) é denso em L*(12).

Observacao 3.1.1. Reescrevemos o problema original nesta forma porque, pelas técnicas

que empregaremos, necessitaremos que o problema abstrato associado tenha um operador
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cujo inverso seja compacto. Como em (3.1) as condi¢oes de Neumann fazem com que o
Laplaciano nao seja invertivel, adicionamos o operador identidade aos dois lados da equacao,
obtendo assim a invertibilidade requerida. A compacidade vira entao, como é usual, das

imersoes de Sobolev.

Consideremos o seguinte operador
A= —vA+1:D(A) C L*(Q) — L*(Q).

Segue da Proposicao 2.2.1 que para cada f € L*({), existe um tnico u € D(A) tal que
Au = f. Isto mostra que A é invertivel, isto é, 0 € p(A) e pelas Proposicoes 2.3.1 e 2.3.2,
— A gera um semigrupo analitico S(t) em L?(2).

Agora, mostraremos que a nao-lincaridade f definida em (3.6) ¢ localmente Hélder
continua em ¢ e localmente Lipschitz em x € U, onde U é um aberto de RT x X, Como D(A)
é denso em X (veja a Proposigao 2.3.5), podemos considerar U um aberto de RT x D(A).

Dados ui,us € D(A) e t1,t5 € (0,T)

17t w) = Fltzw)le < (@t Do = w) + 7208 = )|

+0k (. = y(t1))ur — k(. —v(t2))u2) ||z

a
< la+ D) = w)llpe + || 57— )| |

HbCk(- = (1)) = k(. = y(t2) u2)l| 2

Um simples calculo mostra que

2 — w22 = / (w2 — u2)’da = / (wr — w2)? (s + up)?da
Q Q
2 2
< Cllug + ug|| S ||lur — ug|72

< CllullZ + lluallZ)lun — uallZe.

43



Portanto,

luf = w3llze < Cluallo + llualloo) lur — |2

Neste tltimo resultado usamos que D(A) C H?*(Q2) e H*(Q) — C(Q) para n = 2 (Veja

Proposigao 2.1.1). Portanto,

[f(tr,ur) = f(to,un)llz < C(1+ |Jurlloo + [Jualloo)|[ur — ual| L2

H|0(R( = y(t)ur = k(. = v(t2))uz)|| 2.
Agora, como k € CZ(R? R), vem que existe N tal que |[Vk(.)] < N. Assim, segue do

Teorema do Valor Médio que
|k(z) — k(y)| < N|z — y|, paratodo mz,y € R (3.7)

Agora, temos que

[0(k(. — y(t1))ur — k(. — y(t2))ua)llz < [IbE(. — y(t1)) (w1 — ua)|[ 12
H[o(k(. — (1)) — k(. —v(t2)))u2)| 2

< blluy — ugl| 2

(R = (t1)) = k(= (t2)))uz)| L2
< bllur — uel| 2

+bCy(tr) = y(E2)lluz]| 2
< bllug — usgl| 2

+0C(Q)|v(t1) — v(t2)[[[uz2]lco-

Observemos ainda que v € (H'(92))?. Logo,
t1 t1 1/2
) =)l < [0l < ( / dt) o = It — tol 17 0.
to to

Assim,

b||up — usgl| L2
bC(Q)[t1 — ta |1V r2 0.y 12| oo (3.8)
blluy — ugl| 2 + Cilt; — t2|1/2>

16CR(- =~ (t1))ur — k(- = (t2))uz) 12
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onde Cy = bC () (||| 20,1 || w2]| 0o
Dos ultimos resultados, concluimos que

[f(tur) = flE2,u)llz < C(L+ [[uafloo + [lualloc) lur — ua|| 22
+0C ()]t — to| |1 [l 201 [l 2| o
C(2,7, ) (1 + [Jurlloo + llualloo) ([t =t/ + [lus — us]| 2)
< O, D) (1 llunlloo + lualloo) ([t — t2 2 + [Jus — uslla).

IA

Por outro lado, sabemos que para 1/2 < o < 1, X* — (C(Q) (veja a Proposi¢ao 2.3.8, com

p=n=2v=0em=2), ouseja, |[u1]lc < c|tui]la € ||uz]lc < ¢|luz|lo. Portanto,
1f () = F(ta,uz)||z2 < C(Q,7, )1+ [lurlla + ualla) ([t — to 2 + [Jur — uslla).

Isso nos diz que f estd nas condicoes da Definicao 2.3.6. Com isso, podemos provar o

seguinte teorema de existéncia e unicidade local de solugao para o problema (3.3).

Teorema 3.1.1. Suponhamos A , f e D(A) como em (5.4),(3.6) e (3.5) respectivamente.
Entao, para cada ug € D(A%) com 1/2 < a < 1, a equagao

O+ Au = f(tau)>
u(0,.) = wup,

tem uma unica solugao local em Q = (0,t1) x Q, onde t; = t1(0,uq) > 0.
Demonstracao: Basta aplicar a Proposicao 2.3.9. [ |

Observagao 3.1.2. Como ja observamos anteriormente, a solu¢ao obtida pelo Teorema 3.1.1

¢ a unica soluc¢do da equagao (3.1) no intervalo (0, ;).

A proposicao seguinte nos informa sobre a regularidade e estimativas da unica solugao

local de (3.3).
Proposicao 3.1.1. Suponhamos as mesmas hipoteses do Teorema 3.1.1, com ug satisfazendo
O S U'O() S Mo
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onde M é o mesmo do problema (3.1). Entao a solugdo u, obtida pelo Teorema 3.1.1, € tal

que ug, Au € L2*(0,ty, L*(Q)). Além disso,

0<u(.,.)<M

em seu dominio de existéncia.

Demonstragao: Seja u(t) a solugao do prolema (3.2), com t € [0, 1), obtida pelo Teorema

3.1.1. Temos entao que
ou—vAu+u=(a+ 1)u— %uz — bk(z —y(t))u, u(0) = uo. (3.9)

Primeiramente suponhamos ug(.) > 0. Consideremos

flt,u) =(a+1)u — %uz — bk(x —~(t))u. (3.10)
Dado r > 0, definamos o seguinte subconjunto de X¢
B, ={ueX%u>0 e [ulla <7}
Nosso objetivo é aplicar os Lemas 2.3.4 e 2.3.5.

Para isso, é suficiente mostrar que existe 3 = 3(r) tal que

f(t,u) + fu >0, paratodo u € B,.

Notemos que X® «— C(2) para % < a < 1 (Veja Corolario 2.3.1). Logo, existe uma

constante C, > 0 tal que ||ulloc < Cullulla. Assim, |u(x)| < C,r, para quase todo ponto

x€Qeué€ B, ouseja, —Cur < u(x) < C,r.

Para u € B, segue de (3.10), das hipdteses sobre k e da observagao anterior que

ft,u) > (a+1)u— %C’aru —bu=u ((a +1) — %Car — b) ,

Assim,

f(t7u)+5uzu<ﬁ+(a—l—1)—%CJ—Z)).
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Tomando 3 > — <(a +1)— %Car — b), segue que
flt,u) + Bu =0
para todo u € B, com r arbitrario. Assim, concluimos o resultado aplicando o Lema 2.3.5,

ou seja, u(t) > 0 para t € [0,ty).

Também temos que a solugao u estd em L*>(0,¢;, X¢), veja a Proposicao 2.3.9.

Segue do Corolério 2.3.1 (com p=2,n=2e g = 00) que X — L>(Q). Portanto,

ue L¥(Qy,) (3.11)

e é uma solucao da equacao integral

u(t) = S(t)ug + /0 S(t — s)f(s,u(s))ds. (3.12)

Por hipétese temos que | f(s,u(s))| < ¢(1 + |u|*). Logo, por (3.11) podemos concluir que
fls,u(s)) € LA(0,t1, L*(2))
Segue da Proposicao 2.3.12 que

<O f (s, ul )l z20.6,22(0))- (3.13)
L2(0,t1,L2(R2))

HA/Ot S(t — ) F(s, u(s))ds

Além disso, segue dos Lemas 2.3.2 e 2.3.3, para 1/2 < a < 1, que X* — D4(1 — %, 2) =

Da(3,2). Portanto, ug € Da(3,2) e f(t,u(t)) € L*(0, 1, L*(2)).

Disto, juntamente com (3.13), segue da Proposigao 2.3.11 que

%,Au € L*(0,t, L*(Q))

%, Au € L*(Qy,) e Au= —Au + u, temos que Au € L*(Qy, ).

Como u,

Agora, suponhamos ug(.) < M.

Como ja observamos antes, u(t) satisfaz a equagao
Ou— vidu = g{t,u) — bk(x — 5(t)u, u(0) = uo,
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a
de g(t,u) = au — —u?
onde g(t,u) = au ar

Notemos que (u — M) = (u— M)" — (u— M), du = dy(u— M) e Au = Alu — M).
Como nosso objetivo é mostrar que u < M, é suficiente mostrar que (u — M) = 0.

Temos

O(u—M)—vA(u— M) = g(t,u) — bk(z — ~(t))u.

Multiplicando esta equagao por (u — M)* e integrando em €, vem

gt u)(u— MY —b /Q (—y (£) Ju(u— M)

/Q Oy (= M) (u— M)+ —v /Q A(u—M)(u—M)* = /

Q
Desta equacao, usando que M > 0, obtemos:

1d + 2 + 2
5l =M Ol + vV — M) @)

ﬂmMu—Mﬁ—bAk@—%mwu—Mﬁ

k(z = () M(u— M)*

<

_l’_
S

g(t,u)(u — M)*
—-bLk@—vwxu—Mﬂu—Mﬁ

mumw—ﬂﬂ+—qéku—vwnw—ﬂﬂﬂ2

I
S~

onde,
0f = 01 {5 u(t) < 0},
QL =N {z;0 <wu(t) < M},
QL = QN {z;u(t) > M}.
Notemos agora que, como ¢(t,u) = au — (a/M)u?, temos que
[ a0t = [ gt -an7 =0

t t
1 2
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| attwe=ant <o,

pois g(t,u) <0 em Q}. Assim, obtemos

d
= M)T @Iz <0,

o que integrado em (0,t), com 0 < ¢t < ¢y, implica
I(w = M)*@)[172 = [I(w = M)T(0)[|7: < 0.
Assim,
[(w = M)T@))172 < 1w = M)TO)[72 = [[(uo — M)*|I7. =0,

pois por hipétese uy < M. Portanto,
lu— MYl =0, Ve,

e, consequentemente,

Ou seja,

u(t) — M =—(u— M) (t) <0, paratodo 0 <t <t,
e concluimos que u(.,.) < M. n

Observagao 3.1.3. O modelo com crescimento Verhustiano e k(x —~(t)) = 0, ou seja, k = 0
e 0 < wuy < M, ja foi estudado por véarios autores na literatura, por exemplo Henry [18],
Pazy [38], Smoller [42], etc. Em Smoller [42, Chapter 10, p. 93 ] o autor utiliza o método de
comparagao para mostrar que se 0 < uy < M, entdao a solugdo do problema (1.4) também

satisfaz 0 < u < M.

Baseados nestes resultados anteriores, mostraremos a seguir que a solucao local do pro-
blema (3.1), obtida pelo Teorema 3.1.1, é de fato global, isto é, a solucdo existe para todo
t > 0. Em particular, também mostraremos um resultado de regularidade para esta solucao

em Q =0 x(0,7), com0<T < +c0.

49



Teorema 3.1.2. Consideremos as mesmas hipoteses do Teorema 3.1.1 e suponhamos

0 <wup(.) < M. Entao, a unica solug¢io u(t) € D(A) do problema

Ou—vAu = au— %uQ — bk(z — y(t))u,

u(0,.) = wy,
existe para todo t > 0. Também, considerando 0 < T < oo, temos que u € WQLQ(Q) e valem
[ully2g) < C(T, Q) (L + [luola),
0 <u(t) <M paratodo te€0,7T).

Demonstragao: A existéncia e unicidade de solugao, em um intervalo [0,T'), é obtida pelo
Teorema 3.1.1. Como estamos supondo 0 < ug(.) < M, segue da Proposi¢ao 3.1.1 que a
solugao
0 <u(t) <M paratodo te€[0,7T), (3.14)
onde T = T(0,up) e ainda pela Proposi¢ao 3.1.1 temos que u, u;, Au € L*(0,T, L*(Q)).
Para concluir o resultado de que a solugao é global é suficiente mostrar que [|u(t)]q
permanece limitada quando ¢t — T'~.

Multiplicando

Ou — vAu = au — %uz —bk(z —y(t))u

por u e integrando em €2, obtemos

/u@tudx — 1// uAudr = /(au - izﬁ)udm - b/ k(x — y(t))u’dz.
Q Q Q M Q

Agora, usando (3.14) e observando que

(au—%uz)uzo, para 0 < u(t) < M,

<au - %uQ) u <0, para u(t) > M.

Concluimos que existe uma constante C' > 0 tal que

1d
5 7 1Oz + v[Vu@)llz: < C.
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Integrando em (0,t), com ¢ € (0,7T), obtemos que
t
lu()|7 + 2’// IVu(s)|[2ds < tC + [[u(0)||72 < TC + [Jugll72 < TC + Jluo|2,
0

para todo t € [0,7"). Portanto,

lu(®)I22(0) + VIIVull7e(q) < max{TC, 1}(1 + [uolla)*, (3.15)
para todo t € [0,7).
Em particular,
sup ||u(t)||r2) < (max{TC, IOY2(1 4 [Juglla), (3.16)
0<t<T

Agora, notemos que a solugao u(t) satisfaz a seguinte equagao integral

t ~
u(t) = S(t)ug + / S(t—s)f(s,u(s))ds.
0
Aplicando o operdor A e usando a Proposigao 2.3.6 item (2), resulta

A%u(t) = S(t)A%ug + / A*S(t —s)f(s,u(s))ds + / A*S(t — s)u(s)ds.

0 0

Logo,

[A%u) e < [ISOIIA w0l L2y + /Ot [A“S (= s)|[[|.f (s, u(s) | 2ds
b [ 1A= o
< M|[A%upl|r2(0) + /Ot [A“S(t = s)||[1.f (s, u(s)) || 2@ ds
b [ 1A (= ) s
Segue da Proposigao 2.3.6 item (3) que
|A“S(t — s)|| < Mu(t — s)" %) < C,(t — 5)7°.

Agora notemos que u(s) € D(A) C H*(Q) — C(Q) (Veja Proposicao 2.1.1) e 0 < k < 1.
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Logo

G, (sl = aM@;j%ﬂ@—th—%ww@)B@
< @ gruenu)] ,  + o)l
< o+ 7u@)|_luls)liew + o172
< Cla, M)+ uls) o luls)] 2y + BTV2C
< Cla, M)TY2(1 + [Ju(s)loo) + bT'/*C
< Cla, M)T*(1+ |lu(s)la) + bT*C.

Onde também usamos que para g <ac< 1, X* — C(Q) (Veja Coroldrio 2.3.1). Logo

t
M%@Mm>sAMMWM+/aﬂ—ﬁﬂwwamuﬂwﬂm+wmm@
0

+ /0 Co(t — 8)"||u(s)||ads

t
Mwwmﬁ4umMﬁWA@—@”a+M@mm8

IN

t t
+ le/QC/(t—s)_o‘ds+/ Co(t — 3)7|u(s)]|ods
0 0
t
M4l + Cala, b AT [ (2= 5) s
0

t
+—ammMWWA@—$”M®M$

VAN

tl—oc
= M| A%wglla + Cala, b, M)T2—
—
t
+ Claa, M)TW/ (t = 5)~[[u(s) |uds.
0
Assim,

T1/2+17a

lu@®)lla = M[A%uolla + Cala, b, M, l[uolla) ———

t
o+ Claa T [ (-9 u(s)ads
0

Portanto, pelo Lema de Gronwall (Lema 2.6.2) temos
|A%u(t)]| 2 = |Ju(t)|| < C, paratodo t € [0,T).
Portanto, para qualquer sequéncia (t,) em [0,7) tal que, ¢, — T~ temos que
T Jut,)o < C < oo,
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e aplicando a Proposicao 2.3.10 concluimos a primeira parte do resultado, ou seja, a solucao

é global.

Agora, multiplicando a equacao
a o
Ou — vAu = au — —u® — bk(z — y(t))u
M
por dyu e integrando em ), e observando que

ou 9 [ [V
h(u)a =% (/0 h(T)dT) , (z,t) € Q,

pois h(7) = at — %72 € C'(R) e u(x,-) € W,(0,T), obtemos

/(3tu)2da: — y/ Aududr = / <au — iu2> Oyudr — b/ k(z — »(t))udyudx
Q 0 Q M 0

/d/u(t)< >dd b/k( (t))udyud
= — as——s sdx — r — y(t))ududx.
o dt Jo M Q ! t

Logo, obtemos que

[@uvyar + FLIVu®lg
_ /Q % /O " (as — L) dsdx — b /Q k(z — ~(1))u(t)dyu(t)dz

d O a , 51 9
/QE/O (as—Ms>dsdx+b§/Qu(t)dx

+ %/Q(atu(t))Qdaz

IN

de onde vem que

1 ) d u(t) a ,
9 5 1t 2 < — _
(1 2) /Q(atu( ))? dx+2dt||Vu()||L @ < dt/g/o (a5 — 252 dsda

1
+ b2§0i1tlp Ju(®)]72q)-
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Agora, integrando no intervalo (0,t), para 0 < ¢t < T e usando que 0 < u(t) < M, para

0<t<T, vem

[ [onerasis s Svuag < [ [ (e Ls) asie
2Jo Jo 2 PO = Jo Jo M

— / /U(O) (as — %52> dsdx
aJo

1 v
+ = sup Jlu(t) |7z + 511Vu(0)]Z2 0
2 o<i<T 2

M a
< 2// ’as——sg‘dsdx
QJo M

1 1
2 2 2
+ 05 sup )0y + 1Vl

para todo 0 < ¢t < T. Segue do Coroldrio 2.3.1 que X — H'(Q), para % < a < 1, deste

resultado de imersao e usando (3.16) aplicado nesta tltima desigualdade implica que

t
/O /Q(asU(S))QdIdS +HIVu®)lZz @) < CA + uolla)® + IVuollZzi) < C(1+ [luolla)*;

para todo 0 <t < T, ou seja,

T
/ / (Ouu(s))?dds + sup [Vu(t)|2iey < O+ Ju]la)?. (3.17)
0 Q

0<t<T
Assim, segue de (3.16), (3.17) e a Proposigao (3.1.1) que, para cada 0 < ¢ < T, u(t) satisfaz
o problema eliptico

—Au(t) + %u(t) = % [—atu(t) + (a + u(t) — %u(t)z — bk(x —y(t)u(t)| =: h(t) € L*(Q)

e

(0/0n)u(t) =0 em (.
Portanto, segue da teoria de regularidade eliptica que u(t) € H*(Q) e
[u(®)]| 2 < ClIR(E)] 20,

o4



para todo 0 <t < T.

Portanto, segue dos resultados anteriores que

T T
/ () 2t < C/ IR0t < C(T, |9], M)(1 + |luolla)® < oo.
0 0
Assim, concluimos junto com (3.17) que u € W,*(Q) e

[ullyr2iq) < C(T, 192, M)(1 + [luolla)- (3.18)

3.2 Solucao do Problema no Caso de Nao-Linearidades
Mais (zerais

Nesta se¢ao, abordaremos o problema (1.4) no caso em que a nao-linearidade é dada pela
expressao:
flz, t,u) = g(z, t,u) — bk(x — ~(1))u.
Aqui, Como antes, b é uma constante positiva, v € (H'(0,1))?, 0 < k(.) < 1 é uma
fungao de classe CZ(R? R).

Por outro lado, nesta se¢ao analisaremos o caso em que condi¢oes mais gerais para a
expressao de g, que é a responsavel pelo crescimento da populagao de mosquitos, é conside-
rada.

Vamos supor que g : Q xR — R é uma funcao de Carathéodory, ou seja, para cada z € R,
a funcao ¢(.,.,z) é mensuravel em @ e, para cada (z,t) € @, a funcao g(z,t,.) € C(R,R).

Além disso, vamos supor que também valem as seguintes hipéteses sobre g:
(H1) Para cada (z,t) € Q, g(z,t,.) : R — R é de Classe C',
(H2) g(z,t,0) =0 e existe M > 0 em R tal que

gz, t,u) <0 se u>M,
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(H3) Existem constantes Cy > 0,0 <v < ler > 1tal queV(x,t1), (z,t3) € Q e Vuy,us € R
lg(x,t1,u1) — g(z, ta, u0)| < G(t1, ta, ur, ug)(Jur — ug| + |t1 — t2"),
onde |G(t1,t2,U1,UQ)| < C()(]_ —+ |U1|T71 + |U2|Tﬁl).

A seguir damos alguns exemplos de fungoes que satisfazem as condigoes anteriores.

Exemplo 3.2.1. g(z,t,u) = au — %u% com a > 0, M > 0 constantes. Aqui, r = 2.

2m

Exemplo 3.2.2. g,,(x,t,u) = aju — ag,u”™, com m € N, a; > 0 e ay, > 0 constantes,

1
M = (L>2m_1 er=2m.

a2m

Exemplo 3.2.3. Um exemplo mais geral é considerar um polinémio da forma
glx, t,u) = ayu + agu® + ... + agyu’*,
onde ag, < 0e k €N.

Estamos interessados em provar um resultado de existéncia e unicidade de solugoes para

o seguinte problema

Ou—vAu = f(x,t,u) em Q=Qx(0,7T),
(@/on)(u) = 0 em S =0Qx(0,7), (3.19)

u(0,.) = wu em (),

onde f(z,t,u) = g(z,t,u) — bk(x —v(t))u e 0 <T < 400 é dado.

Pelas mesmas razoes da secao anterior, consideramos o problema reescrito na forma:

Ou—vAu+u = f(z,t,u)+u em Q=Qx(0,7T),
(@/on)(u) = 0 em S =00 x(0,7), (3.20)

u(0,.) = wuy em O,

Observagao 3.2.1. Notemos que encontrar uma solugdo do problema (3.19) é equivalente

a encontrar uma soluc¢ao do problema (3.20).
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Denotando X = L?*(f2), consideramos a seguinte formulagao abstrata para o problema

(3.20).
Ou+ Au = f(t,u) em Q=Qx(0,7),
u(0,.) = wuy em (2,
onde
A=-vA+1,

com dominio

D(A) = {u € H*(Q); (9/0n)(u) = 0},

e também

flt,u)(z) = f(z,t,u) +u=g(z,t,u) + u— bk(x — y(t))u,

onde € C R? é um aberto limitado de classe C2.

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

Agora, mostraremos que a nao-linearidade f definida em (3.24) é localmente Hélder

continua em ¢ e localmente Lipschitz em x € U, onde U é um aberto de Rt x X“. Por

densidade é suficiente mostrar para U um aberto de RT x D(A).

Dados uy,uy € D(A) C H*(Q) — C(Q) e t1,t5 € (0,T), segue de (H3) que

IN

lg(z,t1,u1) — g(x, ta, us)|| 2 |G (t1, t2, ur, uz)[(Jur — ug| + [t — ta|") || 2

A

IN

IN

o7

Coll(1+ Jur ™" + Jua| ™"y — sl 2 + |Q|t; —
Co(1+ [Jwn]|igt + [Jual[io M) [wr — uall 2 + |22t
Co(L+ fluallig® + [luallZg ) llus — uslla + Q2 [t: —

ty|”

—t2|v

o],



Logo, da estimativa (3.8) vem

[F(tr,un) = flta,ua)lle < [lg(stn,un) = g(sta, w22 + [lur — wal| 2
+ o(k(. = y(t))ur — k(. — y(t2))u2) |2
< Co(1+ lunllig™ + lluall i Y lur — ualla + |90 2 [t — ta]*
+ fur —uslla + [[0(A( = v(t1))ur — k(. — y(t2))u2)|| 2
< Co(l+ lunllig" + uallis Y llur — uslla + |92t — ta]*
+ Jlur — tala + bllur — ualr2 + bC(Q)|tr — tao |1V | 201y U2l 0
< Co(1+ llua |t + uall ) lur — ualla + [€02[t1 — to”
+ (40w — uslla +0CQ)tr = to] 7?1V || 201 2| -

Por outro lado, sabemos que para 1/2 < a < 1, X® «— () (veja a Proposicao 2.3.8,

comp=mn=2,v=0em=2). Segue entdao que
IF(t,w) = Fltasun)le < Co(L+ lua [l + ually ™) lJus — wallo + Q2 [t — taf”
+ (14 b)l[ur — uzlla + CQtr — o 17 [l 22 0.1 112 o

Portanto,

[f(t,w) — fltzun)|lre < L(llug — walla + |t — o] + [t — t2]'/?),

onde L = max{Co(1 + [[ual|5" + uall™), 1202, (14 5), bC(Q) 4| 20,1y [0l -
Com isso, mostramos que f estd nas condicdes da Definicdo 2.3.6. Assim, podemos provar
o seguinte teorema que prova um resultado de existéncia e unicidade de solucao local para o

problema (3.21).

Teorema 3.2.1. Suponhamos A e D(A) como em (3.22) e (3.23) respectivamente, f como
em (3.24) e suponhamos que g satisfaz apenas (H3). Entao, para cada uy € D(A%) com
1/2 < a <1, a equagdo
Ou+ Au = f(t,u),
u(0,.) = o,

tem uma unica solugdo local em Q = [0,t1) x €, onde t; = t1(0,uq) > 0.
Demonstragao: Basta aplicar a Proposicao 2.3.9. [ |
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Observagao 3.2.2. A solugao obtida pelo Teorema 3.2.1 é a tinica solugao da equagao (3.19)

em [0,%).

Agora, vamos provar um resultado de regularidade e uma estimativa para a tinica solugao

local de (3.21).

Proposicao 3.2.1. Suponhamos as mesmas hipdteses do Teorema 3.2.1, (H2) e também

suponhamos que ugy satisfaz

0 S U,()() S M,

para M > 0 dado em (H2). Entdo a solugdo u(.,.) obtida pelo Teorema 3.2.1 € tal que
ug, Au € L*(0,t1, L*(Q)).

Além disso,

0<u(,.)<M

em seu dominio de existéncia.

Demonstracao: Seja u(t) a solu¢ao do prolema (3.19), para t € [0,;), obtida pelo Teorema

3.2.1. Temos entao que
Ou — vAu = g(z, t,u) — bk(x — y(t))u, u(0) = u. (3.25)

Primeiramente suponhamos ug(.) > 0. Temos

Dado s > 0, definamos o subconjunto de X*“
Bs={ue X*%u>0 e |ull. < s}

Nosso objetivo é aplicar os Lemas 2.3.4 e 2.3.5.

Para isso, é suficiente mostrar que existe 3 = (s) tal que

f(t,u) + fu >0, paratodo u € Bs.
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Notemos que X — C(Q) para % < a < 1. Logo, existe uma constante C,, > 0 tal que
lu|loo < Colltt]|a- Assim, |u(x)] < Cus, gt.p = € Q, ou seja, —Cys < u(x) < Cys.

Para u € By segue de (3.26) que

Ft,u) > ut gl tu) — bu,
pois por hipétese 0 < k(.) < 1. Assim,

F(t,u) + Bu > Bu+u+ gla,t,u) — bu = u(l + B — b) + glx,t,u).

Segue de (H1) e do Teorema do Valor Médio que existe &, € (0,u), com 0 < u < Cys,

tal que, aplicando (H2) temos para cada t € [0,t;) que
g(z,t,u) = g(z,t,u) — g(x,1,0) = gu(z, 1, &) (u = 0) = gu(z, 1, &u)u.
Notemos também que de (H3) segue que
lg(z, t,u+h) — gz, t,u)] < Co(14|u+hl"" 4 |u|" " Hu+h —ul.

E portanto, para h # 0

g(x7t7u+h> —g(x,t,u)
h

< Co(T+4 Ju+h|" + |ul ),
que passando ao limite com h — 0 vem

|gu(z,t,u)] < Co(1+ 2ul 1) < Co(142C,s"1).
Em particular isso nos mostra que

—Co(1+2C,s" 1) < inf  gu(x,t,u) < Cp(1+20,s"1).
z€Q,tE[0,t1]
u€[0,Cqs)

Assim, concluimos que

Jltu) + Bu>u(l+ 8 =b) + gu(z,t,&)u = u(l+5—b+gu(w,t,6)

> u(l + ﬁ —b+ inszQ,tG[O,tl] gu(xa t, U))
u€[0,Cq 5]



Logo, tomando 8 >b—1— inf g,(z,t,u), segue que
zeQ,te(0,t1]
u€[0,Cq 5]

f(taU)JFﬁUZQ

para todo u € By com s arbitrério e ¢ € [0,¢;). Assim, concluimos o resultado aplicando o

Lema 2.3.5, ou seja, u(t) > 0 para t € [0,1,).

Também temos que a solugao u estd em L>(0,t;, X“), veja a Proposicao 2.3.9.
Segue do Coroldrio 2.3.1 (com p = 2,;n = 2 e ¢ = o0) que X® — L>(). Portanto,

u € L>®(Qy,) e é uma solugao do problema

u(t) = S(t)ug +/0 S(t —s)f(s,u(s))ds. (3.27)

Por hipétese temos que | f(s, u(s))| < ¢(1+|u|"). Logo, podemos concluir que f(s,u(s)) €
L0, 11, L*(2))
Segue da Proposicao 2.3.12 que

< C|If (s, ul( ) r2(0,0,r2(2))- (3.28)
L2(0,t1,L2(R2))

HA/Ot S(t — $)F(s, u(s))ds

Além disso, segue dos Lemas 2.3.2 ¢ 2.3.3, para 1/2 < oo < 1, que X < Dy (1 — %, 2) =
Dy (3,2). Portanto, ug € D4 (3,2) e f(t,u(t)) € L2(0,t1, L*(12)), segue de (3.28) jutamente

com a Proposicao 2.3.11 que

0
U Au € L¥(0, 1, LX(Q))
ot
Como u, %, Au € L*(Qy,) e Au= —Au + u, temos que Au € L*(Qy, ).

Agora, suponhamos ug(.) < M. Como ja observamos antes u(t) satisfaz a equagao
Ou — vAu = g(z, t,u) — bk(x — y(t))u, u(0) = up.

Notemos que (u — M) = (u— M)" — (u— M), du = dy(u— M) e Au = Alu— M).
Como nosso objetivo é mostrar que u < M, é suficiente mostrar que (u — M) = 0.

Temos

O(u—M)—vA(u— M) = g(z,t,u) — bk(x — v(1))u.
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Multiplicando esta equacao por (u — M) e integrando em §2, vem

/Q(?t(u—M)(u—M)*—y/A(u—M)(u—M)+

Q

- /Qg(x,t,u)(u —M)" - b/ k@ —~(6)ulu = M)™.

Q
Como ja sabemos que u(t) > 0 para t € [0,¢;). Segue que

——(u—=M)*®)|F + v[[V(u— M)
_ /g(m,t,u)(u—M)*—b/Qk:(:z—v(t))u(u—M)*
< fg(xat,U)(u—MV
S ]g(x,t,u)(u—M)++/ g(x,t,u)(u—M)+,
Qt

1 2
onde,

QL =Qn{z;ult) < M}

QL =Qn{x;u(t) > M}.
Por (H2) temos
/Qt gz, t,u)(u—M)" =0

1

/ g(z,t,u)(u— M)* <0.
Qt

2
Assim obtemos que

<
dt

que integrando em (0,¢), com 0 <t < t; vem

(u—M)*(t)]|7. <0,

1w = M) @)[172 = | (w = M)T(0)][72 < 0,

ou seja,

1w = M)*()Z < [l(u— M) ()72 = [[(uo — M)*|I72 =0,
pois por hipétese uy < M. Portanto
I(w = M)*(t)][7- =0
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e consequentemente

ou seja,

u(t) —M =—(u— M) (t) <0, paratodo 0<t<t.

Assim, concluimos que u(.,.) < M. [ |
Como antes, com estes resultados mostraremos que a solugao do problema (3.19) é global,

isto é, a solucao existe para todo t > 0.

Teorema 3.2.2. Consideremos as mesmas hipoteses do Teorema 3.2.1 e suponhamos

0 <wuo(.) < M. Entao, a unica solugdo, u(t) € D(A), do problema

Owu—vAu = g(x,t,u) — bk(z —y(t))u,

u(0,.) = wuy,

existe para todo t > 0. Também, considerando 0 < T < oo, temos que u € W21’2(Q),

[ullyr2iq) < C(T, 12, M)(1 + [luola)

0 <wu(t) <M paratodo t e [0,T]

Demonstragao: A existéncia e unicidade de solugao é obtida pelo Teorema 3.2.1 em um
intervalo [0,7"), com T' = T'(0,up) > 0. Como estamos supondo 0 < ug(.) < M, segue da
Proposicao 3.2.1 que

0 <wu(t) <M paratodo t€[0,7T). (3.29)

Segue entao que

|lu(t)||r2 < C paratodo t € [0,T). (3.30)

Para concluir o resultado ¢ suficiente mostrar que ||u(t)||, permanece limitada quando
t— 1.

Agora, notemos que a solugao u(t) satisfaz a seguinte equagao integral
t
u(t) = S(t)ug +/ S(t —s)f(s,u(s))ds.
0
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Aplicando o operdor A e usando a Proposi¢ao 2.3.6 item (2), resulta

A%u(t) = S(t)A%ug + / A*S(t —s)f(s,u(s))ds + / A*S(t — s)u(s)ds.

0 0
Logo,
¢
[A%u()]|2 < IIS(t)IIIIA"‘mHL?+/0 [A%S(t = s)[[1|f (s, u(s))|2ds

A*S(t — 2d

T / 1A°S(t — s)|[[u(s) | 2ds

< M|A%ol: + / 1A°S(t = )£ (s, u(s)) | ods
0

+ /0 1A%S (¢ — 8)|[[|u(s)| z2ds.

Segue da Proposicao 2.3.6 item (3) que
|A%S(t — s)|| < Mu(t — s)™ %) < O (t — 5)7°.

Agora notemos que u(s) € D(A) C H%(Q) — C(Q) (Veja Proposi¢ao 2.1.1) e por hipdtese
0 <k <1 Logo

1/ (s, uls))l 2 lg(t, u(s)) = bk (. —y(s))uls)] L2
lg(Z, u(s))ll2 + Ollu(s)l| 2

lg(t; u(s))]|2 + bC.

IA

IA
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Logo,

[A%u(t)]] 22

IA

@Al +Co [ (¢ 7 lgls sl + 0

+ C, / (t — ) Y|u(s)||r2ds

M| A®uq|| 2 + Ci / (t = 5)=[lg(s, u(s))l| 2ds + Ci / (t — s)~*bCds
b Co [ =9 uls)nds

T t
MAwl12 + Cog—bC+ Co [ (8 =) lg(s,u(o)) 12ds
0

+ C’a/o(t—s)_aﬂu(s)“des.

IA

IN

(3.31)
Agora, notemos que por (H2) e (H3) vem
lg(t, u()llz = lg(t, u(t)) — g(t, 0)]| L2 /
< ([ lottut) - ste.00F)
1/2 (3.32)
<cfax ru<t>|2”>|u<t>\2)

= ([ mop+ |u<t>|2f>)1/2.

Notemos que u(t) € D(A) C X Como X — L4(Q)), para q > 2, (veja a Proposigao 2.3.8
e Coroldrio 2.3.1). Temos u(t) € L1(Q) N C(Q), para q¢ > 2. Logo,

lote.uMle = € ( [ (Qute + fu >y?r>)”2

e (foran) e (for)”

< Cillu(®)|loo + Collu(®) ||}z

IN

Como 1/2 < a < 1, segue que X* — C(Q), ou seja,
[u()]loe < Cllu(®)]la- (3.33)
Por outro lado, segue do teorema de imersao de Sobolev (veja Proposigao 2.1.1) que
H(Q) — L),
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para 1 < g < oo. Como r > 1, segue que 2r > 2. Logo, existe C' > 0 tal que

[u() ]| < Cllu@)] -

Assim, por (3.33) temos que
g, u(t)l[r> < Cillut)lloe + Collu(®)l < Chllu(®)]la + Collu@) |- (3.34)

Testando
Ou — vAu = g(t,u) — bk(x — v(t))u

contra O;u e integrando em €2, também usando que 0 < k£ < 1 vem
/(atu(t))Qdm — V/ Au(t)ou(t)de = /g(t,u(t))@tu(t)da: - b/ k(x —~(t)u(t)oyu(t)d.
Q Q Q Q

Logo,

| @ato) o+ 2 vu)z < / ot w7 g, | 5@tz

b2
+ [ ut)de+ < / (Dyu(t))?dz
26 Q 2 Q
Tomando ¢ > 0 tal que 1 — e > 0 e usando que 0 < u(t) < M, para 0 < t < T, e usando
(3.36) vem

(1—¢) [ (Qeu(t)*dw + ——HVU( WEe < llg(tu())IE: + EHu(t)HL?
Q 2dt 2¢ 2¢

b2

1
< C|Q\§(M2 + M*) + ZM|Q|1/2 =R

Logo,

(1o / (@uu(t)dr + 2 S Vu(t) 3 < R

Integrando em (0,¢) obtemos
' 2 v 2 v 2 v 2
(-9 [ [ @u()dds + LIVu(b) < ZIVa(0)[: + R < 2| Vuols + TR
0 Ja
para todo 0 < ¢ < T'. Assim,

(1) / /@u Pardi + 2 sup [Vu(t)[}s < OO0+ [Vuolh).  (3.39)

O<t<T
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Em particular, este resultado junto com (3.30) mostra que existe uma constante C' > 0 tal

que

@)z < C.

Assim, segue de (3.34) junto com esta ultima estimativa que

g, u(®)l|r> < Crllu(t)llo + Co. (3.36)

Voltando a (3.31) temos

[u@lla <

IN

+

<

-«

T t
Ml + Cag =€ + Ca [ (=9 llg(s,u(s)) 12ds
0

C’a/o (t — s)"Yu(s)||r2ds

Tl-a t
M || A%ug|| 2 + C’al abC + C’a/ (t —s)"(Ci||u(t)]|o + Co)ds
- 0
t
CL/@—$”W@MMS
0 Ti-a t t
MW%M+@1aw+@/@ﬂﬁﬁw+a/@ﬂﬁﬁMWWS
‘ - 0 0
cu/&—@ﬂw@MMS
0 Tl—a 11—« t
M| A% g2 + Co b 4 €,y @+@wﬁn/u—ﬁwwmw
11—« 11—« 0

Segue do Lema de Gronwall (Lema 2.6.2) que

[u(®)]lo < C < o0,

ouseja, lim ||u(t)||o < C < oo. Isto conclui a primeira parte do resultado, ou seja, a solu¢ao
t—T—

é global.

Por outro lado, segue desta tltima estimativa, (3.36), (H2) e (H3) que

lg(t,u(®))]2 < C, (3.37)

pata todo 0 <t <T.

Por (3.35), dyu € L*(Q) e

l0rulloiq) < CUT, Q)1+ [Vaoll2) < CT, Q)1+ uollin ).
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Agora, segue do Coroldrio 2.3.1 que X* — H'(Q), para % < a < 1 e portanto
00l 2210 < CTL QL + o) (3.38)

Assim, segue de (3.37) e (3.38) que, para cada 0 < t < T, u(t) satisfaz o problema eliptico

—Au(t) + %u(t) _ 1 [—Ouu(t) + g(t,u(t)) +u(t) — bk(x — v()u(t)] =: h(t) € L*(Q)

v
(9/0n)u(t) = 0.
Portanto, segue da teoria de regularidade eliptica que u(t) € H*(Q) e

lu()||z2) < CllR(E)|| 20,

para todo 0 <t < T.

Portanto, segue dos resultados anteriores que

T T
A\MW%@ﬁSCAmeﬁmﬁsaﬂmﬂ+mmf<w

Assim, concluimos desta tltima estimativa junto com (3.38) que u € W, *(Q) e

HUHWZ}’Q(Q) < C(T, Q) (1 + |luolla)- (3.39)
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Capitulo 4

Problema de Controle Otimo com

Nao-Linearidade do Tipo Verhust

Neste capitulo, trataremos de um problema de controle étimo associado a uma equacao
diferencial parcial semilinear; tal problema modela matematicamente uma situacao em que
se quer controlar uma populagao de mosquitos presentes em uma certa regiao via pulve-
rizagao de inseticida. Nossa abordagem consiste em repensar tal problema de controle em
um problema de otimizacao abstrato para, em seguida, mostrar a existéncia de solugao 6tima
e as respectivas condigoes necessarias de otimalidade de primeira ordem via o formalismo de

Dubovistskii e Milyutin.

4.1 Formulacao Matematica do Problema

Ao longo deste capitulo consideraremos  um aberto limitado do R?, com fronteira 0

pelo menos de classe C?, e uma constante 0 < T' < +o0.

Definicao 4.1.1. Ao longo deste capitulo denotaremos o conjunto dos controles admissiveis

por

A={y € (H'(0,T))* ~(0)=0}, (4.1)
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o qual é subespago fechado de (H'(0,T))?, com a topologia induzida pela norma

1
T 2
|wmmw¢W::(A h«wﬁw) . (42)

Observagao 4.1.1. Na defini¢ao anterior a expressao dada por (4.2) é de fato uma norma

pois, para cada curva v € A temos que v(0) = 0.

Consideremos o funcional J : A x W3 (Q) — R definido por

T T T
Jmenm/|wm%vun/|¢@ﬁﬁ+m/’/wm¢WMﬁ7 (4.3)
0 0 0 Q

onde po > 0,11 > 0, pp > 0 sdo constantes, v é o controle que atua na equagao e u(z,t) é o
estado tomado como solugao da seguinte equacao diferencial parcial que governa a populacao

de mosquitos:

Ou—vAu = au— %UQ —bk(x —y(t)u em Q=Qx(0,T),
(@/0n)(u) = 0 em S =00 x (0,T), (4.4)
uw(0,.) = wup em

onde v,a, M e b sao constantes positivas, ug € X®, para 1/2 < a < 1 (ver Definigao 2.3.3).

O problema de controle étimo que estudaremos neste capitulo é o de encontrar uma par

(v, u*) € A x WyH(Q) tal que, (v*,u*) seja um minimo do funcional (4.3) sujeito a (4.4).

A seguir, apresentaremos os teoremas que justificam a existéncia e unicidade de solugao
das equagoes de estado e co-estado.

A demonstracao do préximo teorema segue diretamente do Teorema 3.1.2.

Teorema 4.1.1. Dadas as fungoes k € C3(Q,R) tal que 0 < k(.) < 1, ug € X%, com
$ < a < 1 e satisfazendo 0 < ug < M e~y € (HY0,T))*. Além disso, v > 0, a > 0 e
b > 0 sdo constantes e Q é um dominio limitado com fronteira OQ de classe C*. Entdo
existe uma tnica solugio u € Wy (Q) do problema (4.4) satisfazendo, 0 < u(t) < M e a
sequinte estimativa

HUHWQQ’I(Q) < Mi(1 + Jluolla),
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com Ml uma constante que depende apenas de T,v,a,b, M e |€)].

O seguinte resultado é um caso particular, simplificado para as necessidades deste tra-
balho, da teoria LP (cléssica) para equagoes diferenciais parciais parabdlicas lineares com
condigbes de Neumann na fronteira (Ladyzenskaja [19, Teorema 9.1, p.341], o qual vale
para condigoes de Dirichlet, devidamente modificado pela observagao ao final da Secao 9 do

Capitulo 4 para a condi¢do de Neumann) .

Teorema 4.1.2. Sob as mesmas hipdteses do Teorema 4.1.1, sendo 3 € (HY(0,T))* e

v e LYQ) dadas, existe uma unica solu¢io p € W (Q) para a equagio

0~ vAp = g'(0) p— bh(z — Blp—v em Q= x (0,T),
(0/0n)(p) =0 em S =002 x (0,7T], (4.5)
p(T)=0 em €,

a
onde g'(v)p = ap — M’up. Além disso, vale a sequinte estimativa

Hp“WQQ’l(Q) < Malvl|zaq)

com My uma constante que depende apenas de T,v,a, M,b e |Q)].

4.2 Formulacao como Problema de Otimizacao e Re-
sultados

O problema de controle anunciado anteriormente pode ser equivalentemente representado

pelo problema de otimizacao definido por

min  J(y,u), (4.6)

(’Yvu) EUnq

onde U,y ¢é definido a seguir.
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Definigao 4.2.1. Fizado ug € X, para 1/2 < a < 1, o conjunto admissivel U,q € dado por

uma restricao de igualdade definida por
Una = {(7,1) € A X W5 (Q); M(7y,u) = 0},

com M : AxW3H(Q) — L*(Q)x X, o operador definido de tal forma que M(y,u) = (1, p),
se (¥, p) satisfaz a equagdo definida por

0w — vAu — au + %UQ +bk(z—v(t)u=1v em Q=Qx(0,T],
(8/0n)(u) = 0 em S =090 x (0,7, (4.7)
u(z,0) —up(x) = ¢ em €.

Definigao 4.2.2. (v, u) € Uyq € chamado uma solugd@o otima (local) de (4.6), se existir

e >0 tal que
J(y,u) < J(B,0),

para todo (3,v) € Uyq satisfazendo

18 = Al oy + o = ullyzig) < e
Precisaremos do seguinte resultado técnico.

Lema 4.2.1. Dadas v € (C([0,T]))* e k € Cy(R* R). Consideremos a funcao

K :R? x [0,T] — R definida por K (x,t) := k(z—~(t)). Entio, K é uma func¢ao continua de
suporte compacto e se (7,)5%, € uma sequéncia em (C([0,T)))? tal que v, — v fortemente
em (C([0,T]))?. Entdo, seque que K,(x,t) := k(x — ~,(t)) converge uniformemente para
K(z,t) :=k(z —~(t)) em R? x [0,T).

Demonstracao: Para detalhes da demonstragao veja Araujo [6, Lema 3.2.3, p. 34].

Observagao 4.2.1. O resultado do Lema 4.2.1 ainda continua vélido substituindo (C'([0, T]))?
por (H'(0,7))? e a demonstragao ocorre de maneira andloga, visto que, a imersao

H'Y(0,T) — C([0,T]) é continua.
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4.2.1 Existéncia de Controle Otimo

Nesta se¢ao, provaremos que o problema (4.6) tem solugao. Para isso, tomaremos uma
sequéncia minimizante ((y,,u,))5, associada ao problema (4.6) e, aplicando alguns re-
sultados auxiliares descritos no Capitulo 2, mostraremos que essa sequéncia admite uma
subsequéncia convergente para um limite (7*, u*) que serd uma solugao 6tima do problema

(4.6).
Teorema 4.2.1. Sob as hipdteses do Teorema 4.1.1, o problema (4.6) possui uma solugdo.

Por ser extensa, a prova deste teorema sera feita em varias etapas.

Demonstracao do Teorema 4.2.1:

Primeira etapa: U,y # (). De fato, dado £ € A, segue do Teorema 4.1.1 a existéncia de

uma tnica solucdo z € W3 (Q) para a equacio (4.4), em particular M(£,2) =0 e
T T T
He2) = [ JeOPd [ €OPd v [ [ Pl @)
0 0 0o Ja
Agora, tomando C' = max{ g, pt1, po} > 0, obtemos
J(& 2) < CUIE G omye + 121172iq) < o0

Logo, (&,2) € Uyg. Assim U,y # .

Segunda etapa: Agora provaremos que cada sequéncia minimizante possui subsequéncia
convergente para um limite (v*,u*) € (H'(0,T))? x W5 (Q).
Consideremos uma sequéncia ((7,, un )5, C Uyg tal que
lim J(y,,u,) = inf  J(v,u),

n—00 (7,u)EUqa

isto é, uma sequéncia minimizante.

Logo, existe uma constante Cy > 0 tal que

0 S J(’Ymun) S 007
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para todo n € N. Portanto, segue da defini¢ao de J(.,.) que

T T T
Tomw) =0 [ palPde+ [ pu@Paesm [ [ e < G
0 0 0 Q

para cada n € N. Assim, concluimos que

Co

H’VnH%Hl(o,T))? < I (4.9)

para cada n € N.
Por outro lado, como a imersao H'(0,T) < C([0,T]) é continua e compacta e H*(0,T)
é reflexivo, existe v* € (H'(0,T))? e uma subsequéncia, que continuaremos denotando por

(Yn)aZi, tal que
Y — v fortemente em (C([0,77))?

Yn — " fracamente em (H'(0,7))*.

Além disso, para cada n € N, (v,,u,) € Uyq, em particular M(7y,,u,) = 0. Também

segue do Teorema 4.1.1 que existe uma constante Cy > 0 tal que

||un||W22»1(Q) < Oy,

para cada n € N.
Agora, aplicando o resultado de imersao dado pela Observagao 2.1.1 obtemos que, a

imersao Wy ’1(Q) — L*(Q) é compacta e mais, da reflexividade de W} 1(Q), podemos extrair

)
n=1»

uma subsequéncia, que continuaremos denotando por (u,) tal que

u, — u* fracamente em W22’1(Q); (4.10)

u, — u* fortemente em L?*(Q).
Terceira etapa: Mostremos que v* € A.
Para cada n € N, 7,(0) = 0 e segue da segunda etapa que 7, — v* em (C([0,7T]))%.
Logo,
7°(0) = 0.
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Quarta etapa: Provemos agora que o ponto (v*,u*) € A x W2 (Q), obtido na segunda

etapa, satisfaz a equagao
ou* — aAu* = au” — L bk(x —~"(t))u".
M
Sabemos que para cada n € N, M(v,,u,) = 0, ou seja,
Oy, — VAU, = au, — - bk(z — v, (t))u, em Q = Q x (0,77,

M n
(0/0n)(uy) =0 em S =00 x (0,7T],

up(x,0) = ug(x) em S

Agora, como a sequéncia (u,); ¢ limitada em W' (Q), resulta que
HunHLQ(Q) + ||DzunHL2(Q) + ||Dg2cun||L2(Q) + Hatun||L2(Q) < Co.

Logo, obtemos que
Oyu, ¢ limitada em L?(0,T; L*(2)),
Au, 6 limitada em L*(0,T; L*(Q)).
Agora, da reflexividade de L?(0,T; L*(Q2)), e a compacidade da imersao
W3 ’1(Q) — LP(Q), p > 1 (Veja Observagao 2.1.1), podemos extrair uma subsequéncia, que

continuaremos denotando por (u,)> ;, tal que

Oy, — uy fracamente em L2(0,T; L?(2)),
Au, — uy fracamente em L%(0,T; L*(2)),
u, — u* em L*0,T;L*)) fortemente e quase sempre em Q.
Logo
u? — u*? quase sempre em Q. (4.11)

Também

u, ¢ limitada em L*(0,T; L*(f)).
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Como |uz || r2(@) = l[unllZ1(g), temos também que
u? é limitada em L*(Q). (4.12)
Passando a uma subsequéncia se necessario, temos que
u? — v fracamente em L*(0,T; L*(Q2)).
Dai, usando as seguintes imersoes:
L*(0,T; L*(Q)) = (L*(0, T5 L*()))' — H(0,T; L*(Q)) — D'(0, T; L*(2))
e também como u, — u* fortemente em L?(0,7T; L*(R))), segue que
u, — u* em D'(0,T;L*(Q)).
Logo, da teoria de distribuigao, vem

Oy, — Opu* em D'(0,T; L*(R)),
Au,, — Au* em D'(0,T;L*(Q)).

Mas, da unicidade dos limites obtemos que
w = o’ e uy = Au’.

Assim, concluimos que

u, — u* fortemente em L*(0,T;L*(Q)),
Oyu, — Owu* fracamente em L*(0,T; L*(f2)),
Au, — Au* fracamente em L?(0,T;L?*(2)).

Agora mostremos que v = u*>.

Temos de (4.11) e (4.12) junto com o Lema 2.6.1 que

u? — u*® fracamente em L*(Q).
Por outro lado, dado w € L*(Q) arbitrdrio mas fixado, temos que

(W — v, w) )| < (W = ud, w) )| + [(un® = v, W) L2 .
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Assim, por passagem ao limite concluimos que
(u*? — v, w)12(g) = 0,
para todo w € L?(Q). Fazendo w = u** — v, segue que v = u**. Portanto, concluimos que
u? — u*? fracamente em L2(0,T; L?*(Q)).
Agora provemos que
k(2 — yp)up — k(x —y")u*  fracamente em L*(0,T; L*(12)).
Pelo teorema de representacao de Riesz ¢ suficiente provar que

/0 /Qk;(:zc — Y () up (2, t)p(z, t)dxdt —>/O /Qk;(:p — () u* (z, t)p(z, t)dxdt,

para todo ¢ € L?(0,T; L*(2)) pois, L*(0,T; L*()) é um espago de Hilbert.

Assim, consideremos a sequéncia de fungoes, K, (.,.) : R? x [0, 7] — R definidas por
Ky(z,t) := k(x — 7,(1)).

Segue do Lema 4.2.1 que a sequéncia K, converge uniformemente para K, ou seja, dado
e > 0, exite ng tal que
sup [k(z — () — k(z —77(1))] <,
z€R2te(0,T
para todo n > ny. Logo,

| /Qk(x — Y () un (2, t)p(x, t)dadt — /Q k(x — () u*(z, t)p(x, t)dudt|

< /Q k(@ = 7 (8))un(@, t)p(2, 1) — k(z — 7" (t))un(z, t) (2, t)|dudt

+/Q k(@ — 7" (8))un(z, t)p(z, 1) — k(z — 7" (t))u* (2, t)p(z, t)|dzdt

< supk(z = 7(t) — k(z — (1)) / |un(@, t)¢(z, t)|dedt
x€R2,t€[0,T] Q

+  sup |/f(x—’v*(t))!/Q!un(xat)—U*(x,t)\lso(x,tﬂdwdt

z€R2,t€[0,T]

< sup fk(z = 7(t) — k(z = () [unll 2@ el 2@
z€R2,t€[0,T]

+  sup [k(z =" ()|lun — v 2@ el r2(@)
z€R2t€[0,T]
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e o resultado segue tomando o limite em n pois, u, converge fortemente para u* em L?(Q)

e consequentemente [|u,||r2(g) ¢ limitada. Assim, concluimos que
k(2 — vp)up — k(x —y*)u*  fracamente em L*(0,T; L*(12)).
Agora, consideremos a equacao definida por
Oy, — Auy,, = auy, — %ui —bk(z — Y (t))un. (4.13)
Resulta dos limites obtidos anteriormente que
ou* — aAu* = au* — %u*z —bk(x —~*(t))u",
mediante a passagem ao limite fracamente em L*(0,T; L*(Q2)) na equagao (4.13).
Quinta etapa: Agora, provemos as condicoes de fronteira, ou seja,
(0/0)(u*) =0em S =00 x (0,7T].

Definamos

D(.) = rest|g : L*(0, T3 H*(Q)) — L*(0,T; H*"2(99)),

o operador traco dado pela Proposi¢ao 2.1.2, com % <s<l1.
Temos que a sequéncia (u,)°>,; é limitada em W, (Q). Logo, (u,)>, é limitada em

L*(0,T; H*(Q2)) pois, usando equivaléncia de normas podemos considerar

=

HuHW22’1(Q) = (HUH%Q(Q) + HDIUH%2(Q) + HD?UUH%%Q) + HDtuH%Q(Q))

> (/ \u|2dxdt+/ \Dxu\Qd:vdtJr/ | D2u|%dzdt)?

Q Q Q

T T T 1
— / ()2t + / 1Dttt + / | D20(t) 20 )

~ / ()22t

= |lullz2(0.1;m20))-

SIS

Também, (dyu,)%, é limitada em L2(0,T; L*()).

78



Como
HY(Q) — HE(Q) — LX),
sao imersoes continuas para 0 < e < 3, com a imersao H?*(Q2) — H 37¢(Q) compacta pela

Proposicao 2.1.3. Segue do Lema 2.1.2, a existéncia de uma subsequéncia (u,, )52, tal que

Up, — u* fortemente em L2(0,T; H2(<)),

consequentemente,
Vu,, — Vu* fortemente em (L*(0,T; H%JFG(Q)))Q.
Portanto, segue da continuidade do operador I' que

(0/0m) (un, )| = (Vi )| g = (V™ )| = (9/0m) (")

S

em L2(0,T; H(0Q)) — L*(0,T; L*(99)). Como (0/0n)(un,)|4 = 0 para todo k € N. Segue
que

(0/0m)(u*) =0 em L*(0,T; L*(09)).

Sexta etapa: Agora provemos as condigdes iniciais, ou seja, u*(z,0) = ug em .

- PR 2,1 :
Como a subsequéncia (uy,, )52 estd limitada em W5 (@), temos, em particular, que

(U, )52, estd limitada em L*(0,T; H*(S2))

e
(Opun, )52, estd limitada em L*(0,T; L*(9)).
Dai, pela Proposigao 2.1.4, com m = 0, vem
Uy, € C([0,T); H'(2))
e

Jnax |2y, () || E11(02) < C(||unk||L2(0,T;H2(Q)) + ||atunk||L2(0,T;L2(Q)))7
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para todo k. Logo, (u,, )3, é uma sequéncia limitada de L*(0,T; H'(2)). Temos ainda,

passando a uma subsequéncia se necessario, que
O, — Opu* fracamente em L*(0,T; L*(Q)).
Também sabemos que as imersoes
H(Q) — L*(Q) — L*(Q),

sdo continuas, com H'(Q2) — L*(Q) compacta. Segue do Lema 2.1.2, a existéncia de uma

subsequéncia, que continuaremos denotando por (u,, )3, tal que
Uy, — u* fortemente em C([0,T]; L*()).

Portanto,

i (0) = " (0) 1210 < v 1 () = (8)| 20,

fazendo o limite quando k — oo, concluimos que
o — u*(0) 20y = 0.

Portanto

u*(0) = up.

Sétima etapa: Conclusao do Teorema 4.2.1.
Das etapas anteriores concluimos que u* é solugao de (4.4). Portanto, o ponto (v*,u*)
satisfaz M(7*,u*) = 0 e assim obtemos que (v*,u*) € Uyq.

Também temos que o funcional J : A x W3 (Q) — R, definido por

Ty, u) = pol L2 0.y + 1l 1V |[F20 ) + b2l Il lZ2q)-
¢é convexo pois, as fungoes ||.||i2(0 T L*(0,T) - Re ||.||%2(Q) : L?(Q) — R sdo convexas.

O funcional J é semi-continuo inferiormente pois, é continuo. Como ja provamos que

para uma subsequéncia apropriada
(Yo, tn) — (7", u*) fracamente em (H'(0,7))* x L*(Q).
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Segue da Proposicao 2.2.3 que

J(v*,u) <liminf J(y,,u,) = inf  J(G,v).
(57v)€uad

Mais por outro lado, temos

inf  J(B,v) < J(y",u").

(/va)euad
Assim,
J(v,u*) = inf J(B,v),
(0u7) = ot J(8,0)
o que demonstra o Teorema 4.2.1. [ |

Observacao 4.2.2. Recordemos que um espaco de Banach real é chamado estritamente
convexo se a funcao norma

z— |[[z]]

é estritamente convexa. Observamos também que cada espaco de Hilbert real é estritamente

convexo ( veja Zeidler [45], Exemplo 5, p.69).

Segue da Observacao 4.2.2 que J : Ax W3 (Q) — R é um funcional estritamente convexo
pois,

J(v,u) = NJO||7||%L2(0,T))2 + H1||7/||?L2(0,T))2 + M2||U||%2(Q)>

e (L?(0,T))* e L*(Q) sdo espagos de Hilbert. Notemos que mesmo o funcional J sendo
estritamente convexo, nao podemos garantir de imediato a unicidade do controle, uma vez

que, nosso conjunto admissivel U,; nao é convexo. [ |

4.2.2 Calculo dos Cones Associados

Antes de provarmos o teorema principal deste capitulo apresentaremos alguns resultados
fundamentais para a aplicacao do formalismo de Dubovitskii e Milyutin.
Primeiramente, néo ¢ dificil verificar que o funcional J : A x W2''(Q) — R é Fréchet

diferencidvel em cada ponto (v*,u*) e em qualquer dire¢ao (3,v). Além disso, sua derivada
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¢é definida por

T T T
J (v, u)(B,v) = 2#0/ ~* - Bdt + 2,u1/ B + Q,MQ/ / u*vdxdt.
0 0 o Ja
Lema 4.2.2. O cone de diregoes de descida associado ao funcional J(.,.) : AxW5'(Q) — R,

no ponto (v*,u*) é dado por

Cr(v*,u*) = {(B,v) € Ax Wy (Q); J' (v, w*)(B,v) < 0}

e seu cone dual € dado por

[Co(y" uh)] = {g € [A] x W3 (@Q))59(B,v) = =M\ T (v, u)(B,v), para algum Ay > 0}.

Demonstracao: Basta utilizar o Corolario 2.5.1 e o Teorema 2.5.6. [ |

No lema a seguir, o operador M é o mesmo da Definicao 4.2.1.

Lema 4.2.3. (i) A aplicagio M(.,.) : AxW;(Q) — L*(Q)x X ¢ Giteaus - diferencidvel
e a derwada de Gateauzr de M no ponto (v*,u*) e na dire¢ao (3,v) é definida por

VeM(",u)(B,v) = (Mai(y",u’), Ma(7", u"))

onde My(v*,u*) e Mao(v*,u*) satisfazem a equagdio

O —vAv = ¢ (u*)v — bk(z — v )v + bVEk(z — v*) - fu* + Mi(7v*,u*) em @,
(0/0n)(v) =0 em S =00 x (0,77,

v(0) = Ma(7",u*) em €,
(4.14)

com ¢'(u )v:av—Mu v.

(ii) A aplicacao M(.,.) € estritamente diferencidvel e o operador VoM (v*,u*) € sobreje-

tivo.

Demonstragao:
Primeira etapa: Prova do item (i).
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Primeiramente notemos que a aplicacao g : L*(Q) — L*(Q) definida por g(u) = au—f-u’.
Esta bem definida, é Gateaux diferenciavel e a derivada de Gateaux da aplicacao g no ponto

v e na diregdo u é dada por ¢'(v)u = au — QMaUU-

De fato, g estd bem definida pois, para u € L*(Q), temos que u? € L?(Q).
Por outro lado, para h > 0 em R e u,v € L*(Q), temos que

g(v+hu)—gv)=nh (au - QMavu) - %hQ > = hg'(v)u + o(h),

onde o(h) = —{h*u®. Assim, concluimos que
N9l +hu) —gv) 1
lim — g (v)u = lim —{|o(R)]| r2(q) = O, (4.15)
h=0 h 2@ h0h

o que conlcui nossa afirmacao.
2,1 [ . .
Vale apena ressaltar que para Q C RN, com N =2, W,>' (Q) estd imerso continuamente

em L9(Q), para todo ¢ > 1. Assim, a solucdo u* obtida pelo Teorema 4.2.1 estd em L*(Q).
Para provar (i); devemos verificar que

= 0.
L(Q)x X

M *_'_h ) *+h _M *7 ¥ * * * *
(7 6“ hv) (fy U)_(M1(77U>7M2<77u))

lim
h—0+

De fato, temos que

My + hp,u" + hv) — M(y*, u")]
% [<8t(u* + hv) — vA(u* + hv) — g(u* + hv) + bk(z — (v + hB))(u* + hv),
(u* 4+ hv)(0) —up ) — (O™ — vAuU" — g(u®) + bk(x — v")u™, u*(0) — ug

g(u” + hv) — g(u”) ke — (" +hB) = Kz =77 .
:<8tv—VAv—< h )—I—b( N )u

Fok(a — (v + hﬁ))v,v(O)).

Sl

Dai, usando a identidade anterior e (4.14) obtemos que

>

1[M( *+hB,ut + hv) — My, u")]
- [Ml(ﬁ u*) + bk(z — (7' + hf))v — bok(z — v*) + ¢'(u*)v — (9(u + hi;L) —g(u ))

st (MEZ I M2 4 e — ) - 8, Mol )]
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Assim, concluimos que

M+ h y *+hv) — M *7 - * ok ot
| R LA Z MO (0 0. Mat )

L2(Q)xX®

= Wolb(z — (4 + hB)) — k(w — 7)) + g/ (o — (L) 9<u*>)

h
bt {k(l’ -+ hi)) “HE=) | G- 'y*)ﬂ] I22(@)-

Agora, nosso objetivo é aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue para
mostrar que o limite do lado direito desta ultima igualdade é zero.

Das hipéteses sobre k(.) temos o limite pontual dado por

i Fe ="+ h0) —kl@—v) k=4 (=F)) — k(@ —77)
h—0+ h h—0+ h

= Vk(z =) (=P

= —Vk(z =77 0.

Assim, vem

bt k(x — " —hB)) — k(x — ")
h

+ Vk(z —~*).8] — 0, qt.p. em RZ
Agora, aplicando o teorema do valor médio, existe 6 € (0,1) tal que

bz =" = hB)) — k(z =) = Vk(z — 7" — 0h3)) - (~hf).
Portanto,
b [k(fﬂ — (v +hf)) = k(z —77)

. V(-7 - g}

= —bu"[Vk(z — 7" = 0hp)) - B — Vk(z —77) - B].
Como por hipétese Vi € (C°(Q2))?, se segue do Lema 4.2.1 aplicado a fungao Vk que

existe uma constante Ny tal que
bu*[VE(z —~" = 0hp)) - B — Vk(z =) - B]| < 20N [u”||].
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Notemos ainda que 2bNy|u*||3] € L*(Q).

Da mesma forma, concluimos que

I A —hB) — k(z — )| =
Jim [k(z =57 = h3) —k(z =) =0

[k(z —~" = hB) — k(x —7")] < Na.

Dai, segue que a fungao k(z —v* — h3) — k(z —v*) € L*(Q) e

M(v* 4+ hf,u* + hv) — M(v*, u*)
h

< bllolk(z — (v + hB)) — k(z — 7]l r2q) + ‘
- {k(x — (v +hB)) — k(z — %)

- (M1(7*7 U*)> MQ(’V*v U*))

L2(Q)x H ()
u*

ghﬁv_(mw+h?—g()>

+VMw—f%ﬁ]

L*(Q)

b
) ’

L3(Q)
Agora, aplicando o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue e (4.15) temos o

resultado desejado para o item (i).

Segunda etapa: Prova do item (ii).

Para provar que a aplicacio M : Ax W' (Q) — L*(Q) x X* é estritamente diferencigvel
em (v*, u*), é suficiente mostrar que a funcao (y,u) — VgM(vy,u) é continua em (v*, u*) e
aplicar o item (i) juntamente com o Lema 2.5.1.

Agora, fixemos (8,v) € A x W3 (Q) arbitrario, tal que
VeM((y',u?)(B,0) = (Mi(7", 07), Ma(v", w7)).
Consideremos o operador
My Ax WHQ) — LX(Q),
definido por
M (v u*) = 0w — vAv — ¢'(u*)v + bk(x — " )v — bu*Vk(z — ") - 5.

Enquanto que o operador

My Ax WHQ) — X©

85



satisfaz

Mo (", u*) = v(0).

Esses operadores estao bem definidos e nao é dificil verificar que
VeM(y',u)( ) s Ax Wy H(Q) — LA(Q) x X°

¢ um operador linear e continuo. Agora, provaremos a continuidade de VoM em (v*, u*).
Consideremos (7, un) € A x W3 (Q) tal que (v, u,) — (v*,u*) fortemente em

A x WyH(Q). Temos que

M, un) = Ma(y", u¥) [l 22(q)
= ||(Opw — vAv — ¢'(up)v + k(. — vn)v — bu, VE(. — v,) - B)
— (0w —vAv = g'(u")v + 0k(. = 7)o = bu"VE(. = 7") - B)l|12(0)
= [[b(k(. = ) = k(. = y)v + (¢ (W )v = g'(un)v) = b(un VE( = 70) + w'VE( =) - B2
< Ol[(E(- = 70) = k(. =Y )l + 9" (w") = g (wn) V]| 220
ol (un VE( = ) = w'VE( =) - Bl 2 (@)-
Agora, temos que

2a

N 2a 2a .
' (u")v—g'(un)v||12(g) = ||av — —u"v — <(w — —unv) < MHU —Un || L2@) |l 22@)-

M M

L*(Q)

Portanto,
2
lg'(w) = o' ()| < 7" = wallzo
Pelas hipdteses sobre k e o Lema 4.2.1, vem
k(z — ) — k(z —~*) uniformemente em [0,7] x R?,
ou seja, dado € > 0, existe ng € N tal que

sup  [k(z — 7, () — k(z —7"(1))] <e
z€R2,t€[0,T]

para todo n > ng. Assim,

[0 =70) = k(=7 Dollizig) € sup  [k(w = 7(t)) — k(z =" O) 0]l z20) < ellvllz2)
z€R2,te[0,T]
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Notemos também que pelo Lema 4.2.1 aplicado a Vk, existe uma constante C' > 0 tal

que, |VEk(x —v,)| < C, paratodon € N e
Vk(z —7,) — Vk(z —~*) uniformemente em [0, 7] x R?,
ou seja, dado € > 0, existe n; € N tal que

sup  [VE(z — (t)) — VE(@ —77(1))] <,
z€R2,t€[0,T]

para todo n > n;.

Também existe ny tal que
|t — u*||r20) <€ e |un —u*||1aq) <€,

para todo n > ng, pois W3 (Q) estd imerso continuamente em L9(Q), para todo ¢ > 1 e
u, — u* em W3'(Q).
Tomando n3 = max{n;,ny} e aplicando a continuidade da imersao H'(0,7) — C([0,T1),

obtemos para n > n3 que

[unVE( =) - 8 =" VE(. = 77) - Bll2@
< max [B()|lunVE(. = 7n) — " VE( =720

0<t<T

= max [B(t)|[uVE( —7) — w'VE( = 7) + 0" VE( — %) = «"VE( = 7) | 12()

0<t<T
< .= —u* 2
fax |GV =) (un =)z
+b mase (O]l (VE(. = ) = VE(. = 7)) lz2(0)
< max 1BOIVE( = 7n) (g — w120
+ max |3(t)]  sup  |VE(z —3,(t) — VE(z — 7" (O))l[v*] 2)
0<t<T z€R2,t€[0,T]
< — 2 *1 72
Ogltag<T|ﬁ( NC N — u*||r2q +0rgaggplﬁ( el 2@
< €(C+ ||u*|| r2(q)) Tgfg%W( )|

< e(C H+ [[u || 2)) Cull Bll a 0,7y)2 = €Call Bl (a1 0,1))2

Portanto,
. x 2a
My (Vny tn) — Ma(Y 0" |2y < €| [|v]z2q) + M||U||L4(Q) + Col| Bl ¢z 0,2 |
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para todo n > ns.
Para provar a continuidade de My em (y*,u*), consideremos novamente
(Vs Un) € A x WSHQ) tal que (Yn, up) — (7%, u*) fortemente em A x W2'(Q). Segue da

defini¢ao de My que
Mo (Y, un) — Ma(v",u") | xe = [[v(0) — v(0)[|x = 0.
Assim,
||VGM(7n> un)(ﬁv U) - VGM(7*> U*)(ﬁ’ ,U)HLz(Q)XXCx
= [[(Mi1(yns tn)s Mo (Vs un)) — (Ma (7", u®), Ma(v", w)) || 22 (@) x xe
= [ Mi(Yns un) = Ma(y" 0| 2(@) + | Ma(Vns un) — Mo (7", u") || xa
= [Mi(yns un) — Ma(v", w12
< e(vllz2@) + 3FlvllLa@) + CallBll©.y2),
para todo n > n3. Portanto, obtemos que
IVeM (v, un) — VaM(@, ub)||
= sup{[|VeM(yn, un) (8, v) = Ve M (", u*) (B, v)l 2 @xxes (B, )l g0 mypy2swzi @) < 1}

2a
< esup {HUHH(Q) + M“UHL“(Q) + Col| Bl ¢t 0,002 1085 ) || 0,my)2x L4y < 1

2a
< 1+—+C5 ).
_€(+M+ 2)

para todo n > ng. Assim, concluimos que
Vg./\/l(’}/n, un) — VGM<’}/*, u*),

ou seja, a aplicagao (3,v) — VaM(B,v) é continua em (v*,u*). Logo, M(.,.) : A X
Wy Q) — L*(Q) x X® é estritamente diferencidvel em (7*,u*).

Agora, provaremos que VoM (7%, u*) é um operador sobrejetor.

Dados (@1, p2) € L*(Q)x X* e 3 € A, consideremos (3,v) € Ax Wy (Q) a tinica solucao
da equagao (4.14) com (M7, Ms) = (¢1, ¢2), obtida pela aplica¢do do Teorema 4.1.1. Logo,

VGM<7*> U*)<ﬁa U) = (9017 902)'
Portanto, VoM (v*, u*) é sobrejetor. Isso conclui a demonstracao do lema. [ |
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Lema 4.2.4. O cone tangente ao conjunto
W ={(8,v) € Ax W3 (Q); M(B,v) = 0},
no ponto (v*,u*) € A x Wi'(Q) € o subespago vetorial dado por
Ty (W) = {(7,1) € Ax Wy (Q); Ve M(y*, u™) (7, u) = 0}
e seu cone dual € dado por

[T oy )] = {g2 € [A] x W3 (@)]'5 92(v,u) = 0, ¥ (7, 1) € Ty (W)}
Demonstragao: A demonstragao segue do Lema 4.2.3 e do Teorema de Lyusternick (Teo-

rema 2.5.4), junto com o Teorema 2.5.5. |

4.2.3 Aplicagao do Formalismo de Dubovitskii e Milyutin

Nesta secao, provaremos o teorema principal deste capitulo. Este teorema fornece as

condigoes necessérias de otimalidade para uma solugao étima do problema (4.6).

Teorema 4.2.2. Seja (v*,u*) € A x W3 (Q) uma solugio dtima do problema (4.6), entio
existe uma func¢ao p* € W22’1(Q) tais que: (v*,u*) satisfaz
ou* —vAu* = au” — %U*Q —bk(x —~y")u" em Q= x (0,7],
(0/0n)(u*) =0 em S =090 x (0,77,
u*(0) = ug(x) em K.
p* € solugcao do problema adjunto, ou seja,
—0p" —vAp" = ¢'(u)p* = bk(z —")p" —u” em Q =Qx(0,T],
@/om)(p) =0 em S =00 (0,T],
FT) =0 em O,

*

onde g'(u*)p* = ap® — ;u'p*. Além disso, o controle v* satisfaz o sistema de equagoes
integro-diferenciais definido por

—m” + oy - uzb/ﬂp*U*W(x —")dz =0 em (0,7),

7°(0) =0,

y(T) =0,
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no sentido fraco que serd dado em (4.18).

Demonstragao: Primeiramente observamos que a existéncia de uma solugao étima (v*, u*) €
A x W3H(Q) para o problema (4.6) é garantida pelo Teorema 4.2.1.

Agora, segue do teorema de Dubovitskii e Milyutin (veja Teorema 2.5.1) que existem
funcionais lineares e continuos g1 € [C;(v*,u*)]* € g2 € [T(y+u+)(W)]*, ndo simultaneamente

nulos, tais que vale a equacao de Euler-Lagrange
g1+ g2=0. (4.16)

Sabemos que para algum A\; > 0,

92(B,v) = —gi(B,v) =\J (v, u")(B,0v)

T T T
= 2\ <u0/ ~* - Gdt + ul/ A Bldt + ug/ /u*vdxdt) ,
0 0 0o Jo

para todo (3,v) € A x W' (Q) (ver Lema 4.2.2).

Vejamos que \; > 0. De fato, se A\; = 0 temos que ¢g; = 0 e da equagio (4.16) deduzimos
que g2 = 0, o que contradiz o teorema de Dubovitskii e Milyutin. Portanto, A; > 0.

Seja v € A um controle arbitrario e tome w a solu¢ao da equagao linear dada por
Ow —vAw = ¢ (u*)w — bk(x — v )w + bVEk(x — %) - yu* em Q = Q x (0,77,
(0/0n)(w) =0 em S =02 x (0,7,

w(0) =0 em €,
(4.17)

2a
onde ¢'(u*)w = aw — Mu*w. Neste caso, temos que (7, w) € T4+ 4+ (W) e consequentemente

g2(7v,w) = 0.
Agora, segue da equagao (4.16) que

a(yw) = =MJ(yu) (v, w) =

T T , T
= —2)\ (,uo/ v 7dt+#1/ v -7’dt+ﬂ2/ /u*wdxdt) =0.
0 0 o Jao
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Como A; > 0, obtemos que

T T , T
uo/ ol -vdt+u1/ ol -v’dtﬂm/ /u*wdfﬁdtzoa
0 0 0 Q

para todo (y,w) € A x W3 (Q), com w solucdo de (4.17).
Notemos que, para cada u € L*(Q), o operador linear ¢'(u) : L*(Q) — L?*(Q), definida

por ¢'(u)v = av — {5uw, é tal que

/ a a /
(g (u)vr,v2)20) = /(avl — Muvl)wda:dt = / vi(avy — Muvg)dxdt = (v1, 9’ (u)v2) 12,
Q Q

para todo vy, v, € L*(Q).
Consideremos p* a variavel de co-estado, solu¢do da equagao adjunta & equacao (4.17)

(notemos que esta solugao existe pelo Teorema 5.1.2), definida por

—Op—vAp=g¢'(u)p—bk(x — v )p—u* em Q= x (0,71,
(0/0n)(p) =0 em S =00 x(0,T],
p(T)=0 em Q.

Dali, obtemos que
T T
/ / wrwdrdt = —/ /(—u*)wdmdt
o Jo 0o Ja
T
= _/ /[—&p* — vAp* — ¢'(u*) p* + bk(x — v*)p lwdzdt
0o Jo
T
— —/ /p*[atw —vAw — ¢ (u") w+ bk(x — v )w|dzdt
0o Ja
T
= —/ / bp*u*Vk(x —~*) - ydadt.
0o Ja
Assim, concluimos que
T T T
Mo/ Y ydt + / v A dt — Mzb/ /p*u*Vk;(a: — ") - ydzdt = 0, (4.18)
0 0 o Jao

para todo v € A.
Em particular, para todo v € (D(0,T))* C A vem

T
v*",'y> =— <7*',7’> =— / vy dt.
< (D/(0.7))2.(D(0.1)? (D/(0.1))2,(D(0.7)? 0
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Portanto, restringindo (4.18) a (D(0,T))?, obtemos no sentido de distribuigao que

<,u07* — uw*" — ugb/ puVk(x — 7*)da:,7> =0, Vvye (D(O,T))Z.
Q (D'(0,1))2,(D(0,T))2

Logo, obtemos em particular que

poy* () — ™ () — piab / prutk (& = (8))dx = 0, (4.19)
Q

no sentido de distribuicao.

Agora, obteremos as condigoes de contorno para o problema. Segue dos resultados ante-

riores que
7(0) =0, (4.20)
pois 7* € A.
Temos também que
y(T) =0 (4.21)

no sentido fraco. De fato, se v* tivesse mais regularidade de tal forma que v*" fosse integravel,

usando integragao por partes teriamos que

/

| v = mnm - [ e

De (4.18), vem

<M07* — - ugb/Qp"U*Vk(x —~")d, 7) + oy (Ty(T) =0,  (4.22)

(L2(0,1))?
para todo v € A.
Agora, por (4.19) obtemos que

Y (T(T) =0, Vy € A

Como para v € A arbitrério, v(7T") ndo é necessariamente nulo, segue que * (1) = 0.

De (4.19),(4.20) e (4.21) segue o teorema. |
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Capitulo 5

Problema de Controle Otimo com

Nao-Linearidade Mais Geral

Neste capitulo, trataremos do problema de controle 6timo sobre uma equacao diferencial
parcial semilinear, com uma nao-linearidade abstrata, que modela um problema matematico
de controle de populacao de mosquitos. Novamente, vamos transformar o problema de
controle em um problema de otimizacao abstrato, para, em seguida, mostrar a existéncia de
solucao 6tima e as condicoes necessarias de otimalidade via o formalismo de Dubovistskii e

Milyutin.

5.1 Formulacao Matematica do Problema

Ao longo deste capitulo consideraremos 2 um aberto limitado do R?, com fronteira 0
pelo menos de classe C® e uma constante 0 < T < +oo. Denotaremos o conjunto dos

controles admissiveis, o mesmo da Defini¢ao 4.1.1.

Consideremos o funcional J : A x W3 (Q) — R definido por

T T T
Ioew =po [ OPd [ OPd s [ P 60
0 0 0 Q

onde po > 0,11 > 0, uz > 0 sdo constantes, v é o controle que atua na equagao e u(z,t) é o

estado tomado como solucao da seguinte equacao diferencial parcial que governa a populacao
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de mosquitos:

Ou—vAu = g(z,t,u) —bk(x —y(t)u em Q=Qx(0,7T),
(0/0n)(u) = 0 em S =0Qx (0,7), (5.2)
U(O, ) = Up em €,

onde v,a, M e b sao constantes positivas.
O problema de controle 6timo que estudaremos neste capitulo é o de encontrar uma par
(v, u*) € A x WiH(Q) tal que, (v*,u*) seja um minimo do funcional (5.1) sujeito a (5.2).
A seguir, apresentaremos os teoremas que justificam a existéncia e unicidade de solugao
das equagoes de estado e co-estado. As demonstracoes dos mesmos seguem diretamente do

Teorema 3.2.2.

Teorema 5.1.1. Dadas as fungoes g satisfazendo (H1) — (H3), k € C}(,R) tal que
0<k()<1, upeX* coms;<a<l esatisfazendo 0 < ug < M e~ € (H(0,T))*. Além
disso, v > 0, a > 0 e b > 0 sdo constantes e Q) € um dominio limitado com fronteira OS)
de classe C*. Entio eriste uma tinica solu¢io u € Wy (Q) do problema (5.2) satisfazendo,

0 <u(t) <M e a sequinte estimativa
HUHWZQ’I(Q) < Mi(1+ [[uolla),
com Ml uma constante que depende apenas de T,v,b, M e €.

O seguinte teorema da teoria LP (classica) para equagoes diferenciais parciais parabdlicas
lineares com condigoes de Neumann na fronteira (Ladyzenskaja [19]; Teorema 9.1, p.341, o
qual vale para condigoes de Dirichlet, devidamente modificado pela observagao ao final da
Segao 9 do Capitulo 4 para a condigao de Neumann) em conjunto com a teoria de operadores
de Nemytskii dados na Secao 1.3 , justifica a existéncia e unicidade de solucao para a equagao

de co-estado.

Teorema 5.1.2. Sob as mesmas hipdteses do Teorema 5.1.1, sendo 3 € (H'Y(0,T))* e
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v € L¥(Q) dadas, existe uma tinica solugdo p € W;l(Q) para a equagao

—ﬁtp—yAp:gu(aj,t,v)p—bk‘(:E—ﬁ)p—v em Q:QX(OaTL
(0/0n)(p) =0 em S =00 x (0,77, (5.3)
p(T)=0 em €,

onde |gu(z,t,v)| < C(1+ |[v|"), Yv. Além disso, vale a sequinte estimativa
1Pz gy < Ma|lv]| L2

com Mg uma constante que depende apenas de T,v,a, M,b e |Q].

5.2 Formulacao como Problema de Otimizacao e Re-

sultados

O problema de controle anunciado anteriormente pode ser equivalentemente representado

pelo problema de otimizacao definido por

min J(vy,u), (5.4)

(’Yvu) EUgq

onde U,y é definido a seguir.

Definicao 5.2.1. Fizado ug € X%, o conjunto admissivel U,y € dado por uma restricao de

igualdade definida por
Uaa = {(7,u) € Ax Wy (Q): My (7, u) = 0},

com M, : A x W22’1(Q) — L*(Q) x X%, o operador definido de tal forma que My(y,u) =
(¥, @), se (1, ) satisfaz a equagdo definida por

Ou — vAu — gz, t,u) + bk(x —y(t))u=1v em Q=Qx (0,7,
(0/0n)(u) =0 em S =00 x (0,7, (5.5)
u(z,0) —ug(x) = ¢ em €.
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Definicao 5.2.2. (v,u) € Uyq ¢ chamado uma solugao otima (local) de (5.4), se existir

e > 0 tal que
J(y,u) < J(B,v),
para todo (B,v) € Uyq satisfazendo

1B =z omy2 + v — UHW;,I(Q) <e

Observacao 5.2.1. O resultado do Lema 4.2.1 ainda continua valido.

5.2.1 Existéncia de Controle Otimo

Nesta secao, provaremos que o problema (5.4) tem solu¢do. Para isso, tomaremos uma
sequéncia minimizante ((7vy,,u,))22; associada ao problema (5.4) e, aplicando alguns re-
sultados auxiliares descritos no Capitulo 2, mostraremos que essa sequéncia admite uma
subsequéncia convergente para um limite (v*,u*) que serd uma solugdo étima do problema

(5.4).
Teorema 5.2.1. Sob as hipdteses do Teorema 5.1.1, o problema (5.4) possui uma solugdo.

A demonstracao deste teorema segue as mesmas linhas da demonstracao do Teorema

4.2.1, por isso algumas partes vao ser omitidas por serem andlogas.

Demonstragao do Teorema 5.2.1: U,y # (). De fato, dado £ € A, segue do Teorema
5.1.1 a existéncia de uma tnica solucdo z € W3 (Q) para a equacio (5.2), em particular

M,(&, 2z) = 0. Temos que

T T T
&) = [ NP [P [ [P (50
0 0 o Ja
Agora, tomando C' = max{ g, pi1, po} > 0, obtemos
J (&, 2) < C(lEltm oy + 112lZ2g)) < oo

Logo, (&,2) € Uyq. Assim Uyg # 0.

96



Consideremos agora uma sequéncia ((Vy, t,))°2; C Uaq tal que

lim J(yn,u,) = inf  J(v,u),

n—00 (v,u)€Uaa

isto é, uma sequéncia minimizante.

Logo, existe uma constante Cy > 0 tal que
0 S J(’Yn)un) S 007

para todo n € N. Portanto, segue da definigao de J(.,.) que

T T T
Tomw) = [Pttt [ pa@Paem [ [ e < G
0 0 0 Q

para cada n € N. Assim, concluimos que

Co

a7 0.0yy2 < I (5.7)

para cada n € N.
Por outro lado, como a imersao H'(0,T) < C([0,T]) é continua e compacta e H'(0,T)
é reflexivo, existe v* € (H'(0,7))? e uma subsequéncia, que continuaremos denotando por

(771)20:17 tal que
Yn — * fortemente em (C([0,77))?

Yn — 7" fracamente em (H'(0,7))%.

Além disso, para cada n € N, (7, u,) € Uaq, em particular My(y,,u,) = 0. Também

segue do Teorema 5.1.1 que existe uma constante Cy > 0 tal que

||un||W221(Q) < 027

para cada n € N.
Agora, aplicando o resultado de imersao dado pela Observagao 2.1.1 obtemos que, a
imersao W5 (Q) — L*(Q) é compacta e mais, da reflexividade de W, (Q), podemos extrair

uma subsequéncia, que continuaremos denotando por (u,)5, tal que

u, — u* fracamente em W, (Q); (5.8)
u, — u* fortemente em L*(Q). .
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Temos que v* € A, pois para cada n € N, 7,(0) =0 e v, — v* em (C([0,T]))* Logo,
77(0) = 0.

Provemos agora que M,(v*,u*) = 0. Sabemos que para cada n € N, M, (v, u,) = 0, ou
seja,
Oty — VAU, = g(z,t,u,) — bk(x — v, (t))u, em Q = Q x (0,7,
(0/0n)(u,) =0 em S =090 x (0,T],
up(2,0) = up(x) em Q.

Agora, como a sequéncia (u, )2, é limitada em W3 (Q), resulta que
[unllz2i@) + 1 Dattnllz2(@) + |1 Diunllzzi) + [10itnll2(@) < Co.

Logo, obtemos que
Oyu, ¢ limitada em L*(0,T; L*(2)),
Au, 6 limitada em L*(0,T; L*(Q)).
Agora, da reflexividade de L?(0, T; L*(2)), e a compacidade da imersao W3 (Q) — LP(Q),

p > 1, podemos extrair uma subsequéncia, que continuaremos denotando por (u,)Se,, tal

que

Oy, — uy fracamente em L%(0,T; L*(Q)),
Au, — uy fracamente em L%(0,T; L*(2)),

u, — u* em L*Y0,T;L*Q)) fortemente e quase sempre em Q.
Além disso,
g(z,t,u,) — g(x,t,u*) fortemente em L*(Q). (5.9)

De fato, por (H3) e usando a desigualdade de Hélder

/ lg(z,t,un) — g(x, t,u")Pdedt < C) / (14 a1+ "2 |up — w*Pdadt
Q Q

IN

Cr(1 + [lunllZir ) + 1wl @) lun — ull7a g

A

< O+l g + 10711220 ) ltn — ¥ 2y,
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de onde segue a afirmacao.

Agora, usando as seguintes imersoes:
L2(0,T; L*(2)) = (L*(0, T3 L*(Q2)))" — H™'(0,T; L*(Q)) — D'(0,T; L*(2))
e também como u,, — u* fortemente em L*(0,T; L*(f2)), segue que
u, — u* em D'(0,T;L*(Q)).
Logo, aplicando a teoria de distribuicao, vem

Oy, — Opu* em D'(0,T; L*(R)),
Au,, — Au* em D'(0,T;L*(Q)).

Mas, da unicidade dos limites obtemos que
u; = o’ e uy = Au’.

Assim, concluimos que

u, — u* fortemente em L2(0,T;L*(Q)),
Oyu, — Ou* fracamente em L?(0,T; L*(Q)),
Au, — Au* fracamente em L?(0,T; L*()).

Agora provemos que
E(z — yo)un — k(z —y*)u*  fracamente em L*(0,T; L*(Q)).
Pelo teorema de representacao de Riesz é suficiente provar que
T T
| [ b=ttt tded — [ [ ke =7 @) (2. (e, 1o,
0 Jo 0o Ja

para todo ¢ € L*(0,T; L*()) pois, L*(0,T; L*(2)) é um espaco de Hilbert.

Assim, consideremos a sequéncia de fungoes, K,(.,.) : R? x [0,7] — R definidas por

Ku(x,t) .= k(z — v,(1)).
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Segue do Lema 4.2.1 que a sequéncia K, converge uniformemente para K, ou seja, dado

e > 0, exite ng tal que

sup |kn(z — (1)) — k(z — 7" (1))] <,
z€R2,t€[0,T)

para todo n > ng. Logo,

| /Q k(= v (8) ) n (2, ) o, )t — / k(z — 7 (8)u* (x, ) (e, ) dud]

Q
< /Q k(@ — (1))t (2, £)ip (2, 1) — K — ()t (2, £)ip (2, )| e
o =" O 00, ) = ko = (O ), )l
< swp k(e —(t) — k(z— 7 0)] / fun(z, ol )| drdt
x€R2,t€[0,T] Q

©oswp ke =) /Q un (2, 1) — * (2, £) (e )|t

z€R2,t€[0,T)

< sup k(e = a(t) — Kz =" (O)[unll 2@ lll2@)
z€R2,t€[0,T)

+  sup k(z =y (O)[[lun — 2@ el 22
x€R2,t€[0,T)

e o resultado segue tomando o limite em n pois, u, converge fortemente para u* em L?(Q)

e consequentemente |[u,||r2(g) ¢ limitada. Assim, concluimos que
E(z — yu)un — k(z —y*)u*  fracamente em L*(0,T; L*()).
Agora, consideremos a equacao definida por
Oy, — A, = g(x,t,uy,) — bk(x — 7, (1)) Uy, (5.10)
Resulta dos limites obtidos anteriormente que
o™ — aAu” = g(z,t,u™) — bk(x — *(t))u”,

mediante a passagem ao limite, fracamente em L*(0,T; L*(f2)), na equacao (5.10).
Da mesma forma como no Teorema 4.2.1, mostra-se que (9/0)(u*) = 0 em S = 9Q2x (0, T

e u*(0) = uo.
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Assim, concluimos que u* é solugao de (5.2). Portanto, o ponto (v*, u*) satisfaz M (y*,u*) = 0
e assim obtemos que (v*,u*) € Uyg.

Também temos que o funcional J : A x W3 (Q) — R, definido por

J(v,u) = MOH’YH%?(O,T) + NlH'V/H%?(o,T) + MZHUH%%Q)a

é convexo pois, as fungdes [|.[|72y : L2(0,T) — Ree [[.|[72(q) : L*(Q) — R sdo convexas.
O funcional J é semi-continuo inferiormente pois, é continuo. Como ja provamos que

para uma subsequéncia apropriada
(Y, tn) — (7", u*) fracamente em (H'(0,T))* x L*(Q).
Segue da Proposicao 2.2.3 que

J(v*,u") <liminf J(vy,,u,) = inf  J(G,v).
(57U)Euad

Mais por outro lado, temos

inf  J(B,v) < J(v*,u*).
ot (B,v) < J(v",u")

Assim,

J(v,u*) = inf J(B,v),
(r )= nt J(30)

o que demonstra o teorema. |
Segue da Observacao 4.2.2 que J : Ax W, (Q) — R é um funcional estritamente convexo
pois,

J(v,u) = PJOH’VH%LQ(O,T))? + #1’|’Y/||%L2(0,T))2 + M2||UH%Z(Q)>

e (L*(0,T))* e L*(Q) sdo espagos de Hilbert. Notemos que mesmo o funcional J sendo
estritamente convexo, nao podemos garantir de imediato a unicidade do controle, uma vez

que, nosso conjunto admissivel U,; nao é convexo. [ |
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5.2.2 Calculo dos Cones Associados

Antes de provarmos o teorema principal deste capitulo apresentaremos alguns resultados
fundamentais para a aplicacao do formalismo de Dubovitskii e Milyutin.

Primeiramente, vamos verificar que o funcional J : A x W;'(Q) — R é Fréchet dife-
renciavel em cada ponto (v*,u*) e em qualquer direcao (5,v). Além disso, sua derivada é

definida por

T T T
(v, u)(Bv) = 2#0/ Y- Bdt + 2u1/ v Bt + 2#2/ / u*vdxdt.
0 0 o Ja
Lema 5.2.1. O cone de dire¢oes de descida associado ao funcional J(.,.) : A><W22’1(Q) — R,
no ponto (v*,u*) é dado por

Cr(v*,u*) = {(B,0) € Ax Wy (Q); J' (v, u*)(B,v) < 0}

e seu cone dual € dado por

[Co(v,u)]" = {g € [A] x W5 Q)] 9(B,0) = =M\ J (7", u")(5,v), para algum Ay > 0}.
Demonstracao: Basta aplicar o Corolario 2.5.1 e o Teorema 2.5.6. [ |

Lema 5.2.2. (i) A aplicacio My(.,.) : AxW;'(Q) — L*(Q)x X* ¢ Giteaux - diferencidvel
e a derivada de Gateauzr de M no ponto (v*,u*) e na dire¢ao (5,v) é definida por

VGM9(7*7 U*)(ﬁ7 U) - (M1(7*7 U*)a M?(W*) U*))
onde My (v*,u*) e Ma(vy*,u*) satisfazem a equagdo
o — vAv = g, (x,t,u*)v — bk(x — v )v + bVk(x — ~v*) - fu* + M;(v*,u*) em Q,

(0/0n)(v) =0 em S =002 x (0,71,

v(0) = My(y'w?) em €,
(5.11)

onde g, (z,t,u")v € a derivada de Gateauxr de g em u* e na dire¢io v.

(ii) A aplicagdo M,(.,.) € estritamente diferencidvel e o operador VoM, (v*,u*) € sobreje-

tivo.
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Demonstragao:

Primeira etapa: Primeiramente notemos que a aplicagao g(z,t,.) : L*2(Q) — L*(Q),

estd bem definida, para cada (z,t) € @, e é Gateaux diferencidvel.
De fato, g estd bem definida pois, segue de (H2) e (H3) que
9, t,2)] < C(L+[2), ¥ (5,0) €Q, V2 € R.

Portanto

g(@,t,2)* < C(1+|2"), V¥ (z,t) €Q, Vz€R.
Como g(x,t,.) € C'(R), para z,h € R, h # 0, temos por (H3) que
lg(x,t, 2+ h) — gla,t,2)] < Co(14|z+h|""F+ 2| YA,
de onde podemos concluir que
|g-(x.,,2)] < C(L+ ]2 < C(L+]z2]"), V (2,t) €Q, Vz€R.

Segue das propriedades do operador de Nemytskii que (veja a Proposicao 2.4.3, com

m=ren=2+2/r) N,: L****(Q) — L*(Q) é continuamente Fréchet diferencidvel com
N, : L*7(Q) — L(L7T(Q), L*(Q))
definido por
Ng’(u)(v) = N,, (w)v(= gu(z, t,u(z, t))v(x,t)), Yu,ve L T2(Q).
Em particular, isto mostra que g(z,t,.) é Gateaux diferencidvel.

Notemos que para © C RV, com N = 2, W2''(Q) est4 imerso continuamente em L9(Q),

para todo ¢ > 1. Assim, a solugao u* obtida pelo Teorema 5.2.1 estd em L?"72(Q).

Segunda etapa: Prova do item (7).
Devemos verificar que

My(~v* + hB,u* + hv) — My(v*, u*)

1j
1umn n

h—0t

= 0.
L2(Q)x X

- (M1<7*7 U*)7 MQ(V*a U*>>
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De fato, temos que

[My(v* + hB,u” + hv) — My (7", u")]
! [(&t(u* + hv) — vA(u” + hv) — g(z,t,u* + hv) + bk(x — (7" + hB))(u* + hv),

Sl

(u” + h)(0) —uo | = (O — vAU" — g(z,t, u”) + bk(z — 7" )u”, u(0) — uoﬂ
= (0w - vav- (9(9”71“ '+ hv) — (@, ¢, u*>> ) (k‘(m — (7 +hB) — k(x — 7*)) g

2 h
+bk(z — (v + h))v, U(O)>.

Dai, usando a identidade anterior e (5.11) obtemos que

[MQ(’)/* + hﬁa U* + hU) - M9(7*7 U*)]

Mi(y*,u*) + bk(x — (" + hB))v — buk(z — ™)
¢ o - ()= )

(M= ) - MEZDY fbur k(e = 5 - 8,007, ).

I =~

Assim, concluimos que

|t R Z BB ). )

" L2(Q)x X«
= Wolb(e — 5 4 09— K )+ gty — (2 ol b))
o |MEZOERNZREZ) 4 Gkte - )5 s

Agora, das hipdteses sobre k(.) temos o limite pontual dado por

i Fe ="+ hB) —k(@ =) _ k@ =+ h(=F))) — k(@ —77)
h—0+ h h—0Tt h

= Vk(z—77)-(-5)

= —Vk(z—7")-6.

Assim, vem

bt k(x —~ —hﬁh))—k(x—”y ) + Vk(z —v").8| =0, q.t.p. em R2

104



Agora, aplicando o teorema do valor médio, existe 6 € (0,1) tal que

k(x =" = hp)) = k(x —7%) = Vk(z =" = 0h3)) - (=hp3).

Portanto,

b [k(w — (v"+hB)) — k(x —7")

A +V/f(fff—7*)-6}
b [Vk'(x 7 —:hﬁ)) (=hB) Vh(z — ) - ﬁ}

= —bu"[Vk(z — " = 0hpB)) - B — Vk(z — ") - 5].
Como por hipétese Vk € (C°(€2))?, se segue do Lema 4.2.1 aplicado a funcao Vk que

existe uma constante Ny tal que
0w [VE(z =" = 0hp)) - B — VE(z = ") - B]| < 20N [u”||].

Notemos ainda que 20N |u*||3] € L*(Q).

Da mesma forma, concluimos que

1- Y. o — A —
Jim [k(z =57 = h) —k(z =) =0

k(x =" = hf3) — k(z —77)] < Na.

Dal, segue que a funcao k(z —v* — hf3) — k(z —v*) € L*(Q) e

H My(v* + hB,u* + hv) — My(v*, u*)
h

- (M1<7*7 U*)v MQ(V*a U*))

( L2(%)>_<|_H}1L(Q)) ( *)
< bllolk(e = (v +hB)) = klw = 1) llza@) + || gl Yo — (R )
L2(Q)
*b‘“* e ]
L2(Q)

Agora, aplicando o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue e a Gateaux diferen-

ciabilidade de g(z,t,.), temos o resultado desejado para o item (7).

Terceira etapa: Prova do item (i7).
Para provar que a aplicacao M, : Ax W, (Q) — L*(Q) x X é estritamente diferencidvel
em (y*,u*), é suficiente mostrar que a funcéo (v, u) — VgM,(7y,u) é continua em (7*, u*) e

aplicar o item (7) juntamente com o Lema 2.5.1.
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Agora, fixemos (3,v) € A x W' (Q) arbitrario, tal que
VM, (v, u™)(B,v) = (Mi(y", u’), Ma (", u”)).
Consideremos o operador
My s Ax W5 (Q) — LX(Q),
definido por
My (v, u*) = 0w — vAvV — gy(z, t, u")v + bk(x — " )v — bu*Vk(z — ") - 5.

Enquanto que o operador

M,y : A x WiH(Q) — X

satisfaz

My(v*,u*) = v(0).

Esses operadores estao bem definidos e nao é dificil verificar que
VaMy (v u)(,,.) : Ax Wy (Q) — LA(Q) x X*

¢ um operador linear e continuo. Agora, provaremos a continuidade de Vg M, em (v*, u*).
Consideremos (1, un) € A x W3 (Q) tal que (v, u,) — (v, u*) fortemente em
A x W3H(Q). Temos que

My (9, un) = My (v, u") |22
= |[(Ov — vAV — gy (x,t, uy)v + k(. — )V — bu, VE(. — 75) - )

— (0w — vAV — gy(x,t,u")v + bk(. — v )v — bu*VE(. — ") - B) || r2(g)
= [[b(k(. =) = k(. = 7)v + (gulz, ,u)0 = gul@, , un)v) — b(un VE(. — 1)
Fu'VE( = 7)) - B2
SOk = m) = k(= )Dvllzz) + lgul@, tu™) = gule, £ un)ll[[0]] 2@
+0l[(un VE(. = yn) = w'VE(. =77) - Bl L2(@)-
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Agora, segue da Proposicao 2.4.1 a continuidade de g,(z,t,.) : L*"(Q) — L*(Q). Logo,

dado € > 0, existe ny tal que, para n > n;
g (@, t,u™) = gu(w, t,un)|| < e,

para n > ng.

Agora, das hipdteses sobre k e o Lema 4.2.1, vem
k(x —v,) — k(z —~*) uniformemente em [0, T] x R?,
ou seja, dado € > 0, existe ng € N tal que

sup  |k(z — (1) — k(z =7 (1)) <€
z€R2t€[0,T)

para todo n > ng. Assim,

Ik =) = k(. =7olliz) € sup [k(x —7u(8) = k(@ =y @)Vl 2@ < elloll 2.
z€R2,t€[0,T)

Notemos também que pelo Lema 4.2.1 aplicado a Vk, existe uma constante C' > 0 tal

que, |VEk(x —,)| < C, para todon € N e
Vk(z —7,) — Vk(z —~*) uniformemente em [0, 7] x R?,
ou seja, dado € > 0, existe ny € N tal que

sup  [VE(z —7a(t)) = Vi(z — 7" ()] < e,

z€R2,t€[0,T)

para todo n > ns.
Também existe ng tal que

|wn —u™||z2(q) < €,

para todo n > ns.
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Tomando ny = max{ny, ne,n3} e aplicando a continuidade da imersao

H'(0,T) — C([0,T]), obtemos para n > ny que

[unVE( =) - B =" VE(. = 77) - Bll2@
< max [B()|[|unVE(. = 70) = 0" VE( =720

0<t<T
= max [F(O)unVA(. =) = w" V(. =) + @' VE( = 70) = 0" VE(. =) 22(0)
< - w2
o [BONIVE( = 7a)(un =)z
+b max Bl (VE( = 70) = VEC =)D z2 @)
< ax [BOIIVA( =) (wn —u")llz2@)
+ max [B(t)]  sup  [Vk(x —y.(t) — VE(x — " ()|[|u*]| 20
0<t<T z€R2,t€[0,T]
< — 2 *1 72
Ogltag<T|ﬁ( NC N — u*||r2q +0rgeg<T|ﬁ( el 2@
< €(C+ ||u*|| r2(q)) Tgfg%W( )|

< e(CH [[u|| 12@)) Cill Bll (1 0,1y)2 = €Co| Bl (a2 0,1

Portanto,
My (s ) = My (", w5)l 22(@) < €(l[vllzz) + ([0l @) + Call Bl 0,r))2)

para todo n > ny.
Para provar a continuidade de M, em (v*, u*), consideremos (7, un) € A x W' (Q) tal

que (Y, un) — (75, u*) fortemente em A x W22’1(Q). Segue da definicao de M, que
[ M2 (Y, un) — Ma(7", u") || xe = [[0(0) = v(0)]|xe = 0.

Assim,
IV eMy(Yns un)(8,v) = VaMy(v*, u”) (8, )| r2(@)x xo
= (M (Vs un)s Mo (s wn)) — (Mi(y", u®), Ma (7", u")) || 22(@)x xo
= [| M1 (Y, un) — Mi(7", u")|[r2@) + | Ma(Vns un) — Ma(v", w”) || xo
= [|Mi(Vn, un) — Ma (7", u") |22
< €([[vllr2@) + Ivllwzr ) + C2llBll i 0/))2),
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para todo n > ny. Portanto, obtemos que

IVaMy(n, un) = VaMy (v, u’)|

= sup{[[Ve My (yn, un) (8, 0) = VaMy(v", w”) (B, )| L2@pxxes (B, 0) | a1 0,092 (@) < 1}
< esup{||v|lr2q) + ||U||W22’1(Q) + Ca| 1Bl (0,792, 1(8, U)||(H1(0,T))2xw22»1(Q) <1}

< €2+ Cy).

para todo n > ny. Assim, concluimos que
VaMy(om; un) — VaM,(v", w"),
ou seja, a aplicacao (3,v) — VaM,(B,v) é continua em (v*,u*). Logo,
M,(.,.): Ax WyHQ) — L*(Q) x X°

é estritamente diferencidvel em (v*, u*).
Agora, provaremos que VgM(v*,u*) é um operador sobrejetor. Dados (¢1,92) €
L*(Q) x X* e B € A, consideremos (3,v) € A X W2271(Q) a Unica solucao da equacao

(4.14) com (My, Ms) = (1, p2), obtida pela aplicagdo do Teorema 5.1.1. Logo,
VeMy(v',u)(8,0) = (¢1,¢2).
Portanto, VM, (v*, u*) é sobrejetor. Isso conclui a demonstragdo do lema. [ |
Lema 5.2.3. O cone tangente ao conjunto
W ={(8,v) € Ax W;H(Q); My(8,v) = 0},
no ponto (v*,u*) € A x Wi'(Q) € o subespago vetorial dado por
Ty (W) = {(7,0) € A x W (Q); Va My (7" u*) (7, u) = 0}
e seu cone dual € dado por
[Ty W]" = {g2 € [A] x W51 Q)] g2(7:u) = 0, ¥ (7,u) € Ty ) (W)}

Demonstragao: A demonstragao segue do Lema 5.2.2 e do Teorema de Lyusternick (Teo-

rema 2.5.4), junto com o Teorema 2.5.5. [ |
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5.2.3 Aplicagcao do Formalismo de Dubovitskii e Milyutin

Nesta secao, provaremos o teorema principal deste capitulo. Este teorema da as condigoes

necessarias de otimalidade para uma solugao 6tima do problema (5.4).
Teorema 5.2.2. Seja (v*,u*) € A x W3 (Q) uma solugio dtima do problema (5.4), entdo

existe uma fungdo p* € Wy (Q) tais que: (v*,u*) satisfaz

ou* —vAu* =gz, t,u”) —bk(z —y")u" em Q= Q x (0,77,
(0/0n)(u*) =0 em S =090 x (0,7T],
u*(0) = up(x) em K.

p* € solugcao do problema adjunto, ou seja,

—op* — vAp* = gy(z, t,u*) p* — bk(x — 4" )p* —u* em Q= Q x (0,71,
(0/on)(r") =0 em S =00 x (0,T),
p(T)=0 em Q.

Além disso, o controle v* satisfaz o sistema de equacdes integro-diferenciais definido por

—y"”" + oy — uzb/ puVk(z —97)dz =0 em (0,7),
Q

7*(0) =0,
¥(T) =0,

no sentido fraco que serd dado em (5.14).

Demonstracao: Primeiramente observamos que a existéncia de uma solugao étima (v*, u*) €
A x W3H(Q) para o problema (5.4) é obtida pelo Teorema 5.2.1.

Agora, segue do teorema de Dubovitskii e Milyutin (veja Teorema 2.5.1) que existem
funcionais lineares e continuos g, € [C;(v*,u*)]* € g2 € [T(y+u+)(W)]*, ndo simultaneamente

nulos, tais que vale a equacao de Euler-Lagrange
g1 +92=0. (5.12)

Sabemos que para algum A\; > 0,
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gg(ﬁ,’U) - _91(677)):)‘1‘],(7*7’&*)(57“)

T T T
= 2\ (Mo/ ~* - Bdt + ,u1/ v Bldt + ,ug/ /u*vdxdt) ,
0 0 0o Ja

para todo (3,v) € A x W3 (Q).
Vejamos que \; > 0. De fato, se A\; = 0 temos que g; = 0 e da equacao (5.12) deduzimos
que go = 0, o que contradiz o teorema de Dubovitskii e Milyutin. Portanto, A\; > 0.
Seja v € A um controle arbitrario e tome w a solu¢ao da equacao linear dada por
Ow — vAw = g, (v, t,u*)w — bk(x — v )w + bVEk(x —v*) - yu* em Q = Q x (0,77,
(0/0n)(w) =0 em S =00 x (0,7T],
w(0) =0 em S
(5.13)
Neste caso, temos que (y,w) € T(y .+ (W) e consequentemente g (7, w) = 0.

Agora, segue da equagao (5.12) que

91(77w> = _A1J/(7*7U*>(7’w>:

T T T
= =2\ (,uo/ v ydt + ul/ ¥ A dE + ,ug/ / u*wdmdt) = 0.
0 0 0o Jo

Como A; > 0, obtemos que

T T , T
Mo/ o "ydt+ﬂl/ ol -'y’dt+uz/ /u*wdxdtzo’
0 0 0 Q

para todo (v, w) € A x W' (Q), com w solucao de (5.13).

Notemos que, para cada u € L?"(Q), o operador linear

gulw, t,u) : L7(Q) — L*(Q)

é tal que

(gu(z, t,u)ve,v2)12(0) = / Gu(x, t, u)vyvadadt = / V1Gu (2, 1, u)vo)dxdt = (v1, g, t, u)v2) L2(0)
Q Q
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para todo vy, v, € L*(Q).
Consideremos p* a variavel de co-estado, solugao da equagao adjunta & equacao (5.13),

definida por

—0ip — vAp = gu(z, t,u*)p —bk(z — " )p —u* em Q= Q x (0,7,
(0/0n)(p) =0 em S =00 x(0,7],
p(T)=0 em Q.

Dali, obtemos que

T T
/ /u*wda:dt = /
o Ja 0
T
-,
T
-
= —/ /bp*u*Vk(x—”y*)-’ydxdt.
o Jao

Assim, concluimos que

Nwdzdt

[—Owp™ — VAP — gu(z, t,u") p* + bk(x — v )p*|wdxdt

o\»o\o\

prlow — vAw — g, (x, t,u*)w + bk(x — v )w|dxdt

T T T
Mo/ v ydt + g / Ay dt — Mzb/ /p*u*Vk(x — ") - ydxdt = 0, (5.14)
0 0 o Ja

para todo v € A.
Em particular, para todo v € (D(0,7))* C A vem

T
+! P '
; 2—7,7> z—/vvdt-
<7 7>(D/(o,T»a(D(o,T))Q < (D'(0,1))2,(D(0,T))2 0

Portanto, restringindo (5.14) a (D(0,T))?, obtemos no sentido de distribuigao que

<” 07" — Y = pab / P uVk(z —~*)dx, 7> 0,
Q

(D'(0,7))%,(D(0,7))?

Logo, obtemos em particular que

oy (t) — ™ () — ,ugb/ p'u'Vk(x —~*(t))dz = 0, (5.15)
Q
no sentido de distribuicao.

112



A seguir, encontraremos as condigdes de contorno para o problema. Segue dos resultados
anteriores que
77(0) =0, (5.16)
pois v* € A.
Temos também que

~(T) =0 (5.17)

no sentido fraco. De fato, se v* tivesse mais regularidade de tal forma que v*" fosse integravel,

usando integragao por partes teriamos que

!

/0 o (O (0t = ' (T)y(T) — / 2 (O (t)dt.

De (5.14), vem

(uov* — Y™ = pob / puVk(z - y")dz, v) + Y (T)(T) =0, (5.18)
Q

(L2(0,7))?
para todo v € A.
Agora, por (5.15) obtemos que

Y (T)y(T) =0,V y € A

Como para v € A arbitrario, concluimos que v* (T) = 0.

De (5.15),(5.16) e (5.17) segue o teorema. |
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Capitulo 6

Conclusoes

Neste trabalho apresentamos resultados de controle 6timo para um modelo que descreve
a trajetoria étima a ser seguida por um dispositivo que ird fazer a aplicacao de inseticida
em uma certa regiao {2, cujo objetivo principal é o de controlar a proliferacao de mosquitos
e ao mesmo tempo reduzir os custos da pulverizagao. Usamos como ferramenta principal o
formalismo de Dubovitskii e Milyutin.

Vale ressaltar que o modelo estudado ainda nao estd nas condi¢oes mais proximas de
uma situacao real do cotidiano. Por se tratar de um modelo inicial, algumas hipdteses
substanciais nao foram consideradas, tais como: a fuga de uma parcela da populagao de
mosquitos da regiao €2 durante o processo de pulverizagao; matematicamente queremos dizer
((0/0n)(u) # 0); também nao consideramos o efeito residual do inseticida, ou seja, no modelo
que estudamos nao foi considerada a hipotese de que apds a aplicagao o inseticida continua
agindo; também nao foi tomada nenhuma restricao na regiao €2, em forma de obstéaculos,
sobre o conjunto dos controles admissiveis; etc.

De modo geral, é de nosso interesse aprofundar os estudos sobre as possiveis estratégias
para abordar os problemas propostos.

Dando continuidade em nossas pesquisas, estamos em fase de elaboracao do problema

com restricao no controle, ou seja,

A={y € (H0,7)%~(0) =0 e[l < Ro},
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onde Ry > 0 é uma constante.

Também estamos estudando o problema com obstaculos sobre os controles, podemos
escrever matematicamente o problema da seguine forma: Seja {2 um dominio limitado do
R2, com fronteira de classe C?, W C Q um conjunto aberto, podendo ser uma unido finita

de componentes conexas, tal que, 0 ¢ W, 0 £ W Cc W C Q e T > 0. Considere

Aw = {v € (H'(0,7))*| v(0) =0 e ImyNnW = (}.

116



Bibliografia

Adams, R.A., Sobolev Spaces, Academic Press, New York, 1975.

Ainseba, B., Langlais, M., On a Population Dynamics Control Problem with Age De-
pendence and Spatial Structure, Journal of Mathematical Analysis and Applications

248, 455-774 (2000).

Atkinson, M.P., Su, Z., Alphey, N., Alphey, L.S., Coleman, P.G., Wein, .M., Analy-
zing the Control of Mosquito-Borne Diseases by a Dominant Lethal Genetic System,
Proceedings of the National Academy of Sciences, Vol. 104 no. 22, (2007), 9540-9545.

Alexeév, V., Fomine, S., Tikomirov, V., Commande Optimale. Moscou, Mir, 1982.

Ambrosetti, A., Prodi, G., A primer of nonlinear analysis. Cambridge University Press,

1993.

Araujo, A. L. A., Andlise Matemdtica de um Modelo de Controle de Populacoes de
Mosquitos, Dissertacao de Mestrado, IMECC-Unicamp, 2008.

Barbu, V., lannelli, M., Optimal Control of Population Dynamics, Journal of optimiza-

tion theory and Applications: Vol. 102. No. 1, JULY 1999, pp. 1 14.

Boldrini, J.L., Cara, E. F., Rojas-Medar, M.A., A mathematical analyisis of an optimal
control problem for a generalized Boussinesq model for viscous incompressible flows,

Relatério de Pesquisa RP 53/05, 2005.
Brezis, H.. Anélisis Funcional. Teoria y Aplicaciones. Masson, Paris. 1983.

117



[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

Cannarsa, P. and Vespri, V., On maximal L? regularity for the abstract Cauchy problem.

Boll. Un. Mat. Ital. B (6) 5 (1986), no. 1, 165-175.

De Aguiar, R., Contribuigoes em Controle Otimo Distribuido Via Formalismo de

Dubovitskii-Milyutin. Aspectos Tedricos, Numéricos e Aplicados, Tese de Doutorado,

Unicamp-IMECC, 2002.

De Aguiar, R., Ortega, J., Rojas-Medar, M.D., Rojas-Medar, M.A., Optimal control
problem for the generalized bioconvective flow, pre-print, Univesidade Estadual de Cam-

pinas (IMECC), Brasil, 2004.
Evans, L.C., Partial Differential Equations, American Mathematical Society, 1998.

De Figueiredo, D. G., Lectures on the Ekeland Variational Principle with Aplications
and Detours , Tata Institute, Springer Verlag, N. Y., 1989.

Fister, K. R., Lenhart, S., Optimal control of a competitive system with age-structure,

J. Math. Anal. Appl. 291 (2004) 526-537.

Gayte, 1., Guillén-Gonzélez, F., Rojas-Medar, M.A., El formalismo de Dubovitskii-
Milyutin aplicado a un problema de control éptimo con restricciéon la ecuacién del calor

retrégrada con control distribuido, pre-print, Universidade de Sevilha, Espanha, 2002.

Girsanov, [.V., Lectures on mathematical theory of extremum problem., Lectures notes

in Economics and mathematical systems, 67, Springer-Verlag, Berlin, 1972.

Henry, D.. Geometric Theory of Semilinear Parabolic Equations. Springer- Verlag, Ber-

lin Heidelberg. 1981.

Ladyzhenskaya, O., Solonnikov, V., Uraltseva, N., Linear and Quasilinear Equations of

Parabolic Type, American Mathematical Society, 1968.

Lions, J. L., Magenes, M., Non-Homogeneous Boundary Value Problems and Applica-
tions, Vol. 1, Springer Verlag, 1972.

118



[21]

[22]

[25]

[26]

[27]

28]

[29]

Lions, J. L. and Magennes, E. Problemes aux limites non homogenes et application II,

Dunod, Paris, 1968.

Lions, J. L., Quelques Méthodes de Resolution des Problemes aux Limites non Linéaires

- Dunod, Gauthier - Villars, 1969.

Lions, J.L., Controle des Systemes Distribués Singuliers, Méthodes Mathématiques de
I'Informatique, Gautier-Villars, 1983.

Lunardi, A., Analytic Semigroups and Optimal Regularity in Parabolic Problems,
Birkhduser, Basel (1995).

Lunardi, A., Interpolation Theory, Publications of the Scuola Normale Superiore /

Lecture Notes, (2009).

Luo, Z., Optimal control for a population dynamics with age-dependent and diffusion

in a periodic environment, J Appl Math Comput (2008) 27: 77-84.

Magalhaes, P.M.D., Brandao, A.J.V., Rojas-Medar, M.A., Fernandez-Cara, E., Optimal

control for the FitzHugh-Nagumo equations, em perparacao, 2005.

Maidana, N.A., Yang, H.M., A Spatial Model to Describe the Dengue Propagation,
Mat. Apl. Comput., 8, No. 1 (2007), 83-92.

Maidana, N.A., Yang, H.M., Describing the geographic spread of dengue disease by
traveling waves, Mathematical Biosciences 215 (2008) 64 -77.

Marques-Lopes, F.P., Alguns Problemas de Controle Multiobjetivos Governados por
Equagoes Diferenciais Parciais, Tese de Doutorado, Unicamp-IMECC, 2005.

Maidana, N.A., Yang, H.M., Takahashi, L.T., Ferreira Jr, W.C., Pulino, P., Mathema-
tical models for the Aedes aegypti dispersal dynamics: travelling waves by wing and

wind, Bulletin of Mathematical Biology 67 (2005), 509-528.

119



[32]

[38]

[39]

[40]

[41]

Medeiros, L. A., Rivera, P. H.,.Espacos de Sobolev e Equacoes Diferenciais Parciais,

Textos de Métodos Matemaéticos n°9, Instituto de Matematica - UFRJ, 1975.

Medeiros, L. A., Miranda, M. M.,Espacos de Sobolev e Iniciacao aos Problemas Elipticos
Nao Homogéneos, Rio de Janeiro, UFRJ. IM, 2000.

Kern, D. L., Lenhart, S., Miller, R., Yong, J., Optimal control applied to native-invasive
population dynamics, Journal of Biological Dynamics, Vol. 1, No. 4, October 2007, 413-
426.

Milla Miranda, M., An “alise Espectral em Espacos de Hilbert, IM-UFRJ, Rio de Janeiro,
RJ, Brasil, 1990.

Norman, R. A., Chan, M. S., Srividya, A., Pani, S. P., Ramaiah, K. D.,Vanamail, P.,
Michael, E., Das, P.K., Bundy, D. A. P., The development of an age-structured model for
describing the transmission dynamics and control of lymphatic e transmission dynamics

and control of lymphatic filariasis, Epidemiol. Infect. (2000), 124, 529-541.

Ouedraogo, A., Traore, O., Optimal Control for a Nonlinear Population Dynamics Pro-

blem, Portugaliae Mathematica, Vol. 62 Fasc. 2-2005.

Pazy, A..Semigroups of Linear Operators and Applications to Partial Differetial Equa-
tions. Springer- Verlag, New York, v.44. 1983.

Rafikov, M., Balthazar, J. M.,Optimal pest control problem in population dynamics,
Computational and Applied Mathematics, Volume 24, N. 1(2005) pp. 65-81.

Simon, L. de, Un’applicazione della teoria degli integrali singolari allo studio delle
equazioni differenziali lineari astratte del primo ordine. Rend. Sem. Mat Univ. Padova,

34(1964), 205-232.

Simon, J.,Compact sets in the space LP(0,T; B), Annali Mat. Pura Aplli., Serie IV,
v.146 (1987), 65-96.

120



[42] Smoller, J., Shock Waves and Reaction-Diffusion Equations(Grundlehren der mathema-
tischen Wissenschaften), New York: Springer, 1994.

[43] Trana, A., Raffy, M., On the dynamics of dengue epidemics from large-scale information,

Theoretical Population Biology 69 (2006), 3-12.

[44] Tumwiine, J., Mugisha, J.Y.T., Luboobi, L.S.,; A mathematical model for the dynamics
of malaria in a human host and mosquito vector with temporary immunity, Applied

Mathematics and Computation 189 (2007), 1953-1965.

[45] Zeidler, E., Applied Functional Analysis, Springer Verlag, 1995.

121



