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Resumo

Apresentamos neste trabalho um método robusto e eficiente para a resolucdo do sistema
linear estavel para problemas de programacao linear com varidveis canalizadas. O sistema linear
estavel € uma abordagem que pode ser utilizada para resolver os sistemas lineares que surgem em
métodos de pontos interiores na programagcao linear. Adicionalmente, fazemos uma comparagao
entre o método apresentado e o sistema de equacodes normais resolvido por um método direto e,
também, por um método iterativo, nas iteragoes do método preditor-corretor. Essa comparagao
é realizada pela implementacao do método em linguagem C e integrada a uma implementagao
do método preditor-corretor ji existente. Apresentamos também, um estudo numérico e com-
parativo sobre perturbacao para problemas degenerados. Para os testes computacionais foram

utilizados os problemas da Netlib.

Palavras-chave: sistema linear estdvel; métodos de pontos interiores; sistema de equacoes

normais; pré-condicionador separador; programagao linear.
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Abstract

We present in this thesis a robust and efficient method for solving the stable linear system
for linear programming problems with bounded variables. The stable linear system is an approach
that can be used to solve linear systems arising in interior point methods in linear programming.
Additionally, we perform a comparison among the presented method and the system of normal
equations solved by direct and iterative methods in the predictor-corrector version. To perform
this comparison, we have implemented the method in the C language and integrated it in an
implementation of the predictor-corrector version. We also have developed perturbations for
the degenerated case. For the computational experiments we have used the Netlib set of test

problems.

Keywords: stable linear system; interior point method; normal equation system; splitting

preconditioner; linear programming.
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Capitulo 1

Introducao

Um problema de programagao linear é um problema de minimizar ou maximizar uma funcgio
linear, sujeito a restricoes lineares de igualdade e desigualdade. Este problema teve sua formu-
lacdo realizada nos anos de 1930 e 1940, veja por exemplo [14]. Na metade da década de 1940,
Dantzing apresentou o método simplex para programacao linear. O método simplex tornou-se
uma ferramenta fundamental em programacao linear, desde entdo. No entanto, este método pos-
sui convergéncia exponencial no ntimero de iteragoes, para problemas especialmente construidos
[33].

Em 1979, Khachian [32] apresenta um método para programagao linear com complexidade
polinomial, o método das elipsbides. Este método nao mostrou-se pratico para resolver problemas
de programagao linear. Em 1984, Karmarkar [31] apresenta um outro método alternativo para
programacao linear, também com complexidade polinomial. A publicagdo deste método iniciou
uma nova linha de pesquisa conhecida como métodos de pontos interiores, e uma década depois
os métodos primais-duais surgiram como os métodos mais importantes e tteis desta classe de
métodos [64].

Nos métodos de pontos interiores, os sistemas lineares se tornam muito mal condicionados
a4 medida em que o ponto se aproxima de uma solucao. FEsses sistemas podem ser escritos
de uma forma simétrica, conhecida como sistema aumentado. Entre as implementacoes que
utilizam métodos de pontos interiores para problemas lineares, a grande maioria reduz o sistema
aumentado em um sistema menor e definido positivo, chamado sistema de equacdes normais e
as dire¢oes sao obtidas a partir da solucao desse sistema. No entanto, esse tipo de sistema pode
apresentar uma matriz densa mesmo quando a matriz de restri¢oes é esparsa. Além disso, o

sistema é ainda mais mal-condicionado que o sistema aumentado quando o ponto estd préximo
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de uma solugao, especialmente para os problemas degenerados.

Muitas implementacoes de métodos de pontos interiores utilizam a decomposicao esparsa
de Cholesky para resolver o sistema de equagbes normais [2, 13, 25, 41, 65]. No entanto, em
alguns casos, métodos diretos se tornam muito caros, tanto no armazenamento quanto no tempo
de processamento. Assim, os métodos iterativos se tornam mais adequados. Porém, devido
ao fato da matriz ser mal-condicionada, os métodos iterativos s6 serao bem sucedidos com a
escolha de um pré-condicionador eficiente. Alguns pré-condicionadores podem ser encontrados em
[1, 45, 54, 62]. Muitos deles, sdo baseados na decomposi¢ao incompleta de Cholesky para matrizes
definidas positivas. Essa classe de pré-condicionadores é eficiente nas primeiras iteracoes, no
entanto, na medida que o problema converge para uma solugdo eles se tornam ineficientes.

Em [7] é proposto um método hibrido para resolver o sistema de equagbes normais.
Na primeira fase, durante as primeiras itera¢oes, o método dos gradientes conjugados é pré-
condicionado utilizando uma decomposi¢ao incompleta chamada decomposi¢ao controlada de
Cholesky (CCF), proposto por Campos [10] e na segunda fase é utilizando o pré-condicionador
separador desenvolvido por Oliveira [50], e apresentado por Oliveira e Sorensen em [51]. O pré-
condicionador CCF comega a perder eficiéncia quando o sistema estd altamente mal-condicionado,
o que significa que o pré-condicionador separador, especialmente desenvolvido para as tltimas
iteracoes, deverd funcionar melhor.

A classe de pré-condicionadores separadores foi desenvolvida especialmente para resolver o
sistema aumentado. Uma caracteristica importante dessa classe é a opgao de reduzir o sistema
indefinido pré-condicionado em um definido positivo, como as equacdes normais, permitindo o
uso do método dos gradientes conjugados. Como essa classe foi desenvolvida para as ultimas
iteragoes de métodos de pontos interiores, um pré-condicionador diagonal foi utilizado em [51]
para as iteracoes iniciais. A melhoria apresentada em [7] utiliza um pré-condicionador eficiente
em substitui¢ao ao diagonal.

Uma outra forma para calcular as dire¢oes de um método de pontos interiores foi proposta
por Gonzalez-Lima, Wei e Wolkowicz em [28]. Esse método foi estendido para o caso de progra-
magao quadrética convexa, por Dominguez e Gonzélez-Lima [17]. Em [17] a abordagem sistema
linear estavel é um sistema indefinido do mesmo tamanho que o sistema aumentado, mas com a
vantagem de ndo conter nenhuma matriz inversa das matrizes de variaveis. Assim, esse sistema
nao se torna tao mal-condicionado, pois a matriz nao possui autovalores grandes, como em outras

abordagens. De fato, em [28], é mostrado que o nimero de condi¢ao da matriz é limitado quando



Introducao

o problema primal e o problema dual ndo sao degenerados. Além disso, este sistema nao é afetado
por colunas densas na matriz de restricoes, ao contrario do sistema de equagoes normais. Esse
sistema linear ¢ resolvido em [28] por métodos diretos e utilizando-se o LSQR, uma generalizacao
do método dos gradientes conjugados desenvolvido por Paige e Saunders [53]. Séo utilizados dois
pré-condicionadores, um diagonal e outro baseado na decomposi¢ao incompleta de Cholesky.

Apesar de o método apresentado em [28] se mostrar mais robusto que a abordagem das
equagoes normais para problemas grandes, esparsos e bem condicionados, ele se mostrou mais
lento para os problemas degenerados da NETLIB [18, 48]. Uma descrigao desses problemas pode
ser encontrada em [6].

O primeiro objetivo de nosso trabalho consiste em desenvolver um método eficiente para a
resolucdo da abordagem do sistema linear estavel, como ja mencionado, apresentado em [28]. Em
seguida, estender o sistema linear estavel para que possa ser aplicado, também, em problemas
com variaveis canalizadas. E, desenvolver um método eficiente para a resolucao dessa nova versao
da abordagem do sistema linear estavel. Por fim, implementar esse método com o intuito de obter
uma melhor precisao na resolugao dos problemas de programacgao linear.

A motivacao desse estudo consiste em obter resolucées com alta precisdo para problemas
lineares. Enquanto os métodos tradicionais resolvem problemas com uma tolerancia da ordem
de 1078, procuramos uma precisiao da ordem de 10~ ou ainda menor. Porém, o custo com-
putacional para se obter essa melhor precisao, nao pode ser muito alto, ou seja, queremos um
método com alta precisao e, também, eficiente no que diz respeito ao tempo computacional.

O trabalho, aqui realizado, é apresentado com a seguinte estrutura, no capitulo 2 é realizada
uma introdugao de programacao linear com o objetivo de apresentar o método preditor-corretor
para pontos-interiores. No capitulo 3 apresentamos o método hibrido, como ja mencionado,
proposto por Bocanegra, Campos e Oliveira. A abordagem sistema linear estavel, nosso objeto
de estudos, ¢é apresentada no capitulo 4. No capitulo 5, apresentamos nosso principal resultado, a
extensao da abordagem sistema linear estavel para problemas que possuem varidveis canalizadas.
Também apresentamos nesse capitulo, o método preditor-corretor para problemas desse tipo. No
capitulo 6, apresentamos os resultados dos experimentos numéricos comparados com os resultados
obtidos com o método hibrido. Finalmente, apresentamos nossas conclusoes e trabalhos futuros

no capitulo 7.



Capitulo 2

Programacao Linear

A area de programacdo linear é uma das mais vastas dentro da matematica aplicada. Uma
excelente introdugdo desse topico pode ser encontrada em [12]. O objetivo deste capitulo é
apresentar os fundamentos do método de pontos-interiores mais utilizado nos dias de hoje, o
método preditor-corretor.

O método preditor-corretor é um método do tipo primal-dual, que utiliza o polindémio de

Taylor de segunda ordem para o calculo da dire¢ao primal-dual.

2.1 Otimizacao Linear

A programacao linear consiste em minimizar, ou maximizar, uma funcao objetivo linear de forma
que essa solugao satisfaga um conjunto de equagoes e inequagoes lineares e limites de varidveis
quando necessario. Dizemos que um problema esti na forma padrao quando pode ser escrito da

seguinte forma:

Minimizar ¢ = cix1 + c2x + ... + cpxy
sujeito a a11T1 + a2 + ... + a1y = by

a21T1 + a22T2 + ... + A2, Ty = bo

Am1T1 + a2 + ... + G Ty = by,

T1,%2, ., Ty > 0
onde x1,Z2, ..., Ty € R sd0 as varidveis, ¢, ¢, ..., ¢, € R 580 0s coeficientes de custo e ¢ é a fungao
objetivo a ser minimizada. Podemos escrever um problema linear na forma padrao em notagao

matricial:
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Minimizar ¢ = cz
sujeitoa Az = b (2.1)
r > 0

onde £ = (x1,T2,....,25) ¢ = (c1,¢2,..,¢n)t 0 = (b1,b2,...,bm)" e A representa a matriz das

restrigoes, ou seja, a matriz dos coeficientes a;;, onde

n
E a,‘j.’tj = bi.
j=1

Se um vetor z satisfaz todas as restri¢oes, dizemos que ele é factivel. O conjunto de todos os
pontos factiveis é chamado conjunto factivel.

A formulagéo (2.1) é denominada problema primal e esté associada ao problema dual,

Maximizar ¢ =bly
sujeito a Aly+z=c (2.2)

z>0; ylivre

onde y representa um vetor coluna de variaveis duais e z a variavel de folga complementar. Os
dois problemas juntos sao denominados de par primal-dual.

Podemos observar que os problemas (2.1) e (2.2) estéo relacionados ao analisarmos o con-
junto factivel de cada problema. O conjunto factivel do problema primal e seu conjunto solugao
fornecem informagGes importantes sobre o problema dual, e vice-versa. Além disso, dado um

vetor factivel z para (2.1) e (y, z) para (2.2), temos
bly < ',

ou seja, a funcao objetivo dual é um limitante inferior para a funcao objetivo primal, e a primal
um limitante superior para a dual, para problemas factiveis. As duas func¢des objetivo coincidem

tx*, onde z* é uma solugao para (2.1) e (y*, z*) é uma solugao

em uma solucdo, isto é, bly* = ¢
para (2.2).

Um ponto interior de um problema de programacao linear satisfaz a condi¢ao que toda
variavel encontra-se estritamente dentro de seus limites. Na forma padrao, £ > 0 é um ponto

interior no problema primal e (y,z) com z > 0 é um ponto interior para o problema dual. Um

ponto interior factivel, além de ser interior, também, satisfaz todas as restricées. Para o problema
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primal, z é um ponto interior factivel se Az = b e z > 0; Para o problema dual, (y,2) é um
ponto interior factivel se Aly + 2z =ce z > 0.

Para o desenvolvimento dos métodos de pontos interiores, utilizaremos o conceito de gap.
O gap ¢é a diferenca entre os valores das fun¢oes objetivo dos problemas primal e dual, ou seja,
v = ctz — b'y [64]. E possivel mostrar que para um ponto primal e dual factivel, o gap ¢ dado
por v = zlz.

As condigoes de otimalidade de primeira ordem, ou condi¢ao de Karush-Kuhn-Tucker

(KKT), para os problemas (2.1) e (2.2) séo:

Ar —b=0
Aly+2—c=0
XZe=0

(2.3)

(z,2) 20,

onde X = diagonal(x), Z = diagonal(z) e e é o vetor coluna de dimensdo n com todos os
elementos iguais a 1. Podemos encontrar mais detalhes sobre as condigoes KKT em livros de
programagao linear como por exemplo [59, 64].

Analisando as condi¢oes em (2.3), podemos ver que o vetor (z*,y*, 2*) é uma solugao para
os sistemas em (2.3) se e somente se z* ¢ uma solu¢do para o problema primal (2.1) e (y*,2*) é

uma solu¢do para o problema dual (2.2). O vetor (z*,y*, 2*) é chamado solu¢io primal-dual.

2.2 Meétodo de Newton

Os métodos de pontos interiores do tipo primal-dual consistem na aplicagao do método de New-
ton as condicoes de otimalidade partindo de um ponto interior [64]. Apresentaremos nesta segéo
o método de Newton para uma variavel e em seguida para varias variaveis. Finalmente, apre-
sentamos o método de Newton para sistemas de equagoes nao-lineares [15]. Para mais detalhes

sobre o método de Newton e suas propriedades, ver [5, 39)].

2.2.1 Meétodo de Newton para uma variavel

Considerando a fungao de uma variavel f(z), para encontrarmos o valor de z* tal que f(z*) =0,
1 . ~ . d f ~ d 0 1 k 2
utilizamos aproximagoes sucessivas da funcao f(z) em torno dos pontos z",z", ..., 2" até que o

ponto z¥ seja tal que f(z*) ~ 0. Para tanto, vamos utilizar a férmula de Taylor em torno do
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ponto zV:

"

(=)
2!

0= f(z*) = f(z°) + f («°)(z — 2°) + (z — %)% + ... (2.4)

Aproximamos f(z') até o termo linear da série, ou seja,

f ()
el (2.5)

Podemos aplicar esta formula para obter z! e depois calcular o valor de z* sucessivamente,

0= f(z*) = f(2°) + f (2°) (2 — 2°) = 2! = 2° —

até que f(z¥) ~ 0. Assim, construimos o método de Newton para uma variavel.

2.2.2 Meétodo de Newton para varias variaveis

Seja T € R" tal que f;(Z) = 0, para ¢ = 1,2,...,n. Novamente, para encontrarmos o valor de Z

utilizamos aproximagoes sucessivas da fungao f(z) em torno dos pontos 20,21, ..., 2F, até que o

ponto z* seja tal que f;(z*) ~ 0. Aplicando a férmula de Taylor para varias varidveis em torno

de 2V
0= fi(@) = fi(e°) + [Vfi(@")]" (z — 2°) + ..,V i, (2.6)
onde
dfi(x)
6x1
Vfi(z) = : (2.7)
dfi(z)
oz,
Aproximando f;(Z) até o termo linear da série, obtemos
0= fi(z) = fi(a") + [Vfi(a")]" (' = 2°),¥ 4, (28)
ou seja

~f1(2°) = [V£1(z9)]" (z" — 2°)

—fa(2°) = [V fu(z)]" (&' — 2°).

Vi) fi(a?)
Seja J(z%) = : a matriz Jacobiana e F(z2°) = : . Entéo,
vfn(mo)t fn(a"o)
—F(2%) = J(2°) (&' — 2°) = 2" =20 — [J(z)] ' F(2°). (2.9)

Construimos, assim, o método de Newton para varias varidveis.
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2.2.3 Meétodo de Newton para sistema de equagoes

Vamos agora obter o método de Newton para sistemas de equagdes, que quando aplicado as
condigoes de otimalidade surgem os métodos de pontos interiores do tipo primal-dual.

Seja F : R® — R"™. Queremos encontrar z, € R" tal que F(z.) = 0, onde F ¢é continua-
mente diferencidvel.

O método de Newton para o problema acima é obtido encontrando uma aproximacao para
a funcao F na iteracao xj. Essa aproximacao é calculada utilizando as mesmas técnicas que o

método de Newton para varias variaveis. Obtemos entdo, o seguinte algoritmo.
Algoritmo 2.1 (Método de Newton para sistema de equagoes).

Sejam F : R® — R" continuamente diferenciavel e zy € R”

Para k£ =0,1,2,..., faga

1. J(z)sp = —F(zx);

2. Tpy1 =T + Sk

2.3 Meétodos de pontos interiores primais-duais

Logo ap6s Karmarkar [31] apresentar o primeiro método de pontos-interiores para programacao
linear com complexidade polinomial, surgiram muitas variagoes desse método. Dentre elas, a
classe mais eficiente é a conhecida como primal-dual, introduzida por Megiddo [44] e apresentada
na forma algoritmica em [34]. Estes métodos possuem o mesmo esfor¢co computacional por
iteracao, em comparagao com outras classes de métodos de pontos-interiores. Porém, os métodos
primais-duais apresentam melhores resultados teoricos para a anélise de complexidade no pior
caso, como por exemplo em [47], e, também, para a andlise assintotica da taxa de convergéncia
(veja [57]). Esses resultados teoricos foram parcialmente motivados pelos experimentos préticos,
em que o método primal-dual apresentou um melhor desempenho em relacao ao método primal
e ao dual, como em [40, 43].

Esses métodos encontram solugdes primal-dual (z*,y*,2*) aplicando uma variagdo do
método de Newton as condi¢oes de otimalidade, (2.3), alterando a dire¢io de busca e o tamanho
do passo a ser tomado, de forma que a desigualdade (z,z) > 0 seja estritamente satisfeita em

todas as iteragoes.



2.3. METODOS DE PONTOS INTERIORES PRIMAIS-DUAIS

Vamos reescrever as equagoes das condigdes de otimalidade (2.3) na forma de uma fungao

de RZn+m o R2ZnAm.

Aty + 2 — ¢
F(z,y,z) = Az —b =0 (2.10)
XZe
(z,2) > 0. (2.11)

Podemos ver que F' é linear nos dois primeiros conjuntos de equacoes.

Todos os métodos primais-duais produzem uma sequéncia (z*,y*, 2F) que satisfaz (2.11)
estritamente, isto &, zF > 0 e z¥ > 0. Dai a origem da expressao pontos interiores.

Como a maioria dos algoritmos iterativos na otimizacao, os métodos primais-duais para
pontos interiores possuem dois passos principais: o calculo da direcao e o tamanho do passo a
ser tomado.

Aplicando o método de Newton para varias varidveis em F', obtemos o seguinte sistema

linear de equacoes:

Ax
J(maywz) Ay = _F(xayaz)a
Az

onde J é o Jacobiano de F. O sistema acima pode ser reescrito como,

0 A T Az Aly+2z—c
A 0 0 Ay | =— Az —b . (2.12)
Z 0 X Az XZe

Nem sempre é possivel tomarmos a solucao do sistema acima como passo, pois temos que
respeitar a restricao (z,z) > 0. Assim, através de um teste da razdo na diregdo de Newton,

obtemos uma nova solucao primal-dual,
(z,y,2) + a(Az, Ay, Az),

onde « € (0,1].
Esta abordagem nao funciona bem na pratica, pois ndo converge para muitos problemas

devido ao fato de que, no produto X Ze, algumas coordenadas (z; X z;) se aproximam de zero
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mais rapidamente que outras. Podemos fazer uma alteragao nessa abordagem de forma que fique
mais eficiente. Ao realizarmos essa alteracao, obtemos o método primal-dual de trajetéria central.

O método primal-dual de trajetoria central é obtido quando acrescentamos uma pertur-
bacao p que procura manter cada coordenada préoxima de um mesmo valor, e que reduz a condigao

de complementaridade simultaneamente. Essa perturbacao é definida por,

()

onde v = z'z e 0 € [0,1). Assim, acrescentamos u na tltima linha do lado direito do sistema

(2.12) e obtemos, entao, ue — X Ze.
Algoritmo 2.2 (Método Primal-dual para pontos-interiores).

Dados 3° e (20, 2%) > 0.

Para k =0,1,2,..., faca
1. Escolha o € [0, 1) e seja uf = o (1), onde 7+ = (a¥)12*.

2. Resolva o seguinte sistema linear:

0 At T Azk rk
Ao o ||ag|=-| | 213
zk 0 X*k AzF rf

onde

— Az —p (2.14)
rf = —pke+ Xk Zke

3. Escolha o tamanho do passo o = min(1, Tka;, mFpk) para 7% € (0,1), onde

-1 —1
k k
S = 2.15
" min ( xf) ) . min ( ZZk) ( !
: k : k
(3 :EZ 2 Z’L

4. Calcule a nova iteracao

(@M M) = (F, g, 2F) 4 of (At AyF, AZY).

11
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k caracterizam os varios métodos. Em geral, 7% é um ntmero

Diferentes escolhas de o* e 7
fixo escolhido de acordo com experimentos numeéricos. Tomando 7% préoximo de um, de forma
que o nimero de iteragoes tende a ser menor. Dessa forma, mantemos as varidveis nao negativas
sempre maiores que zero e, podemos utilizar ao méximo a direcao de busca obtida. Por outro
lado, o parametro ¢, também chamado de parametro de centralizacio, representa uma idéia
totalmente oposta. Seu objetivo é evitar que as componentes do ponto se aproximem de zero
permitindo assim, que o método obtenha boas dire¢des de busca para as iteragoes futuras. A
escolha particular de 0% = 0 nos fornece as versoes afim dos métodos. Note que, quando tomamos
a direcdo de busca inteira, isto é, o passo inteiro de Newton e, continuamos com (z,z) ndo
negativos, o método toma o tamanho maximo do passo como o = 1.

Essa classe de métodos primais-duais para pontos interiores com um ponto inicial factivel
e com o e 7T escolhidos apropriadamente, apresenta bons resultados teéricos, inclusive complexi-
dade polinomial (veja [27] para os resultados mais importantes) e, também, uma convergéncia
com taxa super-linear [57]. Na prética, é comum iniciarmos o método com um ponto nao factivel,
pois, em geral, é muito caro, computacionalmente, encontrar um ponto factivel. Alguns bons
resultados teodricos foram obtidos desde entao, porém nao tao bons quanto os resultados com um
ponto inicial factivel, veja [64].

Além disso, calculamos o tamanho do passo para os problemas primal e dual separada-

k

y = min(l,’rkp’;) e para o dual, of =

mente. Assim, o tamanho do passo para o primal é «

min(1,7%pk). E, entdo, substituimos o passo 4 do método por

= mk—i—a];Aack

k+1 Zk+1)

(y ; = (ykvzk) +a’(§(Ayk7Azk)'

Essa separacao dos passos é uma heuristica que na pratica tem produzido resultados me-

lhores.

2.4 O método Preditor-Corretor

O método de pontos interiores primal-dual, descrito na secao anterior, nao é o mais utilizado
na pratica. Logo apods ser publicado, o método preditor-corretor [46] se tornou a escolha mais
popular. Esse método difere do método descrito na Segao 2.3 pela escolha da direcao de busca.

A direcao de busca em cada iteracdo consiste de trés componentes:

12
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e uma direcdo afim escala, ou direcao preditora, onde é utilizada a direcao de Newton para

a funcio F(z,y,z) definida em (2.3), conforme (2.12).
e um termo de centralizacio o, onde o € [0,1) para atualizar o valor de u*.
e uma direcao corretora para compensar a nao-linearidade do ultimo conjunto de restricoes.

As duas primeiras componentes, a direcao afim escala e o termo de centralizacao, formam
em conjunto o sistema apresentado em (2.13) para os métodos de pontos interiores. Porém, no
meétodo preditor-corretor a direcdo afim escala é calculada separadamente do termo de centraliza-
¢do. Obtemos entdo, a vantagem de calcularmos o parametro o, de forma mais eficiente. Assim,
se a direcao afim escala produzir uma boa reducao no valor de «, de forma que se mantenha
(z,z) > 0, entdo nao precisaremos fazer grandes corregdes nessa dire¢ao e, portanto, o assumira
um valor préoximo de zero. Porém, se for possivel movermos apenas uma pequena distancia ao
longo da dire¢ao afim escala antes de violarmos a restri¢do (z,z) > 0, entdo a dire¢do afim escala
necessitard de grandes corregoes e, nesse caso, ¢ assumira um valor maior.

A diregdo afim escala é obtida pela resolugdo do sistema (2.13) com k=0, ou seja,

0 A" I Azk rk
A 0 0 AgE == ok |, (2.16)
zk 0 Xk Az rk

onde 7k = X*ZFe e rk e rl’,f sao definidos como em (2.14)

A solugdo do sistema acima, (Az*, AZ*, AgF)!, ¢ a chamada direcio afim escala. Em
seguida, calculamos o valor de & como no passo 3 do Algoritmo 2.2.

A desvantagem de calcularmos a perturbacdo p separadamente é que precisamos resolver
dois sistemas lineares ao invés de um por iteracao. No entanto, como os dois sistemas possuem
a mesma matriz de coeficientes, precisamos decompo-la apenas uma vez.

Por a direcao afim escala ser calculada separadamente, podemos utiliza-la para estimar
o erro na aproximacao linear. Conhecendo esse erro, podemos calcular uma componente de
correcao, a diregao corretora. Como as componentes central e corretora sao obtidas por sistemas
lineares com a mesma matriz de coeficientes que a direcao afim escala, e por serem independentes,
nao precisamos calculd-las separadamente. Podemos simplesmente combinar os dois sistemas

lineares em um tunico sistema, somando os vetores do lado direito em cada sistema, e calcular a

direcao combinada.

13
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O termo de centralizacio o* ¢ obtido pela seguinte heuristica [46]

(@4 AR (2 + agAZF)
Y - n ’
kN 3
ko_ <7’“>
g = % s
Y
k
oo
n

Novamente, se a direcio afim escala produzir uma boa reducdo no valor de v* (3% << ~%),
enquanto (z,z) > 0, o® assumira um valor proximo de zero. Caso contrério, o* assumira valores
mais proximos de 1.

Para calcular a perturbagao px, podemos resolver um sistema linear com a mesma matriz
de coeficientes do sistema (2.16), mas com o vetor (0,0, z¥e)? no lado direito. No entanto, vimos

que ¢é mais eficiente calcular esse termo em conjunto com a direcao de correcao.

Agora, quando tomamos a’; = o/j =1, no tamanho dos passos para a dire¢ao afim escala,
obtemos ’I”S_H =0e 7‘5“ = 0. Além disso,
reth = —XxMIZMe = —(XF 4+ AXF)(Z8 + AZF)

= —(XFF 4 AXFF 4 XEAZR + AXFAG)
= —(rF+ ZFAZF + XFAZF + AXFAZF)
= —(=rF 4k £ AXFEAZR)
= —AX*AZFe
onde AX* = diagonal(AZ*) e AZ¥F = diagonal(Az*). Assim, a etapa corretora procura compen-

sar essa nao-linearidade, do novo sistema a ser resolvido, alterando a dire¢dao de busca de forma

que r{j“ fique préximo de zero. Para isso, resolvemos o seguinte sistema linear,

0 A T Ak 0
A 0 0 AgF | = 0 : (2.17)
zk 0 Xk Azk —AXFkAZFe

Portanto, o calculo do termo de centralizagao em conjunto com a direcao de corregao é

obtida resolvendo o seguinte sistema:

0 A I AzF 0
A 0 0 Ajk | = 0 : (2.18)
zZk 0 Xk Azk pke — AXkAZFe
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A solugao (AzF, Azk, AgF)t ¢ a chamada diregao de corregdo.

Finalmente, a direcdo de busca é dada pela soma das dire¢oes afim escala e de correcao,
Az = AR+ AP
Ayf = AFF+ AR
AP = A+ AR

Na pratica, calculamos diretamente a dire¢ao de busca pela soma dos sistemas lineares (2.16) e

(2.18):

0 A T Az rs
A 0 0 Ayk | =— rk . (2.19)
zk 0 Xx* AzF —rk — pe+ AXFAZFe

Esse é o sistema da etapa corretora a ser resolvido.

Os sistemas (2.16) e (2.19) possuem a mesma matriz dos coeficientes, e portanto, a mesma
decomposigdo LU. Assim, em (2.19) utilizamos a decomposi¢ao ja realizada em (2.16). Dessa
forma, o esfor¢o computacional para resolver o sistema (2.16) é maior que o esforgo computacional
para resolver o sistema (2.19). O custo computacional para resolver o segundo sistema linear é

compensado pela eficiéncia do método preditor-corretor.

2.5 Calculando as direcoes de busca

Apresentamos nesta se¢do duas abordagens para calcular as diregdes de busca nos métodos do
tipo primal-dual, ou seja, duas abordagens para resolver o sistema linear (2.13). Veremos na
Secao 2.6.4 o céalculo da dire¢ao para o método preditor-corretor e em que ele se diferencia do
método padrao.

O grande esfor¢co computacional em cada iteragao do método consiste na resolugao do

sistema em (2.13). Eliminando a variavel Az* do sistema, obtemos:

—DkF At AzF r’j — (Xk)=1pk
—_— : (2.20)
A 0 AgyF rj',f

onde (D)% = (X*¥)=1Z* ¢ Az* pode ser calculado como

AzZF = (XF) Y (—rk — ZEALF).
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O sistema em (2.20) é chamado sistema aumentado. Eliminando a variavel Az* de (2.20)

temos
SFAYF = —rk — A(D*) T — (XF)TIeD), (2.21)

onde S¥ = A(D*)~1 A* ¢ chamado complemento de Schur. O sistema acima é chamado de sistema

de equagoes normais. O calculo de Az¥ é dado por,
Az = (DF)~H(AtAyF — rs — (Xk)glrf).

Note que, D¥ é uma matriz diagonal com seus elementos positivos e é a tnica alteracio
na matriz dos sistemas (2.20) e (2.21) em cada iteracdo. Enquanto alguns elementos de D*
convergem para zero, outros convergem para infinito. Sistemas como em (2.20) e em (2.21)
aparecem em outros métodos de pontos interiores, como por exemplo nas versoes primal e dual
[60]. Na versio primal afim escala [16] temos D* = (X¥)? e o lado direito igual (¢! 0%)f. Ja na
versdo dual afim escala [2], D*¥ = (Z*)? e o lado direito é dado por (0¢ bt)L.

Observe que para os métodos afins, nao existe termo de centralizagao. Estes métodos nao
possuem as mesmas boas caracteristicas teoricas que o método primal-dual e, por isso, foram

superados em experimentos numéricos [43].

2.6 Meétodos para resolugao de sistemas lineares

Métodos diretos ou iterativos podem ser utilizados tanto para resolver o sistema (2.20), quanto
para resolver o sistema (2.21). A abordagem mais utilizada nos métodos de pontos interiores para

programacao linear resolve o sistema de equagdes normais por um método direto: a decomposi¢ao

de Cholesky.

2.6.1 Decomposicao de matrizes

Um dos métodos diretos mais utilizados para se resolver sistemas lineares consistem em decompor
uma permutac¢io da matriz dos coeficientes no produto de duas matrizes triangulares PAQ = LU
e, entao resolver o sistema por substitui¢oes. Esse procedimento é chamado decomposicao LU.
Se a matriz do sistema é uma matriz simétrica e definida-positiva, entao podemos calcular
sua decomposicio LU de forma que U = L, onde os elementos da diagonal de L sdo positivos.
Essa decomposicao é conhecida como Decomposicao de Cholesky. Existe uma variagao desse

método, decompondo a matriz no produto de duas matrizes triangulares com elementos na
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diagonal principal iguais a 1 e uma matriz diagonal, ou seja, LDL!. Uma matriz dessa forma

possui uma tnica Decomposicao de Cholesky.

2.6.2 Resolvendo as equagoes normais

Utilizar a decomposicao de Cholesky de S* ¢, sem duvida, a forma mais utilizada para se encon-
trar as diregoes de busca nos métodos de pontos interiores, como por exemplo em [2, 40, 41, 43].
Assim, utiliza-se todas as vantagens de S* ser simétrica e positiva-definida. No entanto, S*
pode ser bem menos esparsa e, geralmente, é mais mal-condicionada do que a matriz do sistema
(2.20). O caso extremo da perda de esparsidade consiste no caso em que A possui uma coluna
com todos os elementos diferentes de zero e, ao calcular o sistema de equacbes normais, obtemos
uma matriz com todos os elementos diferentes de zero.

Uma forma de evitarmos esse problema é utilizarmos métodos iterativos. Estes métodos
consistem em construir uma sequéncia de aproximacoes da solucao para o sistema linear, até
que uma certa tolerancia seja atingida. Como esses métodos requerem apenas o produto matriz-
vetor, nao precisamos calcular diretamente o sistema de equagoes normais, exceto no caso em que
o pré-condicionador dependa dele. Portanto, a perda de esparsidade pode nao ser um problema
para esses métodos.

O método dos gradientes conjugados pré-condicionado é o método iterativo mais utilizado
para resolver sistemas positivos-definidos. Esse método é facil de se implementar e sua convergén-
cia é muito rapida com um bom pré-condicionador. Podemos ver em [41, 45] alguns resultados
do método para resolver (2.21). Nem sempre vamos obter um bom resultado, principalmente,
devido ao fato de que, o sistema linear se torna altamente mal-condicionado quando o método de
pontos-interiores se aproxima de uma solucao. Outra desvantagem dessas implementagoes é que
ela necessita do calculo do sistema de equagoes normais, para construir o pré-condicionador. E,
no caso em que temos algumas poucas colunas densas, podemos perder a esparsidade da matriz.

Por esses, e outros, motivos, o sistema aumentado passou a ser foco de estudos e pesquisas.

2.6.3 Resolvendo o sistema aumentado

O sistema aumentado é um sistema indefinido, consequentemente, sua decomposicao de Cholesky
nao existe, pois ndo é possivel decompor sua matriz indefinida no produto LDL! com D diagonal
e positivo definido.

A decomposicdo de Bunch-Parlett [9] ¢ um método direto que tem sido utilizado para
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resolver sistemas indefinidos. Esse método contorna os problemas mencionados acima, decom-
pondo a matriz em LDL!, com L triangular e D uma matriz bloco diagonal, onde os blocos sdo
de dimensao 1 x 1 ou 2x 2. Uma decomposicao estavel é garantida escolhendo os blocos diagonais
de forma que o “crescimento” dos elementos na matriz reduzida seja controlado. Por crescimento,
entendemos o valor do maior elemento da decomposicao, comparado com o maior elemento da
matriz original. Geralmente, a escolha dos blocos diagonais envolve uma permutagao simétrica
de linhas e colunas.

A implementacao da decomposicdo de Bunch-Parlett se mostrou mais estavel, porém mais
lenta em comparagdo com resolver (2.21), veja [21, 23, 60]. J& um método multifrontal aplicado
ao sistema aumentado foi estudado em [19].

O método dos gradientes conjugados foi definido para ser utilizado, apenas, em sistemas
definidos, por isso, ele ndo é utilizado para resolver (2.20). MINRES e SYMMLQ [52] s&o dois
métodos iterativos para resolver sistema indefinidos simétricos. Alguns métodos provenientes do
método dos gradientes conjugados foram apresentados em [37, 38], mas o MINRES e SYMMLQ
ainda sfo mais rapidos. Em [23], SYMMLQ é utilizado para resolver o sistema aumentado de

alguns problemas de pequeno porte.

2.6.4 Direcoes de busca para o método preditor-corretor

Todos os resultados apresentados anteriormente se aplicam ao método preditor-corretor, pois a
estrutura da matriz nos métodos de pontos-interiores apresentados aqui é a mesma.

Uma diferenca importante é que no método preditor-corretor calculamos apenas uma de-
composi¢ao por iteracao, o que nos economiza muito tempo e esforco computacional. Isso porque
as matrizes nos dois sistemas lineares sao iguais e, portanto, podemos utilizar a mesma decom-
posicao nos dois sistemas. Também utilizamos a mesma decomposicao do sistema de equacoes
normais, onde for necessario. Essa é uma das razdes para o método preditor-corretor ser tao
utilizado nos dias de hoje.

Ainda nao estd claro qual o melhor momento de se utilizar os métodos iterativos, para
resolver os sistemas lineares de forma mais eficiente, no método preditor-corretor. Essa escolha
depende do custo computacional do calculo do pré-condicionador com relagao ao custo computa-
cional da resolucao dos dois sistemas lineares, e, também, do ntumero de iteragoes dos métodos
iterativos para se obter a convergéncia.

Os sistemas lineares (2.16) e (2.19) estao relacionados, pois possuem a mesma matriz e o
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terceiro bloco do vetor a direita no sistema (2.19) depende da solucao do sistema (2.16). Assim,
talvez seja possivel obtermos melhores resultados ao calcularmos a solucao do sistema linear
(2.19) pela abordagem de métodos iterativos. Contudo, ndo é facil encontrar uma forma de
acelerarmos o céalculo dessa solucao. Isso ocorre, provavelmente, devido ao fato da perturbagao
no lado direito ser nao linear. Portanto, a idéia de encontrarmos uma solucao inicial melhor para

o segundo sistema linear nao serd foco de nosso estudo.
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Capitulo 3

Pré-condicionadores hibridos para

métodos 1terativos

Nessa se¢ao apresentamos uma implementacao composta de duas fases para resolver problemas
lineares utilizando métodos de pontos interiores. Nas duas fases, é utilizado o método dos
gradientes conjugados para resolver o sistema de equagoes normais em (2.21) pré-condicionado

por uma matriz M,
MY AD P AYM g = M (—ry, — AD " (rg — X 'ry)). (3.1)

onde § = M'Ay. Na primeira fase, a decomposicdo controlada de Cholesky é utilizada para
construir a matriz M, esse método é apresentado na secao 3.2. Apds a mudanca de fases, é
utilizado o pré-condicionador separador, apresentado na secao 3.3.

Antes, porém, vejamos um pouco sobre pré-condicionadores e matrizes pré-condicionadas.

3.1 Pré-condicionadores

A aplicagao de métodos iterativos para a solugao de sistemas lineares com matrizes mal-condiciona-
das pode ocasionar a ndo convergéncia do método. Um pré-condicionador tem como objetivo
transformar um sistema linear com uma matriz mal-condicionada em um sistema equivalente
com uma matriz bem-condicionada. Chamamos essa transformacao de pré-condicionamento. O
pré-condicionamento é realizado com o objetivo de transformar o sistema original em um sistema
equivalente pré-condicionado, onde sua solucao pode ser obtida de uma forma mais simples que

o sistema original.
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Seja A uma matriz quadrada com posto completo. Dizemos que uma matriz é mal-
condicionada, se r,(A) assume valores grandes, onde r,(A) = [|Al|,||A~"||,. Podemos observar
que, para matrizes simétricas positivas-definidas o numero de condi¢cao na norma-2, é a divisao
do maior pelo menor autovalor.

O método dos gradientes conjugados, [24], bem como os demais métodos iterativos, é muito
sensivel ao ntumero de condicao de uma matriz, ou seja, o erro maximo cometido no método

depende do ntumero de condi¢ao da matriz:

||z — zx|| 4 < 2|z — o] Aak
onde ||w||124 =wlAdwea = 7”:2;2;:. Assim, o método dos gradientes conjugados é mais eficiente
K2

quando ko(A) = 1.
Podemos aplicar a idéia de pré-condicionamento em qualquer sistema linear. Vejamos um

exemplo: Seja o sistema linear Ax = b. Vamos construir o seguinte sistema linear equivalente,
M~ YAN"'i =,

onde 7 = Nz e b = M~'h. Nesse caso, dizemos que o sistema linear foi pré-condicionado e
M~'AN-! ¢ chamada de matriz pré-condicionada. Geralmente, ndo é necessario calcular a
matriz pré-condicionada, pois a grande maioria dos métodos iterativos a utiliza apenas para
calcular o seu produto com vetores.

Dizemos que um pré-condicionador é simétrico se Nt = M , Ppois, nesse caso, se A e
simétrica, entdo a matriz pré-condicionada M~YAM™" também sers simétrica. Para os pré-
condicionadores simétricos, a lei da inércia de Sylvester [24], nos garante que a matriz pré-
condicionada possui o mesmo nimero de autovalores positivos, e negativos, que a matriz origi-
nal. Portanto, os pré-condicionadores simétricos nao podem ser utilizados para transformar um
sistema indefinido em um sistema definido.

Como a maioria dos métodos iterativos possui uma taxa de convergéncia que depende da
distribuicao dos autovalores, podemos obter uma convergéncia mais rapida se a matriz M-1AN-!
estiver proxima da matriz identidade. Uma forma de estarmos proximos dessa situagdo, é mover
os autovalores positivos de A para proximo de 1 e os negativos para proximo de —1. Por
outro lado, experimentos praticos mostram que as melhores escolhas para M e N sio as que
transformam o sistema original em um outro com baixo custo computacional, pois o principal

objetivo do pré-condicionador é reduzir o tempo utilizado na resolugao do sistema linear. Por
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3.2. DECOMPOSICAO CONTROLADA DE CHOLESKY

isso, os pré-condicionadores, geralmente, sdo construidos na forma de uma matriz triangular, ou
bloco diagonal.

Geralmente, nao existe uma forma de se construir o pré-condicionador ideal para determi-
nado problema. Isso porque o pré-condicionador ideal estd estritamente ligado ao problema a

ser resolvido. Porém, existem alguns resultados que nos fornecem uma boa escolha.

3.2 Decomposicao controlada de Cholesky

A decomposicao controlada de Cholesky (CCF) é um procedimento desenvolvido para resolver
sistemas positivo definidos em geral [10]. Ela também apresentou excelentes resultados para
sistemas de dependéncia de tempo em equagoes diferenciais parciais [11]. Esse tipo de decom-
posicao possui algumas propriedades muito tteis, como a possibilidade de controlar o nimero de
elementos a ser introduzido na decomposigao.

Sejam as decomposicoes de Cholesky, AD 1At = LL! = LL'+ R, onde L ¢ a matriz obtida
na decomposi¢ao completa, L quando a decomposicao é incompleta e R é a matriz da diferenca
das duas decomposicoes. Definindo £ = L — f/, entdo a matriz dos coeficientes pré-condicionada

é dada por:
LY AD ' AL = (L7'L)(L7'L)! = (I + L7'E)(I + L' E)". (3.2)
Agora, quando fazemos a decomposi¢do incompleta proxima da decomposicao completa de
Cholesky, isto é, quando a matriz L se aproxima da matriz L, entdo a matriz E se aproxima da
matriz nula e o produto de matrizes L~ (AD ' A*) L ! se aproxima da matriz identidade I. Nesse
caso, dizemos que a matriz AD~! A’ foi escalonada de forma a obtermos a matriz identidade [20],
a fim de uma maior robustez. O CCF é baseado no problema de minimizar a norma de Frobenius

da matriz E. Assim, seja o problema

m m
minimizar ||E||% = ch com ¢ = Z iy — L (3.3)
=1 i=1

Agora, ¢; pode ser dividido em dois somatorios:

tj+n } m
=) M=l + D lal® (3.4)
k=1 k=tj+n+1

onde t; representa o nimero de elementos diferentes de zero abaixo da diagonal na j-ésima

coluna de AD~'A! e n representa o ntmero de elementos extras permitido por coluna. O
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3.2. DECOMPOSICAO CONTROLADA DE CHOLESKY

primeiro somatorio contém todos os t; + 7 elementos diferentes de zero da j-ésima coluna de L.
O segundo possui apenas os elementos da decomposi¢ao completa L que nao possuem elementos
correspondentes em L. Considerando que I;; = l;; quando 7 — m e l;; ndo ¢ calculado, ||E||r
¢ minimizada através de uma heuristica que consiste na modificagdo do primeiro somatoério.
Aumentando o valor de 7, isto é, permitindo que mais elementos sejam acrescentados, c; ird
reduzir pois o primeiro somatorio contém mais termos que o segundo. Além disso, ||E||r é
minimizada escolhendo os t; + n maiores valores de E, em modulo, de forma que o primeiro
somatério fique préximo de zero, e o segundo somatoério com apenas os elementos /;; pequenos,
em modulo, também fique proximo de zero. Essa é uma minimizacao seletiva, semelhante ao
esquema de tolerancia. O pré-condicionador L é construido por colunas, ou seja, necessita apenas
de uma coluna de AD ' A? por vez. As principais caracteristicas do pré-condicionador controlado

de Cholesky sdo apresentas nas proximas subsegoes.

3.2.1 Escolha dos elementos por valor

O pré-condicionador controlado de Cholesky contém no maximo ¢;+n elementos diferentes de zero
em cada coluna, sendo que a respectiva coluna da matriz AD~'A! contém, exatamente, t; ele-
mentos diferentes de zero, abaixo da diagonal. Assim, quando uma coluna do pré-condicionador
¢ calculada, apenas os t; + n maiores elementos sao armazenados e os demais sao descartados.
Portanto, a melhor aproximacao da decomposicao completa é obtida pelos elementos escolhidos.
O pré-condicionador CCF nao mantém a estrutura esparsa da matriz. Isso porque a escolha dos
elementos é feita levando em consideracao seus valores e nao suas posicoes e, assim, a posicao
dos elementos diferentes de zero no pré-condicionador pode fazer com que alguns elementos da
matriz original sejam perdidos. Uma vantagem do CCF em relacao aos pré-condicionadores que

mantém a estrutura esparsa da matriz é que ele pode requerer um espaco de armazenamento

menor.

3.2.2 Generalizacao do ICF

Jones e Plassmann [30] apresentaram um resultado que permite o acréscimo de um niimero, 7,
de elementos diferentes de zero em cada linha, ou coluna, do pré-condicionador. Esse 1 é tomado
como sendo o numero de elementos nao nulos em cada linha, ou coluna, da matriz de coeficientes
original. Novamente, apenas os maiores valores em modulo sdo mantidos, o que significa que a

estrutura esparsa da matriz é ignorada. Assim, o CCF pode ser visto como uma generalizagao
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do método de Jones e Plassmann.

3.2.3 Shift exponencial

Manteufell [42] provou que, se a matriz de coeficientes V' é simétrica e positiva-definida, entdo
existe uma constante o > 0 tal que a matriz V + oI possui uma decomposi¢ao incompleta de
Cholesky. Durante o célculo da j-ésima coluna de L, o elemento da diagonal principal pode
ser muito pequeno, ou até mesmo negativo. Assim, para evitar que a matriz L deixe de ser
positiva-definida, o CCF desconsidera toda a matriz L, calculada até esse ponto, acrescenta o;
na diagonal de AD~'A! e calcula L novamente. Ao invés de usar um shift linear como o de Jones
e Plassmann [30], 0; = 1072, na i-ésima tentativa de construir o pré-condicionador L, o CCF
utiliza um shift exponencial o; = 5 x 107* x 2= de forma a obter uma perturbacio diagonal

inicialmente menor.

3.2.4 Pré-condicionador versatil

Na Tabela 3.1, abaixo, apresentamos as caracteristicas de uma matriz M pré-condicionadora
versétil para (3.1). Como se observa, tomando n = —m, obtemos, apenas, um escalonamento
diagonal, enquanto que, tomando n = m, obtemos uma decomposicdo completa de Cholesky.
Portanto, n pode ser tomando no intervalo [—m,m] de forma que M necessitara de mais, ou
menos, memoria para armazenamento que AD~'A!. Em outras palavras, fill-in (n > 0) e drop-

out (n < 0) podem ser utilizados com CCF.

7 M Memoéria
-m | diag(AD~'A*)~'/2 | menos que AD~! A
0 L igual a ADA!
m L mais que AD~TA?

Tabela 3.1: Fill-in e drop-out com CCF(n).

3.2.5 Armazenamento de matriz

Na implementacao utilizada, a matriz dos coeficientes AD™'A! e o pré-condicionador L sao
armazenados segundo o formato de Harwell-Boeing. Cada matriz é armazenada em trés vetores:
um vetor do tipo inteiro com dimensao m + 1 para colunas; um outro vetor, também do tipo

inteiro com dimensao ¢ (namero de elementos diferentes de zero abaixo da diagonal principal),
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3.3. PRE-CONDICIONADOR SEPARADOR

para o indice das linhas; e um vetor do tipo real, também com dimensao ¢, para os valores
numeéricos. A decomposi¢do controlada de Cholesky necessita de outros vetores para construir
L. Na decomposigao incompleta de Cholesky (ICD), o fill-in é determinado pela soma dos niveis,
resultando em uma demanda de memoria sem controle. No entanto, a memoria necesséria para
o CCF ja é conhecida, como mostra a tabela 3.2, pois apenas os t; + 1 maiores elementos em
cada coluna do pré-condicionador sdo mantidos. A terceira coluna nos mostra a quantidade de
memoria necessaria para vetores inteiros com 4 bytes e vetores reais com 8 bytes.

A decomposicao controlada de Cholesky com 7 elementos diferente de zero, CCF(n), neces-
sita mais memoria que ICD(0), decomposigao incompleta de Cholesky com o mesmo nimero de
elementos diferentes de zero do que a matriz original, quando n > (1—2t—m)/(4m) =~ —t/(2m),
para i = 4 e r = 8 bytes. No entanto, CCF(n) possui uma estrutura de dados mais versatil, o

que permite que o nimero de elementos diferentes de zero de L varie.

Matriz Maximo de bytes Parai=4er =38
AD 1Al (i4+r)t+im+i 12t + 4m + 4
AD7YA' + Liopgy | (i +2r)t+im +i 20t + 4m + 4
AD7YA + Lecpgy | (3i+2r)t+ (20 + 1)y + 2i)ym + 2i | 28t + (161 + 8)m + 8

Tabela 3.2: Comparacao entre o armazenamento de ICD(0) e

CCF(n).

Na Tabela 3.2, m representa a ordem da matriz AD~'A?, t representa o niimero de ele-
mentos diferentes de zero abaixo da diagonal principal de AD~'A! 5 representa o ntimero de
elementos extras por coluna e %, r representam o numero de bytes para representar as variveis

do tipo inteiro e real, respectivamente.

3.3 Pré-condicionador separador

O pré-condicionador separador foi proposto para os sistemas indefinidos oriundos dos métodos
de pontos interiores [50] para problemas lineares, tais como o sistema aumentado. Este pré-
condicionador é uma generalizagdo daquele proposto por Resende e Veiga [55] no contexto do
problema de fluxo de rede de custo minimo. A principal caracteristica dessa classe de pré-
condicionadores é que ela se comporta melhor quando estd préoxima de uma solucao do problema

linear. Essa é uma caracteristica importante, pois o fato desses sistemas serem mal-condicionados
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proximo do conjunto solucao faz com que eles sejam dificeis de resolver por métodos iterativos.
Além disso, o pré-condicionador separador nao necessita do calculo das equacoes normais. No
entanto ele falha nas iteragoes iniciais para muitos problemas lineares.

Existe uma versao do pré-condicionador separador para o sistema de equacoes normais,
que seré estudado nessa secao.

De forma resumida o pré-condicionador separador pode ser obtido da seguinte forma: Seja

A= (B E)P onde P é uma matriz de permutacao tal que B é ndo singular. Entéo,
AD'A' = BDR'B' + ED,'E".
Agora, multiplicando a esquerda por D;%B_l e & direita por sua transposta, obtemos
T= D%B_l(AD_lAt)B_tD% =1+ WW'

onde W = D%B’lED];%.

Observe que a matriz pré-condicionada é positiva definida e seus autovalores sao maiores
ou iguais a 1, ou seja, ela nao possui autovalores proximos de zero.

Note que B~!'E pode ser visto como um escalonamento do problema linear. Proximo da
solucdo, a matriz D~! possui pelo menos n —m elementos diagonais pequenos. Entdo, com uma
escolha apropriada das colunas de B, os elementos da diagonal de Dp e Dgl sao muito pequenos.
Nesse caso, W se aproxima da matriz nula, 7" se aproxima da identidade e os maiores autovalores
de T e ko(T) se aproximam de 1.

Assim, utilizando o pré-condicionador separador, M~! = D]%B_l7 nio precisamos calcular
as equagoes normais para resolver o sistema. Porém, precisamos encontrar a matriz B e resolver
sistemas lineares com ela. No entanto, a decomposicao QB = LU &, geralmente, mais esparsa
do que a decomposi¢do de Cholesky. De fato, sabemos por [22] que a estrutura esparsa de L e
U esta contida na estrutura de R, onde AAT = R'R, para qualquer matriz de permutacio Q.
Na préatica, o nimero de elementos diferentes de zero de R é bem maior que nimero total de

elementos diferentes de zero de L e U juntas.

3.3.1 Escolha da matriz B

Podemos escolher a matriz B minimizando ||W ||, pois proximo da solu¢do a matriz pré-condicionada
se aproxima da identidade, para uma escolha adequada da matriz B, uma vez que os elementos

das matrizes diagonais ||Dg|| e ||D3"|| se tornam muito pequenos. Porém, esse problema é de
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dificil solu¢ao, mas uma aproximacao dessa solugdo pode ser obtida selecionando as primeiras m
colunas linearmente independentes de A, ordenadas de acordo com os valores da norma—1 das
colunas de AD~!, em ordem crescente.

Uma propriedade interessante dos pré-condicionadores separadores é que a mesma matriz
B pode ser utilizada em algumas iteracoes sem perda acentuada de sua eficiéncia. Por isso,
esse pré-condicionador é, computacionalmente, muito barato para tais iteracoes. Observe que,
mesmo mantendo a matriz B da iteragdo anterior, isso nao significa que teremos o mesmo pré-
condicionador, pois a matriz D serd alterada e o pré-condicionador depende dela também.

Para essa aplicacao, a forma mais eficiente de se calcular a decomposicao LU é utilizando a
forma de atualizacao atrasada das colunas. Esse processo é muito util pois, quando aparece uma
coluna linearmente dependente, ela é descartada e o processo continua com a préxima coluna na
ordem dada pela heuristica de reordenamento.

Um fator inconveniente da implementacao do pré-condicionador separador é o excesso de
preenchimento na decomposicao LU. Isso porque o reordenamento das colunas nao considera
a esparsidade da matriz A. Uma solucdo para esse problema consiste em interromper a de-
composicao quando ocorre um excesso de preenchimento e reordenar as colunas independentes
encontradas até o momento pelo nimero de elementos diferentes de zero, por exemplo. A de-
composicao é, entao, reiniciada e o processo é repetido até que m colunas independentes sejam
encontradas. Na implementacao descrita em [51], considera-se que uma decomposi¢do tem um
excesso de preenchimento quando o numero de elementos diferentes de zero é maior do que o
numero de elementos diferentes de zero do sistema de equacgdes normais.

Depois de encontrada a decomposicao LU da matriz B, é feita uma nova decomposicao LU
desse conjunto de colunas linearmente independentes. Essa nova decomposicao é realizada de
forma que sua estrutura esparsa torne o calculo na resolucao dos sistemas lineares mais rapido.
Essa abordagem produz resultados significativos para alguns problemas. Uma outra vantagem
dessa abordagem ¢é o fato de nao ser necessario o armazenamento da matriz U para se determinar
a matriz B.

Uma dificuldade para se determinar o conjunto das colunas linearmente independentes
estd no numero de colunas dependentes encontradas durante o processo de decomposicao. As
técnicas apresentadas em [51] para a determinagdo do sub-conjunto das colunas e o célculo do
pré-condicionador separador sdo muito sofisticadas, pois o sub-conjunto das colunas de A que

formam B nao é conhecido a priori. No entanto, esta abordagem em uma implementagdo mais
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sofisticada se mostrou melhor do que a decomposi¢ao de Cholesky para problemas de grande
porte, quando a decomposi¢ao de Cholesky contém muitos elementos diferentes de zero.

Assim, podemos destacar as seguintes caracteristicas do pré-condicionador separador:

1. B é mantido para algumas iteracoes;

[\

. O calculo da decomposicao LU utiliza a forma atrasada de atualizacao das colunas de A;

3. Caso ocorra um fill-in excessivo, o calculo da decomposicao LU é refeito;

e~

. Quando encontramos uma nova matriz B, re-calculamos sua decomposicao LU;

ot

. Determina-se um conjunto de colunas simbolicamente (in)dependentes.

3.4 Mudanca de fases

Nessa abordagem, a mudanca de fases consiste na seguinte heuristica: O pré-condicionador
decomposicao controlada de Cholesky é substituido pelo pré-condicionador separador quando o
gap inicial (z§zp), na programagio linear, ¢ reduzido por um fator da ordem de 108, ou o ntimero
de iteragbes internas, para resolver o sistema linear, atinge m/2 iteragbes, onde m é a dimensao
da matriz AD— A"

Na iteracdo inicial, o nimero de elementos diferentes de zero permitido no pré-condicionador

controlada de Cholesky é definido pelo parametro inicial g

—|AD7'A!/m, se |AD7'A!/m > 10

|AD='At|/m,  caso contrario

onde | - | representa o nimero de elementos ndo nulos de uma matriz. Se a matriz AD~!A? ¢
densa, entdo 7y faz com que a matriz pré-condicionada seja a matriz diagonal. Agora, se AD™!A?
é esparsa, entao a matriz pré-condicionadora poderé ser mais densa.

Na medida em que o método dos gradientes conjugados perde eficiéncia, o valor de n é
incrementado. Se o numero de iteragoes para se conseguir convergéncia é maior que m/4, n é
incrementado por 10. Esse processo continua até n atingir o seu valor méaximo permitido, 7m4z,
ou até ocorrer a mudanca de fase. O valor de 7,4, é definido de acordo com a quantidade de
memoéria disponivel.

Uma descrigdo mais detalhada dessa implementagao pode ser encontrada em [7]. Uma nova

heuristica, para esse método hibrido, desenvolvida em [61] apresentou resultados superiores.
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Capitulo 4

O Sistema linear estavel

Resolver o sistema linear (2.12) em cada iteragdo dos métodos primais-duais para pontos inte-
riores representa o maior esfor¢o computacional para tais métodos. Resolver (2.12) diretamente
pode ser muito caro, computacionalmente falando, pois, geralmente, a matriz dos coeficientes
nesses sistemas é muito grande e esparsa. A estrutura do sistema em (2.12) nos permite reformula-
lo como sistemas menores e simétricos, que sao mais baratos para se decompor do que o sistema
original.

Na Secao 2.5, vimos como obter dois desses sistemas mais simples, o sistema aumentado
(2.20), e o sistema de equagdes normais (2.21), ou equagdes normais. Veremos agora uma terceira
abordagem, o sistema linear estavel.

Na Secao 4.2, apresentamos um novo método para se resolver o sistema estével, de modo
que ele se torne competitivo com os métodos tradicionais para problemas lineares grandes e

esparsos.

4.1 Processo de eliminagao de blocos

O sistema estavel, apresentado por Gonzalez-Lima, Wei e Wolkowicz em [28|, assim como o
sistema aumentado e o sistema de equagoes normais, pode ser obtido pelo processo de eliminacao
de blocos aplicado em (2.12). Veremos esse processo a seguir.

O primeiro passo da eliminagao de blocos, mais utilizado na literatura, consiste em eliminar
Az utilizando o primeiro conjunto de equagoes de (2.12). Podemos observar a linearidade e o
coeficiente I para Az em (2.12). Para isso, aplicamos operagoes elementares de matrizes em

J(z,y,z), ou seja, encontramos uma matriz Pz tal que a multiplicagao PzJ(x,y, z) resulta em
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uma matriz com a coluna correspondente a Az, ou seja, a primeira coluna da direita, formada

apenas pela matriz identidade, isto &,

I 00 0 At T 0 At T
0 I 0 A 0 0 [=] A 0 0 (4.1)
-X 0 I Z 0 X Z —-XA' 0
Agora, multiplicando o lado direito do sistema (2.12) por Pz, obtemos
I 00 Aly+z2—c rd
0 I 0 Az —b | =- r : (4.2)
-X 0 I ZXe— pe —Xrd+ ZXe — e
Temos entao,
I 00 0o At T
Py = 0o I 0|, K=1 A 0 0 (4.3)
-X 0 I Z —-XA' 0

Para o segundo passo, assumimos que a matriz A possui a estrutura A = (B E), obtida
por uma permutacao de linhas e colunas, onde B é uma matriz quadrada de ordem m, nao
singular, bem-condicionada e, além disso, o sistema Bu = d é facil de ser resolvido, ou seja, a
matriz B pode ser decomposta no produto LU onde L e U sao esparsas. Por exemplo, a melhor

escolha para B poderia ser B = I, obtida no caso em que existe uma variavel de folga em cada

restrigao.
. .. . . . ZB
Em seguida, particionamos as matrizes diagonais Z, X usando os vetores z = ,
ZE
TB . - . . - . .
T = , onde as dimensoes de zp e g sao m e as dimensdes de zg e xE sao n — m. Seja
TE

K dado em (4.3), definimos as matrizes Fp, Pg como

L, 0 0 0 0o o0 A I,
Fo= PoK - 0 B! 0 0 B E 0 0
0 —ZgB~! Iz 0 Zy 0 —XgB' 0
0 0 0 Iy 0 Zy —XgBE' 0
0 0 AT
| . BB 0 0
| 0 —zgB'E —XzB' 0
0 Zp  —XpE' 0
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E no lado direito obtemos,

Td
Aly+2z—c
,
—PpPy Az —b = —Pp !
7% —XB(Td)B—l—ZBXBe—/Le
e — pe
—Xg(ra)E + ZpXgpe — pe
—B_lrp

ZBBil’r‘p + XB(Td)B — ZpXpge+ ue
XE(Td)E — ZpXge + ne

A abordagem do sistema estével utiliza os dois tltimos conjuntos de equagoes para calcular
Az e Ay. Depois, utiliza o segundo conjunto de equagdes para calcular Azp e, finalmente,
utiliza o primeiro conjunto de equacoes para calcular Az. A matriz B~! ndo é calculada, apenas
a decomposicao LU de B para a resolucao do sistema.
Assim, utilizando o indice k para denotar o nimero da iteracdo, a abordagem do sistema
estavel para se obter a direcao de busca consiste em:
-ZEBT'E —-X§iB! Azk, _ ZEB 'ry + X% (ra)p — Mp (04
zk -XkEt Ay* XE(ra)g — Mg
onde Mp = ZngeB + ukeB e Mg = ZngeE + ,ukeE. Em seguida, obtemos o valor de Am’]g

e AzF por
Azhy = B™Y(—r, — EAzl) e AZF=—ry— ATAYF.

Podemos ver que, o sistema nido possui as matrizes (X*)~! e (Z¥)~!, seja na matriz do
sistema ou em seu lado direito. No entanto, como a matriz desse sistema nao possui uma forma
especial, ¢ dificil encontrar métodos iterativos ou decomposigoes eficientes para resolvé-lo.

O sistema estéavel pode ser transformado em sistemas equivalentes do mesmo tamanho, mas
que sejam simétricos ou simétricos quase-definidos, de forma que possamos explorar sua estrutura
com decomposi¢oes apropriadas. Durante essa transformagdo, devemos tomar o cuidado para
nio introduzirmos as matrizes (X*)~! e (Z¥)~! para que a principal propriedade da abordagem

do sistema estével nao seja perdida.
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4.2 Sistema estavel simétrico em estrutura

Podemos transformar o sistema estével (4.4) em um sistema equivalente simétrico em estrutura,

zZk -XkptB-t Azk, XE(ra)g — Mg (5)
~ZkB'E .4 AgF ZEB™ry + X% (ra)p — Mp
Para isso, primeiro escrevemos a matriz identidade, em (4.4), entre a matriz dos coeficientes e o

vetor das incognitas como

I 0 I 0
0 Bt 0 B!

Obtemos entdo, o seguinte sistema linear que é equivalente ao sistema estéavel (4.4):

-ZEB7'E —Xk Azk, ZEB r, + X% (rq)p — Mp
zk - XkE!B~! BtAy* Xk(rg)p — Mg
Podemos observar que o lado direito do sistema (4.4) ndo foi alterado. Finalmente, através de
uma troca de linhas no sistema, e chamando B!Ay* = Aj¥, obtemos o sistema em (4.5). Esse
é o conjunto de equacoes da abordagem do sistema estavel que iremos considerar nos demais
capitulos e se¢oes. Dessa forma, quando nos referirmos & abordagem sistema estével, estaremos
nos referindo a esse sistema em particular.

Qualquer problema linear pode ser reescrito como um problema onde a matriz das restri¢oes
possui a forma (I E). Porém, esse procedimento pode aumentar a dimensao do problema de
forma indesejavel. Por isso, precisamos de uma matriz B de forma que o sistema estavel possa
ser resolvido de maneira eficiente, pelo menos proximo do conjunto solugdo. A matriz B pode
ser obtida, por exemplo, da mesma forma como visto na Se¢dao 3.3.1 para o pré-condicionador
separador.

A Sec@o 4.3 apresenta alguns resultados para a resolugao de sistemas como em (4.5). Esses

sistemas sao chamados de sistemas por blocos.

4.3 Resolvendo Sistemas por Blocos

Seja um sistema por blocos geral,

M, M, Awy D1
Mz My Awy D2

34



4.3. RESOLVENDO SISTEMAS POR BLOCOS

onde M e My sao quadradas e invertiveis.
Seja M a matriz do sistema (4.6). Podemos destacar algumas propriedades do sistema que

nos garantem resultados, como por exemplo a existéncia e unicidade da solugao:
1. M ¢ invertivel & Sy = I — M, 'M3M| "M, ¢ invertivel.
2. M é invertivel < Sy = I — M "My M ' Mj ¢ invertivel.

3. (My — MaM;7'My)~' = M ' + My My (M — My M Ms) =" Mo M, .

_ I O M, 0 I M;'M,
4. M =
MzM;*t T 0 Myq— MM ' M, 0 I
- I MyM;* My — MoM;'M; 0 I 0
' 0 I 0 M, M7'M; 1

6. Se M ¢é invertivel, entdo a tnica solucio do sistema (4.6) ¢ (Aw}, Aws}), onde

Awy = (S1) "My (pe — MM 'py)
= M;'po— My My(So) ™ My (py — MM 'ps),
Awp = M My (Sy) ' My (pe — MsM{ 'py) + M 'py

= (So) "M (p1 — Mo M o).

Essas propriedades podem ser encontradas em [24].
O sistema (4.6) pode ser resolvido por diferentes métodos iterativos de ponto fixo, pois a
matriz M pode ser escrita como P — T com P invertivel, conforme as matrizes Dy, Do, Ti e Ty

da se¢ao 4.4. Aplicando o método de Gauss-Seidel no sistema (4.6), obtemos o seguinte método,

Método 4.1 (Bloco iterativo).

1. Escolha Aw?{ inicial
2. Para j =0,1,..., até se obter a convergéncia.
3. Resolva MyAw), = py — Mz Aw)

4. Resolva MlAw{Jrl =p; — MgAw%.
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4.3. RESOLVENDO SISTEMAS POR BLOCOS

De maneira andloga, podemos iniciar o método com A’wg e inverter os passos 3 e 4.
Chamamos esse método de método bloco iterativo. Podemos encontrar mais resultados sobre
o método de Gauss-Seidel em livros de Céalculo Numérico, como por exemplo [56].

Agora, se as matrizes My e M3 sdo proximas da matriz nula, é natural pensarmos que o
método bloco iterativo converge para uma solucao do sistema linear. Esse resultado é obtido
conforme o seguinte teorema.

Teorema 4.1. Sejam o método bloco iterativo para resolver o sistema linear (4.6) e AwF =
Aw'f L ) . , —1 —1

Auh a sequéncia gerada pelo método. Seja também, M = M; "My e N = M, "Mj. Se
2

Awj

[[MN|| < 1 ou ||[NM]|| < 1 entdo existe uma tnica solugio Aw* = ! de (4.6) tal
Aws;

que {Aw*} converge para Aw*. Se C = max(||MN||,||NM]||) < 1 entdo a convergéncia é pelo

menos Q-linear com fator C.
Demonstracdo: Seja [|[MN|| < 1. Entado, So = I — MN ¢é invertivel e, de acordo com a
propriedade 2, existe uma unica soluc¢ao para (4.6).
A outra parte do teorema pode ser demonstrada observando que
Auwk = M py — M4_1M3Aw’f e
Awtt = M[lpy — MMy Awk para todo k.
Entao

j—1
Aw] = (MNY Aw) +> (M
k=0

onde v = M 'p; — M7 MyM; ' ps. Portanto, Aw] — Awl™' = MN(Aw] ™' — Awl™?) e Awk
converge se ||MN|| < 1. Como consequéncia, Aw§ também converge. Do modo como estdo
definidas as duas sequéncias, podemos ver que o ponto limite satisfaz a equagdo (4.6). De
maneira analoga, o resultado é demonstrado para o caso ||[NM|| < 1.

Para demonstrarmos a taxa de convergéncia, note que Aw} = (I — MN)~'v. Entdo,

k—1
Awk = Aw} = | Y (MN) = (I = MN)™" | v+ (MN)*Aw.
=0
Mas,
k—1 k—1
(MN) —(I-MN)™' = > ((MN)/(I-MN)-1I)(I-MN)"
j=0 =0

= —(MN)*(I-MN)™!
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4.4. RESOLVENDO O SISTEMA ESTAVEL

Entio, Awf — Aw} = (MN)(Aw"™' — Aw}). Sabendo que, Awk = M 'py — My MzAwk

temos,

Awh — Awy = M7 Mz(Aw; — Awb™) = —M;*Mz(MN(Awf™! — Aw}))

= —NMM; ' M3(Auwt™' — Aw}) = NM(Awk™" — Aw

|
E interessante destacar nesse teorema que ||[MN||, ou ||[NM]||, € um limite superior para o
erro cometido.

O proximo teorema nos fornece uma condigao fraca de convergéncia.

Teorema 4.2. Se p(MN) < 1, ou p(NM) < 1, onde p é o raio espectral (isto é, o maior auto-

w*

valor em mddulo), entdo existe uma tunica solugdo w* = " de (4.6) tal que lim {Aw*} =
’U); k—o00

w*.

Demonstragao: Vamos considerar o caso em que p(MN) < 1. A existéncia da solu¢ao w* vem
do fato de I — M N ser invertivel. A convergéncia pode ser obtida através da demonstragdo do

teorema anterior e, utilizando as propriedades de convergéncia de séries geométricas. Temos,

j—1
Aw] = (MN)? Auw? + Z(MN)kU
k=0

onde v = M 'p; — M *MyM, 'py. Como p(MN) < 1 entio a série Y (MN)* converge para

(I—MN)~!' e (MN)* converge para matriz nula quando & tende ao infinito. Portanto, tomando

o limite quando j — oo na equagdo anterior, obtemos klim Awf = (I — MN) ‘v = w}. De
— 00

maneira andloga, podemos provar que {Awk} converge para w}. ]

4.4 Resolvendo o sistema estavel

Observe que tanto o pré-condicionador separador quanto o sistema estavel necessitam do calculo
da matriz ndo singular B. Portanto, as ferramentas apresentadas em [51] para encontré-la,
também podem ser utilizadas na abordagem do sistema estavel.

Para trabalharmos com uma notagao mais simples e facil, omitiremos o indice de iteracao

nessa secao e, além disso, reescreveremos o sistema estével (4.5) da seguinte forma,

ZE —XEVt ASNCE T9
—ZBV —XB Agj 71
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4.4. RESOLVENDO O SISTEMA ESTAVEL

T Xg(r — ZpXgeg + pe
2 _ E(ra)e — ZpXgep + peg ‘ (48)

T ZgB7lry, + Xp(ra)p — ZpXpep + pes

Resolvendo o sistema (4.7), podemos obter a solugéo do sistema original usando as equagoes:
Azp = Azp, Ay = B7'Aj, Azp = B_l(rz0 — EAzgp) e Az =1rq— AlAy.

A matriz M do sistema estavel (4.7) é uma matriz por blocos que pode ser escrita como

_ Zg 0 0 —XpV!
M =Dy + Dy = + ) (49)
0 —Xp —ZgV 0

onde D; é uma matriz diagonal e invertivel. De forma alternativa,

_ Zp —XgV? 0 0
M=Ti+T=| " 7% |+ :
0 —Xp —ZgV 0

onde T} é uma matriz triangular invertivel.

O sistema (4.7) possui a mesma estrutura do sistema (4.6). Portanto, podemos utilizar o
método bloco iterativo para resolvé-lo. Aqui, as matrizes My e My sdo, respectivamente, Zp e
—Xpg. Adicionalmente, My = —XpVte M3 = —ZgV. Chamando D = Z7'X, D = ZEIXE e
Dp = Zz'Xp, entdao MN = —DpV'D5'V e NM = —D3'VDpV?. Dessa forma, dos teoremas
anteriores, se ||Dgl|| ou ||Dp]|| for suficientemente pequena, ou seu raio espectral é menor que
um, entdo para alguma matriz V o método converge.

Note que, proximo de uma solucao, pelo menos n —m valores de D estao proximos de zero.
Entdo, com uma escolha adequada das colunas de A correspondentes a B, os valores diagonais
de Dgl e D estao muito proximos de zero.

Temos entdo, o seguinte método para resolugdo do sistema (4.7).

Método 4.2 (Sistema linear estéavel).

1. Calcule a matriz de permutagdo P dos indices {1, ...,n} correspondentes & ordem decres-

cente da norma das colunas da matriz AD™1.

2. Encontre as primeiras m colunas linearmente independentes de A, seguindo o ordenamento

calculado.

3. Sejam B a matriz invertivel formada pelas colunas do passo anterior e E a matriz formada

pelas demais colunas de A.
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4.4. RESOLVENDO O SISTEMA ESTAVEL

4. Calcule Pz, P'z e Plc. Portanto, zp e zp sdo as componentes de z e z correspondentes
as colunas linearmente independentes de A utilizadas para formar a matriz B; g e zg sao
as componentes de x e z correspondentes as colunas de A que foram utilizadas para formar

a matriz F.
5. Calcule r; e rg definidos em (4.8).
6. Calcule || — ZpEZy'ry + 11| e || XpE' X 5 r1 — 12|

7. Se || - ZpEZ,'ry + 11|| < || XpE'Xg'r1 — ro||, entdo

Seja AxOE =0e, para j =0,1,2,..., até convergir, faca

(a) AGH = X3 (r + ZpB ' EAx))

(b) Azl = Z5 (ry + XpE'B ' AGIT)

Senao

Seja A’ =0 e, para j = 0,1,2, ..., até convergir, faca
(a) Axh = ZZ (ry + XpE B ' Aj)

(b) At = —X5'(ry + ZgB ' EAL™)

As opgoes no passo 7 sao motivadas pela proposicdo abaixo e podem ser facilmente

derivadas da forma como as sequéncias sao geradas.
Proposigdo 4.1. Se Aw? ¢ escolhido prézimo de zero, entdo

|Awy — Awy|| < || DG ||| Bllmaz(1/zp)|| XpV X5 r —ral.
Se Aw) € escolhido prézimo de zero, entio

|Awi — Awl|| < ||Dpll|Bllmaz(1/zp)|| — Z5V Zg'r2 +1]|-

Entdo, escolhemos iniciar com Aw) ou Aw3 de acordo com o valor das normas || XpViX 5'r —
ro|| e ||=ZpV Zg'ra+r1||, que sdo faceis de se calcular. Para uma maior eficiéncia no calculo das
normas, assumimos que V = FE, isto é que a matriz B é a matriz identidade. Assim, utilizando

as hipoteses dos teoremas anteriores, temos a convergéncia desse método.
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4.4. RESOLVENDO O SISTEMA ESTAVEL

4.4.1 A matriz estavel préoxima de uma solugao

Vimos que, em cada iteragao do método de pontos-interiores, a matriz estavel M pode ser escrita

como M = Dy + Dy com

A5 0 ) ; 0 —XgV?!
D, = invertivel, e Do =
0 —Xp —ZgV 0
Portanto, se as varidveis zp e zp estao suficientemente proximas de zero, a matriz estavel

se aproxima de uma matriz diagonal. Vejamos a proposi¢ao abaixo.

(AN

Proposicdo 4.2. Seja M = D; + Dy a matriz estavel dada em (4.9). Entao, ||M — D]

maz(zp,zg)||V]|. Além disso, se Aw é a solugao do sistema D1Aw = r entdo ||MA®W — ||

IN

mestzza) ||| V],

Demonstragiao: A demonstracio ¢ feita através da norma ||Day||? para qualquer y. Ou seja,

2
0 —XpV! Y1
|| Dayl” = =
—ZBV 0 Y2

| = XpViyl* +11Z6Vyel* < maz(IIXpl, [|Z61)IVIP (Il + llyel*)

(M — Dy)ylf?

maz (2%, 25) [V | Iyl

Para a segunda parte da demonstragéo utilizamos o fato que, se D1 Aw = r, entao || M Aw—

—1 —1
rll = [D2Dy " r|| < [ Da[[| D] []r]]- =
Vejamos agora o comportamento do sistema estavel em uma solugao do problema linear
(2.1). Se o problema é primal-dual ndo degenerado, entéo existe uma tnica solugao (z*,y*, z*)

para os problemas primal e dual e, os conjuntos de indices

B
N

{7 e{l,2,...,n}/z; # 0}
{7ef{1,2,...,n}/z; #0}

formam uma parti¢ao do conjunto de indices {1,2,...,n}, isto ¢, BUN = {1,2,...,n} e BN
N = 0. Além disso, o conjunto B possui exatamente m indices, enquanto o conjunto N possui
exatamente n — m indices. Os m indices do conjunto B sao os que formam a particdo z3, (23
> 0) e, os n — m indices do conjunto A sdo os que formam a particao zj,, (2} > 0). Portanto,
se V = B~'E, a matriz do sistema estavel, na solucdo, é igual & matriz diagonal

Z5, 0

0 —-X3
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4.4. RESOLVENDO O SISTEMA ESTAVEL

Observe que esse resultado é véalido para qualquer permutacdo das colunas da matriz B.
Portanto, no caso nao degenerado, devido a convergéncia QQ-superlinear das varidveis nulas zp e
zp, o sistema estavel é proximo de um sistema diagonal, quando préximo de uma solugao, e o
método bloco iterativo necessitard de algumas poucas iteracoes para resolvé-lo.

No entanto, para os casos degenerados, a situacao é diferente. Vejamos o caso em que
apenas o problema dual é degenerado, ou seja, existem infinitas solu¢oes para o problema primal e,
para qualquer solu¢ao primal-dual w* = (z*,y*, 2*), existe uma tunica particao BUN = {1,...,n}
tal que |B| = m e a correspondéncia z}; > 0, 2z}, > 0e A = (B E)P. Portanto, nesse caso, existe
pelo menos uma componente de zj, igual a zero. Entao, podemos escrever zj, como ((z3;)1; (2};)2),
com (z3;)1 > 0. Entao, V = B7'E = ( i W ) onde V7 sao as colunas de V' correspondentes

a (23;)1- A matriz do sistema estéavel, calculado em w*, é

(Zp) 00
0 0 0
0 0 —Xj

Para o caso em que apenas o problema primal é degenerado, a situagao é similar. Existem
infinitas solugdes para o problema dual e, para qualquer solucao primal-dual, existe uma tnica
particio BUN = {1,...,n} tal que |[N| = n —m e a correspondéncia z > 0, z5, > 0 e
A = (B E)P. Portanto, nesse caso, existe pelo menos uma componente de z7}; igual a zero.

Entao, podemos escrever as solucoes zj como ((3)1;(25)2), com (z5)1 > 0. entdo, V =

Vi
B7'E = , onde Vi sao linhas de V' correspondentes a (z})1. A matriz do sistema

Va
estavel, calculado em w*, é

Como os métodos de pontos-interiores primal-dual abordam solugoes complementares es-
tritas, temos, pela continuidade, que um dos blocos fora da diagonal da matriz, na abordagem
do sistema estavel, é proximo da matriz nula, préximo do conjunto solucao. Isso implica que,
Dgl ou Dp estd proximo da matriz nula. No entanto, isso nao nos garante a convergéncia do

método bloco iterativo, a menos que a norma ||D§1VDEVt|| seja pequena.
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4.4.2 Resolvendo problemas degenerados

Observe que, para os problemas degenerados, proximo do conjunto soluc¢ao, o passo 7 do método

estd mais sujeito a erros, pois algumas coordenadas das varidveis zp e/ou xp podem estar
proximas de zero e a coordenada correspondente do lado direito pode ser uma valor grande.
De fato, a matriz da abordagem do sistema estavel se torna préxima de ser singular, o que faz
com que o sistema estével, nesse caso, seja de dificil solu¢gao. Para contornarmos essa situagao,
perturbamos a matriz do sistema estéavel, M, adicionando uma matriz diagonal 61, com ¢ > 0,
quando qualquer um dos elementos da diagonal é pequeno e o gap é menor que uma tolerancia
previamente escolhida. E claro que, dessa forma, estamos calculando uma outra direcao de busca
Aw;f, mas se d é suficientemente pequeno, as duas dire¢des devem estar proximas. Vejamos agora,
como podemos encontrar esse pardmetro § e o erro, por ele, provocado.

Inicialmente, assumimos que || — DpV!DZ'V|| > 1 e || — D5'VDgV!|| > 1, ou seja, os
valores maz(zpx ') ou maz(zpzy,') sio grandes. Supondo que os dois valores sejam grandes.
Isso corresponde ao caso em que os problemas primal e dual sao degenerados. Nesse caso,
alguma componente de zp estd mais proxima de zero do que a componente correspondente em
zp e, alguma componente de zg estd mais proxima de zero do que a correspondente em xp.

Gostariamos de escolher « tal que,
1. A matriz perturbada M + al seja bem condicionada.
2. O erro ||[MAw — r|| seja 0 menor possivel, com (M + al)Aw = r.

3. O método bloco iterativo convirja, isto é,

p(Zp + o) ' XpVi(Xp+al)" ' ZgV) < 1, ou (4.10)

p(Xp+al) ' ZpV(Zg 4+ o) 7' XpVY) < 1.

Observe que Aw = (M + o) 'r e, MAwW = r — aAw. Logo, ||[MAw —r|| < af|r|||[(M +
al)~Y|. Portanto, para podermos satisfazer a condi¢do 2, precisamos limitar ||(M + oI)7!|| e,
para satisfazermos a condigdo 1, precisamos limitar ||M + af||. Vejamos alguns resultados que

nos permitem limitar essas normas.

Lema 4.1. Seja A = B+ C com A e B invertiveis satisfazendo ||[I — AB™Y|| < 1. Entdo
IAZH < IB7HI/@ = [ICBH)).
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Demonstragao: A~! — B~ = A=1(I — AB~!). Ento,
1A = [1B7H < A" = B7Y| < ||ATY||IZ — AB71].
Portanto, [|[A~Y| < ||B7Y|/(1 = ||[I — AB7Y||). Mas, [ —-AB™'=T—-(B+C)B'=CB™!. m

Lema 4.2. Seja A = B+ C com A e B invertiveis. Entao, ||A7Y|| > ||[B7|(1 — ||C(I +
B7IC)TB7HY|) e [ATH 2 IBTHI/IIT + B~IC|.

Demonstragio: A inversa de A pode ser escrita como A~! = B~! — B~'C(I + B~'C)~'B~L.
Entdo, |[A7Y| > ||B7Y| = ||D|| com D = B7'C(I + B~'C)"'B~!. Agora, podemos limitar
||D|| por ||B~|||C(I + B~*C)~'B~!|| e, entdo, obtemos a primeira desigualdade. A segunda
desigualdade ¢ obtida desenvolvendo a primeira, ou utilizando a igualdade A~! = (B + C)~!
entio LA > |B-Y/IT + B0 .

Assim, podemos escrever, M, = M + «al e Dy, = D1 + al. Entdo, pelo Lema 4.1 temos
que ||M; | < [[(D1,) 7 HI/(L = [IDaf[[| D1, 1), se « & escolhido tal que 1 — || Dy|||| Dy || > 0.

4.4.3 Perturbacgoes

Para os problemas degenerados, utilizamos trés abordagens para a perturbagao dos vetores zp,
zr, € wy. A primeira perturbacdo, ai, consiste em dividir a menor coordenada desses vetores,

pela norma do vetor & direita no sistema (4.7), ou seja

oy = min(zp, 2 /H (4.11)

Considerando apenas os elementos da diagonal principal na matriz do sistema estavel (4.7),

podemos escrevé-lo da seguinte forma:
Zn Ay 71
—XgB AZg T2
Assim, a perturbagdo «; surgiu com a idéia de se tomar o menor dos elementos da diagonal
principal e dividir pela norma do vetor a direita.
A segunda perturbagao, ag, surge da desigualdade (4.10). Tomando V =[I 0]P, onde P

é uma matriz de permutacao na correspondente dimensao, e assumindo que zp € zp possuem

todas as coordenadas nulas, podemos reescrever (4.10) da seguinte forma:
1 1
p <—XEVt—ZBV> <1
o4 !
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Agora, como o maior autovalor, p, de uma matriz diagonal é o maior elemento de sua

diagonal principal, entdao, obtemos as como sendo o menor ( satisfazendo
B > maz (Xg, Zp) .

Portanto, as é calculado como

1

3
ay = max | X Z)
2 (Elm B )
sen—m >m, ou

az =maz (XpZp(l:n — m))% )

sen —m < m. Aqui, m é a dimensao da matriz B.
A terceira perturbagao, asg, também surge da desigualdade (4.10). Ainda assumindo que
Tp e zg possuem todas as coordenadas nulas mas, agora, tomando B como a matriz identidade,
ou seja, tomando V' = E, obtemos entao,
p <1XEEtlZBE) <1 (4.12)
@ @
Atraveés dos Circulos de Gershgorin [24], estimamos o maior autovalor da matriz acima como
sendo o maior elemento de sua diagonal principal, e. Dessa forma, obtemos a seguinte pertur-

bacao,

se € > 1. Caso contrario

01326/ 79

Observando os experimentos numéricos, verificamos que a3 produz uma perturbacao grande
comparada com as outras duas perturbacoes. Assim, em busca de uma melhor perturbacgao uni-
mos as trés perturbacoes em uma tnica perturbacao, obtivemos entao a perturbacao ay.

Primeiramente, a4 consiste na escolha de qual das trés perturbacgoes anteriores devemos
utilizar. Essa escolha depende da norma do vetor & direita do sistema estavel. Caso essa norma
seja maior, ou igual a 1, utilizamos a perturbagao a1, caso a norma seja menor que 1, mas maior

que 1078, utilizamos a perturbacio ao e, caso contrario, utilizamos a perturbacio as.
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Em seguida, verificamos o tamanho da perturbacdo. Se a perturbagdo for menor que 1
e maior que 107'%, entdo ay ¢ a perturbacdo calculada. Caso a perturbacio seja maior que 1,
entdo tomamos a4y = 1. Caso a perturbacdo seja menor que 10719, entdo tomamos oy = 10719,

Em seguida, caso o sistema estavel nao seja resolvido em 100 iteragoes, multiplicamos ay
por 10 e iniciamos o método novamente. Essa etapa acontece até que o sistema seja resolvido,
ou que obtenhamos ay = 1.

Em nossos experimentos numeéricos, os vetores g e zg sao perturbados com a4 se alguma
de suas coordenadas é menor que 1078,

No capitulo seguinte, veremos como aplicar o sistema estével para problemas canalizados.
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Capitulo 5

Sistema Estavel para Variaveis

Canalizadas

A grande maioria dos problemas de programacao linear que modelam situagoes reais, possuem
varidveis canalizadas. Ou seja, variaveis com um limite superior e um limite inferior. Por isso,
a abordagem do sistema linear estavel deve ser desenvolvido também, para resolver problemas
com esse tipo de varidveis.

Nesse capitulo, apresentamos a abordagem do sistema linear estavel para problemas de
programacao linear com variaveis do tipo canalizadas. Apresentamos, também, um método
eficiente para resolver essa nova versao do sistema linear estavel. Antes, porém, apresentamos o

método preditor-corretor para problemas de variaveis canalizadas.

5.1 Variaveis canalizadas

Um problema com varidveis canalizadas é um problema de programagao linear na forma:

min 'z
sa Az=0b (5.1)
[ <z<u, onde 1 < u.

Podemos transformar este problema na forma padrao, como em (2.1), e aplicar todos os
métodos vistos no capitulo 2, porém essa abordagem ndo é eficiente. Ao transformar (5.1) na
forma padrao, o nimero de restricoes e varidveis fica muito grande em relagdo ao problema

original.
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5.1. VARIAVEIS CANALIZADAS

Para simplificar o problema, fazemos uma mudanca de varidveis de tal forma que o limite
inferior seja nulo, isto é,

0<z—-I<u—-l = 0<z<aua,

ondex=2Z+leu=u+1

Agora, substituindo z por Z + 1 em (5.1), temos:

min i+l

—Al=b

(=l

sa AT =

0<

S
IN

.
Dessa forma, resolver (5.1) é equivalente a resolver o problema,

t

min c'zT
sa Az =1b
0<z<u.

Escrevendo o problema acima na forma padrao, temos:

min cx
sa Ar =b (5.2)
T+s=u
z,5s >0

A matriz de restri¢coes na forma padrao possui dimensao (m + n) x (n 4+ n) e uma base
teria dimensao (m 4+ n) x (m + n). Dessa forma, a dimenséo do problema aumenta muito o que
faz com que os métodos percam eficiéncia.

Podemos contornar essa situagao, definindo solucao bésica factivel para problemas escritos
na forma (5.2), com relagdo a matriz A. Assim, uma solugdo basica factivel de um problema
de programacao linear é uma solucao factivel em que n — m varidveis sao iguais a seu limite
inferior, ou superior, e as demais m variaveis, chamadas variaveis béasicas, correspondem a colunas

linearmente independentes da matriz de restrigoes, com 0 < xp < u.
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5.1. VARIAVEIS CANALIZADAS

A forma padrao do problema dual associado ao problema (5.2) é escrita como,

mazx bly — ulw
sa Ay-—w+z=c (5.3)
w,z >0

y livre.

Agora, vejamos as condigoes de otimalidade, (KKT), para os problemas (5.2) e (5.3):

b—Az =0
Factibilidade primal u—r—5=0
z,s >0

c—Aly—z4+w=0
Factibilidade dual

z,w >0
XZe=0

Complementaridade (5.4)
SWe=0

Aplicando o método de Newton as condi¢oes de otimalidade, obtemos o seguinte sistema

linear:
0 0 A I -I Az Aly+2—w—c
A 0 0 0 O As Az —b
I T 0 0 0 Ay | =— T+s—u . (5.5)
Z 0 0 X 0 Az XZe
o w 0 0 S Aw SWe

As condigoes de otimalidade e o sistema acima se referem a problemas de programacao
linear em que todas as varidveis sao canalizadas, ou seja, limitadas. Na pratica, muitos problemas
de programacao linear possuem apenas algumas varidveis canalizadas. E, para tais problemas, o

sistema (5.5) pode ser escrito como,

0 0o At 1 -—Jt Azx T4 Aty 4+ 2 — Jlw — ¢

A 0 0 0 O As Tp Az —b

J I 0 0 0 Ay | =~ r |=~ Jz +s—u o (5.6)
Z 0 0 X 0 Az Ta XZe

o W o 0 S Aw T SWe
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5.2. METODO PREDITOR-CORRETOR CANALIZADO

onde J ¢é a matriz formada pelas linhas da matriz identidade, de ordem n, que correspondem as
variaveis canalizadas. O ntimero de linhas da matriz J é igual ao ntumero de varidveis canalizadas.
Vimos na se¢ao 2.5 duas abordagens para calcular as dire¢oes de busca no métodos do tipo
primal-dual. S3o as abordagens sistema aumentado e sistema de equacoes normais. Essas duas
abordagens também podem ser estendidas aos problemas de programacao linear com varidveis
canalizadas.
Considerando os indices de iteragdo k, a abordagem sistema aumentado pode ser obtida
para o sistema (5.6) eliminado as variaveis Az¥, As* e Aw* de (5.6). Obtemos ento,
—-Dk A Agb g = (XE)ThrE 4 (85 57
A 0 AyF 7“5 ’ '
onde (DF)=1 = (ZF)=1X* 4+ J{(W*)~1S*J. O sistema (5.7) ¢ chamado sistema aumentado para

variaveis canalizadas. Para o sistema de equacdes normais temos,
SEAY" = —rp — ADF) 7 (rf — (XP) 71+ (S7) '), (5.8)

onde S*¥ = A(DF)~1A?

5.2 Meétodo preditor-corretor canalizado

Em 1992, Mehrotra [46] publicou um artigo com uma implementacdo extremamente eficiente
que, ainda hoje, é a base para muitas implementacoes atuais de métodos de pontos interiores.

Apresentamos nessa se¢do os principais passos do método preditor-corretor de Mehrotra,
para o caso em que apenas algumas varidveis sao canalizadas. Podemos encontrar mais detalhes
sobre esse método em Wright [64].

O método preditor-corretor de Mehrotra [46] é baseado no método de Newton para as
condicoes de KKT (5.6), de forma que as variaveis (z, s, z, w) permanegam sempre positivas, para
incorporar o termo de centralizacao na dire¢ao de busca, e melhorar a ordem da precisao na qual
a direcao de busca se aproxima das equagoes nao lineares, as equacoes de complementaridade.

A direcao de busca em cada iteragdo do método preditor-corretor é obtido resolvendo dois
sistemas lineares, que possuem a mesma matriz de coeficientes, mas diferentes vetores no lado
direito do sistema.

Na secao 2.4, vimos o método preditor-corretor para problemas sem varidveis canalizadas.

Na secao 5.1, vimos as condigoes de complementaridade para variaveis canalizadas, e a construgao
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5.2. METODO PREDITOR-CORRETOR CANALIZADO

da matriz de restri¢oes para o caso em que, apenas, algumas variéveis sao canalizadas. No método

preditor-corretor para variaveis canalizadas, precisamos substituir o sistema (2.16) por

o o0 A" 1 -—J Az rk
0 0 0 0 A3 r’;
J I 0 0 0 Ay | =—1| rk (5.9)
zZF 0 0 Xk 0 A% rk
o wk o o Sk Aw r¥
Para o célculo da diregao preditora, utilizamos
rh=Aly+ 2 —w—c, r]],f:A:E—b e =4 s—u

As demais componentes do lado direito do sistema sao
rk = xkzk, e rF=swk

A segunda diregéo, (AZ, As, Ay, Az, Aw), é obtida resolvendo o sistema acima, mas com

o seguinte vetor a direita,
rk =0, rk =0, rk =0, R = AXAZe — e, e r¥ = ASAWe — pie,

onde p* ¢ calculado como na secio (2.4).
A direcao utilizada é a direcao obtida pela soma da solucdo dos dois sistemas lineares,

resolvidos anteriormente,
(AzF AP AyF AZF AwP) = (AZF, AR AGF, AZF AGP) + (AZF AR AGF, AZF Aak).

Para a resolucao dos sistema lineares, cilculo da primeira e da segunda direcao, é utilizado
o sistema de equagoOes normais, secao 2.5.

O passo primal, a’;, e o passo dual, a’é, sao calculados da seguinte forma:
k_ k E _ k
Qp =Yp X Qupazp € Qg = Yd X Qpag.ds
onde

afn(w,p = inf{a €0,1]|(z,s) + a(Az,As) > 0},

Onasa = nf{e € [0,1]|(z,w) + a(Az, Aw) > 0},
e yp € 7q sao calculados através de uma heuristica de Mehrotra, descrita em [46].
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5.3. SISTEMA ESTAVEL PARA VARIAVEIS CANALIZADAS

O método converge quando os seguintes testes sdo satisfeitos:

lprll
L+ [| (0, ut)| ’
|[(ra)ll
o S € (5.10)
L+ [[o)]|
|tz — (bly — uls)|
T+l =

onde €1, €3 e €3 sdo trés valores de tolerancia com valor padrio igual a 1078,

5.3 Sistema estavel para variaveis canalizadas

Assim como na secao 4.1, a abordagem do sistema estével para problemas com varidveis cana-
lizadas pode ser obtido através do processo de eliminacao de blocos, porém, aqui, aplicamos o
processo de eliminacao de blocos na equagao (5.6).

Dessa forma, o primeiro passo consiste em “mover W7, ou seja, multiplicamos a terceira

linha por —W e somamos com a ultima linha. Obtemos entao,

0 0 At T -—J Ax T4
A 0 0 0 O As Tp
J I 0 0 0 Ay | == r. | (5.11)
7 0 0 X 0 Az Ta
-wJ 0 0 0 S Aw re

onde r. =1 — Wry.

Agora, assumindo que a matriz A possui a forma: A = (B L U), onde B sdo as colunas
referentes as variaveis basicas, L sao as colunas referentes as variaveis que estao proximas de zero
e U sao as colunas referentes as varidveis que estao préximas de seu limite superior, para um

determinado vetor z. Assim, a matriz J pode ser escrita,

onde a dimensao da matriz S, e da matriz W, é igual a soma das dimensoes B, L e U. Assumimos
aqui que os blocos Jp, J; e J; estao em suas formas escadas, ou formas reduzidas. Podemos

encontrar mais sobre a forma escada de uma matriz em [8].
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Dessa forma, o sistema (5.11) é igual ao sistema formado pela matriz A; e pelo vetor d,

onde
BT I —Jt
LT I; —Jt
u’ Iy ~JL
B L U
Jj I
J; I;
Ay = Jg I
ZB XB
Z X,
Zy Xy
—WjJ S
Wi Si
Wy diy Sir
edy = (dgTay>TaysTps (M) s (Pu) £y (Ta) g T Tar s Tar» (76) g (7)1 () )

Recordando que A € R™*" vejamos as dimensoes dos blocos da matriz Ay:
e B, Xp, Zp € R™*™,
o L e R
o Z1, X1, € R
o [, S5, Wpe ]RBXZ’;
. J; € RXm,
o I;,5;,W; € ]R[Xi;
. J; € fol;
o U € R™*1;
o Zy, Xy € R,

onde m +1+4+1n =n, b<bel<lI. Finalmente, nos resta verificar a dimensao dos blocos U.
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5.3. SISTEMA ESTAVEL PARA VARIAVEIS CANALIZADAS

Agora, a matriz J; nao pode conter colunas nulas, pois dessa forma, no calculo de (ry)g,
(Tu)(j = Jg zu + 55 — ug,

terfamos uma coordenada de zy, digamos (zy7);, proxima de seu limite superior, mas sem uma
correspondente coordenada no vetor s e no vetor u. De forma andloga, a matriz J; nao pode
conter linhas nulas. Além disso, como a matriz J é obtida da matriz identidade e assumimos que
o bloco Jy estd na forma escada, concluimos que a matriz Jy; tem que ser quadrada e todos os

elementos de sua diagonal principal devem ser iguais a 1. Ou seja,
Jg = 1.

Adicionalmente, podemos verificar que as matrizes U e J; possuem o mesmo ntimero de
colunas, logo concluimos que a matriz J;; ¢ a matriz identidade de ordem 7. A mesma dimensao
dos blocos Zy e Xy. Dessa forma, Zy, Xy, S, W, Iy € R7. Assim, podemos substituir os
indices U por, simplesmente, U.

Agora, o segundo passo para obtermos a abordagem do sistema estével para variaveis
canalizadas, consiste em “mover” Xpg, X, e Sy. Para isso, multiplicamos o primeiro conjunto de
equagoes por —Xp e somamos ao sexto conjunto de equagoes, multiplicamos o segundo conjunto
de equagdes por —X, e somamos ao sétimo conjunto de equagoes e, finalmente, multiplicamos
o terceiro conjunto de equagdes por Sy e somamos ao ultimo conjunto de equagdes. Assim, o

sistema (5.11) é equivalente ao sistema formado pela matriz As e pelo vetor do dados por

BT I —Jté
LT I; ~Jt
U’ Iy -1
B L U
J5 I;
J; I;
Iy Iy
Zp —XgBT XpJt
Zr, -X. LT XpJt
Zy Xu
~W3djg Sg
-W; J; S;
~Wyly SyU”™ Su
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5.3. SISTEMA ESTAVEL PARA VARIAVEIS CANALIZADAS

_(TdBardLalrduvlrpa (Tu)éa (Tu)ia TuwU, _XBTdB +TaB7 _XLTdL +TaL7 Tay (Tc)éa (TC)Ey SUTdU +TCU)t-

O passo seguinte consiste em eliminar Zp e —WJz da primeira coluna. Primeiro, multi-
plicamos o quarto conjunto de equagoes por —Zp e somamos ao oitavo conjunto de equagoes. Em
seguida, multiplicamos o quarto conjunto de equagoes por WJ5 € somamos ao décimo primeiro
conjunto de equagoes.

Tendo em vista que os primeiros sete conjuntos de equacdes da matriz As ndo sofrem
mudancas nos proximos passos, iremos omiti-las quando nos referirmos as préximas matrizes
semelhantes a As.

Dessa forma, obtemos a matriz Az e o vetor d3, que juntos formam um sistema equivalente

ao sistema (5.11), onde

—ZgB~'L —ZyB~'U —XgBT XpJt
Zy, -X LT XpJt
4y — Zy Xy
WzJzB 'L WgJzB~'U Sg
—~W; J; S;
—Wyly SyUT Sy

—ZBB_I’I‘I, — XBTap + Tag
_XLTdL + Tap,

Tay

WydpB 'y + (re)p

ds3

(TC)E

SUTdU + Tey
Finalmente, nosso ultimo passo consiste em eliminar X BJ%, X LJE e Sy. Para isso, uti-
lizamos, respectivamente, Sz, S; e Xy, todos invertiveis. Para tal, utilizamos apenas a matriz

Aj e o vetor d3. Obtemos entdo, a matriz Ay e o vetor dy semelhantes a Az e ds, respectivamente,
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onde
KL K\U —XgBT
Zi+ X LS Wi —X,L"
Z X
A4 _ U U
WBJBB_lL WBJBB_lU SB
Wi Jj S
~(Wy + SuXy'Zu) SyUT
T1
T2
dy = o
~WyJpB ™y = (re)
—(rc)L
T3
e
Ki = —(Zp+XpJpS,'WyJg)B™',
r = XBJ]%S; (WBJBB_lrp +(re)g) + ZgB vy + Xprag — Tay, (5.12)
re = XLJESEI(TC)L + Xpra, — Ty

—1
r3 = SuXy Tay —SuTdy — Tey-

O sistema procurado estd no primeiro, segundo e sexto conjunto de equagoes de Ay e de

dy. Finalmente, a abordagem do sistema estavel para variaveis canalizadas é escrito da forma,

~Xp  —(Zp+ XpJES; Wds)B 'L —(Zp + XpJLS;' WiJ5)B~'U Aj
~X L'B™! Zy+ XpJLS Wi J; Azy,
SyU'B~! —~(Wy + Su X' Zy) Az
1
=1 r |, (5.13)
T3

onde Ay = B'Ay.
Podemos observar que, os trés blocos na diagonal principal sao invertiveis, enquanto os
demais quatro blocos fora da diagonal principal convergem para zero, quando o sistema esta

préoximo de uma solucao.
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Apo6s encontrarmos a solugdo do sistema (5.13), podemos encontrar a solu¢ao completa do
sistema (5.11), ou seja, os demais (A’s), através das seguintes equagoes:

(

Awp = Sgl(WBJBB_l[—rp — LAz, —UAzy] — (re) )
Aw; = Sgl(WiJiAmL —(re)i)

Azp = —rg, — Ay + J%Awé

Azp, = —rq, — L'Ay + J} Awp,

Azy = XEl(—raU — ZyAzxy)

Awy = —rq, — Az, — UtAy

Azpg = B_l(—rp — LAz, — UAzy)

(5.14)

ASB = —(Tu)B - JBAIB

As; = —(ru); — Jj Az,

Asy = —ry,, — Ax
L U uy U

E facil verificar que a abordagem do sistema (5.13) se aplicado a problemas sem variaveis
canalizadas, se transforma na abordagem do sistema (4.5), ou seja, o sistema (4.5) é um caso
particular do sistema (5.13). Dessa forma, podemos substituir o0 método (4.4.2) por um novo
método. Método esse, capaz de resolver a abordagem do sistema linear estavel para problemas
com varidveis canalizadas.

Antes de apresentar o método para resolver o sistema (5.13), vamos mostrar que o sistema

(5.13) é um sistema por blocos.

5.4 Meétodo sistema estavel para variaveis canalizadas

O método bloco iterativo para solugao de um sistema por blocos (4.1), também pode ser utilizado
para encontrar a solucdo do sistema (5.13). Podemos verificar que o sistema linear (5.13) possui
a mesma estrutura do sistema (4.6), ou seja, também é um sistema por blocos. Para isso,

assumimos que

M, = —Xg
M, = — ts-lW-J. | B 'E
2 ZB+XBJBSB WBJB

-X
My = L BB

Su
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Zr, + XLJESi_lwiji

M4 = )
—(Wu + SuXy' Zv)
P = "n
)
p2 =
T3

e Aw; = Aj e Awy = (Azy,  Axy)', onde E = (L U).

No método bloco iterativo, método (4.1), o bloco Aw; é calculado em fun¢do do bloco
Aws e vice-versa. Claramente, as matrizes My e My, definidas acima, sdo invertiveis, para os
problemas nao degenerados. Adicionalmente, podemos verificar que a matriz My é uma matriz
diagonal, concluimos entdo que Az e Axy sdo calculados, apenas, em funcao de Awy, ou seja,
Az, nao é calculado em funcdo de Azy e Axzy nao é calculado em funcdo de Azj,. Dessa
forma, as propriedades e os teoremas da segdo 4.3 podem ser aplicados ao sistema linear (5.13).
Portanto, podemos utilizar o método bloco iterativo para resolvé-lo.

Os teoremas (4.1) e (4.2) utilizam as matrizes M e N. Para o sistema linear (5.13), essas
matrizes sao,

M = Xgl ( ZB—l-XBJtBSngEJB )B_lEa

-1
t o—1717. 7.
N - ZL+XLJiSi WLJL -X Bt
~(Wo + SuXy;' Zu) Su
Portanto, de acordo com esses dois teoremas, o método bloco iterativo ird convergir para a
solugdo do sistema linear (5.13), se ||[MN|| < 1 ou ||[NM]| < 1, teorema (4.1), ou se p(MN) < 1,

ou p(NM) < 1, onde p é o raio espectral (isto é, o maior autovalor em modulo), teorema (4.1).

Método 5.1 (Sistema estavel para variaveis canalizadas).

1. Calcule a matriz de permutagdo P dos indices {1, ...,n} correspondentes a ordem decres-

cente da norma das colunas da matriz AD 1.

2. Encontre as primeiras m colunas linearmente independentes de A, seguindo o ordenamento

calculado. Chamamos essas m colunas de matriz B.

3. Identifique quantas e quais coordenadas de X estao proximas ao limite inferior, [, e ao limite
superior, u. Ao conjunto das colunas de A correspondentes a essas coordenadas damos o

nome de matriz L e U, respectivamente. Portanto, zp e zp sao as componentes de = e 2

o8



5.5. PROBLEMAS DEGENERADOS

correspondentes as colunas de B; x, e z1, sao as componentes de x e z correspondentes as

colunas de L e, zy e zy sao as componentes de x e z correspondentes as colunas de U;

4. Identifique quantas e quais coordenadas de S correspondem as matrizes B, L e U. Chamamos

de sp, sj e sy respectivamente. Isto ¢, identificar as colunas de A que sdo canalizadas.
5. Calcule ry, 79 e r3 definidos em (5.12).
6. Seja Ag® =0 e, para j =0,1,2,..., faca

(a) Az} = (Zy + X JLST ' Wi Jp) "ty + X LT BT A
(b) Azl = (Wy + SuX; ' Zu) [SyUT B AG — 1]

() A = —Xp'[r + (Zp + XpJLSE ' WyJ) B~ LAz, + UAz]™)]
7. No ultimo passo, encontre as demais diregdes como em (5.14).

No passo 3 do método acima, uma coordenada de x, digamos z;, esta proxima de seu limite
superior, uj, se x; > s, onde s; é a coordenada do vetor s que corresponde & coordenada z;. Caso
contrério, x; estd proxima de seu limite inferior. Se a coordenada z; ndo possui uma coordenada
correspondente no vetor s, entao classificamos x; como proxima de seu limite inferior.

Também utilizamos os passos 6 e 7 do método 4.4.2, no lugar do passo 6 do método
acima, em nossos experimentos. Em seguida, substituimos as normas calculadas no passo 6,

pelas normas

-1 T2 1
My M; —r e MsM; 'y —
T3 T3

T2

e mantivemos o passo 7. Porém, o método 5.1 foi o que apresentou melhor desempenho.
Durante nossos estudos, desenvolvemos um outro método para resolugao da abordagem do
sistema linear estavel. Como esse método calcula o valor maximo entre as coordenadas de Xp
e as coordenadas de Sj, demos o nome de método sistema linear estével - versao MAX. Esse
método ndo se aplica ao sistema em (5.13), mas pode ser aplicado a um sistema linear semelhante

a esse. Apresentamos no Apéndice A o desenvolvimento do método MAX.

5.5 Problemas degenerados

Ja analisamos, no capitulo anterior, o comportamento do sistema estavel proximo de uma solugao.

Vimos na secao 4.4.2, que a matriz do sistema estével quando proxima de uma solucao, de um
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problema degenerado, se torna proxima de ser singular, o que pode causar uma falha no método
do sistema estével.

Podemos contornar essa situacao, utilizando uma perturbagao na matriz do sistema estavel.
Na secao 4.4.3, vimos o célculo das perturbacoes a;, g, ag e ay, utilizadas para problemas sem
canalizacoes. Podemos utilizar perturbacoes semelhantes para os problemas com canalizacoes.
Para isso, precisamos fazer algumas alteragoes no célculo das perturbagoes.

Em (4.11), calculamos a; como sendo o menor elemento da diagonal principal da matriz
do sistema estavel, sem variaveis canalizadas, dividido pela norma do vetor a direita. Utilizando
esse mesmo raciocinio para varidveis com canalizacao, devemos, entao, considerar nao mais o
sistema sem canalizacao (4.7), mas sim o sistema com canaliza¢ao (5.13). Dessa forma, nossa

primeira tentativa para o calculo de d; foi,
1
min(=Xp, (Z1 + XpJE ST ' Wi Jp), —(Wo + Su X' Zu)) / To . (5.15)
T3

Porém, na pratica, os resultados numéricos se mostraram melhores quando J; é calculado como

sendo,

1
(51 = mz'n(XB, ZL, WU)/ 79 . (516)
3

Assim como as e ag, as perturbagdes do e d3 também surgem da desigualdade (4.10).
Escrevendo essa desigualdade para a abordagem do sistema estavel com varidveis canalizadas,

obtemos

—X1 t -1 t o—1
p |l Vi g V(XB+52[) (ZB+XBJBSB WE‘]B)V < 1, ou
U

p | (X + 80" (Zp + XpJgSE' W J5) VW 1K (5.17)

Su

onde
-1

(Zr + X0 JEST Wi J;) + 6ol

‘/1 —
—(WU + SUX(;le) + 091

De forma analoga ao calculo de g, tomamos V = [I 0]P, e assumimos que zpg, 21, € wy
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possuem todas as coordenadas nulas. Obtemos ds como sendo o menor § satisfazendo

-X;
Su

B® > max (Zp + XpJ S5 WiJp)

Portanto, dy é calculado da seguinte forma:

NI

— X1 t a1

09 = mazx (ZB"‘XBJBSB WBJE’) ,
Su Im
sen —m > m, ou
—XL t o—1
0o = mazx (ZB+XBJBSB WBJB)l:(n—m) R
Su
se n —m < m. Novamente, m é a dimensao da matriz B.
Para a perturbacao d3, tomamos V = E em (5.17). Ainda assumindo que zpg, 27, € wy

possuem todas as coordenadas nulas. Obtemos entdo,

-X;

P 5 VlEt( (Zp -i-XBJ%S;?lWBJE,)(XB +d9)7 ! )E < 1. (5.18)
U

Novamente, através dos Circulos de Gershgorin, estimamos o maior autovalor da matriz acima

como sendo o maior elemento de sua diagonal principal, e. Dessa forma, obtemos a seguinte

perturbacao,
T1
(53 =€ X 79
T3
se € > 1. Caso contréario
1
(53 = 6/ T9
3

Podemos verificar que, as perturbagdes a’s, sdo casos particulares das perturbacoes §’s. Ou
seja, se utilizarmos essas trés abordagens de perturbagao em problemas sem canalizagao, entao
obteremos,

(51 =, (52 = 2 € (53 = Q3.

Assim como na segao 4.4.3, também utilizamos uma quarta perturbacdo, d4. Essa pertur-

bacao é calculada de forma idéntica dquela apresentada na secao 4.4.3.
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Caso a menor coordenada de zp, z7, ou wy, seja menor que 1078, entdao perturbamos esse
vetor com a perturbagdo d4. Se for necessario perturbar dois desses vetores, ou os trés vetores,
utilizamos a mesma perturbacao para esses vetores.

Os resultados apresentados no capitulo 6 foram obtidos utilizando-se §4 como perturbacao

para todos os problemas degenerados, ou seja, que satisfazem a condicao acima.

62



Capitulo 6

Resultados Numéricos

Nesse capitulo apresentamos os resultados numéricos da implementacao do método do sistema
estavel no céalculo da dire¢do de busca de um conjunto de problemas lineares. Além disso, tam-
bém apresentamos uma comparacao entre as abordagens sistema estavel e sistema de equacoes
normais, resolvido por um método direto, decomposicao de Cholesky, e resolvido também por
um método iterativo, pré-condicionador hibrido.

Realizamos experimentos numéricos com 4 implementacoes diferentes, na primeira uti-
lizamos simplesmente o coédigo PCx, que é uma implementagao de uma variacao do método
preditor corretor de Mehrotra, como visto na segdo 5.2, e em detalhes em [46]. Veremos um
pouco mais sobre esse codigo na secao 6.1. Na segunda implementagao, utilizamos o método
sistema linear estavel para varidveis canalizadas, como visto no capitulo 5, para ser ativado nas
altimas iteragoes do codigo PCx.

Para a terceira implementacao, utilizamos o pré-condicionador hibrido, como visto no
capitulo 3, Finalmente, em nossa quarta implementagao utilizamos o sistema linear estavel para
varidveis canalizadas nas ultimas iteragoes da abordagem com o pré-condicionador hibrido.

As rotinas referentes ao sistema estavel foram implementadas em linguagem C. Assim como
as rotinas para resolucao dos sistemas lineares do pré-condicionador hibrido, exceto as rotinas
referentes & decomposicao controlada de Cholesky, que foram implementadas em Fortran.

Os problemas utilizados nos experimentos numeéricos pertencem & colecdo NETLIB [48]
de problemas de programacdo linear. A NETLIB é uma cole¢do de problemas da vida real
provenientes de varias situagoes. Por exemplo, enquanto os problemas STOCFOR2 e STOCFOR3
sdo provenientes da ocorréncia de queimadas em determinadas areas de uma floresta, o problema

BLEND é obtido de uma refinaria de petroéleo.
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6.1 O codigo PCx

O PCx é um software matemético desenvolvido em conjunto pelo Optimization Technology Cen-
ter do Argonne National Laboratory e pela Universidade Northwestern. Ele consiste na imple-
mentacido de uma variagdo do método preditor-corretor de Mehrotra [46], com a corregdo de
Gondzio [26], em linguagem C. Na solugéo dos sistemas de equagoes lineares ¢ utilizado o pacote
Cholesky esparso de Ng e Peyton [36] desenvolvido em Fortran.

Veremos nessa se¢ao como o PCx faz a leitura de um problema e calcula a sua solucao. O

PCx pode ser encontrado na seguinte pagina da internet: http://www.mes.anl.gov/otc/Tools/PCt.

6.1.1 A leitura do problema

O PCx & os dados do problema linear no formato MPS. O formato MPS pode descrever variaveis
com limites superior, ou inferior, restricoes de igualdade, ou desigualdades e varidveis livres. O
PCx define uma estrutura de dados que contém uma especificagao completa de um tnico problema
de programagao linear. Essa estrutura de dados, também contém o nome das linhas, colunas e
valores da funcao objetivo.

Em seguida, o PCx converte essa estrutura de dados para um formato mais fécil e rapido de
trabalhar. Essa formulag&o é a mesma apresentada em (5.2). O PCx também utiliza o problema
dual associado ao problema original. Aqui, o problema dual possui a mesma férmula que a
apresentada em (5.3).

Assim como nos demais algoritmos primal-dual-infactiveis, o método de Mehrotra, imple-
mentado no PCx, gera uma sequéncia de termos que satisfazem estritamente a condi¢ao de nao

negatividade.

6.1.2 Algebra Linear

A versdo padrao do PCx utiliza o sistema de equagdes normais (2.21), para resolver os sistemas
lineares. Um algoritmo da decomposicao esparsa de Cholesky é usado para decompor a matriz
Sk = A(DF)~'A!, e a solucio AyF é obtida através de substituicoes triangulares com a matriz
L, da decomposicao de Cholesky. Esse algoritmo é a decomposicao esparsa de Cholesky de NG
e Peyton [49], com uma pequena alteragdo para pivos proximos de zero, que freqiientemente

aparecem nas iteracoes dos métodos de pontos interiores. Essa decomposicao é realizada da
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seguinte forma,

P(A(D*"'AYP! = LI,

onde P é uma matriz de permutacao, obtida independentemente dos elementos de A(Dk)_lAt,
e L é uma matriz triangular superior.

A implementacao de Ng e Peyton usa uma estratégia de multiple minimum degree ordering,
que é idéntica a encontrada no SPARSPAK. Essa estratégia foi apresentada por Liu [35]. A abor-
dagem utilizada na decomposicao foi parcialmente descrita por Liu [36] e Gilbert, Ng e Peyton
[29]. A decomposi¢ao numeérica é realizada com um left-looking algoritmo esparso de Cholesky,
idéntico ao descrito por Ng e Peyton em [49]. Essa abordagem utiliza memoéria hierdrquica,
através da divisao de supernés em blocos do tamanho da memoria cache disponivel.

Sabendo que a estrutura de elementos nao nulos na matriz a ser decomposta é a mesma
em cada iteracao, a ordenagao e a criacao dos vetores que armazenam essa decomposicao sao
realizados apenas uma vez, durante o célculo do ponto inicial. Em cada iteragao, a decomposigao
numérica é realizada uma tnica vez. Em seguida, sdo resolvidos dois sistemas lineares, um no
passo preditor e outro no passo corretor, ambos resolvidos pelo processo de substituicao de
sistema triangular.

A modificagdo do algoritmo de Ng e Peyton consiste em substituir pivos muito pequenos

por 10128,

Essa substitui¢ao faz com que os elementos fora da diagonal principal na ¢—ésima
coluna de L sejam muito proximos de zero, o que por sua vez, faz com que a 1—ésima coordenada
do vetor solugao seja, também, muito proxima de zero. Wright em [63] realizou estudos sobre

essa abordagem. Um pivd é considerado pequeno se

(i—1) —30 ) 2
Mii <10 max]:l,Z,“.,mija

onde M=) ¢ a sub-matriz restante de A apos i — 1 passos da decomposicio de Cholesky e M
é a matriz semi-definida positiva simétrica original.

Se a matriz A possui colunas densas, ou seja, com muitos elementos nao-nulos, entao o
produto A(Dk)_lAt pode ocasionar em uma matriz ainda mais densa que a matriz original, o que
tornaria essa estratégia muito ineficiente. Para evitar colunas densas em A(DF)~'A!, a matriz
A ¢é dividida em Aeg € Agepn, onde Ags sdo as colunas esparsas de A e Age, S0 as colunas densas
de A. Podemos encontrar mais sobre essa decomposi¢ao da matriz A em Age, € Aes em [4] e

[58]. A matriz D também pode ser dividida de forma andloga e, portanto, podemos escrever

ADF) LAY = A (DF) AL, + Agen(DF) L AL = M + Agen (D)L Al (6.1)

den**den den**den-
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Aplicando a férmula de Sherman-Morrison-Woodbury para (6.1), temos

[M + Aden(D*) o Alier) ™ = M1 = (M ™" Agen) [(D®)aen + Afen M ™" Agen] ™ Ao M~

den

Dessa forma, a decomposicao esparsa de Cholesky ¢é aplicada apenas na matriz M, onde obtemos
PMP'= LL".
A solugdo de um sistema linear com a matriz A(D¥)~!A? e lado direito um vetor r &,

(A(DF)~1 ANy =
PULH{T — L7 P Agen[(DF) den + AL, PPL™' L™ P Age,] LAY P'L~'} L1 Pr.

den

(6.2)

Dados L e P, o maior custo para se aplicar a féormula acima é o produto (L~'PAgey,), um custo
total de nge, + 2 substitui¢bes triangulares, onde nge, ¢ o nimero de colunas de Age,. Para os
demais sistemas com a mesma matriz de coeficiente, mas um vetor diferente do lado direito, o
custo para se aplicar a formula (6.2) é apenas duas substitui¢oes triangulares.

Para se determinar as colunas que devem ser classificadas como densas, é criado um vetor
com o nimero de elementos nao-nulos em cada coluna, em ordem decrescente. Em seguida,

escolhe-se as colunas tais que a propor¢ao de elementos nao-nulos é maior ou igual a 7, onde

T= 1 , se m <500,
= 0,1 , se 500 < m <2000,

7= 0,06 , se m > 2000,

e calcula-se um gap na sequéncia de numero de elementos nao-nulos. As colunas que possuem
nimero de elementos nao-nulo acima do gap sado classificadas como densas.

O codigo PCx termina com um dos quatro status: 6timo, infactivel, desconhecido, ou
sub-6timo. O status de 6timo ¢é obtido da mesma forma que em (5.10)

Para os demais status é utilizada uma fungao de mérito ¢, definida por

[1(rp; )l oIl Je'z — ('y — 3ienp wisi)
max(L [|(b,u)]) ~ maxl,|[c max(L, [|(b, )], [[c]])

¢(;/Ll, 37 Z’ U)) =

Podemos observar que, pontos (z,s,vy,z,w), onde (z,s,z,w) > 0 e ¢ = 0 sdo solugdes
primal-duais para (5.2) e (5.3), e vice-versa. Para problemas factiveis, isto é, que possuem
solugoes, apos as primeiras iteragdes, a fungdo ¢ converge para zero, enquanto que, para proble-

mas infactiveis, que nao possuem solu¢ao, a funcao ¢ aumenta de valor rapidamente.
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Para os demais testes de parada, o método utiliza o vetor ¢,;,. Esse vetor possui como

k-ésimo elemento o menor valor de ¢ encontrado até a k—ésima iteracao, ou seja,

bminlk] = miny—o 1, kb(x1, 51, Y1, 21, W)

O co6digo péra na iteragdo k com status infactivel se os teste de solu¢ao 6tima nao sdo satisfeitos

e o seguinte teste é satisfeito,
DTk Sk Yk 2> wi) > Max(107°, 10° prnin [K]).
Agora, caso seja detectada uma convergéncia muito lenta, ou seja,
bminlk =30 > Lominlk, e k230,

o método termina com o status de desconhecido.
Finalmente, o método termina com o status de sub-6timo caso o limite de iteragoes seja

excedido sem que nenhuma das outras condi¢oes sejam satisfeitas.

6.1.3 Pré-processamento

Freqiientemente, problemas de programacao linear contém informagoes redundantes, bem como
informacoes e estruturas que permitam que algumas componentes da solucao sejam determinadas
sem que se recorra a um método sofisticado. As rotinas de pré-processamento tém a finalidade
de detectar essas informagoes redundantes do problema original e, produzir um problema menor
e mais facil de ser resolvido do que o original, mas que tenha a mesma solucao 6tima. KEssas
rotinas melhoram significativamente a eficiéncia e estabilidade numeérica das implementacoes dos
métodos de pontos-interiores.

O pré-processador utiliza as técnicas descritas por Andersen e Andersen em [3] verificando

se os dados do problema possuem as seguintes caracteristicas:

Infactivel. Verifica se as coordenadas do vetor u s@o maiores que zero, ou seja, se todos
os limites superiores das coordenadas limitadas sdo maiores que zero. Além disso, verifica

se uma linha nula de A corresponde a uma coordenada nula do vetor b.

Linhas Nulas. Se a matriz A possui uma linha nula e a coordenada correspondente no

vetor b é nula, entdao podemos remover essa linha de A e essa coordenada de b.

Linhas Duplicadas. Quando uma linha de A, e a coordenada correspondente em b, é

miultipla de outra linha, podemos eliminé-la sem afetar a solucao.
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e Colunas Duplicadas. Quando uma coluna de A é mualtipla de outra coluna, e se essas
duas colunas se referem a duas coordenadas de z que nao sejam limitadas, entao essas duas

colunas podem ser combinadas.

e Colunas nulas. A coordenada correspondente z; pode ser fixada como sendo seu limite
superior, ou inferior, isto depende do sinal da variavel de custo ¢;. Se o limite superior nao

existe, entao o problema primal é ilimitado.

e Variaveis fixas. Se uma variavel possui o niimero zero como limite superior e inferior,

entao podemos considerar essa varidvel como zero e elimini-la do problema.

e Linhas com um tinico elemento. Se a i—ésima linha de A possui um tnico elemento
nao-nulo, A;;, entao z; = X—l e, podemos eliminar essa varidvel do problema. Portanto,
ij

podemos eliminar a i—ésima linha de A, e sua coordenada correspondente de y.

e Colunas com um tnico elemento. Quando A;; é o Gnico elemento nao nulo na coluna
j de A, e z; & uma varidvel livre, podemos expressa-la em termos de outras varidveis
representadas na linha ¢ de A e, consequentemente, elimina-la do problema. Caso x;
nao seja livre, podemos elimina-la se seus limites sao menores que os das outras varidveis

representadas na i—ésima linha de A.

e Linhas forcadas. Em alguns casos, a restri¢ao linear representada pela i—ésima linha
de A forga suas varidveis a assumirem o valor de seus limites superior, ou inferior. Por
exemplo, a restricao linear,

10z3 — 4210 + 212 = —4
sujeito a
r3 € [0,+OO), T10 € [0, 1], T19 € [0,+OO)

claramente implica em z3 = 0, 19 = 1 e 219 = 0. Assim, esses trés valores, e a correspon-

dente linha de A, podem ser eliminados.

O pré-processador procura essas caracteristicas nos dados do problema. Quando encon-
tra uma delas, o pré-processador comega novamente a procura, pois ao eliminar uma dessas
redundéancias do problema, geralmente, surgem outras. O processo termina quando é realizada

uma procura sem detectar nenhuma dessas caracteristicas no problema. Cada eliminagdo que o
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pré-processador realiza é armazenada e depois utilizada para transformar a solu¢ao do problema
reduzido em solucao do problema original.
Embora essa parte do codigo aparenta ser complexa, o pré-processamento requer pouco

tempo computacional em comparagao com uma tnica iteragao dos métodos de pontos interiores.

6.2 Experimentos Numéricos

Os resultados numéricos das implementagoes que utilizam o sistema estével foram implemen-
tadas seguindo um mesmo raciocinio. Nas primeiras iteracoes utilizamos a abordagem original,
resolvendo o sistema de equagOes normais, via decomposicao de Cholesky, ou via método dos
Gradientes Conjugados pré-condicionado, método hibrido apresentado no capitulo 3. Quando p
atinge um valor menor que 107!, entdo a abordagem sistema linear estével é ativado e, con-
sequentemente, utilizado para resolver os sistemas lineares das demais iteracoes. A abordagem
sistema linear estavel foi implementado seguindo o método 5.1.

A ativacdo do sistema estavel quando p < 10719, foi motivado segundo nossos experimentos
numéricos. Também, realizamos testes, para a ativagao do sistema estével, quando p é menor
que 107°,107%, 1077, 1078 ¢ 107°. No entanto, o melhor desempenho, com base no namero de
problemas resolvidos, é quando consideramos p < 10719,

O principal objetivo da implementacao do sistema estével em conjunto com métodos diretos
e iterativos consiste em se obter uma maior precisao na solu¢ao de problemas de programagao
linear. Assim, reduzimos o erro no teste de parada e realizamos uma compara¢ao entre os tempos
obtidos com cada precisao.

Utilizamos nos experimentos, um computador com processador Intel Pentium Dual Core
64 bits, com 2.50 GHz e com 4 Gb de memoéria RAM. Compilamos os arquivos escritos em
linguagem C no compilador GCC versao 4.3.3. Nesse computador encontrava-se instalado o
sistema operacional Linux Ubuntu versao 9.04, com a versao Linux version 2.6.28-18-generic do
kernell.

Os problemas utilizados nos experimentos numeéricos pertencem a colecao NETLIB de
problemas de programacao linear. Foram utilizados um total de 90 problemas lineares, todos
eles com variados tipos de restri¢des, do tipo ndo-negativas, canalizadas e fixas. A Tabela 6.1
mostra o nimero de linhas, o nimero de colunas, o nimero de elementos nao nulos na matriz de

restri¢oes e a quantidade de variaveis canalizadas de cada problema. O simbolo (-) indica que o
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problema nao possui varidveis canalizadas. A ultima coluna indica se o problema necessitou ser
perturbado, ou ndo. O simbolo (-) indica que o problema néo foi perturbado. Podemos encontrar

mais sobre esses problemas em [6].

Problemas Linhas | Colunas | Elem. Nao Nulos | Var. Canalizadas | Perturbacao
25FV47 788 1843 10538 - sim
80BAU3B 2140 11066 21631 2968 sim
ADLITTLE 55 137 417 - -
AFIRO 27 51 102 - sim
AGG 390 477 2055 - sim
AGG2 514 750 4558 - sim
AGG3 514 750 4574 - -
BANDM 240 395 1894 - sim
BEACONFD 86 171 1316 - sim
BLEND 71 111 477 - sim
BNL1 610 1491 5256 - sim
BNL2 1964 4008 14037 - sim
BOEING1 331 697 3104 243 -
BOEING2 126 265 979 73 sim
BORE3D 81 138 549 7 -
BRANDY 133 238 1911 - sim
CAPRI 241 436 1528 131 sim
CYCLE 1420 2773 15004 7 sim
CZPROB 671 2779 5531 - -
D2Q06C 2132 5728 31965 - sim
DEGEN2 442 757 4167 - sim
DEGEN3 1501 2604 25425 - sim
E226 198 429 2515 - sim
ETAMACRO | 334 669 1995 131 sim
FFFFF800 233 826 5164 - sim
FINNIS 438 935 2332 33 sim
FIT1D 24 1049 13427 1026 -
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FIT1P 627 1677 9868 399 -
FIT2D 25 10524 129042 10500 sim
FIT2P 3000 13525 50284 7500 sim
FORPLAN 121 447 4415 22 sim
GANGES 1113 1510 6537 397 sim
GFRDPNC 590 1134 2393 258 sim
GREENBEA | 1933 4164 23765 264 -
GREENBEB 1932 4254 23672 268 -
GROW15 300 645 5620 600 sim
GROW22 440 946 8252 880 sim
GROWT7 140 301 2612 280 -
ISRAEL 174 316 2443 - -
KB2 43 68 313 9 -
LOTFI 133 346 867 - sim
MAROS 655 1437 6634 - sim
NESM 654 2922 13244 1596 sim
PEROLD 593 1374 5636 259 sim
PILOT 1368 4543 41879 1040 sim
PILOT4 396 1022 5001 247 sim
PILOTS87 1971 6373 72163 1578 -
PILOTJA 810 1804 11417 331 sim
PILOTNOV 848 2117 11922 332 sim
PILOTWE 701 2814 8841 287 sim
RECIPE 64 123 443 56 -
SC105 104 162 339 - sim
SC205 203 315 663 - sim
SC50A 49 7 159 - sim
SC50B 48 76 146 - -
SCAGR25 469 669 1715 - sim
SCAGR7 127 183 455 - -
SCFXM1 305 268 2457 - sim
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SCFXM?2
SCFXM3
SCORPION
SCRS8
SCSD1
SCSD6
SCSD8
SCTAP1
SCTAP2
SCTAP3
SEBA
SHARE1B
SHARE2B
SHELL
SHIP04L
SHIP04S
SHIPOSL
SHIP08S
SHIP12L
SHIP12S
SIERRA
STAIR
STANDATA
STANDMPS
STOCFORI1
STOCFOR2
STOCFOR3
TRUSS
TUFF
VTPBASE
WOOD1P

610
915
317
421
7
147
397
284
1033
1408
448
112
96
486
292
216
470
276
610
340
1202
356
314
422
102
1980
15362
1000
257
72
171

1136
1704
412
1199
760
1350
2750
644
2443
3268
901
248
162
1451
1905
1281
3121
1604
4171
1943
2705
932
796
1192
150
2868
22228
8806
567
111
1718

4919
7381
1247
3036
2388
4316
8584
1802
7052
9383
4102
1148
Tt
2904
4290
2875
7122
3644
9254
4297
7771
3813
1403
2831
421
8090
62960
27836
4095
283
44575

2016

96
96

25
32

sim
sim

sim

sim

sim

sim
sim
sim
sim
sim
sim
sim

sim

sim

sim

sim

sim

sim

sim
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WOODW 708 5364 19809 - sim

Tabela 6.1: Dimensao dos problemas.

6.3 Tabelas Comparativas

Vimos que nosso principal objetivo é obter uma melhor precisao na resolugao dos problemas, por
isso, realizamos experimentos em que o teste de parada foi reduzido para 10710, 1072, 107 ¢
10716, Identificamos esses valores do teste de parada como sendo a tolerancia em que o problema
foi resolvido. Também, identificamos precisao de uma problema como sendo a menor tolerancia
em que esse problema foi resolvido.

Apresentamos na Tabela 6.2 a quantidade de problemas resolvidos com as abordagens,
decomposigao de Cholesky, na resolugao do sistema de equagoes normais, (PCx) e sistema estével

para as ultimas iteracoes do PCx (PCx-SE).

ABORDAGEM TOLERANCIA

10°% | 1071 | 1072 | 107 | 10716
PCx 86 84 73 35 1
PCx-SE 87 (1) | 86 (8) | 84 (31) | 82 (62) | 33 (33)

Tabela 6.2: Problemas resolvidos com as abordagens PCx e PCx-SE.

O namero entre parénteses, na ultima linha da tabela, indica o ntimero de problemas
resolvidos em que a abordagem do sistema estavel foi ativada. Por exemplo, na abordagem
PCx-SE com tolerancia de 10716, todos os 33 problemas resolvidos, utilizaram a abordagem do
sistema estavel nas ultimas iteragoes.

Analisando os numeros dessa tabela, verificamos um aumento no nimero de problemas
resolvidos em todas as tolerancias utilizadas. Considerando 10™8 como tolerancia e utilizando
a abordagem PCx-SE, obtemos a resolugao para o problema BRANDY, que o PCx néo resolve

com essa tolerancia. Além disso, o PCx-SE resolve esse problema com uma precisao de 107,
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Agora, quando consideramos a tolerancia de 107'°, a abordagem PCx-SE resolve todos os
84 problemas que a abordagem PCx resolve com essa tolerancia, exceto o problema CYCLE.
Além desses 83 problemas, também obtemos a resolucdo dos problemas BRANDY, FORPLAN
e SCFXM1. Esses trés problemas sio resolvido pelo PCx com uma precisdo de, apenas, 1078,

O PCx resolve 73 problemas com tolerancia de 10~2, porém, quando utilizamos o sistema
estavel nas ultimas iteragoes do cddigo, esse nimero aumenta para 84 problemas. Destacamos
aqui os problemas FINNIS e KB2. Esses problemas sao resolvido pelo PCx com uma precisao
de, apenas, 1071%, porém através do PCx-SE foram resolvidos com uma precisao de 10716,

Quando analisamos a tolerancia 107!, entre as duas abordagens, verificamos a maior
diferenca entre o nimero de problemas resolvidos. A abordagem PCx resolve apenas 35 problemas
enquanto a abordagem PCx-SE resolve 82 problemas. Ou seja, considerando essa tolerancia e,
utilizando o método sistema linear estével nas ultimas iteracoes, obtemos mais que o dobro de
problemas resolvidos com a abordagem PCx.

Considerando a tolerancia 107%, observamos um aumento de 1 para 33 problemas resolvi-
dos. O problema resolvido pelo PCx com essa tolerancia é o problema SCTAP3. Esse problema
também é resolvido com essa mesma tolerancia quando utilizamos a abordagem PCx-SE. En-
quanto o PCx necessita de 21 iteragoes e 0, 11 segundos para obter a solucao, com essa precisao,
a abordagem PCx-SE necessita de, apenas, 17 iteracoes e 0,12 segundos. Uma redugdo signi-
ficativa no namero de iteragdes, que, porém, ocasionou no mesmo tempo computacional, entre
as duas abordagens.

Ainda considerando 10~'6 como tolerancia, podemos fazer uma comparacio entre as duas
abordagens com relagao a porcentagem dos 90 problemas da colecao NETLIB, resolvidos com essa
tolerancia. Enquanto a abordagem PCx resolve apenas 1,11% dos 90 problemas, a abordagem

PCx-SE resolve 36,67% dos problemas dessa colegao.

ABORDAGEM TOLERANCIA

10=% | 1079 | 10712 |10~ | 10716
PCH 67 48 18 10 0
PCH-SE 69 (4) | 69 (27) | 59 (47) | 54 (47) | 30 (30)

Tabela 6.3: Problemas resolvidos com as abordagens PCH e PCH-SE.
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Esse aumento no niamero de problemas resolvidos com as 5 tolerancias adotadas, também
é observado na Tabela 6.3. Nessa tabela, comparamos o niimero de problemas resolvidos entre
a abordagem pré-condicionador hibrido, PCH, e a abordagem que utiliza o pré-condicionador
hibrido nas primeiras iteracoes e o sistema estével nas ultimas iteracoes, PCH-SE.

Analisando a Tabela 6.3, verificamos um aumento no ntimero de problemas resolvidos,
quando comparamos as abordagens PCH e PCH-SE, em todas as tolerancias utilizadas. Quando
consideramos a tolerancia de 1078, a abordagem PCH n#o resolve os problemas SOBAU3B e
SCRS8, enquanto a abordagem PCH-SE o resolve com essa tolerancia.

Enquanto o PCH resolve apenas 48 problemas com tolerancia 10~°, quando acrescentamos
a abordagem do sistema estavel nas ultimas iteracoes, esse nimero aumenta para 69. Destacamos
aqui os problemas: ADLITTLE, DEGEN3, FORPLAN, MAROS, SCTAP1, SCTAP3, SHELL,
SHIP04L, SHIP04S, SHIPOSL, SHIP12S, STANDATA, VTPBASE e WOODW. Esses 14 proble-
mas sdo resolvidos pelo PCH com uma precisao de 1071%, enquanto o PCH-SE os resolve com
uma precisao de 10716,

Novamente, assim como na comparacao da Tabela 6.2, a maior diferenca no namero de
problemas resolvidos, agora entre as abordagens PCH e PCH-SE, ocorre quando consideramos
10~ como tolerancia. A abordagem PCH resolve apenas 10 problemas com essa tolerancia,
enquanto a abordagem PCH-SE resolve 54 problemas, ou seja, uma diferenca de 44 problemas
resolvidos entre as duas abordagens.

Uma diferenca de 41 problemas resolvidos entre as duas abordagens, PCH e PCH-SE, pode
ser observada quando consideramos 10712 como tolerancia. Agora, a abordagem PCH resolve 18
problemas enquanto a abordagem PCH-SE resolve 59 problemas.

Com a abordagem do sistema estavel, 30 problemas passaram a ser resolvidos com uma
tolerancia de 10716, enquanto o PCH nao resolve nenhum problema com essa tolerancia. Podemos
destacar os problemas LOTFI, SC205, SCAGR25, SCTAP2, STOCFORI1 e TUFF. Esses pro-
blemas sio resolvidos pelo PCH-SE com uma precisio de 10716 enquanto o PCH os resolve com
uma precisao de, apenas, 1078.

Realizando uma comparagao entre as duas abordagens, PCH e PCH-SE, com relagao a
porcentagem dos 90 problemas, da colecio NETLIB, resolvidos com tolerancia de 10716, veri-
ficamos que enquanto a abordagem PCH nao resolve nenhum problema, com essa tolerancia, a
abordagem PCH-SE resolve 33,33% dos problemas da NETLIB com tolerancia de 10716,

Destacamos agora, o importante papel desempenhado pela perturbacao desenvolvida em
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nossos estudos. Na tabela abaixo, apresentamos o nimero de problemas resolvidos pela abor-

dagem PCx-SE, nas 5 tolerancias, mas agora sem ativar a perturbacao.

ABORDAGEM TOLERANCIA
1078 | 1071 | 1072 |10 |10°16
PCx-SE s/ perturbacio | 87 (1) | 81 (3) | 65 (12) | 52 (32) | 21 (21)

Tabela 6.4: Problemas resolvidos com a abordagem PCx-SE sem perturbacao.

Comparando essa tabela com a ultima linha da Tabela 6.2, verificamos que apenas na
tolerancia de 10~® obtemos a mesma quantidade de problemas resolvidos, 87. Para as demais
tolerancias verificamos uma reducao no namero de problemas resolvidos, quando nao ativamos a
perturbacdo. A maior reducio no nimero de problemas resolvidos ocorre na tolerancia de 104,
com uma redugao de 30 problemas.

Agora, dos 21 problemas resolvidos na tolerancia de 107¢, 7 problemas nio sio resolvi-
dos, com essa tolerancia, quando utilizamos a perturbagdo. Esses 7 problemas sdo: DEGENZ2,
DEGEN3, FORPLAN, SCRS8, SCSD1, SEBA e SHIP04L. Destes 7 problemas, 5 sdo resolvidos
pelo sistema estavel com uma precisio de 10~!4, utilizando a perturbacio. Os problemas SCSD1

e SEBA sio resolvidos pelo PCx com uma precisio de 10~, sem ativar a abordagem do sistema

estavel.
PROBLEMA PCx PCx-SE
Iter. | Tempo Iter. | Tempo

LOTFI 14 | 4x1073 14 0,01
PILOT 41 3,06 42 | 6,37
PILOT4 51 0,13 50 | 0,24
SCSD6 13 0,02 15 | 0,26
WOODW 31 0,16 31 0,44

Tabela 6.5: Comparacao de tempo e iteracdes entre PCx e PCx-SE, 10710,

Nossa proxima comparacao, consiste no numero de iteragoes e o tempo utilizado pelo
sistema estavel para que os problemas sejam resolvidos com essas tolerdncias. Um pequeno
aumento no tempo de resolugdo e no nimero de iteragoes significa que o sistema estavel é uma
abordagem eficiente, computacionalmente. Um grande aumento, significa que o sistema estavel
é uma abordagem muito cara, computacionalmente, para se obter uma melhor precisao nos

resultados.
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Precisamos entao, analisar o niimero de iteragoes e o tempo computacional gastos pelas
iteragoes PCx e PCx-SE para resolver cada problema. No entanto, s6 poderemos realizar uma
comparacao entre os problemas que foram resolvidos pelas duas abordagens, em uma mesma
tolerancia.

Assim, apresentamos na Tabela 6.5 o tempo, em segundos, e o niimero de iteracoes dos
problemas resolvidos pela abordagem PCx e pela abordagem PCx-SE, em que o sistema estavel
foi ativado, com tolerancia de 107'°. Nas tabelas 6.6 e 6.7, apresentamos a mesma comparacio

da Tabela 6.5, porém com uma tolerancia de 10712 e 10~ respectivamente.

PROBLEMA PCx PCx-SE
Iter. | Tempo Iter. | Tempo
25FV47 26 0,17 26 0,24
D2Q06C 37 1,54 30 2,36
DEGEN3 25 1,10 24 3,35
ETAMACRO | 32 0,05 33 0,05
GANGES 21 0,10 22 0,48
GROW15 25 0,06 21 0,10
LOTFI 14 | 8x1073 14 0,01
NESM 53 0,21 36 0,51
PEROLD 35 0,15 35 0,24
PILOTJA 39 0,41 33 1,02
PILOTWE 52 0,18 51 0,23
SC105 10 | 4x1073 10 | 4x1073
SC205 11 | 4x1073 11 | 4x1073
SCSD6 14 0,02 23 0,48
STANDMPS | 30 0,03 25 0,03
TUFF 19 0,03 19 0,03
WOODW 35 0,26 32 0,68

Tabela 6.6: Comparacdo de tempo e iteracoes entre PCx e PCx-SE, 1012,

Analisando a Tabela 6.5, verificamos que o maior aumento no nimero de itera¢oes ocorreu
no problema SCSD6, com um aumento de 2 iteracoes. Esse aumento ocasionou em um aumento

de 0,24 segundos, no tempo computacional. Para os demais 5 problemas, o nimero de iteragoes
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e o tempo computacional foram semelhantes entre as abordagens PCx e PCx-SE.

Observando a Tabela 6.6, verificamos que 13, dos 17 problemas, apresentaram o ntiimero de
iteragoes e o tempo de resolucao semelhantes, entre as abordagens PCx e PCx-SE. Verificamos
também, que 3 problemas apresentaram uma redugao de no minimo 6 iteracoes, com um aumento
méximo de 0,80 segundos, no tempo de resolucdo. Apenas o problema SCSD6 apresentou um
grande aumento no nimero de iteracoes, o que ocasionou em um aumento de 0,46 segundos no

tempo de resolucao.

PROBLEMA PCx PCx-SE
Iter. | Tempo Iter. | Tempo
AFIRO 8 * 8 |4x1073
BEACONFD | 11 |[8x 1073 11 | 8x1073
BNL2 38 0,78 47 2,59
DEGEN?2 12 0,05 12 0,08
ETAMACRO | 32 0,05 36 0,07
GROW15 43 0,07 23 0,27
GROW22 38 0,12 23 0,16
SC105 10 * 11 | 4x1073
SCSD6 14 0,03 28 0,57
SCTAP1 18 0,02 15 0,02
SHELL 21 0,04 23 0,03
TRUSS 26 0,28 21 0,47
TUFF 23 0,04 20 0,04
WOODW 50 0,30 36 0,78

Tabela 6.7: Comparacao de tempo e iteracdes entre PCx e PCx-SE, 107,

O simbolo * significa que o problema foi resolvido com um tempo computacional menor
que a tolerancia exigida no coédigo.

Realizando a comparacao com base na tabela acima, observamos que 9 problemas apre-
sentaram numero de iteragoes e tempo computacional semelhantes, entre as abordagens PCx e
PCx-SE. Destacamos os problemas: GROW15, GROW22 ¢ WOODW que apresentaram uma re-
ducao de 20, 15 e 14 iteragoes, respectivamente, e um pequeno aumento no tempo computacional.

Os problemas BNL2 e SCSD6 apresentaram um aumento de 9 e 14 iteragoes, respectivamente,
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porém um aumento maximo de 1,80s no tempo de resolugao.
As tabelas 6.8, 6.9 e 6.10 fornecem as mesmas comparagoes de tempo e iteracoes, que as
tabelas 6.5, 6.6 € 6.7, porém, agora, essa comparacao ocorre entre as abordagens PCH e PCH-SE,

com tolerancia del0~10, 10712 e 10~4, respectivamente.

PROBLEMA PCH PCH-SE
Iter. | Tempo Iter. | Tempo

BLEND 11 0,04 11 0,04
RECIPE 13 0,02 31 0,03
SC50B 7 * 7 | 4x1073
SCTAP3 21 0,33 17 0,35
SIERRA 26 0,26 46 0,36
STANDATA 15 0,03 15 0,03

Tabela 6.8: Comparacao de tempo e iteracoes entre PCH e PCH-SE, 10719,

PROBLEMA PCH PCH-SE
Iter. | Tempo Iter. | Tempo
25F V47 28 2,36 28 2,34
AFIRO 9 103 9 103
BANDM 18 0,19 19 0,20
BLEND 11 0,03 12 0,02
SC105 11 | 4x1073 11 [ 8x1073
SC50B 7 |4x1073 7 | 4x1073

Tabela 6.9: Comparacdo de tempo e iteracoes entre PCH e PCH-SE, 10712,

Analisando a Tabela 6.8, verificamos que 4 problemas apresentaram nimero de iteracoes e
tempo computacional semelhantes, na comparacao entre as abordagens. Os problemas RECIPE
e SIERRA apresentaram um aumento de 18 e 20 iteragOes, respectivamente. Esse aumento
significativo no ntimero de iteragdes nao foi refletido no tempo computacional, desses problemas.

A Tabela 6.9 apresenta resultados muito semelhantes entre as abordagens PCH e PCH-SE.
Apenas os problemas BANDM e BLEND necessitaram de uma iteracdo a mais na abordagem
PCH-SE, em relacao a abordagem PCH. Contudo, todos os 6 problemas apresentaram tempos

computacionais muito semelhantes, entre as duas abordagens.
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PROBLEMA PCH PCH-SE
Iter. | Tempo Iter. | Tempo
AFIRO 9 1073 9 1073
FIT1D 20 0,10 20 0,12
SC50B 7 1073 8 |4x1073

Tabela 6.10: Comparacao de tempo e iteracoes entre PCH e PCH-SE, 10~ 4.

Observando a Tabela 6.10, verificamos que os trés tnicos problemas resolvidos pelas abor-
dagens PCH e PCH-SE apresentaram mesmo niimero de iteragoes e tempo computacional seme-
lhantes. Apenas o problema SC50B apresentou aumento de uma iteragao.

Dessa forma, observando as Tabelas 6.5, 6.6, 6.7, 6.8, 6.9 e 6.10, verificamos que o maior
aumento no tempo de resolugao foi de 3,30 segundos. Adicionalmente, observamos que 48 pro-
blemas, considerando as 6 ultimas tabelas, apresentaram um aumento no tempo computacional
menor que 1 segundo.

Podemos concluir entao, que o custo computacional para se obter uma melhor precisao na
resolugao dos problemas, utilizando a abordagem do sistema estavel, é muito baixo comparado
com os custos computacionais do PCx e PCH. O fato do tempo computacional, tanto do sistema
estavel quanto do PCH ser maior que o tempo gasto no PCx, se deve ao calculo da matriz B.

Durante os experimentos, observamos que a perturbacao mais utilizada foi a perturbacao
03, utilizada na maioria dos casos na etapa preditora. A segunda perturbacao mais utilizada foi
a perturbacao d1, utilizada na etapa corretora.

Apenas os problemas 80BAU3B e GFRDPNC utilizaram a perturbacao ds na etapa pre-
ditora e na etapa corretora. Os problemas GROW15 e PILOT utilizaram a perturbacao 6y,
também, nas duas etapas. Os problemas CAPRI e PILOTWE utilizaram a perturbac¢do d; na
etapa preditora e a perturbacao d9 na etapa corretora.

Dos 90 problemas da colecao NETLIB, apenas 28 nao precisaram ser perturbados.

Realizamos, também, testes com outros pontos iniciais para o método 5.1. Além de uti-
lizarmos Ay = 0, utilizamos Az, =0e Azy =0; Ay =1l; Azp, =19 e Azy = 7r3.

A utilizacao de rq, ou 79 e r3, se mostrou menos eficiente do que a inicializa¢gdo com o vetor
nulo. Com esses pontos iniciais, a implementacao do sistema estavel necessita de mais iteracoes
para convergir e, em alguns problemas, ndo ocorre a convergéncia. Além disso, nenhum dos

problemas que nao convergiram com Ag = 0, tiveram convergéncia com o novo ponto inicial.
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Adicionalmente, experimentamos uma outra forma de escolher a matriz B. Vimos na Sec¢ao
3.3.1 que a matriz B era escolhida como sendo as primeiras m colunas linearmente independentes
de A, ordenadas de acordo com os valores da norma das colunas de AD™!, em ordem crescente.
Utilizando essa ordenacio segundo os valores da norma das colunas de D~! ndo se mostrou muito
eficiente. Novamente alguns problemas deixaram de convergir e nao obtivemos convergéncia para
nenhum novo problema.

Ainda em busca de uma nova forma para escolhermos a matriz B, utilizamos o reordena-
mento das colunas da matriz A de acordo com os valores da norma das colunas de X, X!, Z e
Z~!, mas, novamente, nenhuma dessas abordagens apresentaram melhores resultados.

Conforme vimos na se¢ao 4.4.3, caso o sistema estavel nao seja resolvido em 100 iteracoes,
multiplicamos o valor da perturbagao por 7 e iniciamos o método novamente. Isso acontece até
que tenhamos a solugdo do sistema estével ou até que a perturbacao seja igual a 1. Os resultados
apresentados nesta se¢ao foram obtidos considerando 7 = 10.

Na tentativa de obter melhores resultados, para os problemas degenerados, realizamos
testes alterando a perturbagao utilizada em nossos experimentos. Primeiramente, alteramos o
valor de 7 para 5, ou seja, caso o problema nao seja resolvido em 100 iteragoes, multiplicamos o
valor da perturbacao por 5. Em seguida alteramos o valor de 7 para 2.

Nestes dois testes, os resultados obtidos, com relacao ao ntimero de problemas resolvidos
em cada iteracao, foram muito semelhantes aos resultados obtidos quando consideramos = = 10.
Porém, com relacao ao tempo computacional, os melhores resultados foram obtidos quando
consideramos 7 = 10.

Em nosso dltimo experimento, reduzimos o nimero méaximo de iteragoes, para se obter
a solucao do sistema estavel, de 100 para 50. Com essa alteracao, obtivemos a resolucao dos
mesmos problemas, quando consideramos o niimero maximo de iteragoes igual a 100. Exceto
na tolerancia de 10716, Nessa tolerancia, quando consideramos o nimero méximo de iteracoes
igual a 100, o problema ETAMACRO é resolvido, enquanto o problema GROW15 néo é resolvido.
Porém, quando consideramos o niimero maximo de iteragdes igual a 50, o problema ETAMACRO

nao é resolvido, enquanto o problema GROW15 é resolvido.
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Capitulo 7

Conclusoes e trabalhos futuros

Apresentamos uma abordagem com alta precisdo, na resolu¢ao dos problemas, e eficiente para a
solucao dos sistemas lineares que surgem ao se determinar as diregoes de busca, nos métodos de
pontos interiores. Utilizamos um pré-processamento, que consiste em uma eliminagao de blocos
na matriz do sistema linear. Em seguida, aplicamos nosso método para resolver a abordagem do
sistema linear resultante, o sistema linear estéavel.

Reordenando as colunas da matriz A, de acordo com a ordem crescente da norma das
colunas da matriz AD~!, identificamos as primeiras m colunas linearmente independentes de
A, segundo o ordenamento acima. Entdo, particionamos os vetores das varidveis de forma a se
aplicar o método iterativo para a obtencao da solucao do sistema linear estavel.

O método funciona muito bem, quando estamos proximos de uma solugao do problema. Um
fato muito importante, pois as abordagens mais utilizadas tendem a se tornar mal-condicionadas
quando préximas de uma solugao.

Observamos que nosso método, para a resolucdo do sistema linear estével, também apre-
senta um bom desempenho para problemas com variaveis canalizadas. Por esse motivo, podemos
dizer que o método pode ser aplicado a grande maioria dos problemas lineares que surgem de
situagoes reais.

Através de nossos experimentos numéricos, mostramos que o método sistema linear estavel
é uma abordagem que apresenta uma alta precisao na solucao de problemas lineares. Nossa
abordagem apresenta uma precisao maior que a abordagem do sistema de equagoes normais, via
decomposicao de Cholesky e, também, via abordagem pré-condicionador hibrido. Isso se deve
ao fato de a matriz da abordagem do sistema linear estavel ser melhor condicionada do que a

matriz do sistema de equacoes normais, quando préxima de uma solucao do problema.
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Constatamos que o método do sistema linear estavel apresenta um melhor desempenho
quando implementado nas ultimas iteragoes de um método direto do que de um método iterativo,
para resolucao do sistema de equacoes normais. Esse melhor desempenho é reflexo do numero
de problemas resolvidos quando utilizamos nossa abordagem nas tltimas iteragoes.

Podemos concluir, dessa forma, que os dois métodos, direto e iterativo, para a solucao do
sistema de equacoes normais, quando adicionado o método do sistema linear estavel nas ultimas
iteragoes, passaram a ser mais robustos com relagao a tolerancia exigida.

Mostramos também que o custo computacional para se obter essa alta precisao foi um
pequeno aumento no nimero de iteragoes, 0 que ocasionou em um pequeno aumento no tempo
computacional. Isso se deve ao fato de o tempo de uma iteragdo no método do sistema linear
estavel ser muito menor do que o tempo de uma iteracdo no sistema de equagdes normais,
quando proximo de uma solugao do problema e desconsiderando o tempo transcorrido no calculo

da matriz B.

7.1 Trabalhos futuros

Para os problemas degenerados, verificamos que é necessaria uma perturbagdo na matriz para
a resolucao do sistema linear estavel. Destacamos aqui, nossa primeira proposta de pesquisas
futuras, obter uma perturbagao com melhores resultados.

Verificamos também, que ativar a perturbagdo para determinados problemas pode ser
prejudicial para sua resolugdo. Assim, um estudo sobre qual o melhor momento de se ativar,
ou ndo, uma perturbacao, pode fazer com que o método sistema linear estavel tenha um melhor
desempenho.

Vimos no capitulo de experimentos numéricos que alguns problemas foram resolvidos com
precisdo de 10712, outros com precisio de 10~ e alguns com precisio de 107'®. Propomos
aqui, uma alteracao no cédigo PCx, utilizando o método do sistema linear estével, que calcule a
precisao com que um problema é resolvido.

O desempenho do sistema estavel pode ser ainda melhor, se encontrarmos um momento
6timo para se ativar o método sistema linear estdvel. O momento da ativacao do método,
apresentado nesse trabalho, foi tomado com base nos experimentos numeéricos.

Outra possibilidade de pesquisa, seria desenvolver uma versdo do método sistema linear

estavel para ser ativado nas primeiras iteragoes sem comprometer a convergéncia do problema.
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Essa versdo poderia ser mais robusta e, com certeza, mais eficiente, com relacdo ao tempo de
solucao.

Finalmente, desenvolver um teste mais preciso na decisdao de manter a decomposi¢ao LU
atual. Uma decisao mais precisa de manter a matriz basica B que estamos trabalhando pode
significar uma maior rapidez na solu¢ao de um problema. Em nossos experimentos, utilizamos o

célculo da matriz B no passo preditor de todas as iteracoes, quando o método é ativado.
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Apéndice A

Método sistema linear estavel - versao

MAX

Apresentamos neste apéndice uma segunda versao do método para a resolucao do sistema linear
estavel com varidveis canalizadas. Esse método se aplica a um sistema semelhante ao sistema
(5.13) como veremos.

O método versao MAX também surge do sistema linear,

0 0 At 1 -—J Ax T4
A 0 0 0 O As Tp
J I 0 0 0 Ay | == r |> (A.1)
7 0 0 X 0 Az Ta
-wJ 0 0 0 S Aw Te

onde r. =1 — Wry.

Agora, assumimos que a matriz A no sistema acima possui a fooma A = (B; By L U),
ou seja, assumimos que a matriz B pode ser particionada em (B; Bz). A divisdo da matriz
B depende das coordenadas de Xp. Uma coordenada B; estd em Bj, se xp, > $B;, OU S€ Sp;
nao existe, onde a coordenada s B; corresponde a coordenada zp;. Caso xp, < s B;, entao a
coordenada B; estd em Bs.

Assumindo que a matriz A possui a estrutura acima, entdo a matriz J pode ser escrita da
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seguinte forma,

T

Com um raciocinio analogo ao apresentado na secao 5.3, podemos concluir que os blocos
J, € Jiy sao matrizes identidade com dimensoes Bs e U, respectivamente.

Com a finalidade de evitar matrizes muito extensas em nosso trabalho, nos proximos passos
mostraremos apenas os ultimos 2 conjuntos de equagoes do sistema linear (A.1). Os demais
conjuntos de equacoes da matriz do sistema nao sofrem alteragao, por esse motivo, podem ser
omitidos. Bem como as colunas nulas que venham a surgir.

Assim, o sistema linear obtido dos tltimos 2 conjuntos de equagdes do sistema linear

anterior é igual ao sistema formado pela matriz Ay e pelo vetor dy, onde a matriz A, é dada por

Zp, XB,
Zp, XB,
A X7,
Zy Xu
Wi, T, Sk
—Wa,Ip, SB,
Wi i Sk
Wy ly Su
e o vetor dy é dado por
dy = — (TQBI7T‘IBZ’T‘1L7T¢1U’ (re) gy>Tesy» (Tc)EaTCU)t-

Como desejamos que Xp, e Sp, fiquem na diagonal principal do sistema estavel, vamos
mover Xp,, Sp,, X1 e Sy. Para realizar esse passo, utilizamos o primeiro conjunto de equacoes

de (A.1). Assim, o sistema linear formado pela matriz As e pelo vetor dy é semelhante ao sistema
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linear formado pela matriz Az e pelo vetor d3, onde A3 é a matriz

Zp, ~Xp, B! Xp, Jt

By
ZB2 XB2
Z —Xp Lt Xyt
ZU XU
W7 S,
_WB2 SBZBé SB?
W;J; S
—Wyly SyUt Sy
e
t
ds = — (_‘XBleB1 + Tap,»Tap,> _XLTdL + TarsTays (TC)B1 ) SBszB2 + Tepys ('rc)f,a SUTdU + 'ch) .

Agora, utilizando o segundo conjunto de equagdes do sistema (A.1), vamos eliminar os
blocos Zp,, Zp,, =Wy, Jz e —Wp,. Para isso, utilizamos as matrizes (B~'); e (B~')s, onde
(B7'); sdo as primeiras B linhas da matriz B~! e (B~!)y sdo as linhas restantes de B~!.

Podemos verificar que
(B™')1By=I=(B"2B; e (B™')1By=(B")3B; =0,

onde 0 é a matriz nula.
Juntamente com esse passo, vamos eliminar os blocos Xp, ng, X7, JE, Sp, € Sy. Para essa
eliminagao, utilizamos os blocos S By S;, XB, e Xy, da matriz A3, respectivamente.

Dessa forma obtemos o sistema linear semelhante, formado pela matriz A4 e pelo vetor dy,

dados por

Kl(B_l)lL Kl(B_l)lU —XBIB{

—ZBQ(B_l)QL —ZBZ(B_l)QU XB,
Zr+ X1 JES Wiy —X L
Z X
A4 _ U U :
WE’1J1~31 (Bil)lL Wél‘]BI(B_l)lU SB1
KQ(B_l)gL KQ(B_l)QU SBzBé
—Widj Sk

~(Wy + Su Xy Zy) SyUt
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t
d4:—<7‘1, —ZBQ(B*1)27”p+7"a327 T3, Tay, Wp Jp (B*1)17’p+(7"c)31, ra,  (1e)f, 7“4),

onde
K, = (—Z31 — XBngl'SEEWBlJBl)
Ky = (Wp,+Sp,X5 Zp,)
rr = Xp, JtBISEE[WBI Jél (Bil)l’l"p + (TC)Bl] + Zp, (Bil)lrp + XBlrdBl —Tap,
ry = Sp,Xp, [rag, — ZB,(B™)arp] — Wy (B~ V)ary — SpyTay, — Tep,

r3 = XL(JésilwﬂJﬁ(TC)ﬂ+TdL)_TaL

-1
T4 = SU(XU ZUraU - T‘dU) —Tey-

Nosso sistema estavel versao MAX, se encontra no primeiro, terceiro, sexto e oitavo con-

junto de equacoes, do sistema acima. Podemos reescrevé-lo da seguinte forma:

-X K K
" S KO0 T B NCRU U A
SB, Ky Ky A
Ty, =
~X L'B™! Zy+ X1 JLS; Wi dp A
Ty
SyUtB~ —(Wy + SuXy'Zy)

1

2

T4

onde Ag = BtAy.

Assim como o sistema estéavel em (5.13), o sistema linear acima possui os trés blocos
da diagonal principal invertiveis, enquanto os demais quatro blocos fora da diagonal principal
convergem para zero, quando o sistema estd proximo de uma solugao.

Adicionalmente, o sistema (A.2) também é um sistema por blocos, logo podemos utilizar

o método bloco iterativo para encontrar sua solucao. Apoés encontrarmos a solucao do sistema
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(A.2), podemos encontrar as demais dire¢oes (A’s) da seguinte forma:

Awg, = (=Sp,) Wy T5 (B il + LAay, + UAay] + (r0) )
Azp, = Xl;:}(ZB2 (B_l)g[’l"p + LAz, + UAxy] — 7"a32)

Azp, = —rdp, — BtAy + JEIAU}E

Awp, =rdp, + BiAy+ Azp,

Aw; = Sgl(WiJiAﬂcL —(re)i)

Az, = —rg, — L'Ay + Jt Awy,

Az = X&l(—raU — ZyQAzy) )
Awy =rq, + Az, + UlAy

Azp = B7Y(—r, — LAz, — UAxy)
Asp = —(ru)g, — Jp, AT,

Asp, = —(r4)B, — Azp,

Asj = —(ry); — Jj Az,

Asy = —ry, — Azy

Az
onde Azp = B

A.’L‘32
O método MAX foi implementado seguindo os mesmos critérios da implementacido do

método 5.1, porém, os resultados dos experimentos numeéricos desse método foram inferiores aos

resultados apresentados no capitulo 6.
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