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Resumo

Em [6] sdo apresentadas condigbes necessarias e suficientes para a estabilidade estrutural e
o teorema de densidade para campos de vetores em 2-variedades com singularidades simples dos
seguintes tipos: cone, guarda-chuva de Whitney, ponto duplo e ponto triplo.

Nesta tese, estudamos os fluxos induzidos por estes campos de vetores, que denominamos fluxos
Gutierrez-Sotomayor, do ponto de vista topoldgico utilizando a teoria de Conley. Apresentamos
uma férmula dinamico-topolédgica que relaciona o indice de Conley de uma variedade com singu-
laridades simples M que possui uma estratificacdo que a decompoe numa unido disjunta da sua
parte regular e da sua parte singular. Usando essa estratificagdo mostramos que se a singularidade
estd na parte singular S de M o seu indice pode ser calculado tanto com respeito a M como com
respeito a S.

Definimos uma fungao de Lyapunov, neste contexto, e mostramos sua existencia para fluxos
sem Orbitas periddicas e sem ciclos singulares. Em seguida, por uma andlise da sequéncia de
homologia longa exata de um par indice determinamos propriedades que um grafo de Lyapunov
deve satisfazer para estar associado a um fluxo. Também abordamos a questao da realizagao de
grafos de Lyapunov abstratos. Para isto, primeiramente apresentamos a igualdade de Poincaré-
Hopf, para o caso bidimensional, que caracteriza a relagao entre o primeiro nimero de Betti das
1-variedades ramificadas que sao fronteiras de um bloco isolante com seu nimero de componentes
de fronteira e o indice numérico de Conley. Em seguida, mostramos que dados nimeros inteiros
positivos que satisfazam a condicao de Poincaré-Hopf sempre é possivel construir um bloco isolante

que satisfaz estes dados dindmicos e homoldgicos.



Abstract

In [6] a characterization and genericity theorem for Cl-structurally stable vector fields tangent
to a 2-dimensional compact subset M of R are established. Also in [6], new types of structurally
stable singularities and periodic orbits are presented.

In this thesis we study the continuous flows associated to these vector fields, which we refer
to as the Gutierrez-Sotomayor flows on manifolds M with simple singularities using Conley Index
Theory. We consider a stratification of M which decomposes it into a union of its regular and
singular strata. We prove certain Euler type formulas which relate topology of M and dynamics
on the singular strata.

We show the existence of a Lyapunov function for Gutierrez-Sotomayor flows without periodic
orbits and singular cycles in this context. Using long exact sequence analysis of index pairs we
determine necessary and sufficient conditions for a Gutierrez-Sotomayor flow to be defined on an
isolating block. We organize this combinatorially with the aid of Lyapunov graphs and using a
Poincaré-Hopf equality we give necessary conditions for a Lyapunov graph to be associated to a

Gutierrez-Sotomayor flow and we also prove these conditions are sufficient.

vi
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Introducao

Em [6] C. Gutierrez and J. Sotomayor estendem para variedades com singularidades sim-
ples os teoremas de caracterizagdo e genericidade obtidos por M. Peixoto [8] para campos de
vetores estruturalmente estiveis tangentes a 2-variedades suaves compactas. As singularidades
estudadas sdo do tipo cone C = {(z,y, 2); 22 — y> — 22 = 0}, do tipo guarda-chuva de Whitney
W = {(z,y, 2); 22> — y* = 0}, do tipo ponto duplo D = {(z,y, z); vy = 0}, e do tipo ponto triplo
7 = {(z,y,2);zyz = 0}. O resultado principal em [6] estabelece uma caracteriza¢ao e um teo-
rema de genericidade para C'-campos de vetores estruturalmente estéveis tangente a subconjuntos
compactos M de R! que sao localmente difeomorfos a R? ou a uma das singularidades simples
mencionadas acima.

Esta caracterizagao nos permite fazer a seguinte definicdo de estabilidade. Um campo X €

X" (M) é estruturalmente estavel se:
1. X tem um numero finito de pontos fixos e érbitas periddicas, todos hiperbdlicos.
2. Os ciclos limites singulares de X sao simples e X nao tem conexao de selas.

3. O conjunto a— e w—limite de cada trajetoria de X é um ponto fixo, uma 6rbita peridédica ou

um ciclo singular.

Nesta tese, estudamos os fluxos induzidos por estes campos de vetores, que denominamos fluzos
Gutierrez-Sotomayor, do ponto de vista topoldgico utilizando a teoria de Conley.

No capitulo 1, apresentamos os resultados de C. Gutierrez and J. Sotomayor, [6].

No capitulo 2, definimos uma funcao de Lyapunov, neste contexto, e mostramos sua existéncia
para fluxos sem Orbitas periddicas e sem ciclos singulares. Uma funcao f : M — R serd chamada

uma func¢do de Lyapunov se:



Introducao 2

1. Para cada estrato M(G) de M:

(a) f |m(g) ¢ uma funcio suave e f é continua em M.

(b) Os pontos criticos de f | M(g) $a0 nao-degenerados e coincidem com as singularidades de

X

d
(c) a(f lam(g) (Xix)) <0, se x ndo é uma singularidade de X;.
2. Dados p e g singularidades de X; entao f(p) # f(q).

Primeiramente fazemos uma construcgao local, i.e., se p € M é uma singularidade de um fluxo
mostramos a existéncia da funcao de Lyapunov numa vizinhanca, suficientemente pequena, N de p,
em M. Em seguida, abordamos o caso global da construgao de f. Para isto no Lema 2.3 mostramos
que fazendo cortes em M obtemos uma decomposicao em blocos. Em cada bloco podemos construir
f segundo o Lema 2.4. Finalmente justapondo estas funcoes temos uma funcao de Lyapunov f
sobre M.

No capitulo 3, desenvolvemos a teoria classica de Conley e calculamos o indice homotépico
para as singularidades dos fluxos Gutierrez-Sotomayor em M, Teorema 3.1. Portanto, calculando a
homologia destes espagos pontuados obtemos o indice homolégico de Conley, Corolario 3.1.1. Logo,
tomando o rank obtemos o indice nimerico de Conley das singularidade p € M e o denotamos
(ho, h1,h2). Em seguida, apresentamos uma férmula dinamico-topolégica que relaciona o indice
de Conley de uma variedade com singularidades simples M que possui uma estratificacao que a

decompbe numa uniao disjunta da sua parte regular R e da sua parte singular S.
(R2 = R1+ Ro)lans = S1 — So + x(M)

Usando essa estratificagdo mostramos que se as singularidade {p1,p2, - ,pn} est@o na parte sin-

gular S de M, o seu indice pode ser calculado tanto com respeito a M como com respeito a S.
Ro—Ri14+Ro=8)— 51

No capitulo 4, apresentamos a igualdade de Poincaré-Hopf, para o caso bidimensional, que
caracteriza a relagao entre o primeiro nimero de Betti das 1-variedades ramificadas que sao fron-
teiras de um bloco isolante (N7, Ny) para a singularidade p € M com seu nimero de componentes

de fronteira e o indice nimerico de Conley (hg, h1, he) de p.

(ha — h1+ ho) — (ha —h1 + ho)* =et =BT —e™ + B~
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onde * indica o indice do fluxo em tempo-reverso, et (e~) é o nimero de componentes da fronteira
, + _ - 4 -\ 2 . . ,
de entrada (saida) de Ny e BT = Y5, b (B~ = Y_{_; b, ) onde b; (b)) é o primeiro nimero de
Betti da k—ésima componente da fronteira de entrada (saida) de V.
. ’ . . oy _ + —Ye—
Em seguida, mostramos que dados niimeros inteiros positivos et , e™, {b}¢_;, {b; }{_; que
satisfacam a condicao de Poincaré-Hopf sempre é possivel construir um bloco isolante N para p

que satisfaz estes dados dinamicos e homoldgicos.

1. Para ON = ONT UOJN~ temos que et (e”) é o ntimero de componentes conexas de N
(ON7), correspondente a fronteira de entrada (saida) do fluxo. Portanto, temos ONT =

et — e~ —

k=1 aN/:r (ON™ = U= N}, ).
2. O rankH;(ON,") = b com k=1,...,e" e rankH1(ON, ) =b, com k =1,...,e".
3. O rankH.(N/ON~) = h, onde (hg, h1, he) é o indice nimerico de Conley de p.

No capitulo 5, adotamos uma abordagem combinatorial. Primeiramente obtemos um grafo de
Lyapunov L associado a um fluxo X; e uma funcao de Lyapunov f, colapsando a um ponto cada
componente conexa de um conjunto de nivel de f. Na Proposicao 5.1 se mostra que L é um grafo
finito, dirigido sem ciclos orientados. Atraves de uma andlise da sequéncia de homologia longa
exata de um par indice determinamos propriedades que um grafo de Lyapunov deve satisfazer para
estar associado a um fluxo, ver Teorema 5.4. Também abordamos a questao da realizacao de grafos
de Lyapunov abstratos como fluxos Gutierrez-Sotomayor sobre 2-variedades com singularidades
simples.

O resultado principal neste trabalho generaliza um resultado de K. de Rezende e R. Franzosa

[3] onde classificam fluxos Morse-Smale sobre superficies.

Campinas, maio de 2010

Hernan Montufar



Capitulo 1

Campos de Vetores Estaveis

Este capitulo contém os resultados de C. Gutierrez e J. Sotomayor na qual estabelecem a
caracterizacdo e genericidade de campos de vetores em R! que sdo estruturalmente estédveis, tan-
gentes a 2-variedades, M, com “singularidades simples”. Quando M é uma 2-variedade suave,
estes resultados coincidem com o teorema de Peixoto. Este teorema afirma que os campos de ve-
tores estruturalmente estaveis sao caracterizados por terem pontos singulares e érbitas peridédicas
hiperbdlicas, nenhuma conexao de selas e conjuntos limites das Orbitas sendo singularidades ou

orbitas periddicas do campo.

1.1 Variedades com Singularidades Simples

Uma aplicagdo f de um conjunto aberto U C R”™ em R", f : U — R", é dita ser de classe
C", 1 < r < oo, se todas suas derivadas parciais &7 f/0z;, - - - Oz;; de ordem < r existem e sdo
continuas. Mais geralmente, uma aplicagao f : K — R"™, de um subconjunto K C R™, é dito ser
de classe C" se admite uma extensao f de classe C" para uma vizinhanga aberta K de K. Um
homeomorfismo f : K1 — Ko entre subconjuntos K1 C R™ e Ko C R™ ¢ dito um difeomorfismo

de classe C" se ambos f e f~! sdo de classe C".

DEFINICAO Um subconjunto M C R! é dito uma 2-variedade com singularidades simples se para
cada ponto p € M existe uma vizinhanca V), de p em M e um C°°-difeomorfismo ¥ : V, — G tal
que ¥(p) = 0, onde G é um dos seguintes subconjuntos de R3:

R = {(x,y, 2); z = 0}, plano;
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C ={(z,y,2);2*> —y* — 2% = 0}, cone;
D = {(x,y, 2);zy = 0}, pontos duplos;
W = {(z,y, 2); 22° — y* = 0}, guarda-chuvas de Whitney;
7 = {(z,y, 2); xzyz = 0}, ponto triplo.

O difeomorfismo ¥ é dito uma carta local em p. Denotamos por M(G) o conjunto de pontos
p € M tal que ¥(p) = 0 para uma cartalocal ¥ : V,, = G,onde G =R, C, D, Wou7. Assim M(R)
é uma 2-variedade suave chamada parte reqular de M, M (D) é uma l-variedade suave, enquanto
que M(C), M(W) e M(T) sao conjuntos discretos.

Exemplos destas variedades com singularidades simples podem ser obtidos via imersoes estaveis

de superficies em R3.

1.2 Campos de Vetores Tangentes X"(M)

DEFINICAO Um campo de vetores X de classe C" sobre R! é dito ser tangente a uma variedade

M C R! com singularidades simples se é tangente as subvariedades suaves M (G), para toda G.

Denotamos por X" (M) o conjunto dos C"-campos de vetores tangentes sobre variedades com
singularidades simples M.

Seja M C R! uma 2-variedade com singularidades simples e seja W : Vp — G uma carta local
de M em p. Seja T Vp L R3e U1 G — R! C™-extensdes de ¥ e U1 para conjuntos abertos

XA/p eG. A \Tf, \I//*\l-eazpresséo local de X é o campo de vetores em R? dado por:
Xu(q) = DY X (p)

onde p = \I/l*\l(q)

1.2.1 Pontos Fixos

Seja p um ponto fixo (ou singularidade) de X € X"(M), para r > 1, isto é, X(p) = 0. O lema
3.2 de [6] estabelece que a matriz da aplicagao linear DXy (0) de R? para R3 com respeito a base

canodnica é como segue:

a; G2 Q3

(a) Sepe M(R) entao DXw(0)=| B (B2 [s
0 0 ~n
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a By
(b) Se pe M(C) entao DXgy(0)=| -3 «a &

v 0 «

a
(c) Se p € M(D) entdo DXg(0)=| 0 B 0

5 p

« 0 0
(d) Se p € M(W) entao DXgy(0)=| 0 a+38 0

0o ~ B8
(e) Se pe M(T) entao DXy (0) = 08 0

0 0 v

onde a classe de conjugacao da matriz, 2 x 2, esquerda superior de (a) e as matrizes, 3 x 3, de (b),

(c), (d) e (e) ndo dependem de ¥, ¥ ou o1,

DEFINICAO Um ponto fixo p de um C'-campo de vetores tangente a M é dito hiperbdlico se, com
as notagoes acima, satisfaz:

(a) Os autovalores da matriz quadrada, 2 x 2, esquerda superior de (a) tem parte real ndo-zero;

(b) o+ /(62 + 72 — 32) tem parte real nao-zero;
(c) aBy # 0;

(d) o # 0;

(e) afy #0.

A seguir, na Figura 1.1, temos os tipos locais dos pontos fixos hiperbdlicos a menos de
equivaléncia topoldgica e inversao no sentido das trajetorias. Note que: aj e ag representam pontos
fixos em M(R), by e by representam pontos fixos em M (C), c1, ca e cg representam pontos fixos em

M (D), d; e dy representam pontos fixos em M (W) e e1 e es representam pontos fixos em M (7).

1.2.2 Orbitas Periédicas

Dado X € X"(M), r = 1,2,...,00, denote por X; o fluxo induzido por X. Seja p um ponto
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C1

Figura 1.1: Tipos locais dos pontos fixos hiperbdlicos



1.2. Campos de Vetores Tangentes X" (M) 8

periédico de X de periodo minimal 7 > 0. Isto é, X;(p) = p somente se t € 7Z. Como M (C),
M(W) e M(T) sao conjuntos discretos entao p € M(R) U M (D) para qualquer ponto periédico p.
A ¢rbita de X que passa por p, 7, = {X¢(p) : 0 <t < 7}, é uma 6rbita periddica de periodo 7.

Seja X, = (I\loXTo\IT*\l. Um dos autovalores da aplicagao D)A(T(O) éigual a 1 pois D)A(T(O)X\p (0) =

X (0) e os outros autovalores sao ditos os nao-triviais.

DEFINIGAO Um ponto periddico p é dito hiperbdlico:
1. Sepe M(R) e D)?T(O)|{Z:0} tem 1 como unico autovalor simples de norma igual a um.
2. Se p € M(D) e DX,(0) tem 1 como tinico autovalor simples de norma igual a um.

Esta definicao nao depende de V¥, \Tl, \17:1 ou do ponto escolhido na drbita ~,. Assim 7, é
chamada de drbita periodica hiperbolica.

Seja A = {(x,y,2) € R3; 2 =0, xy = 0}. Tome uma pequena vizinhanca Ag de (0,0,0) em A
tal que Ag é uma secao transversal de Xy. Seja m =0 o)?T\ A, @ aplicacao de Poincaré induzida por
X, obtida pela composicao de )?T| A, com a projecao ¢ ao longo das orbitas de Xy sobre A. Agora
como Dr(0) = DX,(0)]4 entdo a hiperbolicidade de érbitas em M (D) é equivalente a Dm(0) ter
autovalores de modulo diferente de um. Analogamente, para as dérbitas periddicas hiperbdlicas em
M(R) por considerar uma pequena vizinhanga By de (0,0,0) em B = {(z,y,2) € R% 2 = y = 0}
no lugar de A. Desta forma a aplicacdo de Poincaré associada a v C M(R) é topologicamente

conjugada a uma das seguintes aplicacoes lineares:

(1 . 1
a:(}) o (1)
Para o6rbitas periddicas hiperbdlicas em M (D) se mostra que existem vizinhangas Uy, Vp e Wy

de 0 € R3 em Ap (com Uy C Vp) e um homeomorfismo h : Vo — Wy, fixando 0 € R3, tal que

homo ff1|U0 ouhon 1o if1|U0 é igual a uma das seguintes aplicagoes lineares restrito a Uy:

$ 0 2 0 -1 0 -2 0
ag : 1 ) a3 1 ) b2 1 ) b3 1
0 3 0 % 0 —3 0 -3
1 1 1
-10 -2 0 0 3 0 3
(G 2 N Co . s d1: 2 y dQ: 2
0 3 0 3 -3 0 3 0
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Figura 1.2: Alguns tipos locais de 6rbitas periédicas hiperbdlicas

A seguir, na Figura 1.2, temos alguns tipos locais das 6rbitas periddicas hiperbdlicas: (a) anel
com uma 6rbita periddica atratora, (ag) interseccao transversal de dois anéis com drbitas periddicas
atratoras, (as) interseccao transversal de dois anéis uma com érbita periédica atratora e a outra
repulsora, (b1) faixa de Mobius com uma 6rbita periédica atratora, (be) intersecgao transversal
de duas faixas de Mobius com érbitas periddicas atratoras, (bs) intersecgao transversal de duas
faixas de Mobius uma com drbita periédica atratora e a outra repulsora, (d1) anel imerso no R3

auto-interceptandose numa 6rbita periddica atratora.
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X = Ax% + ,uya% + uz% + termos de ordem maior

x
z
Figura 1.3: Setor A > 0> pu, v >0
1.2.3 Ciclos Singulares
Seja X € X"(M), para r = 1,2,---,00, com um numero finito de singularidades, todas

hiperbdlicas. Seja p € M(7). Entdao X em p determina setores parabdlicos ou hiperbdlicos @,
Se A > 0 > p s@o os autovalores de DX (p) restrito ao setor hiperbdlico S de p, ver Figura 1.3,
entao definimos p(S) = p(X, S,p) = |u|/A.

DEFINIGOES

1. Um ciclo singular é um conjunto conexo, compacto e nao-vazio composto de singularidades
{p1,02y -, Pn,Pn+1 = D1} C M(T) e trajetérias regulares {yo,71,...,7 = Y0} C M (D) tal

que para i € {1,2,...,n}, w(vi—1)=pi = a(y).

2. Um ciclo limite singular Z é um ciclo singular que é o conjunto a—limite ou o conjunto

w—limite de uma trajetéria ¥ C M(R).

3. Sejam S1,S5s,...,S, os setores dos pontos fixos de X contidos em Z e através do qual ¥

aproxima Z positivamente (respectivamente negativamente). Dizemos que Z é simples se
[T p(Si) # 1.

M Intuitivamente um setor hiperbélico S de p é uma regiao aberta em M tal que o ponto critico p e suas separatrizes

estao na fronteira de S.
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e

P

Figura 1.4: Alguns tipos locais de ciclos limites singulares simples

A seguir, na Figura 1.4, temos alguns tipos locais de ciclos limites singulares simples: P; e P,
denotam os anéis horizontais em cada vizinhanga dos ciclos. Cada anel é interceptado transver-
salmente por planos com estrutura de érbitas local topologicamente equivalente a um atrator, sela

ou repulsor.

1.3 Estabilidade Estrutural
Se p é um ponto fixo de X, o conjunto
W, ={q€ M : Xy(q) — p quando t — —oc}

(respectivamente W, = {q¢ € M : X;(qg) — p quando t — oc}) é chamado a variedade instdvel

(respectivamente estdvel) de p.
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DEFINIGAO Dizemos que uma trajetéria v C M(R) é uma conexao sela se existem duas singular-
idades hiperbdlicas p e ¢ de X tal que v = W"(p) NW*(q) e W"(p) UW*(q) consiste de um nimero

finito de trajetorias.

DEFINIGAO Seja M C R! uma 2-variedade com singularidades simples. Chamamos X" (M) o

conjunto de campos de vetores X € X" (M) tal que:
1. X tem um numero finito de pontos fixos e érbitas periédicas, todos hiperbdlicos.
2. Os ciclos limites singulares de X sao simples e X nao tem conexao sela.

3. O conjunto a— e w—limite de cada trajetéria de X é um ponto fixo, uma orbita periddica ou

um ciclo singular.
O fluxo X; associado ao campo X € X" (M) denominamos por fluzo Gutierrez-Sotomayor.

Introduzimos a C"-topologia compacta aberta no espago X" (M), isto é, a topologia induzida

de C7(RL, RY) a qual é definido pelas seminormas

s
IXIF =D suprer || DX (2)]
i=0

onde K é um subconjunto compacto de R’

DEFINIGAO Seja M compacto. Os campos de vetores X,Y € X"(M), sao topologicamente equiva-
lentes sobre M se existe um homeomorfismo h : M — M, levando trajetérias de X em trajetérias

de Y.

Os pontos interiores das classes de equivaléncia topoldgica de X" (M) sao chamados C”-campos
de vetores estruturalmente estdveis. Em [6] os campos de vetores estruturalmente estaveis sobre

variedades com singularidades simples foram caracterizados.

TEOREMA 1.1 Em qualquer das sequintes hipdteses sobre X" (M):

(a) T =1, ou

(b) r=2,3,...,00 e cada componente conera de M(R) é uma 2-variedade orientdvel ou um
subconjunto aberto de P2 U K2 U (T?4P?).

Temos que:
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1. X" (M) é aberto e denso em X" (M), e
2. X € X"(M) € estruturalmente estdvel se, e sé se, X € X"(M).

Quando a parte regular M(R) é difeomorfa a um conjunto aberto de uma superficie fechada
nao-orientavel de género pelo menos 4 (toro com mais de um cross-cap) existem certos tipos de
orbitas recorrentes onde é desconhecido quando ou nao estas érbitas podem ser destruidas por
C"—pequenas perturbacdes (r > 2). Se M C R? entdo a parte regular de M é uma variedade

orientavel, conseqiientemente tem-se:

COROLARIO 1.1.1 Se M C R3 entdo X" (M), parar =1,2,...,00, € aberto e denso e coincide com

0s campos de vetores estruturalmente estdveis de X" (M).

Os pontos fixos hiperbdlicos, érbitas peridédicas hiperbdlicas e ciclos limites singulares sim-
ples formam o conjunto limite £ de um C"-campo de vetores estruturalmente estavel sobre uma

variedade com singularidades simples.



Capitulo 2
Funcao de Lyapunov

Consideraremos o conjunto M dotado com a particao {M(G),G}, onde G =R, C, D, WouT,
a qual é um conjunto estratificado no sentido de Thom [10]. Vamos considerar fungoes f : M — R
tais que sua restrigdo aos estratos seja uma funcao suave. Neste contexto, um ponto critico de f
é qualquer ponto p € M tal que df|yrg)(p) = 0, onde M(G) é o estrato de M que contém p. Um
ponto critico p € M é nao-degenerado quando a dim(M(G)) > 1 implica que a matriz Hessiana de
fl M(g) nesse ponto é nao-singular. O fato de um ponto p € M ser um ponto critico depende tanto
da estratificacao de M quando da funcao f. Por exemplo, cada estrato de dimensao zero de M é

um ponto critico de f.

DEFINIGAO Seja M uma 2-variedade com singularidades simples. Se X; é um fluxo Gutierrez-

Sotomayor em M entdao uma funcao f: M — R serda chamada uma func¢do de Lyapunov se:
1. Para cada estrato M(G) de M:

(a) f |am(g) é uma funcio suave e f é continua em M.

(b) Os pontos criticos de f | M(g) a0 nao-degenerados e coincidem com as singularidades de

X

d
(c) ﬁ(f la(g) (Xix)) <0, se z ndo é uma singularidade de X;.
2. Dados p e ¢ singularidades de X; entao f(p) # f(q).

Em outras palavras, uma funcao de Lyapunov em M é uma cole¢do de fungdes de Lyapunov

sobre os estratos de M C R!. Note, no entanto, que nao exigimos que a funcéo de Lyapunov seja

14
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suave globalmente apenas continua. Assim, por exemplo, ndo exigimos que a fungao de Lyapunov

seja a restricdo de alguma funcéo suave f: R! — R.

2.1 Caso Local

A seguir fazemos uma construcao local da funcdo de Lyapunov f, i.e., construimos f em

vizinhancas das singularidades de um fluxo Gutierrez-Sotomayor X;.

TEOREMA 2.1 Seja M uma 2-variedade com singularidades simples. Se p € M € uma singulari-
dade de um fluxo Gutierrez-Sotomayor X; em M que ndo seja do tipo sela-cone entdo existe uma
vizinhanca, suficientemente pequena, N de p, em M, e uma funcdo [ sobre N tal que f € uma

funcgdo de Lyapunov sobre N.

Demonstracao.

e Se p € M(R) entao uma vizinhanca N de p em M é um disco e em coordenadas locais X tem
a forma & = Az + ¢(x) onde ¢(0) = dp(0) = 0 e os autovalores de A tém parte real diferente
de zero. Esta condicao é equivalente a equagao de Lyapunov: existem matrizes simétricas )
e C com C positivo definido e Q nao-singular tal que ATQ + QA = —C. Definimos a funcao
f dada por f(z) = 27 Qz. Como

df

Vi Qu+ a7 Qi
% = (Az + ¢(2))TQx + 2T Q(Az + ¢(x))
% — 2T(ATQ + QA)z + 227 Qo(x)
% — 2T + 227 Qo)

onde 23:TQ¢($) contém os termos de ordem maior, entdo para N suficientemente pequeno

temos que f é uma funcao de Lyapunov sobre V.

e Se p € M(C), singularidade cone do tipo atrator ou repulsor entdo uma vizinhanca N de p
em M é formada por dois discos Dy e D5 identificados na singularidade p, veja Figura 1.1
(b2). Podemos assumir, sem perda de generalidade, via um homeomorfismo que os discos D;,

i = 1,2, estdo no plano R?, veja Figura 2.1 (a) e (b). Nos discos D; a dindmica é como no
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(a) (0) ()

Figura 2.1: Discos D; em N

caso p € M(R), portanto, aqui temos uma fungdo de Lyapunov f;. Agora seja a fungao f

sobre IV tal que:

fi(z)sex € Dy
fa(x) se x € Do

fz) =

Entao f |z p) ¢ uma funcio de Lyapunov, logo f é uma fungdo de Lyapunov sobre N.

e Se p € M(D) entao uma vizinhanca N de p em M é formado por dois discos D;, i = 1,2,
interceptado-se transversalmente mediante dois diametros d; e do em D e Dy respectiva-
mente, figura 1.1 (¢1), (c2) e (c3). Nos discos D; a dinamica é como no caso p € M(R),
portanto aqui temos uma funcao de Lyapunov f;. Por adicionar constantes apropriadas as-
sumimos f1(p) = fa(p) e usando homotetias redefinimos f; de tal forma que fi(z) = fa(y),
em limite, com x € ddy e y € ddy. Desta forma, a interseccao transversal dos discos D;
é feita via os homeomorfismos, nas orbitas v de d; sobre as orbitas ( de da, dados por

r — (f2|<_1 o fily)(z). Assim, se z € Dy N Dy entao fi(z) = fa(z). Logo f: N — R dada por

fi(z) sex € Dy
fz(l‘) sex € Dy

flz) =

¢ uma funcao de Lyapunov sobre N. De fato, para cada estrato M(G) C N, com G = R ou

D, tem-se que f [y(g) é uma fungao de Lyapunov sobre M (G).

e Se p € M(W) entao uma vizinhanga N de p em M pode ser obtida de um disco D com dois
raios distintos 71 e ry identificados, veja Figura 1.1 (d1) e (d2). No disco D a dinamica é
como no caso p € M(R), portanto, aqui temos uma funcao de Lyapunov f. Redefinimos f

para N = D/ ~ onde ~ é dado por:

x~ysx=y ou f(zr)=f(y) comz €ry CW*(p), ye€rs W3(p).
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Logo f : N — R dada por f(Z) = f(z) é uma funcio de Lyapunov sobre N (na nossa notacao
posterior estaremos omitindo as barras). De fato, para cada estrato M (G) C N, com G =R
ou D, tem-se que f | Mm(g) € uma fungdo de Lyapunov sobre M(G). De modo semelhante

quando consideremos W"(p) em ~.

e Se p € M(T) entao uma vizinhanca N de p em M é formado por trés discos D;, i = 1,2,3,
que se interceptam transversalmente dois a dois ao longo de retas que se interceptam no ponto
p, veja Figura 1.1 (e1) e (e2). Nos discos D; a dindmica é como no caso p € M(R), portanto,
aqui temos uma funcao de Lyapunov f;. Se N é formado pelos discos D; e Dj, interceptado
transversalmente, com p um ponto duplo em N entdo definimos f em N , decrescente ao
longo das 6rbitas, como em p € M (D). Denotemos por d; C D; C N e d; C Dj C N as
retas em N e por dp; C Dy e dp; C Dy as retas em Dy, respectivamente, por onde Neo
disco Dy, se interceptam transversalmente. Por adicionar constantes apropriadas assumimos
f(p) = fr(p) e usando homotetias redefinimos fj de tal forma que f(a:) = fr(y), em limite,
com x € 9d; Udd; e y € Ody; Uddyj. Desta forma, a interseccao transversal do disco Dy com

N 6 feita via os homeomorfismos, nas érbitas v de dj; U di; sobre as érbitas ¢ de d; U dj,

dados por = — (ﬂgl o frly)(z). Assim temos:

se x € D1 N Dy entdo fi(x) = fa(x)
se x € D N D3 entao fi(x) = f3(x)
se x € Dy N D3 entao fa(x) = f3(x)

pois ﬂDi =fie ﬂpj = fj. Logo f: N — R dada por

fi(z) sex € Dy
flz)= fo(x) se x € Dy
fa(x) se x € Ds

¢ uma fungao de Lyapunov sobre N. De fato, para cada estrato M(G) C N, com G = R ou

D, tem-se que f |p(g) é uma fungdo de Lyapunov sobre M(G).
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PROPOSIGAO 2.2 Seja M uma 2-variedade com singularidades simples. Se p € M(C) € uma singu-
laridade do tipo sela-cone de um fluzo Gutierrez-Sotomayor Xy em M entdo existe uma vizinhanga,
suficientemente pequena, N de p, em M, e uma funcdo f sobre N tal que f € continua e decresce

ao longo das drbitas sobre N — {p}.

Demonstragdo. Se p € M(C) é a singularidade do tipo sela-cone em M entao uma vizinhanca N de
p em M é formada por dois discos Dy e D5 identificados na singularidade p, D1V, D2, veja Figura
1.1 (by). Podemos assumir, sem perda de generalidade, via um homeomorfismo que os discos Dj,

i = 1,2, estdo no plano R?, veja Figura 2.1 (c). Nestas coordenadas locais sua dinamica ¢ dada

por:
=0
§ = —a? —y?

Seja f; a fungao sobre D; dada por f;i(z,y) = y. Como % = —22 — y? < 0 entdo f; decresce ao

longo das érbitas sobre D;. Agora seja a funcao f sobre N tal que:

fi(z)sex € Dy
fg(aj) sex € Do

fz) =

Entao f | N\{p} € uma fungao continua que decresce ao longo das 6rbitas sobre N — {p}. [ |

TEOREMA 2.3 Seja M uma 2-variedade com singularidades simples. Se v C M(R) é uma drbita
periodica de um fluro Gutierrez-Sotomayor Xy em M entdo existem uma vizinhancga, suficiente-
mente pequena, N de v, em M, e uma funcao f sobre N tal que f decresce ao longo das orbitas

sobre N\y e € constante em ~.

Demonstragao. Se v C M(R) entao uma vizinhanga N de v em M é um anel. Podemos assumir,
sem perda de generalidade, via um homeomorfismo que o anel N esta no plano R?, figura 1.2 (a).

Entao nestas coordenadas locais, sua dinamica esta dada por:
=z —y—z(x®+1y?)
j=v+y—yl®+y?)
Definimos a fungdo f sobre N dada por f(z,y) = 1 In*(2% + ¢?). Como

a
dt  x2 + 9?2

Y

(n(@® + ")) (@ -y — 2@ + %) + — " (In(z* + y*)(z +y — y(@® + y*))

y2
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= (In(2? + ) (1 — (2% +97)) <0

entdao f decresce ao longo das érbitas sobre N\ e é constante em ~. [ |

2.2 Caso Global

A seguir estudamos o caso global, i.e., consideramos fluxos Gutierrez-Sotomayor, X;, sem
orbitas periddicas e sem ciclos singulares numa 2-variedade com singularidades simples, compacta
e com fronteira OM (podendo ser vazia). Consideramos o fluxo X; transversal a M e denotamos
por OM ™ a fronteira de saida do fluxo e IM ™ = OM\OM ~ a fronteira de entrada do fluxo.

Se um ponto p estd no estrato S de M entao estd bem definido o espaco tangente 7),S. Mas se M
é singular ao longo de S existem muitos “planos tangentes” a M em p e os denominamos por espagos
tangentes generalizados. Formalmente, um espacgo tangente generalizado em p € S é qualquer plano
Qp da forma @, = lim,,_,, T, 5" onde p; é uma sequéncia de pontos num estrato S’ cujo limite é
p. O fibrado tangente generalizado ) a variedade com singularidades simples M ¢é o conjunto de
todos os pares (z,v) tais que z € M e v € ()p. Fixada uma métrica riemanniana sobre R!, para
cada p € S, o produto interno no subespaco @), o decompoe na soma direta Q, = 1,5 ® (TpS)J—
onde (1,5 )+ é o complemento ortogonal de T,S em @,. Isto significa que, localmente, a parte do
fibrado tangente generalizado @) que se projeta sobre S se decompoe em um fibrado tangente T'S e

um fibrado normal generalizado TS™.

LEMA 2.4 Seja M wma 2-variedade com singularidades simples. Se X; é um fluxo Gutierrez-
Sotomayor em M entao existe uma cole¢do disjunta de subvariedades ramificadas 1-dimensionais

B; de M,1=0,1,...,m, com as sequintes propriedades:
1. By=0M~, B,, =0M™*
2. O fluro X; € transversal a cada B;

3. Cada By, k # 0,m, divide M em duas regides cujos fechos denotamos por Gy e Hy com
Gr O Gr_1, Hy DO Hpy1 e Gy contém exatamente k singularidades. Definindo Gy = By,
Hy=M,G,,=M e H,, = B,,,. Temos que, parai=0,...,m, G;NH; =B, e GGUH; = M.

4. By € a fronteira de entrada do fluxo X; em Gj.
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Demonstracdo. Por inducao em k, tome By = 0M~ e assuma que temos construido Bi_1 com
M=Gp_1UH_1,Gr_1NHr_1 = Bi_1, Gr_1 contem k — 1 singularidades e a fronteira de entrada
do fluxo X; em Gp_1 é By_1. Agora construimos By.

Seja Bi_1 x [—1,1] uma vizinhanca produto ) de Bj_; (no caso k = 1 tome Bj_; x [0,1])

com Bi_1 = By_1 X0, Bg_1 x[0,1] C Hy_1 e o fluxo X; é transversal a By_1 X t para cada t.

1. Sejap € M(G), com G =R, C, D, W ou 7, uma singularidade atratora de X;.

Do teorema 2.1 podemos escolher uma vizinhanca N de p de forma que X; é transversal ao
bordo. Em seguida fazemos a unido disjunta de N com G para obter G}, onde G) ¢ obtido

por colar em Gj_1 o colar de By_; (contido em Hj_1), ver Figura 2.2.

=< B,

N [ G
|
Gy,

Figura 2.2: Construcao de By,

Portanto, B, = 0G}, é uma uniao disjunta de curvas ramificadas com uma componente a mais
que Bi_1 se p € M(G) onde G =R, D, W ou 7, e com 2 componentes a mais que By_1 se
pe M(C).

2. Sejap e M(G), com G =R, C, D, W ou 7, uma singularidade de X; que nao é um atrator

nem repulsor. Primeramente construimos S para cada singularidade p € M (G).

(a) Se p € M(R) entao do teorema 2.1 podemos escolher uma vizinhanga N de p, uma
funcdo f sobre N e § > 0 tal que o disco limitado por f~1(§) N W*(p) = W estd em
N. Seja E¢ o fibrado normal de W*(p)\{p} em M(R) restrito a W de vetores com

magnitude < e. Denote por S, a imagem de FE. pela aplicagdo exponencial.

O bicolar de Bi_1 e colar no caso k = 1.



2.2. Caso Global 21

(b)

Se p € M(C) entao da proposigao 2.2 podemos escolher uma vizinhanga N de p, uma
funcdo f sobre N e § > 0 tal que o disco limitado por f~(§) N W*(p) = W estd em
N. Seja E¢ o fibrado normal de W*(p)\{p} em M(R) restrito a W de vetores com

magnitude < e. Denote por S, a imagem de FE. pela aplicagdo exponencial.

Se p € M(W) entao do teorema 2.1 podemos escolher uma vizinhanga N de p, uma
funcdo f sobre N e § > 0 tal que os discos limitado por p e f~1(8) N W*(p) = W estio
em N. Seja E. o fibrado normal generalizado de W*(p)\{p} em M restrito a W de
vetores com magnitude < e. Denote por S, a imagem de E, pela aplicacao exponencial

restrita a cada Q).

Se p € M(D) entao do teorema 2.1 podemos escolher uma vizinhanga N de p, uma

funcdo f sobre N e § > 0 tal que os discos limitado por f~1(§)NW*(p) N N\Ws(p) = w
estao em N. Seja E. o fibrado normal generalizado de W#(p) N N\W?#(p) em N\W$(p)

restrito a W de vetores com magnitude < e. Denote por S. a imagem de FE. pela

aplicagao exponencial restrita a cada Q.

Se p € M(7T) entao do teorema 2.1 podemos escolher uma vizinhanga N de p, uma

funcdo f sobre N e § > 0 tal que os discos limitado por p e f=1(§)NW?*(p) NN \W$(p) =
W estdo em N. Seja E. o fibrado normal generalizado de W* (p)NN\W?#(p) em N\W4(p)

restrito a W de vetores com magnitude < e. Denote por S, aimagem de F, pela aplicacao

exponencial restrita a cada Q).

Assumimos e suficientemente pequeno tal que S, é transversal a X. Definimos o mergulho

T : Se\W — V, com V = Bj_; x 1, que mapeia z € &\W no ponto da érbita de = que

intercepta V.

Agora definimos um mergulho C* F': 9S, x [-1,1] — M dado por F(z,—1) =z, F(z,1) =

T(z) e F(x,t) estd na dnica 6rbita que liga z e T'(x) e a distancia de = é proporcional a t.

Entao estendemos F' para um mergulho C* de 9S, x [—2,2] que manda x X [—2,2] numa

orbita regular, para cada x. Finalmente modificamos F' ligeiramente para um novo mergulho

ce.

Fixado uma métrica riemanniana sobre M(R), seja v(p,t) o campo de vetores normal

unitario sobre a imagem de F' cuja orientacao é dada pelos vetores sobre 95, orientado para

fora de W. Para 7, constante positiva pequena, seja F(p,t) o ponto a uma distancia 7t de

F(p,t) ao longo da geodésica determinada por v(p,t), ver Figura 2.3.
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Figura 2.3: Construcao de F), (uma face)

Escolhemos n pequeno tal que a imagem de F),, imF;, ¢ disjunto da imagem de T', imT.
Tambem temos que X; é transversal a imF,, e imkF;, N Se, imEF, N V sio difeomorfos respec-

tivamente a imF N S, imF N V.

Desta forma obtemos uma subvariedade 1-dimensional (singular) B;, em M feito das seguintes

pecas:

e A parte de S, limitado por imF; N S,.

e V menos pecas limitadas por imF;, N 1% que contem W*(p)NV.

o A parte de imF), limitado por imF, NS, e imF, N V.

Entao temos que X; é transversal a Bj. Verifica-se que M\B), = G}, U H;, com G}, contendo
Gi—1 e o ponto singular p. De fato, G} se diferencia de G pois B; = 0G), nao é uma
subvariedade diferencidvel, i.e., falha a diferenciabilidade ao longo de imF; NS e imF, N V.
Isto é suavizado de forma a obter o desejado Gy e Bj. De fato, pegue uma vizinhanca U de
imF;, N Se (ou imE, N V) “difeomorfo” a Ry x Ry, com Ry = {t;0 < ¢ < oo}, agora mapeie
R4 xR sobre o semiplano R xR, pela correspondéncia (1 cos 6, r senf) 7, (r cos 20, r sen20)

para r > 0,0 <6 < 7. Assim f ¢ um difeomorfismo, exceto no ponto singular, ver [7].

3. Finalmente, se p € M(G), com G =R, C, D, W ou T, é uma singularidade repulsora de X;

entao pelo teorema 2.1 escolhemos uma vizinhanca N de p cujo bordo é transversal a X;.
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Logo G = Gj—1 U Bj_1 x [0,1] U N.

Se considerarmos o caso particular de uma 2-variedade com singularidades cone, i.e.,
variedades que s6 admitem singularidades do tipo cone, observamos neste caso que no lugar de ter
1-subvariedades ramificadas sempre teremos curvas fechadas. No capitulo 4, lema 5.2 apresentamos

este lema para as variedades com singularidades cone.

Figura 2.4: Curvas fechadas B; numa variedade com singularidades cone

LEMA 2.5 Seja M uma 2-variedade com singularidades simples. Se X; € um fluzo Gutierrez-
Sotomayor com uma unica singularidade p que ndo seja do tipo sela-cone entao existe uma fungdo

de Lyapunov f sobre M tal que f tem valor c — % em OM~, c+ % em OM™ e f(p) =c.

Demonstragdo. Primeiro definimos a funcao desejada numa vizinhanga de W#(p) U W*(p). Seja
N uma vizinhanca de p e f uma funcdo em N como no teorema 2.1 e assumimos f(p) = ¢ por
adicionar constantes apropriadas. Entdo seja f~'(c+6)NN = R*, f~Y(c—6)NN = R, com §
escolhido como no lema prévio ), RY = {(u,v) € R; ||v|| < €} e R- = {(u,v) € R™; ||u|| < €}
Fixemos uma métrica riemanniana sobre R! e tomemos ¢ = %. Para z € R redefinamos f
sobre X;(z), t <0, tal que f(Xo(z)) = ¢+, f(y) = c+ 3 onde y é o ponto de X;(z) que intercepta

OM™, e define-se f nos pontos da drbita que conecta Xo(z) e y, proporcional ao comprimento

(W6 disco limitado por f~*(c + &) N W?*(p) esta em N.



2.2. Caso Global 24

de arco. Assim obtivemos uma fungao f numa vizinhanga de W#(p) satisfazendo as condigoes de
fronteira adequadas, porém nao diferencidvel em f~!(c + §). Podemos suavizar f, ver 8.1 e 8.2 de
[7], de forma a ser C*° em f~(c+ ).

Da mesma forma usando R_, obtemos f definido numa vizinhanga @ de W"(p) assim como

e
na vizinhanga de W#(p), satisfazendo f(QNIM ™) =c— % Portanto, obtemos a funcao f desejada
numa vizinhanca aberta P de W*(p) U W*(p). Podemos assumir, sem perda de generalidade, que
se x € P entao X;(x) € P, Vt.

Agora estendemos f para toda a variedade M. Escolha U C M~ N P uma vizinhanca
compacta de W"(p) N OM~. Entao seja A uma funcao real C* sobre M~ satisfazendo 0 < A <1
com A =1lemUel=0em OM\PNIM~. Parax € M\(W?*(p) UW"(p)) seja I(z) o

comprimento da érbita passando em z, v(z) o comprimento da érbita ligando {Xy(z)} N oM~

azeglr) =c— % + % Logo a funcdao Af + (1 — X)g sobre M é a funcdo procurada onde
AMz) = M X¢(z) NOM ™) ou 1 se X;(x) ndo intercepta OM ~. ]

TEOREMA 2.6 Seja M uma 2-variedade compacta com singularidades simples. Se X¢ € um fluzo
Gutierrez-Sotomayor em M que ndao contem singularidades do tipo sela-cone entdo existe uma

fungdo de Lyapunov f sobre M.

Demonstragao. Considere Gy — Gi_1, Vk, definido no lema 2.4. Seja f; a funcao do lema 2.5
definida sobre o fecho de G — Gi_1. Justapondo os f; obtemos uma funcao f bem definida sobre
M e suave () puma vizinhanca de By, -, By,_1. Portanto, a funcio de Lyapunov desejada é

obtida. -

Para as singularidades do tipo sela-cone do fluxo X; temos pela proposicao 2.2 que existe uma
vizinhanca, suficientemente pequena, N de p, em M, e uma funcao f sobre N tal que f é continua
e decresce ao longo das érbitas sobre N — {p}. Usando a mesma contrucao do lema 2.5 e teorema

2.6 estendemos f para a 2-variedade compacta com singularidades simples.

() ¢como na prova do lema 2.5.



Capitulo 3

O Indice de Conley

Neste capitulo calculamos o indice de Conley de fluxos Gutierrez-Sotomayor, Xy, em variedades
com singularidades simples M. Posteriormente, apresentamos uma relagao entre as singularidades
da parte regular e da parte singular do fluxo com a homologia da variedade M.

O indice de Conley esta definido para fluxos continuos em espacos topolégicos. Um conjunto
compacto N C M ¢é uma vizinhanga isolante se Inv(N) := {z € N; X¢(z) C N, Vt} C int(N) onde
int(N) denota o interior de N. A é um conjunto invariante isolado se A = Inv(N) para alguma
vizinhanca isolante V.

Se A é um conjunto invariante isolado, um par topolégico”) (N, L) é dito par indice para A se:

1. A =Inv(cl(N\L)) e N\L é uma vizinhanga isolante de A.

2. L é positivamente invariante em N, isto é, dado z € L e Xy(x) C N para t € [0,%o] entao

Xi(x) C L para t € [0, to].

3. L é um conjunto de saida para N; isto é, dado z € N e t; > 0 tal que X3, (z) ¢ N entao

existe tg € [0,11] tal que Xy (z) C N, para t € [0, %], e Xy, (x) € L.

Em [2] Conley mostra a existéncia de um par indice (N, L) para um conjunto invariante isolado
A. Mostra também que se (N, L) e (N, L") sao pares indices para um conjunto invariante isolado

A entdao (N/L,[L]) tem o mesmo tipo de homotopia de (N'/L', [L']).

DEFINIGOES

OUm par topoldgico é um par ordenado (N, L) de espagos tal que L é um subespago fechado de N.

25
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1. O indice homotdpico de Conley de A, h(A), é o tipo de homotopia do espago pontuado (i)
(N/L,[L]) onde (N, L) é qualquer par indice para A.

2. O indice homoldgico de Conley de A é definido por CH,(A) := H.(h(A)) onde H, denota a

homologia com coeficientes inteiros.

3. O indice nimerico de Conley de A é definido como os ranks do indice homoldgico de Conley

de A, hy = dimCH,(A).

Desta forma o indice homotdpico é o tipo de homotopia de um espago topoldgico. Como a
homologia é um invariante de espacos homotdpicos entao o indice homoldgico esta bem definido.
Para o céleulo do indice de Conley homolégico usaremos o isomorfismo H, (XVY) ~ H, (X )& H,(Y)
se os pontos bases de X e Y que sao identificados em X VY sao retrato deformagoes de vizinhancas

UcXeVCY.

3.1 Calculo do Indice de Conley

Nesta secao calcularemos o indice de Conley para fluxos Gutierrez-Sotomayor. Antes de enun-
ciar o teorema fazemos a seguinte denominagao. Seja p € M uma singularidade de um fluxo
Gutierez-Sotomayor X; e N uma vizinhanga suficientemente pequena, como na demonstragao do

lema 2.1. Dizemos que p é:

do tipoase p € M(G), onde G =R, C, D, W ou T, é uma singularidade atratora.

do tipo s se p € M(R) U M (C) nao é uma singularidade atratora nem repulsora.

do tipor se p € M(G),onde G =R, C, D, W ou T, é uma singularidade repulsora.

do tipo si se p € M (W) é uma singularidade sela num disco bidimensional com sua variedade

instavel identificada.

do tipo se se p € M (W) é uma singularidade sela num disco bidimensional com sua variedade

estével identificada.

() Um par topolégico (N, L) onde L consiste de um ponto é dito espago pontuado. Dado um par (N, L) definimos o
espago pontuado (N/L, [L]) := ((N\L)U[L], [L]) onde [L] denota a classe de equivaléncia de pontos em L na relagao:
x~y<r=youuxy < L A topologia no espaco pontuado (N/L,[L]) é a topologia quociente. Se L = (} entao
(N/L,[L)]) :== (N Uxzo,x0) onde 2o ¢ N.
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e do tipo as se p € M(D) e N é formado por um atrator e uma sela.
e do tiporsse p € M(D) e N é formado por um repulsor e uma sela.

e do tipo ssi se p € M(D) e N é formado por duas selas com intersecao ao longo de suas

variedades instaveis.

e do tipo sse se p € M(D) e N é formado por duas selas com intersegao ao longo de suas

variedades estaveis.
e do tipo ass se p € M(7T) e N é formado por um atrator e duas selas.

e do tiporssse p € M(7T) e N é formado por um repulsor e duas selas.

TEOREMA 3.1 Sejam M wma 2-variedade com singularidades simples e Xy um fluro Gutierrez-

Sotomayor em M. Seja p uma singularidade de X;.
1. Sepe M(R) entdio

SO,

(a) Se p € do tipo a entao h(p)

(b) Se p € do tipo s entdo h(p) = S'.

(c) Sep é do tipo r entdo h(p) = S2.
2. Sepe M(C) entdio
(a) Se p é do tipo a entdo h(p) = S°.
(b) Se p € do tipo s entdo h(p) = S*.
(c) Sep € do tipo r entdo h(p) = S?Vv S? Vv St.
3. Sepe M(W) entao
(a) Se p é do tipo a entdo h(p) = S°.
(b) Se p € do tipo v entio h(p) = S? Vv S2.
(c) Sep é do tipo si entao h(p) =0 o espaco a um ponto.

(d) Sep € do tipo se entdo h(p) = S*.

4. Se pe M(D) entao
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(a) Se p € do tipo a entdo h(p) = S°.

(b) Se p € do tipo r entdo h(p) = S?V S? Vv S2.

(c) Sep € do tipo as entdo h(p) = S*.

(d) Se p é do tipo rs entdo h(p) = S

(e) Sep é do tipo ssi entio h(p) = S*.

(f) Se p é do tipo sse entdo h(p) = S' v St v St
5. Sepe M(T) entao

(a) Se p é do tipo a entdo h(p) = S°.

(b) Sep é do tipo r entdo h(p) = VI_,S?.

(c) Sep é do tipo ass entio h(p) = S*.

(d) Se p € do tipo rss entdo h(p) = S?.

Demonstragao. Seja p uma singularidade de X;. Escolhemos um par indice (N, L) para p em M e

calculamos o indice homotépico de Conley h(p).

1. Se p € M(R), seja N um disco fechado e L = N~ a regiao de saida de N. Logo o indice

homotépico de Conley de p é S° (S ou S?) se p é um atrator (sela ou repulsor).

2. Se p € M(C) entao uma vizinhanca N de p em M é formada por dois discos de dimensao dois

D1 e Dy centrados em p tal que D1 N Dy = {p}.

(a) Se p é do tipo a entdo L = () e portanto é identificado a um ponto. Por outro lado, o
cone duplo N tem o mesmo tipo de homotopia de um ponto, segue que h(p) = S°. Ver

Figura 3.1.

N/

N

N A L=0 — = . h(p)-
Ja5Y

Figura 3.1: Indice homotépico de Conley do tipo a em M (C)
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(b) Se p é do tipo s entao w"(p) NIN = {z1,x2} onde z; € OD;, i = 1,2. Sejam C; C 9D;,
1 = 1,2, os dois arcos por onde o fluxo sae entao z; € C;, 1t = 1,2 e L =C1UCy é o
conjunto de sida para N. Colapsando L a um unico ponto e fazendo uma retracao ao
longo da variedade estédvel em N obtemos que N/L tem o tipo de homotopia de S!, i.e.,

h(p) = S'. Ver Figura 3.2.

S~ 2
()
(p)
C
i
Figura 3.2: Indice homotépico de Conley do tipo s em M (C)
(c) Se p é do tipo r entdo L = ON = 0D; U dD3. Colapsando L a um tnico ponto obtemos

que N/L tem o tipo de homotopia de S%? Vv S? Vv Sl ie., h(p) = S? v S?2 Vv S Ver
Figura 3.3.

Figura 3.3: Indice homotdpico de Conley do tipo r em M(C)

3. Se p € M(D) entao uma vizinhanca N de p em M é formado por dois discos D;, i = 1,2,
interceptado-se transversalmente mediante dois diametros d; e do em Dp e Dsy respectiva-

mente.

(a) Se p é do tipo a entdo L = () e portanto é identificado a um ponto. Por outro lado, N

tem o mesmo tipo de homotopia de um ponto, segue que h(p) = S°. Ver Figura 3.4.

(b) Se p é do tipo r entdo L = ON = 0D; U 0Dy onde 0D e 0Dy se interceptam transver-
salvente em dois pontos. Colapsando L a um tinico ponto obtemos que N/L tem o tipo

de homotopia de S2 Vv 2V S2, i.e., h(p) = S? v S? v §2. Ver Figura 3.5.
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(¢)

N
450 ==

Figura 3.4: Indice homotédpico de Conley do tipo a em M (D

Figura 3.5: Indice homotépico de Conley do tipo r em M (D)

Se p é do tipo as entao w"(p) N ON = {z1,z2} onde x1,29 € OD; e D; é o disco que
contem a sela. Sejam C7,Cy C 0D; os dois arcos por onde o fluxo sae entao z; € C;,
i1=1,2e L =C7UCs é o conjunto de sida para N. Colapsando L a um tnico ponto e
fazendo uma retracao ao longo da variedade estavel em N obtemos que N/L tem o tipo

de homotopia de S', i.e., h(p) = S'. Ver Figura 3.6.

- 0

Figura 3.6: Indice homotépico de Conley do tipo as em M (D)

Se p é do tipo rs entdao w"(p) N ON = 9D; onde D; é o disco que contem o repulsor.
Sejam C1,Cy C 0Dy, j # i, os dois arcos transversais a dD; por onde o fluxo sae entao
L = 90D; UCiUC5 é o conjunto de sida para N. Colapsando L a um unico ponto e
fazendo uma retracao ao longo da variedade estavel em N obtemos que N/L tem o tipo

de homotopia de S?, i.e., h(p) = S%. Ver Figura 3.7.

Se p é do tipo ssi entdo w"(p) NON = {x1,x2} onde x1, 2 € ID; e x1,x9 € OD2. Sejam
B1,By C 9Dy e C1,Cy C 0D9 os arcos por onde o fluxo sae entao B; h C; = {x;} e
L = (B1UCy)U(B2UCy) é o conjunto de sida para N. Colapsando L a um tnico ponto

e fazendo uma retragao ao longo da variedade estdavel em N obtemos que N/L tem o
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S

Figura 3.7: Indice homotépico de Conley do tipo rs em M (D)

tipo de homotopia de S!, i.e., h(p) = S'. Ver Figura 3.8.

Figura 3.8: Indice homotépico de Conley do tipo ssi em M (D)

(f) Se p é do tipo sse entao w"(p) NON = {x1,x2,y1,y2} onde x1,z9 € D1 e y1,y2 € OD>.
Sejam By, Bo C 0Dy e C,Co C dD> os arcos por onde o fluxo sae entao x; € B;, i = 1,2,
Yy € Cy,1=1,2, e L = By LU By LUy UCs é o conjunto de sida para N. Colapsando L
a um Unico ponto e fazendo uma retragao ao longo da variedade estdvel em N obtemos

que N/L tem o tipo de homotopia de St v SV Sl ie., h(p) = \/f’:1 S1. Ver Figura 3.9.

qg,%;%& -

h(p)

Figura 3.9: Indice homotépico de Conley do tipo sse em M (D)

4. Se p € M (W) entao uma vizinhanca N de p em M é um disco D com dois raios distintos 7

e r9 identificados.

(a) Se p é do tipo a entdo L = () e portanto é identificado a um ponto. Por outro lado, N

tem o mesmo tipo de homotopia de um ponto, segue que h(p) = S°.

(b) Se p é do tipo r entdo L = ON é homeomorfa a figura-oito. Colapsando L a um unico
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e
KL

Figura 3.10: Indice homotdpico de Conley do tipo a em M (W)

ponto obtemos que N/L tem o tipo de homotopia de S? v S?% i.e., h(p) = S? v S2. Ver

R - ) -

Figura 3.11: Indice homotépico de Conley do tipo r em M (W)

Figura 3.11.

(c) Se p é do tipo si entao w"(p) NON = {x}. Sejam Cy,Cy C N os arcos por onde o fluxo
sae entao C1 M Cy = {z} e L = C1 U Cy é o conjunto de sida para N. Colapsando L
a um unico ponto e fazendo uma retracao ao longo da variedade estavel em N obtemos

que N/L tem o tipo de homotopia de um ponto, i.e., h(p) = 0 o espago a um ponto. Ver

N

Figura 3.12: Indice homotépico de Conley do tipo si em M (W)

Figura 3.12.

(d) Se p é do tipo se entao w"(p) N ON = {x1,x2}. Sejam C; C ON, i = 1,2, os dois arcos
por onde o fluxo sae entao x; € C;, 1 = 1,2 e L = C7 UCs é o conjunto de sida para N.
Colapsando L a um unico ponto e fazendo uma retracao ao longo da variedade estével

em N obtemos que N/L tem o tipo de homotopia de S!, i.e., h(p) = S*. Ver Figura 3.2.

Q
h(p)

Figura 3.13: Indice homotépico de Conley do tipo se em M (W)
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5. Se p € M(7) entdo uma vizinhanca N de p em M é formado por trés discos D;, i = 1,2, 3,
que se interceptam transversalmente dois a dois segundo retas que se interceptam no ponto

p.

(a) Se p é do tipo a entdo L = () e portanto é identificado a um ponto. Por outro lado, N

tem o mesmo tipo de homotopia de um ponto, segue que h(p) = S°.

Figura 3.14: Indice homotépico de Conley do tipo a em M(T)

(b) Se p é do tipo r entdo L = ON = 0D U0D2UID3 onde 0D, 0Dy e D3 se interceptam
transversalvente dois a dois em dois pontos. Colapsando L a um unico ponto obtemos

que N/L tem o tipo de homotopia de VI_,S? i.e., h(p) = VI_;S?. Ver Figura 3.15.

Bl
B oo

Figura 3.15: Indice homotdpico de Conley do tipo r em M(T)

(c) Se p é do tipo ass entao w"(p) NON = {x1, 22} onde x1,x9 € Dy e x1, x5 € 0D3. Sejam
B1,By C 0Dy e C1,Cy C 0D3 os arcos por onde o fluxo sae entdo B; h C; = {x;} e
L = (B1UCy)U(B2UC3) é o conjunto de sida para N. Colapsando L a um tnico ponto
e fazendo uma retracao ao longo da variedade estdvel em N obtemos que N/L tem o

tipo de homotopia de S, i.e., h(p) = S'. Ver Figura 3.16.

Figura 3.16: Indice homotépico de Conley do tipo ass em M(T)
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(d) Se p é do tipo rss entao w*(p) N ON = 0D; onde Dy é o disco que contem o repulsor.
Sejam By, Bs C 0Ds e C1,(Cy C 0Ds3 arcos transversais a 0D por onde o fluxo sae entao
L =0DyUB;UByUC;UC, é o conjunto de sida para N. Colapsando L a um tnico
ponto e fazendo uma retragao ao longo da variedade estdvel em N obtemos que N/L

tem o tipo de homotopia de S2, i.e., h(p) = S2. Ver Figura 3.17. [

S

h(p)

Figura 3.17: Indice homotépico de Conley do tipo rss em M (T)

COROLARIO 3.1.1 Sejam M uma 2-variedade com singularidades simples e X; o fluro Gutierrez-

Sotomayor em M. Seja p uma singularidade de X;.
1. Sepe M(R) entdio
(a) Se p € do tipo a entao CHy(p) =Z e CH;(p) =0 sei=1,2.
(b) Sep € do tipo s entio CHy(p) =7 e CH;(p) =0 sei=0,2.
(c) Sep € do tipo r entdo CHa(p) =Z e CH;(p) =0 sei=0,1.
2. Sepe M(C) entao
(a) Se p € do tipo a entao CHy(p) =Z e CH;i(p) =0 sei=1,2.
(b) Sep € do tipo s entio CHi(p) =7 e CH;(p) =0 sei=0,2.
(c) Sep é do tipo r entdo CHy(p) =0, CHy(p) = Z e CHs(p) = &?_, Z.
3. Sepe M(W) entao
(a) Se p € do tipo a entao CHy(p) =Z e CH;(p) =0 sei=1,2.
(b) Sep é do tipo r entdo CHy(p) = ®7_,Z e CH;(p) =0 sei=0,1.
(c) Se p é do tipo si entao CH;(p) =0 sei=0,1,2.

(d) Se p € do tipo se entio CHy(p) =7Z e CH;(p) =0 sei=0,2.
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4. Sep e M(D) entao

(a) Se p € do tipo a entao CHy(p) =Z e CH;(p) =0 sei=1,2.

(b) Se p é do tipo v entio CHy(p) = ®}_Z e CH;(p) =0 sei=0,1.
(c) Se p é do tipo as entdo CHi(p) =7 e CH;(p) =0 sei=0,2.
(d) Se p € do tipo rs entdo CHa(p) =Z e CH;(p) =0 se i =0, 1.

(e) Se p € do tipo ssi entdo CHy(p) =7 e CH;(p) =0 sei=0,2.

(f) Se p é do tipo sse entdo CHy(p) = @3_,Z e CH;(p) =0 se i =0,2.
5. Sepe M(T) entao

(a) Se p € do tipo a entao CHy(p) =7 e CH;(p) =0 sei=1,2.
(b) Sep é do tipo r entdo CHy(p) = ®!_,Z e CH;(p) =0 sei=0,1.
(c) Se p € do tipo ass entao CHi(p) =Z e CH;(p) =0 sei=0,2.
(d) Se p € do tipo rss entao CHy(p) =Z e CH;(p) =0 sei=0,1.
Demonstragao. E uma consequencia imediata do teorema 3.1 verificar que o indice homoldgico de

Conley deste corolario. Basta ver que a homologia C H;(p) tem um fator Z para cada S* do indice

homotopico. [ |

Resumimos na tabela abaixo o indice nimerico de Conley (hg, h1, ho) em cada caso do teorema

3.1:

p€e M(R) | (1,0,0) | (0,1,0) | (0,0,1)

pe M@ | (1,0,0) | (0,1,0) | (0,1,2)

pe MW) | (1,0,0) | (0,1,0) | (0,0,0) | (0,0,2)

a as ssi sse rs r

peM(D) | (1,0,0) | (0,1,0) | (0,1,0) | (0,3,0) | (0,0,1) | (0,0,3)
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a ass IrSss r

pe MW) | (1,0,0) | (0,1,0) | (0,0,1) | (0,0,7)

Os calculos realizados acima do indice de Conley das singularidades de um fluxo Gutierrez-
Sotomayor, Xy, foram efetuadas com respeito ao espago M. Por outro lado, podemos calcular o
indice de Conley das singularidades de X; com respeito a subespacos de M. Em particular, com

respeito a parte singular de uma estratificacao de M.

DEFINICAO Uma estratificagio de Whitney de um espacgo topoldgico A é uma particao localmente
finita £ de A em subvariedades suaves de dimensao i, {S;} , localmente fechadas e localmente

disjuntas denominadas estratos de A tais que:
1. A=J; S
2. 5,NS; #0 < S; CSj (e escrevemos S; < S;).

3. Seja S, < Sg. Suponha que duas sequéncias x; € Sg e y; € S, tem limite y € S, que o limite
de diregoes lim;_, T;7; = A existe no espago projetivo e que o limite dos planos tangentes

lim; o 17,53 = 7 existe na grassmaniana correspondente. Entao A C 7.

Uma variedade M com singularidades simples dotada com uma estratificacado de Whitney
& é chamado uma wariedade estratificada. O significado intuitivo da condicdo 3 (condigao de
Whitney) é que a natureza topoldgica das singularidades do espago (incluindo as singularidades da
estratificagdo) sejam localmente constantes ao longo de cada estrato.

Uma 2-variedade com singularidades simples M dotada com a parti¢ao {M(G),G} é um var-
iedade estratificada. Podemos refinar esta parti¢ao, por considerar uma particao em M (R), de tal
forma que M seja um variedade estratificada onde os estratos de dimensao zero e um estejam tanto
na parte regular como na parte singular de M.

Para diferenciar a parte regular da parte singular, de uma variedade estratificada, fazemos a

seguinte notacgao:

e R é a uniao dos estratos de dimensao 2.

e S = M\R ¢ a uniao dos estratos de dimensao 0 e 1.
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Desta forma temos que M = R U S, onde U é a unido disjunta. Portanto todo ponto em
S é dito um ponto singular da estratificacao. Observe que p € S nao necessariamente é ponto
singular da variedade nem do fluxo. Da mesma forma que um ponto singular da variedade nao é
necessariamente ponto singular do fluxo.

Para o célculo do indice de Conley, (so, s1) = (rankHo(N/L),rankH;(N/L)), de p € M com
relagdo a parte singular S, escolhemos um par indice (N, L) em S. Por exemplo, para o espago
considerado na figura 3.18(b), o conjunto singular consiste de um circulo. O estrato maior é o
complemento deste circulo, i.e., um disco. Embora o circulo é em si nao singular, a singularidade
cone se destaca pelo fato de ser ponto singular da variedade. Este ponto é um estrato de dimensao
zero e o resto do circulo singular é um estrato de dimensao um. Neste espaco temos o fluxo X
possuindo trés singularidades, uma na parte regular e duas na parte singular. A singularidade da
parte regular é um repulsor, logo o indice homotépico de Conley é h(p) = S? e o indice homolégico
de Conley é

Z se =2
CH,(p) =

0 caso contrario.
Portanto, o indice nimerico de Conley é (hg, h1, ha) = (0,0, 1). As singularidades da parte singular
S, uma é um repulsor e a outra é um atrator com respeito a parte singular S. Para o repulsor

temos que o indice homotépico de Conley é h(p) = S! e o indice homolégico é

Z se i=1
CH;(p) =
0 caso contrario.
Portanto, o indice numerico de Conley é (sg,s1) = (0,1). Para o atrator temos que o indice

homotépico de Conley é h(p) = S° e o indice homolégico de Conley é

Z se 1=0
CHi(p) =

0 caso contrario.
Portanto, o indice nimerico de Conley é (s, s1) = (1,0).
No fluxo polar na esfera (fluxo com um tnico repulsor e um unico atrator), consideramos o
conjunto singular S sendo um circulo meridional contendo o atrator e repulsor, temos que numa

vizinhanca de & = S' as érbitas se afastam e se aproximam de S ao mesmo tempo. Em nossos
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exemplos evitaremos este tipo de estratificagao. Concluimos que a estratificacdo tem que ser com-
pativel com a dinamica, no sentido que numa vizinhanca da parte singular S de M o fluxo ou

afasta-se ou aproxima-se a & mas nao os dois a0 mesmo tempo.

DEFINIGAO Sejam £ uma estratificagao em M e Ug uma vizinhancga tubular de S, a parte singular

da estratificacdo £, em M. Definimos a classe distinguida Y¢ de campos de vetores estaveis, como

Ye={X € X(M): X ou aponta para dentro i.e. Ug é conjunto de entrada, ou

aponta para fora i.e. dUgs é conjunto de saida, mas nao ambos}

O par (X, &) é dito um campo distinguido em M se X € Y¥¢ para alguma estratificagdo & de M.

No caso de um fluxo (X, &) ¢ dito fluxo distinguido.

3.2 As relacoes Dinamico-Topolégico

Um complezo simplicial K é um conjunto de simplexos, todos contidos num espaco euclidiano R™,

tal que:

e Se ¢ é um simplexo de K e 7 uma face de o, 7 é um simplexo de K.

e Se 0 e 7 sao dois simplexos de K, entao ¢ N7 é vazio ou uma face comun de o e 7.

Denotaremos por ¢ < 7 se o simplexo o for uma face de 7 e por |K| o poliedro associado
ao complexo simplicial K. Sendo X um espago topologico, uma triangulacdo de X é definida por
um complexo simplicial K e um homeomorfismo h : |K| — X. Neste trabalho, consideraremos s6
complexos simpliciais K finitos, e neste caso, |K| é compacto.

Seja X = |K| um espaco topolégico de dimensdo n. Definimos a, como o nimero de

p—simplexos de K. O teorema de Euler-Poincaré afirma que a soma

n

Z(_l)pap

p=0
é independente do complexo simplicial K, tal que X = |K|. Ela é chamada Caracteristica de

Euler-Poincaré e é denotada por x(X). Segundo Poincaré, vale a igualdade

n

X(X) =) (=18,

p=0
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onde (3, é o posto de H,(K) e é chamado p—ésimo nimero de Betti de K.

A caracteristica de Euler-Poincaré da esfera S? vale 2, da esfera pincado vale 3, do toro pincado
vale 1, do Cross-cap vale 2 e do toro comprimido vale 1.

Primeramente apresentamos um caso particular das desigualdades de Morse, para as variedades

com singularidades simples. Observe que nesta proposicao os indices sao calculados respeito a M.

PROPOSICAO 3.2 Sejam M uma 2-variedade com singularidades simples e Xy o fluro Gutierrez-
Sotomayor em M com conjunto limite £ = \JI*| L;. Se (hi, hi, hY) é o indice de Conley de L;

entao
m

> (ho — i+ h) = x(M) (3.1)
=1

onde x(M) é a caracteristica de Euler de M.

Demonstragdo. Seja f a fungdo de Lyapunov associado a X; e seja G, C M como na demonstragao
do teorema 2.6. Temos que Gy C G1 C -+ C Gy, e tal que (G;,G;_1) é um par indice para L;.

Considere a sequencia longa exata do par (G;, Gi—1)

pj 8 a1

H; (Gy,Gio1) 5 Hjo1 (Gio1) ~= Hj—1(Gi) 2= Hj_1 (Gi, Gio1) 2=
Por exatidao temos
dimImg(p;) = dimker(0;) = dimH; (G;, Gi—1) — dimImg(0;) = dimH; (G;, Gi—1) — dimker(i,)
dimImg(pj—1) = —dimker(p;—1) + dimH;_1(G;) = —dimImg(iy) + dimH;_1(G;)
Portanto
dimImg(p;) + dimImg(pj—1) = dimH; (G, Gi—1) — dimker(i,) — dimImg(ix) + dimH;_1(G;)
dimImg(p;) + dimImg(p;—1) = dimH; (G, Gi—1) — dimH;_1(Gi—1) + dimH;_1(G;)
Como CH,(L;) = H.(G;,G;i—1) entao hj(L;) = dimH; (G;, Gi—1) logo
dimImg(p;) + dimImg(pj—1) = h;j(Li) — Bj-1(Gi-1) + Bj-1(G:)

Fixando 7 consideremos a soma alternada para j = 0,1, 2, 3.

) 3
= Z ]h +Z 6] 1(Gi) = Bj-1(Gi-1))

Jj=0 j=0
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Agora consideramos a soma da expresao acima parai=1,--- ,m

i,J J

3
0= (=1)hi(Ls) + 3 (~1)(Bj-1(Gm))
=0

Como G, = M entao obtemos o desejado x(M) = Zm(—l)jhz-. ]

3.2.1 O indice de Conley na variedade estratificada

Nesta subsecao calculamos o indice com respeito a estratificacao &€ de M = R U S, isto €, se
p € R é uma singularidade de X; entao calculamos o indice com respeito a R e se p € S entao

calculamos o indice com respeito a §. Utilizamos a seguinte notagao:

.ROZZpeRh()? Rl:ZpeRhl e RQIZPGRhQ.
.SOZZpeSSO e Sl:ZpeS‘Sl‘

Como na proposicao anterior nao estamos tendo em conta a estratificacdo em M entao os

indices de Conley s@o calculados com respeito a M, logo com esta notagao (3.1) é:

R — Ri+Ro = x(M) (3.2)

Em seguida, apresentamos as relacoes, entre a parte regular e a parte singular, do indice de
Conley de fluxos Gutierrez-Sotomayor X; em M. O lema a seguir nos mostra que o indice na parte

singular § de M é o mesmo se calculado com respeito a M ou com respeito a S.

LEMA 3.3 Sejam M uma 2-variedade com singularidades simples e Xy um fluzo Gutierrez-Sotomayor
em M. Se M admite uma estratificacio & tal que (X, E) € um fluro distinguido entdo para as

singularidades {p1,p2, -+ ,pn} C S temos
Ro—R1i+Ro=8y— 81 (3.3)
Demonstracao.
R —Ri+Ro = x(Us) = x(S) = =81 + S

A primeira igualdade resulta da proposicio 3.2, a segunda igualdade vem do fato que Ug retrato
deformacao de S. Finalmente a terceira igualdade segue da proposicao 3.2 adaptada ao caso

1-dimensional. [ ]
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TEOREMA 3.4 Sejam M uma 2-variedade com singularidades simples e Xy um fluxo Gutierrez-

Sotomayor em M. Se M admite uma estratificacio € tal que (X;,E) € um fluzo distinguido entao
(R2 — R1+ RO)’M\S =81 — 8o+ x(M) (3.4)

Demonstragao. Consideremos uma vizinhanca tubular, suficientemente pequena, Us da parte sin-
gular § de M que nao contenha outras singularidades aparte das que estdo em S. Suponhamos que
sobre toda OUs, X aponta para dentro de Us e denotemos por M = M — Us entdo pela proposicao

3.2 temos:

(R2 = Ri + Ro)l g = X(M,0M") (3:5)

Por outro lado, temos que M é um CW-complexo formado pela unidao dos subcomplexos M e Ug
entdao x(M) = x(M) + x(Us) — x(dM~) pois M NUg = OM = dM~. Usando a sequencia exata
do par (M,dM ™) temos que x(M,OM~) = x(M) — x(dM~). Logo

X(M) + x(Us) — x(0M ™) = x(M)
X(M,0M ™) + x(Us) = x(M)

(R2 = Ra+ Ro)l iy + x(5) = x(M)

Como nao existem pontos fixos de X € Xg em Us \ S entdo (R2 — R1 + Ro)lys\s = 0, logo da

igualdade acima temos:

(R2 = R1+ Ro)lans + So — S1 = x(M)

(R2 — Ry -f—'Ro)’M\s =81 — 8o+ x(M)

COROLARIO 3.4.1 Sejam M uma 2-variedade com singularidades simples e X; um fluzo Gutierrez-

Sotomayor em M. Se M admite uma estratificacao € tal que (X3, E) € um fluzo distinguido entao
(R2 — R1 4+ Ro)lans = x(M) — x(5) (3.6)

Demonstracao. E consequencia direta do teorema anterior e sua demonstracao. ]
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3.2.2 Exemplos de fluxos Gutierrez-Sotomayor

A seguir fixamos uma estratificacdo £ numa variedade com singularidades simples M e con-

sideramos um fluxo Gutierrez-Sotomayor X; em M tal que o par (X, £) seja um fluxo distinguido.

ExXEMPLO 3.1 Seja M uma variedade com singularidades cone (e.g. uma esfera pingado e um toro

pingado) com estratificagao £.

(0,0,1) (0,0,1)

Figura 3.18: Fluxos na esfera pincado e no toro pingado

1. Seja X; um fluxo Gutierrez-Sotomayor dado no caso da esfera pingada por 9 singularidades:

dois atratores, trés selas e quatro repulsores em M, ver Figura 3.18(a).

Com respeito a estratificagdo £ temos que R tem quatro componentes homeomorfas a um
disco, com uma singularidade repulsora no centro de cada disco. Logo cada singularidade

tem indice nimerico de Conley (hg, h1,h2) = (0,0, 1) e portanto,
Ro=0+0+0+0=0, R1=04+04+04+0=0 e Ro=1+1+1+1=4

Na parte singular de M temos 5 singularidades de X; das quais duas sao atratoras e tres
repulsoras. Logo tem indice nimerico de Conley (s, s1) iguais a (1, 0) e (0, 1) respectivamente.
Portanto,

So=14+14+04+0+0=2 e 51=04+0+14+1+1=3

Substituindo estes valores na formula 3.3 temos
4-04+0=3—-2+x(M)

De onde x(M) = 3, que é verdadeiro para qualquer triangulagao da esfera pingada.
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2. Seja Xy um fluxo Gutierrez-Sotomayor dado no caso do toro pingado por 3 singularidades:

um atrator, uma sela e um repulsor em M, ver Figura 3.18(b).

Com respeito a estratificacao £ temos que R tem uma componente homeomorfa a um disco,
com uma singularidade repulsora no centro do disco. Logo a singularidade tem indice

numerico de Conley (hg, hi,h2) = (0,0,1) e portanto,
ROZO, R1:0 (& RQZl

Na parte singular de M temos duas singularidades de X; das quais uma é atratora e a outra é
repulsora. Logo, tem indice niimerico de Conley (sg, s1) iguais a (1,0) e (0, 1) respectivamente.
Portanto,

So=140=1 e 5=04+1=1

Substituindo estes valores na formula 3.3 temos
1-040=1-14+x(M)

De onde x(M) = 1, que é verdadeiro para qualquer triangulagao do toro pincado. [

EXEMPLO 3.2 Seja M uma variedade com singularidades guarda-chuvas de Whitney (e.g. um

cross-cap e um toro comprimido) com estratificagao £.

oS
=

Figura 3.19: Fluxos no Cross-cap e no toro comprimido

1. Seja X; um fluxo Gutierrez-Sotomayor dado no caso do cross-cap por 3 singularidades: um

atrator, uma sela e um repulsor em M, ver Figura 3.19(a).



3.2. As relagoes Dinamico-Topolégico 44

Com respeito a estratificagao £ temos que R tem uma componente homeomorfa a um disco,

com uma singularidade atratora no centro do disco. Logo (ho, hi,h2) = (1,0,0) e portanto,
7—\’,0:1, R1:O & RQZO

Na parte singular de M temos duas singularidades de X; das quais uma é atratora e a outra é
repulsora. Logo tem indice nimerico de Conley (s, s1) iguais a (1,0) e (0, 0) respectivamente.
Portanto,

So=1+0=1 e &§=04+0=0

Substituindo estes valores na formula 3.3 temos
0-04+1=0—-14 x(M)
De onde x(M) = 2, que é verdadeiro para qualquer triangulagao do cross-cap.

2. Seja X; um fluxo Gutierrez-Sotomayor dado no caso do toro comprimido por 4 singularidades:

um atrator, duas selas e um repulsor em M, ver Figura 3.19(b).

Com respeito a estratificacao £ temos que R tem uma componente homeomorfa a um cilindro,
com duas singularidade no interior, uma sela e um atrator. A sela tem indice niimerico de
Conley (hg, h1,h2) = (0,1,0) e o atrator tem indice nimerico de Conley (hg, h1, h2) = (1,0,0).
Portanto,

Ro=0+1=1, R1i=14+0=1 ¢ Ra=0+0=0

Na parte singular de M temos duas singularidades de X; das quais uma é atratora e a outra
é repulsora. O atrator tem indice nimerico de Conley (sg, s1) igual a (1,0) e o repulsor tem

indice numerico de Conley (0,0) respectivamente. Portanto,
So=0+1=1 ¢ $51=04+0=0
Substituindo estes valores na formula 3.3 temos
0—-141=0—-1+ x(M)

De onde x(M) = 1, que é verdadeiro para qualquer triangulagao do toro comprimido. ]



Capitulo 4

Blocos Isolantes

Neste capitulo, apresentamos um procedimento para construir fluxos Gutierrez-Sotomayor,
com um unico ponto singular, em subvariedades com fronteira de M respeitando certos dados
dindmicos e homolégicos. Tais fluxos devem ser transversais a fronteira da subvariedade a qual

denominaremos “bloco isolante”.

DEFINIGAO Um bloco isolante é uma vizinhanga isolante N tal que
N~ ={z € N|p([0,T),z) € N,YT > 0}

¢ fechado.

A existéncia do bloco isolante para fluxos Gutierrez-Sotomayor é uma consequencia imediata
da existéncia de fungdes de Lyapunov. Se p é um ponto singular com f(p) = ¢ e € > 0 tal que
nao existem valores criticos em [c — €, ¢ + €] entao definimos um bloco isolante de p, N, como a
componente de f~!([c — ¢, c+€]) que contém p e N~ = f~1(c—€)N N. Além disso (N, N~) é um

par indice para inv(N) = {p}.

4.1 A Condicao de Poincaré-Hopf

O seguinte teorema caracteriza a relagao entre o primeiro nimero de Betti das 1—subvariedades
ramificadas que sdo fronteiras do bloco isolante contendo p, com o nimero de componentes de
fronteira e o indice numerico de Conley (hg, h1,ha). Observe que a condi¢ao do teorema é dada

para o caso bidimensional.

45
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TEOREMA 4.1 Seja (N1, Ng) um par-indice para a singularidade p € M de X € X"(M) e (hg, h1, h2)

o indice numerico de Conley de p. Entdo
(hg—hl—i-ho)—(hz—hl—l—ho)* :€+—B+—6_—|—B_ (4.1)

onde * indica o indice do fluzo em tempo-reverso, et (e”) € o mimero de componentes da fronteira

de entrada (saida) de N1 e BT = Zil bl (B~ =Y7_,b.) onde b (b;) é o primeiro mimero de

Betti da k—ésima componente da fronteira de entrada (saida) de N.

Demonstragao. A proposicao 3.2 afirma que hy — hy + hg = x (N1, Ng). Pela sequéncia exata do
par (N1, No) temos que x (N1, No) = x(N1) — x(No). Mas Ny = ON; logo

hy — h1 + ho + x(ON7 ) = x(N1)
Usando os mesmos argumentos para o fluxo reverso temos
(ha = h1 + ho)" + X(ONY") = x(N1)
Fazendo a operacao da diferenca entre estas duas equacoes temos

(ha — k1 + ho) — (ha — h1 + ho)* = x(ON;") — x(ONy")

(hy = h1+ho) = (ha = ha +ho)* = > (1 =bF) = > (1 =1b;)
k=1 k=1

(ha —h14+ho) — (ha —h1+ ho)* =et =Bt —e” + B~
|

Na proxima secao mostramos que dados nimeros inteiros positivos que satisfazem a condigao

de Poincaré-Hopf (4.1), existe um bloco isolante que satisfaz estes dados dindmicos e homologicos.

4.2 Blocos Isolantes

Como os pontos fixos de X € X" (M) estao em M(G), com G = R, C, D, W ou 7,
consideraremos os diferentes tipos de “alcas generalizadas” bidimensionais contendo tais pontos

fixos.
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4.2.1 Algas Generalizadas

Nesta secao, definiremos a nogao de alca generalizada e sua regiao de colagem. Como na teoria
classica de alcas esta regiao de colagem produz espacos de diferentes tipos topoldgicos dependendo
da forma como a alga é colada.

Uma alca generalizada hY é um subespaco com uma dinAmica na qual a singularidade se
encontra em M (G), isto é, a singularidade pode estar na parte suave, no cone, no guarda-chuva de
Whitney, nos pontos duplos ou nos pontos triplos. Portanto, teremos algas regulares, alcas cones,
alcas guarda-chuvas, alcas duplas e alcas triplas.

Para isto consideramos no plano R? as seguintes dinamicas:

(a) X (ay) = (22, ~2y) (b) X () = (2, —y)

(¢) X(z,y) = (2z,2y) (d) X(z,y) = (0, —2* — y?)

Formalmente temos:

DEFINIGOES Uma alga regular é formada por um disco D centrado em p com um fluxo definido

conforme os casos abaixo. Ver Fig 4.1.

1. Uma al¢a reqular hZL2 possui um fluxo definido pelo campo do item (a). A regidgo de colagem

da alga ¢é o vazio.

2. Uma al¢a regular h¥ possui um fluxo definido pelo campo do item (b). A regido de colagem

da alca é homeomorfa a 9D! x D!,

3. Uma al¢a regular h® possui um fluxo definido pelo campo do item (c). A regido de colagem

da alca é homeomorfa a 9D? x DP.

DEFINIGOES Uma alga cone é formada por dois discos Dy e Do centrados em p tais que D1 N

Dy={p} com um fluxo definido conforme os casos abaixo. Ver Figura 4.2.

1. Uma alga cone hS possui um fluxo definido pelo campo do item (a) onde a regido de colagem

da alca é o vazio.

2. Uma alga cone hg possui um fluxo definido pelo campo do item (d) onde a regiao de colagem
da alga é uma uniao disjunta de dois arcos em 9D e 0Ds respetivamente, por onde o fluxo

sai.
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alca regiao de colagem

@ ;
=x
O

Figura 4.1: Alca regular h®, h% e hR.

a

>
A

3. Uma al¢a cone hf possui um fluxo definido pelo campo do item (c¢) onde a regidao de colagem

da alca s@o duas circunferéncias correspondendo a dD;, por onde o fluxo sai.

regiao de colagem

1

ﬂ
V

X
v

s A [—
=
e ‘Z
é S——

Figura 4.2: Alga cone hS, hS e hC.

DEFINIGOES Uma alga guarda-chuva é formada por um disco D com duas orbitas regulares iden-

tificadas conforme os casos abaixo. Ver Figura 4.3.

1. Uma al¢a guarda-chuva hZV possui um fluxo em D definido pelo campo do item (a), com duas

orbitas regulares identificadas onde a regiao de colagem da alga é o vazio.
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2. Uma al¢a guarda-chuva h};g possui um fluxo em D definido pelo campo do item (b), com as
Orbitas regulares da variedade estdvel identificadas. A regido de colagem da alga é uma uniao

disjunta de arcos em 0D, por onde o fluxo sai.

3. Uma al¢a guarda-chuva h};\-} possui um fluxo definido em D pelo campo do item (b), com as
Orbitas regulares da variedade instavel identificadas. A regiao de colagem da alga é formado

por dois segmentos que se interseptam transversalmente e é por onde o fluxo sai.

4. Uma al¢a guarda-chuva h}f‘/ possui um fluxo em D definido pelo campo do item (c¢), com duas
Orbitas regulares identificadas. A regidao de colagem da alca é a fronteira da alga a qual é

homeomorfa a figura-oito.

alca regiao de colagem

:7
A

hW

se

J

hW

s

2

—]

A

Figura 4.3: Alca guarda-chuva h)Y, h

WoRY e h)V.

se
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DEFINICOES Uma alga dupla é formada por dois discos D; e Do centrados em p e interceptando-
se transversalmente ao longo de dois diamentros d; e do em Dj e Dy respetivamente, onde tais
diamentros sao formados por uma uniao de érbitas, com um fluxo definido conforme os casos

abaixo. Ver Fig 4.4.

1. Uma al¢a dupla hf possui um fluxo definido pelo campo do item (a) em D; e Dy onde a

regiao de colagem da alca é o vazio.
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. Uma al¢a dupla b2, possui um fluxo definido pelo campo do item (a) em D; e item (b) em Dy

onde ds é a variedade estavel em Ds. A regido de colagem da alca é homeomorfa a D' x D!,

D

<o; bossui um fluxo definido pelo campo do item (b) em D; e Dy onde d; e

ds sao as variedades instaveis. A regiao de colagem da algca é homeomorfa a duas copias de

dois segmentos D! interceptado-se transversalmente.

. Uma alca dupla hge possui um fluxo definido pelo campo do item (b)em D; e Dy onde d; e

ds sdo as variedades estaveis. A regido de colagem da alga é homeomorfa a quatro copias de

segmentos D!,

. Uma al¢a dupla hE, possui um fluxo definido pelo campo do item (c) em D; e item (b) em

Dy onde dj é a variedade instdvel de Dy. A regido de colagem da alca é homeomorfa a 0D?

a qual estdo interceptados transversalmente dois segmentos D?.

. Uma al¢a dupla h? possui um fluxo definido pelo campo do item (¢) em Dy e Dy onde a regido

de colagem da alca é homeomorfa a duas copias de D? interceptados transversalmente em

dois pontos distintos.

DEFINICOES Uma alca tripla é formada por trés discos Dy, Do e D3 centrados em p que inter-

ceptam transversalmente dois a dois segundo diamentros di C D, do C D2 e d3 C D3 que se

interceptam em p, onde tais diamentros sao formados por uma uniao de orbitas, com um fluxo

definido conforme os casos abaixo. Ver Fig 4.5.

1. Uma al¢a tripla haT possui um fluxo definido pelo campo do item (a) em D;, Dy e D3 onde

. Uma alca tripla h

. Uma alga tripla h

a regiao de colagem da alca é o vazio.

T

ass Dossui um fluxo definido pelo campo do item (a) em D; e do item

(b) em Dy e D3 onde do e d3 s@ao as variedades estaveis de Do e Dj3 respectivamente. A
regido de colagem da alca é homeomorfo a duas copias de dois segmentos D! interceptado-se

transversalmente.

T

rss Dossui um fluxo definido pelo campo do item (¢) em D; e do item (b)

em Dy e D3 onde dy e d3 s@o as variedades instaveis de Do e D3 respectivamente. A regiao
de colagem da alca é homeomorfo a 9D? a qual estdo interceptados transversalmente quatro

segmentos D!.
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regiao de colagem
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. .
hl, <§‘;§>

Figura 4.4: Alca dupla hP, kD K. AP

D D
a as’ '“ssiy 'Ysser hrs € hr .

4. Uma alca tripla hTT possui um fluxo definido pelo campo do item (¢) em Dy, Dy e Ds.
A regido de colagem da alca é homeomorfo a trés circunferencias dD? que se interceptam

transversalmente dois a dois em dois pontos.

O bloco isolante sera construido a partir de uma alca generalizada hY e uma “l-variedade ram-
ificada distinguida” N, colando a alga generalizada no colar da 1-variedade ramificada distinguida

N~ x [0,1].
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alca regiao de colagem

<=

Figura 4.5: Alga tripla haT, hI .. hZ

ass) rss

e hl.

DEFINIGAO Uma I-variedade ramificada distinguida é um espago topoldgico, tendo no maximo 4
componentes conexas, construido localmente a partir de um nimero finito > 0 de cartas ramificadas

Cada carta ramificada é uma intersegao transversal de dois arcos no plano.

Na Figura 4.6, apresentamos alguns exemplos de 1-variedades ramificadas distinguidas.

O OO e (D)

O =

Figura 4.6: 1-variedades ramificadas distinguidas.

Na proxima secao, observaremos que diferentes colagens de uma mesma alga generalizada pro-
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ducem blocos isolantes N nao-homeomorfos porem com N/N~ tendo o mesmo tipo de homotopia.

4.2.2 A Construcao dos Blocos Isolantes

TEOREMA 4.2 Seja M uma variedade com singularidades simples. Seja p uma singularidade de
um fluzo Gutierrez-Sotomayor X; e suponha que p satisfaz as condi¢des de Poincaré-Hopf para
nimeros positivos et |, e, {bz}f;l, {b, }_1- Entao existe um fluro Gutierez-Sotomayor em M

com um bloco isolante N para p tal que

1. Para ON = ONT UON~ temos que et (e~ ) é o mimero de componentes coneras de ONT
(ON~), correspondente a fronteira de entrada (saida) do fluxo. Portanto, temos ONT =

et — e —

k=1 6Nlj_ (ON™ = Uy=1 0Ny )-
2. O rankH,(ON,") = b com k=1,...,e" e rankH1(ON, ) =b, comk=1,...,e".
3. O rankH,(N/ON~) = hy onde (ho, h1,ha) é o indice nimerico de Conley de p.

Demonstracao. Para cada atrator e repulsor de X; temos um unico bloco isolante dado pela prépria
alca generalizada hag onde G = R, C, D, W ou 7. Para as selas de X; temos diferentes tipos
topologicos de blocos isolantes dependendo da 1-variedades ramificadas distinguidas e do tipo de
colagem da alga a seu colar.

Considere uma 1-variedade ramificada distinguida N~ = Ui;l N, com e~ componentes e
cada IV~ tendo b, como seu primeiro nimero de Betti. Sejam a alga generalizada hY com regido de
colagem Ay, e o colar | J5_, (N, x I) de N, . Colamos a alga generalizada a 1-variedade ramificada

distinguida via um mergulho f: Ay — Uz;l (N, x1). [ |

A seguir, ver Figura 4.7, 4.8, 4.9, 4.10, 4.11 e 4.12, apresentamos uma construcio bésica
nos casos especificos de blocos isolantes para selas de um fluxo Gutierrez-Sotomayor X;.
E claro que existem outros blocos que podem ser construidos apartir destes blocos. Assim por

exemplo temos Figura 4.13:
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Figura 4.8: Blocos isolantes contendo a alca cone hS.
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Figura 4.9: Blocos isolantes contendo a alga guarda-chuva hYY.
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Figura 4.10: Blocos isolantes contendo a alca guarda-chuva h;/y.
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Figura 4.11: Blocos isolantes contendo a alca dupla hZ..
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Figura 4.13: Blocos isolantes com uma alga regular.

Figura 4.12: Blocos isolantes contendo a alca dupla h



Capitulo 5

Grafos de Lyapunov

Seja f uma fungao de Lyapunov associado ao fluxo Gutierrez-Sotomayor X; sobre a 2-variedade

M com singularidades simples. Definimos a seguinte relagao de equivaléncia sobre M:

T ~jfy < T ey pertencem a mesma com-

ponente conexa de um conjunto nivel de f.

Chamamos a M/ ~; o grafo de Lyapunov associado a X; e f. Em M/ ~; cada componente
conexa de um conjunto de nivel f~1(c) colapsa a um ponto, assim f~!(c)/ ~; é um conjunto
finito de pontos distintos sobre M/ ~¢. O ponto sobre M/ ~; é um vértice se mediante a relagao
de equivaléncia corresponde a uma componente de um conjunto de nivel contendo uma tnica
singularidade. Os demais pontos sao pontos de arestas. Os vertices v de M/ ~ sao rotulados com
o indice de Conley da singularidade correspondente e denotamos por e o ntimero de arestas de

entrada e e, o numero de arestas de saida de v.

PROPOSICAO 5.1 Suponha que Xi; : M — M ¢é um fluxo Gutierrez-Sotomayor com funcdo de

Lyapunov f : M — R. Seja L = M/ ~, entao L € um grafo finito, dirigido sem ciclos orientados.

Demonstragao. Da definicao de funcao de Lyapunov temos que os pontos criticos de f consiste das
singularidades de X;. Como X; tem um ntmero finito de singularidades entao existe um nimero
finito de valores criticos de f, c1,¢2,- -+ ,cn. Assim f=1((¢;,ciq1)) é difeomorfo a N x (0,1) onde
N = f~1(¢) com ¢ € (c¢i,cir1), entdo pelo lema 2.4, N é uma 1—variedade ramificada com um

numero finito de componentes.

o8
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Também temos que f~!(¢;) tem um nimero finito de componentes pois caso contrario f~!(c; +
€) teria infinitas componentes para e suficientemente pequeno. Apenas uma destas componentes,
denotada por X;, contém o ponto critico de f pois pela definicdo de funcao de Lyapunov f separa
os pontos criticos.

Agora se Ng C f~!(c;) ndo contém pontos criticos de f entdo a componente de f~1(c;_1,ciy1)
contendo Ny é difeomorfa a Ny x (0,1). De fato, M — |J, X; é difeomorfa a unido disjunta de
N; x (0,1) onde cada N; é uma 1—subvariedade ramificada conexa compacta de M. Assim, se
P: M — L é a aplicacao quociente que identifica cada componente de um conjunto de nivel de f
a um ponto e x; = P(X;) entao segue-se que L — {z;} é um conjunto finito de intervalos abertos.
Assim, como L é compacto entao é um grafo.

Como f decresce ao longo das érbitas entao o grafo de Lyapunov L associado a X; e f nao

tem ciclos orientados. [ |

Por outro lado, para construir um fluxo que satisfaca uma dinamica desejada é preciso definir

um grafo de Lyapunov abstrato.

DEFINIGAO Um grafo de Lyapunov abstrato é um grafo orientado, conexo, finito L que nao possui
ciclos orientados e cada vértice v é rotulado com o indice de Conley. Cada aresta a de entrada
i.e. incidente positivamente a v (de saida i.e. incidente negativamente a v) serd rotulada com um
inteiro nao-negativo b} (b, ) onde a € {1,...,e"} (a € {1,...,e"}), a qual nos referimos como o peso

sobre a aresta.

5.1 Variedades com Singularidades Cone

O lema a seguir, é um caso particular do lema 2.4 para os fluxos Gutierrez-Sotomayor X,
restrito ao caso particular de uma 2—variedade com singularidades cone, i.e., variedades que sé
admitem as singularidades do tipo cone. Observamos neste caso que no lugar de ter 1-subvariedades
ramificadas sempre teremos curvas fechadas. Portanto, o primeiro niimero de Betti sempre sera

igual a um e assim nao ha necesidade de rotular as arestas como veremos no teorema 5.3.

LEMA 5.2 Seja M uma 2-variedade com singularidades cone. Se X; é um fluxo Gutierrez-Sotomayor
em M entao existe uma colecao disjunta de curvas fechadas B; de M, i = 0,1,...,m, com as

sequintes propriedades:
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1. By=90M~, B,, =0M™*
2. O fluxo Xy € transversal a cada B;.

3. Cada By, k # 0,m, divide M em duas regides cujos fechos denotamos por Gy e Hy com
Gr O Gr_1, Hr D Hpy1 e Gy contem exatamente k singularidades. Definindo Gy = By,
Hy=M,G,,=M e H,, = B,,,. Temos que, parai=0,...,m, G;NH;=B; e GiGUH; = M.

4. By € a fronteira de entrada do fluxo X; em Gj.

O teorema 5.3, generaliza um teorema em [3] onde os fluxos Morse-Smale em superficies sao
classificados utilizando grafos de Lyapunov. Nao demonstraremos o teorema 5.3 pois é um caso

particular do teorema 5.4.

TEOREMA 5.3 Um grafo de Lyapunov abstrato L € associado a um fluzo Xy Gutierrez-Sotomayor
e uma func¢do de Lyapunov f sobre M, uma 2-variedade com singularidades cone, se e s6 se as

sequintes condi¢des sao satisfeitas:
1. Se o vértice v € rotulado com uma singularidade repulsora (atratora) p entdo:

(a) Se p € M(R) entdo o nimero de arestas de saida e, (entrada e ) é igual a um.

(b) Sepe M(C) entao o mimero de arestas de saida e, (entrada e} ) € igual a dois.
2. Se o vértice v € rotulado com uma singularidade sela p entao 1 <e;y <2el< ej < 2.

Na figura 5.1, apresentamos pares-indices das singularidades, p € M, de X; e seus grafos de

Lyapunov associados para o caso das variedades com singularidades cone.

5.2 Variedades com Singularidades Simples

TEOREMA 5.4 Um grafo de Lyapunov abstrato L € associado a um fluxoGutierrez-Sotomayor Xy
e uma funcao de Lyapunov f sobre M, uma 2-variedade com singularidades simples, se e so se as

sequintes condigcoes sao satisfeitas:

1. Se o vértice v € rotulado com uma singularidade repulsora (atratora) p entdo:

(a) Sep e M(R) entioe, =1 eb; =1 (ef =1 eb] =1).
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D

(0,1,0) m
v (0,1,0) p\q\

<4

Figura 5.1: Blocos contendo a singularidade cone

(07 17 2)

(b) Sepe M(C) entdoe;, =2 eb; =b, =1 (ef =2 ebf =b] =1).
(c) Sepe M(W) entdoe;, =1eb] =2 (ef =1eb =2).
(d) Sep € M(D) entdoe, =1eb] =3 (ef =1eb =3).

(e) Sepe M(T) entioe, =1eb; =7 (ef =1 ebf =17).
2. Se o vértice v € rotulado com uma singularidade sela p entdo:

(a) Sepe M(R) entio 1 <e, <2el<el <2. Além disso, os pesos sobre as arestas de

entrada e saida de v devem satisfazer: Tabela 1.

(b) Sepe M(C) entio 1 <e, <2el<el <2 Além disso, os pesos sobre as arestas de

entrada e saida de v devem satisfazer: Tabela 2.
(c) Sepe M(W) entdio
i. Sep é do tiposi temose, =1 el <el <2.
it. Sep € do tipo se temos 1 <e, <2 eejzl.

Alem disso, 0s pesos sobre as arestas de entrada e saida de v devem satisfazer: Tabela

3.
(d) Se p e M(D) entao
i. Sep € do tipo as temos 1 <e; <2 eef =1.

ii. Se p € do tipors temose, =1 el <el <2.
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iii. Se p € do tipo si temos 1 < e, <2el<el <4.
. Sep € do tipo se temos 1 <e; <4del<el <2.

Além disso, 0s pesos sobre as arestas de entrada e saida de v devem satisfazer: Tabela

4.
(e) Sepe M(T) entdo
i. Sep é do tipo ass temos 1 <e; <2 eef =1.

ii. Se p € do tipo rss temos e, =1 el <ef <2.

Além disso, 0s pesos sobre as arestas de entrada e saida de v devem satisfazer: Tabela

d.

Tabela 1
Ay pesos

1|1 by =bf
1| 2 |by=b+b5—1

2 | 1 | b =b+b, —1

Tabela 2
e, | er pesos
1|1 by =bf
2 | 2 | by +by =bf +b5 —1

Tabela 3
e, | el pesos

1| 1| b =b+1

1| 2 [b) =bf +b5
1|1 | bf=0b+1
2 | 1 | b =b] +by
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Tabela 4
e, | erf pesos
1|1 b =b +2
2 |1 by =by +by +1
1|1 by =b +2
1] 2 by =b +b5 +1
1|1 by =b +2
1] 2 by =b +b5 +1
1] 3 by = b + b3 + b7
1| 4| by =bl+b5+bibf —1
2 |1 b =b; +b; —3
2 | 2 by +by =b +by +2
2 | 3 | by +by =b +b3 +b3 +1
2 | 4 | by +by =b +bf +b5 +bf
1|1 bi =by +2
1|2 by =bj +b5 —3
2 |1 bl =by +by +1
2 | 2 bi +by =by +by +2
31 bi =by +by + b3
312 bl +b5 =b] +byby +1
4|1 b =byby +by +b; —1
4 | 2 | bf +b5 =b] +by +by +b;
Tabela 5
e, | er pesos

1|1 bi =by +2

2 | 1 [ b =b] +b; +1

1|1 by =b +2

1| 2 |b) =bf+b5+1

Demonstragao. (Necessidade) 1. Primeramente, mostramos as desigualdades do grau dos vértices v

de L.
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Seja L um grafo de Lyapunov associado com o fluxo Gutierrez-Sotomayor X; e a fungao de
Lyapunov f sobre a variedade com singularidades simples M. Se p é uma singularidade tal que
f (p) = ¢, denotemos por N a componente de f _1([6—6, c+ e]), com € > 0 suficientemente pequeno,
que contém apenas o ponto singular p. Seja também Ny = N1 N f~!(c —¢). Entao (N1, Np) é um
par-indice para p.

Como p é uma singularidade entdao Ny # 0, logo Ha(N;) = 0. Temos também que Nj é
conexo, logo I;'O(Nl) = 0. Seja v o vértice de L rotulado com p entao dimHy(Np) = e, e se Ny # ()
entdo dimHy(Ng) = e; — 1.

Para tal Ny temos a seguinte sequéncia de homologia longa exata:
0— CHQ(p) i Hl(N()) Z—1> Hl(Nl) L CHl(p) & f‘jo(No) — 0

1. Se v é rotulado com uma singularidade repulsora P entao ef = 0 e Ny # . Usando a
sequéncia de homologia temos:
(a) Se p € M(R), dimCH;(p) = 0 implica que dimHy(Ny) = 0 e portanto e; = 1.

(b) Se p € M(C), dimCHj(p) = 1 implica que dimHy(No) = 1 (dimHy(Ng) = 0 contradiz a
exatidao em C'Hj(p)) e portanto e; = 2.

(¢) Se p e M(W), dimCHj(p) = 0 implica que dimHy(Ny) = 0 e portanto e; = 1.

(d) Se p € M(D), dimCH,(p) = 0 implica que dimHy(No) = 0 e portanto e; = 1.

(e) Se p € M(T), dimCH,(p) = 0 implica que dimHy(Ny) = 0 e portanto e; = 1.
Tomando o fluxo reverso, segue-se por andlise similar que se v é rotulado com uma singular-
idade atratora p entao:

(a) Sepe M(R) entao ef =1ee, =0.

(b) Se p € M(C) entao ef =2 e e, =0.

(¢) Sepe M(W) entao ef =1ee, =0.

(d) Sepe M(D) entao el =1ee; =0.

(e) Sepe M(T) entao el =1ee, =0.

2. Se v é rotulado com uma singularidade sela p entdo Ny # 0 e e,; > 1. Usando a sequéncia de

homologia temos:
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(a) Se p € M(R), dimCH,(p) = 1 implica que dimHy(Ny) < 1 e portanto e; < 2.
(b) Se p € M(C), dimCH,(p) = 1 implica que dimHy(No) < 1 e portanto e; < 2.
(¢) Se p e M(W) entao
i. Se é do tipo si, dimCH;(p) = 0 implica dimﬁ[o(No) = 0 e portanto e;; = 1.
ii. Se é do tipo se , dimCH;(p) = 1 implica que dimflo(No) <1 e portanto e, < 2.
(d) Se p € M(D) entao
i. Se é do tipo as, dimCH;(p) = 1 implica que dimﬁo(No) <1 e portanto e; < 2.
ii. Se é do tipo rs, dimCH;(p) = 0 implica dimﬁg(Ng) = 0 e portanto e, = 1.
iii. Se é do tipo ssi , dimCH;(p) = 1 implica que dimﬁo(No) <1 e portanto e; < 2.
iv. Se é do tipo sse , dimCH;(p) = 3 implica que dimfIO(No) < 3 e portanto e; < 4.
(e) Se p e M(T) entao
i. Se é do tipo ass, dimCHi(p) = 1 implica que dimﬁo(]\fo) <1 e portanto e, < 2.

ii. Se é do tipo rss, dimCHi(p) = 0 implica dimffo(No) = 0 e portanto e, = 1.
Tomando o fluxo reverso, segue-se similarmente que

(a) Sepe M(R) entao 1 < ef <2.
(b) Se p e M(C) entao 1 < e < 2.
(c) Se pe M(W) entao
i. Se é do tipo si temos 1 < e < 2.
ii. Se é do tipo se temos e = 1.
(d) Se p € M(D) entao
i. Se é do tipo as, temos e} =
ii. Se é do tipo rs, temos 1 < e} < 2.
iii. Se é do tipo ssi, temos 1 < ej‘ < 4.
iv. Se ¢ do tipo sse, temos 1 < e} < 2.
(e) Se p e M(T) entao
i. Se é do tipo ass, temos e, =

ii. Se é do tipo rss, temos 1 < e,j‘ < 2.
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II. Agora mostramos as relacoes dos pesos sobre as arestas incidentes de v.

O teorema 4.1 relaciona o primeiro niimero de Betti das componentes de fronteira, de entrada
e saida, 8N1+ e ON; , do bloco isolante (N1, Ny) de uma singularidade, p € M, de X; com o nimero
de componentes de fronteira de N7 e o indice de Conley de p € M. Como o ponto fixo p € M
corresponde a um vértice v no grafo de Lyapunov e aNj (ON; ) corresponde as arestas de entrada
(saida) incidentes a v entdo o teorema 4.1 relaciona o grau (de entrada e saida) de v, os pesos sobre

as arestas (de entrada e saida) incidentes a v e o indice de Conley com o qual v é rotulado.
(hg—hl—i-ho)—(hz—hl—l—ho)* :ej—B+—e;+B_ (5.1)
onde Bt = ZU+=1 b e onde B~ =" b

1. Se p é uma singularidade repulsora entdo usando os limites sobre o grau dos vertices v,
que obtivemos previamente, a equacao acima nos da as relacoes dos pesos sobre as arestas
incidentes a v:

(a) Sepe M(R) entdo (1-0+4+0)—(0—-0+1)=0—-0—1+b;. Portanto, b; = 1.

(b) Sepe M(C) entao (2—1+40)—(0—0+1) =0—0—2+4b; +b;. Portanto by =b; = 1.
(c) Sepe M(W) entao (2—0+0)—(0—-0+1)=0—-0—1+b]. Portanto, by = 2.
(d) Sepe M(D) entao (3—0+4+0)—(0—0+4+1) =0—0—1+b;. Portanto, b] = 3.
(e) Sepe M(T) entao (T—0+4+0)—(0—-0+4+1)=0—-0—1+0b;. Portanto, b = 7.
Fazendo célculos similares para uma singularidade atratora temos:

(a) Se p € M(R) entdo b = 1.

(b) Se p € M(C) entdo b =bj = 1.

(c) Se p € M(W) entdo b = 2.

(d) Se p € M(D) entdo b] = 3.

(e) Se pe M(T) entdo b =17.

2. Se p é uma singularidade sela entao nossa férmula acima se reduz a:

(a) Sepe M(R) entao 0 = e} — Bt —e, +B~.

(b) Se p e M(C) entdo 0 =ef — BT —e, +B™.
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(¢) Se p e M(W) entao
i. Se p ¢ do tipo sientao 1 =¢f — BT —e; + B™.
ii. Se p é do tipo se entao —1 =¢} — BT —e, + B™.
(d) Se p € M(D) entao
i. Se p é do tipo as entao —2 =¢} — BT —e, + B~.
ii. Se p é do tipo rs entao 2 =€} — Bt —e; + B~.
iii. Se p é do tipo ssi entdao 2 =¢ — BT —e, + B".
iv. Se p é do tipo sse entdao —2 =¢ — BT —e, + B".
(e) Se p e M(T) entao
i. Se p ¢ do tipo ass entao —2 =¢} — BT —e, + B~.

ii. Se p é do tipo rss entao 2 =e¢; — Bt —e, + B~

Considerando todas as possibilidades de e™, e~ para as desigualdades do grau dos vértices
v, que obtivemos previamente, e usando as equagoes acima obtemos os pesos relacionados na

tabela 1, tabela 2, tabela 3, tabela 4 e tabela 5.

(Suficiencia) Dado um grafo de Lyapunov abstrato satisfazendo as condigoes do teorema de-
vemos mostrar que existe um fluxo Gutierrez-Sotomayor em uma variedade com singularidades
simples M, com funcao de Lyapunov cujo grafico de Lyapunov é dado. Isto é feito adequadamente
colando blocos isolantes construidos no capitulo 4 de forma a nao ter nenhuma conexao de sela,
i.e., uma trajetéria v C M(R) tal que existem duas singularidades hiperbdlicas p e ¢ de X tal que

v =W p)NW?(q) e W"(p) UW?*(q) consiste de um numero finito de trajetorias. [ ]

ExEMPLO 5.1 Neste exemplo, Figura 5.2, apresentamos a colagem de blocos de acordo com o

grafo de Lyapunov dado.
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Figura 5.2: Colando blocos segundo o grafo de Lyapunov
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Conclusao

Nesta tese estudamos os fluxos Gutierrez-Sotomayor X; numa 2-variedade com singularidades
simples. Provamos a existencia de funcoes de Lyapunov para fluxos sem dérbitas periddicas e sem ci-
clos, apresentamos uma férmula dinamica-topolégica para uma estratificacao de M compativel com
o fluxo, caracterizamos a igualdade de Poincaré-Hopf e contruimos blocos isolantes para estes fluxos
e fazemos uma abordagem combinatorial via grafos de Lyapunov. Muitas perguntas decorrentes
deste trabalho ficam em aberto.

Para a existéncia de func¢oes de Lyapunov para um fluxo Gutierrez-Sotomayor contendo orbitas
periddicas e ciclos singulares é suficiente mostrar para a parte singular que é um grafo que contém
orbitas periodicas e ciclos singulares. Se mostrarmos para este grafo entao teremos solucionado
o problema, pois pode-se estender facilmente, pelos métodos ja conhecidos, para parte suave. As
ligagoes das partes locais também forma um conjunto de problemas interesantes.

Classificar fluxos Gutierrez-Sotomayor via grafos de Lyapunov para conjuntos limites contendo
singularidades, érbitas periodicas e ciclos singulares. Desta forma caracterizar os blocos isolantes
para as Orbitas periddicas e para os ciclos singulares.

No espirito do trabalho [1] gostarfamos de saber se existe uma continuacao de grafos associados
a fluxos Gutierrez-Sotomayor com érbitas periddicas e ciclos singulares a grafos associados a fluxos
Gutierrez-Sotomayor apenas com singularidades. No caso afirmativo gostariamos de estabelecer as
condicOes necesarias e suficientes para esta continuagao.

Mostrar se a férmula dinamico-topolégica é satisfeita por outros tipos de fluxos em outros
espacos estratificados. Podemos considerar por exemplo as 3-variedades suaves fechadas com al-

guma estratificacao e os fluxos de Smale nela definidas.
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