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INTRODUCAO

A natureza gera fendmenos distribuidos espacialmente, que

o~ . . ¢ . .
czo de interesse para diferentes areas da ciencia.

Considere particularmente a area da Geociéncia, onde um dos
interesses & conhecer as caracteristicas dagueles fenbmenos observaveis aque

.’ . . A .
geram uma variavael num depositoc metalogenico.

Com a finalidade de situar o problema de interesse dentro das
diferentes etapas pelas quais deve passar um reconhecimento geolbgico, €
apresentado a seguir uma breve descrigao cronolégica dos problemas tipicos
achados na area da mineragdo, desde seu primeiro reconhecimento geologico até

sua exploragZo industrial.

1. BREVE DESCRICAD DOS PROBLEMAS-TIPICOS

Esquematicamente o que se tem & uma regifo metalogénica

favoravel e nessa regilo busca-se identificar a existéncia de possiveis depésitos.

Geralmente, essa identificagdo & feita wusando um

reconhecimento aeoldgico sistematico e cego.

Se os resultados obtidos nessa identificagdo forem



indicativos da um possivel depdsito, entio, procede-sa a utma mtarprat;\;:‘?o dasswa

recsultados.

Uma vez percorridos os passos acima, com o resultado da
localizag-é'o do depobsito, so6 & possivel conhecer suas caracteristicas globais por

meio da estimativas das caracteristicas médias globais.

Se &3 caracteristicas globais estio de acordo com as de um

poscsivel depbsito economicamente viavel ent3o continua-se descrevendo o possivel

depdsito, através de estimativas das caracteristicas médias locais.

Finalizada essa fase, com a estimag3o local aprovada, ou seja,
a economicidade do depcsito de mineral € viavel, um problema surge cuando se
pretende extrair a totalidade destes recurcsos in situ. Os fatores que impedem a

extragdo completa dos recursos estimados 3o de dois tipos:

#» Por razbes técnicas: tamanho de equipamento, problemas de

organizagao.
~r N - ~
e Por razotes economicas: o custo de extragao.

Dessa forma, obriga-se a fazer uma seleg8o de um subconjunto
dos recursos in situ aue ser3c efetivamente explorados. Chamam-se esses
recursos selecionados de reservas e a esses recursos exploraveis de reservas
recuperaveis.

Para descrever o comportamento das reservas em forma local,
tem sido usado na pratica o estudo das caracteristioas médias da subarea viy) a
ser selecionada como mineral (o teor medio de wWx) & maior gue um teor fixo) dentro
da 4drea maior W(x). Chamam-se essas caracteristicas médias de fungbes locais de

recuperac3io.

O depodsito & posto em explotag3o ao término desse estudo de
reservas.
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Esta dissertagdo focaliza um dos problemas-tipos. Esse
problema estd no estudo das reservas, mais ecspecificamente, no problema das

reservas recuperaveis.

1.1. O Problema: Reservas Recuperaveis

Quando se busca selecionar um bloco de minério do deposito,
e feito um controle de ogualidade do mineral recuperzdo ou seja um controle das
cordigBes de explotagdo. Mais geralmente procura-se uma otimizag3o de uma certa
funglo, por exemplo a fungdo beneficio, que depende das caracteristicas do mineral

extraido.
Considaerardo o exemplo da Pun?'io benafiocio que & da forma
Bl a2, tv@ )} = q,@) — wty2)

onde a.,2) representa a quantidade de metal Gtil extraido, to(z) a quantidade de

metal extraido e w & um parametro do processo de custo de extrag:ﬁo.

As caracteristicas a2} e tu2) do mineral extraido,

dependem de dois parimatros de cortes, v e =z.

A cada conjunto (v,2) dos parémetros de corte corresponde um
certo mineral recuperado com as caracteristicas, a2 e t2) e um certo valor de

beneficio B{ a,(@) , tv@ ).

O problema & encontrar o conjunto de parimetros (vo, z°)
6timos que maximizam a fungdo beneficio sob certas condigBes. A fungdo B, das
caracteristicas do mineral aventualmente recuperado, chama-sa oritério de selagﬁo

e aos parédmetros otimos da selego de paridmetros de cortes (M. Alfaro, 1975).

D termo recuperivel adotado na Geoestatistica refere-se a

uma situagdo muito particular, do tipo:



e O meio técnico da exploragdo pode ser resumido na definig3o de

. .
um volume minimo de seleg:ﬁo, chamado de bloco;

¢ O meio econdmico pode ser resumido na definig3o &e uma selegfo

I3
de corte aplicado ao teor médio do volume minimo de seleg:’é'o.

O passo basico de seleg3o & aplicado & unidade de volume de
~selegdo, chamada de seleg3o por bloco.

O critério de selegdo & um corte aplicado a um teor médio

estimado z¥. Nescse caso, a selegfo e chamada de indireta. Se o corte é aplicado ao
teor médio verdadeiro z,, a selegdo & chamada de direta. Se o bloco e selecionado

sem gualguer retrig3o geométrica, a seleg8o é dita livre. .

MNa estimagZo dos recursos, o corpoc mineral & dividido em
subadreas n3o necessariamente iguais (mas na pratica geralmente s3o iguais) de
dimensBes geralmente definidas pela malha regular das amostras. Chamam-se ecsas

subareas de painéis.

Na estimag@o recuperavel o corpo mineral também sera
dividido em painéis regulares de volume V, & se assume que o mineral & selecionado
por:

& blocos de tamanho v,

e sem retrigdo geométrica (selegdo livre),

e aplicagao de um critério de corte no teor do bloco Z,(x) (selegZo
direta).

Definindo o termo recuperavel e a forma de selegdo dos
recursos, tém que se definir as ferramentas para poder fazer o estudo desses

recursos selecionados ou reservas. Isso & feito a Seauir.

Para cada painel de volume V definem-se as fungOes de

recuperagao



¢ Tonelagem recuperavel num corte z
t2) =1 - F 2.
Na ora de apresentar os recsultados praticos a tonelagem recuperavel & da forma
t2)TV, onde TV & a tonelagem total do painel com volume V.
b

e Quantidade de metal recuperavel num corte z

olz) = E{ [ 4 — Kxiz) 1200 }

onde Fu@ =P(Z,x) £2)
e I(xz) = { 1 se 2otz (1)
0 se nao.

Observa-se aque as fungbes de recuperagd3o dependem
diretamente da fung3o de distribuigdc F,(2), interpretada como a proporgdo de

teores num bloco-v, acima de um corte z, num painel V (A. Marechal, 1984).

12. O Objetivo

Essa proporgdo de teores bloco-v, num corte z, € o maior
interesse na &area das reservas recuperaveis da Geoestatistica. Hi diferentes
métodos para poder estimar essa proporg3o que varia de acordo com as retrigBes
feitas ao processo aue modela o comportamento da formag3o dos teores de mineral

num deposito.

Esta dissertagdo foi orientada de forma a fazer uma revis3o
de um dos métodos usados para poder estimar a fung3o de distribuig3o Fy(z) que é
a Krigagem Probabilistioa.

¢ Apresentando o método

¢ Discutindo suas vantagens e desvantagens



e Mostrando os passos fundamentais na pratica para aue seja
implementado.

1.3. A Geoestatistica

Nos anos 30 na Africa do sul, S. H. Siechel foi o primeiro a
aplicar os métodos estatisticos em problemas de reservas recuperiveis (reservas
selecionadas para a exploragZo), obtendo teores de ouro notoriamente erraticos e
um histograma com uma alta curtose e uma assimetria negativa, sugerindo a ni3o
normalidade dos dzdos. Algumae inconveniéncias existem nesse método: as amostras
nfo s3o independentes, provém de uma distribuigdo log-normal e nio .considera a
dependéricia das localidades onde as amostras est3o situadas. Nos anos S0, o
engenheiro D. G. Krige tambem fez ajustes aos tecres de ouro de suas amostras
com uma distribuigdo log-normal, sO que essas distribuigGes s&o fungbes das
dimenstes do suporte (volume no aual a variavel estd definida) das amostras (.
Clark, 1979).

Em 19514, D. G. Krige incorporou a posigdo e a relaglo
espacial, estudando as regressfes entre os teores verdadeiros dos blocos (unidade
de mineragdo) j& explorados e as médias moveis dos teores das amostras, definindo
novos estimadores aque n3o estio necessariamente ligados & hipdotese de log-
normalidade. Desses estimadores de D. G. Krige originou-se o nome da técnica de

Krigagem.

Finalmente, em 1962, G. Matheron, matematico probabilista,
traduziu toda essa experiéncia. da escola Sul-africana numa linguagem
probabilistica formal, que ele chamou de . Geoestatistica e a definiu como a
aplicagdo do formalismo das fungbes aleatorias ao reconhecimento e estimagdo dos

fendmaenos naturais. (A. G. Journal, 1878).

A Geoestatistica tem como base a observag3o de toda variivel
de interesse (teor, poténcia, acumulagZo, etc) de um fentmano metalogénico
distribuida num espago e possui uma fung36 de autocorrelag@o espacial. Os teores
de um metal em duas localidades est3o autocorrelacionados, no sentido mais geral

da covaridncia. SupSe-se gue a autocorrelag3o depende do vetor diferenga (médulo
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e direg3o) entre as duas localidades. Esca autocorrelag3o é caracterizada por um
momento de sesurda ordem chamado de variograma, que & a ferramenta estrutural
fundamental da Geoestatistica. Todo o trabalho reside na modzlagem do variograma
a partir das informagCes dieponiveis. Um bom modelo &, em geral, produto da
pratica e de um bom corhecimento do ferdmeno a ser estudado. E n:ac-essér‘io notar
aue no momento de ecstimar o variograma a partir dos dados & aue se coloca o
auestionamento das  hipoteses de estacion. ~iedade. Se houver uma n3o
ectacionariedade devido a uma tendéncia (por exemplo, espera-se que algumas areas
cejem ricas e oulras pobres), essa ecperanga pode ser expressa por uma variagdo
razozvelmerte regular. Ao redor dessa tendéncia espera-se ter uma variag’é’o
zleatoria, ou seja, o valor em gualgquer lugar do de;?ésito esta composto de um
componente fixo da terndéncia {(provavelmente descorhecida), e um outro componerte,
uma variivel residual aleatéria. Uma vez eliminada essa tend@ncia & possivel

- . A . - Id . .
ectimar o variograma do fenomerno residual estacionario (N. Cressie, 1886).

Havendo a necessidade de predizer o teor Z(X) de um metal
numa localidade x, tendo como base uma informag3o conhecida de teores na
vizirhanga de x, {Z(x,-):Z,-; i=1 a n}, o procedimento de predigde conhecido com o
rome de Krigagem fornece o melhor preditor linear no-viciado (BLUP) para o teor
Z2(x). O objetivo n3o é predizer o teor Z(x) mas a proporgéo do teor médio do bloco
com suporte de volume v (bloco-v), acima de um valor de corte 24, ou seja predizer
uma transformagdo nado-linear nos teores médios dos blocos. Usar o preditor de
Krigagem Linear (A. G. Journel, 1977) é inadequado e é perigosamente viciado. Os
métodos que resolvem esse problema s3o: Krigagem Disjuntiva (KD) (G. Matheron,
1975) e Krigagem Gaussiana Hultivariada (KG), necessitando nesse caso de
hipoteses em relagdo as distribuigSes bidimencionais. O meétodo Krigagem
Probabilistica (KP), que & um método melhorado da Kﬁgagem Indicadora (KD, também
& utilizado neseas situagBes embora apresente inconveni@ncias, mas n3o faz
nenhuma hipotese sobre a distribuigdo multivariada de (Z;, Zz, .., Za), nem das

distribuicSes bidimencionais de (Z,Z)), i = 1 a n, istJ.

2. NOGDES GERAIS DE PROCESSOS ESTOCASTICOS

A A, 4 g .
Em um fenomeno metalogeénico a pratica tem mostrado gue uma

medigdo do teor de um metal Z(x) em uma localidade x, x em um depdsito G, G
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subconjunto de R® ou R® com limites bem definidos, tem um comportamento
localmente erratico e que por tras desse comportamento, também existe um
comportamerto caracteristo ou estrutural da variabilidade espacial, ou seja, duas
medigBes do teor em localidades (pontos) diferefies x e x+h, em.geral n3o sfo
independentes, mas est3o relacionadas por uma fungdo de 'correlapio que
caracteriza essa ocomportamento estrutural. Essas car~acter*'isticas de
aleatoriedade estrutural dos teores do metal num depodsito s3o fundamentais,
portanto hd aque considera-las no modelo que vai descrever o comportamento do
processo oue gera oc teores de um metal num depdcsito G. Aparte dessas
consideragBes outras restrigbes s3o feitas ao modelo referentes & aplicabilidade
deste na pratica. Quatro s3o as principais caracteristicas gue o modelo tem gque

catisfazer, descritas a seguir.

2.1. 0 Modelo

Para que o0 modelo utilisado tenha validade pratica quatro sio

as principais condigfes a serem satisfeitas, resumidas em:

’

. A inferénoia Estatistica deve ser possival.

Gi). 0O modelo deve ser operacional, construido para responder aos objetivos.
Cada resposta particular pode n3o reguerer todas as hipoteses imposta ao

modelo em uma primeira tentativa.

Gi). Isso estd relacionado a uma targeira restrigdo; o modelo deve ser compatival

com os dados fisicos.

Gr). Finalmente as predigBes devem ser verificadas. Um modelo pode diferir
amplamente desde a predigdo. Isso significa gue as caracteristica do sistema tem

fugido do pesquisador (M. David, 1978).

A principio o sistema & modeladoc por um processo estocastico.
Mas na préatica n3o & possivel conhecer 3 lei que governa esse processo
estocastico. E agui onde se obriga a impor restrigles ao modelo, ndo ao sistema,

para poder fazer inferéncia, n3o da lei, mas de suas principais caracteristicas.
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A seguir s3o0 apresentadas algumas definigSes basicas de

processos estocasticos,

Um processo estocastico Z & uma familias de variéveics

aleatorias indexadas por um conjunto apropriado

Z - {Z(x); x € G}, G subcorjunto de R? ou R°.

0 processo estocastico Z fica completamerte especificado
pelo conjunto das fungdes de distribuig@es conjuntas de (24, Z;, ... Z») para todo
inteiro n e para todo x; € G; i=1 a n, escrita na forma

F={Fzyz u2(2y 22 n2n in €N, x; €Gi=t a n}
senda F chamado de conjunto das distribuigbes finita dimensionais.
Definem-se as seguintes fungbes do processo estocasticp Z:
— Fungdo média
mix) = E{ Z(x) }, ¥ x € G.
— Fungdo covariincia ndo-centrada
Covn(xy,xz) = E{ Z(xZ2{x2) ), V X1, X2 € G.
- Fung8o covariincia centrada
Covixgxg) = E([ Z(x9) — mixy) T Z(xz) — mixz) 1), ¥V x4, X3 € G.
— Varilncia
Covlx,x) = Var{ Zx) }, V x€ G.

— Variogorama

2Vari(x;,x2) = Var{ Z(x,) — Z(x3) ), V x4, X2 € G.
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- A fungdo Vari(x;xz) & chamada de semi-variograma (a metade do
variograma),
— Correlograma
COV(X;,XQ)

J Covixy,x4)Cov(Xs,xz)

Corr{x;,xs) = , ¥ x4 %Xz € g, se a varidncia

existe.

2.2. Hipoteses de Estacionariedade

Uma das caracteristicas desse tipo de processo & que so hi
uma medigdo registrada de Z(x) em x€ G, ou seja, tem-se uma realizagdo {z(x); x € G}
do processo estocdstico Z. Porém, o conhecimento de uma =6 realizagdo do
processo, n3o permite chegar & lei do processo estocéstico Z. E necessirio
conhecer varias realizagfes do processo Z, para poder inferir sua lei ou ao menos

as caracteristicas principais.

Na pratica, ndo sb se dispde de apenas uma realizag3o, mas
também essa e restrita a um numero finito de medigbes de Z(x) nos pontos x,; i=1 a
n. Para contornar isso, certas suposigBes s30 necessarias no modelo. Essas
suposigbes envolvem varios graus de homogeneidade espacial e s3o introduzidas
sob o conceito geral de hipoteses de estacionariedade.

Frequentemente o fendmeno em estudo pode ser considerado
como homogéneo, isto &, tendo feitas as medipSes {z(x,-)-z,-; i=l & n} das variaveis
{Z § i=1 a n}, qualauer subconjunto das medigles feitas provem da mesma
distribuigio das medigles transladadas. Essa homogeneidade € introduzida ao

modelo como hipotese estacionaria estrita.

A GCeoestatistica postula uma homogeneidade muito menos
exigente, aue n3o estd nos valores z(x,) mas nos incrementos [z(x;)) — z(x,+h)), ou
seja, que os incrementos [z(xg) — z(x;+h)], [2(x3) — 2(xz+h)], .., [2{xn) —~ Z{xn+H)] para
aualauer h, sem importar onde est3o localizados, provam de uma mesma distr‘ibuig:ﬁ'o.
Este tipo de homogeneidade & introduzida ao modelo com o nome de hipbtese
intrinseca. Consideram-se ert30 os inorementos como n realizagbes do incremento
aleatorio [ Z(x) — Z(x+h) ).
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Para corhecer o comportamento do teor de minério no depdsito
G, ent3o conctrdi-se, para cada vetor distincia h, um histograma do incremento
aleatorio [Z(x)-Zx+h)], cada histograma sendo caracterizado pela meédia e
variéncia. Toda essa informag8o fica resumida ao considerar uma fungdo média e
uma fungfo de variincia, gue depende s6 da distincia h & que corresponde

justamente a fungdo variograma.

Hipoteses de Estacionariedade Estrita
Um process=o estood=tioo Z = {zm; x € G} é dito estritamente
estaciorario, se a distribuigo conjunta de (Ztxy), Z(&xp), .., Z&xa) & igual a
distribuicdo conjunta de (Z2(x;+h), Z(xx+h), .., Z(xa+h)) para todo x; € G, ;=4 an e
para gualauer h € R ou R® talque x,+#h €G,i=L an, ¥V n €N.

Hipoteses de Covariincia Estacioniria

0 processo estocastico Z é dito de covarilncia estacionaria,

se houver um segundo momento finito , satisfazendo
Y E(Z0)=m VYXEG
i) Covixx+h) = Ch), V x, x+h € G.

Um processo estocdstico de covaridncia estacionaria também

& dito estacionario no sentido amplo, ou fracamente estacionario.

A estacionariedade da covariincia implica na estacionariedade

da variincia & do variograma.
Var{ Z(x} ) = E{ [2(x) — mjl2 } = OO, V x€ G.
e 2Varitxx+h) = Var{ Zx) - Z{x+h) )

= Var{ 2Zx) } + Var{ Zx+h) } — 2Covix,x+h)
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2Varilx,x+h) = 2C0) ~ 2CHh), dependente so de h . (2)

Logo, tem-se aque Vari(xx+h) = C0) -~ Ch) = 7Th), se a

- A . . .
covariancia existir.

A estacionariedade restrita do processo n3o implica num

A . . .
proceseo de covariancia estacionaria.

Hipdtese Intrinseca

. . A 4 . ’ .
Existem muitos fenomeros fisicos e processos estocasticos
aue té&m uma capacidade de dispers3c infinita, isto &, que n3o tém uma variincia a

. . o A - . . 7 4 . . . .
priori, nem uma oovariancia finita, mas & possivel que seja definido um variograma.

Se hover uma hipdtese de estacionariedade e o variograma

existir ent8o acontece uma estacionariedade do varioarama.

D processo estocastico Z é dito intrinseco quando:

i} a esperanga existe e n3o depende do ponto x

E{ZO) Y =m, V¥ x

ii) para todo h o incremento aleatdrio [ Z(x) — Z{(x+h) ] tem uma varifncia

finita aue n3o depende de x

27 = Var{ Zx) ~ Z&x+h) J, ¥ x.

Assim, a covaridncia estacionaria implica na hipotese
intrinseca, mas a reciproca n3o & verdadeira. Por exemplo, seja { Wt)y; t20 } um
processo estocastico de Wiener, o incremento aleatdorio [ W) — Wi+h) ] €&
normalmente distribuido com média m = 0, variograma 27 = Var{ Z(x) — 2(x+h) } =
lh | aue @ funglo s6 de h e funglo covarifncia Cltt+h) = min(t.t+h), que n3o &
fungdo s5 da h. Assim, a classe de processos intrinsecos contem i classe de

processos de covariincia estacioniria (D. E. Muar, 19£9).
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23. Propriedades da Covariincia e do Variograma

Supocndo o pProcesso de covariinecia ectacionaria @
n
N ’ . ~ . : s A . .
considerando ‘uma combinagdo linear Y = X2, cuja varifnoia & ndo negativa,
V=1

temos:

Var{ Y } = 2

n n
> 2 NACi=x) 2 0. )
v=ii=

EntZo, uma condig3o recessaria, para que qualauer fungdo ath)

. A W) . , . g = . - -
ceja uma {»‘ungao covariancia e que seja positiva semi-definida.

Y. . . . .
A variancia escrita em termos do semi-variograma, usardo (2),

fica

n n n n
Varf Y 3 = GO 33X, 0 = 3 301X —x ).
=1 =1 J=1i=1

Caso o processo estocastico venha a ter uma capacidade de
dispersSo infinita, s6 a hipotése intrinseca & suposta. Ent3o, a variincia da

combinagdo linear finita Y & definida auando:

4]
N\ = o,
i=1

resultando:

Var{ Y} = - Z

n
J=1

n

SNV 2 0
=1

ou

n 4]
‘Z;‘:zi )\J)\‘.’Y(x,--x‘,-) £ 0,

e assim, uma condicdo necessaria para aue qualauer fung3o f(h) seia uma fungido
semi-variograma €& aque seja negativa semi-definida, com a condigdo nos pesos,
n

2 2;= 0, chamada de furgio negativa semi-definida oondicional (condicionada a

ind

>N =0
=1
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O teorema de Bochner (Armstrong M. e Diamond P. 1984), da a

condigdo necescaria e suficiente, para aue uma fungdo g(h) seja positiva semi-

definida. A fungdo oth) & continua e positiva semi-definida se e sb se esta & a
transformada de Fourier de uma madida da Borel em RZ limitada posiviva n

s

ath) = [ 2 exp (iauhy) duiw).
R

Para um fenSmeno modelado por um procezso de covarifncia
estaciondria, na pratica, a correlagdo entre as variaveis aleatbrias Z(x) e Z(x+h)

decaparece quando a distincia h cresce indefinidamente:

Cthy — 0, quando |h| — .

Definimos Ch)=0 para Ihl > a onde a & a distdncia para aque C0) seja
aproximadamente zero. Esza distincia a é chamada de alcance e representa a
transic3o do estado onde existe uma correlag3o espacial (h| < a), ao estado onde
ndo existe uma correlagic espacial (lh| 2 a). Essa distincia a também pode ser
interpretada como a amplitude média do corpo mineralizado para cada diregdo do
vetor distincia considerado. 0 alcance dia a idéia intuitiva de uma zona de

infludncia do fanbBmeno.
Pela def‘inigﬁo do variograma tem-se que:
MO =0, Th) = 7-h) 2 0

Se ao considerar processos com a covarifncia n3o-negativa ent3o aoc aumentar o
vetor h, Y(h) cresce até CO) a partir de seu valor inicial zero, como consequéncia
da expressio (1), e chega a ser mais ou menos estivael em volta do valor limite
V(o). Esse valor limite & chamado de valor patamar e corresponde i variincia a

priori do processo estocastico Z:
Feo) = Var{ Zx) 3} = CO)

onde se associa um alcance a. Se a variavel de interesse depende ni3o so do ponto

x € G mas de um outro valor z, o patamar vai ser uma fungdo de z.
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Tais variogramas caracterizados por um patamar e um alcance

s3o chamados de modelos de transigdo, aque correspondem n3o s6 a processos
estocasticos intrinsecos, mas também a processos de covariincia estacionaria. No
caso de um variograma n3o ter caratierizado o patamar é poraue ha um componente
nio estacionario. Isso pode ser visto mais claramente por meio de ter
caracterizado as diferentes causas gue explican a variabilidade do teor Z(x), que

na realidade as causas aparecem em dominios de escalas diferentes, por exemplo:

— a nivel do suporte (h==0), existe uma variabilidade devido 2s medigdes
~ uma segunda variabilidade aparece devido & transigZo de um elemento a outro
th<1i cm)

— uma terc¢eira variabilidade pode dever-se a alternagdo de estratos (h<100 mts)

— e uma quarta variabilidade aparece devido a distribuig8o dos depositos, que é

modelada por uma estrutura media deterministioa mix=E{ 20 )} (h<i00 Kms).

Ao focalizar a variabilidade devido aos depositos ou devido a
arande escala (maiores que o alcance do variograma construido a escala de
observag:’é'o), na hora de fazer crescer a distincia h e o variograma n3o ter
estabilidade ou seja aque a estrutura deterministica m(x) também n3o tem
estabilidade levando persever uma tendéncia nos limites do depdsito (A. G. Journel,
1978).

3. FUNCAD DE PREDIGAD |

Quando um fendmeno & observado consegue-se uma realizago
finita {z;, 22,0 zn} do processo estocastico real Z. O problema @ conhecer o valor
2(x) da variavel Z(x) no ponto x=xg. O melhor gue se pode fazer & construir uma
funcio real mensuravel @ aque dependa das n varidveis aleatdrias Zi Zg ... Zn
usando seus valores na fungZc 9, para obtermos um valor real. Esse numero &
chamado de preditor (estimador) do valor de Z(xg) (Z(xp)=Z0).

Existem muitos conjuntos possiveis dae fungdas da pradigio,

dependendo das restrigBes feitas ao processo estocéstico Z, como também da
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medida de erro cometida ao predizer a variavel aleatoria Zg.

0 conjunto mais geral de fungBes de predigdo & o conjunto das
fungtes Borel mensuraveis de 2Zj, Zz, ... Za. 0

A seguir ser3o definidos alguns conceitos béasicos.
R

E definido o erro de predig3o R(x,) como:
Rixg) = o(Zy, 22, ... Zn) — Z0xp).

R(xe}) & uma fung3o aleatdria e, para obter uma medida
quantificada do erro cometido na predigdo, simplesmente poderia ser usado o valor
esperado do erro de predigdo E( Rixp) ), porém é usual considerar-se uma fungido
perda L(R(xg) e ent3o calcular o valor ecsperado dessa fungdo perda. Por
conveniéncia, & gue se considera L(R(xp) = Rz(xo). Ent3o, a medida do erro de
predicio & o erro quadriatico médio (MSE) ou variincia de predig3o, se o preditor &

nao-viciado para Z(xe)

E( R%xg) } = EC [ 9(Zy, 23, ... Zp) — Z(xg 1% 3.

Agora, o conjunto de fungBes de predigdc e restrito ao
conjunto das fungBes Borel-mensuraveis de Zy, Z;, .., Z» de quadrado integravel
denotado por Lx(), ¥, P) ou simplesmente por L, onde ¥ & a o-3dloebra gerada pelas
n variaveis aleatérias Z;, Zz ... Zm € P & a medida de probabilidade definida em
0, %¥).

Uma fung3o of € L, & dita a melhor fung3o de predigio (BFF)
de Zg baseada em 2Z,, Zz, ... Zm S€

MSE( g* ) ¢ MSE(g), V a € L, 3

Diante do exposto acima as perguntas que devem ser
respondidas s3o:
-~ existe g* ?,

— se existe, & g* Gnica?.
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Seja o conjunto H», de fungBes Borel-mensuraveis, de aquadrado

. . . . o N .
integriavel com um produto interno definido pela covariancia n3o-centrada

(f,9)=E(fg) V¥ g€H, .

ou seja, que o conjunto H» & implementado por uma estrutura geométrica ordinaria,
iste &, Hn € um espago de Hilbert e L; & um espago fechado de Ha. Pelo teorema da
projegZo, existe um elemento Unico g* € L, que satisfaz (3), isto &, um preditor de

Zo € & projegdo de Zp no espago L,.

4. A KRIGAGEM

A palavra krigagem € um termo para designar o procedimento
clissico de selegdo do preditor com uma variincia de predigio minima, em uma
classe de possiveis preditores (lineares ou n3o-lineares). Essa variincia de
predig‘é'o pode ser vista como a dist3ncia ao aquadrado entre a variavel
descorhecida @ sau praditor. 0 processo de minimizap':\'o da distincia poderia ser
visto como a projegdo da varidvel desconhecida no espago onde se procura esse

preditor.

Ma pr‘a’ttioa, o problema & encontrar o melhor preditor possival
do teor médio de um bloco, levando em consideragd3o as variaveis amostradas,
avalizadas dantro ou fora do bloco a predizer. D. G. Krige, no ano 1954, propd8s um
procedimento de regress80 para designar pesos a cada variavel avaliada. G.
Matheron formalizou e generalizou esse procedimento de regress3o, denominando-o
de Krigagem, qua definiu como o procedimento probabilistico de abter o melhor (no
sentido da minimizag3o da varidncia de predigio) preditor linear ndo-viciado de
uma variavel desconhecida. Em 1975, G. Matheron fez uma maior generalizag3o,
obtendo preditores n3o-lineares e ndo-viciados, que chamou de Krigagem Disjuntiva
(KD) (A. G. Journel, 1977).

Seja Z o processo estocastico que modela o fendmeno, tendo n
variaveis avaliadas de Z, {21, Zz ..y Zn}, oom o objetivoc de predizer uma variavel
Z(xy) com base nessa realizag8o finita do processo estocastico Z. Ent8o o

procedimento € como se segue.
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Considera-se o espago vetorial H,, implementado com um

produto interno definido por:

(f,a9)y=E{fag) V f, g9 € Hp. .

A

Considera-se também o espago vetorial H de todas as fungbes mensuraveis das n+i
variaveis aleatodrias {Zo, 2y, 23, .. Zn} de guadrado integrave’. Assim, a esperanga

condicional de Z5 dado 24, Za, .., Zn
N2y, 22, ... Zn) = BE{ Zo/24, 23, ... 20} = En{ Zo )

definida no espago H @ o orojetor ortogonal de Z; no subespago Lz (Nevéu, 1965),

ou seja:
9™Z1 220 0 Za) = Eal Zp )
€ a BPF de Z,, mais, ainda, a esperanga condicional Ea{ Z; } & ndo-viciada para Zg
E( En{ 20} - Z0) =E{ Ea{ 2513 -E{ 25
=E{Z20) —~E{ Zp ]}

= 0.

Ent3o, a esperanga condicional fica caracterizada pelas

propiedades de:
(i) n3o-viciabilidade
(Ea{ 20} ~2p,4)=0
(ii) e ortogonalidade
(Eal Zo} = Zo,¥Y)>=0, VYEL,;

Concluindo gue a esperanga condicional & o melhor preditor
rdo-viciazdo, seaundo a deﬁnig;"a'o gue enprega a Geoestatistica, a esperanga

condicional & o preditor de Krigagem.
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Para poder construir um preditor de Krigagem
Enl Zo ) ¥ #
" ) -9(21,22,...,Zn)-9 GL2
tem que se expressar o produto interno
* y ¥
(9" ~Zpg,")=E((8" —2Zg)Y]), VY EL,
Que necessita do conhecimento da distribuigdo das n+i varidveis Zo, Zy, ..., Zn.
Na pratica, a esperanga condicional pode ser construida sé
em casos muitos particulares, por exemplo, s& o processo estocastico Z é

Gaussiano e estacionario, nasse caso a esperanga condicional toma a forma de:

22,

A

o

af = En(Zp) =

=1

(Graubill, 1975).

4 1. Krigagem Disjuntiva

No caso, onde se tem sO uma realizagdo finita do processo
estocdstico Z n3o & possivel a inferéncia da distribuig8o conjunta das n+i

variaveis Zy, Z;, Z3, ... Zm ficando a esperanga condicional desconhecida.

Freauentemente, o que se faz nesses casos & reduzir o espago
onde se esta projetando a variavel por predizer, Zo; assim, © espago Ha € reduzido
a0 espago gerado por todas as combinagSes linsares finitas Zn:k jZs das n
variaveis avaliadas. Entretanto, a idéia do processo Krigagem D'ii;;unt.ivo e de
projetar Zo num espago gque inclua o espago gerado pelas combinagBes lineares

finitas, e que estejx incluido no @spago Ha.

A construgdo do espago onde se quer projetar Z, denota-se

por D & & gerado pela soma de n fungbes mensuraveis de uma variavel, isto é:

D = { 942y + 92(Z2) + ... + In(2Zn) }



A projegdo Z;K de Zo em D, & caracterizada pelas duas

condigbes anteriores:

‘e
)

) 25 €Dn isto & 2, = 2"; 9/2;)
J=
(i) o vetor Z, — ZEK & ortoaonal para gualguar vetor Y € Dy, isto &,
(Zo — 25, Y>=0, VY €Dy
Desenvolvendo a condig@o (ii), tem-se:

n n
CZo 1 209,Z)) ) =< Zpe ) 20842 % V¥ 9; mensuravel
J=1 =1

n n
P Zo 842N = (25 942 % Y 9; mensurével

J=1 J=1

equivalentemente a
(20, 9/Z)) = (2, afZp)
por ter que ser satisfeita para toda fungdo g; mensuravel.

Como D, & gerado por fungOes mensuraveis gi{Z;) dependendo,

de uma sé variavel Z; a condig3o (ii) fica como:
(2o, #MZY)) = (25,,72)% Vi=lan (4

e para toda fungdo f mensuravel de uma so6 variavel. Essa condig@o € satisfeita se

e so se:

E{ 20/2;) =ECZ%./2;% =t an

A prova dessa passagem encontra-se no apendice, pagina S0.

Ent3o as fungles g; do preditor KD =30 caracterizadas pelo

sistema de n eaquagbes

SE{ 9,Z)/2; ) = E{ 20/Z; % i=ian. e

J=1



21
Dessa forma fica completamente caracterizado o preditor KD, Z;K. D sistema (4) é
chamado de sistema KD.

Vé-se que o sistema KD depende- s6 das esperangas
condicionais de Zo dado 2; e de Z; dado Z;. Para conhecer essas esperangas €30

necessarias as distribuigtes bidimensionais de { Zp,Z; } e de { Z,,Z; }; J=1 a n.

Geralmente, ndo & possivel resclver o sistema KD porque esta

14 ~

na forma de equapaes integrais. E possivel resolvé-lo fazendo uma discretizagao
. ~ . o . . . A N

apropriada para obter 'Pun;:oas aproximadas por expansoes limitadas em polincmios

ortogonais (G. Matheron, 1975).

Esse procedimento foi desenvolvido com o proposito de
predizer certas varidveis aqgue dependem de uma forma n2o-linear nos dzdos
avaliados, por exemplo, para a proporgdo de valores de teor acima de um dado

valor de corte.

A re:olug’:’{o do sistama KD (4) proporciona o astimador KD ZSK

« D . ")
& a variancia da predigio corresponde a:
" 2
o2 =E( (2o — 250%) =]Z0 - 25|

Como o espago D» esta contido no espago Ha a projegdo de Z,

em H, esta mais perto a Z, que a projegdo de Z, em Da. Em outros termos:
2 ¥ |2 2 x |2
ofc =]zo — Zhek = 120 — Eat Zo 3 + | Ent 203 - 2]

: 2
= ﬂZo — Eal Zg }"2 + " Enl Zp } — Z;Ku 202

Se n3o s3o conhecidas as distribuigBes bidimensionais de
(Zo.2,) e de (Z.2,), & usual restringir o espago H» mais ainda do que o espago D»
fazendo com aue as fungbes f,(Z;) sejam lineares, isto &, f,(Z;) = \,;Z;. Dessa forma
0 espago de procura para o melhor preditor de Z, & o espago vetorial E, definido
pelo conjunto de todas as combinagbes lineares finitas dos elementos do processo
estocastico Z _

Er = { isz,-; Z; €2, )\ €R}.
v=i ‘
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Feita essa restrigdo, o processo Krigagem, chamado de
Krigagem Linear, é definido como o procedimento de projetar a variavel
desconhecida Zg em En ou em qualauer variedade linear C C E, de maneira que se

possa garantir a n3o-viciabilidade do preditor g®. Agora denota-se g" por Z%.

Cond. ;30 de Nao-viciabilidade
Considere-ze a esperanga de Z* €Ea

n n L
et z¥) = E{ szz,} = %xJE( Z2;) = JEAX,- mx,;).

=4

= E{ Zo ), em termos da

O preditor 2¥ & n3o-viciado para Zg, se e sb se, E{ 2t 3}
fungSo média do processo estocastico 2, Z? & n3o-viciado para Zg, se @ 50 sa,

n
21 A mix) = mixp). )
J—

Dois casos s3o distinguidos de acordo com os valores

esperados mixgy) e mix;):
(i) os valores esperados s3o conhecidos ou desconhecidos;

(ii) a fungHo média do processo estocastico e estacionaria ou ndo.

4 2. Krigagem Simples

Todas as esperangas sao conhecidas:

Com o conhecimento de todos os valores esperados, a condigdo
de n3o-viciabilidade do preditor Z* fica caracterizada so pela express3o (6) @ no
mesmo espago de projegso que foi usado pelo procedimento Krigagem Linear E.. O

procedimerto Krigagem nessas condigBes & chamado de Krigagem Simples (KS).



4 3. Krigagem Ordinaria

A esperanga @ estacionaria desconhecida:
Nas condigBes onde m(x) = m desconhecida para todo x € G, a

condig3o de n3o-viciabilidade (6) é satisfeita se e s6 se:
n
> ;=1 0 7
=1

Essa restrigdo aos pesos \'s da combinagdo linear, que gera o espago Ea faz com
oue o espago de projegSo de Zp seja restrito a4 variedade linear C; C E, definida
por a condigdo (7). Nesse caso o processo Krigagem e chamado de Krigagem
Ordinaria (KO).

4 4. Krigagem Universal
A esperanga ndo é estacionaria nem conhecida:
Nesta situagdo nZo & possivel caracterizar a condipﬁo de

n3o-viciabilidade (7). E preciso dar uma forma & fung3o média m(x), por exemplo, a

forma de uma combinag3o linear de L fungBes conhecidas, isto &,
L
mx) = 3 a )
=1

os L parimetros a, s30 desconhecidos. A condig3o de n3o-vicio (6) torna-se:

M

n L
= =

-
]

i

Essa relagdo e satisfeita se e so se,
n
2 A Fxp) = flxg) 1=1alL.
v=1
Essas L condigGes restringem o espago E» a uma variedade linear C_ de dimens3o

n-L e o preditor Z* € €, C C;. Esse procedimento de Krigagem nessas co'ndig:ﬁes

de n¥o-vicio & chamado de Krigagem Universal (KU),
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A variincia de predicio para cada processo da Krigagem &

menor, se o espago de projegdo é maior, isto &,

2 2 2 2 2 %)
Og £ Oxp £ Oko € Oks £ Oy
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CONCEITOS ELEMENTARES PARA RESOLVER
PROBLEMAS DE MINERACAO

1. VARIAVEIS MEDIAS

N3o s3o, em geral, de interesse as varidveis pontuais, mas sim
as variaveis médias, médias das variidveis pontuais Z(x). O teor médio de um bloco

com volume v centrado no ponto x &
2o = - f Z(udu. (1)
u(x)

Na pratica esse teor médio @ aproximado por o valor médio dos valores realizados

do teor pontual

Zu0 o A Pz,
X)) o =i 2(X 2},

DO processo estocastico de interesse & dado por
2, - {zwo,- x€ G}, G C R? ou R®.
A fungdo covarifncia do processo estocastico Z, é dada por

Cp (x—w) = Cov{ ZVZulw) } = -4 [ f Cx’ —y"dx’dy’, @
v 2
Vv v{x) v(y)
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denotada por C(v\v) e representa o valor médic da covariincia Ch) quando um
extremo do vetor dist8ncia h descreve o dominio v(x) @ o outro extremo descreve
independentemente o dominio viv). A integral estocastica (1) existe se a intearal de

de Riemznn (2) existe.

A fungdo média do processo estocastico Zy &
B

=Eg{ 4 =
mz (X)) = E{ v f - 2z(u)du } = m.

Se o0 processo estocastico original Z & estaciondrio ou da covariincia

. . " 3 . 2 ’ . ] « A .
estacionaria entzo o processo estocastico Z, tambem é estacionario ou covariancia

estacionaria.
1.1. Varidncia de Extens3o
E de interesse conhecer guanto é a diferenga que existe
entre o teor médio numa area v(x) com volume v e o teor médio de uma area maior
Wy com volume V, v& V. Essa medida para a diferenga @ a variﬁncia do erro
Z AW —2,(x), chamada wvarilncia de extengSo de V por v e é dada por

o2V = Var{ Zyw-Z,0 )

= Var{ ZyW) } + Var{ Z,& 3 ~ 2Cov{ Zy), ZyX 3

= 'iaf f Clx’ —g)dx’dy’ + 45] f Clx’ ~y")dxdy’ —
VE 3 v J viw v: v J oviw

- £ Clx’ —w')dx’dy’.
w f vix) f Viw)

As inteograis s¥o em duas ou trés dimensBes de acordo com as dimensSes do

dominio G. Para simplificar as notagBes, escreve-se ¢Z(V,v) por
oc2vV) = Clvw) + TV — 2CwW). 3

Quando a covari8ncia C(h) existe o semi-variograma ()

também existe, e por (0.1) a expressido (3) pode ser escrita em termos do variograma



e do semi-variograma onde o termo constante desaparece, sendo
oZv V) = 2TV — Tvy) = TVW. (4)

onde Y(v,\) representa o valor médio de 7(h) quando um extremo do vetor distincia

h descreve o dominio (x) @ o outro extremo independentemente desoreve o dominio

wiy). )

A relagdo (4) pode mostrar-se valida quando o processo

estocastico Z & s intrinseco (a fung3o covarifncia do processo, Ch) n3o existe).
Observagbes:

(@ As Pelagﬁes (3 e (4) s3o independentes dos dominios v e V. Em
particular, o dominio V pode ser formado por dois blocos diferentes V-—V1+V2 eo
dominio da unidade de seleg;ao pode ser formado por diferentes amostras v= Ev .

Algumas podem estar localizadas dentro do dominio V.

(b) Nas relagbes (3 e (4 ha quatro fatos essenciais e intuitivos que
condicionam toda a predig8o.

(i) a geometria do dominio V(x): como o semi-variograma Y(h) & uma
fungdo crescente de h, FWA) aumenta com o tamanho do volume V. Se o tamanho de
V é fixo, o termo T(VV) & consequentemente a varidncia de extens3o oZ(v,V) que
depende também da geometria de V.

(i) a distincia entre o dominio V e do suporte v: na medida que a
distincia entre o dominio da V @ da v aumenta, assim aumenta o valor de T(V,\) e
também o valor da varifncia de extens3o. '

(iii) a geometria do dominio v: como a dimens30 do dominio v aumenta,
o valor de F(v\v) também aumenta e conseguentemente a varilncia de extensZo
decresce.

iy a funpSo estrutural, semi-variograma ou covarifncia: a
qualidada da estimagdo depaende das caracteristicas estruturais (anisotropias, arau

de regularidade) do fenfmeno em estudo.



12. Varifncia de Dispers3o

Nos problemas de selegd3o & muito importante ter uma medida
de dispersSo” (ou de variabilidade) dos teores de produgdo unitarios v (bloco)

dentro de uma sub-area (painel).

Seja um dominio centrado no ponto x, V() Uvx,) onde os
dominios vix;) s¥o todos iguais por translagdo. Quando o volume v do dominio v(x;) é
muito menor em relagdo ao volume V do dominjo de dispers3o W), v &« V, o desvio

quadritico médio S%x) & uma integral sob o campo de dispers3o V

S%(x) = -%- f [ 2,0 ~ Z,w) PPdu.
Vix)

Sob a  hipitese de estacionariedade de covariéncia
estacionaria ou intrinsecsz, a variSncia de dispers3o das unidades v dentro de V é
definida como a esperanga estacioniria de S%(x)

DAv/V) = E{ 8200 } v & V.

Calculando, tem-se

2 _ 4 _ 2
E( s*0 } = E{ L f o [ 290 = 20 du}

= -{-,- f o RV M) dy, v &V (4)
Vix)

Da acordo com (3), tam-sa

2DV = Cviwd vy + CVEOMX) — 2C(vig) Vi),
e como o processo & de covarifncia estacionadria, C(Vwviy) e CVOMV) nlo
dependem das posigﬁes Yy @ X dos dominios viw) e VW (X) respectivamente, mas das
geometrias dos dominios, isto &,

E(V(H),V(Q)) = E(V:V)l V Y €G

e Cveo,v) = TV, Y x €G.



Ent3o escses termos 30 invariantes no campo W(x) ficando

-\1,— f { Cviw,v) + CVGM0) }dy = Blvv) + CUM). -
V{x)

ea condig;'é'o de ser v muito menor que V, leva a aque o deslocamento de vy} em V(x)

[ . 5 N N
& equivalente ao deslocamento de um ponto y no domir./'n V(x), assim

71,- f TV = COVE) = CVV), v & V.
V{x)

A condigdo v « V esta significando desplazar um ponto dentro
de V. Quando o dominio V(x) estd constituido por um nimero finito de Wy a
condigdo v « V n3o € precissada porgue o desplazamento de v(y) dentro de V

significa desplazar um ponto dentro de V.
A varifncia de dispersZo (4) fica
Div /W) = CTlvw) — CVW), S
o que pode ser escrito em termos do semi-varioarama, substituindo Clh) por —~7(h)
DA /W) = TVM ~ T, (6

Pode-se mostrar gque esta relagSo (em termos do semi-variograma) é valida se o

processo estocastico Z satisfaz so a hipétese intrinseca.

Observagdes:

(@) A variidvel aleatdria S%x) depende da posigdo particular x do ponto
central do dominic V(x) e, sob a hipbteses de covarifncia estacionaria ou
intrinseca, D*(w/V) n3o depende da posigd3o particular x, mas da geometria dos
dominios Wiy} e V0 e da fungSo estrutural, covaridncia Ch) ou semi-variograma
Th).

() Para v = 0, isto & a unidade Wy & um ponto. Nesse caso v & V

ficando a varifncia de dispers3o de uma varidvel pontual dentro de V como

pdo/vy = TV — F0,0.



)
) A mlagﬁo de Kriga: A propriedade de aditividsde da virilngia de

dispers3o é estzbelecida como uma consequéncia da relag:'é'o (6)
D% /G) = F(G,G) ~ T(vW
=TV = Tuw + TGG) — TV

= D2v/\V + DAV /G), vCVCG. 7

Isto &, a dispersio da unidade v no depocito G é ioual & soma dacs disperstes da

unidade v no painel V e a dispersZo do painel V no depdsito G.

Essa relagao foi encontrada experimentalmente por D. G. Krige

usando dados de um deposito de ouro.

() A varidncia a priori: Sob a hipotese de covarifncia estacicréria e

supondo gue

lim f f Clu—w)dudi < oo,
Vo0 vix) J vix)

o teor medio Z,x) num campo de dispers3o muito grande V, (Vaco), & igual a

esperanga estacionaria do processo estocastico Z, isto &,

Z/x) 4 E( 200} =m quando V 4 oo,
ou seja, que Z é um processo estocastico ergbdico.
Tendo-se também

D20 /) = d.‘lr’noo DO /W

lim -1- E{[ 2w — mJ?
Hm fwx) {1zw - m 1 }ou
= Var{ Z(y) }

= 0).
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Se o processo estocistico Z é ergodico de co.smiancia
estacionaria , & varifnoia a priori é o limite da varfi\anoia de di=persac da
variavel pontual 2(y) num campo muito arande de variabilidade.
Sob as mesmas hipoteses e das expressdes (5) e (6)
) - D%0/®) = C(O) — Cloo,00) = CO)

= Voo,0) — VO = C(D),

onde Cleo,00) = Clwo) = O,

Floo,00) = V(o) = CO),

e 10 = 0.

Calculo do valor médio do variograma.

As principais operagSes em Geoestatistica (estimagdo da
varidncia de extens3o e de dispers3o) precisam do uso do valor médio ¥ do semi-

variograma pontual Y(h) que & escrito por

Flvw) = L f f Yx— widxdy.
: v v{x) Hix)

Essa expressdo representa o valor médio do semi-variograma pontual Yth) gquando
um extremo do vetor distincia h descreve o dominio v e o outro extremo

independentemente descreve o dominio w. Ver Fia. 1.

Fig. 1. x percorre v e 4 percorre w.



Existem duas formas de se obter F(vuw):

1._ A primeira & calcular ¥ numericamente. Essa solugSo n3o faz retrigSes
nus dominios v @ W, 86 tem que se discretizar por uma malha regular da pontos
centrados (x; i=1 a N) para v e (y; j={ a M) para o dominio w e o valor médio

Fvw) é aproximado por uma dupla soma discreta

A

Fvm) = N7

M
T(x" - HJ)
=1

1y

Me

4

Observagtes:
(i) Outros métodos para a aproxima;’é'o de 7T(v.) mais precisos podem ser

usados, de tal forma aue n3o levem muito tempo nos calculos.

(i) O efeito zero: Essa aproximagdoc e perigosa ao considerar ums dos
dominios como subconjunto do outro, por exemplo w=v, nesse caso podendo ter
pontos coincidentes nas discretizagBes (x; i=4 a N) e (W, =1 a M) dando maior
importdncia ao valor Y(0) = 0. Esse efeito zero faz aque o valor médio do semi-
variograma seja subestimado sistematicamente e, consequentemente, que o valor
médio € da correspondente covarincia seja sobrestimado sistematicamente por Ch)
= GO — 7). O efeito zero pode ser evitado usando um modelo, que movimente
levemente cada ponto de uma das malhas, independentemente de cada ponto da
outra malha n3o movimentada, ou usando outro método mais sofisticado como o

meétodo de Gauss-Cauchy.

(iii) Densidade da aproximagdo discreta. A principal condigdo para a
aproximag3o discreta & a densidade, que deve satisfazer todas as relagles de
ordem do variograma e varifncia de dispers3o, ou seja se v > w, entfo  T(vv) 2
Fww) @ os estimadores devem também sastisfazer Tr(vy) 2 Thww) e DZ*(V/N)(U.
Além disso, densidade da aproximagdo discreta pode ser achada iterativamente por
aumentos proaressivos nos numeros N e M até alaum aumento que produza melhoria

ndo significativa.

2._ A segunda forma para conseguir o valor médio T(v.w), é que a geometria
dos dominios v e w sejam simples. Foram construidas para isso quatro fungtes,

chamadas fungdes auxiliares basicas e denotadas por a, X, F e H, definidas para
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dominios da forma retangular em uma ou duas dimens8es. Ao considerar modelos
semi-variogramas 7Y(h) isotropicos simples (modelos linear, logaritmico, esférico,
exponencial @ potencia), cbtem-se valor médio T(uw) para as diferentes dimensSes
dos dominios simples v e w. Esses valores s3o apresentados em forma de dbacos

(cartas) (A. G. Journel, 1978).

2. DISPERSUES VERDADEIRAS
0O conjunto do mineral contido no depdsito G, chamado de
recurso in situ, @ representado por histooramas de dispersSes. Assim, o histoorama
para teores z(x) de suporte pontual, supondo que seja representativo da

'3
dispersio dos teores no depdsito G, tem as siguintes ocaracteristicas:

") uma média experimental mNG0), que & supostamente igual & média

verdadeira do deposito m = E( Z(x) }
(ii) uma vari&ncia de dispersto, DZ(D/G) = E{ [2(x) = m ]2 }

(iii) @ uma forma, por exemplo assimétrica que pode ser ajustada geralmente

por uma distribuigdo lognormal ou gamma.

Supondo que os teores verdadeiros z,(x) de todas as unidades
mineiras de suporte v sejam conhecidos, o histograma de dispers3o dos teores z,(x)
ent3o serd construido com as carataristicas, a seguir:

(i) uma média igual & média dos teores pontuais, m = E{ Z,(x) }

(i) uma wvari8ncia de dispers3o, Dz(v/G), onde geralmente o suporte v é

maior que o suporte pontual. Note que D*v/G) < D*(0/G), pela relagdo (7).
(iii) uma forma, por exemplo, assimétrica.

Essas carcteristicas s3o mostrada na Fig. 2.
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Fig. Z. Densidade do teor pontual e do bloco-v.

Assim, os dois histogramas s3o diferentes, levando a
proporgdo de teores pontuais z(x), maiores ou iguais a um valor de corte zp (regifo
riscada, Fig. 2), a ser diferente da proporg8o de teores médios z,(x), maiores ou
iguais ao valor de corte 2z, (regiSo preta). Se existir uma proporgdoc nio
desprezivel de testemunhas de teor Z(x) 2 2z,%, n3o haverd nenhum ou poucos
paineis de varias toneladas de teor médio Z,(x) 2 zg%. Para altos teores de corte
Zo > M, a area riscada do histograma de teores testemunhas z(x) pode seriamente
sobrastimar o possivel mineral recuperado no teor médio @ na tonelagem média @
correspondentemente subestimar a tonelagem do metal estéril, isto &, subestimar a
irea correspondente aos painéis com teores z,(0 < zp. Vé-se gue a nogSo de

suporte da variavel é essencial.
Até agqui € possivel conhecer as estimativas dos dois
par3metros que caraterizam uma fungSo de distribuigSo dos teores Z,(x) num

suporte v do depdsito G como segue.

Conhecida ou estimada a distribuig8o do teor pontual Z(x) no

depésito G, $%G,2), a esperanga astimada de Z/(x) @ dada por

o0
m¥ = m¥v/0 = n*0/6) = [ udé¥Gw
0
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Usando a relagdo de D. G. Krige, express3do (B), encontrada experimentalmente por

ele e formalizada por G. Matheron temos:

D2w/G) = F(G,G) — T(uv)

D30/G) 4+ TFO0) — TF(vw
= D0 /G) - F(vw.
A varifrcia de diepers3o estimada é dada por
2* 2* =1
D? (v/® = DZ W@/G) — Tvw),
3 [ ]
onde D% (0/0) = f [u — m* Pde*Guw
o]

g T(vyv) é obtido por um dos procedimentos expostos no calculo do valor médio do

semi-varicarama.

Mas para conhecer a distribuigdo do bloco-v ndo & suficiente

. . o ’ . A . ’ , ’ .
determinar =0 os parametros da media e da variancia, tambem e necessario

conhecer a forma dessa distribuig3o.

2.1. Principio de Conservag3o da Distribuig3o

Diversos trabalhos usam o principio da conservagido da
distribuigﬁo. ague consiste em ajustar o histograma experimental das amostras por
uma distribuig3o teorica (lognormal, gamma, etc). Logo, postula o principio  de
conservagdo da distribuigdo dos teores blocos-v, e que leva a distribuigdo dos
teores bloco-v terem mesma forma da distribuigdo dos teores pontuais. Em
particular, o postulado de conservag3o lognormalidade & muito frequente. E
fazendo uma simples oorrepdo para a dispersdo, e possivel derivar a distribuigdo

dos blocos-v qualguer seja sua forma, tamanho e localizag&o.
Alguns dos problemas aue surgem sobre esse enfoaue s3o:

— n3o existe nenhuma justificativa tedrica do postulado de conservagdo da



distribuigdo, ao contrario, numerosos exemplos experimentais o rejeitam.

— as amostras nunca s3o exatamente distribuidas segundo uma logrnormal. O
modelo lognormal impSe um comportamento particular nas caudas da distribuigSo

que ndo & ajustado, em geral, ac comportamento experimental.

Ecse postulado pode ser usado na pratica, se o fator de

o d oA . - . ra
corregao de variancia relativa for pequeno, isto @,

| %6/ - D2 /G) |

> < 30%.
D%0/G)

Satisfeita essa restrigdo no fator de correglo de varidncia relativa, a

distribuigdo bloco-v é dada por
2,G;z2) = #Gu),

onde g=m+g§8/g;(z—m), vz €G.

3. A ANALISE ESTRUTURAL DU VARIOGRAFIA

A andlise estrutural de um fenSmeno distribuido espacialmente
consiste em construir um modelo do variocgrama que caracteriza de uma forma
operacional as principais caracteristicas da dependéncia espacial do fendmeno.
Essa modelagem exige um bom conhecimento fisico do fenbmenc e dos objetivos a
serem estudados, como também possuir uma pratica no ajuste de modelos

geoestatistioos.

0 estudo geoestatistico compreende dois passos principais:

i_ Uma analise espacial que resulta na decis3o essencial de

estacionariedade (homogeneidade na area de estudo) e num modelo para a

dependéncia espacial sob a area.
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2._ A implantagfo de um dos m&todos a definir no proximo ocapitulo com o
rome de Krigagem Indicadora ou Krigagem Probabilitica, para determinar

completamente a funglo distribuig8o estimada.

A anilise estrutural & importante e compreende duas fases:
uma € a analise exploratoria dos dados, onde sé consegue a familiaridade com os
dados e o problema, gue ndo & considerada nesta d:rsertagdo; a segunda, é
conceguir modelar o varioarama. Os resultados da anilise estrutural, em particular
a decicfo de estacionariedade, e, como consequénicia, os modelos do variograma,
cordicionam completamente os resultados do proximo passo da Kricagem e a

estimagdo da fungdo distribuigio.

A modelagem do varioorama e feita com base no variograma

experimental

a ) — 3 )?
2h) = _51 L z(x‘)IN(h)zl(x’ Y, heR R @
MN(h}

Onde N(h) = { Gepx )i |xi—xif = h } e |N(h)] & o nimero de elementos distintos em N(h).

Plotado= o= pontos ”S’(h) para cada h, agora tem que se ajustar

&’ - - . . A
o melhor modelo semi-variograma teorico Y(h) ao semi-variograma experimental T(h).

Para dados espacialmente irreaulares, Nh) € usualmente
modificado para o conjunto { (xpx;% [ Xi=%x;] = T(h) }, onde T(h) @ uma regido de

tolerancia de G referenciada por h (A. G. Journel, 1988).

Outros estimadores para o variograma sd3o dados por Cressie
e Hawkins (1980) e uma comparagio entre diferentes estimadores do variograma,
incluindo o do métedo dos momentos (8), @ dada por D. L. Zimmerman e M. B.
Zimmerman (1991).

3.1. Modelos dos Variogramas

N3o nos ocuparemos nesta dissertag3o do primeiro passo do
estudo gaoast,atisticro. estaramos restrinoidos a expor somente os modelos mais

comuns dos variogramas, deixande de lado a analise exploratoria dos dados, para



isso ver A. G. Journel (1978).

Condig3o positiva semi-definida.

J& foi dito anteriormente aque a covaridncia Ch) de um
processo estocastico de covariSncia estacionaria deve ser ula fungd positiva
semi-definida. Se o processo estocastico & intrinseco com o semi-variograma Y(h),
entdo Yh) deve ser uma fungdo negativa semi-definida condicional. Condicional
porgue & soma dos coeficientes da combinag3o linear dos elementos do processo

deve =er igual a zero.

Como a propriedade positiva semi-definida de uma fungdo g(h)
estd relacionada as dimensBes do espago onde estd definido o vetor distancia h,
ent3o, uma fungdo aque & positiva semi-definida num espago unidimensional, pode néo
ser positiva semi-definida em um outro espago n-dimensional com n > i,

Mas, toda fungdo que é positiva semi-definida em um espago n-
dimensional também & positiva semi-definida em um outro espago de dimens3o menor
(M. Armstrono e P. Diamond, 1984).

Essas propriedades também s3o obtidas para fungCes
negativas semi-definidas condicionais, e todos os modelos tedricos expostos nessa
seggo, s3p positivos semi-definidos ou negativos semi-definidos condicionais em

trés dimensbes; portanto, podem ser usados em uma ou duas dimensOes.

‘A geoestatistica, por meio de duas propriedades das fungBes
positivas semi-definidas, tem preferido fungfes que satisfagam as propriedades
abaixo desoritas para construir uma familia suficientemente grande de modelos de

covariincias e variogramas.
Propriedades:

i._ Qualquer combinag:'é'o linear de covariincias ou semi-variogramas & uma

covariincia ou semi-variograma.

K
Cthy = 3> N2 C;th), & uma covaridncia.
4=1



X
T = 3 2] 7,0, é um semi-varograma.
=4
2._ Qualquer produto de covarilncias e uma fungo covariincia
K 2 ’ Y. .
Chy = TT N\ C ), é uma covaridncia.
=1
Como qualoguer covaridncia é associada necessariamente a um semi-variograma,
Th= CO) — C(h), tem-se que

K 2 K 2

esta express3o & uma fungdo de semi-varioarama aceitével.

Modelos Teoricos Basicos

Seja Yh) o semi-varioorama do processo estocastico Z. As

duas caracteristicas principais da um semi-variograma estacionario s3o:
i._. O comportamento na origem: parabdlico, linear e efeito pepita.
2._ A presenga ou auséncia de um patamar, isto & 7(h) = constante, |hl > a.

Comportamento na oriagem.
Para explicar mais claramente o comportamento do variograma

na origem, & preciso ter presente dois conceitos:

(i} Um processo estocastico Z é dito continuo no ponto x € G, em media
ouadratica, se

. 2
Jdim E{ [ Z(x+h) — 200 ] } = 0. (9

Supondo que © proceso € intrinseco ou de covariincia

estacionaria, ent8o a expressi3o (9) é equivalente a:
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lim Yh) = 0 = Y0), Y x €G.
h~0

E assim aque a oontinuidade (em média quadritica) espacial da um prooesso
estocastico Z estd relacionada a continuidade (em"R) da fung3o variograma no

ponto zero.

(ii) Um processo estocastico Z & dito diferencidvel no ponto x € G em média
quadratica, se existe um processo estocastico W, de seagunda ordem, tal que

3 2{x+h) — Z{x)
1 ey _—eal . = 0.
m E{ ' 7 W(x) ' } =0 (10)

Nesse caso Wx) é denotado por Z2/(x).

Suporndo que © processo seja intrinseco ou estacionario, a

expressio (10) pode ser escrita como:

1im LB o gf oo ).
haU hi2 { Iucof® }

Esse conceito leva a relacionar o variograma numa vizinhanga
da origem h=0 com a regularidade (diferenciabilidade) espacial do processo

estocistico Z, qua modela o fenSmeno.

Os conceitos de continuidade e regularidade nos d3o o
conhecimento do comportamento do fenbmenc. Agora, se o fenbmeno & razoavelmente
homogéneo, de tal forma que se possa considera-lo intrinseco ou de ocovarifncia
estaciondria ent3o o estudo do comportamento do fenbmeno se reduz ao estudo do
variograma numa vizinhanga na origem. Em ordem decrescente de regularidade,

quatro tipos principais de comportamento na origem podem ser distinguidos :

1. Comportamento parabolico.
0 comportamento parabolico do variograma & do tipo Y(h)~
Alhl? quando h — O (~ quer dizer que para h=¢, 7(h) pode n3o ter forma parabdlica).
Du seja que T(h) & duas vezes diferencidvel na origem e o processo também é

diferenciavel. Esse tipo de comportamento & caracteristico de uma variabilidade

espacial muito regular e o processo também & continuo.
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2._ Comportamento linear.
0 comportamento linear & do tipo Y(h~Alh| quando h — 0O,
assim que Y n3o & deferenciivel na origem, mas & oontinuo em h=0. Assim, o

processo &€ continuo mas n3o é diferenciivel.

3._ Comportamento de descontinuidade na origem ou efeito pepita.
Esce tipo de comportan.:nto & descrito pelo fato de que Yh)

ndo converge a zero quando se faz tender h ao zero, embora por definigdo 7(0) =

0, isto é,

lim T = Cg.

h-0

A discortinuidade de um variograma na origem & chamado de
efeito pepila.

Assim o processo desorito com um efeito pepita nio & continuo.

4 _ Comportamento de efeito pepita puro.
Esse comportamento do variograma na origem & o caso limite,
quando Y(h aparece sO com discontinuidade na origem e constante fora da origem,

isto é;

onde ¢ & muito pequenc em comparagio & distincia de observagdo, para qualquer
distincia de observagSo t3o pequena quanto possivel. Esse comportamento quer

dizer que Z(x) e Z(x+h) s8o incorrelacionados.

Estos quatro tipos de comportamento podem ser mostrados na

Fig. 3.
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Fig. 3. Os aquatro tipos principais de comportamento

do variocgrama na origem.
Assim, os modelos mais usados podem ser classificados como:

i._ Modelos com patamar (ou modelos de transig3o)
i) e um comportamento linear na origem
— modelo esférico
— modelo exponencial
(ii) e um comportamento parabodlico na origem

— modelo gaussiano.

2._ Modelos sem patamar (nasse caso O prooesso @ so intrinseoco).
— modelo poténcia

— modelo logarit.mico.

3. Modelos com Efeito Pepita. Esses modelos apresentam uma aparente
discontinuidade na origem do semivariograma, isto &, uma constante pepita C, que
pode ser interpretada como uma estrututura de transigdo, alcangando seu patamar
no valor de um alcance muito peauenc Cp comparado com a dist8ncia avaliada de

observagso.

4._ Modelos com Efeito Buraco. Esses modelos s3o os que n3o tém um

patamar, isto &,

TP h<a

T = { £y h>a.
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onde f(h) geralmente &€ uma fung3o aue oscila em torno do valor alcance a. por

exemplo uma fungdo senoidal.

1. Modelos com patamar ou modelos de transigio.
Os modelos apresentados sZo normados ,isto é, esses modelos

correspondem a processos estocdsticos com variincia a priori igual a um
b

Var{ Z2(x) } = CO) = V() = {.

Para obter um modelo com um patamar C(0)=C 3 {, & suficiente

multiplicar a express3o Y(h) ou Ch) por um valor constante C.

(i) Comportamento linear na origem. Este & o mais freaquente tipo de
comportamento na pratica da minerag3o (variograma dos teores) acompanhado de um
efeito pepita.

— Modelo esferico

~ Modelo exponencial
_ -|hl

Esse modelo, diferentemente do modelo esférico, no alcanga seu patamar em uma
distdncia finita a; o modelo exponencial alcanga seu patamar s& assintoticamente,
embora as flutuagfes experimentais do variograma n3o fagam diferenga na pratica
entre um patamar alcangado assintoticamente ou ndo. Para o modelo exponencial o

alcance pratico a’ pode ser:

a =3aeY)=41-e3=085 ~ {.

A diferenga entre o modelo esférico e o exponencial & a distincia na qual a

tangente na origem intercepta o patamar
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Ih] = Zga para ¢ modelo esférico,

lh| = a = 93-: para o modelo exponencial.
)
(ii) Comportamento parabolico na origem.

0 modelo Gaussiano tem um comportamento parabdlico na
origem. Esse modelo caracteriza um fenBmeno com escala de con.lnuidade espacial
extremamente curta. Esse modelo n3o & usado para modelar variosramas de fungBes
eszpaciais com diccontiruidade tal como & varidvel indicadora I(x;2), definida em

(D.4).
2. Modelos sem patamar.
Os fentmenos com modelos sem patamar correspondem a

processos com uma capacidade ilimitada de dispers8o espacial; nio podendo ser

definida a varifnecia a priori nem a covarifncia. Os processos s30 sé intrinsecos.
(i) Modelo poténcia.
vinh =1hP Ikl 20 e 6 € ©2.
Na pratica , sb o modelo linear é frequentemente usado
YlhD) = wlhl, w a inclinagdo na origem.
3._ Modelos com Efeito Buraco.
Um modelo variograma tem um efeito buraco quando o

crescimento n3o é mondtono. O efeito buraco pode aparecer em modelos com ou sem

patamar.

0 modelo com efeito buraco usual é dado por:

Yihh =1 -

A amplitude relativa do efeito buraco & definida pelo minimo valor da covarifncia
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dividida por seu valor patamar C(0)

« = JminCdhb}
- T o

5._ Modelos de Anisotropia.
Frequentemente o vetor dist8ncia h ni3 & definido em um
espago unidimensional, em geral & definido em um espago de duas dimensSes (R,
onde o fentmeno em uma direg¥o pode ter uma variabilidade espacial diferente de

outra diregdo.

(i) Isotropia.
Um fenBmero é dito isotrdpico se sua fungSo variograma
depende s& do valor médulo (hl do vetor dist8ncia h, ou seja, que para qualquer

dir*e;;’é'o das distincias observadas a variabilidade espacial do ferdmeno & a mesma.

(ii) Anisotropia.
Um fendmeno é dito anisotrdpico se sua variabilidade espacial
ndo & a mesma para todas as diregles, ou seja, que a fungdo estrutural do
fenbmeno que caracteriza a variabilidade espacial (covaridncia ou variograma) nio

s6 depende do mbdulo do vetor dist8ncia, mas também da sua direg3o.

Na préatica, uma anisotropia real corresponde a existéncia de
diregSes preferenciais na formagdo do fendmeno estudado. Essas diregSes
preferenciais s3o as vezes conhecidas a priori, onde suas variabilidades serdo
quantificadas pelo variograma.

(iii) Anisotropias e estruturas imbricadas
Sabe-se que a variabilidade espacial entre as variaveis Z(x+h)
e Z(x), caraterizada pelo variograma 27(h) = E{ [ 2(x+h) — 200 3° ), deve-se a muitas
causas que aparecen sob um dominio de escalas diferentes, ou seja, 2(x) pode ser

da forma
Z(x) = 200 4+ W) + nx) + elx), (41)

supondo que

B UNICAMP |
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(i) ) é o processo médio deterministico, chamado de variagdo a grande
escala,

(i) W) & um processo intrinseco continuo em média quadritiocs, com média
zero e o alcance de seu variocgrama (se existe) maior do que min{"x,- = X;[iiLi<s $n}.

Chama-se esse processo de var'lag:ﬁo a peguena escala,

(iii) N(x) @ um processo intrinseco com mé&dia zaro, indepandante de W, oom
alosnoe do variograma menor que min{ i — xfi 4 £4<s € n } Chama-se esse

processo de variagdo de micro escala,

(iv) e e(x) @ um processo ruido com média zero, independente de N e W, ¢ é

chamado de erro de medida ou simplesmente ruido.

Supondo i) = m constante, o processo Z definido por (11) é
intrinsico, podendo ser uma combinag;go de processos isolropicos e anisotrépicos,
ou seja., 0 pbrocesso variagdo de micro escala pode ser isotrépico e o orocesso de

variag3o de pequena escala pode ser anisotroépico.

N. Cressie (19688) discutiu que se Z(x) tem um componente de
erro de medida, ent8o uma versi3o regularizadora & predita, considerando um modelo
de estruturas imbricadas. E concluiu que as interpretagdes nos parametros do

variograma, comuns na literatura, vio ser modificadas.

Todos os modelos para o variograma dados anteriormente, s3o
modelos isotrdpicos; dependem sé do mobdulo |h] do vetor distincia. Esses modelos
s3o aproveitados para modelar as anisotropias, fazendo uma corregdo na sua

isotropia.

S3o duas as presentagbes de anisotropias oue podem ser
corrigidas:
(a)._ Anisotropia Geométrica.
Se os variogramas experimentais em duas ou mais diregGes tém
uma mesma forma (o mesmo modelo) e patamares iguais, fala-se em anisotropia

geométrica. Fazendo-se uma transformag3o linear nas coordenadas do vetor
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disténcia h & possivel levar um variograma anisotropico a um isotroépico, isto &,
Y(h) anisotropico = Y(h’]) isotrépico,

onde h’ = A¥h e A é uma matriz de produtos de rotagBes e uma transformag3o de
afinidade.

(b)._ Anisotropia Zonal.

0 modelo de anisolrooia zonal é outra opg3o para o uso na
pritica. Existem variogramas experimentais onde sua anisotropia n3o & possivel
corrigir por uma mera transformagdo linear nas coordenadas, em particular, esses
variogramas experimentais que apresentam valores patamares diferentes, em

diregBes diferentes e onde sua forma pode ser até diferente para cada diregdo.

Um componente de variabilidade especificada em uma diregio
a, poda ser modelada por um variograma Y(hy), dependendo s6 da interdist@ncia hg,

madida ac longo da direg3o «, isto & em R? o vetor h = (hohy)

Thhy) = TYhg), independe de h“ +30°

onde (h“ , h

0 ) S50 dados por uma rotago do vetor h em um dngulo a.

Un modelo de anisotropia ogue depende s6 de um nUmero
reduzido de dimenstes do @spapo original Rz ou Ra, & dito ter uma anisotropia
zonal.

As corregfes dessas duas anisotropias s3o dadas por AG.
Journel (13978).
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caPiTULO I

KRIGAGEM INDICADORA E PROBABILISTICA

Em fenBmenos razoavelmente bem comportados, com
coeficientes de variagdo n3o maior do que um (por exemplo, depdsitos do tipo
porfiricos e sedimentados), s30 bem sucedidos os métodos mostrados anteriormente
(Krigagem linear), que proporcionam a quantificagdo do risco e estimativas locais

.
das caracteristicas médias tais como os teores blocos.

Mas as dificuldades comegam com fen8menos altamente
variantes que contém uma propor¢3o de dados com valores extremos muitoc pequenocs
apresentando uma distribuigdo de caudas compridas com um coeficiente de variagdo
no dominio de 2 até 5 (por exemplo, depdsitos de urinioc, ouro, diamantes, etc). Isto
leva o variograma a ser extremamente sensivel, fazendo-o distorcido, dificil de

modelar e sem utilidade alguma (B. M. Davis, 1984).
As saidas para essa dificuldade s3o:

i._ Usar aquilo que a industria mineira esta usando hoje, tratar os valores
extremos sobre alguma superficie geologica (tipo de rocha, grau de alterag3o) ou
probabilistico (os dados s3o retritos a uma distribuigdo de normalidade). Esse
tratamento pode tender a serios erros de estimag@o das reservas (usualmente
subestima & oquantidade total de metal), especialmente quando o tamanho da

amostragem n3o é suficiente.
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2._ Os métodos usados pelos gecestatisticos no passado, regularizando os
dados por meio de transformagGes (por exemplo, raiz quadrada, logaritmo natural ou
transformada score normal). Essas transformagbes, com a caracteristica de nio
linearidade, trazem métodos n3o-lineares para predizer uma varidvel n3o-linear,
tais como KD, MG e Krigagem Logrormal (A. G. Journel, 1980). Infelizmente todos
esses métodos tém que se impor & suposigSo de normalidade da distribuigSo

multivariada do processo estocastico Z. )

A idéia da Krigagem Indicadora (KI) desenvolvido por A. G.
Journel no ano de 1982, gue foi fnspirada pelos resultados obtidos por G. Matheron

no ano de 1972, para o KD, & basicamente dividida em duas partes:

1._ Tendo um fenGmeno altamente varidvel, & desejdvel registrar a valiosa
informag8c dos dados, sem ter gue ajusta-lo a alguma transformagio

regularizadora. E assim gue Journel pensou transformar os dados originais em

novos dados indicadores.

2._ E preoiso ‘gue estae métpdo a apraesartar antregue as raspostas, oom
suas dificuldades (Armando 2. Remacre, 1989 e G. Matheron, 1982), ao problema da
mineragdo de predizer as reservas recuperaveis, o que se traduz em predizer a
distribuigdo espacial dos valores z(x), em uma area bem definida. A forma de fazer
isso é basicamente discretizar o dominio da variivel teor Z(x) em um nimero
suficiente de classes e interpolar, separadamente para cada classe, as estimativas
da distribuigdo espacial dos teores Z(x). Nessa etapa ainda se esta lidando com
varidveis com suporte pontual, onde na verdade o interesse esta nas variaveis com
suporte de um bloco-v, Zu(x). Nessa etapa de passar de uma distribuigdo pontual
para uma distribuigfo bloco-v & que nasce outra dificuldade, que outros métodos
ndc lineares n3o apresentam por supor uma distribuic8o normal. Para isso é feita

uma corregdo para o efeito do suporte na distribuigdo estimada pontual.

1. VARIAVEL INDICADORA

Considere o processo estocastico 7 = {Z(x), x € G} que modela

o fenbmeno met,alogémco num depdsite G com limites bem definidos, a miner*ahzag:ﬁo
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em G razoavelmente homogénea, de tal forma a considerar o processo estocistico,
estaciondrio em G, e uma realizag8o finita do prooces=o Z, {z(x S o=z, j=1 a n}, que

s8o os dados avaliados.

1.1. Transformada Indicadora

Define-se a transformada indicadora

1 se Z(x)Lz

I(ZCz) = g2y = { p
0 se nao,

para cada x € G e z um valor de corte no dominio de variabilidade do teor Z(x

Uma realizagdo de uma varidvel aleatéria indicadora Ixq;2),
i(xgiz), no ponto xo pode ser interpretada como a probabilidade da variavel
aleatoria Z(xgp) dado Z(xg) = 2z, como segue-se

P(Z2{xg) £ 2, Z(Xg) = 25 )
P( Z(XO) = Zo )

P(Zxg) €2 / 2(xg) = 29 ) =

_ 1 se Z(xg) = 2p&2
. 0 se Zixg) = 2g >z

= ilxgi2) g

Fazendo essa transformagdo temos o processo estocastico

estacionario
Iz = {l(x;z); x € G}. z variando no dominio de Z(x).
Assim & possivel definir as seauintes fungBes do processo l:.
— fung3o média.
E{Ix;2) ) = 40P( Z(x) € 2) + 0oP( Z(x) € 2)

=P(Z2(x) £ z)



Note que

Note que

= F(2), Yz €06

+ N -
ﬁ.ng:So covariancia cruzada n3o-centrada.

Khiz,z’)

E{ Kx+hyz) Ix;z" }
Pt Zxx+h) €z, Z2(x) £ 2°)

= F(h;z;2%)

= fung3o distribuigdo conjunta (f.dc) de Z(x) e Z(x+h).

Khzz) = Kf-hiz’2) # Ki-hz,z,
K{0iz,2) = F(mirdz,2").

funglo covaridncia cruzada centrada.

Chiz) = Ch;z,2) = Cov( Ix+h;2) Ix;2) }
- Kthiz,@) — F2(@
= K2 — F2)

C02) = Var{ I(i;z) }=F@ {1 ~-F@2 1]

27hz,z"

E{ [ Kx+h;2) — 102) M Kx+h;z?) —=Ixz) 1)

2K(0;2%,2) —~ Kfh;z,2) — K(h;z’,2).

o1



Note que
Thiz,2) = Thz’,2)
= F(minz:z") — FF @) - § { Chizz) + Chiz' }.

Nhiz) = Yhiza = L E{ [ 1) — lerhid P } 2 0

= C(0;2) — Cth;2)

= F(2) - K(h;2).
—~ fungdo correlograma cruzado.
. ¥ 4
phiz,2) = —= Sihiziz) € [-1,1).
| GG CO:z)
Note que
ofhiz) = othizz) = Cithia) Th;2)

com =1~ Toe

A proporgdo exata dos teores Z(y), menores que um valor de
corte z, em uma sub-area Wx) de G, centrada no ponto x com volume V, & dada por:

dV();2) = §Vi2) = -é— ] Ku:z)du.
Vi)

Essa fung3o aleatdria & n3o-viciada para a f.d. de Z(), ou seja

E{ $(V;2) ) = E{ -\1,— f !(g;z)du}
Vix)

= L E{ f Iy;z)dy } =1 f E{ ly;2) Ydu
v V{x) v Vix)

= F@ g

52
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A covariancia n3c-centrada do processo estocastico $(V(x);z) @

dada por
cov{ 8, &vizh } = L f [ Kfu — vizz¥dudv — F(z2) F(z*)
Y vix) J vix)

= ...1.2_. j ] Clu — viz,z")dudv.
. v vix) J vix)
E sua variancia e

i
Var{ éV;2) } = — Clu — v;z,zdudv £ 1.
{ } V2 ] Vix) f vip !

Ao considerar uma sub-area V(x) com volume V muito grande
(Vc0), com & Var{ &(V;2) } finita, @ que se da a condig3o suficiente para qua §(V;2)
convirja & esperanga estacionaria

E{ Iix;2) } = F(2).

Vendo &(V;2) como fungdo de 2z, & possivel interpretar uma
realizagdo de &M\V;2), #(V;z), como a fd, F(z), da varidvel aleatéria Z(y), para
aualauer y € G.

i12. FuncQes Locais de Recuperag3o.

Determinada a fungdo distribuigdo #V2), & possival

determinar as fungles recuperaveis pontuais em V.
— Tonelagem recuperavel.
1 — ¢V;2) = Proporgao{ z(w) > z; w € Wx) }.
- Quantidade de metal recuperavel.

oo
aViz) = E([ 41 - Ix;2) JZ(x0) ) = [ udg(V;u). (1)
z
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— Teor médio de mineral mm corte z.

alV;z)

mViz) = T

Observagdo:
Fazendo z = 0, o teor médio in-situ em V & escrito como )
oo
m(V,0) = aV;0) = ] udg(Vu).
(-]
Se a area V(x) & reduzida a um ponto x
$x;2) = ilx;2),
e se z = 0, o teor médio in-situ & o valor realizado da varidvel Z(x)
oo
m(x;0) = 2(x) = f udi(x;w).
[+)

A express3o (1), &€ uma integral de Stieltjes com densidade
d#¢(Viz). Embora a fungdo #(V;z) ndo seja derivdvel em z, essa integral sempre &
definida na pratica, onde z(x) < © V¥ x € G.

" Assim, a fungdo a ser predita @ a proporgdo exata $(V;z), para
poder obter estimativas das distribuigbes espaciais locais. Em termos da
mineragdo, é estimar as reservas recuperaveis locais pontuais.

2. Krigagem Indicadora

Na presénga da continuidade espacial entre os dados,
{z ',;iai,---,n}, considera-se que cada dado z; pode ter diferente peso, dapendendo da
sua configurag3o espacial. E o preditor que sera considerado a principio é da
forma:

A n
dViz) = N + 2 M@ Kx;2) ; x; €G
=1

onde os pesos \,'s ficam caracterizados pelo orocedimento de minimizag3o, exposto
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no capitulo introdutorio seg¢3o 4, s6 que agora o procedimento é desenvolvido
usando as variaveis indicadoras. E necessario entdo achar os pesos )\/’s em

decorréncia da minimizagdo do erro quadratico médio
A 2 A 2

| sviar ~ dwi | = £{ { s> - bV ), @

sujeito a que o preditor 3(V;2) seja nio-viciado para &, 2), isto &,
A

E{ avi) - dv } = 0.

Em termos geométricos o preditor :I;(V;z), que minimiza o erro
quadritico médio denotado por $*(V;2), & a projegSo da funglo proporgdo
desconhecida §(V;z) no espago gerado pelas combinagfes lineares

n
)so + 2 XJ(Z) X(XJ;Z).
v=e
Essa obprojegdo & Unica, e é caracterizada opela ortogonalidade do vetor
[8(V;-8*(V;2)) e cada dos (n+1) elementos geradores do espago das combinagBes
lineares, e também é caracterizado pela condigdo de ndo-viciabilidade, isto &,

E{ 8V — &v;2) } =0

E{ [ &V - 3V 1162 } = 0; s=t an.

2.1. Krigegem Indicadora Simples

Considerando o processo l; estaciondrio com média conhecida,

expressa-se a caracterizag:‘é'o em termos da média e a covaridncia n3o-centrada,
4]
o + E A (=2) F(z) = F(=)
v=1

4] -
o F@ + 2 22 Kitx; — x;2) = KWzl j=1 an.

=1

Multiplicando a primeira equagdc da caracterizag3o por F(z) e
subtraindo a primeira equagdo da (j+1)-ésima equagdo, obtem-se
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2 . 2 . : 20,y .
2 M@ (Kix; = x2) — F2@ ) = R - F2@; =1 an.
&=

oA .
ou em termos da covariancia

n -
3 A2 Clx; — x;2) = CVx ;2 y=1an. &)
=31

Esse sistema & chamado de sistema krigagem indicadora simples, que é re:hlvido

independentemente para cada valor de corte 2.

Depois de resolvido o sistema (3) para obter os pesos )\;’s, o
peso X\ & dado pela primeira equag3o da caracterizaglo de 8(V;2). Logo, o preditor
chamado de Krigagem Indicador (KI) &€ dado por

¥4 . 4 -
#*vi2) = F) (1 - 2 )+ pRYCRCr 2

E o preditor centrado Q*(V;z) -~ F(2} aparece como uma

:'.:ombinapﬁo linear da varidveis indicadoras:
P n
v - F@ = 3 @ (12 - F@ ).
v=1

Em termos oeométricos, 3%V — F@ & a projegdo da variavel desconhaoida
$(V;iz)-F(2) no espago vetorial gerado por as combinagBes das n varidveis
l(XJ;Z)—F(Z).

Varidncia de Predig3o.

A varifncia de predigZo Var{ vz - vz } do preditor Kl

o*v;2) é derotado por cﬁ, e escrito por:

- n -
ol = GV - > A @ GV ;iz).
=1
Observages:
{a) 0O sistema Kl simples pode ser escrito em termos do variograma usando
T —-C0), ficando como:

n _ n
C(0;2) ( i- Z‘ 22 ) = TVWx;2) = 2 A2 Nx; — x;2); =1 an.
=

J=



(b) E a varidncia pode ser escrita como:
2 n — n -
ch =co (1 =3 2@ ) + TV + 3 2 @Tvix ).
v=l =t

Na hora de ter uma estimativa ¢*V;2) da Proporgao *wv;2)
devemos ter valores realizados i(x;z), das varidveis indicadoras I(x;z), dessa

forma podemos ter o valor ¢*(V;z)
% n
¢V;2) = F(2) + 2 » (@) i iz
J=1

Vemos que ainda n3o estid completamente determinado o valor ¢*(V,‘z), por n3o estar
F(z) determinada. Para poder determina-lo & preciso conhecer F(z). Uma alternativa
para estimar o valor F(z), para o caloulo de ¢*(V;2), & pela estimagdo direta de

F(z2), que sera exposta mais em frente.

22. Krisagem Indicadora Ordinaria

Ao considerar o processo Z estacionario, com esperanga
desconhecida, v@o acontecer mudangas na forma do preditor d;2) para poder
satisfazer a condigdo de n3o-viciabilidade para $(V;z). Esse preditor &€ da mesma
forma do considerado anteriormente, onde os pesos )\;'s s3o aqueles que minimizan
o erro quadratico médio (2). Esses pesos vdo definir o preditor que minimiza o
erro médio guadratico, que também tem gue ser n3o-viciado para $(V;2), isto &,

n
ECE—2) =)+ )@ F@ - Fa) = 0.
J=1 .

n
Equivalentemente, > 2f2) =1e X =0.

J=1

O preditor &(V;2) & um vetor do espaco vetorial gerado pelas

combinagOes lineares
n
o + 2 N2 Hxj;2)
v=1

e restrito a
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ou seja, &(V;z) pertence & variedade linear de uma dimens3o menor do que o espago
aerado pelax oombinagﬁes lineares. £ az=im aue o preditor $<v,-z) n8o-viciado que
minimiza (2), denotado por #*WV;2) e chamado de preditor de krigagem indicador
ordinario (KID), esta "“taracterizado pelas condigBes de n3o-viciabilidade e

ortogonalidade (por ser uma projegéo), isto &,

ECé* ~3)=0 )
4)

e E{ré* -eXix;2 -v1}=0

com Ix;;2) e Y pertence a variedade linear.

Supondo o processo I, estacionario e com média desconhecida.

a caracterizagio (4) pode ser escrita:

M) =1 )
n -
Zx M2 Kilx; — x;i2) — 4= K(Vix;2); y=1an,
onde w=e{re" -21v}
Essa caracterizagdo € chamada de sistema krigagem indicadora ordinaria.
Vari8ncia de PredigSo.

A varidncia de predigSo para o preditor KIO, denotada por

02 & dada por

- n -
Ogp = KVVi2) = 3 M (2 KV, x;2) + .
v=l
Em termos do semi-variograma fica

n v -—
oZo = 21 M) TV, x5z — TR + a.
J—
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E assim que a variincia de predigdo da KIS & meror que a

varidncia de predig8o da KIO em uma quantidade & = E{ (¢ -8V } leso quer

dizer que O prego pago por n%o corhecer uma caracteristica do processo, neste

caso, a espranga E{ Ix;z) ) = F(2), é o aumento da varifncia de predigo oZ,’

2.3. Analise Estrutural

Feita a caracterizag;“a’o do preditor @*(V;z), O passo

fundamental para obter a solugdo dos sistemas da Krigagem & fazer uma analise

estrutural das variadveis indicadoras, estudar as limitagSes do variograma

indicador 7(h;2) e consequentemente as do preditor KI.

Ao plotar os valores z(x+h) versus z(x) se obtem o seguinte

Z{(x+h) i
"_-\ ~
Zxeh) Fomee e P S
II o4 “\
1 \
1 \
' \
' \
' }
Zx) fF-—-- -,'- - PR
[} ' - -
\\-_zfz
:
© H
4e) | > Z(x)

o z0x)

Fig. 4. Plot z(x+h) versus z(x).

sendo
d = [ 2(x+h) — 2(x) Jcos(45°)
2
d® = [ zx+h) — z0 PP {——1—]
Nz
e E(D?) = -7&_,- E{ [ 2c+h) — 200 12 } = YR

A N a ‘
momento de inércia em relagao ao bissetor.
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Assim, o varioprama da variavel original Z(x) é 6 o momento
da inerocia do plot { (20x+h),200); x € G } am ralagﬁo «0 bissator.
Agora, o variograma indicador 27(h;z) é por definig3o:

2Vhiz> = E{  lxrhi) — 1) 7 ),

onde

.y . _ 11 =e Z(x+hiz e 20>z ou Z2(x+hi»z e Z{x){z
| xthiz) — Kz | = { 0 se Zx+h<z e Z(V<z ou Zx+h>z e Z(x)>z.

Entdo, o variograma indicador pode ser interpretado como a distribuigdo
bivariada:

2Yhiz) = P{ 26+ Sz, 200 >z } + P{ Zxah) > 2, ZW0 S 2 )
ou o semi-variograma interpretado por

Thiz) = F@ — Kihiz) = P{ 2c+h0 < 2, 20 > 2 }

Graficamente se v& que, plotando os valores {(z(x+h),z(x)); xGG},

a regifo riscada na fig. 5 estd informando a distribuigdo bivariada
P{zteshyz 200z}

Essa interpretagdo estd diretamente relacionada ao preditor
Kl, que tem muito mais informagdo da distribuig8o bivariada do que um variograma
Th) das variaveis originais Z(x).
Estimagdo Direta de F()
HA vérios métodos para estimar o valor F(z) da fungdo
distribuigdo univariada do processo Z. O metodo a apresentar esta na base de um
valor patamar do semi-varicarama indicador Y(h;2).

Considerando que a variincia da variivel indicadora:

Var{ Ix;2) ) = F@ [ 1 - F@@ ]
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axista, loge o patamar de um semi-variograma indicador, danotado por Sz(z). Q

definido por

8%2) = Y(ooi2) = C0i) = F(@) — F(=)

também existe.

Esse patamar pode ser estimado desde © semi-variograma

indicador experimental

[ ileg2) = ilx;2) P’

, h € R? ou R®,
2N R* ou

Hh:z)

N{h)

onde N(h) = { %% |xi—=%;] = h } e |N(h| é o nimerc de elementos distintos em N(h).

Dessa forma é possivel estimar diretamente o valor F(2) pela

resolugdo da equagio de segundo grau
Fiz) - F2 + S%2) = D.
- As seguintes relagﬁes de ordem valem para o patamar s%(2):

@ S%=z) & maximo e igual a 0.25 para z igual & mediana 2, da distribuigo

univariada do processo Z, F(2),
® S%z) aumenta em [0 , 0.25) quando z cresce para zy (F(2) cresce a 0.5),

@ S%=2) decresce de 025 a D quando z decresce para Zy.

Na pratics 2y & escolhido de forma a que o patamar sé(z) seja

maximo e perto de 0.25; entdo F (zy) = 05

A
Flzy) = 0.5

A 1+ e 1 — 45%2)
Fi{z) =

2

onde &(2) = signo(z -~ 2.
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Efeito Desestruturagao

Ac considerar valores de z extremos (z-o0), os valores do
conjunto de dado= indicadores { ilx;z), x; € G;,u=lane } v&o tender todos a um

mesmo valor, 1 ou O, dessa forma a diferenga:
) | itxi2) — ilxgiz) |

vai tender a ser igual ao valor 0, e dessa forma, na diferenga | ix;z) — ix;2)|
desaparece a dependéncia do vetor distd8ncia x; — x; = h, levando o semi-
variograma experimental a um modelo do semi-variograma com um efeito pepita

puro. Por exemplo, um estudo de casos & dado por K. Futas e outros (1990).

Para csair dessa dificuldade @ recomendado definir o semi-
variograma para quantis z numa vizinhanga da mediana z, da distribuigdo F(z), que

também evita o problema das relagSes de ordem descrita a seguir.
Dificuldades do KI
O preditor KI tem trés dificuldades
(a) Se K valores de corte s3o considerados (2, k=1 a K) para discretizar o
dominio dos valores das variaveis Z(x), ent8o K sistemas do tipo (3) ou (4) precisam
ser resolvidos, onde cada sistema, com um modelo propio de variograma, da lugar a
um sistema de pesos ) (z,)'s, dependendo s6 do valor de corte z,, o que independe

dos outros sistemas pesos. Conseguentemante, n3o @ possivel assegurarar as

relacBes de ordem proprias de uma fungdo de distribuig3o;
$*V;i2) €[0,1) VareaVeVz

¢*(V;z) < 9‘>*(V;z') Vz<£z

Na hora de estimar #V;2) e a estimativa ¢'(V;z) n3o satisfaz

relagfes de ordem, uma aproximag3o #* W2 para #*Wi2) consiste em corrigir



sequencialmente o problema. Uma das corregtes a fazer pode ser:
¥ Vz) - max{ #5viz) , 0 }
#**Vzp = max{ #¥Viz, ) , $5VizY }
$* iz = min{ #HViz, ), 1 }

com a série de valores ordenados { z; < 2, < ... <z, € ... € 2, ) dos K valores de

corte considerados.

Uma solugdo ao problema das relagSes de ordem é abordado
por 1. C. Lemmer (1986), que mostra a exist@ncia de um teor de corte particular,
chamado de valor de corte monodal, onde a covariincia da varidvel indicadora e
da variivel original do teor, satisfazendo certos, critérios, é proporcional um ao

outro com um alto grau de exatid3o.

A expressSo tedrica para a covarifncia indicadora é dada em
termos de uma dupla série de polinOmios ortogonzis com a fungSo densidade como
fungdo peso. Uma aproximagdo dessa expressdo simplifica drasticamente o uso do Kl
para estimar a distribuigdo de teor pontual local e consequentemente evita o
problema das relages de ordem. O enfoque ndo supBe transformar o modelo numa
fungdo densidade marginal padr3o. Altos termos nas séries, para covaridncia
indicadora, alteram a proporcionalidade estrita. Embora esses termos mostrem
amplitudes de depend&ncia do valor do corte, & possivel escolher seletivamente o
teor de corte. Essa caracteristica é usada para identificar o teor de corte
monodal. '

Resultados referentes as relagfes de ordem s3o expostas por
A. G. Journel e D. Possa (1990). Eles estabelecem, diretamente das propriedades da
fungdo de distribuicdo bivariada, s relagSes de ordem que deven ser verificadas
nos modelos de variogramas indicadores para multiplos valores de cortes, chegando

a um maximo efeito buraco.

(b) Outra dificuldade do preditor Kl esta no variograma indicador, que n3o

informa a maneira como a massa de dados esti distribuida na regifo G, mostrada na
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figura abaixo. Isso quer dizer que uma distribuic3o, que & estreita no bissector,
poderia ter um valor do variograma indicador igual ao de uma outra massa

diferente, provenente de uma outra distribuigdo bivariada espalhada em volta do

biscetor.

Z(x+h) | Z{x4h) ‘ 3

» Z(x)

Fig. 5. Distribuig8o bivariada espalhada

em volta do bissetor.

() e o efeito desestruturagdo, exposto anteriormente.

3. Cokrigagem Indicadora

Se se considera o valor z, ja ndo mais fixo mas variavel, de
maneira a cobrir toda a regido da distribuig@o bivariada, entdo para cada z tem-se
n variaveis indicadoras e para cada par (2;,z;) tem-se um variograma indicador
cruzado Y(hizy,2p)% 23 # 2. Como ndo & possivel ter esses valores para cada z e
cada par (z;.2g); z; # Zg Por n3o conhecer a lei que modela o fendmeno, discratiza-
se o dominio de variabilidade de z em K+i1 classes por K valores de corte z,
obtendo o preditor da forma:

i;xx sz Wx;2) X €G,

A K
dVz, ) = 2
0 k=4 4

onde kg € um dos k=1 a K.

Ese preditor krigagem indicador completo, chamado preditor de

cokrigagem indicador (CoKD, faz uso de K® variogramas cruzados Thz,z) que



levam a conhecer a fungdo distribuigdo bivariada:
Flhiz,z) = P( Zx+h) £ 2, , Z() £ 2,).

Conseguindo de essa forma aque o preditor tenrha um maior uso da dependéncia
espacial das variadveis aleatdrias Z(x)). Essa dependéncia estd sujeita a uma muito
boa modelagem dos K2 variogramas cruzados, gue n3o & facil de obter pelo trabalho

computacional nem pelas relagGes de ordem a serem satisfeitas.

3.1. Krigagem Probabilistica

De maneira de dimiruir o trabalho da modelagem dos K2
variogramas indicadores cruzados 7(h;z,zy) e a melhorar o preditor KI, tem-se o

preditor da fungdo distribuigdo dado por:

8*viz) = X + _z";‘x A2) Ix;2) + ﬁ;g A=) 2x ).
= v=

Acontece que as unidades das variaveis indicadoras Ix;z) e
das variaveis originais Z(x), s3o muito diferentes, de maneira que as estimativas
poderdo ser nio-estaveis.

0 aque se faz para melhorar essa inestabilidade das
estimativas & transformar a variavel teor Z(x) numa variavel definida no dominio
[0,1). Essa transformag3o e definida por

Wx) = F(Z2(x)),
onde F(2) = P( 2x) £ z ) e recebe o nome de transformada integral.
Ficando o preditor de &{V;2) da forma

n n
&v;z) = Ao + 22 Kxj2) + 208 (2 Uix ), ®)
=1 J=1
Esse preditor fica totalmente caracterizado pelas condigfes de n3o-viciabilidade e
ortogonalidade. Equivalentemente o preditor & caracterizado pela minimizag3o da
Var{ $V;2) — &V;2) ) com respeito aos pesos )\,'s e 8,'s, sujeito & condigSo de n3o-

viciabilidade.
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Se a esperenga do processo I; € conhecida, a condigdo de ndo-
viciabilidade & equivalente a:

o = F@I 1 — 3@ )

J=1

de maneira que o preditor fica

n n n
dviz) = F@L 1 = 2@ 1 + N2 Kxziz) + D28,2) Utx ),
v=1 =1

v=1

onde os pesos N's e @'s decorrem da minimizag3o da varidncia de predigfo sujeito a
N
J=1

Usando o metodo dos multiplicadores de lLagrange obtem-seo

sistema
£} n —
,Z':X 2 Cxy—x;2) + J:Z;B A2 Cuxp—x;i2) = CV.xyiz); k=1 an.
[1] ! n -
28,2 Clx—x;i2) + 20082 Cylxp—x;2) + 8 = C(Vixyiz); k=L an. @
=1 J=1 )

n
23‘;(2) = 0.

J=4

Este sistema com 2n+i incognitas e 2n+1 equapﬁes, chamado de sistema da Krigagem
Probabilistica. Este sistema n3o muda se & escrito nos termos do variograma. Na
hora de resolverlo & preciso modelar trés fungSes variogramas; o variograma
dindicador 7(h;z), o0 variograma da variavel uniforme 7,(h) e o variograma cruzado
da variavel indicadora e uniforme. Logo depois de resolver o sistema e obter os
pesos \,'s @ B,’s & que se tem o preditor de &(V;z), denotado por $*V;z) @ chamado
por preditor da Krigagem Probabilistica Simple (KPS).

Varidncia de Predig3o.
A varidncia de predig3o do preditor KPS & obtido usando os

pesos do sistema (7)

- n - n _
oZrs = CVVIZ) — DM@ CVx;2) + sz A2) Cy(Vix ;iz).
J-

J=t
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Considerar agora o caso mais realista, ou seja, onde a esperanga do
processo I; ni3o é conhecida. Neste caso, o preditor (6) vai ficar caracterizado
pelos pesos \/s e 8,’s que minimizen o errro medio guadratico de predigdo sujeito

a condigdo de n3o-viciabilidade

n n
o+ F@LL-A@]1+ 5382 =0,
J=1 =1

equivalentemente

Para determinar completamente o preditor g(V:z) dado por a

relagdo (6) tém-se que minimizar a fungao
A n ‘ n
var{ 8viz) - 8vi2) } + 2u@ { $h @ - 1} + 2 382,
J=1 J=1

Utilizando multiplicadores de Lagrange obtem-se o sistema

3

n -
A (2 Clxy—x;2) + Ziﬁ A2 Clxp—x;2) + & = CVxz), k=1 an.
=

<
H
[

n

B2 Cylxe—x;i2) + N2 Cpylxe—x;i2) + v = Cu(Vxpiz) k=L an. (8
1

>

=1 J=
n
)\J.(z) =1
J=1
n
3',-(2) =0
+=1

Uma vez resolvido este sistema, chamado de sistema Krigagem

Probabilistica Ordinaria, é aque se origina o preditor que minimiza o erro
quadratico medio, denotado por é*(‘);z) @ chamado de preditor de Krigagem

Probabilistica Ordinaria.

Para poder resolver esse sistema de 2(n+i) equagfes e de
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2n+1) incdonitas € precisso modelar, também como no sistema KPS o semi-
variograma indicador 7(h;z), o semi-variograma da variavel uniforme Y,(h) e o semi-

variograma cruzado da variavel indicadora e da variavél uniforme Y, (h;z).

Varifincia de Predig3o.
‘ A varifncia de predig3o do preditor KPS é obtida usando os

pesos do sistema KPS aque fica na forma

- n - n -
oae = CVViz) — JZ:‘)\ £2 CVx i2) + Z:iﬁ H2) CplVix ;i) — 4.
- -

Ao fazer uma discretizag3o no intervalo de variabilidade de
Z{x), em K wvalores de cortes z,, k=1 a K, acontece aque K sistemas krigagem
probabilistica t&m que ser resolvidos. lsso exige modelar 2K+i fungSes semi-
variogramas K semi-variogramas indicadores 7(h;z,) k=1 a K, um semi-variograma da
variavel rango Tg(h) e K semi-variogramas cruzados indicador-rango Yg(h;z,); k=1 a
K.

Note que , como na estimativa do KI, na estimativa KP também
surge o problema de ndo satisfazer as relagBes de ordem, proprias de uma fungdo

de distribuig8o. As corregBes s3o feitas como nas do KI.
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CAPITULO T

PRATICA DA KRIGAGEM INDICADORA
E PROBABILISTICA

Krigagem Indicadora (KI) e Krigaagem Probabilistica (KP) s3o

dois métodos n3o-paramétricos para obter uma estimativa da fungSo distribuigdo:
F@) = P(2(x) £ z) = E{ &V;2) ),

estimativa gue esta modelada por uma combinag8o linear de valores indicadores e

valores de uma transformag8c uniforme
n
#*Via) = N + 22 2) ilx;i2), no caso do KI
/=1

n n
$*Viz) = N + 222 ix;2) + D8,2) uix ), no caso do KP,
J=1 J=1.

onde os pesos )\'s, para o caso de Kl s3o determinados pelo sistema Kl e para o

caso do KP os pesos Vs e 8's s3o determinados pelo sistema KP.

A pratica do metodo Kl e KP & dividida em nove passos, como

se segue:
19 Determinag3o do Histograma Desagrupado.

Este passo consiste em ter um conhecimento inicial do



comportamento do fenbmeno, resumindo-o em um histograma de desagrupamento.

E usual que as localizagles x; € G, dos dados z(x,), sejam
posicionadas em &reas onde se espera que os valores dos teores Z(x;) sejam
grandes ou em ireas onde & possivel tirar as amostras facilmente, ou seja, onda as
locadlizagBes dos dados s3o preferenciais, portanto esse posicionamento n3o é
regular nem aleatorio. Desse tipo de configuragdo dos dados diz-se que é agrupado

ou que existe um agrupamento.

Esse agrupamento leva a que as estimativas:

3

zn(®) = 2,00 = & Szx,
=1

3|

PulViz) = Vi) = i(x ;i2)

i

n
J=

das variidveis médias:

Zu = - f 2(udu,
v(x)

&V;2) = —%— [ Hu;2)du,
V(x)

estimem incorretamente os valores dessas varidveis médias, por ter uma amostra

com valores muito grandes, n8o representativa da area de interesse. Esses

preditores seriam uteis se a variabilidade do teor 2Z(x) fosse homoganaa e

isotrdpica sob a area V(x).

Um método alternativo para dar pesos adequados aos valores
dados i(x;2) & o método empirico proposto por A. G. Journel (1982); onde a idéia @
ponderar os dados dentro de cada arupo em relagio aos dados do proprio grupo.
Dagui é que provem o nome de métodos de desagrupamentos. O desagrupamento & uma

forma de relacionar a redundincia da in{-‘ormagzé'o dentro dos grupos de dados.

Técnica de Desagrupamento por Celulas.
Para aplicar esta técnica deve-se ter os n dados em Wx) que
tendem a reaorupar-se em L grupos e feita uma divis8o da area V(x) em L sub-areas,

correspondendo aos L grupos e dando um sistema de pesos iguais a os dados para
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cada area, resultando uma estimativa de &(\V.z), chamada de histograma acumulado

desagrupado, da seauinte forma:

Q(V;z) = —- [ itx;z)dx = -\1-,— i vy $(vyi2),
=1
L
onde V = 3 v, n-Pn,, M= ndmero de observaglis feitas em cada area v, e
=1 =1
n
Q(V,;z) = —%T _i‘i(x H2) x; € vix).
=
O procedimento da contrug8o do histograma acumulado desagrupado pode
ser resumido em
i._ Sobrepor na area V{x) uma malha regular com celdas de tamanho d,
2._ Contar o numero de dados m; que estejam dentro de cada celda d;,

3._ Ponderar cada dado dentro da celulas d; por —,{'—l,

ficando o histograma acumulado desaarupado como:

n
V;z) = ﬁ) i(x;;2).

Construido o© histograma acumulado desagrupado, com seu
correspondente histograma, & possivel fazer uma anilise monomodal. Se o
histograma apresenta modas claramente separadas sera checado o mapa das
localizagfes dos dados. Tomar cuidado com o histograma multimodal pois a

existéncia de varias modas nfo & suficiente para justificar diferentes populagSes.
2° _ Escolha de K Valores de Cortes.

Neste passo trata-se de fazer a melhor discretizagdo do

dominio da variabilidade do teor Z(x), a principio sem considerar os valores de

corte de interesse na pratica.

Primeiro deve fazer-se uma andlise de diferengas entre



classes definidas por um numero fixo de valores de corte K= 9 da forma:
2 k’ ’
¢'(V}Zk1) = —iFi k’=1 a 9,
ou seja que
2z, = —— -— guantil do histoorama acumulado desagr. nado.

¥ 10

Esses 9 decis, Z, kY= 14 a 9, dividem o histograma zcumulado desagrupado em 10

. LA . .
intervalos, (2., , 2:) (23 + 22), - (28 + Z3) (25 , 2Z,,,) de fregquéncia aproximadamente

4 [ 4 . o d -
iaual a “% . D valor minimo e o maximo =30 determinados de acordo com o problema.
E possivel detectar alouma diferenga ou semelhamga entre as
10 classes, cujp numero talvez possa ser reduzido a um nimero menor, se fossem

semelhante, por meio de uma analise dos variogramas indicadores, 7(hiz,.).

Se cada variograma indicador, 7(h;z,.), mostra ser um modelo
claramente diferente (n3o-proporcional) aos proximos variogramas indicadores,
'Y,(hz*,_ 1) e '!,(h.zk, +1
valores de corte, definidos pelos nove decis, s3o mantidos K/=K).

), ent8o as 10 classes s3o razoavelmente diferentes e os nove

Agora se os variogramas indicadores, Y(hiz,,) e YTz, ) tém

uma equivaléncia, que geralmente & proporcional, ou seja, a diferenga que se
produz & so por um fator constante de proporcionalidade:

Tihiz,) = Thiz,., ) ¥ h,

w1

entdo, os dois sistemas de pesos, entregados pelo sistema KI para os dois semi-

variogramas, 7Y(hiz,/) e 7 (hiz,, ) s3o proporcionais, ou seja, que se tem sb6 um

e
sistema. Conseguentemente, com os limites correspondentes, entre as classes n3o

ha diferengas, levando & redug3o do numero de classes K’, num numero igual de

variogramas aguivalentes.

Considere aque n3oc existem diferengas entre as classes

(z., .z2.]e (zk, . 2., .), ou seja, que na realidade essas duas classes se fundem sO em

k-1 K41
uma. Ent3o para que isso acontega se transformam os dois limites superiores de
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cada classe z..e z..,. em um £6. por meio de seu auantil médio, isto é. zp tal aue:

K K+

Q(V;zp) =- _kLE_ﬁD..S__

Havendo algum 'valor de corte, z,, de interesse, diferente dos
outros valores de corte dos j& escolhidos ao inicio (no primeiro passo), & possivel
escolhé-lo como limite de algu.a classe, mudando ligeramente um valor decillz,,, que
possa identificar o valor de corte de interesse, de maneira que a frequéncia

correspondente a cada intervalo
F.3 ry
#Viz ) — ¢(Viz)
nio mude dristicamente.

A escolha dos K’=9 valores de corte iniciais, depende de que
hajam pelo menos 10 dados em cada classe, o que & razoavel para poder ter uma
descrigdo da distribuigdo do teor Z(x). Pode-se escolher um maior numero de
olasses K9, se for possivel obter um conjunto de dados de cardinalidade

suficientemente grande, de maneira a gue cada classe tenha pelo menos 10 dados.

a° . Modelos para K variogramas indicadores.

O passo anterior, foi uma analise dos semi-variogramas
indicadores 7,(h;z,); k=1 a K, com a finalidade de esclarecer se dois semi-variogram-
as indicadores contiguos s3o ou no s3o claramente equivalentes. Note-se que essa
anilise foi feita uma vez designado o modelo tedrico do semi-varioarama
experimental. Este terceiro passo preocupa-se com essa modelagem. Essa modelagem
€ produtec de K semi-veriogramas experimentais “7,01,2,,); k= a K, onde cada
variograma experimaental é- construido a patir do mesmo oonjunto de dados
idicadores {i(x jizg)i =1 a n e k=4 & K}, isto &, de cada conjunto de dados
{1(x jZ=1a n} ¢ construido ¥z k=1 a K. Como os K conjuntos indicadores
provém de uma mesma origem, de um mesmo fendmeno, existe uma continuidade entre
esses K conjuntos de dados indicadores, mesmo que variogramas contiguos nso
sejam equivalentes (independentes), existindo uma estrutura que relaciona esses

variogramas. Esse relacionamento é& aproveitado na pratica para construir K
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modelos variogramas indicadores desde uma fonte comum, de L estruturas basicas,
por exemplo, L modelos esféricos, com pesos dependentes do valor de corte z,, para

cada estrutura gue forma a estrutura comum, isto e:

5.0

L
TNhzy) = x-zx Ci(z,) Spha,h).

onde a; denota o alcance do modelo.

4°._ Modelo para as K matrizes variogramas.

Este passoc é especif‘ic;o para a KPQ. O sistema KP, (I1.8), agora
dado na forma matricial

> 1 JbT 7
‘0 -l 4
o1 o, v (3]
onde
Thiz) Tthiz) 1T OT 00
N2) = ’ = y O =
Tuthiz)  Th) ar 4t 0 O
b = [ )\1(2), )‘2(2), ---,XQ(Z),ﬁ‘l(Z), 32(2). ""BR(Z) ] r] i = [ il 1' "'li ]1*,\
0= [05 0: "'lollxn
'—J',(V,x;z) ¥.(Vxy;2)
¥ = , cada T.{Vx;z) =
5 w{Vx;z) 5. MNxn:2)



T-40;2) o T-Ax3 —%Xni2)
V- Axz—x42) - 7V -{xz=XpiZ)
7. {h;z)= : :
V-AXp—x4;2) 7.10;2)
L -

Vé-se que para resolver este sistema de 2(n+1) incdonitas e

2(n+1) equagbes, & preciso considerar
— a n¥o existéncia de dados totalmente redundantes.i. e.,
X; ¥ X; se i#J, i i=1an.

— um modelo para a matriz de fungo@s variogramas 7, onde & precisso
modelar os dois variogramas diretos e um variograma cruzado, baseado na condigdo

positiva semi-definida da matriz de covariancia.

Assim, como qualqguer fungdc gth) n3o pode ser considerada
como covaridncia ou semi-variograma de um processc de covaridncia estacionaria
ou int.r*inseoo, aqualquer oconjunto de Funpﬁes {gjj,(h); Jiim 4 & K} ndo pode s=er
considerado como matriz de fungles covarifncias ou semi-variogramas de um

conjunto de processos estocasticos correlacionados.

A seguir & apresentada uma forma de construir matrizes de

fungBes covaridncias ou semi-variogramas do tipo 7:

Considerar L processos estocasticos independentes,
intrinsecos, Y, l=1 a L, cada um com semi-variograma 7Yih) (fungdo positiva semi-

definida condicional);

Construir dois processos correlacionados Z;; j=4,2 por meio

de uma combinagdo linear dos L processos, Y; 1=1 a L, isto é:

L
Zx) = 3 3, Ydx); J=12.
=1
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A forma de poder construir uma matriz de semi-variogramas se
baseia fundamentalmnte em que os coeficientes da combinagdo linear Z,(x),

satisfagam as condig’é’es necescarias para que cada f‘ung:'é'o de covari3ncia cruzada
Cﬁ,(h) = Cov{ Z;{x).Z ;(x+h) )

. . \ <A » . .
ceja um elemento de uma matriz de c.variancia. Considerar o variograma cruzado

entre os dois processo Z; /=12, que é dado por:
27, 0 = Cov{ Z;00—Z x+h) | Z 40 —Z ix+h }

L L
=2 Iz;‘aﬂ a1y Cov{ Y (0=Y,(x4h) , ¥, 00=Y (x4t }

L
2, a3y a ., 27my; =12, pela independéncia dos
=1

processos.
Portanto o semi-variograma fica:

L
7,0 = z.—.zx a;a,, Ny =12 €Y

7 4

Podendo ser negativo, ou seja, um crescimento positivo numa variavel

corresponde em média a um decrescimento na outra variavel J.

Veja que toda estrutura 7 (W) usada na modelagem dos
variogramas cruzados ‘YJ,J,(h) também tem gue estar presente na modelaagem do

variograma direto Y J A =7 J.(h).

Se os processos s3o de covaridncia estaciondria, pode

escrever-se (1) em termos da covaridncia:

L
€t = 12:.{ 3,8, N si=12.

Mr

b ., Cl(h)l jl\i’= 1.2 2)
v

i=1

Para que cada elemento C".J.,(h); Jii'=1,2 seja um elemento de uma

matriz de funcBes de covarifncias, uma condig3o necessaria e suficiente é que a
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matriz (2) seja pocitiva semi-definida, ou seja, para qualquer vetor de elementos
no-nulos d=[d,d,;] a forma quadréitica

do [ C, ) ]ocﬂ.

tem que ser n3o-negativa.

Calculos:

I
Mw
M
=
p
2
Q.
-

do [ C, }ocﬂ‘
L 2 o
=> > 2 d; b W Cilhyd
L 2 2 m
=> > 2 d; b,- v Cilx;—x ,;Nd 4 tal que x;—x ,=h.

Como Cifh) é a fungHo covarifncia do processo Yy =1 a L, logo C(h) & uma funglo

positiva semi-definida; Vv 1=1 a L ent3o

zc,(x =X .)2 Zd b’ d. 20

J=4

O Que ocorre ce s6 se

c,(h)}j zd b“’,d >0 vVi=tal
1

equivalentemente
2 2 m
J.‘_‘i .’-l=‘ JJ v )

se C(h) > O, que @ o caso considerado. 0 gue significa aque a matriz de

coeficientes b‘ ,,, dwi'=1, 2 @ positiva semi-definida para todo 1; 1=4 a L.

Observagdo:

A matriz

[ b®, ] )
i

& positiva semi-definida se todos seus valores préprios s8o n3o-negativos e reais.
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Na pratica, nio & preciso analisar os valores proéprios da

matriz (3), porquae como méximo s3o consideradeos dois ou trés processos
correlacionados. Como a matriz & simétrica, entfo uma matriz é definida semi-
positiva, se seu determinante principal e todos os determinantes menores sio nio-
negativos, ocupando muito menos tempo nos calculos dos determinantes aque na

. o A . .
procura da raiz de um polinomio de terceiro grau.

)
Assim & que a express3o (1) € um modelo para uma matriz de

fungBes semi-variogramas, se a matriz
[ bi_‘:_, ],- com bf’_‘:_, =8, 8,
e definida semi-positiva, para todo 1; 1= a L.
Esta modelagem foi feita para un especifico valor de corte 2.

Ao considerar K valores de cortes 2z, k=i a K, 2K+i
variogramas s3o necessarios de modelar; K variogramas indicadores 7 (h;z); k=1 a
K, K variogramas cruzados 7g,hiz,); k=1 a K e um variograma direto da variavel
uniforme Y h) que & repetido nas K matrices variograma z,); k=1 a K. Assem
obtendo-se como consequéncia, todas as estruturas usadas na modelagem dos K
variogramas cruzados Yy(h;z,) devem estar presentes como estruturas na modelagem

do varioarama uniforme 7,h).

5°._ Validag3o Cruzada.

Neste passo utiliza-se a distribuigdo composta, exposta a

sequir:

0 valor indicador elementar i(x;z) pode ser interpretado como

a probabilidade condicional da variavel Z(x ) dado que Zx =2
P(Z(x) £z /7 2x))=2; ) = i(x;2).

A
Consequentemente, o valor i(x;z) aparece como uma estimativa da probabilidade



condicional descornhecida:
P( Z(x) £ z / (informagdo) ).

Similarmente, o valor

vz, = -%,— f Tuzdu
V(x)

aparece como uma estimativa da distribuigdo condicional composta:
L f P( Z&x) £ z / (informag3o) ) dx. (4)
v Vix)

Uma validag3o cruzada para o KI/KP, consiste da comparagdo
da distribuigdo (ou proporgdo) estimada composta (4), sob um numero ny de dados
indicadores ao correspondente histograma acumulado dos n; dados. Mais

explicitamente :

i._ O conjunto de n; dados {z(x‘-J.); J=1 a n;} é diferenciado desde o comég;o

de toda kriazgem, de forma que seja representativo do painel V.

2._ DObtidos os n; dados, eventualmente distribuidos e representativos do

painel V, o histoorama desses n; dados é:
n
Y | (g s
Fo @ = Ny Z{ix(x,-,z)
i=
e para cada valor de corte e
n
Fn‘(z*) = %1 gi(x,,-;zk); k=1 a K. S)
3. Usar os restantes n—n; dados avaliados sob V para determinar por
KI/KP os n; valores indicadores estimados, 'i‘(x,-;z); é=1 a n,, interpretados comoc a

probabilidade condicional P( Z(x)$z / (-ng) ). E construir a distribuigdo

condicional composta ecstimada para cada valor de corte

A » nl A
$Vizy) = = 3 Ixizi k=1 a K. 3)
=1



4. Construir os plots para

A
— o5 pontos (Fn 1(z,,).<;€>(v,'z,,)),
— um nimero de p-aquantis do histograma Fazd e o
correspondente p-quantil da distribuig3o condicional composta estimada 3(\);2,,). Por

exemplo, os nove decis.

’

Se os plots estdo alinhados no bisetor, ent8o o KI/KP ni3o é
invalidado. A invalidagZo do KI/KP dé-se quando os plots est3o muito desviados do

bisetor.

ldaalmanta, o axaroioio da validag'io oruzada através das
expressoes (5) e (6) € repetida, usando-se os mesmos modelos variooramas, mas

diferentes conjuntos de n, dados.
6°._ Apresentag3o do KI/KP.

Como toda produgdo da Krigagem n3o & so representada pelo
resultado da estimativa de ¢*(V;z) ou i*(x;z), & necessario também apresentar uma
referéncia de

— a varidncia da Krigagem o2(x;2) ou oZ.(x;2). Se hi uma varidncia negativa
ou proxima de zero, entdio existem problemas de auasi-singularidade no sistema

Krigagem.

- © numero de dados usados para a Kricagem e os valores

correspondentes.
Essas referéncias s3o0 as que v3o permitir julgar o resultado
da Krigagem, como interesante ou duvidoso.
7°._ Correglo das relagdes da ardem.

As corregles das relagles de ordem da proporg3o #*(viz),

podem ser encaminhadas pelas corragdes apresentadas no capitulo anterior.
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8°._ Interpolagio entre os K valores de ¢*(Vi2).

Lembramos gue o gue se busca € conhecer uma estimativa
#*V;z) da fungdo distribuigio #(Viz) no dominio todo, ndo sb em aloums valdres do
dominio como se tem feito até agora, por meio da Kl (passso 1,2, 3, 5, 6, e 7) ou por
a2 KP (passos 4, 2, 3, 4, 5, 6 e 7). Entio procede-se para completar essa estimativa
através de uma interpolagSo cualouer. Qualouer interpolagfo, satisfazendo as
relagBes de ordem nos intervalos (z,2z,,,) k=1 a K, & assumida como sendo a
estimativa da distribuicZo #(V;z) dentro das classes. Um exemplo de interpolagSo &

apresentado a seguir:

Ajustar gualoguer modelo de distribuigSo paramétrica, por exemplo de dois
parémetros, identificando os limites da classe z, e z,,, como seus py € pz-guantis,

isto &,

Py = ¢ (Viz)

Pz = ¢ (Vizyyy).

Ent2o gualqguer distribuigBo T(z), com a expressZo para os guantis conhecidzs como
fungio dos dois parimetros, & aceitivel parz a2 intarmla;'&n. Por exemplo, o modelo
lognormal: a varidvel X, com média E( X )=a e varifncia Var{ X }=g% tem uma
. distribuigio lognormal, se a varidvel Y=looX tem uma distribuigfo normal, com

média E( Y J=i e varidnoia Var{ ¥ ]-u-‘z.

Aqui a expressZo log-quantil é logzy = &4 + oT '(p), onde T(z) &
a fungdo normal padrio e T"4p) tem uma boa aproximagdo polinomial (Abramovitx and
Steoum, 1965).

Os dois parametros, I e o, s5o determinados resolvendo-se o

sistema linear
logz, — 4 + ch_'ilfl:u)

logz,,, =i + cT o),



com py = #*(Viz)

e P2 = $*Viz,,,).

Assim a fungdo distribuigio estimada intra-classe é
$*viz) = T( 122228 ), v z € z,2,,).

Outros exemplos encontram-se em A. G. Journel (1988).

9° _ Estimagfo da fung3o distribuigo bloco-v.

Até agora conseguiu-se a estimag@o da distribuigio da
varidvel teor Z(x), com suporte pontual, dentro de uma area V(x) (ou painel). Na
pritica n3o & de interesse a distribuig3o dos teores com suporte pontual, mas sim
a distribuig8o do teor médio ou do teor com suporte bloco-v sob um painel Wx), ou
seja conhecer a distribuigdo da variavel aleatoria '

Z,0 = - f 2(Wdu, v C V)
v(x}

denotada por ¢.(V;z) e definida pela proporg@o de teores blocos, menores ou iguais

ao valor de corte 2z

B, Viz) = -%,— ] Iuix;2)dx,
Viy)

1 =i Zy(x)§z

com Iv(x;2) = { 6 si ndo.

MNote que

luix;z) # % j lty;z)dy, média sob v(x) da variavel indicadora pontual.
v(x)
Agora, o problema é predizer a integral estocastica &.(V;z) ou
a varidvel indicadora do teor médio sob w(x), Iux;2), a partir da informag3o
fornecida pelas variaveis com suporte pontual. No entanto, essa predigdo pode ser
dada por Kl ou KP.
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Como a variavel indicadora bloco-v, lu(x;2), néo é uma média das

varidveis indicadoras pontuais, a varidvel aleatdoria indicadora bloco-v é de
natureza diferente da variavel indicadora pontual. Veja entfo, que n8o & razoavel

definir como preditor de &.(V;2),
A n

oWViz) = 30 (@) Kx;2),
V=1

onde os pesos )\;’s, ficam determinados resolvendo o sistema Kl (simples ou
2 4 .
ordinario), uma vez aue o preditor ®V;2) & viciado para $.V;2) e e precicso

resolver o sistema
n -
_2‘ \; Cfx;—x;iz) = K, (Vx;z)i J=1an
J=

A, =1,

v

o

<
(]
[oS

onde aparece a covarifncia cruzada ndo-centrada média K, , (Vx;2z) produto da

covarincia cruzada n3o-centrada
Ky IV(h;z) = E{ Ix+h;2) Ivix;2) } = P( 2x+h) £ z e Z,(0) £ 2),
que tem que ser modelada.

Como infelizmente n8o existe informag3o das variaveis bloco
Z2,), consequentemente também, ndo existem dados indicadores blocos da variavel
IWx. Faltando essa informag3o ndo & possivel a infer@ncia da covarincia
cruzada ndo-centrada K, i,hiz) nem do variograma cruzado das varidveis pontual e

bloco 7, (hi2).

Trés alternativas s3c propostas para resolver a predic3o de
&u(Viz):

i._ Operar com um modelo para a covaridncia indicadora pontual-bloco para
obter a estimativa #¥Viz) da funcSo distribuicSo ¢, (Viz). Este & o enfooue
considerado pelo método KD, cuja técnica produz bom resultadoe na pratica, porém
muito dependente de extensas expansbes polinomiais, qualguer que sejam os modelos

de covariincias.
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2._ Assumir desde o inicio que o processo estocéastico tem uma distribuig%’o

multivariada conveniente, por exemplo, uma distribuig3o relacionada a Normal,

seguindo-se que a variavel média Z,(x) seja também distribuida seogundo uma Normal.
<

3._ Estimar a fungfo distribuigio pontual ¢*(V;2) pelas métodos

apresentados Kl ou KP. Logo, corrigir essa estimativa que produz o efeito suporte

por meio de uma redugdo da varidncia para uma estimativa da d-stribuigdo bloceo.

Esta alternativa foi exposta no capitulo Corceitos Elementais para a Resolup&'o da

Problemas de Mineragfo, gue sera valida €6 se o tamanho do bloco-v for pegueno

em consideragdo ao painel de volume V.

Corregio do efeito suporte para
as fungles locais de recuperacag

Logo de ter feito a estimativa da fungdo distribuig3o espacial
local ¢>*(V;z) sobre uma subarea V C G, & precisso transformar essa estimativa em
uma estimativa da distribuig8o espacial bloco-v, $¥(V;z), um fator de correglo de

varigncia relativa pode ser aplicado

D2/ D2 usv) Fv.)
K° v/V) = = 2
w3 D2 o/Vv) D2%0/v)
3 o0
onde D? ©O/V) = f [u — m¥ Bde*vw
- [»]

o0
e mE = f u de* v

[}

s3o a média e varifncia da distribuig3o pontual estimada.

A correspondente correclo de afinidade da varifncia entrega
a estimativa para a distribuigdo espacial bloco-v dentro do painel V, ficando da

forma

#¥Viz) = $*Vizn)



4
JrL—K&w/v)

onde z' =my + (z—m¥)

para todo 2, todo v << VeV CG.

Dessa forma & possivel obter as estimativas das funpBaes da

recuperagdo locais bloco-v.)
—  Tonelagem recuperiavel.
tviz) = L — sV
— Quantidade de metal recuperavel.
oD
a¥Viz) = f udé s, )
=
Essa intearal de Stieljes na pratica & aproximada pcir' uma soma discreta

. Kz} 5 s
aViz) = X 2,/ $.(Miz,p ) — $etVizy) ],
k=1

onde z,; k=1 a K(z) s8o os valores que discretizan o intervalo deintegragio [z,:0] e

z,’ @€ um valor central do intervalo [z,,, , z,]

— Teor médio de mineral num corte z.

. qVi2)

%* V =
m(Vsz) t5V:2)



CONSIDERAGDES FINAIS

A metodologia descrita nessa dissertagZo resulta muito Util
para desorever o comportanento de fendmenos muito varidveis, tipico dos depbsitos
com altos tecres, por exemplo, depositos de urdnio, curo, etc.. A utilidade é
fundzmentada pelo tipo de dados considerados, dados de forma ordenada. A
informag8o desses dados é& guardada nos variogramas diretos Y(hz), Y, h) € 'no

variograma cruzado 7,(h;z) definido pelo primeiro momento.

O m&todo inicialmerte considera uma disoratizaglo do dominio
da variavel teor, de forma a representar a variidvel teor. Nasce agui o aspecto
descontinuo da distribuig3o local estimada. Assim ao considerar o painel como uma
simples localidade x e tendo feito uma pequena amostragem na vizinhanga de x, o
estimador da distribuigdo local corresponde de fato a uma distribuigdo discreta
com poucos valores os valores amostrados, observados na vizinhanga da

localidade x).

Uma solugdo classica para regularizar esse histograma, mesmo
sendo suficiente o tamanho da amostracem, & por meio de qualquer ajuste

paramétrico que satizfaga as relagbes proprias de uma fungdo de distribuigdo
F(z) & uma fung3o n3o descrecente em 2,
F(z) & um valor em [0,4).

O fendmenoc metalogénico a estudar tem que ser razoavelmente
homogéneo, de forma a considerar o processc que modela o fenBmeno como
estaoionério. Sem essa hipdtese & dificil a aplicag3o da tecnica Geoestatistica. E
ao transformar o processo original num processo indicador é que & possivel
encontrar um ambiente adeguado para a Geoestatistica, ou seja, gue se cumpre a
hipotese de estacionariedade de segunda ordem ou de covaridncia estacionaria,
podendo conseguir uma relagdo biunivoca entre a covarifncia e o variograma. Com
isso o processo tem uma fungSo média estacionaria gue depende €6 do valor de
corte. Conhecendo ou n3o essa fung8o media do processo transformado obtem-se
estimadores diferentes para a fung3o de distribuiglo. A diferenga esta s6 num

coeficiente que torna o estimador n3o-viciado. Porém a importincia do
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conhecimento da fungdo média do processo faz o estimador ter uma variincia de
estimagdo menor que o estimador obtido de um processo com uma fungZo media
desconhecida. '

No oapitulo Il foi axposta paroialmente a Krigaaam Indicadora
completa, chamada de Cokrigagem Indicadora, argumentando aue é grande o esforgo
de calculo e modelagem para fazer uso dela. O verdadeiro argumento estd s6 em

duas situagles:

G) Func;ﬁes indicadoras Ix;z) s3o n3o-correlacionadas para varios valores de
cortes. A covaridncia indicadora cruzada é nula s6 se as variidveis teores Z(x+h) e
2(x) sdo independentes para gualguer h. Por outro lado, sempre existe uma forte
correlagdo positiva entre as fungfes indicadoras em varios cortes, especialmente

para fungBes indicadoras na mesma localizagdo x.

G A Cokrigagem é reduzida 2 Krigagem devido as correlagBes intrinsecas
existentes entre as fungBes aleatorias em diferentes cortes x;z2) e Ix%z’).
Matheron (1982) mostrou que esta situag3o ocorre =6 num modelo muito especial de
distribuigtes bivariadas, chamado por ele, de Modelo Mosaico, onde o correlograma

cruzado e direto da variavel indicadora I(x;z) s3o todos iguais.

Unma vez escolhidos os valores dos teores aque ir8o
discretizar o dominio em estudo, se procede a estimagdo da fungl3o distribuigdo
nesses teores. As estimativas s2o independentes umas das outras, isso faz com que

as estimativas n3o necessariamente satifazan as relages de ordem.

Esse problema encontra-se em todos os estimadores que s3o
projepdo de uma incognita no subespago do maior espago possivel de definir
(espago das fungles Borel-mensuravel das n variavel), mas o estimador esperanga

condicional wverifica as relagfes de ordem.

Esse problema das relagSes de ordem estid ligado & nSo-
convexidade do processo da Krigagem: o estimador de Krioegem nSo
necessariamente pertence ao intervalo definido pelo menor e maior valor dos
dados avaliados. Na Krigagem Ordinaria a estimativa n3o-convexa esta ligado aos

pesos negativos.
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A rivel de construg:'é’o de modelos gque possam asgegurar as

relagBes de ordem, uma alternativa répida é supor um modelo de dependéncia
espacial intrinseco para a matriz variograma indicadora [ Thizpz,) ). Mais
explicitamente, K variogramas diretos [ 7 (h;z)); k=1 a K ] s8o reqgueridos para a Ki,
supondo gue sejam os K variogramas indicadores proporcionais ums com os outros,
conseguentemente um s6 variograma direto precisa ser inferido. O variograma gue
@ escohlido €@ o varioc ama indicador correspondente ao valor de corte
z,=M=F"%05), reduzindo K sistemas de pesos a um sb, esta retrigio é equivalente

se a distribuigdo bivariada tem um modelo Mosaico (Matheron, 1982).

Uma outra alternativa & considaderar um relacionamento entre
os variogramas indicadores menos exigente, por exemplo um modelo do tipo exposto

no caplll, q°. paso (Journel, 1980).

E por Ultimo, & através da modelagem da covarifncia
indicadora que, ao usar polinomios ortogonais, se chega a uma proporcionalidade
entre o variograma indicador e o wvaricarama da varidvel teor sob certas

restrigbes (Lemmer, 1986).

Note-se aque a bprimeira & a ultima alternativas s3o
basicamente as mesmas.

Por outro lado, essa relagbes de ordem podem ser corrigidas
depois de se ter feito as estimativas da funglo de distribuigio pontual. Uma
correglo desse tipo foi apresentada no capll (dificuldade da KI), usada também na
KP. Uma engenhosa forma de corrigir as estimativas e usar uma técnica de

programagdo quadratica. (J. Sullivan, 1984)

A definig8o da variavel indicadora, gue depende de um valor
de corte, leva a um efeito de desestruturagdo dos altos teores, ie, na medida em
que & aumentado o valor do teor de corte, maior & a quantidade de valores
indicadores que vao tomar o valor zero, chegando a uma diminuig8o consideravel de
dados indicadores para conseguir uma inferéncia razoivel do variograma indicador

e do varicarama cruzado entre a variidvel indicadora e uniforme.

0 limite da Krigagem Indicadorz e Probabilistica & encontrado
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a0 estimar a funglo distribuigio bloco-v. N¥o & possivel estimar a distribuigo
bloco-v por ndo se ter dados indicadores bloco-v iy(x;z), tal como definido no cap.
11, 9°. passo. Dessa forma, ndo sendo possivel a inferéncia das fungBes estruturais
definidas na variavel indicadora bloco-v 1,(x;z), chega-se assim ao limite do método

que tentou coservar a informagio fornecida s6 pelos dados.

Mesta fase é or.lle se deve usar a técnica, ja muito usada
desda o inicio da Geoestatistica, chamada correg'é'o de afinidade da varifncia, para
poder corrigir o efeito produzido na estimativa pontual ao considerar variaveis

de tipo médias, varidveis bloco-v.

Essa técnica que ajuda a corrigir o efeito suporte consiste
em supor que as distribuig:ﬁes pontuais e bloco-v s3o idénticas, exceto para suas

A s . . : 2 o~ . .
variancias, i.e, as distribuigfes pradronozadas s3o iguais

— ot -
P{ z——————"(i) NV ¢z } = P{ Z______(x!) ¢z } ' Vo2,
D™/ D™(0/V)

onde D*» V) = NDP (- /) .

Como todo método, antes de ser aplicado & fundamental que
exista uma coeréncia entre as retrigBes do método e os dados com que se vai

trabalhar, evitando estimativas nZo-interpretaveis.

Em todo método baseado exclusivamente nos dados (sem impor
nenhuma hipotese & distribuigio do processo), como & o caso aqui, a amostragem é
feita de forma a ser eventualmente representativa do painel onde se faz a

estimativa das reservas recuperaveis locais.

Seria de grande interesse aue se continle trabalhando na
busca da relag¥o entre a distribuigSo do teor e representaglo da covarifncia
indicadora associada, porgue dessa forma & possivel interpretar o variograma do
teor usando o variograma indicador, no caso de dificil modelagem guando se tem
uma porgdo muito pequena de teores com valores muito altos e assim também evitar

as relagbes de ordem.



APENDICE

A condig¥o ( Zof(Z) ) = ( Zp.f(2)) V¥ i=1 a n e para toda

fung@o mensuravel f é satisfeita, se e so se, o sistema

B Z0/2; ) = EL 2§, /2; % i=1 an.
é satisfeito

Seja d; o espago vetorial gerado por todas as fungbes
mensuraveis de uma so varidvel f(Z,). A esperanga condicional de Zg dado Z;, E{ Zo

Y= E{ Zo/2; } é a definigSo da projegdo de Zg em d;. Assim o vetor Zp — EJ{ Zp ) &

ortogonal a qualauer vetor f(Z;) que pertenga ao espago d,, isto é:

(Zp — ELZp),Ff2))y=0;, V¥V f2) € d,.
Essa ortogonalidade pode ser escrita como

(2o, FZD))y =(ELZp)},fED ) V fZ) € d; (1
O mesmo prooadimanto & realizado sc concidarar a projapio de 2. em d,

(2R M2ZY ) = (EL 283, #2Zp )% W #2Zp € d; C Da.
Com isso a expressdo (1.3) pode ser escrita como

( 2o,%2Z)) = C(EL Zp ), #20% i=lan
e a expressao (1) & escrita como:

(ELZo3,f@Z)y = (EL Zac ), f2Zp Y i=tane V f €d;

oue é satisfeita, se e sdse, E{ Zg) = E/L 2;,( ¥ +=lang
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