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INTRODUGAO

O problema da representagao, nascido a partir das tentati-
 vas de solugdo das equagoes diofantinas, pode ser interpretado da
sequinte maneira: dada uma forma guadrdtica, isto &, uma fungdo po-

X

linomial quadratlca homogenea, da forma Q(xl;...,xn) = T aij xi 3

a., = a.,
ij ji
te uma n-upla (xl""’xn) de inteiros tal que Q(xl,...,xn) = 3 7

€%Zi,j=1,...,n, e dado a € Z, em que condigOes exXis-

Uma generalizagdc natural para este problema &: dadas for-

- . . ’ ‘.; . . .
mas guadraticas Q(xl,...,xn) e Q (yl,...,yn) existem inteiros bij
n

tais que x, = I ‘b,, Y. e Q(x) = Q'(y) ?Em termos de matrizes, se
o 1 i=1" 13 71 . _ i
- denotarmos por A a matriz de Q e por A’ a matriz de Q' {onde 1¥4aij),

se Q(xl,...,xn) =X aij Xixj' aij = aji % ='1,...,n) e Bz(bi.)

3
a igualdadé serd possivel se A' = BtAB, e nesse caso diremos que as
matrizes A-e A' sao integrélmente equivalentes. Se a matriz B ti-
ver coeficientes raciénais, diremos que nesse caso A ¢ A' sdc equi
valentes sobfe.Q. Por espago'quadr&tico entenderemos um espago veto
rial 'V munido de uma‘fOrma guadratica Q. Podemos sempre construir
'um'espago quédrético a partir de uma forma quadrdtica. Se V for um
eépago quadratico sobre os racionais, o probleﬁa de equivaldncia se
trénsformaré no problema de isombrfismo entre espagos'quadréticos.
Uma das maneiras de se estudar espacgos quadraticos (V,Q) é
estudar o grupo ortogonal 0(V}, o grupo dos endomorfismos de V gque

-

preservam a forma quadrdtica, isto &, Qlp,) = Q(x), onde o & um



endomorfismo de V.

No capitulo I estudaremos os espacos quadrdaticos sobre cor
pos, em particular para o corpo dos racionais, utilizando o grupo
ortogonal para estabelecer relagOes entre equivaléncias de matrizes
e equivaleéncias de espagos quadraticos.

Nesse capitulo serdo estudadas propriedades d(.as £5pagos qua
driticos relativas & decomposigdo e dimensdes. |
] Um sobconjunto L de V & Iatice sobre V se L & Z—médulo
~induzido por V, QL = V e existe uma base {xl,...,xn} para V tal.que
L CZx, + ... ZX,.

Se {vl,...,vn} & uma base para o latice L como .7 +mbdu
10, e H = (Q(vi,vj)) onde g) é a forma bilinear aSsociada; e se H?
esté na mesma classe de H, entao existe uma troca de bases para L
tal qﬁe a matriz de Q nesta base & H'. ‘

Se.L*'fdr outro 1étices e H* for.matriz de L¥* numa certa
base, entdo dizer gque L e L* est3c na mesma clasée &. equivalente
a dizer que existe uma base de L tal que H = H*, onde H € matriz
de L nesta ﬂase. |

. O problema & entio traduzido em termos de létices,_e a.dé?
terminagao da classe de H & equivélenfe a determinagao da classe de

‘Portanto, o problema.rémanescente é a‘claSSifiCagao de L§4u"
tices em espagos quadréticbs; . B | |

No capitulo II estudaremos os 1é£ices; bases dellétiée$ ré
.décomposigéo de latices. | -

Dois latices L e L' sobre V sac equivalentes se estao na



mesmalclasse, isto &, se existe p € O(V) tal que pL = L',

A fim de ter uma melhor idéia das solugdes, ds vezes & con
veniente 1bcalizé—las, isto &, olhar o efeito de cada primo nas so-
lugoes considerando o completamento p-adico de €, denotado por Qp.
Ainda no capitulo II serao estabelecidas generalidades sobre locali
zagao de latices.

No capitulo III estudaremos 0s géneros e clasées de latices.
Em [O0], O0.T. O' Meara classifica as formas qﬁadréticas sobre caqxs
‘globais e corpos locais. Quahto ds formas guadraticas sobre anéis de
Dedekind, a classificagao & feita sobre anéis locais. A teoria so~

bre os inteiros ainda & incompleta. O'Meara classifica as formas gqua

draticas unimodulares indefinidas de dimensoes maiores ou iguais a
ciﬁco.

Quanto ds unimodulares definidas, ele s& classifica até di
ménéao oito. | |

0 trabalho de Martin Kneser em [K ] apresénta-trés métodos
para calcular o ntmero de formas quadrépicas, de acordo éom o dis-—
criminante_dé forma QUadrética. Destes, © terceiro método mostra
mais éXplicitaménte um célculo do nimerc de formas quadriticas, pa-
res ou impa;es,_a'disériminante 1e dimensab n < 16.

Finalmente nos capiﬁﬁlos IVﬁe.V,com base nestes trabalhos;.
levamos a efeito.a classificagﬁd das formas.quadrétiCas com. dimehfm-'
530 atd 16, tanto eﬁ nimero como eﬁ forma-(a menos de;isbmqrfis@os) 

tabelando a classificac8o de latices.



- Chamamos a atengao do leitor para o fato de que, sendo to-
dos os ideais tratados neste trabalho ideais principais, poderiamos
empreender os calculos e demonstragoes com os geradores desses ide-
ais (portanto, com numeros).

Com o intuito, porém, de fornecer um texto introdutdrio a

bibliografia mais avanc¢ada, preferimos manter o tratamento por ide-

ais.



CAPITULO I

ESPACOS QUADRATICOS SCOBRE CORPOS

Seja f um Corpo dé eséalares com caractériﬁtica diferen,
te de 2, seja v um espago vetorial de diménsao finita sobre F;e,
sobre V definimos uma forma bilinear simétricaq B: ﬁxv —>F ,isto
" &, uma aplicagae satisfazendo as seguintes condigoes: )
(x,vy,2€ V e a € F)

1.;B(x,y +'z)l'= B(x,y) +_B(x, z)

2.8 (ax, y) = a(B(x, y))
3. B(x, y} = Bly,x) -

X fungdo .Q: V ———F definida por Q(x) = B(x, X) chama

remos fungao quadrdtica. Verificam-se imediatamente as .. seguintes
propriedades de Q:

' : N 2

1. Qlax) = a” Q(x)

2. Qlx+y) = Q(x) + Qly) + 2B(x,y)

n
3. (T
i=1

' n
2 .

a, Q{x.) + 2 T 0.0, B(x.,x.}
1 L i i,5=1 i3] i

I =13

d.X,) =
R R i
Por espago quadrdtico éntenderemos um espago vetorial de
dimensdo finita munido de uma fun¢ao quadratica Q, com B defini-
do por Q, ja gque a fungdo guadratica e a forma bilinear se definem

mutuamente. O espaco quadratico chama-se binadrio, ternario, n-ario



se sua dimensao for respectivamente dois, tres, n.

0 espago quadrétiéo representa o € F sec existe x € V tal
que Q(x) =a (a € Q(V)). |

Se Q(v) =F, (V, Q) & dito universal. Diremos que x,y€EV
sao ortogonais se B(x,y) = 0.

Chamaremos de L{V,W) ao conjunto das transformacoes li-
neares de V em W. Em particular se W = V, escreveremos L(V,W} =
= L(V). Dentre estas, o conjunto das transformagoes inversiveis tem
uma estrutura de grupo, ao.qual denotaremos GL (V) e chamaremos gru
po linear geral de V.

Dados dois espagos quadraticos (V,Q).e (W,Q') e p perten -
cente a L(V,W) tal que Q'{(px) = Q(x), x& VvV, dizemos que p & uma
 répfesenﬁa¢&o de (ﬁ,Q) em (W ,Q') ou que W représenta v. Segué;
.Se imediatamente qué B'(px,py) = B{x,y). Uma isometria p & uma repre
sentagao injetiva (notacao: V>—— W para isometria de V em W.)

Se p for sobre diremos que (V,Q) e (W,Q') sao equivalentes.
Denotamos'por O(V,W) © conjunto das isometrias de V-em W. Se
V=W Verifibamos txivialménte §ue o(v) & subgrﬁpo de GL(V). .

O(V)_éhama—se grupolortogonaﬁ-de: (?,Q); |

Decorre das definigSeé acima a.seguinte prOpoéigao cuja de

monstracdo ndc requer maiores cuidados:

PROPOSICAO 1: Sejam (V,Q) e (W,Q') espagos quadraticos, se
ja {%3,...,%x,} base de V.

Suponhamos gue exista p € L(V,W) tal gue B(pxi,pxj) =

=-B(xi,2j). Entao p & representagio.



Com o objetivo de relacionar os espagos.quadréticos com
matrizes estudaremos a seguir alguns fatos relativos as  matrizes
e seus determinantes mostrando suas correlagles COm OS esSpagos qua-
draticos.

Se M e N_ sdo matrizes simé@tricas sobre os racio—-

mxrm nxn
nais e se existe matriz T tal gque M = TtNT'entﬁo M & repre-

mxn :
~sentada por N (notagaoc: M »— N).

Dado V espa¢o quadratico n-dimensional (munido de B e
Q) podemos associar a cada base de V uma matriz numérica
N = (B(xi,xj)). N & chamada de matriz do espago quadrdtico na
base {xl,...,xn}. |

Se N e N' sa3o matrizes de espago quadratico V asso-
ciadas a diferentes bases, ent3o existe T inversivel tal qwab#ﬂtNWL

Neste caso diremos que N e N' sd3o equivalentes. {Notagao: M = N)

PROPOSIC§0:2: Sejgm UeV espagos quadraticos com  ma-
trizes M. e N respectivamente. Entaos:’

a) U represénta V se e 50 se M representa N

b) U equivale- aV see sd se M equivale a N
fDEMONSTRAQﬁO: vide [6], pg. 86.

Seja V espago-qqadrético, Xyr---% € V. Definimos de~
termiﬁante em relacao a B, dB(xl,...,xn)ﬂxmm det(B(xi,xj). Se N
& a matriz do espago guadratico v, e {xl,...,xn} & base de V, en-

tao dB(xl,...,xn) = det N.

Tomando-se outra base {xi,...,xﬁ}_a igualdade'N'=TtNT

2 _
. . 1 L] = =
implica dB(xl,...,xn) o dB(xl,...,xn) onde a= det T.



Portanto a imagem candnica de det g{%Xys-+-+%X) no grupo
p-{0}

extendido {0} UV 3
p°~-{0}

€ independente da base.

Esta imagem & chamada discriminante do espago quadratico V

e & denotada por d,. No caso trivial V= {0} convencionaremos dy = 1.

B
. g- {0} L -
A estrutura {0} VU ——=—— faz sentido com a operagdo 0.x =0
o -{0}
o-{0} .
para todo X € — sendo @ grupo abeliano.
p°-{0} :

Por uma forma d-ica a n variaveis Xl""'xn (linear,qua
dratico, clbica, etc...) sobre um corpo K entendemos um polifidmio
homogéneo de grau d nas variaveis XpreonrX o

Se a caracteristica de K & diferente de dois, toda forma

uadratica n-aria se expressa como ra.. X,X. COM a.. = a., e a
q ti  exp _ ij Tity ij ji

ela podemos associar uma matriz numérica A = (aij). 
Como exemplo podemos tomar a seguinte forma guadratica bi
.- L2 2 . .2 3 3 2
naria f(gl,x2) = X3 + Bglxz + 7x2 = x] + 5 %1%y + 5 X%y + 7x2 ~e

a ela associamos a matrigz

Desta forma podemos construlr um espago quadratlco a par-
tir de uma forma quadratlca. No exemplo acima se tomarmos {x ,x }
como base de um espag¢o binario, entao a fungao guadratica corres-

- 2 2
pondente é Q(alxl + o, ) = oy + 3Ot10£2.+ 7&2 N



De maneira anadloga procedemos para dimensdes superiores.
Dizemos que o espago quadrdtico V, munido de B e Q, tem
uma decomposigao ortogonal se V & soma direta de subespagos

Vl,Vz,._..,Vn dois a dois ortogonais, isto e, Vv = Vl &P Vz D... D Vn

e B(Vi,Vj) = 0 para todo i# 3. - |
Nesse caso escrevemos V =V —LV' —L.'. .—LV = —]—— v -
1l 2 n i<n ‘i
convencionaremos que —;‘5— Vi = 0.

Dizemos que um subespaco U dé V decompoe V se existe W
tal que V =10 —'—‘W.

Por outro lado dado um espago vetorial V que-‘ seja soma di
reta. V=V, 8 ... 8V dem espagos quadraticos (Vi,Qi), & possivel
definir uma forma guadratica Q de modo Gnico tal que -

Vo=V, va Lo —LVm e a restricido de Q a v, séja Q, - Basta defi
pir Q sobre V cc:‘omc-n Q({x) = EQi(ki) se X = ;/:. Xiv X5 € Vi'

Verifica~se que Q & realmente uma forma quadratica caom

as propriedades exigidas.

Vamos agora mostrar a existéncia da deconmposican ortogona}::

PROPOSIQKO-B:

aj todo espacgo quadratlco nao nulo tem base ortogonal is

to &, ex1ste base {el,'...,e } para V com V. -—Kei e g:)rta.nto V—J-V . _

v, Loy L. L — . _
| b} Seja V Vl_ 5 - Vr e W=u, +‘W_2 + ces W Qnde
0s wi sdo dois a dois ortogonais, e seja 'oci; Vi —s Wi'representa{- :

¢ao para cada i, {onde (V,Q) e (W-,Q") 830 espagos quadraticos} .
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'Ent3o existe uma finica representacdo a: V —> W tal que
o induz cada_ ui; - | | |
' DEMONSTRAGAO:
a) Podemos supor Q{V) # 0, pois se Q =0 éuaisquerwkﬂs_'
vetores sio ortogonais. Seja {xl,...,xn} base de V, gue guporemos
ndo ortogonal, pois caso contrario nao hé_o gue provar. Entdo exis

te x €V tal que Qfx) # 0, e verificamos imediatamente que o

B(Xl_:le B(X:xn) - o
conjunto X, X, = —grEy — Xivonr Xy ™ —g(R) x} & uma base, e se
) . . - B(x, xn) - B(x, xn)'
W & o subespago gerado por _{32 Y IR x,:,.,xn YT x}.
teremos B(<ﬁ§ , W) = 0. Repetindo o processo no méximo em n - 1
etapas chegaremos a soma-ortogbnal desejada.
" b) Neste caso basta tomar ol S a.v,) = L a, afv,); o &
. : AR T § . | i
_ i=1 ;—l -
.- L - r I. .- r ‘2
representagao pois Q'{a( E_aivi)) = Q'(Zaiui(vi)) = I a; QTdi(vf)==
- § R - o+ S i=l T e '
r 5 ' r f.' . L , L .
iil éi Q(vi) Q(iil aivi),'pnde a, sao es?a;a£es e ?i Vi_pg _

ra ' cada i.-

" A unicidade de o & também verificada de maneira simples.O

'Seja U:aﬁéﬁxﬁn do esﬁago quadratico V. Chamamos de com=~

'plemento‘értog§nai‘de U ao conjunto. U*.= {x‘E_V fB(x,U)'= 0}1 Chg_

‘mamos de radical de V ao.conjunﬁo Rad-V = {x €V [ﬁ(xvvy_= 0}.Con

"-.fseQuéntemente' Rad V #'v*;'Diéemds_que o espago quadrético vV é re



gular se RadV = {0}.

Provaremos agora que todo subespago de um espago regular

possuli um complemento oxtogonal; mais especificamente:

PROPOSICAO 4: Seja U subespago regular do espago quadrati
zo V. '
Entao U decompSe V de maneira tnica, isto &, V = U-L Ui e

sev=ul W, entac W = U*,

DEMONSTRACEG: Séja U = (Fxl)l....J,(Fxp) onde{xl,.”,xp?

& base ortogonal para U.

Como U & regular, Q(xi) # 0 para todo i, pois Rad U = {0}.
_ ) _

B{z,x

Para todo .2 € V, 2 =y + wonde y =_-4T—i— X, + ... +

B{z,x ) i ' E
2. Xp e w=2~Y. Em consequéncia, y € U e Blw, xi) =
Q(X ) . ’ . . ! ¥ B ’ h
| . ¢ C B(Xi’xi) o : .

= — = — ' T mm——————r e ) R — *
. B{z-vy, xi) . B(z{xi) . E(z, xi) ‘Q(xi) 0, portanto, w € U*
lego V = U + U*, -

Comeg U N U* = Rady = {0} , a soma & direta, isto &, Vv =

= U § U* e como U e U* sio ortogonais temos V = UL ou*,

"Seja V=ULl W entdo WC U* Como V'= Ul U*¥ eatdo
dimW = dimU* " e W = U*. O ’

. Toda forma bilinear n&o'degéﬁerada (isto &, se B(x,V) =.0
entio x = 0) permite definir um isomdrfismo-entre V e seu. espago

dual V',



Para tanto basta definir a aplicagae § : V—V! . como
F(x) = ¢y onde ¢x(y) = B(g,y). A aplicagao ¢x(y) & linear em
y € V, porque B(x,y}) & bilinear. A aplicagcdo @(x), & linear em
x € V pela mesma razao.

Como V &, por hipbtese, regular, entac o conjunto
{% e v |B(x,V)_= 0} = {0}, logo @ (x) =¢x(y) = B{x,y) = 0,para to-
do y €V implica x =0, i.e., a aplicagao # & injetiva, e pelo
fato das dimensbes de V e de V' serem iguais, £ & bijetiva,

definindo portanto o isomorfismo reguerido.

Ponhamos U** = (U*)*, Entao:

PROPOSICEO 5: Seja V espago quadridtico regular, U sub-

espago de V. Ent3do:

a) dim V = dim U + dim U*, e .
b) U** = U
DEMONSTRACEO :
~a) Pela proposigdo 4, V = U @& U* portanto
dim V = dim U + dim U*
b) Por definigéo de complemento ortogonaL
U** = (U*)* = {x € V| B(x,U*} = 0
"Para todo X € U, temos B(x,U¥) = 0, e portaﬁto x E U*f

ou seja, U C U**%,
Por outro lado, como U* & subespago, pelo resultado an-— '

terior vem a seguinte igualdade:



dim U* 4+ dimU** =dim V e dim U** = dim V - dim U*,

Do fato de dim U = dim V - dim U*, concluimos pela igual-
dade de dimensdes (isto &, dim U** = dim U) e como U C U**, entdo

U = U**. 0O



CAPITULO TI

LATICES EM ESPAGOS VETORIAIS

Neste capltulo definiremos latices e estudaremos suas re-
lagces com espagos vetoriais, base de um latice e mudang¢a de base:

Os espagos, vetoriais estarao definidos sobre o corpo dos

nimerog racionais.

2.1 DEFINIGAC DE LATICE

Seja M um Z-mddulo: M & Zdeal fracionario se existe d #0

1 - ) .
Z. Neste caso como o corpo & dos racionais,

em Z tal que M C a
tddosl os ideais fracionarios serao de forma r% Z'z{—%? mezZ, n€2}
Seja V um éspago vetorial de dimensao finita; e seja Mum
éubconjunto de V gque & Z~mbdulo induzido pelas leis do espago ve-
.torial Y scobre Q. |
Definimos o espa’glo vetorial gerado pelo Z—~m5dﬁlo M como
oconjunto.QM={—qp\- X_; -c% € § e.xEM}"'. |

- PROPOSIGAO 1: .M & subespago vetorial de V.

DEMONSTRAGAO: sejam o; B € QM e < € Q. Entao o= q—l- X,
P | C : Ag,c,py) X + (c,a,p,) -
B="“—2“Ye c = —& ¢ co +B = 211 212-. estao
Ay " < : Cod195 : _ .
. . * l - )
em 0OM porque W EDN e (qzclpl)x + (cqupz)y € .M,[].

Passemos 3 definic3o de latice: csubconjunto M de V @&
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latice sobre V se M & Z-mbdbdulo induzido por V, M = V e existe
uma base {xl,...,xn} para V tal que M C 2 X+ eee + 2 o0x . En
particular, sendo {xl,...,xn} base de V, o conjunto

Zx. + Zx_ + ... + Zx & latice sobre V.
1 2 n
De maneira semelhante, dizemos que o Z-mddulo M & Ildtice-

em V se eXiste uma base {xl,xz,...xn} para V tal que

C . X_ .
M C le + sz + + an

PROPOSIGAO 2: Seja L um latice sobre V: entao o Z-mddulo
MCV & latice em V se e somente se existe K& Z, K#0,tal que
KM C L. Em particular se M & latice sobre V entdo existe K'€Z t.q.

K'L € M, isto &, K'L C M C k11,

DEMONSTRAGAQ:
_Pof un lado se M & latice em V, existe base para V de tal

forma que M C 2x, + 2x, + ... + Zx_ .

Como L & litice sobre Vv, todo elemento Xj da base de 'V

: m _
se escreve como X, = L aijyi , para m adequado, onde
' i=1 _

. € . € L.
255 € Qo y; €L

Pelo fato dos aij € 0 formarem um conjunto finito, pode-
mos escolher um K € 2 {(como o minimo mialtiplo comum dos denomina-

dores dos racionais aij) de tal forma que K aij & 7 para todo aij’
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Portanto, para todo elemento xj da base de V conclui-se

. m
Kx., = % (Ka,.) y, €2y + 2y +...+ %y e 2 +y +...42y C L

1 +J 1 2 ‘m 1 2 m

e entao Kxj C L para todo x5 da base de V.

Portanto, tendo em vista que M C ZX; + IZX, toae. + 2x,
conclui-se que KM C L.
Por outro lado, se existe K € 7  tal que KM € L, consi-

deremos o fato de L ser latice sobre V.

o

Se I & latice sobre V, entdo L & latice em V e existe ba-

se para V de tal forma que L C ZX, + Z'xz .. .+ Ix, . Isto le
-1 1, . %2 *n : X
vaa MC K LCZ(g)+ Z(x) + ... +2(F) onde os elementos —

formam nova base para V, e entao M & latice em V. Em particular,se

L & latice sobre V, entio L & litice em V e se M & latice sobre V,

1

existe K' € 7 tal gque K'L € M ¢ K "L.0O

PROPOSICAO 3: Selj'am V espacgo vetorial, U sﬁbespago de vV, M

'subconjunto de U. Entdo M & ldtice em V se e Samente se M & Latice em U.

DEMONSTRAGEO: Seja {x;,...,x_} base para U e estendamo -

la para | {Xl, Ce X, Xr+i, . "Xﬁ} base de V. Consideremos dois 13-

tices respectivamente sobre U e sobre V, a saber:

L=z, 7, + ... T eL_=z'x+...¢t-Zx.
] 2 - % 1 n
‘Sendo M litice em U, da proposigdo 2 existe K € 'z  tal

quie KM C L' CL e entdo M é latice em V.



13

Reciprocamente, se M & latice em V, existe K € z tal que

KM C L ma.s KM CLNU-=L'e dai conclui-se que M é latice em U. O
' Segue imediatamente das definig?ies e da proposigaoc 2, itém

2.1, que todo submddulo de um 1litice sobre V é um litice em V. Em

particular, se L e K sao l3tices sobre V, entdo L N K & submddulo,

e como QL. N QK =V = Q(LNK), L NK C le + ... an se LEle+...an
onde {xl,...,xn} & base de V, entao LNK & latice sobre V.
2.2. BASES

Seja L latice ém V.. Para todo x € QL, x # 0, definimos
coeficiente de X em L como o conjunto C_ = {e € Q|ax € L}. Como
DI, & nao vazio existe gf € QL e qdlqﬂ € L, portanto C_ & nao va-
zio. Um cilculo simples mostra que C, & Z2-mbduloem 0 e que
gx.-‘x =1, N §xX. Porﬁanto Cx-x & latice em 0x e existe o €7, a# 0, tal
que 'dcx'x CZx e dal oc C 2, ou seja C, & ideal fracionario.

Dizemos que X & veﬁor maximal de L se Cx =%. Portanto,
X & vetor maximal qﬁando Zx =.L'-’l Dx. Toda linha Qv de QL =V +tem um
vetor maximal: de fato seja a linha Qy e CY =02, para um o € ade=

quado. Basta tomar X = ay e teremos Cx =7, logo x @ vetor maximal

de e X € Qy.

TEOREMA 4: Dado um latice L sobre V, um subespago vetori-
ai U de V com dimensao (ﬁ,— 1) e dado xOEV-U, entao entre os veto-
res vy € X +U eiciste pelo menos 'um vetor cujo coeficiente com res-—
peito aL'é maximo em relacdo 3 inclusdo. Se este coeficiente & c,
entdao para gqualguer vetor. X, + uy (uo € U) com coeficiente ¢ temos
L.= c(:l(O + uo) + L N U.



DEMONSTRAGCAO:
 Afirmamos que o conjunto ¢ = {g € Qo X €L+ U} éum

ideal fracionario. Claramente, ¢ € um Z-mddulo ndo nulo em . Como

I, & latice sobre V, existe bhase {xl,...,xn} para V tal que

. C . R - = —
L < le-+...-+an. Seja {yl,yz,...,yn_l} base de U; entac o con:
junto {xo,yl,yz,...,yn_l} & uma base para V e 2x, +tZy; t... +Zyn—l

& latice sobre V. Pela proposigao 2, existe B € Z tal gue
BL C Zxo + Zyl-+...-+Zyn_1 Cc Zfo + U portanfo 8L C Zxd + U.

Por outro lado, da definigao de c, ax €L + U; para to-
doe aEC e Baxo e BL + U, donde (Bc)xo C BL + U e do exposto
conclui-se ,(Bc)xo CBL+UCzZx +U e entab Bc CZ e c €& um
ideal fracionario.

i 0 coeficiente de qualguer vetor em X f'U esta coﬁtido em
¢, por construgao de c. A primeira parte do teorema sera entao pro

vada de consegulrmos um vetor u' € U tal que c(xO +u') €L, pois

o coeficiente desse vetor ira conter c.

Desde gue . c -c“l = 7, podemos conseguir uma eXpressao
= E E -
alsl + ...+ arBr 1 onde oy C, Bi c
inica implica = + . €
A definicao de ¢ implica ui X £i u, para cadg ay
- s s P ' ea. T X =
€ ¢ e a expressao enunciada implica qug alBl Xo + X arBr xO |
iy .
= I B 4, L B;u, .
i=1 ot oi=1 b *
Mais, Bi cCZ,1<1<r., Portanto, -
- r or ' :
c{x_ -~ I B,u,) =c(I B,L) CL
N . . r . . . ) . ) . ]
e - temos conseguido u' = 3 B, uy de tal forma que.c(xo'+ u') C L,

.i=l
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ou seija, X, + u' é um vetor tal que tem coeficiente c.

fortanto; para todo vetor uo € U que tenha coeficierite ¢
em relagao a L, c(xo + uo) CL e c(x0 + uo) + L NUCL,

. Reciprocamente, seja um vetor a(x0 +u) de V, u€U e
a € Q de_forma que a(xO + u) € L. Entao axo € L + U, e pela defini
cao de ¢ , o € c.

Portanto, considerando que a(u - uo) = a(x0-+u)~a(x0-+ub).
€L e gque afu - uo) E‘U, conc;ui—se gque a(x0 + u) = a(xo + uo)+
+ a{u - uo) = c(xO + uo) + L N U, . |

Pelo fato de a(xo + u) ser um vetor tipico de L, temos

C + " R
L c(xo + uo) L U

TEQOREMA 5: Se L & latice sobre V e {xl,,..,xn} € uma ba-
se para V, entao existe base {yl,...,yn} tal que Yy € @xl-b...Qxi,
I <1« n,:e ha ideais fracionérios Jl’ J2,...,Jn' tal que I, =

1Yy e F IV

DEMONSTRACAO: pelb teorema 4, seja U o hiperplano U =
- - a = n + i
Qxl+. +anfl e entao L'. (L U) . cnyn para algum Y, € ©° coefi
ciente c_ .
. n .
Considerando~se gque L N U & latice sobre U, procede-se
por indugdc scbre n = dim V. O
Cbservemos que cada c¢; utilizado na demonstragao & coefi-

ciente de Y-

TEOREMA 6: Seja I um latice sobre o espaco vetorial V. En

a ' : L=7%2, +22.+... .
taoc existe uma base {zl,zz, ,zn} para V tal que L=%Zz; 222+ +2z,
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DEMONSTRAGAO: pelo teorema 5, L = lel-+J2y2+...+Jnyn on-

de J J?_".”'Jn sao ideais fraciondrios do tipo

ll‘
1 _ 1 1
Jl == 2, Jd,==2Z,...,J = =— Z. Basta, portanto escolher a no-
n 2 n n n
1 2 n
_ 1 - L
va base como zl n, Yl""'zn n_ yn.D

2.3. TROCA DE BASES

1

Consideremos dois latices L e K scbre o mesmo espago ve-

torial V e sejam {xl,...,xn} e {yl,...,yn} as bases na quais

L =I.%x, + ... + I X

171 nm'n
e K = lel + ... + Jnyn
onde I, e Ji sao ideais fracionarios. | .
. n n .
Sejam Yj = i-z—*l aij X, e Xj = iil bij-yi as equagoes

gue relacionam essas bases. Portanto, amatriz (aij) & a inversa da

matriz (b, .}."
1]

PROPOSIGAC 7: Estando os latices K e L escritos nas condi’

¢Oes acima, entdo K € L se e somente se aiij € I,, pava todo i e J.

. DEMONSTRACAO: Temos K € I, se ¢ somente se J,¥; G L isto
& 5 . X +. N + ;.. + Xy C L, - ja |
e, se e s0 se Jj(alj 1 azsz an]xn) € L, ou seja

. ....l '.l C‘ - 9 = + | i & ; : 6 s .
Jj(al #l + . At anjxn)‘_ lel + . ._;nxn' 1sto e,_s§ a: s I_:e

T, C I, < i< e 1 <3 <n.0O
alle —-Il parg_ 1 £1i<n < 3 < _
. PROPOSICAO 8: Suponhamos, K € L onde K.e L sdo latices

nas mesmas condigdoes anteriores. Entao K = L se e somente se
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...In = J "'Jn' det(aij) (Obs: os ideais fracionarios sobre

Il'IZ 1
0s inteiros possuem uma estrutura de grupo multiplicativo).

DEMONSTRAGAO: Por um lado, suponhamos K = L., Pela propo-

sigao 7, a C I,, para todo i e j tem-se det(aij) =,Ei_ala"'a '

S o
13 1 — nw

onde a ce.gd sao elementos da matriz (a..).
laf ¥ m ( lj)

Como a,.J, C I,, todo 1 e j, tem-se £ + a, ...a_. efrag~l
ijT ]y~ "i — 1la ne 1

)
( y {1 Jnl) ou seja, I+ a a e(I I )(J J )—l e rtan‘
- W F n w ! J ' - la L R I ) na l . W a n l - 8 & n po it

C
to (J...J) det(aij) C(Ty...1).

_ _ c
Analogamente, (Il...In) det(bij) < (Jl...Jn).

Pelo fato de (bij] se a matriz inversa de (aij), det(bijr—

=(det(a, ) )1 ¢ portanto

I '.-I_n = det(ai-) J cu-Jno

1 5
Por outro lade, sendo K & L, temos a4 e IiJj_l.
Seja A,. = & + a, ...a_, onde nao aparecem nessa formg

1] - Lo nw

lagao osllndlces aik'akj para todo k.

. : -1 _ =1 _
Isso implica AiinJj E(Ilf"In)(q1"'Jn) Z detkﬁj)
Considerando que Aij & o cofator de a;5 © que a matriz
- . - . L] - = ij C
(bij) & inversa da matrlg (aij) segge se dque bjiIi aet(aij) %

Eéjj_ Isto vale para todo i e j, portanto L € X, e dal L = K.0

A proposigao 8 apresenta como corolario o fato de que, se

L' & expresso livremente numa base { xl,...,xn} isto &, L = Zx, *+

+ zx2 +...+ zxn e se yl,...,yn sao vetores determinados por
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= ¥ a,.x,, a.. € entao os ' :
Yj . § 234%ir 955 0, vetores yl,...,yn formamuma nova
base para L se e somente se a matriz (a.,.) & unimodular. Para

1]
tanto, basta observar a igualdade Z.%2...%2 = Z...Z.det(aij) gque ex-

plicita det(ai = Xi.

)
J
2.4: FATORES INVARIANTES

Neste iﬁem, o teorema 9 estabeléceré a existéncia e unici
dade de certos ideais gque satisfazem, na formulagac de um litice ,
uma relagd@o de inclusdo. Tails ideals serao chamados fatores {nva-
riantes. |

LEMA 9: Dado izt 1atice L sobre ¥, V&, existe hiperplano U tal

que L =1I_.v+ L NU, onde I_ & o coeficiente de v em L.

DEMONSTRACAOC : Seja {v,xz,.;l,xn} base de V extendida a par
tir do vetor v, e seja U o hiperplano U = Ox, +...+ Ox . Pelo
teorema 5, existe base {yl,...,yn} tal que y; € Qv, ou seja,

'Yl = gv,o € @, de tal‘forma qﬁe L = Clyl+(L N U) onde Ci” é o
coeficiente‘ de Y < av.'Pof outro iado, sgndo Iv'coeficiente Ide
v em L, verifidansé trivialmente que IQ. v E L e Iv.v+(Lr1U) C L.
Reciprocameﬁte, sendo L = Clyl+(L ﬁ_U), todo glemento de L sé as-

creve como Byl +‘q,8 & Cl’ u €(LNU), ou seja, como ' Rav + u,

uEHfM)e]&WGL.Poftanto,Ba e'Iv e L © Iv' v+(L N U) 1

TEOREMA 10: Dados latices L e K sobre o espago vetorial V

nao nulo, existe uma base {xl,xz,...,xn} para V na gual

- L = I.,x

1 l+...Inx

n
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e K = I;Rx) +...+ I R x onde Ii,'Ri sio ideais

fracionarios e Ry,2 Ry2 --« 2 R, sdo {inicos; estes ideais sio os
fatores invariantes,

DEMONSTRAGAO: em primeiro lugar, suponhamos X C L.(se tal

nao ocorrer, poderemos trocar K por um conveniente oK,x€Z,a # 0,

- de modo que a inclusao ocorra). Para um elemento gualquer X € V

seja Ix o coeficiente de x em L e Bx 0 coeficiente de x em K. Como

K C L, consequentemente BxEEIx e se tomarmos o quociente - entre
B '
. . X : -
os ideais, R, = -3 teremos R C Z. Poderemos entao tomar um ve
X

tor v € V para o qual Rv seja maximal, (porem, nao necessariamen=
te maximo). Seja {v,yz;...,yn} base de V extendida a partir de v.
Seja U o hiperplano U = Qyz +.,.+Qyn.

Entao , pelp lema 9, L =(L N U} + Iv.v;'temos Iv+u C Iv '
para tode u € U. De fato, Iv+u(v+u) E“L = (L N U) + Iva e o{v+u) =
avtau €(L NU) + IV.V. '

Porem, corgo V. & U, av EIV'V eaEIv, para. todo o er.-ku'

Afirmamos que B_, C B, para todo u € U. Senao, pelo

+u —
. _ E - 5 _ |
teorema 4, existe u U tal que BV+u Bv'
M dai I B .C 1,8 C'I.B e R, = Svtu . Ty -R
JHasy caly Fopytty = v = Y

+ -+ I B
y v+u v+u vtu . By

o que contraria é escolha de 7. Portanto, tamos de fato Bv+u§ BV
para todo u € U. Aplicando novamente lema 9 obtemos K=Bv.v+(KjTUU
um argumento indutivo demonstra as expressaes 
L= I,.v o+ (wagf...fIz.z} Ie'
= t'..l - +I..+ . ' )
R IV,RV v+(Iwa_m_ _Isz z}

com Rey2...2 R . Besta provar que Rv 2 wa
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: . . -1 -1 . .
Dados os ideais Iv oy Iw ; Rv' Rw existe a,8 € @ ta;s
-1 -1 ' ) : o
+ = + R . = +
que aIV BIw ' Rv Rw Seja x oV - Buw:

: N N " - - . - -1 -
Desde que sendo A e B ideais fracionarios A NB=(A 1+B B 1

. -1 -1 -1 -1. -1 o =1
— =1 n = {: =
pode-se verificar que Ix (Iva } (IwB ) (cxIv +BIm ) (Rv+Rw) .
De maneira similar, pode-se verificar que B, =Z e entao
B . .
R =—2X=R +R ; de maneira que R_C R_+ R = R. e pelo maxi
X Ix : v w _ v— v 4 -

malidade de R , R_ = R'=R +R 2 R portanto R C R }
v v X vV W oW w— v

Para demonstrar a unicidade dos fatores invariantes supo-—

a = +... = cen
nhamos a formulagao L = I,x% + I%, e K=I;Rx +.. .41 R x , com

R, 2 R 2..23n e outra formulagao possivel onde Ri' seja o primei-

1 2
ro fator diferente dos Ri(l < i < n).

Consideremos o latice J = K&(Ri'L) e tomemos os fatores
invariantes de J, da forma Ry =Ry, 1 <xgi-l e R' # Rpara i<i <n
Tomando-se as duas decomposicdes para J: h
= L) = 14+R! '+ ..+ ' 4R )3 = ')
J = K+(R,'L) Il(Rl+Ri)Xl+..+Ii(Ri ﬁi)xi <D (RI4RDx e J K+(3iL)
. 1 i .
= +R, +..T. , +R! s te .. T +R, .
Il(Rl Rl)xl Il(Rl 1)x1 n(Rn Rl)xn

Como Ri 2 Ri+l’ tomando-se o produto dos fatores  pelas.

2771

duas formulacgoes, teremos porum'lado Ry

R,..R, ..R!...R! e por ou-
) A 1 .
tro R, .R...(R,+R!} ..(R +R').
172 i1 n i _ .
"Mas Rj+Ri'2-R;,para j > i e os produtos serdc diferentes,
contrariando a proposigao 8. Portanto; os fatores invariantes sao

Gnicos .
2.5, LOCALIZAGAO DE LATICES

Por valorizagdo entendemos uma aplicagdo ||: @® =R  tal
que trés propriedades sejam satisfeitas: '

(1) Ja] > 0 se a# 0, |0 =0
(2) faBl = |a| .|8]
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() fa + 8| <faf + [B]

Se a fungao referida satisfaz (1),(2) e a propriedade
| « + 8 | < max{|a| ,|B|} , entdo satisfaz (3) e a valorizagdo &
dita nao-arquimediana;se a valorizagdo ndo satisfaz tal proprieda
de & dita arquimediana.

Como exemplo de valorizagao no corpo dos racionais, fixa
do um primo p, para o €Q tem-se g= pi(g) onde {m,p)=1 e {(n,p) =1,
i € Z pode-se exibir a aplicagdo |a| =11 i € z.Fsta & uma valori~ .
zac3o nio-arquimediana.Duas valorizacoes se dizem equivalentes -se definem a’
resma topologia sobre um coxrpo.

Por lugar entendemos uma classe de valorizagdoes equiva-
lentes sobre um dado corpo. Existe exatamente um lugar arquimedia-
no P nosracionais {(vide[0], teorema 12.1lpg.l4). Toda valorizacao
il em P & da forma || = [12, onde || & o valor absoluto em @ e
0 <p<1€& R.

Denotaremos por Ilp a extensao candnica de uma valoriza
gao ao completamento Qp onde p & um nimero primo inteiro. Esta va-
lorizag@o funcionara sobre o comp;etamento QP. Um ideal fracionério
tipico em Q tem a forma pgspnp, onde p representa dois ideais
primos diferentes, 0 ideal primo 2Z nm_ de 2 e o ideal primo m_ de
2 , anel dos inteiros p-adicos, onde mp={a_GQ| |0t]p < 1l}e m, e

chamado 7Zdeal maximal de Zp. S representa o conjunto de todos as
elementos primo em Z;e np sao inteiros quase todos nulos.

Um ideal fracionario tipico em Qp tem a forma pnplonde
np €z, ' '
: Introduzimos o homomorfismo sobréjetivo definido pela

fungao E)gspnp > pnp de I ~» Ip, onde I representa o conjunto
dos ideais de @§ e Ip o conjunto dos ideais de Qp.

A imagem, por esta transformacao, de um ideal A ~em @
serd denotada por Ap e sera chamada Zocalizagao em p do ideal A.

Desde que © ideal A pode ser retomado como A=Pégsﬁ§ﬂ§g,
entao temos que A & B se e somente se Ap C Bp para todo p€ S :

de fato, se A C B, entao A, - Bp ; por outro lado, se Apti Bp,
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entio QNA_ C QNB , todo p&5 e dal N (QA ) € N (pNB Jportanto 0B,
P P pES pes P

Em particular, A=B se e somente se Apr—Bp, para todo p € 5 .

_ My . o
Se A= 1 pnP e B= Twp P 530 ideais em suas fatoragoes
pes pEs

primas, definimos a soma dos Zdeais A ¢ B tomo A+B= T p
' =3
A x,
_ _ , _ P P
Seja V espaco vetorial de dimensSo n sobre 0. Seja v @g

mi]’l_ (np ,mp)

I

Pode-se verificar que (A+B)p=Ap+Bp e (Ax)
Como QC
| %
entao existe um subespago de Q; canonicamente isomorfo a V.

No que segue, identificaremos V a esse subespago e assim, ‘para todo

XEV, podem::)s considera-lo tambem em Vp, considerando que Vp pode ser escrito co

o V=9 V.

Dado um latice L sobre V, L = Alx1+...+A X , onde A, sao ideais fraci

_ n'n i =

‘onarics e {xl, ...,Xn} & um base para V, entao podemos definir um Zp-létice Lp 50
e V, ‘de maneira aniloga & definicdo de Z-litice da pagina 10, como 2 modulo
i | C =

tal que existe base {xl,...,xn} para VP de modo que Lp - pr_l+"'+szn e LP—VP.

A partir dessa deflnl_gao, LP=Alpxl+. . .+2!1np}<:n e 1m, Zp—latloe sobre V,

pois pode-se verificar que i
. (1) T, @7 édulo

(ii) Lp_ C pr1+. - prn'

(1id) QPL = ~ pois QCQP IEL entao VC%L a Q[;v ()] Lp. Por outro la-

-donV LCV e QPL CV._

Uma demonstragao aréléga a0 caso dos ideais estabelece que LC K se
e somente seLp_C_KP, para todo p € 5, e em particular I=K se e somnte.seLp=
:Kpparatodo PES, ordeL e K s3o latices sobre V.

Dados ideais A e B em suas fatoragoes primés como acima definimos a

intersecgan dos ideats A e Boomo ANB= 7 max{np,mp) .

=S
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TEOREMA 1Q : Sejam dados Zp—létices J{p) scbre Vb acada pE€ S,

Suponhamos que exista un Z-latice L sobre V com_Lbeb para quase to

do p. Enti existe um Z-latice K scbre V tal que K = J(p) para tod p € S.

DEMONSTRAGAO :

Serd suficiente provar a exlsténcia de um Z-latice K sobre V tal que

¥ =1L =~ £ G- e
fq T g S° 4 P

Kq = J(p) se g = p . Como existe L tal que Lp = J(p) exceto num

conjunto finito, o resultado segue por sucessivas aplicagoes deste

caso especial.

Como o latice J(p) dado a cada p sera da forma

J(p) = ZpY1+"‘+ZpYn- onde {yl,...,yn} e uma Pase para V'. entao

a

existe J = Zy,+ ...+Zyn sobre V tal gue Jp = J(p);

De acordo com o teorema dos fatores invariantes (teorema

10, ftem 2.4) existe base.'{zl,...,zn} para V tal que

L = Alzl+...+Anzn, J = Byzy *...B Z _oqde Ay Bi sa0 1dealg_gm Z.

Slejam Ci(l <'i < n) ideais construidos da seguinte ma-

[y - — . E _- ! = T = .~
neira: Ciq Aiq se q. S-p. “Ciq-. Bip se_ g p

-

Entao o latice K = Clzl,+.;}+cnzn tem a propriedade -

desejadé.'u



CaPITULO III

LATICES EM ESPACOS QUADRATICOS

GENERO E CLASSE DE LATICES

3.1 GENERO E CLASSE DE LATICES

Neste capitulo uma estrutura adicional é colocada no as-

sunto em discussao: o espago vetorial V & tornado um espago  qua-
dratico por ;djungéo de uma forma bilinear simétrica B dada com a
forma quadratica associada Q. -

Seja V espago vetorial, seja L latice em V, e seja U ou-
tro qualgquer espag¢o quadratico sobre @, é seja K um latice em U .
Dizemos que X é representado por & (notacgao Q-K4};-L) sé exXiste uma
representagao o :QK—YPL  tal que oK C L (coﬁo ja observado, g &
representacaoc se thx)fé Q(x), para tode x € U). |

Dizemos que ha uma Zsometria de K gobre L (notagdo: K}HL)
se existe isometria og: QK> — QL tal que oK C L. Dizemos que K

e L. edo isométricos (notagdo: K»—P» L ou K = L) se existe uma

1

isométfia 0:iPK > QL tal que oK L.

6] decorrer daeste capitﬁlo esclareceré dque acﬁar os lati-

| ces isométricoﬁ a um latice dado & o ﬁesmo que'achaf a classe de e

'quivaléhéia de uma.forma quédratica. Estudara também ém'que condi—

goes, dadés létices L e K sobre o espago_quadrétigb V, existe um

elemento do grupo ortdgqnal 0o{v) tal qﬁe bK = L.
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, N matrizes simétricas sobre Q.

Sejam Mm nxn

Xm
Dizemos que M & integralmente representado por N.sé exis
te T ., ©om coeficientes em Z tal que M = TN,
Se T for unimodular ( ou seja, com determinante * 1) en-

t8o M e N sdo integralmente equivalentes. 'Essa relagdo & de equi-

valéncia e denotamos N = class N.

Seja L um latice sobre V e seja uma base {xl,...,xﬁ}para

V tal que L = le + sz +..,.t+ an.

Por matriz de L na base {xl,;..,xn} entendemos a matriz

N = (B(xi,xj)) e escrevemos L = N,

[}

, : . . . .
Se {xi,...,xn} & outra base para L com x{ i tii X

(t,;, € 2) entdo a matriz T = (t,;) énunimodqlér (vide capitulo 2,

i

observagao da propesicao 8 ) e a matriz de L nesta nova base &

N' = TtNT e portanto a troca de bases se consérva em class N.

Podemos ehtao-aSsociar uma classe de matrizes_integrél -
mente equivalentes com um latice num dado éspago quadratico, e to~
dé.classe de matrizes_integralﬁente.equivalentes pode ser obtida a
partir de um létiqe adequado num espago éuadr&tico adequado.

Dada uma matriz simétrica N, <N> significa o espago qua’
dratico tendo matriz N. Usaremos a mesma notagao para éenotar Toum

l3tice sobre V com matriz N.

'PROPOSICAO 1: Sejam K e L litices com matrizes M e N SO~ -

bre espagos quadraticos Ue V respectivamehte;



Entdo, nestas condigdes temos: (¥*)

(1) K3>— L se e somente se M>— N {(sobre 32)

(2) K =1, se e somente se M = N (sobre 2)

DEMONSTRAGAQ :

(1) Prlmel?amente seja M = Faij)e‘Nz(bij)‘ Seja bﬁf"’xn}
base para U na qual B(xi,xj) = aij e seja '{yl,...,yn} base para

V na qual B(yi,yj) = bij' _ y | | )

Seja 0 : QK—> QL representagao. Entao B(Uxi,cxj)= a. ..

t..y. € denotamos T = (t' ).

Seja ainda ox, = z, = L .
1 15 Al Al

Enta .. =B(z,,2.) = B( t__ t . = I t .b . t_, -
ntao, a, (zl,z]) (k wi¥ s uJJYU) T un P % por

tanto, M = TtNT.

Reciprocamente, se M = TtNT definamos z, = X tpiyp
: u

Entdo B(zi,zj) = aij' Seja ¢ uma transformagao linear definida co

mo o[xi) = Z;. Entao B(cxi, oxj) =_B(Xi’xj) = aij’ Logo ¢ & re-
presentagdo e temos demonstrado. -

A-demonstragao'de (2} &, com pequenas modifiéagSes,_.ané-
loga a de (l). O

Consideremos o discriminante Ap (. aerx)) de uma base

{xl,...,xn} para o litice L sobre V.
Conm) ja observado na pagina 4, se for tomada outra base para L, dl—

ganos {xi,_. .o ,xn},., a igualdade de N! = 'I'tN'I‘ _mstra que dB(X-l" .'.,.xn} =

dB(xl"_""xn) .

(*) (Para esclarecimento dos simbolos usados para matrizes, ver pé

gina 3, CapItulQ I).
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Portanto a imégem candnica de d (xl,...,x ) 1ndepende da base de

L e & chamada discriminante de L (notaqao: d, L).

Se L consiste de um ﬁnicg ponto convencionamos: dBL = 1.

Sende V espago quadratico sobre © e L,K latices sobre V,
dizemos que K e L estao na-ﬁesﬁa classe se K =ch, ondec)'é.ele-
ménto.dé o(v}. |

Esta felagﬁo.é de equivaléncia e‘denﬁtamos cls L & classe
de equivaléncia do latice L. | |

Cmmmmoé cls;L aos latices K tais gque K =01 eo € o+(V5,
sendo K e L nas.mesmas condigSeé anteriores. Uma trans formagac ¢
esti em 0T(V) se deto-% + 1 e & dita neste caso rdfag&o;

De ﬁorma analoga uma transfbrnagao 0 pertence a O (V} se det = ---l,r

dita ref?exao neste caso. DelelHDS © Grupo dhs Unzdades de L como o subgrupo O(L)-

= { €0V |oL L}.
Os latlces K e L estao na mesma classe proprua se ex1ste

_ g € o (v) tal_que GL = K. Nas mesmas condigoes ©s latlces.estao

no mMesSmMo género se para cada p primo em Z -existe mp = O(Vb) - tal-

é

]

que & L_ =K (notagdo: X € gén'L);'onde_Lp e'Kp:sad os completamen

o _
PP P _
tos p-ddicos dos latices L e K reSpectivahente, Como O (V) esté"i-
merso em O(ﬁp) entdo se K € cls L temos como cbnqequéncia que

K€ gen L., o - o o - T
: Ixﬂia urn espago quadratlco regular Vo nunero de classes pnoprlas de

latlces sobxe vV é flnlto Fm partlcular o numero de classes pDDleaS nmm genero
_ a flnlto (vlde [0} ' teorema 103 4) '

3.2, DECOMPOSIQAO ORTOGONAL

Dlzenos que o latlce L e soma dzreta de sub-~ latlces
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Ll’LZ""'Lr se todo X em L se escreve como Xx = i Xgr X, = Li de

)

maneira dnica. {Notagdo: L = L, @ L, ® L; ®...0 L
Se B(Li,Lj) =0, 1<1i, J < r dizemos que L possul decom

posigdo ortogonal. (Notagao: L = Lyl Lyl ... 1L .y

r
Se Xy, Xy,.e0rX, sao 13tices de diferentes espagos
guadraticos escrevemos L = le_ ij_ -...L.X,  para significar que

L tem decomposigao L = Lllnibz_L ...J.Lr onde cada L, & isométri
. co a X,.
1

Com ligeira modificagao da estrutura precedente, podemos

afirmar que dados espagos quadraticos U e V sobre @ existe um es-

pago quadratico W tal que W = U'L V onde U' = U. Dizemos nes

te caso que W & construido a partir de V por adjungdo de U .

Como ja definido, o radical de um l3tice & o conjunto ex
presso por Rad L = {x € L | B(x,L) = 0} e o‘létice & dito regu-
lar quando Rad L = {0}. | | |

E facilmente visfo, sob esta definigao, gue Rad QL=Q-Radi”
gue Rad L & sub~latice do léﬁice L e aindaIQue Rad le.K) = (Rad L)
1 (Rad K). | | | o

A seguinte proposigdo mostra gue todo litice tem uma de-

composigao radical, isto &, existe algum outro. latice que permite =

uma decomposicdo tendo como'fétorlo radical do latice primitivo. -

‘PROPOSIQEO 2: Todo litice L; nag COndigaes assuiniéias, in-

duz um latice K tal que L = K L Rad I., (sendo L. 1latice sobre V).
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DEMONSTRAGAO: Se L & regular, basta tomar K = L.
Suponhamos L nao reqgular, e consideremos uma base para

oL, {xl,...,x ...,xn}, na qual os vetores Xys-e.,X_ geram o radi

r
cal de QL. Portanto, dim Rad QL = r.'

Pelo teorema 5, capitulo 2, existe base Yyr---1¥, para QL

no qual L = I,y, f...+ I¥, e Rad QL = Qy, *+...+ er.(a menos

da ordem dos elementos da base, pois Rad QL & subespacgo de V).
Entao Rad L = L N Rad QL = Ilyl+...+Iryr.
Basta entao considerar o latice K = Ir+lyr+l+';’+InYn e con

¥

sequimos a decomposicao desejada L = K J rad 1. O

3.3. ESCALA, NORMA E VOLUME

‘Consideremos um latice L sobre o espago quadratico V. Por
escala, denotado sl, entendemos o Z-mddulo geradc pelo subconjunto
B(L,L)} de @, ou seja, sl ={ I B(x,y) | x,y € L}. Desde que 1 =
- finita - :

z B(z.,z.ﬁz de modo qgue sL é
irj * J '

um ideal fracionario ou & nulo. Como l=iB(gfzi)EEsL,en&i) 7 C gl.

= C
2z, + Z22 +...+ 2z temos sk _(

Definimos norma , denotada nL,'como_o sub-médulo gerado pe
lo subconjunto Q(L) de O.
Como Q{L) € B(L,L} entdo. nL & também um ideal fraciondrio’

ou nulo. ) _
Como para todo X,y em L tem—se -

fl

2B(x,y) = Qxty) - Q(x) - Q(y) € nL, daf 2sL C nL C sL de modo -
que nL & nulo se sL o for e vice-versa. £ facilmente verificivel

também que se L = JLl K éntéo s = 8J + sK e.nL = nfJ + nkK,
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Para um latice L nao nulo definimosg wolume do litice L ,

sendo. L = lel + szz + ...+ Inxn s Ii ideais, como L =
2 2 2 _
= Iy, Ip... I, d(xl'f"'xn)'

Naturalmente, se KCL, ambos latices, entao vK C vL.
3.4. DUAL DE UM LATICE

Consideremos um latice L -em V, sendocespago quadritico, e

suponhamos L regular. .

Definimos o dual de 1. como L# = {x € gL | B(x,L) < z}.
Se L for o latice trivial,isto &, L ={0}, entio L#:={0}.

Suponhamos L nio trivial: entdo existem ideais IyToreesr Lo

e umé-basé_ {xl,..;,xr} para .QL tal que L = lel+ ve. F Irxr. A-
firmamos qué nesse caso L# = IIl ¥y ...t I_l v. onde {y. ,voree v}
: r r 1742 r
séo vetores tais qué {Q(yl),...,g(yn)} é base do espago dual V'{onde
@ & aplicagao definida na pag. 8, capitulo I).
Isso implica que B(I x,, Igl yj) =0 se i#3J e
B(Iixi, Izl Yi) C z. Pottanfo,temos-que .111 yl+...+ I;l Yy g L%

Por outro lado, se tomarmos um vetor tipico gualquer de
# _ ~ : . . _
L ,.dlgamOS z =byy, +byy, +...4 bryr teremos B(biyi' Iixi)—
= b, T, = B(z, I;x;,) C B(z,L) € 2, pela defini¢do do dual.de V.

Portanto, bi = I;l e temos estabelecida nossa afirmagao;

# #_ onyl

como consequéncias imediatas, temos L = L, vL© =

(L + K)# =_L# o k7.

e
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3.5. LATICES MODULARES

Consideremos um l&tice L sobre o espago gquadratico V ’

L = I %X, +...+ Irx onde Ii's sao ideais fraciondrios. Se a es-

171
cala de L for tal que sL = I, I ideal fracionario, e o volume de

rl‘

L for vL = 1t chamaremos L de I-modular.

O latice sera chamado de a-modular se for I-modular com

I =a%, o € Q. Sera chamado unimodular se for Z-modular.

As seguintes proposigoes esclarecerdo a relagac entre 1la-
tices unimodulares e suas matrizes, bem como entre latices unimo-

dulares e seus duais.

PROPOSICAO 3: O latice L socbre © espago quadratico V, cem
matriz M, & unimodular se e somenté se M & uma matriz unimodular ,
cu seija, M & matriz inteira e det M = £ 1.

DEMONSTRACAO: Seja Kyyoeor X, base para L, onde L =
= le tooot ZX entdo vL = Ze{det M}.

Se L & unimodular, entdo todos os valores de B(xi,xj)'es-

tic em Z ji que sL = Z portanto M & matriz inteira. Ainda mais,

(det M)Z = Z portanto det M=+ 1, e M & unimodular.

Reciprocamente, sendo M unimodular, M & inteira e s, =
= b B@ijzgz.mm ZE%,mm%ﬂhmMemmsstz;
finita 3 -
Como det M=+ 1, vL =2 e L & unimodular. 0

PROPOSICAO 4: Suponhamos L latice sobre o espago quadrati-

co V,L I-modular. Entao,
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L = {x & gL |B(x,L) C I},

DEMONSTRAGAO: Se L & I-modular, temos B(L,L) € sL = I e

entdo L C {x € QL | B(%,L) € T}.

Por outro, seja x € QL tal que B{x,L) C I.

.Como o latice & I-modular, B(L,I"lL}‘S Z e entdo
I LEL.

h Camo (V(L))2 = IZr

Jentio (v(L) L = I (v()) = T, Mas v(T D)=

1. v(L#) . Como i CL, se tivéssams

C2(v(L) e portanto v(I L) = (v(L)~
IflL Ciﬁ#, teriamos V(I-;L) C‘V(L#), o que nic ocorre. Logo, 1, :,D#.

Tomando B(x,L#) = B(X,I“lL) C 7, verificamos que XGEL##,

pela definigdo de dual -do litice , e entio x € I, O
A proposigdo 4 apresenta como corolario o fato de que I &

#

unimodular somente quando L. = 1.

3.6. A FATQRAQ.KO TNDECOMPONIVEL DE UM LﬁTICE—LAT_iCES PARES E IMPA‘_-(
ws. . _ _
Dado um. latice L, existe base'{xi;;..,xn} para QL tal gue .
‘ﬁ Q'le +...%'Zx£, como.jé foi visto. O'nﬁmefq'de vetores da. base
del_QL,é chamado rank de L.
Dizemos que L & déeomponipel se existem léticéleleszemlv
contidos em L tal que L = Kl;L K2.

Caso contrdrio chamamo-lo indecomponivel,

F claro que todo latice @ a soma ortogeonal de no maximo n

componentes, onde n & o rank de L. A tal decomposicao damos o nome:
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de fatoragdo indecomponivel.Dizemos ue a forma quadrdtica Q & definida posi

#va se Q(x) > 0, x # 0; def%nida_negativa se Q(x) <0, x#0, x €V. Se L & lati-
ce sobre V, x €L, entio Q(x) € 3, _

TEOREMA 5: Seja L um latice sobre o espaco quadratico reqular (V,Q)
sobre os racionais. Suponhamos que a forma quadratica Q seja definida (positiva
ou negativa). Entao os componentes Ly, ... L, de uma fatoragao indecomponivel sdo
ﬁnnxs,_axmmps<kionkmu |

DEMONSTRACﬁd:

Temos gue Q(xi é& inteiro, e [ Q(x) & um niimero natural.

Dizemos que X € L & redutivel se existem vetores nfo nulos y e z
em L tal que x =y + 2 e B(y,z) = 0. O vetor x seri chamado de

irredutivel se ndo for redutivel,
! Mostraremos Qﬁé'todo vetor em L é a soma de vetores irre-

dutiveis de L.

Primeiramente consideremos a soma y+2z de vetores ndao nu-
los y e z de V tal que Bly,z) = 0.

Entac Q(y+z) = Q(y) +'Q(z), e como a forma quadritica &
definida positiva ou negativé, Q{y) e Q{(z2) sao ambos positivos' ou
" negativos de modo qﬁe o (y+z) | > |Q(yi[. o

A prova de que todo vetor x em L & a soma de vetores irre

dutivéis & dada por indugao scobre o nimero natural n = 1ai=) ] .

Se |0(x)] = 1, entio x & irredutivel, pois se existirem
vetores v e z nao nulos em L tal que X = y+2 e B(y,2) =0, te -~
riamos 1 = |Q(x)}]| =]Qly+z)| > [Q(y)] e 1 = [Q(y+2)| > |o(z)|, e

se ambos forem pesitivos teremos Q(y+z) = 2, ou se ambos forem ne-
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gétivos teremos Q(y+z} = -2,

Supdnhams que y seja a soma de irredutiveis se n-l = |Q();). l, n> 1, "
Seja x cam n = ]Q(x) P, ée X & irredutivel, .esté mrovado.

Se x for redutivel, basta escrever x =y +z, yezem Le
1<l < n1, 12 |Q(z)] < n-1 e por hipStese de Imdugﬁo, y e z sio som de
1rredut1vels, logo x também 8. ‘ '

_ Em sequndo lugar, seja a relagao de equivalencia x =~ y no conjunta
dos vetores irredutlvels nao nulos de L, deflnida oD X < Y se existem vetores

1rraiﬁnveh3tﬁas que o -
X T 230 Bpaeeed2g TY (q > 1) com Bz ,,z;,,) #0 para 1 < i <g-1.
Sejam Cys CZ""'Ct as classes de equlvalencia associadas com es -
ta relagdo..
Sejam Kl’ KZ;.;.,Kt os sub-latices em L gerados respec-
tivamente pelos vetores em Cys 2""'Ct SR
Como B(C. C;) =0 para i # j entao B(K ’ Kj) = 0 para
i # e portanto a soma dos latlces Kl 2""'Kt g uma sqma orto—
gonal Kl_L K _L ...._LK
Como na primeira parte mostramos que - todo vetor em L "é_a.:
soma de vetores 1rredut1vels em L, entao L =.K11' Kz'. ....L K
" Seja L = Ll.i...._ LI, outra deooraposi(;ao e X € Cl Ehtao .
XxXE 1, glLl.L :..,LLr .é como X & 1rredut1vel, X esta .em uma- safff.ﬁ
componente desta fatoragao, digémos X e Ll'
.ﬁa'défihiéﬁo'da relagao de*equivalencia seque que Cl‘EhLl,.f

ortanto K. C L.
”portanto Kl-f_Llﬂ
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Da mesma forma segue-se que ¢cada K, estad contido em al-

gum Lj, e come L = KlJ. el K., cada Lj é a soma ortogonal de
todos os K; contidos nele. Mas como Lj & indecomponivel, cadalﬁ
2 exatamente algum Kiy ea fatoragao & portanto Gnica. O

Dizemos que o latice L & par se Q{L) = B(L,L) € Z.

-, - ’ -
0 latice L sera chamado impar caso contrario.



carITuLO IV

A CLASSIFICAGAO DAS CLASSES DE FORMAS QUADRATICAS DEFINIDAS

Assumiremos gue existe pelo menos um latice unimecdular SO
brenv, onde V representa um espago quadridtico n-3rio. Tfatando~se
de litices unimodulares scbre 7%, seu discriminante poderé ser ; 1
ou - 1.

Assumiremos os latices unimodulares positivos definidos ,

isto &, o discriminante em questdc sd podera assumir valor + 1.
0 simbolo I, denotarid a matriz identidade nxn.

Dols latices sdo adjacentes se satisfazem a condicao definida no §4.1.
0 objetivodo presente capitulo & determinar as diferentes

clasgses de latices unimodulares positi;os definidos. Comegandd com
um latice particular, as classes £icario éompletamehte determinédas
NoO processo  da procura sﬁéessiva dos 1latices adjéceptes é menos déll.
1somorf1cmos.,(ver 1ntrodugao)
| As- proposigoes e teoremas demonstrados neste capltulo te—i- 
'_rao por‘flnalldade estabelecer os métodos de construgao de todos os.
p0551vels latices - adjacentes a um latlce dado. _ | |

Assumlremos o metodo referen01ado por Martln Kneser (v1de' 

' biblidgrafia)'reportando—o i obra [O]_tanto quanto_90551vel.—
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4.1. LATICES ADJACENTES
Sendo K e L latices unimodulares sobre V, dizemos que K e

adjacente g L se os fatores invariantes de K em L sao da forma

% %,%,...,%, 2%.

Decorre imediatamente desta definicao e da definicdo de

_'fa_tOres invariantes que existe uma base {xl,..-.',xn} para V na qual
L = le+...+an. e K = (—?2: Z)xl+...+(2Z)xn. Uxﬁa definigao equivalen—
te & que o litice K & adjacente ao latice L se o indice de L N K
2 2emL e emX, isto &, [K: L N X]= 2 e {L: L NXJ]=2. De fato,
"sendo I, e K_como acima, L Iﬂ K = le+...+(22'):{n e [K: L n K]

=[L: L " K]l= 2. Isto por.que se , = a]_le+...+anZ;_~cn, K =.blle+"‘+bnzxn’
‘ entao Lm{ c]_le+...+c 2 onde c; =mmec (al bl) .o

Se [K:LNK] = 2 e [L 'K 1= 2, pelo .eorema 6 Cap:Ltulo II existe
base {x reeeeX } para Vv tal que L = Zx1+...+Zx . Sencb K= blel+...+b Zx 7

temocs Lﬂt( = Zx1+...+c Zx onde c, Z*Zﬂb Z.

.,p-_

Portanto, ¢=p, se b, = it

; 11 __l ql
| Como - [L LN K] = 2 -—- Ip‘l'-.'pz..-_.pn,_ te:mos pj =2 e p; =1

se i ;5 J.- | |

Dessa' forma, a menos da ordem, temos b, = -2 ‘e p, = L.
" ge i £ 1. 2 unimod. | S S | 1
. se i #__ Como K & unimodular, v(K) =2 = ( . —== )2,

l_cigo qx'_ = 2, pai:a al.gum r, eq; = 1 _iqara i # _r.' Pelo faté de
[K: LNK1=2, g 7d. o |
Portanto temos bl = 2, b2 = 'l,...,bn_-l--ﬁ' l'_, b= -231 (a..'mg.‘_

n
S = ‘I’" LI Y : —
no da} Orderp) el K. 2le .Zx2+ . +an_l + 5 an.
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OBSERVAGAO: Decorre da definigdo de latices adjacentes que se K &

. - 1 -
adjacente a L, entao 2L € K € 5L. Portanto, o numero de litices ad-

jacentes ao latice L & finito se o indice [% L : L] for finito.
1 -
Para demonstrar gue o indice [% L : 21) & finito, basta to

n .
mar um vetor y qualquer pertencente a % L, digamos y = £ a; % X0
. ) i=1
= < "
onde a; 4ti + ?i' 0 < r, < 4 (ai_e Z).
) n n r, - :
Teremos y = 2{(I £,x,) + I —= x,, onde r, € {0,1,2,3]}.
) 1+ i 1 2 1 i
n
COmo o vetor 2(L t x ) pertence a 2L, O numero de classes
1 nr
laterais & menor on 1gual ao numero de. vetores do tipo I 7% Xy qmae

1
finito. -
.422. DESCRIGAO DO ?ROCESSOI _
Seja L latice unlmodular com respeito a Z sobre o espago
gquadratico V, com matriz I ; schre Q. Deflnlmos :f{L) como sendo
o conjunto de todos os latlces unimodulares K com respeito a2

P P

sobre V tal que X_ =L para p = 3,5,7..." .
Assuniremos sen demonstra¢do o  resultado seguin

te, '(vide [01):

PROPOSIQAO l. Seja n > 5 e L e K latices un,urodulares sobre O

+ i
espago v em discussio. Entao existe latlce J pertencente a claS” K
tal que J esta em 3? (L)

+

' Para determinar as classes unlmodulares em V comegamos com

©um latice fixo b = <].>lw.. l~<1.> sobre V.- N
‘Como o numero de classes proprlas de latlces sobre vV é £i:

nito (vide capltulo 3, Iitem 3.1) digamos clas Kl clas Kz,“.,dRB Kt
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e pela proposiciao 1 existem K;r Kysoeo /K € zﬁ(D), a me-"
nos da troca de répreséntantes de classe, o problema serd determi -

nar os 1ét1ces-Kl,3,.,Kt;

Para conseguir os.létices-Kl,...,Kt iremos calcular'passo
a passo, construindo em primeiro lugar os”adjacentes a D, (que -éao
finitos) depois os adjacentes a estes, etc,'A'prOposigéo'z mostra
que'procedéndo.dessa maneira obteremos os latices Kyreoo Ky éntre-qé

dos os latices.

[

PROPOSIGAO 2: Para n > 2, sendo K e L dois quaisquer la-
tices unimodulares sobre o espago V em discussao, com K € E;(L) '
K # L, existe uma cadeia finita de ldtices unimodulares

L = Jl' Jz’if"Jt = K com Jifl gdjacente a Ji.

DEMONSTRACAO: Como K € Eﬁ(Iﬂ , existe uma bkase bara o espa
. . =3 al

_?o vetqual V tal gue L = Z?1+"'+Zen€ K 2 Zel+...+2 .Zen,com
< a <'an _pois.le‘= L , p primo, p # 2;@ I a, =0 ja

a <".¢‘0'-
._2.--_ . _p =1

1
. gue X & unimodular:
Suporihamos que a base esteja ordenada de tal maneira que
al'aZ'.."a’s < 0’ as+lf.ocoja.t = 0 e at+l;...;an.>_0'a'
. _ o : i | o |
Seja A = {{x;,...,x)) E_Fﬂ-l.xl < ... 2% e 2 X, =0}

Seja f£: A -+ A definido como

f(xl,f..,xn) = (xl,..f,xs+l,...,xt, xt+l~l,...,xn) onde



S Sup{ilxi<o}'_e

t =idnf {j|x, > 0}

3

£(0,+04,0) = (0,...,0).

Podemos chamar J., = XK, Iy = f(Ji) onde £{K) representa o résultg

1
do da aplicagdo f sobre os expoentes da formulag&o Jl:_
' - . a; a_ L
Dgssa forma temos J2 = 2 Zel+...2.2 Zes...+ 5 Zet+l+
a :
n - _ ) _
+...2 Zen e Ul. ?l N J2] = 2, BJQ. Jl N J2] = 2 portanto

g, & adjacente a Ty (pela definigao de latices adjacentes}).

Y = J.

De maneira semelhante, fazendo  f£(J 141 teremos

[Ji : Ji N Ji+l] =2 e [Ji+l : Ji n Ji 1= %f.

Como © processo & finito e termina quando todos o0s expo—

entes forem nulos, existe indice t tal que f(Jt“l):Jt=L e portanto

existe a cadeia finita de latices adjacentes ligando X a L.[J
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4.3. REGRAS DE CONSTRUCAQ

As proposicoes e teoremas demonstrados nesse Item consti-
tuirao um métedo para construir todos os latices unimodulares adja

centes ao latice X:; sendo K unimodular.

]

PROPOSICAO 3: As seguintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) K & adjacente a L

(ii) v(K+L) = % Z
(iii) v(RKNL) = 4 3

DEMONSTRACAQ:

[{1) > (ii)] Se K & adjacente a L, foi visto que existe ba

se {Xl,...,xn-}' para V tal que L = 2x, + 2x +_...an e

1 2
R o= £ ozx.+ '+“2zX e L + K = l ZX. + ZxX.+ -.+Zx . Portanto.
2 l - s a n ) I_ 2 l ‘2‘ 00. n : ’.
viL + K) = (322 z2....22 =14,
2 4.
[ (ii) = (1id)].
5 - . # o -
Como L e K sac unimodulares, L' =L e K = K. Entao

Cv(RNL) = V&L = vk = 4z

[(iii)'f (i)] De acordo.comlo'tebrema dog fatores invarian-
tes existe uma base {'xl,'.f..,}in}_ para V onde L = le+-_. . .+an e

| K = 2R, x +...+-ZR X gendo R. ideais fraciénérios{
_ 1 71 n n : i .
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Se v(L NK) =42, entaq V(L# N K#) = v({(K + L)#) =412

e v(K + L) = % 2, sendo I e K unimodulares.

Com> B2 R, ?—”'ERn’ seja i tal que RjDZ, j>ie Rj €2, j<i. Des~

se modo L-I-K:Rlxl+. - '+R1x1+zx1+l .o .+an a Ir‘Kzle-t-. . .+le+Rl +1% +l .. .+Rnxn.
Como v1L+ha—Ri...R 22 -% Z, existe_j tal que Rj=-% Z e os outrog ide~

- ais serdo iguais a Z.
: 2 —_— : = i =
Como v{L"EK)=%, Ri+l"'Rh2 = 47, existe m tal que RﬁFZZ, e outros i
- .~ . - 1
i i D -.CD =
deais tambem serac iguais a Z. Send Rl__ R2.2 —-Rh’ teranos R1 > 2,

R #fcoofﬂ

) 1= Z, Rh = 97 e.entao ‘K a adjacente a -Lg

PRXKSBﬁK)4:Seimnléﬁhxﬁ'KeeL-&ﬁs‘qxaK & adjacente a L e
y I-K. Ent3o valem as seguintes iqualdades:
| (1) L+K = Zy+K

-

(ii) L=Zy+(LNK) =
(11i) LOR = (Zy+K)" = (s € K |B( ,y) € 2~

DEMONSTRAGAO:

(i) temos K - ay + K c L+K Pela prop051gao 3, porem, nao,;

ha nenhum latlce proprlamente contldo entre K e L+K desde que_ '6'

*

volume de K e Z e O volume de L+K e %‘Z,
Portanto, Zy.+_K_= L + K.
' (ii) te-mgs L O- X c Zy +‘(L' N K), g_ L.. . A Tl

Pelo mesmo argumento do item (1),-usando @ proPOSLan 3, nao ha laf-
_tlces COHtldOS prOprlamente entre L ﬂ X e L.. o

Pprtanto 2y +(L N'K) = L.
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(iii) Desde que L e K estao sendo assumidos como unimodulares,

temos: L N K = L# M K# = (L + K)#

= (Zy + K)#. A segunda igualdade
segue da definigao do dual de Zy + K; desde que (Zy + K)# =

= {x € Q(Zy + K} | B(x,.2y + K} € 2} entdo (Zy+K)# = {wek|B(w,y)ez}.

TEOREMA 5: Seja y € % XK~ K com Q{y) € Z. Entdac existe
exatamente um latice unimodular J scbre V que contém y e & adjacen

te a K. Este latice & J = Zy + (2y + K)#.

DEMONSTRACAQ:

Pela propgsigao 4, se o latice J existe, entaoc tem a forma
" J.= 2y + (Zy +-K)#- porque nesse caso y € J e y & K, e isto pro-
va tambdm a unicidade.

Pafa mostrarmos que o latice realmente existe, serd éufic;
ente definir um létice desta forma e provar que & unimodular e adja
Cente a KT

0 latice J = Zy +(ay + K)# e unimodular} pois B(J,Jd) C Z
logo . s(J) € 2. (ver § 3.3)

Se éscrevermos K = Zu + Zx, +...+an com 2y =mw ; m €

€ Z\ tgremos 7y f XK= Z2{pw + y) + Zx2+...+an.
A igualdade 2y = mw  implica y = % w e Z(w+y)gﬂ(% w)

portanto 'Zy + KC Z(% w} + Zx2:+...+ Zx~ de modo que Z v{(Zy+KIG

_c;% Z. (Observar gue o wolume do latice & sempre um ideal quadratico).

Portanto, v{Zy + K} = % Z e v({Zy + K)#) =47,
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Camw y € K = K# , entao y & (Z2y + K)#.

' #
Portanto, v((Zy + K) ) i v(J) € 2
ou 42 C v{(J) € Z portanto v{(J) = 2 e J & unimodular.

# # #
Desde que {2y + K) = (2y) 97K =32y NKCJNK temos

# .
v((Zy+ K) ) C v(J DK} €2 que implica 47 © v(J "K) € % logo

v{J N X) = 42 e J & adjacente a K pela pr0posigéo'3. 0

PROPOSICAO 6: Suponhamos o latice K adjacente ao latice L, )
y um vetor de L-K, z um vetor qualquer de V. Entao y+z estd em L-K

se e somente se z estiem L NK= {w €K |Blw,y) € 2}.

DEMONSTRAGAO. Suponhamos y+z € L-K.

Pela proposicdo 4, L + K = ﬁy.+ K e [L + K : K1 =
=[Zy+ K : K] =2 ou seja, éo ﬁé dois elementos-no.quociente, a'sg
ber, X e y+K. |

Como. y+z € L-K; fy+z) + XK=y +K 'é zZE K;'

.Como: y'+':ze L, yle L eﬁtao z2€ L.
Portanto, 2z€ L n K. & igualdade ségue da proposicao - 4

e a reciproca & &bvia. D

PROPOSICRO 7: Sejam L e L' létices unimodulares.adjacen-—i
tes a K e y € L~K, | y' € L'-K vetores quaisquer. Entao I-L'se e somente se

y - y¥' €K e Bly,y') € Z.
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DEMONSTRACAQ:

Suponhamos que L=L'.Pela proposi¢ac 6,como y+{y'-y)=y'€L-K temos
B{y'-y,y) Z.Logo,B(y'.v)-B(y,v)€Z. Caw os latices sao un:i_rrodul;ares, Bly,y) € Z.

Portanto,B{y',y) € Z. Pela mesma proposigao 6, y-y'€LNK e y-y' € K.

Por outro lado, se y-y'€ K com B{y,y') €2 entao y-y' LNK o que im
plica que y-y'€L e ~{y-y')+y €L, portanto y' €L para tode y'€L',ou seja, L'CL. .
Um argumento andlogo mostra que L € L! -e entao L' = L. O

A partir destas proposigoes e da -observagéio do §4.1 conseguimos um mé
todo para construir todos os latices mimodulares adijacentes ao litice K.

0 método consiste do seguinte:
(i) O teorema 5 do § 4.3 mostra que a cada ye% K-K com B{y,y) € 2 existe exatamen—
te wm latice L adjacente a K que contém y. A propria denDnstragéo do teorema 5 es~

clarece que, se ye]é K e vyEK, o latice J = Zy + (2y + K) serd igual K.

(ii) A observagzo de §4.1 assegqura que o nimerc de latices adjacentes ao latice K

& menor ou ig-ual ac nimero de classes laterais de —]2—" R/2K.

(1ii) Se v,z 6;2L~ K~-K sao congruos nﬁduio 2K, isto &, y-z€ ﬁK, 5‘3 laticeg obtidos a
partir deles serdo iguais.Isso Ocorre porque se Iy—lze 2K, entdo z=y+2a, a€x, Sendo
L=Zy+(Zy+K)# e L'=Zz+(Zz+K)# 0S lata.oes adjacentes cbtidos, verlflcams qLe yEL—K,.
Z€1,'-K,; y—zEK e B(y,z)=B(y,y+2a)=B(y,y)+2B(y,a)=B(y,y)+B(2y,a) EZ, pO:LS K & uni~

modular Portanto pela propos;.gao 7, L =1L,

(iv) Concluimos, entao, pelos Itens 'anteriores, que se tomarmos um conjunto comple '

to de representantes de -2]% K modulo 2K obteremos através deles todos os latices ad~

R

jacentes ao latice K.
Pelo Item (i) eliminaremos desse cONjulto OS vetores que estdo em K e -
todos os vetores cuja forma quadritica nfo & inteira. Sendo Y i¥yre-+,Y, OS rema -

nescentes, fommamos os latices Li=Zyi+(Zyi+K)# para 1 <1 <r. |



‘ 46
Este procedimento nos da entao todos os 13tices wmnimodulares adjacentes

a K e os casos de duplicagao, por exemplo L:L:Lj’ ocorrerao quando e samente quando
yi-yj estéja em K com B(yi,yj) inteiro. ' .

O proxino teorema mostra uma condicao para que dois latices adjacentes
estejam na mesma classe, com O gque ccxrqpletarrbs o processo de classificagao das clas
ses:

TEOREMA 8: SuponhazrosKadjacmte aLéywnvetordeL—chmafoma
y=w+z tal que Q(w=l, z€K e B(y,w)e% Z—Z.

Entzo clas L = clas K.

DEMONSTRACAO: Considersmos a simetria we=x-2B(X,yplw para todo x € V,
De acordo com a pr0p05igéio 6, como w €I~K, (caso contrario y= yp+z €K} tenos que
wtzE€I~K se e samente se z € L N K.

Temos que 2z=2y-2w €L, nK.I Como B{y,w)€ % 7-7, entio 2B(y,w)=m € impar
e T.y-:y~m = {y—w) — r-1l)w = z-(m1)w. Pela raz_é"to de (m-1) ser par, e camwo 2y-2z=2y
€ L NK, deduzimos imediatamente {(m1)w €X e dal que T1y<kK.

Por outroc lado, para cada X€L.NK temos B(.x,m)"--B(x,y)—B(x,zJE 7z de
fonnaqueTxéwnelenentodeLr_]K. o _ ' .

Considerando que L=2y+(LNK), obtemos 1L C K, e pela igualdade de di-

mensdes tL=K; portanto pertencem i mesma classe . [

4.4, A MATRIZ §P(n = 8, 12, 16,...)
| Utilizaremos o Processo desenvrjlvlido. no pardgrafo anterior na caracte |
rizacao de uma classe partlcular |
. Atravds deste parfgrafo assuniremos que a dimensdo n do e.s.pago v em
discussio é ‘.8, 12, 16,... . | | )
Seja D um latice unimodular sobre V carpletameﬁte decomponivel : fixe~

mos para ele uma base tal que D=le—_’- 7%, A.. LA .
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Mostyaremos que hi sempre um latice mimodular indecomponivel adjacen

te a D, que todos os tais latices estao na mesma classe propria e que todos tem ma—

triz n
it O\

onde T & a matriz

- 2 1
1 2
T =
Colo

Consideremos o vetor vy = % (Xl+"'+xh)' Entao y esta em
% D-D, e Qi{y} €2 desde que n= 0 mbd 4.

Pelo teorema 5 existe exatamente um latice unimodular B
sobre V que contém y e_é adjacente a D. Consideremos uma nova formu
lggao de D, ou seja, D =_Z{2y) f Z(x2) + Z(x3—x2)+...+_z(xn - xn_l)-
e um latice adjacente a D sera X = Zy + 2(222) + Z(xs—xz) +.oo.+
+...+ Z(Xn-xn_l) porgue para paséar'de--D a X foi multiplicada
a decomposigao_pelos ideais % Z, 2Z{ Z;...,Z. (termo a termo).

Como y € X, e pela unicidade, concluimos que X ='E.

‘A matriz de E na base {vy, 2x2, ~(x3—x2),*(x4~x3),...,

f--'f{x_ -

n = %go1)} @ a matriz N :{B(xi,xj)) onde x; e x; sdo veto-
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res da base referida. Uma inspec¢ao simples mostra que N = @ .

n

0 seguinte teorema proporciona uma descrigao dos vetores

de E:
n
JLEMA 9: E contém vetores I Aixi se e somente se
' i=1
_ n )
A, E L Z, A, - A. € Z, 7 A, €27 para 1 < i <n e 1l < j < n.
i 2 i ] . i i C— — — —
i=1
_ _ n
DEMONSTRACAQO: Consideremos ¢ vetor x = I Aixi. Se XEE
i=]

entdo x € % D, logo todo A; estd em % % .

Como E = 2y + (Zy + D)# todos o0s 'xi—xj estaoc em

# :
. C - c - =] -7 =
(Z¢ + D} € E e B(x,xi Xj)_ Z, portanto B(x,xi xj) Ai Aj Z.
Do fato de B{x,y) € 2 concluimos 5 p Ai_E 7.
| | i=1 |
Reciprocamente, se algum A, ‘esta em % %Z - Z entao to-
dos estaoc porque Ai—Aj € Z. Nesse caso trocamos X por x+y e todos

os A, estao em 2.

Podemos portanto‘éssumir que todos os Ay estdo em 2, Tere
n S n : :
mos ainda que I A; € Z e x = I A/X estd emDe tema pro-
i=1 : i=1 - : a
priedade B(x,y) € Z.
Pela proposigio 4, X € DN EC.E, DO

0 lema  acima pode ser usado para mostrar que E naofqg

: n n . o
presenta 1. Suponhamos z Aiz =1 com x = [ Aixi € E. Se algum
A, €2, todbs'os outros estdo e teremos, a menos da ordem, Ai = +.1

- | N ,

e A2 = A3 = .= An = 0 mas nesse caso I Ai g 27, contrariando o

1
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o lema 9.

€ 1'

Por outro lado, se cada a 352 -3, entao
Alzf A22 +...%+ Anz_i % 22 {pois n =8, 12, 16,...) e entac E

nao representa 1.
Mostraremos a segulr gue E & indecomponivel e que todo L@

tice unimodular E' adjacénte a D estid na mesma classe proprid de E.,
Consideremos 0s vetores X, -X K=Ky peee X XK X, +x
2 71 T3 2! n "n-1'"1 "n

em E e denotando-os respectivamente por yi,yz,...,yn temos que

'Q(yi) = 2, Como E nao representa l, os vetores Yy 530 irredutiveis
{ver teorema 5) pois se Y, = atb com B{a,b)=0, teriamos 2 =
= B(yi,yi) = B{a;a).f B{b,h), e sendo a forma quadratica positiva

'definida, Bla,a) =1 e B(b,b) =1, o que nao ocdrre.l

"‘Comq,B(yi' Yi+l) # 0 pgra todo i, tais vetores irreduti —
veis sao equivalentes e portanto pertencem a mesma componente da
decomposigdoe de E, cuja dimensao s n. Logo, E & indecomponivel 3ja

.que esta componente & unica. |

Para mostrar que Os.éﬁjacentes E' indecomponlveis eéﬁaqrp'

_mésma ciassg propria dé E,'éonsideremOS‘y"='%(alxl¥;..+anxn)ai?{&

')'.r.l =. E '\""D.
Se algum a, for par,_entaolxiEEE'ﬂ D CE' pela proposigéo
4 e_E"@oderia ser decomposto por in, pois, pelo teorema 5; § 3.6,

'xi & irredutivel e nao & equivalente aos demais irredutiveis de E'.

Fazendo escolhas de sinais adequados, podemos escrever

f4

a, = 6i.l - 4bi, bi €2 para 1 <1 <n, onde Gi = 1.

i
Consideremos Z2 = 2(blxl+...+bnxn) €D NE' pois B(y',z) €4
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{Proposic¢do 4). Entdo y'+z=%(txl ea¥x ) esta também em E'-D(Propo
Sigao 6).Consideremos a isometria oeon(v) definida pelas equagoOes
ox; = 8;%, 1 <4i <n.

Entao oy =y' + 2 e oD = D.

Portanto, o latice oE & unimodular, adjacente a_0ﬁ=D e
oy =y' + z EgBE. . -
| Pela proposigaoc 7, v'€ E'-D, y' + z € gE~D ainda (y'+z) -

R 1
~y'=z €D com B(y’,y'+z)=B(§(alxl+...+anx ),ixl_ 2_...4xn) =

n .
=%( ~Zbh, )esta em %2, ja que n = 0 mod 4, portanto ¢E = E', O3
1 . :

4.5. O METODO DE M.KNESER

Neste paragrafo apresentaremos1dmétodo'mencionado por M.
Kneser em "Klassenzahlen Definiter Quadratischer Formen" para cong
trugdo e classificacao de latices adjacentes. ( (K1) |

" Tanto quanto possivel as demonstragaes'das regras de cohg

trugao,prbposigaes e teoremas de[K]sergo‘relaciohados com resﬁltan_
dos anteriores, coﬁstituindo nesse sentido, uma ligagﬁo entre reégl
tados de [01 e [K]. |

0Os novos resdltadqs'concorrerso para'realizaf'a ¢lassifi~i
cagdo das formas Quadréticas_eﬁ dimensces mepofes_bu iguais a l6..

As regras de construgdao dos latices adjacentes sao_asise— ‘
guintes em [KR]: ' | :
. REGRA 1: Seja XE-%I-I B(X,X) €2 K—{yEIEB(X,y} €7} onde I & 1atice um_rrodular, e~

27
_tao L=R+2x & adjacente a_I-e assim se conseguenltodos 0s adjacentes a. I.

'DEM: PrOpOSlgaO 4.e. ltens (1),(11},(1;1) e (iv) do métb%"

do descrlto no § 4.3, G

'~ NOTA: No texto original ({K]) nésta Regra ndo aparece a restrigdo
X %'I.Pﬁrém,bomo ja vimos, se x € I, o latice adjacente obtido a.
partir de I é:o‘pféprioll.

UNICAMP
BIBLIOTECA CENTRAL
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1 .
REGRA 2: x' € 5 I fornece exatamente o mesmo litice que: x ce

x' - x € K, onde K & o conjunto descrito acima, e B(x,y) € Z onde

DEM: Proposigac 7.0

REGRA 3: Se x e x' sao elementos conjugados sob o grupo.das uni -~
dades de I, somente um deles precisa ser examinado peis os dois 1a

tices produzidos a partir deles sao isomorfos. (¥*)

DEM: Sejam X35 X, €T e 0X; = X,, 0 unidade de I,
_Se;am L = Ky +2x;, L, =K, + Zx, onde I_(l' = {y €I|Bly,x;) €3}

~2
Tams ch {Uy[yGK} Loge, oKl C K pois B(cfy, X )“B(cy,gx}%(y,ﬁ) € 2,

e. K= {y € 1 | B(y,x) € Z}

para todo elemento dy € GKl, rois EI.K]_E I e ¢ & isaretria. Por outro lado, Kz ____‘_Kl;
pois sendo ¢I =1, para todo y € K, existe v' tal que oy'=y. Coamo B(y,xz) =
=__B{cry' ox) =By’ le € 7, entao y = cy' & csKl

Portanto, UKl Como sz Z(le) O(Zx . entao'L2=ULl. 'l

{F

_REGRA 4: Se nas oond:n.goes da regra l, existe un vetor t = x mod I com 2B(x,t)
=1 l'l‘Dd 2, B(t,t) =1 entao I e L. sac J.sczmorfos. .

DEM: Se t = xmod T, entaox—t-l-lcom:.EI Camo Blt,t) w1213(:,;J,t)

_lmd2, entzo B(x,t)= l+m,m€ZeB(xt)€(~ Z)- Zestanosnasmesmas condi-

coes do teorema 8. Seque-se portanto que cls I=clsL O

{*) Ver definicao do Grupo das Unidades de L no § 3.1, Capitulo TII.



CAPITULO V

CALCULO DE LATICES ADJACENTES E CLASSIFICACAO DE LATICES

5.1. CALCULO DOS LATICES ADJACENTES A In.

Seja In um latice com matriz identidade, com forma qua-
dratica t e discriminante 1 em n > 5 variaveis.

De acordo com a Regra 1, na procura dos adjacentes temos
“n L
a examinar os vetores x = L e€.e, pertencentes a 5 I -1 onde I
j=1 + 1 2" nn n

tem uma base €ys€ys..0 e cCOM B(ei,ej) = &,

ijr sendo B(x,x) € 7.

Procederemos da seguinte maneira, com finalidade de simpli

ficar o vetor examinado: o vetor x", onde x" = (g,e.+...+e e ) -
171 nn

- (2 uiei); u, =¢&; se éi € 7 e wy ='Ei + % se €, & (% z) -2 ,

fornece o mesmo latice que x, pela Regra 2, ja& que x-x" =
L we; €K, B(I ue,,x €7 e B(x",x") € 7, pela escolha dos es-

i . i
calares ui.

- Aplicando entdc sobre x" uma unidade de I, que reenume-
: . m . '
. 1 _ -
ra a base,congsegue—se X, T3 X e, s m < n, do qual resultara o mes
=1 ° :

mo latice que de x" de acordo com & RegEa 3. -
. -t _ ;
Observemos qug In . m“L ;n"m

Da condicio necessaria B(xm;xm) = % tiramos m = 0 mod 4.

O latice adjacente a I, sera denotado por K- onde K foi

construido pela Regra 2 da seguinte maneira: Km = K? + me onde
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m

K, = {z EIImIB(z, xm) € 2}. Podemos verificar qué K, consiste dos
m ' i m '
: = (=i4 -a, .
vetores iE:__l:_.:aiei tais que 3 1£lai = Z, ?ai Z e a; a.__l € 2z 0_

latice Km coincide, portanto, com o latice E de matriz ﬁn descrito
no § 4.4. Desse modo, © latice L adjacente a In sera isomorfo a
Km-L-In—m'

A fim de livrarmo-nos da restrig8o n>5 trocaremos as

formas quadraticas nfo equivalentes, £ e g por exemplo, por

n n _ C
f + X xf e g+ I x? para m < 4, as gquais continuam nao
i=m+l i=m+1

. equivalentes.

O proximo passo serid o cilculo dos latices adjacentes a K,

5.2. CALCULO DOS ADJACENTES A K_
' Passaremos a analisar os adjacentes a K » n £ 0 mod 4, e

: - . n 3 A ) ST .
teremos para =z = I a,e. & 5 K - Kn tres casos a examinar:

CASO a: Todoé os o 230 inteiroé, entao z € fn e.conseguirémcs.cg'_

mo adjacente 6_pr5prio I epelo teoréma 5;5 433.' | |
' f.anﬁes de prosseguif, demonétrarembs um résultad¢ que asse D

gura uma caragterizagad‘particular éo litice L adjacénte a_ﬁm lati

ce M. - R o |
- TEMA 1: Seja I latice adjacenﬁe aoliétiéé'M oﬁ&e

L=1 e2Z% xe (FM - Bxx) €32, L ={yen|Blyx €zt

Entio . L =L U (I + x).
‘ s B :

DEMONSTRAGAO: 2x € L _, pois 2x € M e B(x,2x) € 2 de
- forma que para todo elemento £ de L, temos ou g€ LO ou

¢ = ¢ + nx. Sen & par, £ e'LO . Se.n & Impar, £ € (L0'+ %) . Por
o e T _ - <

tanto, L = Ld U (LO + x). O
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n n
= U
De acordo com o lema 1, Kn Ko (Ko + xn).

. . 1
Sendo Kn adjacente a In’ antagd In < 3 Kn'
Cono z € % Kn - In (estamos excluindo ¢ CASO a, onde

z € In) teremos entao duas possibilidades para z € % Kn: o 'CAS0 b,

onde 2 € p Kg

2

, & 0 CAS0O ¢, onde gz € %{Kn + ox ),
. 470 n

I _n

CASO b: O vetor gz € 5 Ko‘ Desse vetor resultarao dois latices 1

adjacentes a K_: o latice L = Km.L Kn—m (CASO b:l) e um novo lati-

ce L =1L _ (CASO b.2).

r

n .
Nesge caso, 2 = 1L aiei e os oy sd0 inteiros ou meio in-
i=1
teiros. Pela Regra 2, podemos eliminar os elementos inteiros proce

dendo da maneira descrita no § 5.1.

Ficaremos'apenas com 0s elementos ai E-(% ZY~Z e obteremn,
m 1 ® ' .
degsa maneira, z' =% oc,e., a, € = Z-Z, Como z' £ K _, entao Ia,
; 173 i 2 i n R §

nao pode-sér pér.

Continuando a procedef como no § 5.1, podemos ter ashpri—
meiras m coordenadés +_% ,Ia coordenéda-ﬁ+l.igual a l oﬁ G, para
que a scma das (m+l) primeiras‘éoordenadas seja impar, e as restan

tes coordenadas nulas, se m <n.

, _ ‘ n-1- .
Se m = n teremos z' = % { & e, + en). Porém, a ultima
' i=1
coordenada deve ser nula para que  2' nao esteja em K -
' _ B -f : . o 1 n—1
Subtraindo vetores adequados, a partir do vetor 5 z ey
| : ' i=1
: " SR oopm
i ‘ <= ''= = = ¥ ' [ 1t +
conseguiremos m <'3, e 2 X Ziil e, ou .z #m 2121 eiternm

com mzZ O mod 4 ja que B{xm,xm) c 7.
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Vamos proceder ac calculo dos latices adjacentes a K, ©b-

tidos atraves de x_ e de x' : (observagdo: no decorrer deste para-

_ : r
grafo X denotara o vetor x_ =% E ),

m _
s ' 1 |
N = L e,, t = X -
bl) No primeiro caso, X > . i1 teremos L K_--

Isto pode ser demonstrado da seguinte maneira:
Seja L = L _+Zx o litice adjacente a K onde L = {y € Kn|B(y,xm)e
m -
. 3 = = S e, &
e‘Z} seja K K? + 2zx ~ onde K? {y L me, Il

i=1
m

| B(y., x) € Z} ou seja, Y m = 0 mod 2.5sta condigao garante que se

jop &
yEK"L entdo y €K, portanto yEL , pela definigdo L .

C CL. .
Nessas condlgoes Kg. Ho e_entao Km _

Da mesma forma, Kn_“fxgim‘+th¢ onde Knﬁm:{YGEI ; IB(Y,X - ) €2}, Se -
: il :
yEK ™ entiio y = L ‘me, commy €7, Como B(y, )EZ entao Z m, =0 md 2

i=1 _ _ i=1
(sendo HB—O para n-m < j < n). - ) )

Logo yEK , € oon B(y,x ) €7, yeL_
Portanto,K J__K mCL. |
. Re01procamente, pelo Lema 1., L ='L_‘U (Lo+xm) é_Kh= KU
:Q_(ﬁz+xn), Sgndo .Lb % {y EHKn.l B{x ,y) &€ Z}
“‘Apliéandp:o Lema i_ é :Lo* godemos analisﬁ—lp ém

-

L

- h . . : ~ ‘*.. . n .'
- T 1 . LY = € 1 € K} .
L, L U (L0+xn)_ond§ . {y. 0_[ Y..V.q :
Teremos a seguinte configuragio:.
U . o U T4 orque (L' + x_ + %)=
= B!V ) VD ok X ) YD F o, ) poTdd (Bo ¥ ¥q ¥ Fw”
m 1 n o

— ' - . 5 + = e, + = z e, e Ccomo
= (LO + X, xm) ja que Xn X, = _2 N > '

i= i=m+1l
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m : n
£ e, estd em L', podemos ficar com = I e. =x_ - X .
i=] <+ 0 2 J=m+1 3 n m
0 seguinte lema estabelece duas identidades a respeito de
L'
6 :
LEMA 2: a) Lé = L NI
. Ve M| nm
b) LO KO KO
DEMONSTRACAO:
a) 6bvio, pela definicio de L. .
b) LO2K L K ,entdioL NI =12k N )1
m n-m 0 m
_L{Kn__m I), logo L) 2K LK. .
' _ n
Por outro lado se y = &£ miei estd em Lé , entao
. i=1
Lom, = 0 mod 2. Como )3 m, = 0 mod 2, também % = 0 mod 2.
i=1 _ _ i=1 * - 1=mt 1
. . m
Podemos ter entac y = yl + yz ondg yl = izl mi?i e y2 =
- n : ' ' n n-m
= z m,e, sendo vy, € K e ¥, €K . Portanto
. : 1 O 2 o) . .
i=m+1] ) .
L' c KL K" e ' = kLT, o
0 0 0 _ 0 0 0 _

De acordo com o Lema 2 e do fato de L sgser esgscrito como

= oy t t 1 -
L L0 (Lo + xn) U (LO + Xm) U (LO + Xn—m) podemos ter para X € L

as seguintes possibilidades:
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x € L 3
(i)  «x Lo' entao ¥ € Km‘i'Kn—m

- ] = — 1]
(i1} = € L0 + X entao x = t + X0 t € Lo

m - n-m
= &= (=
Portanto, x (tl+t2) + X+ X o m tl %p e t2 KD R

- } € K
e X _(tl + xm) + (t? tox o Kmi* Kn—m_

m
PR c ] : I~ = =-
(iid) x _Lo X entio X (t1+t2) X (tl + xm) +_t2

e xe€ R L K .
) m n-m

x - E 1 = ford b E |
(iv) "x € L} + x __ entdo x =t +(t, + x ) KmJ_ K-

1 m
- R .- - ._
Portanto, L Km_L K. . e L Km.L‘Kn_m
: . . 1 B - N . . .
' 1 e = : .
b2.‘Np segundo caso, X > iil e, + e 4l 7 tgremos comg adjacentg a

K um novo ladtice ao qual chamaremos L o
Para n = 16 as possibilidades para m sio 448,12.;

: = = = .
b.2,1: _Nq_caso m 4, Xy 5 {el+e2+e3+g4) + eg. -

‘Us§n&o a Regrazé g?m t o= %'(§l+e2+83‘e4)_ temos t}? x4
mod Kn, 28 (X, t) = 1 e portanto"ZB(x;t)ﬂi 1 med 2: e.ainda B(t,t)#l{"
_lggo Looa @ 1spmorfo a:an R

© Antes de passarmos = as ouﬁras-possibilidadés para m{res —
pectivamente, m=12 e m=8) estabeleceremos algumas relagdes _'sobfé}"
elementoslde Ln,m‘n-

Por construgido, L_ _ = L,

+ Zx ~ onde no caso
n,m - de, . caso,
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m
_1
.oX o= 5 i e, + e

n
it emy € Lo {Y € X |Blxp ,y) ez},

— 0 B
Como Kn KO + an, onde Xy = 5 s

e., a condica a
it cac para

([ B =

1

gue um elemento de Kn da forma vy = Y, + X esteja em L:'m,fonde-

v. € Ko, & o seguinte:

Como pode ser verificado, o conjunto {2el,e2—el,...,enﬂeﬂ

= n = 2e. - - =
e.base para K . Portanﬁo, Y, al(“?l)+a2(32_el)+"'+an(en el)
= (2a;=8,=»+..—Q )e L a,e,.

1 2 1 i>2 i7i

Como B(y ,x') deve ser inteiro para que yELn'm, a condigao

_ : n,m = .. " -a
para que y, esteja em L 9 que am+2+...+an m+l =3 0 nod 2. |
Para‘y = yo F X éstar_em Lg'm & preciso gue B(y,xm) =

-;___- 1 i ] . . . . . .
B(Yo’xm).+ Q(Xm,xn)_seja 1nte;§o, ou ?Qjaf

a;- = 3 (am+2 to..ta - m+l) tat 3 esteja em %, ou  ainda,
2 ...t an - ae " 1‘5‘0_ mod 2.
b 2-é :- Para Lm'= 12 x'. -.x (e.+ +e ).+ é o vetor  ' =
.: - oln. ) I . r 12 2 l - o = 12 13' y
=L (e e ) + (o ) 4 (e )) +"~l—(e beate, )
2,._ 13 “1lse _ _l 16’ 15" 6. 2771 et 12 - R

1 . - e n,m : o e B
+ 2(613+(,.f316) esta em Lo . pe;as Fondlgoes dlscptldas acima,
) _ v . v - I = ' -
Teremos X5 y €14 ¢15 te.mw e 2 w_

S P n - " IR 1
= 2e]_4 2e15 + 2e16 esta em_ KO, portanto w € I e wE > K _.
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Como w € % K N1 e X, - w=y'E Lg’m, a Regra 2 ga

rante que Xjp & W fornecem o mesmo latice,

- 1 -y .
e = N
Porém, como 5 Kn In' o latice L16,12 recai no CASO

a, e nada de novo sera conseguido.

5.2,3: Para o valor m = 8 obtemos efetivamente L Como um

16,8
novo latice pois L16}8 nao e isomorfo a KlG'
= _1le,8 . _ 16,8 16,8 .
De fato, LlG,S = L0 + 4 X8 = Lo U (L + x8).
. : o 16
Pela condigao estudada acima, o vetor yo = Y a,e esta
. . l:l S
16,8 - ' _ ’
m L se e somente se a +...+ a_- a = 0 mod 2.
. n m—1

0 m+2

' - l6,8 . : _
Negse ¢aso ei * ej esta em LO 'Y e ‘e somente se

i,j >m ou i,j < m e estes serao os Unicos vetores de comprimen-

16,8 -
to 2 em Lo 'Y, isto e, B(ei + ej, e, i_ej) = 2,
16,8 " L4y x p= | . .
Em (L0 + xs) nao ha vetores de comprimento 2 pois

B(x8,38) = 3.
Por ouﬁro ladd,emlﬁﬁ teremos todos os vetores e, t ej' de
cbmprimento 2, paré todo i e j. N3o hé, portanto, isomorfismo possi

vel.
CASO.C: .Se z ests em 1 (Kn + x ) ehfgo 2 =1 X + l{Z a.a.) on
' . : _ 2 0 n ' _ 2 Z2 iTit =
L o
de ¥ a,e, .esta em K .
S A § )
Isto ocorre, conforme ja demonstrado, se e somente se

T a = 0 mod 2.
€L
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Podemos escrever z como =z = i frt.e.onde 1, = 2a.+1. Co-
. 4 i7i i i

me os elementos Ty sao Impares N = + 1 mod 4. Na procura do lati-

ce adjacente L teremos L =1L + Zz onde L_ = {y € Ko | B{y,z) €72}.

l+(ai+a.)
Como consequencia, B(ei+ej,z) = > e B(ei"ej,z) =
a,-a, :
= ~——§H1—, portantc se a, e aj tém ambos a mesma paridade, e, - ej

esta em Lo'

Se tém paridades diferentes, ei+ej estd em 'LO.

Chamaremos e, = e, — € se as paridades de a, e a_ sao
in L n i n

fgquais e. = e, + e se a aridades de a.e a_ sac distintas.
g ¢ ou in i nS S P i n

m,e

Substituindo z por z - i&in’

([ =

mi inteiros, teremos Q
1=1 ~
mesmo latice, de acordo com a Regra 2, Jja que

m.e, estda em L .
i 1 in O

il =g

1

Os valores m, sac tais gue 1, = 1 + 4m, ou T, .= -1 + 4m_.
i _ i T i - i

Tomemos, para um valor m adequado,

n _ : _
' ' =1L : _ _
2! = z —.ii me, = 4_[al+4ml)el+f"+{l+4mn)en) (4ml(el-en)f‘°'+
. ’ . l n;-l | . .
+Am g (e ) - e W= Z(iil §,e; +me) Onde__ﬁi -+ 1.

Apds trocas de sinais adeqguados, teremos

n-1

N
I
e
M
©
=+
!
o
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Podemos tomar m = 4a + b, com. |b| < 2, pois hd as se-
guintes possibilidades para b: 0, 1, 2,3 e se b = 3, teremos

m = 4(a+l) - 1, logo |b| < 2.
Podemos subtrair de 2z' o elemento 4aen, pois 2en € K

E E -
e 4en LO, logo 4a en LO

Consequentemente, podemos tomar m de tal mode gue | % Lf.z.

n-1 :
Como I 1, +mz='0 mod 4, e n-1 & impar, m deve ser im
i=1 T
par, e temos para m as seguintes possibilidades:
{~-7, =-5,-3,-1, 1,3,5,7} divididos em duas classes, a menos de con-
gruéncia mddulo 4: {-7, -3, 1, 5} e {-5,-1,3,7} que diferem ape
nas pelo sinal.

Tomaremos m € {-7, -3, 1, 5}.

Teremos, como n = 0 mod 4,uma divisao em duas possibili-
dades: n= 0O mod 8 e n = 4 mod 8. Pela condigﬁé B(z',z') € 2 ,

P
n-1 - m
am- S —
teremos ie + 1€ d.

para n= 0 mod 8 , n € {0,8,16, 24,...}. Se n = 8 terems

me {-3,5}. Se n = 16, teremos m € {-7,1}.

Para n'= 4 mod 8 , as qﬁatro possibilidades para m desapa

recem

=l
il ™1 ~a

(

i

c.l: Para n = 8, o caso z' = ei-3e8) recai no CASO b

1

por uma transformagao ortogonal adequada.
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7
0 caso 2z2' = % {Z e, + 5e8} desaparece pela Regra 4 com

. | |
t = %( T e, - 3eg), pois Blt,t) =1, 2B(z',t) = 1 mod 2 e

15
c.2: Para n = 16, o caso 2z2' = %( I e, - ?els) desaparece pe-
T j=1 1
1 16
la mesma Regra 4, com t = 7 X e..
. L i
i=1
Sy 16 )
Para o caso X = ry I e, conseguimos um latice L=M,_+Z .
j=1 I 15 7x
Temos: L = L V (L, + x), onde L = {y € KlG! B(y,z")e z}

+ 4x.

M + Z2x € K

c C 7
logo L, C K e L, +x Klﬁ'L Zx logo L 15 16

16
Como os unicos vetores de comprimento 1 sdac + X em

K16‘L Zx, © mesmo ocorre em L = MlS + Zx, portanto tais vetores

nao estaoc em M ,que entdo ndo tem vetores de comprimento 1. Dai,

15

MlS e lrredutivel, pois se M15 = Ll+L2, algum dos- Li teria dimen

sao menor que 8 e possulria vetor de comprimento 1.

Antes de prosseqguir faremos uma breve digressao a respeito

‘dos adjacentes em dimensoces menores que 7.

De acordo com a Regra 4, verificamos facilmente que K4 e

_1 .
isomorfo a I,, usando t = 3 (el+e2+e3 e,) -

Na procura dos adjacentes de In(paréqrafo 5.1 para n=1,2,3

K, nao & possivel e portanto o adjacente a I, & o proprio I,

Para valores de n = 5,6,7 o latice adjacente a T, sera

K, L1 igomorfo a I,_1 I = T .
4 n—4

4 n-41
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Portanto, para n < 7, sb h3 latices da forma I -

0Os proximos teoremas completam a procura dos adjacentes.

TEOREMA 3: Os Unicos latices adjacentes a KS_L.I{8 sao Tig7

K Rg L Kg, MlS’l'Il e M, 1 I, onde M consiste precisamen

8 16

te do comprimento ortogonal de Zx-\- iy, X = # % L e yﬁtz x ef'
. : iy i=

16’ 14

verificamos,usando o mesmo processo de M., que M, nao tem

vetores unitarios, entao M1, & irredutivel, pois se M14 =L, + L, »

algum dos-Li teria dimensao menor que 8 e teria vetores unitarios.

DEMONSTRAGAO: Nao serad levada a efeito, por ser muito ex

tensa e envolver os mesmos mecanismos precedentes.

TEOREMA 4: Se L é latice irredutivel de dimens3o n < 16
e Iimpar, entao os adjacentes de L consistem somente nos casos ja

listados.

DEMONSTRAGCAO: Sera omitida por envolver a teoria de lati-

ces maximais, nao abrangida neste trabalho.

5.3. 05 LATICES INDECOMPONIVEIS DE DIMENSAO MENOR QUE 16

Os latices Il’ KS’ Klﬁ' L16,8’ Ml4’ MlB e K12 sao todos os

indecomponiveis de dimensao n < 16.
Os latices I,/ Kg K, e Kg sao indecomponiveis,; como ja de-

monstrado.
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Os latices M14 e MlS se fossem decompostos terxriam uma das
parcelas com dimensao n < 7, a qual seria entao isomorfa a In' Co-
mo nenhum destes latices tem vetor unitidrio, a decomposicaoc & impdg
sivel, |

Para L16,8 o mesmo acontece, salvo no caso de baver duas
parcelas 8-dimensionais. Porém nesse casc uma das parcelas deveria

obrigatoriamente ser isavorfa.aI,. Tal ndo ocorre porque L16 3 nao tem
!

80
vetores unitarios (isto pode ser verificado escrevendo-se uma base
para L16 8 onde notaremos que L§6'8 nao tem vetores de comprimento
r
1) -

Sac estes, por sua vez, 0s Unicos latices indecomponiveis
porgue todo latice irredutivel N de dimensao n <16 pode ser coloca

de ﬁomq fator do latice N l'IlG—n de dimensao 16.
| Mas este 1étice, com discriminante_l, esta na lista dos 16—
dimensionals possiveis, que sdo Il6' KlZJ_ I4, KB‘L Ké, L16,8"
Mg I; e M, LI,
Portanfo 0s irredutiveis N serao'Il, Mlﬁf Mg, Kg e Klzcoﬁ.

dlmgnsao‘menor que 163 e K16 e L16,8 com dlmensao 16,

5.4. A TABUA DE CLASSIFICAGAO DOS LATICES

Podemos, agora, classificar todos os latices de dimensaq '
n < 16, a partir dos resultados conseguidos. Tais regultados forne-

cem -uma Regra de Formag¢ao, a saber:

(1) Para i < n < 7, sb conseguimos latices I .



- = 13: I

(11)_05 adjacentes a In sao Km_L_In_m, m = Olmod 4

isomorfo a 14.

(iii) 0s adjacentes a K, sao In' KL K _onde m:z

e L somente para n = 16 e m = 8.

e m <
- n'm

(81}

A tabua de classificagdo segue:

a
|

T
— n

=3 : 18' K8

=9 : Iy, Kg L I,

Kgl I

Tior 2

= 1l: Iy, K8_L I,

= 12: 1.0 K8_LI4, Ky,

137 Kg-L Igr Kyl 15

= Ly Rl T gy Ry L1y, gy

157

= 15: I.. K8_L 17,.}(12_!_- I, M14'_L.Il, Mg

= 16 Iy, KgL Kg» KlzJ_ Ty Loy ‘Mls“J" I _l\jil4J~12 e L

e
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K

4

0 mod 4

16,8
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