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INTRODUÇÃO 

' O problema da represe~tdção, nascido a partir das tentati-

vas de solução das equações diofantinas, pode ser interpretado da 

sequinte maneira: da4a uma forma quadrática, isto é, uma função po-

linornial quadrática homogênea, da forma Q(x1 , ••• ,xn) =L a 
ij 

aij = aji E z i ,j = 1, •• : ,n, e dado a E z, em que condições exis

te uma n-upla (x1 , .•• ,xn) de inteiros tal que Q (x
1

, ... ,xn) = a? 

Uma generalização natural para este problema é: dadas for

mas quadráticas Q(x1 , ... ,xn) e Q'(y1 , ... ,yn) existem inteiros bij 

tais que bij Yj e Q(x) = Q' (y) ?Em termos de matrizes, se 

denotarmos por A a matriz de Q e por A' a matriz de Q' (onde 

se r a .. x.x., a .. 
.l.J l. J l.J 

, i, j = 1, ... 1 n) e 

A=(a. ,) , 
~] 

B = (bij) 

a igualdade será possível se A' = e nesse caso diremos que as 

matrizes A e A' são integralmente equivalentes. Se a matriz B ti-

ver coeficientes racionais, diremos que nesse caso A e A' são equi 

valentes sobre Q. Por espaço quadrático entenderemos um espaço veto 

rial V munido de uma forma quadrática Q. Podemos sempre construir 

um espaço quadrático a partir de uma forma quadrática. Se V for um 

espaço quadrático sobre os racionais, o problema de equivalência se 

transformará no Problema de isomorfismo entre espaços quadráticos. 

Urna das maneiras de se estudar espaços quadráticos (V,Q) é 

estudar o grupo ortogonal O (V) , o grupo dos endomorfismos de V que 

preservam a forma quadrática, isto é, Q(px) = Q(x), onde p é wn 



endomorfismo de V. 

No capítulo I estudaremos os espaços quadráticos sobre cor 
' 

pos, em particular para o corpo dos racionais, utilizando o grupo 

ortogonal para estabelecer relações entre equivalências de matrizes 

e equivalências de espaços quadráticos. 

Nesse capítulo serão estudadas propriedades dos espaços qu~ 

dráticos relativas à decomposição e dimensões. 

Um sobconjunto L de V é látice sobre V se L é Z-módulo 

induzido por V, QL ·=V e existe uma base {x
1

, ... ,xn} para V tal.que 

L c zx1 + •• ·- zxn. 

lo, e 

Se {v1 , ... ,vn} e uma base para o látice L como _z ~-módu 

H = (Q (v., v.)) onde Q é a forma bilinear associada, e se H 1 

~ J 

está na mesma classe de H, então existe uma troca· de bases para L 

tal que a matriz de Q nesta base é H' 

Se L* for outro látices e H* for matriz de L* numa certa 

base, então dizer que L e L* estão na mesma classe é equivalente 

a dizer que existe uma base de L tal que H = H*, onde H é matriz 

de L nesta base. 

o problema e então traduzido em termos de látice~, e a de

terminação da classe de H é equivalente à determinação da classe de 

L. 

Portanto, o problema remanescente e a classificaçãp de l.á-

tices em espaços quadráticos. 

No capitulo II estudaremos os látices, bases de látice~ e 

decomposição de látices. 

Dois látices L e L 1 sobre V sao equivalentes se estão na 



mesma classe, isto é, se existe p e O{V) tal que pL =L'. 

A fim de ter uma melhor idéia das soluções, às vezes e con 

veniente localizá-las, isto é, olhar o efeito de cada primo nas so-

luções considerando o completamente p-ádico de O, denotado por Op· 

Ainda no capítulo II serão estabelecidas generalidades sobre locali 

zaçao de látices. 

No capitulo III estudaremos os gêneros e classes de látices. 

Em [O], O.T. O' Meara classifica as formas quadráticas sobre co~ 

globais e corpos locais. Quanto às formas quadráticas sobre anéisde 

Dedekind, a classificação é feita sobre anéis locais. A teoria so-

bre os inteiros ainda é incompleta. O'Meara classifica as formas~ 

drá ticas unimodulares indefinidas de dimensões maiores ou iguais a 

cinco. 

Quanto às unimodulares definidas, ele so classifica até di 

mensao oi to. 

O trabalho de Martin Kneser em [.K ] apresenta três métodos 

para calcular o numero de formas quadráticas, de acordo com o dis-

criminante da forma quadrática. Destes, o terceiro método mostra 

mais explicitamente um cálculo do número de formas quadráticas, pa

res ou ímPares, a discriminante 1 e dimensão n < 16. 

Finalmente nos capí ti.üos IV. e v, com base nestes trabalhos, 

levamos a efeito a classificação das formas quadráticas com_ dimen

são até 16, tanto em número como em forma (a menos de isomorfismos) 

tabelando a classificação de látices. 



Chamamos a atenção do leitor para o fato de que, sendo to-

dos os ideais tratados neste trabalho ideais principais, poderiamos 

empreender os cálculos e demonstrações com os geradores desses ide

ais (portanto, com números). 

Com o intuito, porém, de fornecer um texto introdutório -a 

bibliografia mais avançada, preferimos manter o tratamento por ide~ 

ais • 

• 



CAP!TULO I 

ESPAÇOS QUADRÁTICOS SOBRE CORPOS 

Seja F um corpo de escalares com característica diferen 

te de 2, seja V um espaço vetorial de dimensão finita sobre F, e. 

sobre V definimos urna forma bilinear simétrica B: vxv -.-;>F ,isto 

e, uma aplicação satisfazendo as seguintes condições: 

(x,y,z E V e a E F) 

1..- B (x,y + z) == B (x,y) + B (x, z) 

2.· B (ax, y) ~ a (B (x, y)) 

3. B(x, y) ~ B(y,x) 

Â função .Q: V-~ F definida por_ Q(x) = B(x, x) "chama 

remos função quadrática. Verificam-se imediatamente as .,s~gUintes 

propriedades de Q: 

2 . 
1. Q(ax) ~ a Q(x) 

2. Q (x+y) ~ Q (x) + Q(y) + 2B(x,y) 

n n 2 n 
3. Q( E ai xi) ~ E "i Q(xi) + 2 E a.a. B(x. ,x.) 

i=l,. i=l Í 1 j·=l ~ J ~ J 

Por espaço quadrático entender~mos um espaço vetorial de 

dimensão finita munid"o de uma função quadrática Q, com B defini

do por Q, já que a função quadrática e a forma bilinear se definem 

mutuamente. O espaço quadrático chama-se binário, ·terná.r:lo, n-ário 
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se sua dimensão for respectivamente dois, tres, n. 

O espaço quadrátiCo representa a E F se existe x E V tal 

que Q(x) = a (aEQ(V)). 

Se Q(V) =F, (V, Q} é dito universal. Diremos que x,yE V 

sao ortogonais se B(x,y) = O. 

Chamaremos de L(V,W) ao conjunto das transformações li

neares de V em w. Em particular se w = V, escreveremos L(V,W} = 

= L(V). Dentre estas, o conjunto das transformações inversíveis tem 

uma estrutura de grupo, ao qual denotaremos GL(V) e chamaremos gr~ 

po linear geral de V. 

Dados dois espaços quadráticos (V,Q) e (W,Q') e p perten-

cente a L(V,W) tal que Q' (px) = Q(x), x E v, dizemos que p é urna 

represe!ltação de (V,Q) em (W ,Q') ou que IV representa V. Segue-

se imediatamente que B' (px,py) = B(x,y). uma isometria pe urna repr~ 

sentação injetiva {notação: V>---- W para isometria de V em W .) 

Se p for sobre diremos que (V,Q) e (W,Q') são equivalentes. 

Denotamos por O(V,W) o conjunto das isometrias de v em w. Se 

V= W verificamos trivialmente que O(V) é subgrupo de GL(V). 

O (V) Ghai[la-se grupo ortogonal de (V,Q). 

Decorre das definições acima a seguinte proposição cuja de 

monstração nao requer maiores cuidados: 

PROPOSIÇÃO 1: Sejam (V,Q) e (W,Q') espaços quadráticos, se 

ja {x1 , •.. ,xn} base de V. 

Suponhamos que exista p E L(V,W) tal que 

= B(x.,x.). Então pé representação. 
1 J 

B(px.,px.) = 
1 J 
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Com o objetivo de relacionar os espaços quadráticos com 

matrizes estudaremos a seguir alguns fatos relativos as matrizes 

e seus determinantes mostrando suas correlações com os espaços qua

dráticos. 

Se Mmxm e Nnxn sao matrizes simétricas sobre os racio-

-nais e se existe matriz Tmxn tal que 
t -M = T NT entao M e repre-

sentada poP N (notação: M r-- N). 

Dado V espaçO quadrático n-dimensional (munido de B e 

Q) podemos associar a cada base de V uma matriz numérica 

N = (B(x
1
,xj)). N é chamada de matriz do espaço quadrático na 

base {x
1

, ... ,xn}. 

Se N e N' sao matrizes de espaço quadrático V asso~. 

ciadas a diferentes. bases, então existe T inversível tal que N=T~'T. 

Neste caso diremos que N e N' são equivalentes. (Notação: M = N) 

PROPOSIÇÃO 2• Sejam u e v espaços quadráticos com ma-

trizes M e N respectivamente. Então: 

a) u representa v se e só se M representa N 

b) u equivale a v se e - M equivale a N so se 

DEMONSTRAÇÃO• vide [O], pg. 86. 

Seja V espaço quadrático, x1 , ... xm E V. Definimos de-

terminante em relação a B, dB(x1 , ••• ,xn),como det(B(x1 ,xj). 

é a matriz do espaço quadrático V, e {x1 , ... ,xn} é base de 

tão dB(x1 , ••. ,xn) = det N. 

Se N 

V, en-

Tomando-se outra base {xi, ..• ,x~} a 

2 

. t 
igualdade N'=T NT 

implica dB ( xi, ... 1 x~ l = a dB (_x1 , ••• 1 xn) onde a= det T. 
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Portanto a imagem canônica de detB(x
1

, ... ,xn) no grupo 

extendido {o} U qJ-{O) d d d b e in epen ente a ase. 
q)2-{0} 

Esta imagem é chamada discriminante do espaço quadrático V 

e é denotada por dB. No caso tri via! V= {O } convenci~naremos ~ = 1. 

A estrutura {o } u -,º,.--'-'{O'"-} 
Q2-{0} 

faz sentido com a operaçao O.x ~ O 

para todo X E 
o-lol 

sendo {! grupo abeliano. 

Por urna forma d-ica a· n variáveis x1 , ... ,xn (linear,qua 

drático, cúbica, etc ... ) sobre um corpo K entendemos um polifiÔ~io 

homogêneo de grau d nas variáveis x 1 , ... ,xn. 

Se a caracteristica de K é diferente de dois, toda forma 

quadrática n-ária se expressa como E aij x1 xj com ai] = aji 

ela podemos associar uma matriz numérica ~ = (aij). 

e a 

Como exemplo podemos tomar a seguinte forma quadrática bi 

nária 2 2 2 3 +1 
f(xl,x2) = xl + 3~lx2 + 7x2 = xl + 2 xlx2 2 

a ela assoclarnos a matriz 

3 
-2-

7 ' 

e 

Desta forma podemos construir um espaço quadráticÓ a par-

ti r de urna forma quadrática. No exemplo acima se tomarrnvs {x1 ,x2_ -l 

como base de um espaço binário, então a função quadrática corres-

2 2 pendente é Q(a
1

x 1 + a 2x 2 ) = a 1 + 3a1a 2 + 7a 2 • 
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De maneira análoga procedemos para dimensões superiores. 

Dizemos que o eSpaço quadrático V, munido de B e Q, tem 

uma deeomposição ortc:gonal se V é soma direta de subespaços 

vl,v2, ... ,vn dois a dois ortogonais, isto é, v= vl e v2 e ... e vn 

e B(Vi ,Vj) ~O para todo i~ j. 

Nesse caso escrevemos V 

convenci_onaremos que + V i = O. 

~v 

1 
_j_ 
i<n vi e 

Dizemos que um subespaço u de v decompõe v se existe w 

U _L tal que V = W. 

Por outro lado dado um espaço vetorial V que seja sorna di 

reta V= v1 e ... EB Vm de rn espaços quadráticos (V1 ,Q
1

), é possível 

definir urna forma quadrática Q de modo Único tal que 

V= v
1 

..Lv
2 

_L_ •. _l_ym e a restrição de Q a v
1 

seja Q
1

. Basta defi 

nir Q sobre V como Q (x) = L Q. (x. ) se x = L x
1

, x
1 

E V .. 
1. 1 i 1. 

Verifica-se que Q é realmente urna forma quadrática com 

as propriedades exigidas. 

to 

Va_mos agora mostrar a existência da decornr:osição ortogonal: 

PROPOSIÇÃO 3: 

a} todo espaço quadrático não nulo tem base ortogonal, is 

e, existe base {e1 , .•• ,e } para V com V.= Ke1 e rnrtanto v=+ v .• n 1 ~ ~ 

b) seja v~v 1 j_ v
2

'_L··: .l..vr e w~v1 1 +W 2 + ... +Wr onde 

os W; são dois a dois ortogonais, e seja a. o V.~ w, representa~ 
~ . . l ~ ~ 

çãó para cada i, -(onde (V,Q) e (W,Q') são espaços quadráticos)~ 
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Então existe uma única representação a: V---> W tal que 

induz cada "i· 
DEMONSTRAÇÃO a 

a) Podemos supor Q {V) 'I O, pois se O 2 O quaisquer fuis 

vetores sao ortogonais. Sej~ {x
1

, ... ,x
0

} base de V, que suporemos 

nao ortogonal, pois caso contrário não há o que provar. Então exis· 

te X E v tal gue Q (x) ;' o' e verificamos imediatamente gue o 

conjunto {x, xz -
B(x

1
,x

2
J 

,Q{x) X 1 • • • 1 X 

B(x,x
0

} 
x} é uma base, Q (x) n 

e se 

B(x, xn) B(x, xnl 
w é o subespaço gerado por {x2 - x, ••• ,x

0 Q (x) Q (x) 
x} 

teremos B(<X> , W) = O. Repetindo o processo no máximo em n 1 

etapas chegaremos à sorna ortogonal desejada. 

b) Neste caso basta tomar 

r 
representação 'pois Q'(a( l: a.v.)) = 

. '1 ). '.l.. 

= 

ra cada i_. 

r 
= Q ( l: 

i=l 

l.= . 

a 1vi), onde 

r 
a( ::: a.v

1
) = 

. 1' 1 1= 

•· r 
E a. a(v. ); 

i=l ~ ~ 
-a e 

Q' (l:a. ai (v.)) = 
1 . 1 

r 2 
E a. Q'(ai.cv1)) = 

i;:::l .l. 

a
1 

sao escalares e 

A Unicidade de ex é também verificada de maneira simples·.o 

·seja U subéspaço do espaço quad"rático V. Chamamos de aom

J!lement;o·Or.togo.n-al· deu áo cÓnjunto U*·= {x·e v I B(x,U) =o}·. cha 

mamaS de radiCal de v ao conjun_to R~d.V = {'x E v r B(x-,V~ = O}.Con 

sequentemente Rad V =:::: V*, Dizemos que o esPaço quadráti.co V é re 
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gular se RadV ={O}. 

Provaremos agora que todo subespaço de um espaço regular 

possui wn complemento ortogonal; mais especificamente: 

PROPOSIÇÃO 4: Seja U subespaço regular do espaço quadráti 

ÇQ v. 

Então U decornp6e V de maneira Ú1ticu, isto e, V = U l. ü* e 

se V= ul_ w, então W = U*. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja onde { x
1

, ... ,x } 
p 

e base orto~onal para U. 

B (z,x~ 

Q (x ) 
' p 

. 
Como U é regúlar, Q (x

1
) f O para todo i, pois R"ad U 

Para_ todo . z E v, z = y + w-onde y = 
B{z,x

1
) 

Q (xl) 

"p e w = z- y. Em consequência, y eU e B(w, x.) = 
~ 

{O). 

+ 

= B{z-y, x
1

) ....., B(z,x.) - B(z, x.) ·• 
B(x.,x.) 

~ l 
_Q (x.) O, portanto W E U* 

'~ ~ 
~-

logo v U + U*. 

Como u n U* = Rad_U {O} , a soma é direta, isto e, V = 

= U $ U* e como U e U* são. ortogonais- temos V = U ...1;;. U*. 

Seja v = u ...1. w então w c U*_: Como v·= U J... U* então 

dim W = dirn Uir e ·w = U*. o 

Toda forma bilinear nao de_generada (ist.o e 1 se B (x.1 V) =·O. 

então x = O) permite definir um isornorfismo·en·tre V e seu espaço 

dual V'. 
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Para tanto basta definir a aplicação ~ : V~V' como 

%(x) ~ ~x onde ~x(y) = B(x,y). A aplicação ~x(y) é linear em 

y E V, porque B(x,y) é bilinear. A aplicação ~(x), é linear em 

x E V pela mesma razão. 

Como V é, por hipótese, regular, então o conjunto 

{x E V IB(x,V) ~ O} ~ {O}, logo% (x) ~~x(y) ~ B(x,y) ~ O,para to

do y E V implica x =O, i.e., a aplicação~ é injetiva, e pelo 

fato das dimensões de V e de V' serem iguais, -e bijetiva, 

definindo portanto o isomorfismo requerido. 

Ponhamos U** = {U*).*. Então: 

PROPOSIÇÃO 5: Seja V espaço quadrático regular, U sub

espaço de V. Então: 

a) dim V= dim U + dim U*, e 

b) U** = U 

DEMONSTRAÇÃO: 

a) Pela proposição 4, v ~ u "' U* portanto 

dim v ~ dim u + dim U* 

b) Por definiç~o de complemento ortogonal, 

U** ~ (U*)* ~ {x E VI B(x,U*} ~ o 

Para todo x EU, ternos B·(x,U*) =O, e portanto X EU*~ 

ou seja, U CU**· 

Por outro lado, como U* é subespaço, pelo resultado an

terior vem a seguinte igualdade: 
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dim U* + dirnU** = dim V e dim U** = dim V - dim U*. 

Do fato de dim U = dim V- dim U*, concluímos pela igual

dade de dimensões (isto é, dim U** = dim U) e como U CU**, então 

U = U**.D 



CAPÍTULO II 

LÁTICES EM ESPAÇOS VETORIAIS 

Neste capitulo definiremos látices e estudarenos suas re-

lações com espaços vetoriais, base de wn látice e mudança de base; 

Os espaços, vetoriais estarão de'finidos sobre o corpo dos 

números racionais. 

2.1 DEFINIÇÃO DE LÁTICE · • 

Seja M um Z-módulo: M é ideal. fracionário se existe d :j O 

em z tal que M c d-1z. Neste caso como o corpo ê dos racionais, 

todos os ideais fracionários serão de forma 1 Z --{-m•. mEZ nEZ} 
' n n. 

Seja V ~~ espaço vetorial de dimensão finita, e seja 11 um 

subconjunto de V que é Z·-módulo induzido pelas leis do espaço ve-

torial V sobre '1'! • 

Definimos o espa"ço vetorial gerado pelo Z-móduZ.o ~1 como 

o conjunto J2. E 'il 
q 

e x E M} 

P~OPOSIÇÃO 1: .QH e subespaço vetorial de V. 

DEMONSTRAÇÃO; sejam a, 1 f3 E Q~1 e c E Q. Então a= 

Pz c1 (q2c1p1) X + Cczq1 Pzl 
s = -y e c = e c a+ 6 = estão 

q2 . c2 c2q1q2 

llM 
1 

E Q (q2c1p1) x + (c
2

q
1

p
2

)y E M,D em porque e 
c2q1q2 

.Passemos à definição de látice: o subconjunto .r-1 de V ê 
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látice sobre V se M é Z-rnódulo induzido por V, ;DM = V e existe 

para V tal que o • o + z Em 

particular, sendo {x1 , ... , xn} base de V , o conjunto 

é látice sobre V. 

De maneira semelhante, dizemos que o Z-módulo M e látiae· 

em V se existe uma base { x1 , x 2 , .•. xn} para V tal que 

PROPOSIÇÃO 2: Seja L um látice sóbre V: então o z~-módulo 

M c v é látice em v se e somente se existe K E Z, K f O,tal que 

KM c L. Em particular se M é látice sobre V então existe K'EZ t.q. 

i<'L C .r-1, isto é, K'L C M c K-lL. 

DEMONSTRAÇÃO: 

Por um lado seM é látice em V, existe base para V de tal 

forma que M c zx
1 

+ zx
2 

+ . . . + Zxn • 

Como L é 'látice sobre V, todo elemento 

m 

x. da base de 
J 

se escreve como x. 
J 

E a .. y. 
l] l 

para m adequado, onde 
i=l 

v 

Pelo fato dos aij E m formarem um conjunto finito, pode

mos escolher um K E Z (como o mínimo mllltiplo comum dos denomina-

dores dos racionais aij) de tal forma que K aij E Z para todo aij" 



Portanto,para todo 
m 
E (K a .. ) y

1
. E Zy 

i=l 1 J ··l 
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elemento xj da base de v conclui-se 

+ Zy + ••. + Zy e 
2 ·m 

ZY +Zy + ••• +Zy c L 
l 2 m 

e então K x . c L 
J -

para todo x. da base de V. 
J 

Portanto, tendo em vista que M c z x1 + zx2 + ••• + zxn 

o::onclui.-se que K M c L. 

Por outro lado, se existe K E z tal que KM c L, consi

deremos o fato de L ser látice sobre V. 

Se L e látice sobre V, então L é látice em v e existe ba-

se para v de~ tal forma que L c Z~~~ + zx2 + . . . + zxn . Isto le 

xi 
K 

va a 
X 

z (_l) + 
K 

X 
z (2) 

K 
+ ••• 

X 

+ z ( ;) onde os elementos 

formam nova base para V, e então M é látice em V. Em-particular,se 

L é látice sobre V, então L é látice :e·m V e se M é látice sobre V, 

existe K' E Z tal que K'L c M c K- 1L. O-

PROPOSIÇÃO 3-: Sejam V espaço vetorial, U subespaço de V, M 

subconjunto de U. Então M é látice em V se e s~nte se i-1 é Látice em U. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja {x1 , ... ,xr} base para U e estendamo

la para {x1 , ... x~, xr+~, ... ,xn} base de v. Consideremos dois lá

tices respectivamente sobre U e sobre V, a saber: 

L'=:= + ... + z x. 
r 

e L Z + ••• +Z 
xl xn 

Sendo M látice em U, da proposição 2 exiSte K E Z tal 

que KM c L' c L e então M é látice em V. 
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Reciprocamente, se M é látice em V, existe K E z tal que 

KM C L mas KM C L ,'! U =L' e dai conclui-se que M é latice em U. D 

Segue imediatamente das definições e da proposição 2, itém 

2.1, que todo subrnódulo de um látice sobre V é um látice em v. Em 

particular, se L e K são lá tices sobre V, então L r'l K é submódulo, 

e como QL n IQK =V= Q(LnK), LnK c zx
1 

+ •.. zxn se L5:.Zx
1
+ ..• Zxn 

onde {x
1

, ... ,xn} e base de V, então L nK é látice sobre v. 

2.2. BASES 

Seja L látice em V. Para todo x E IJ)L, x f O, definimos 

coeficiente de X em L como o conjunto c 
X 

= {a E Q j ax E L}. Como 

!lL e na o vazio existe qt E !)L 
-1 e q qt E L, portanto c 

X 
é na o v a-

zio. Um cálculo simples mostra que ex e Z- módulo em Q e q"q.e 

c ·x =L n Qx. Portanto c ·x e látice em ((lx e existe a E z, a f. O, tal . . x · X 

que ac •x c Zx e dai ac c Z, ou seja Cx é ideal fracionário. 
X X 

Dizemos que x é vetor maximal de L se ex =Z. Portanto, 

x é vetor maximal quando Zx -=L .~1 IQx. Toda linha 4;!y de 4;!L =V tem um 

vetor maximal; de fato seja a linha Qy e c = aZ, para um a E Q ade-..,. 
y 

quado. Basta tornar x = ay e teremos ex= z, logo x é vetor maximal 

de L e X E qJy. 

TEÓREMA 4: Dado um látice L sobre V, um subespaço vetori-

al U de V com dimensão (n- 1)" e dado x
0 

E V-U, então entre os veto

res y E x
0 

+ u eXiste pelo menos um vetor cujo coeficiente com res

peito aL·émaximo em relação ã inclusão. Se este coeficiente é c , 

então para qualquer vetor x + u (u E U) com coeficiente c temos o o o 

L = c(x
0 

+ u ) + L n u. o . 
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DEMONSTRAÇÃO: 

Afirmamos que o conjunto C= ·{a E n:a X E L+ U} 
'Y. I Q é um 

-ideal fracionário. Claramente, c é um Z-módulo nao nulo em ~- Como 

L e látice sobre V, existe base {x1 , ••• ,xn} para V tal que 

L·c zx
1 

+ ••• +Zxn. Seja {y
1

,y2, ••• ,yn_
1

} base deU; então o con:

junto {x
0

,y1 ,y2 , •.. ,yn-l} é uma base para V e zx0 +Zy1 + ..• +Zyn-l 

. 
látice sobre v. Pela proposição 2 ' existe s E z tal e que 

SL c Zx + Zy l + ..• + Zy l c Zx + u portanto SL c Zx + u. o n- - .O o 
Por outro lado, da definição de c, ax E L + u, para to-

o 

do etEC e Sax E SL + U, donde (Sc)x C SL + U o o- e do exposto 

conclui-se -(Sc)x0 c SL + U c Zx0 + U e então Se c z e c e um 

ideal fracionário. 

o coeficiente de qualquer vetor em x 0 + U está contido em 

c, por construção de c. A primeira parte do teorema será então prQ 

vada de conseguirmos um vetor u' EU tal que c(x0 + u') c L, pois 

o coeficiente desse vetor irá conter c. 

Desde que c -1 • c = Z, podemos conseguir uma expressao 

alSl + + arBr = l onde ai E c, si E 
-1 c . 

A definição de c implica a. X = ~. + u. para cada 
l o l l 

E c e a expressão enullciada implica que X 
o 

+ ... + 
r 
~ ~i 9.i + 

i=l 

r 
" s. u. 

i=l ~ ~ 

Mais, si c c -

c(x
0 

z, 

-

e ternos conseguido u' = 

l < i < - r. Portanto, 

r r 
[ Bi ui) =· c ( [ s. t.) c L 

i=l "i=l l l 

r 
~ si ui de tal forma que. c (xo. +· u') 

i=l 

a. E 
l 

c L , 



ou seja, x0 + U1 é um vetor tal que tem coeficiente c. 

Portanto, para todo vetor u
0 

E U que tenha coeficiente c 

em relação a L, c(x + u ) c L e c(x + u ) +L~ U c L. o o - o o 

Reciprocamente, seja um vetor a.(x + u) 
o 

de v, u E u e 

a. E Q de forma que a(x
0 

+ u} E L. Então ax
0 

E L+ U, e pela defini 

çao de c , a E c. 

Portanto, considerando que a (u - u ) = a (x + u) -a (x + u ) 
o o o o 

E L e que a(u - u ) E U, conclui-se que o . 
a.(x

0 
+ u) = a.(x

0 
+ u

0
)+ 

+ a.(u- u ) E c(x + u ) +L nu. 
o o o 

Pelo fato de a(x + u) ser um vetor típico de 
o 

L C c(x + u ) + L n U. O 
o o 

L , ternos 

TEOREMA 5: Se L é látice sobre V e {x1 , ... ,xn} é uma ba

se para V, então existe base {y1 , ... ,yn} tal que yl E (Jlx1 + ... q}xi, 

1 < i < n, e há ideais fracionários tal que L = 

DEMONSTRAÇÃO: pelo teorema 4, seja U o hiperplano U = 

= ~x 1 + ... +Qxn-l e então L.= (L nU) + cnyn para algum ~n e o coefi 

ciente cn 

Considerando-se que L n U e látice sobre U, procede-se 

por indução sobre n = dim V. D 

Observemos que cada ci utilizado na demonstração e coefi-

ciente de y i . 

TEOREMA 6: Seja L um látice sobre o espaço vetorial V. ~n 

tão existe uma base {z1 ,z2 , ... ,zn} para V tal que L=Zz1 +Zz2+ ... +Zzn. 



16 

DEMONSTRAÇÃO: pelo teorema 5, L= J
1

y
1 

+J
2

y
2
+ •.• +Jnyn on

de J 1 ,J2 , ..• ,Jn são ideais fracionários do tipo 

1 
Z, J2 

n1 

1 =- z, ... ,J 
n 2 n 

1 = - z. 
n Basta, portanto escolher a no-

va base como z, 
~ 

2.3. TROCA DE BASES 

n 

yl, ... ,zn""' 
1 y .o 

n 

Consideremos dois látices L e K sobre o mesmo. espaço ve

torial V e sejam {x1 , ... ,xn} e {y1 , ... ,yn} as bases na quais 

+ I X 
n n 

e J. 
l 

sao ideais fracionários. 
n 

Sejam yJ. = E ai). xi 
i=l 

e 
n 

x.= E b .. y. 
J i=l lJ 1. 

as equaçoes 

que relacionam essas bases. Portanto, arnatriz (a .. ) e a inversa da 
l) 

PROPOSIÇÃO 7: Estando os látices K e L escritos nas condi 

çoes acima, então K c L se e somente se aijJj c I i, para todo i e J. 

DEMONSTRAÇÃO: Ternos 

-e 1 se e so se 

K c L se e somente se J.y. c L 
J J -

+ a .x ) c L, ou seja n] n ....,. 

-

isto 

o • • + a ·, x ) c r
1

x
1 

+ 
n] n 

• • . + I x , isto 
n n 

e, se e : so__ se 

l < i < n e 1 < j < n. O 

PROPOSIÇÃO 8: Suponh-amos, K :::_ L onde K. e L sao látiCes 

nas mesmas condições anteriores. Então K =L se e somente se 
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r 1 .r2 ••. In = J1 ... Jn. det(aij) (Obs: os ideais fracionários sobre 

os inteiros possuem uma estrutura de grupo multiplicativo). 

DEMONSTRAÇÃO: Por um lado, suponhamos K = L. Pela propo-

sir.ão 7, a .. J. C 
~ ~] J -

I., para todo i e 
~ 

j tem-se det (a .. ) 
~] 

= L+ a
1 

... a , a nw 
onde a

1 
, .•• , a a nw 

-sao elementos da matriz (a .. ) • 
~] 

corno a1 jJj c r 1 , 

-1 

todo i e j, tem-se I + 

( ••• ) (I J ) ou seja, E+ a
1 

••• a 
nw - a na. e porta~ 

to (J1 ... Jn) det(aij) C (I 1 ... In). 

Analogamente, (I
1 
... In) det(bij) ~ (J1 ... Jn). 

Pelo fato de (b .. ) se a matriz inversa de (a .. ), det{b .. )= 
1] 1] 1) 

-1 
~(det(a .. )) e portanto 

~] 

Por outro lado, sendo K C L, ternos 
-1 

a .. E I.J .• 
1) 1 J 

Seja A = E + ij 
a

1 
.~.a , onde nao aparecem nessa forrou 

a nw 

lação os indices a 1k,akj para todo k. 

Isso implica 
-1 

C(I
1 
•.. I ) (J

1 
••• J ) ~ Z 

- n n 

Consideran.do que Aij é o cofator de 

é invérsa da matriz (aij) segue-se que 

a. . e que a matriz 
lJ A .. 

b .. I.= lJ I C 
Jl 1 det(a .. ) i

~J 

CJj. Isto vale para todo i e j, portanto L C K, e dai L= K.D 

A proposição 8 apresenta como corolário o fato de que, se 

L é expresso livremente nUma base { x 1 , •.. ,xn} isto é, L = zx1 + 

determinados 
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a .. E 1}, então os vetores 
1J 

y
1

, ... ,y
0 

formamurna nova 

base para L se e somente se a matriz é unimodular. Para 

tanto, basta observar a igualdade z.z •.. Z = z ... Z.det(a
1
j) que ex

plici ta det ( a 1 j) = ±.1. 

2.4: FATORES INVARIANTES 

Neste item, o teorema 9 estabelecerá a existência e unici 

dade de certos ideais que satisfazem, na formulação de um látice , 

uma relação de inclusão. Tais ideais se~ão chamados fatores inva-

ri antes. 

LEMA 9 : Dado U;in látice L sobre V, V3!, existe hiperplano U tal 

gue L 

DEMONSTRAÇÃO . . 
ti r do vetor v, e 

teorema .5, existe 

yl = av,a. E 1\l, de 

Seja 

seja 

bn.se 

I é o coeficiente de v em L. 
v 

{v,x
2

, •• ~ ,xn } base de v extendida 

u o hiperplano u ~ <llxz + ... + rnxn. 

{yl,_ . .,yn} tal que yl E <llv, ou 

tal forma que L ~ c
1

y
1

+(L n U) onde cl 

a paE_ 

Pelo 

seja, 

e o 

coeficiente de y
1 

= av. Por outro lado, sendo I coeficiente de v 

v em L, verific'a-se trivialmente que I v. v c L e I .v+(L nu) C L. v -

Reciprocamente, sendo L= c
1

y 1+(L nU), todo elemento de L se es-

creve como Sy
1 

+ u,B E c 1 , uE(Lnu), ou seja, como 

uE(IfiU)e BavEL. Portanto,(3a E Iv e L c Iv. v+(L nU) O 

Sav + u, 

TEOREMA 10: Dados lâtices L e K sobre o espaço vetorial V 

nao nulo, existe uma base {x1 ,x2 , ... ,xn} para V na qual 
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fracionários e R 1 ,~ R
2 
~ 

fatnres invariantes~ 

~ R são únicos; estes ideais sao os 
n 

DEMONSTRAÇÃO: em primeiro lugar, suponhamos K C L (se tal 

nao ocorrer, poderemos trocar :K por um conveniente a_K, a E~, a. f o, 

de modo que a inclusão ocorra). Para um elemento qualquer X E V 

seja I o coeficiente de x em L e B o coeficiente de x em K. Como 
X X 

K C L, consequentemente B CI e se tomarmos o quociente entre 
- B -. X- X 

os ideais, R = __ x_ teremos R C z. Poderemos então tornar um ve 
X IX X-

ter v E V para o qual R seja maximal, (porem, não necessariamen~ 
v 

te máximo). Seja {v,y2 , ... ,y} base de V extendida a partir de v. . n 

Seja U o hiperplano U = ~y 2 +. • .. +I!Jyn · 

Então , pelo lema 9, L =(L n U) + I .v; temos I c I , 
v v+u- v 

para todo u E U. De fi.ato, 

av+au E(L nu)+ I .v. " v 

I + (v+u) c' L ~ (L n U) + I • v 
v u v-

e a(v+u) = 

Porém, como v ~ U, a v E I • V v eaEI, para todo a EI +. v v u 

Afirmamos que B C B , para todo v+u - v 

teorema 4, existe u E u tal que Bv+u J Bv. 

u E U. Senão, pelo 

Mas, ~ai, 
Bv+u I 

T .B C I .B C I .B e R = ,2-'-"'- :J ~R 
v+u v - v v - v v+u v+u I Bv v v+u 

o que contraria a escolha de 7. Portanto, temo~3 de fato B C B 
v+u- v 

para todo u EU. Aplicando novamente lema 9 obtemos K=Bv.v+(K.nU)j 

um argumento indutivo demonstra as expressões 

L= I .v+ (I .w+.· •• +I .z) e v w z 

K =I .R .v+(I R .w+ .•• + I R .z) 
v, v w w z z 

com R<J :> ••• 2 R
2

• Resta provar que R v ~ Rw. 
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que a.Iv 

Dados os ideais 

+ ~I-l = R + R . Seja 
w v w 

20 

E tais 

x = a.v + Bwl 

Desde que sendo A e B ideais fracionários A n B=(A-l+B-J) -l 

pode-se verificar que I = (I a- 1 ) n (I S-l)=(ai-l+SI-l) -l=(R +R)-~-
x v w v w vw 

Bx 
R = 

X IX 

mal idade 

De maneira similar, pode-se verificar que B = Z e então 
X 

= R + R , de maneira que R C R + R = R e pelo maxi 
v w v- v w x 

de R ,. R = R =R +R ::> R portanto R C R •· v v xvw-w w-v 

Para demonstrar a unicidade dos fatores invariantes supo-

nhamos a formulação L= I 1x
1
+ ••. + I X e K=I 1 R

1
x

1
+ .•• +I R x , com 

nn nnn · 

R
1 

::> R
2 

:> •• :>Rn e outra formulação possivel onde R1 ' seja o primei

ro fator diferente dos R. (1 < i < n) . 
1 -

Consideremos o látice J = K+(R. 'L) e tornemos os 
1 

illvariantes de J, da forma R' = 
À 

Tomando-se as duas decomposições para J: 

fatores 

J = K+(R.'L)=I 1 (R 1 '+R~)x 1 + .. +I. (R'.+:R.)x.+ •• +I (R'+R'.)x e J=K+(R:L)== 
~ ~ ~~1.1. nn1.n ~ 

=r1 (R1+Ri)x1+ .• Ii(Ri+Ri)xi+ .•. In(Rn+R~)xn. 

Como R. ~ R.+l, tornando-se o produto dos fatores 
1 - 1 

pelas_ 

duas formulações, teremos por urr\".lado R1 R2 •• Ri-l. Ri.·· . Ri e por ou-

•• (R+R:). 
n 1 

Mas ' "' ' R.+R, .,_ R .. para 
J 1 1 

j ~ i e os produtos serao diferentes, 

contrariando a proposição 8. Portanto, os fatores invariantes sao 

Únicos • 

2.5. LOCALIZAÇÃO DE LÂTICES 

Por valori;:wção entendemos uma aplicação li: ~ -+·R tal 

que três propriedades sejam satisfeitas: 

(1) 
(2) 

I ai > 
iaS! = 

O se 

la! 
ai' 
I sI 

o, !oi= o 
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(3) [a+ 8[ ~[a[ + [8[ . 

Se a função referida satisfaz (1),(2) e a propriedade 

[ a + B [ ~ max( [ ct [ , [ 8 [ J , então satisfaz ( 3) e a valorização e 

dita não-arquimediana;se a valorização não satisfaz tal propried~ 

de é dita arquimediana. 

Como exemplo de valorização no corpo dos racionais,fixa 

do um primo p, para a EqJ tem-se a= p 1 (ID) onde (m,p)=l e (n,p) = 1, 
n l . 

i E Z pode-se exibir a aplicação I ai = ( -) 1 , i E z. Fsta é uma valori-

zação não-arquimEdiana.Duas valorizações sepdiz~ equival-entes ·se definem a.· 

mesma topologia sobre um corpo. 

Por lugar entendemos uma classe de valorizações equiva

lentes sobre um dado corpo. Existe exatamente um lugar arquimedia

no P nosracionais (vide[OJ, teorema 12.lpg.l4). Toda valorização 

[ [ em P é da forma [ [ = [ [ ~. onde [ [
00 

é o valor absoluto em ll e 

O < p < 1 E R. 

Denotaremos por I lp ~ extensão canônica de uma valoriza 

_çao a~ completamente ÇQP onde p e um número primo inteiro. Esta v'à
lorização funcionará sobre o completamente ill • Um ideal fracionário 

p 
típico em ~ tem a forma p ~ 8 pnp, onde p representa dois ideais 

primos diferentes, o ideal primo z nm de z e o ideal primo m de p p 
Z , anel dos inteiros p-ádicos, onde m __ ={cx E"Q I I ct I < l} e rn e 

p p p p 

chamado ideal maximal de Z • S representa o conjunto de todos 
p 

os 

elementos 

n E z. 
p 

primo em z1 e n 
p 

são inteiros quase todos nulos. 

Um ideal fracionário típico em ifl 
p 

tem a forma n p p onde 

Introduzimos o homomorfismo sobrejetivo definido pela 

f -Tin ndi I di t "t unçao P !2sP p -+ p p e -+ p' on e represen a o conJUn o 

dos ideais de ID e Ip o conjunto dos ideais de ~p· 

A imagem, por esta transformação, de um ideal A em ifl 

será denotada por Ap 

Desde que o 

e será chamada localização em p 

ideal A pode ser retornado como 

do ideal A. 

A= fl (<l!flA ), 
p ES p 

então temos que p.. ~ B se e somente se A C B para todo p E S 
p p 

. 
' 

de fato, se A c B, então c B i por outro lado, se 
p 

A C B 1 p - p 



então 

Em 

Se 

pES e daí n (!l A ) c 
pES p -
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n (ll!nBP)]:ortanto lf!l. 
pES 

particular, A=B se e somente se AP=Bp para todo p E s 

A= TI pnP e B= ~ pmp sao ideais em suas fatorações 
pES pES 

primas, definimos a soma dos ideais A e B corno A+B= TI prnin(np,mp). 
pEs 

Pode-se verificar que (A+B) =A +B e (Ax) = A x. 
. p p p p p 

Seja V espaço vetorial de clirrensão n sobr~ Q. Seja Vp = ()~. Corro 4) CQ~ 

entã:> existe um subespaço de ~ carnnicamente is::morfo a V. 

NJ que seyre, identificarerros V a esse subespaço e assim, p.rra tcdo 

x E v, p:xlerros oonsiderá-lo também em Vp' oonsiderando que v l,X)de ser escrito co 
p -

rroV=<DV. 
p 1' . 

Dado um látice L s:ilire V, L = A
1

x.. + ••• +A x , onde A. são ideais fraci 
1. nn ~ -

onários e {x., ... ,x } é urra base r::ara V, então p;xlerros definir um z -látice L so 
l. n P p-

l.:!Le Vp' de rranei.ra análoga à definição de Z-látice da págira 10, oorro Zp-rródulo 

tal qoo existe base {'í_, .. .,xn} pora Vp de rrodo que Lp ~ Zp'í_+ ... +Zpxn e ~Lp=Vp. 

A p:rrtir aessa definição, L =A.. x.+ •.. +A x é um, z -látice sobre v., p --lp .L np n p 

p::>is r;:ode-se verificar que ; 

(i) L é Z -mSdulo 
p p 

(ii) 

(iii) 

L C Z x..+ ... +Z X 
p- P" pn 

<DL=V,pois=,=, -ppp --p p 

do!lCV,LCV eii)LCV, 
1'P PP -pp P 

então VOD L e <D ==V O] L • Por outro la
-pp 1'PPP 

Uma denonstração análoga ao caso dos ideais estabelece que L ~ K se 

e somente se L C K , p:rra tocb p E S 1 e em p:u:ticular L=K se e somente se L = 
p- p p 

= K para todo p E S, orrle L e K são látices sobre v. 
p 

Dados ideais A e B em suas fatorações prirras corro acirre definirros a 

. - do ·a . B A n B -- ...r nax(np,mp) -z-ntersecçao s 1.- ea1.-s A e corro " 
pES 
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TEOREm 10 : Sejam daCbs z -látioes J(p) sobre v a cada pEs-o 
p p 

Sup::mharros que exista um Z-látice L sobre V com L =J para quase to 
p p . -

00 p. Então existe um Z-látice K sobre V tal que K = J (p) para tocb p E S. 

DEMJNSTAAÇilo: 

Será suficiente provar a existência de um Z-látice K sobre V tal que 

L 
q se q E S-p e 

Kq = J(p) se q = p ."Como existe L tal que Lp = J(p) exceto num 

conjunto finito, o resultado segue por suces.si vas aplicações deste 

caso especial. 

J(p) ~ 

Como o lâtice J(p) dado a cada p será da forma 

Z y
1

+o o o+Z y 
P p n 

onde {y
1

, ... ,y} é urna base para V, 
n 

então 

existe J = Zy1+ ... +Zyn sobre V tal que Jp J (p) o 

De acordo com o teorema dos fatores invariantes (teorema 

ID, ítem 2.4) existe base {z1 , ... ,zn} para V tal que 

Blzl + ••. B z n n 
onde B. 

~ 

sao ideais em Z. 

Sejam C. ( 1 < i < n) 
~ 

ideais construidos da seguinte ma-

neira: se se q ~ p'. 

Então o látice K = c
1

z
1

,+ •.. +C z _ n n tem a propriedade 

desejada. O 



CAPÍTULO III 

LÁTICES EM ESPAÇOS QUADRÁTICOS 

GENERO E CLASSE DE LÁTICES 

3.1 G~NERO E CLASSE DE LÁTICES 

Neste capitulo uma estrutura adicional é colocada no as-

sunto em discussão: o espaço vetorial V é tornado um espaço qua

drático por adjunção de· uma forma bilinear simétrica B dada com a 

fo~rna quadrática associada Q. 

Seja V espaço vetorial, seja L látice .em V, e seja U ou

tro qualquer espaço quadrático sobre ~~ e seja· K um látice em U . 

Dizemos que K e rep1'esentado por L (notação : ·K.....:r--- L} se existe uma 

representação cr:~K--7~L tal que aK c L (como já observado, o é 

representação se Q(ax) = Q(x), para todo x E U). 

Dizemos que há uma isometria de K sobre L (notação: K)-L) 

se existe isometria a : Q}K >--- ~L tal que aK c L. Dizemos que K 

e L são isométricos (nC?tação: K ~ L ou 

isometria a :IDK >----7 ~L tal que crK = L. 

-K L) se existe uma 

O decorrer deste capítUlo esclarecerá que achqr os láti-

ces isométricos a um lãtice dado é o mesmo que achar a classe de e 

quivalência de uma forma _quadrática. EStudará também em que coridi

ções, dados látices L e_ K sobre o esi_:>aço quadrátic_o V, e~iste um 

elemento do grupo ortogqnal O (V) tal que crK = L. 
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Sejam Mrnxrn' Nnxn matrizes simétricas sobre ~-

Dizemos que M é integralmente representado por N se exis 

te Tnxrn com coeficientes em z tal que M = T~T. 

Se T for unimodular ou seja, com determinante ± 1) en-

tão Me N são integralmente equi~alentes. 'Ess~ relação é de equi

valência e denotamos N = class N. 

Seja L um látice sobre V e Seja urna base {x
1

, •.. ,xn} para 

V tal que L= zx1 +"Zx 2 + ••• + Zxn. 

Por matriz de L na base {x1 , ••. ,x} entendemos a matriz 
rr 

Se · {xi, ... , x~} -e outra base para L com 

(tÀi E Z) então a matriz T = (tAi) é. unimod~lar (vide capitulo 2, 

observação da proposição 8 ) e a matriz de L nesta nova base é 

N 1 = TtNT e portanto a troca de bases se conserva em class N. 

Podemos então associar uma classe de matrizes integral 

mente equivalentes com um látice num dado espaço quadrático, e to-

d.i classe de matrizes integralmente. equivalentes pode ser obtida a 

partir de um látice adesruado num espaço quadrático adequadO. 

Dada urna matriz simétrica N, <N> significa o espaço~ 

drático tendo matriz N. Usaremos a mesma notação para d~notar um 

látice sobre V com matriz N. 

PROPOSIÇÃO l; Sejam K e L látices com matrizes Me N so-' 

bre espaços quadráticos u e V respectivamente: 
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Então, nestas condições ternos:(*) 

(1) K 7-- L se e somente se M )-- N (sobre Z) 

( 2) K = L se e somente se M N (sobre Z) 

DEMONSTRAÇÃO: 

{1) Primeiramente seja M = 

V na qual B(y. ,y.) = b ..• 
]. J l.J 

Se]a a: IQK---7 IQL representação. Então B(ax1_,o_xj)= aij" 

Seja ainda crx. 
l 

= E 
À 

e denotamos T = (tÀi) • 

Então, aij = B(z1 ,zj} = 

tanto, M = TtNT. 

B(E 
À 

t .y 1 

lJl. --
t . y ) = 

l11. 11 

Recip.rocamente, se M = TtNT definamos z - E t11 y 
i-11 Íl-1" 

por-

Então B(z. ,z.) =a ... Seja a uma transformação linear definida co 
l. J l.J 

Então B(ox., ox.) = B(x.,x.) =a ..• Logo rJ é 
]. J 1 J l.J 

re-

presentação e temos demonstrado. 

A demonstração de (2) é, com pequenas modificações, ana-

loga a de (1). o 

(*) (Para esclarecimento dos símbolos usados para matrizes, ver p~ 

gina 3, Capítulo I). 
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Portanto a imagem canônica de d
8

(x
1

, ••• ,xn) independe da base de 

L e é chamada discriminante de L (notação:~ L). 

Se L consiste de um único ponto convencionamos d
5

L = 1. 

Sendo V espaço quadrático sobre ~ e L,K látices sobre V, 

dizemos que K e L estão na mesma alasse se K = cr L, onde a é ele-

mento de O (V) • 

Esta relação.é de equivalência e denotamos c~s L à classe 

de equivalência do látice L. 

ChanErros c1s +L aos látices K tais que K = a L e a E o+ (V), 
. 

sendo K e L nas-mesmas condições anteriores. Uma transformação a 

está em a+ (V) se de ta = + 1 e é di ta neste caso ro·tação ~ 

De fonra análoga urra transforrração -a p:rtence a o- (V) se det = -1, e é 

dita reflexão neste caoo.Definirros ·o Grupo das Unidades de L. corro o sl..lbgruf:o O(L) = 

~ { E O(V) I aL ~ L}. 
Os látices K e L estão na -mesma classe própria se existe 

cr E o+ (V) tal que cr L = K. N·as mesmas condições Os látices estão 

no mesmo gênero se para cada p primo em Z -existe ·G E 0 (V ) 
p p 

tal-

que " L ~ K (notação: K E 
p 

gel'l;-L), onde L 
p 

e Kp sao os completarren 
p p 

tos p-ádicos dos látices L e K respectivamente. Como O (V) está. i-

rnerso em O (V ) enfão se -K E cls- L temos como con~equência que 
. p 

K E gen L. 

Lado um espa.ço quadi-ático regular V_ o número _de classes p:róprias de·· 

.látiCE?;s sobl:e V é finitO. Ém p:rrticular o nfunero de classes próprías num gênero·. 

~finito. (~de [O] ,· trorei-ra 103.4) •· 

3. 2, DECOMPOSIÇÃO ORTOGONAL· 

Dizemos ·que o látice .L é soma direta de sub-látices · 
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L1 ,L 2 , ... ,Lr se todo x em L se escreve como x 

maneira única. (Notação: L= L1 e L2 ffi L3 e .•. e Lr ,) 

Se B(Li,Lj) =O, 1 < i, j 2 r dizemos que L possui deeom 

posição ortogonal. (Notação: L= L
1

_l_ L
2

_L .i. L •) r 

látices de diferentes espaços 

quadráticos escrevemos L ;; x1 j_ x 2 J_ .•• .LXr para significar que 

L tem decomposição L ~ L
1
l. L

2 
...L ••• .L L r onde cada L. é isométri 

' 
co a X .• 

' 
Com ligeira modificação da estrutura precedente, podemos 

afirmar que dados espaços quadráticos U e V sobre Q existe um es

paço quadrático W tal que W = U'__L V onde U' ;; U. Dizemos nes 

te caso que W é construtdo a partir de V por adjunção de U . 

Como já definido, o ·radical de um látice é o conjunto ex 

pressa por Rad L = {x E L B(x,L) =O} e o látice é dito regu-

lar quando Rad L~ {0}. 

~ facilmente visto, sob esta definição, que Rad q,;JL=~·Rad L, 

que Rad L é sub-látice do látice L e ainda que Rad (L _i K) = (Rad L) 

.L (Rad K) . 

A seguinte proposição mostra que todo látice tem urna de-

composição radical, isto é, existe algum outro látice que ~ermite 

urna decomposição tendo como fator o radical do látice primitivo.-

.PROPOSIÇÃO 2: Todo látice L, nas condições assumidas, in

duz um látice K tal que L.= K J... Rad L 1 (sendo L lá·tice sobre V) . 
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DEMONSTRAÇÃO: Se L é regular, basta tomar K = L. 

Suponhamos L não regular, e consideremos urna base para 

I];!L, {x1 , .•• ,xr···•xn}, na qual os vetores x 1 , .•• ,xr geram o radi 

cal de ~L. Portanto, dirn Rad ~L = r. 

Pelo teorema 5, capítulo 2, existe base y 1 , ... ,yn para~ 

no qual L= r 1y 1 + ••. + Inyn e Rad ~L= ~y 1 + ... + ~Yr· {a menos 

da ordem dos elementos da base, pois Rad ~L é subespaço de V) 

Então Rad L= L O Rad ~L= I 1y 1+ ••• +Iryr. 

Basta então considerar o látice K = Ir+lYr+l+.-.• +Inyn e. con 

seguimos a decomposição desejada L = K JL Rad L. O 

3.3. ESCALA, NORMA E VOLUME 

Consideremos um látice L sobre o espaço quadrático V. Por 

escaZa, denotado sL, entendemos o Z-rnódulo gerado pelo subconjunto 

B (L,L} de <D, ou seja, sL = { L 
finita 

B (x,y) \ x,y E L}. Desde que L == 

temos B(z.,z}z 
1 J 'I de rriodo que sL e 

um ideal fracionário ou é nulo. carro 1 == B(zi,zi) E sL, então z c sL, 

Definimos norma , denotada nL, como. o sub-módulo gerado p~ 

lo subconjunto Q(L) de O. 

Como Q(L) c B{L,L) então nL é também um ideal fracionário 

ou nulo. 

Como para todo x,y em L tem-se 

2B(x,y) ~ Q(x+y) - Q(x) - Q(y) E nL, daí 2sL c nL c sL de modo 

que nL é nulo se sL o for e vice-versa. ~ facilmente verificável 

também que se L == J ~ K então sL == sJ + sK e nL = nJ + nK. 
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Para um látice L nao nulo definimos volume do látice L , 

sendo L - I x +I x + + I I ideais, como vL = - 1 1 2 2 • • • nXn 1 i 

Naturalmente, se KCL, ambos látices, então vK c vL. 

3.4. DUAL DE UM LÁTICE 

Consideremos urçt látice L -em V, sendo espaço quadráti:co, e 

suponhamos L regular. 

Definimos o dual de L como L#= {x E illL I B{x,L) ~ z}. 

Se L for o ·látice trivial,isto é, L={O}, então L#={O}. 

Suponhamos L não trivial: então existem ideais r 1r 2 , ..• , :(_r 

L# ~ -1 . -1 
firmamos que nesse caso r 1 y 1 + ... +Ir Yr onde {y

1
,y

2
, ... ,yr} 

sao vetores tais que {{ã(y
1
-), ... ,{Õ(yn)} é base do espaço dual v• (onde 

0 é aplicação definida na pág. 8, capítulo I). 

Isso implica que B( - 1 ) O i 4 J. I i xi, I j y j = se r e 
-1 -1 

1 1 yl+." .+ 1 r 
-1 

I. y.)cz. 
l l -

Portanto,temos que 

Por outro lado, se tomarmos um vetor típico qualquer de 

L#, digamos z = b 1y 1 + b 2y 2 + ... + bryr teremos B(biyi, Iixi)= 

= B(z, I.x.) c B{z,L) ::_ Z, pela definição do duaLde V. 
l l -

-1 
Portanto, bi E Ii e temos estabelecida nossa afirmação; 

como consequências imediatas, temos L## =L, vL# = (vL)-l e 
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3.5. LÃTICES MODULARES 

Consideremos um látice L sobre o espaço quadrático V 
' 

I. I 5 
~ 

são ideais fracionários. Se a es-

cala de L for tal que sL = I, I ideal fracionário, e o volume de 

L for vL = Ir chamaremos L de I-modular. 

O látice será chamado de a-modulap se for I-modular com 

I aZ, a E Q. Será chamado unimoduZar se for Z-modular. 

As seguintes proposições esclarecerão a relação entre lá

tices unimodulares e suas matrizes, bem como entre látices unimo-

dulares e seus duais. 

PROPOSIÇÃO 3: o látice L sobre o espaço quadrático v, çom 

matriz M, é unimodular se e somente se M é uma matriz unimodular , 

ou seja, M é matriz inteira e det M = ± 1. 

DEMONSTRAÇÃO: Sej-a x
1

, ••• ,xr base para L, onde L = 

= zx1 + ... + zxr, então vL = Z• (det M). 

Se L é unimodular, 'então todos os valores de B (x. , x.) es
~ J 

tão em Z já que sL = z portanto M é matriz inteira. Ainda 

(det M)Z = Z portanto det M = ± 1, eM é unimodular._ 

mais, 

E 
finita 

Reciprocamente, sendo M unimodular, M é inteira e sL 

B(x. ,x.) z c z. Corro 
~ J 

Z c sL, necessariamente tenos sL = z 

Corno det M = ± 1, vL = Z e L e unimodular. O 

PROPOSIÇÃO 4: Suponhamos L látice sobre o espaço quadráti

co V1 L I-modular. Então, 
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L~ {x E ~L I B(x,L) c rl. 

DEMONSTRAÇÃO: Se L é I-modular, temos B{L,L) C sL =I e 

então L c {x E <!lL I B (x,L) c r}. 

Í2r (v(L)) 

I-~ C L#, 

Por outro, seja x E ~L tal que B(x,L) c I • 

. Como o látice é I-modular, B(L,I-1L) C Z e então 

Como (v(L)) 2 ~ r 2r, então (v(L))-1 ~ r-2r(v(L)) ~r-r. Mas v(I-~)~ 

e ]XJrtanto v(I-~) ~ (v(L)) - 1 ~ v(L#). Como I-~~ L , sG tivésserros 

• -1 c # - -1 # ten.anos v(I -:L) v(L ) , o que nao ocorre. Logo, I -r. =L • 

Tornando B(x,L#) = B(x,I-1L) ~ z, verificamos que xE L##, 

pela definição de dual do látice , e então x E L. D 

A proposição 4 apresenta como corolário o fa·to de que L é 

unimodular somente quando L# = ~-

3.6. A FATORAÇÃO INDECOMPONÍVEL DE UM LÁTICE-LÂTICES PARES E IMPA

RES. 

Dado um látice L, existe base {x
1

, ... ,xn} para ~L tal que 

L = zx
1 

+ ••• +. Zxn, como já foi visto. O número de vetores da base 

de mL é chamado rank de L. 

Dizemos que L é decomponiveZ. se existem látices K1 e K2 em V 

contidos em L tal que L = K1 JL K2 . 

Caso contrário chamamo-lo indeaompontvet. 

~ claro que todo látice é a soma ortoqonal de no máximo n 

componentes, onde n é o rank de L. A tal decomposição damos o nome 
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de fatoração indecomponi'vel.Dizerros tJUe a forma quadrática Q é definida posi 

tiVa se Q(x) > 0, X~ 0; definida negativa se Q(x} < 0 1 X'/ O, X E V. Se L é láti

re sobre V, x E L, então Q(x) E z. 

TEOREMA 5: Seja L um látice sobre o esp3.ço quadrático regular (V,Q) 

robre os racionais. Sup:mharros que a forma quadrática Q seja definida (:p:>sitiva 

ou negativa). Então os. comp:>nentes L
1

, ••• ,Lr de l..ll1E. fatoração in::leoomp:mivel são 

únioos, a nenos da ordem. 

DEMONSTRAÇÃO: 

Temos que Q(x) é inteiro, e !O(x)! é um número natural. 

Dizemos que x E L e redutivel se existem vetores não nulos y e z 

em L tal que x = y + z e B{y,z) =O. o vetor x será chamado de 

irredut~vel se não for redutível. 

Mostraremos que todo vetor em L é a soma de vetores irre-

dutíveis de. L. 

Primeiramente consideremos a soma y+z de vetores: nao nu-

los y e z de V tal que :i3.(y,z) =O. 

Então Q(y+z) = Q(y) + Q{z), e corno a forma quadrática -e 

definida positiva ou negativa, Q(y) e Q(z) sao ambos positivos ou 

negativos de modo que lo(y+z> I ~ la(y> I. 

A prova de que todo vetor x em L e a soma de vetores irre 

dutiveis e dada por indução sobre o número natural n ='IQ(x)l. 

Se Iº <x> I = l, então X e irredutível, pois se existirem 

vetores y e z - nulos em L tal na o que X = y+z e B (y, z) = O, te -
ríamos 1 = IQ(x) I= IQ(y+z) I > IQ(y) I e 1 = IO(y+z) I ~ IQ(z) I, e 

se ambos forem positivos teremos Q (y+z} = 2, ou se ambos forem ne-
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gativos teremos Q(y+z) = -2. 

Suj:Dnharros que y seja a scna de irredutlveis se n-l ~ IQ(:fll, n > l, 

Seja x cem n ~ IQ(x) 1. Se x é irredutlvel, está provado. 

Se x for redutÍvel, basta escrever x = y + z, y e z em L e 

12 IQ(y) I 2 n-l, l 2 IQ(z) I 2 n-1 e j:Dr hipStese de indu:;;ão, y e z sao sam de 

irredutiveis, logo x tanbÊm é. 

Eht segundo lugar, seja a relação de e:jU.ivalência x :..::; y m oonjmto, 

cbs vetores irredutíveis nao nulos de L defirrl.da a::xrro x - y se existem vetqres 

irreduti veis tais que 
x = z1 , z 2 , ... ,-zq =' y (q 2:_ 1) com B(zi,zi+l) #-O para 12. i~q-1. 

Sejam c 1 , Cz_, ••• ,Ct as classes ae equivalência associadas comes 

ta relação •. 

Sejam K1 , K2 , .•. ,Kt os sub-látices em L gerados respec~ 

tivamente pelos vetores em c1 , c 2 , •.• ,Ct. 

Como B(C. ,C.) ~O 
1 J 

para i f. j então B(K., K.)- = O 
. 1 J pa~a 

i~ j, portanto a soma dos látices K1 , K2 , ••. ,Kt é urna soma orto

gonal, K1 _L K2 _L o o o j_Kto 

Como na primeira parte mostramos que todo vetor em L e a 

soma de vetores irredutíveis em L, entiiío L = K1 .i K2 .l ... J_ K_t •. 

Seja L = L
1 

.L.. . .L Lr outra de::::ornposição e x E c
1

. Então 

x E L = L
1 

_L ••• ..l.Lr e como x é· irr_edutível, x está _em uma só

componente desta fatoração, digamos x E L 1 ~ 

Da definiÇão da r~lação de ·equivalência .segue que c1 C L1 ,. 

portanto :r<1 _c L1 •. 
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Da mesma forma segue-se que Cada K1 está contido em al-

e como ... 1 Kt' cada Lj -e a soma ortogonal de 

todos os K1 
contidos nele. Mas como é indecomponível, cada L. 

J 

é exatamente algum K
1

, e a fatoração é portanto Única. O 

Dizemos que o látice L é par se Q(L) = B{L,L) c Z. 

O látice L será chamado {mpar caso contrário. 



CAP!TULO IV 

A CLASSIFICAÇÃO DAS CLASSES DE FORMAS QUADRÁTICAS DEFINIDAS 

Assumiremos que existe pelo menos um látice unimodular so 

bre V, onde V representa um espaço quadrático n-ário. Tratando-se 

de látices unimodulares sobre Z, seu discriminante poderá ser + 1 

ou - 1. 

Assumiremos os látices unimodulares. positivos definidos , 

isto é, o discriminante em questão só poderá assumir valor + 1. 

O símbolo In denotará a matriz identidade n~n. 

Dois látices são adjacentes se satisfazem a condição definida no §4.1. 
O objetivo do presente capítulo é determinar· as diferentes 

classes de lâtices unirnodulares positivos definidos. Começando com 

um látice particular, as classes ficarão completamente determinadas 

no processo da· procura sucessiva dos látices adjacentes ·a menos de 

isomorfismos .. {ver introdução) _ 

As proposições e teoremas demonstrados ne-ste capítulo te-· 

rao por finalidade estabelec-er os rrlétodos de construção de todos os 

possíveis látices adjacenteS a um látice dado. 

Assumiremos o método referenCiado por Martin Kneser (vide 

bibliografia) reportando-o ã obra [O} tanto quanto pÚssivel. · 
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4.1. LÂTICES ADJACENTES 

Sendo K e L látices unimodulares sobre v, dizemos que K é 

adjacente a L se os fatores invariantes de K em L são da forma 

1 
2 Z,Z, ... ,z, 2Z. 

Decorre imediatamente desta definição e da definição de 

fatores invariantes que existe urna baBe {x1 , .•• ,xn} para V na qual 

1 L= zx1+: .. +Zxn e K = (2 Z)x1+ ... +(2Z)xn. Urna definição equivalen-

te é que o látice K e adjacente ao lâtice L se o Índice de L n K 

é 2 em L e em K, isto é, [K: L n K]= 2 e [L: L n K] = 2. De fato, 

sendo L e K_como acima, L n K -= zx
1
+ ... +(2Z')xn e [K: L n K] ~ 

= [L: L n K] = 2 .. Isto por que se L= ~ZX:J.+ ••• +ánZxn' K = b 1 Z~+ ••• +bnZxn' 

então LnK = ~ZXJ_+ ••• +Cnzxn onde ci = nrnc (a1 ,bi). 

se [K:LnK] = 2 e [L:IflK ]= 2, pelo teorerra 6, CapÍtUlo II, existe 

tal que L = Zx.+ ••• +Zx • Sendo K = b
1

zx1+ •.. +b Zx , 
1. n. nn 

terros LnK = c 1 Z~+ ..• +cnzxn onde 

Portanto, c.=p. se b. 
~ ~ ~ 

Como [L·. L n K] = 2 - p p t s 2 1 ~ l~P2· .. n' emo pj = e pi = 

se i '/. j. 

se 
i "· 

2 Dessa forma, a !"fie nos da ordem,·. temos b
1 

= 
q1 

1. Como K e unimodular, v(K) =·Z = (- 4 --~ ___ 1_ 
q12 q22 

e 

... 
b = .l.. 

i qi 

1 
q 2 ) z' 

n 

logo qr = 2, para algum r, e q 1 :::: l _para i f r. Pelo fato de 

[ K: L n K ] = 2, qr r' q1. 

Portanto témos b 1 (a In.!::. 

nos da ordem) e K = 2zx
1 

+ 
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OBSERVAÇÃO: Decorre da definição de látices adjacentes que se K é 
1 

adjacente a L, então 2L c K c 2 L. Portanto, o número de látices ad-

jacentes ao látice L é finito ~e o Índice[~ L: L] for finito. 

Para demonstrar que o índice-[~ L : 2Ll é finito, basta to 

mar um vetor y qualquer per_tencente a ~ L, digamos y = ~ a. ~ xi' 
i=l ~ 

onde a. = 4t. + ri, o < r < 4 (ai E Z) • 
~- ~ - i .. 

n n ri 
Teremos y = 2(E tixi) + E x. ' onde r. E {0,1,2,3}. 

1 1 2 ~ ~ 

n 
Como o vetor 2(E t 1 x1 ) pertence a 2L, o numero de classes 

1 n r 1 ~ 

laterais é menor oU igual ao número de_ vetores do tipo L z x
1 

que e 
1 

finito. 

4.2. DESCRIÇÃO DO PROCESSO 

seja L látice unimodular com respeito a Z sobre o espaço 

quadrático V, com matriz In, sobre Q. Definimos .::} {L) como senda 

0 conjunto de todos os látices unimodulares K com respeito a Z 

sobre V tal que Kp = Lp para p = 315,7 .. 0 

Assumiremos seni demonstraÇão o resultado seguig 

te, (vide [O] ) : 

PROPOSIÇÃO 1: Seja n 2:_ 5 e L e K látices unirrodulares sobre o 
+ . 

espaço V em discuSsão. Então existe látice J pertencente a elas-· K 

tal que J está em .'j (L). 

Para determinar as classes unimodulares em V começamos com 

tun látice fixo D ;::: < 1 >..L o o o ..L-< 1 > sobre V. 

Como o número de classes próprias de látices sobre V é fi 

nito (vide capítulo 3, Ítem 3.1) digamos + + elas K2 , .. o ,elas K t 
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e pela proposi.ção 1 existem E j (D), a me-

nos da troca de representantes de classe, o problema será determi -

,nar os látices K1 , .•• ,Kt. 

Para conseguir os látices K
1

, ... ,Kt iremos calcular passo 

a passo, construindo em primeiro lugar os adjace.ntes a D, (que sao 

finitos) depois os adjacentes a estes, etc. A proposição 2 mostra . . 

que procede"ndo dessa maneira obteremos os l~tices K1 , ... ,Kt entre to 

dos os lá tices. 

• 
PROPOSIÇÃO 2: Para n > 2, sendo K e L dois quaisquer lá-

tices unirnodulares sobre o espaço V em discussão, com 

K ,f L, existe uma cádeia finita de látices unimodulares 

com Ji+l adjacente a J. o 
~ 

K E j (L) ' 

DEMONSTRAÇÃO: Cornq K E·::; (L) , existe uma base para o" esp~ 

ço vetorial V tal que L 
a

1 
a 

= ze1+ ... +zen, K = 2 ze1+ ... +2 n zen,corn 

n 
< . • • • < a 

n 
pois K ,- L I p primo I p t 2 e r a' 

I?' p i=l ~ 

~ o já 

que K é unirnodular~ 

Suporihamos que a base esteja ordenada de tal maneira que 

Seja 

Seja f: A 4 A definido como 

< x e 
n 

n 
l: 

i~l 

~ O} 
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s ~ sup {i I x1 < O} e 

t ~ in f { j I xj > O} 

f(O, ••• ,O) ~ (0, ••• ,0). 

Podemos chamar J 1 = K, J 2 = f(J1} onde f(K) represent~ o resulta 

Dessa forma temos 

+ ••. 2 e portanto 

J 2 é adjace~te a J 1 , (pela definição de látices adjacentes). 

De maneira semelhante, fazendo 

[Ji 'Ji n Ji+ll ~ 2 e [Ji+l 'Ji n Ji+ll ~ 2 • 

Como o processo é finito e termina quando todos os expo

entes forem nulos, existe índice .t tal que f(Jt_ 1 )=Jt=L e portanto 

existe a cadeia finita de látices adjacentes liga~do K a L.p 
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4.3. REGRAS DE CONSTRUÇÃO 

As proposições e teoremas demonstrados nesse Ítem consti-

tuirão um método para construir todos os látices unimodulares adj~ 

centes ao látice K, sendo K unimodular. 

PROPOSIÇÃO 3: As seguintes afirmações sao equivalentes: 

(i) K é adjacente a L 

(i i) v(K+L) ~ 

(iii) 

DEMONSTRAÇÃO: 

lz 
4 

4 z 

[(i) + (iil! Se K é adjacente a L, foi visto que existe ba 

para V tal que e 

l 
= 2 zx1 + z~ 2 + ••. +Zxn. Portanto, 

v (L + K) rl zJ 2 
2 

2 2 l z .... z ~ 4. z • 

[ (ii) ., (iii) l . 

Como L e K são unimodulares 1 L# = L- e Então 

v (KnL) 

[(iii) + (i)] De acordo com o teorema dos fatores invarian-

tes exis·te· uma base {x
1

, . · .. , xJ para V onde L = Zx1 + .. · +Zxn e 

ideais fraciOnários. 
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Se v{L n K) = 4 Z, então 4 z 

e v(K + L) = ! Z, sendo L e K unimodularesa 

Caro R.=> R
2 

:::> ••• =>R , seja i tal que R.:>z, j > i e R. c z, J' < L Des-
--.l- - - n J - J -

se rroCb L+K=~~+ ••. +R1x1+zx1+1+ •.. +Zxn e If'l<=Z~+ ••• +zx1+Ri+lxi+l+ .•• +Rnxn. 

2 2 1 1 
Corro v(L+K}=Ri ••• R1 z= 4 z, existe j: tal que Rj= 2 z e os outros ide-

ais serao iguais a z. 

Corro v{LI"lK)=Z. ·R~+ 1 ••• Rn2 = 4Z, existem tal que Rm=2Z, e outros i

deais também seáío iguais á z. Sendo R_t :o Rz ;:: ..• ;:: Rn' teretDs R_t = ~ z, 

R
2

=Z, ••• ,R 
1 

= z, R = 2Z e então K é adjacente a L •. n- n 

P:OOPC:SIÇÃO 4: sejam látices K e L tais. que K é adjacente a J;. e 

y I.r-K. Então valem as seguintes igualdades: 

(i) L+K = Zy+K 

(ii) L=Zy+(LnK) 

(iii) LnK = (Zy+K)#'= 

DEMONSTRAÇÃO: 

•· 
• 

{w E K J B( ,y) E Z · 

(i) ternos K c Zy + K c L+K. Pela proposiçãO 3, porem, nao 

há nenhum látice propriamente contido entre .K e L+K, desde que_ o 

volume de K é z e o volume de L+K é 1 z 
4 ·' 

Portanto, Zy + K = L + K. 

(ii) temQs L f"'l K C Zy +(L h K),Ç _;r... 
~ 

Pelo mesmo argumento do ítem (i), usa~do a proposição 3, 

tices contidos propriamente entre -L n K e L. 

Portanto z·y +(L n · K) = L, 
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e K estão sendo assumidos como unimodulares, (iii) Desde que L 

temos: L n K = L# n K# = (L + K) # ~ # 
( Z y + K) • A segunda igualdade 

segue da definição do dual de Zy + K; desde que # 
(Zy + K) ~ 

~ {X E Q ( Zy + K) B(x, .Zy + K) C Z} então (Zy+K)# ~ {wEKIB(w,y)EZ}. 

TEOREMA 5 : Seja l y E 2 K - K com Q(y) E z. Então existe 

exatamente um látice unimodular J sobre V que contém y e é adjace~ 

te a K. Este látice é 

DEMONSTRAÇÃO: 

# J ~ Zy + (Zy + K) • 

Pela proposição 4, se o látice J existe, então tem a forma 

J_ = Zy + (Zy + K) # porque nesse caso y E J e y f/- K , e isto pró-

va também a unicidade. 

Para mostrarmos que o látice realmente existe, sera sufici 

ente definir um látice desta forma e provar que é unimodular e adj~ 

cente a K. 

O látice J = Zy +(Zy + K)# e unimodular, pois B(J,J) C Z 

logo s(J) c z. (ver § 3.3) 

Se éscrevermos K = zw + Zx2 + ... +Zxn com 2y mw , m E 

E z teremos Zy + K = Z(w + y) + zx2+ ... +Zxn. 

portanto 

A igualdade 2y = mw implica y 

Z y + K " Z (~ w) + Zx2 
+ ... + Zx 

n 

z w e Z (w+y)o:_Z(~ w) 

de modo que Z v(2y+K)~ · 

~ Í z. (Observar que o volurre do látice é sempre um ideal quadrático). 

Portanto, v (Z y + l 
K) ~ ·,r Z e ~ 4 z . 
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# 'f: v(J) c Portanto, v((Zy+ K) ) z 

ou 4Z c v(J) c z portanto v(J) = z e J é unimodular. -
# (Z y) # n # 

~ Zy n c J n K Desde que (Zy+ K) ~ K K temos 

v ( (Z y + K) #) c v(J n K) c z que implica 4Z c v(J n K) c z - logo 

v(J n K) = 4Z e J é adjacente a K pela proposição 3. O 

PROPOSIÇÃO 6: Suponhamos o látice K adjacente ao látice L, 

y um vetor de L-K, z um vetor qualquer de V. Então y+z est·á em L-K 

se e somente se z está em L n K = {w E K) B(w,y) E Z}. 

DEMONSTRAÇÃO. Suponhamos y+z E L-K. 

Pela proposição 4, L+ K = Zy + K e [L+ K : K) = 

= [Zy + K: K J = 2 ou seja, so há dois elementos no quociente 1 asa 

ber, K e y+K. 

Como y+z E L-K, (y+z) + K = y + _K e Z E K. 

Como y + z E L, y E L então z E L. 

Portanto, z E L n K. A igualdade segue da proposição 4 

e a recíproca é óbvia. o 

PROPOSIÇÃO 7: SG:jam L e L' látices unimodulares adjacen-

tes a K e y E L-I{, y 1 E L ' - K vetores- quaisquer. Então L=L '.se e sorrente se 

y - y' E K e B(y,y') E z. 
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Suponharros que L~L' .Pela proposição 6,caro y+(y'-y)=y'EL-K terros 

B{y'-y,y) Z.l.Og0 1 B(y' ,y)-B(y,y)EZ. CcmJ os látices são uni..m.Jdulares, B(y,y) E z. 

Portanto,B(y' ,y) E Z. Pela rresrna. prorosição 6, y-y'ELnK e y-y' E K. 

Por outro lad:l, se y-y'E K cnm B(y,y') E z então y-y' LnK o que im

plica que y-y' ELe -(y-y')+yEL, p:::>rtanto y' EL para todo y' EL',~u seja, L' C L. 

Um argLID2Ilto análogo nnstra que L c L' e então L' = L. O 

A partir <:l=stas proposições e da observação do §4 .1 conseguirros um mé 

todo para construir todos os látices unirrodulares adjacentes ao lá-tice K. 

O métoc'b consiste do seguinte: 

l 
(i) O teorema 5 Cb § 4.3 rrostra que a cada yE2 K-K cem B(y,y) E z existe exatamen-

te um látice L adjacente a K que contém y. A própria derronstração do teorema 5 es-

lare l 1- . ( )# - . l c ceque,seyE2KeyEK,o atice J=Zy+ Zy+K sera~gua K. 

(ii) A observação de § 4.1 assegura que o núrrero de látic:es adjacentes ao lá·tice K 

é menor ou igual ao número de classes laterais de ~ K/2K. 

(iii) Se l y,z E2 K-K são côngroos nódulo 2K, isto é, y-z E 2K, os látices obtiCbs a 

partir deles serão iguais.Isso ocorre p::>rque se y-zE2K, então z=y+2a, aEK. SenCb 

L=Zy+(Zy+K) #e L 1 =Zz+(Zz+K) #os látices adjacentes ohtid:Js, verificarros que yEL-K1 

zEL 1-K, y-zEK e B(y,z)=B(y 1y+2a)=B(y,y)+2B(y,a)=B(y,y}+B(2y 1 a) Ez, pois K é tmi

rrodular. Portanto, };€la pro!,X)sição 7, L = L 1 
• 

(iv) Concluinns, então, çelos itens anteriores, que se t.ornax:nos um conjunto compl~ 

to de representantes de j K m5dulo 2K obtererros através deles todos os lâtices ad

jacentes ao látice K. 

Pelo ítem (-i) eliminarerros desse conjnnto os vetores CJ1E. estão em K e 

todos os vetores cuja forma. quadrática não é inteira. Sendo y1 ,y2 , ... ,yr os rema -

# nescentes, fonnarros os látices L.=Zy.+(Zy.+K) para 1 < i <r. 
l .l l 



46 
Este procedi..m2nto nos dá então toOOs os látires l.lllirrodulares adjacentes 

a K e os casos de· duplicação, r:or exemplo L. =L . , ocorrerão quando. e sarente quando 
' J 

Y. -y. esteja em K OJill B (y. , y.) inteiro. 
1 J l J 

O próx:i..rro teo:rerrs. rrostra 1..liTia condição para que cbis látices adjacentes 

estejam na rresma classe, rom o que canpletarros o processo de classificação das elas 

ses: 

'IEOREMA 8: Supc.mharros K adjacente a L e y tnn vetor de L-K cem a fonna 

y= w+z tal q1.E 
l 

Q(w)=l, zEK e B(y,w)E2 z-z. 

Então elas L = elas K. 

I:JEM:NSTRAÇÃO: Cbnsidere:ros a simetria -rx=x-2B (x, w) w para todo x E V. 

ee acord:> com a prot;:asição 6, corro w EL-K, (caso contrário y= w+z EK) terros qtE 

w+zEL-K se e sarente se z E L n K. 

Temos que 2z=2y-2w EL nK. l Conn B(y,w)E 2 Z-Z, então 2B(y,w)=m é impar 

e 1:y=y-m =w (y-w)- (m-1) w = z- (m-1) h.l· Pela razão de (m-1) ser par, e cerro 2y-2z=2w 

E L nK, deduzirros irrediatamente (m-l)w EK e daÍ que TyEK. 

Por outro lad:::>, para cada xELnK terros B(x,w)~(x,y)-B(x,z)E Z de 

fama qLE TX é um elerrento de L n K. 

Cons.iderancb que L=Zy+(LnK), obtemos TL ~ K, e pala igualdade de di

rrensões T IÃ<i p:Jrtanto pertencem à mesma classe • O 

4.4. A MATRIZ p"(n ~ 8, 12, 16, ••• ) 

Utilizarerros o processo desenvolvido no parágrafo anterior na caracte 

rização de uma classe p:rrticular. 

Através deste parágrafo assurnirerros que a dimensão n do espaço V em 

discussão é 8, 12, 16, •••• 

Seja D um lãtice t.m.in'odular sobre V ccrnpletamente deo:Jrnp:mivel: fixe

ros para ele uma base tal que o~z"l J.. z"2 J. ... J.zxn. 
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Mostra.rerros que há sempre um látice unirrodular indecoi11p".)nivel adjaoo!l 

te a D, que txxlos os tais látices estão na mesma classe própria e que tocbs tem na-

triz 

i!n = 

n 
4 

1 

o 
onde T e a matriz . 

m 

2 

1 

T = 
m o 

1 

4 

2 

1 

2 

1 

Consideremos o vetor 

1 

o 
2 

T n-2 

o 
1 

2 
• 
• 
• 

2 

1 

~ o - o, e Q (y) E z desde que n::.: O rnÜd 4. 

está em 

Pelo teorema 5 existe exatamente um látice unimodular E 

sobre V que contém y e é adjacente a D. Consideremos uma nova forrou 

e um látice adjacente' a D sera X = Zy + .Z (2x
2

) + Z (x
3
-x

2
) + ... + 

+ ... + Z(x -x 
1

) porque para passar de D a X foi multiplicáda n n-

.a decomposição pelos ideais 1 2 Z, 2Z, Z, ..• ,z. (termo a termo)-

Como y E· X, e pela unicidade, concluimos que X= E. 

, .•• , {xn - xn-l)} é a matriz N = {B.(x. ,x.)) onde 
' J 

veto-



48 

res da base referida. Uma inspeção simples mostra que N = fJ • 
n 

de E: 

então 

(Zy + 

O seguinte teorema proporciona uma descriçao dos vetores 

.LEMA 9: E contém vetores 

n 

se e somente se 

A. E Z, 
J 

i, Ai E 2Z 
i=l 

para l < i < n e l < j < n. 

DEMONSTRAÇÃO: Consideremos o vetor x 
n 
l: Ai X i. Se x E E 

i=l 

x E ~ o, logo todo Ai está em 
l 2 z. 

Como E = Zy + ( z l' + D)# todos os ·x.-x. estão em 
l J 

D)# c E e B {x,x
1 

'-Xj) E z ' portanto B(x,x.-x.) = A. -A. E z . 
l J l J 

l n 
Do fato de B (x,y) E z concluímos ~ A. E z. 2 i=l l 

Reciprocamente, algum A. está l z z então to-se em 2 -
~ 

dos estão porque A1 -Aj E Z. Nesse caso troCamos x por x+y e todos 

os A. estão em .z. 
~ 

Podemos portanto assumir que todos os Ai estão em z. Tere 

mos ainda que 
n 
l: Ai E Z 

i=l 

priedade B(x,y) E .z. 

e 
n 

X = L 
i=l 

A. X. 
~ l 

está em o e tem a pro..., 

Pela proposição 4, x E D n E c E . o 

o lema dcima pode ser usado para mostrar que E nao re 
n 2 n 

presenta l. Suponhamos ~ A. ~ l com X ~ ~ A.x. E E. Se algum 
i=l l l l l 

A. E z, todos os outros estão e teremos, a menos da ordem,_ A' ~ ± l 
l l 

n· 

e Az ~ A3 ~ ••• = A = o mas nesse caso ~ A. " 2Z, contrariando o 
n l l 
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o lema 9. 

Por outro lado·, se cada Ai 
E 1 z - z, então 2 

A 2+ A2 
2 + ... + 2 > n > 2 (pois 8, 12, 16' ••• ) então A n = e E 1 n - 4 

nao representa 1. 

Mostraremos a seguir que E é indecomponível e que todo lá 

tice unimodular E' adjacénte a D está na mesma classe própria de E .. 

Consideremos os vetores 

em E e denotando-os respectivamente por y
1

,y
2

, •.• ,yn temos que 

'Q(y.} = 2. Como E não representa 1, os vetores y. são irredutíveis 
l l 

(ver teorema 5) pois se y. = a+b com B(a,b)=O, teríamos 2 = 
l. 

= B(y
1

,y
1

) = B(a,a) + B(b,b), e sendo a forma quadrática positiva 

def~nida, B(a,a) =·i e B(b,b) = 1, o que nao ocorre. 

Como B(y1 , Yi+l) ~ O para todo i, tais vetores irredutí

veis sao equivalentes e portanto pertencem à mesma componente da 

decomposição de E, cuja dimensão é n. Logo, E é indecomponível já 

que esta componente é Única. 

Para mostrar que os adjacentes E' indecomponlveiS estão na 

mesma classe própria de E, corisiderernos · y' 
1 . 

= z(a1 x1 + .•. +anxn)a1 E Z, 

y•E E'-D. 

Se algum ai for par, então x
1 

E E'n D C E' pela proposição 

4 e E' poderia ser decomposto por zx1 , pois, pelo teorema 5, § 3.6, 

xi e irredutível e não é equivalente aos demais irredutiveis de E'. 

Fazendo escolhas de sinais adequados, podemos escrever 

a 1 = 01 .1- 4b1 , b 1 E Z para 1 <i~ n, onde ô1 = ± 1. 

consideremos z = 2(b1 x 1+ ... +bnxn) E D n E' pois B(y' ,z) EZ 
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(Proposição 4) ~ Então y'+z~(±x 1 ••• ~xn) está também em E'-D(Propo 

sição 6) .Consideremos a isometria aEOn(V) definida pelas equações 

ax
1 

= ô1 x1 , 1 <i < n. 

Então oy = y' + z e a D = D. 

Portanto, o látice crE é unimodular, adjacente a crD=D e 

ay = y' + z E crE. 

Pela proposição 7, y'E E' -o, y' + z E crE··D ainda (y'+z) 

1 -y'=z ED com B(y',y'+z)=BC2 ca1 x1+ ... +anxn),±x1±x2± ••• ±xn) = 
n 

- 1
2

(±n-I:b.)está em Z, ·jâ que n: O rnod 4, portanto crE =E'. _O 
1 1 

4.5. O MJlTODO DE H.KNESER 

Neste parágrafo apresentaremos o método mencionado por M. 

Kneser em "Klassenzahlen Defini·ter Quadratischer Formen" para cons 

trução e classificação de látices_adjacentes. [K] } 

Tanto quanto possível as demonstrações das reg-ras de cons 

trução,proposições e teorema~ _de [K] serão~ relacio~ados com res-ulta

dos anteriores,_ constituindo nesse Sentido, ·uma ligação entre resul 

tados de [O] e [K]. 

Os novos resultados concorrerão para realizar a classifi-

caçao das formas quadráticas em dimensões menores ou iguais a 16. 

As regras de construção dos látices adjacentes sao as se-

guintes em {K-1: 

REGRA l:Seja xE~I-I,B(x,x) EZ,K={yEiiB(x,y) EZ} onde I é látice unirrodular, en

-~ L=K+Zx é adjacente a I e assim se o:mseguem todos os adjacen~s a. I. 

DEH: Proposição 4,e !tens (i), (ii), (iii) e (iv) dO mGto-: · 

do descrito .no§ 4.3: O 

NOTA: No te.xto original ((K]) nesta Reg'ra nãp aparec·e a re·s-trição_ 

x }lI. Pdrém, 'como já vimos, s~ x _E I, o látice adjacente obtido a. 

partir de I é -o- prÓprio· I.· 

UNICAMI" 

818LIOlEC.l. CHIU.l.L 



REGRA 2: x' E 1 I 
2 fornece exatamente o mesmo látice que· x 

.Sl 

se 

x' - x E K, onde K é o conjunto descrito acima, e B(X,y) E z onde 

x' = x + y~ 

DEM: Proposição 7. [j 

REGRA 3: Se x e x' sao elementos conJ·ug"dos b d 
~ so o grupo as uni-

dades de I, somente um del~s precisa ser examinado pois 05 dois lá 

tices produzidos a partir deles são isomorfos. (*) 

DEM: Sejam x1 , x2 E I'- e crx
1 

= x
2
,. cr unidade de I, 

onde 

e .K
2 

~ {y E I 

Terras oK 1 ~{cry!yEK}· logo, crK
1 

c K
2 

pois B(cry, x
2

)=B(cry,0,_.J"l'l(y,"J.) E Z, 

para todo elemento ay E o:K
1

, t;:ais 0.~ C I e a é isc:xretria. Por outro lacb, K
2 
~_q< 1 , 

p:lis sendo_ ar =I, para todo y E F;
2 

existe y' tal que oy'=y. Caro B(y,x2) = 

~ B(cry', cr"J.) ~ B(y' •"J.) E z, então y ~ ay' E aK1 • 

Portanto, crK
1 
~ K2. caro z~. ~ Z(o"l)~ cr(zx1), então L

2 
~ aL

1
. o 

REGRA. 4: Se, nas condições da regra 1, existe um vetoÍ' t ::. x rrod I cun 2B(x,t)_ -

- 1 m:::x:1 2, B(t,t) .= 1 então I e L são isorn::>rfos. 

CBM: Se t :::: X m:::Xi I, então X= t+i Cl)Til i E I. Cerro B(t,t) = -1,2B(x,t) =: 

- 1 nnd 2, então B(x(t)= ~ + m, ro E z e B(x,t) E(~ Z)-Z estanns nas rresmas oondi

ções do teorema 8. Segm-se portanto que cls I ~ cls L. O 

(*)Ver definição éb GrufX' das Unidades de L no § 3.1, Capitulo III. 



ÇAP1'fULO V 

CÁLCULO DE LÃTICES ADJACENTES E CLASSIFICAÇÃO DE LÁTICES 

5.1. CÁLCULO DOS LÁTICES ADJACENTES A In. 

Seja In um látice com matriz identidade, com forma 

drática te discriminante l em n > 5 variáveis. 

qua-

De acordo com a Regra 1, na procura dos adjacentes temos 
n 

a examinar os vetores x = E c:.e. pertencentes 
i=l ~ ~ 

l a - I -I 2 n n 
onde I 

n 

tem urna base com B(e. ,e.) = 8 . . , sendo B(x,x) E Z. 
l. J 1] 

Procederemos da seguinte maneira, com finalidade de símp!i 

ficar o vetor examinado: o vetor x", onde x'' = (Elel+ .•. +c:nen) -

± ~ se Ei E (~ Z) - Z se c 1 E z e u
1 

= ei 

fornece o mesmo látice que x, pela Regra 2, já que x-x" = 

L: u
1

e
1 

E 
i 
calares 

K, B{E u.e.,x) E t 
i 1. 1 

e 

Aplicando então sobre 

B(x 11 ,x 11
) E Z, pela escolha dos es-

x" uma unidade de In que reenume-

ra a base, consegue-se xrn = ~ 
m 
I e. , 

i=l 1. 
m .:::_ n, do qual resultará erres 

mo látice que· de ' x" de acordo com a Regra 3. 

Observemos que I ~r..Lr . 
n m . n-m 

pa condição necessária B(xm,xrn) ==~tiramos m := O mod 4.--

0 látice ·adjacente a Im será denotado por Km, onde Km foi 

construido pela Regra 2 da seguinte maneira: K == Km + Zx onde 
m o m 
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Km = {z E ImJB(z, X ) E 
o m 

Z}. Podemos verificar que K 
m 

consiste dos 
m 1 m 

vetores E aiei tais que 2 E a 1 
E z, 2a

1 
E z e a 1 -aj E Z. o 

i=L i=l 

látice Km coincide, portant.o, com o látice E de matri~ ff11 descrito 

no § 4.4. Desse modo, o látice L adjacente a I será isomorfo a 
n 

K 1 I • m.....1- n-m 

A fim de livrarmo-nos da restrição n > 5 trocaremos as 

formas quadráticas nao equivalentes, f e g por exemplo, por 
n 

f + E 
i=rn+l 

e 
n 2 

g + L X. 
.i=m+l l. 

para m < 4, as quais continuam -na o 

equivalentes. 

O próximo passo será o cálculo dos látices adjacentes a K .
n 

5.2. CÁLCULO DOS ADJACENTES A 

Passaremos a analisar os adjacentes a K~, n - O mod 4, e 

""t.eremos para z = 
n l 
L a~e. E ·) 

i=l .... l. ... 
Kn - K . n 

CASO a: Todos os a
1 

sao inteiros, en~ão 

três casos a examinar: 

z E I e conseguiremos co 
n 

mo adjacente ó prÓprio I ,pelo teorema 5, § 4 ·. 3. 
n 

Antes de prosseguir, dernonstra~ernos um resultado que asse 

gura uma caracterizaçãO pa;r:-ticular ao látice L adjacente a um láti 

ce M. 

LEMA 1: Seja L látice adjàcente ao látiCé M onde 

L=L i!lZX, 
o 

X E -. N, B (x, x) E Z, 

Então L = L U (L + x) , o . o 

L = { y E M J B (y ,x) E Z}, · 
o 

DEMONSTRAÇÃO: 2X E L 1 pois 2x EM e B(x,2x) E Z de 
o 

forma que para todo elemento l de L, temos ou 1. E L ou 
o 

1 = 1 + nx. Se n é par, 1. E L • Se n é impar, l E (L + x). Por 
o O . ·O 

tanto, L = L 
o 

U (L 
o 

+ x) • o 



De acordo com o lema 1, Kn = K~ U (K~ + xn) 

Sendo Kn adjacente a In' entãd In C ~ Kn 

Cmto z E 1:.
2 

K - I (estamos excluindo o. CASO a, onde 
n n 

z E I ) teremos então duas possibilidades para 
n 

onde l z E -
2 

e o CASO c, onde z E 
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CASO b: O vetor z E ~ K~. Desse vetor resultarão dois láticGs L 

adjacentes a K · o látice L = K ~ K (CASO b~l) e um novo láti-
n' rn n-m · 

c e L = L (CASO b·.2). n,m 
n 

Nes§e caso, z = E a.e. e os a sã6 inteiros ou meio in-
i=l 1 1. i 

teiros. Pela Regra 2, podemos eliminar os elementos inteiros proc~ 

dertdo da maneira descrita no § 5.1. 

F . l t E (!.
2
. Z)~z 1caremos apenas com os e emen os a. 

~ 

m 
dessa maneira, z' = E a e i i' 

i 
não pode· ser par. 

E!_ 
,2 

z-z. Como z I 4 K ,._ n' 

e obter erres , 

então 

Continuando a proceder como no§ 5.1, podemos ter as pri-

meiras m coordenadas + l 2 , a coordenada m+l igual a 1 ou O, para 

que a soma das (m+l) primeiras ·coordenadas seja lmpar, e as restan 

tes coordenadas nulas, se m < n. 

l 
n-1 

Se m = n teremos z' ~ ( l: e. + e ) • ~orém, 
~ i=l ~ n 

coordenada deve ser nula para que. z' na o esteja em K 
n 

Subtraindo vetores adequados, a partir do vetor 

consec;uiremos n 
m < 2' e 

com m := O mod 4 já que 

z' = 

B(x,x)E·z. 
m m 

e. ou 
~ 

a Última 

1 
n-1 

2 E 
i=l 
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Vamos proceder ao cálculo dos lâtices adjacentes a K ob
n 

tidos através de x e de x' (observação: no decorrer deste pará-m m 

grafo denotará o vetor 
1 r 

= 2 E ) • 
i=l. 

]. 
~1) No primeiro caso, xm = 2 

m 
E 

i=l 
e.' 
~ 

teremos L=K.l...K ... 
m n-m 

Isto pode ser demonstrado da seguinte maneira: 

Seja L = L +Zx o m 
o látice adjacente a K . n onde L o 

= {y E K IB(y,x )E n m 
-

E z). Seja onde ~ = {y = 
m 
E 

i=l 
m.e. 
~ ~ 

E :rml 
m 

B(y,x) E Z} ou seja, E m. _ o mod 2.::::.Sta corrlição garante que se 
rn i?l ~ 

Y 
E:K'11 então y EK , fOrtalltD y EL t pela definirão L • 

o' n o 10 o 
Nessas con:liçÕes :rf' c L e então K C L. 

o o m 

Da mesrra forrra, K =Kn-rn.+Zx onde !(1-m={yEI · .\B(y,x ) EZ}. Se 
n-m o n-m o n-rn . n-m 

~m n 
yEKn-m então y = E m.e., oomm. EZ. caro B(y,x )E z, então E m.;:: O m:xl 2 

0 i=l ~ ~ ~ n-m · i=l ~ 

(sendo m.=O para n-m < j < n). 
J -

L 
o 

I.ogo y EKn' e a:mo B(y,.xm) EZ, y EL. 

Ibrtanto, K .L K C L. m . n-m 
Reciprocamente, pelo Lema 1 , L =L ·u (L +x) e K = Kn u 

o o rn n o 

Aplicando o Lema 1 a L , podemos analis&-lo em 
. o 

=L' u (L'+x ) onde 
o o n 

L' = {y E L o - ' o I Y 

Teremos a seguinte configuração:. 

L == L' u (L 1 + · x ) u (L 1 + x ) u (L' + x ) porq.\le (L' + x + x ) ~ o o n o m o n-rn o n m 

= (L' + x -x ) 
o n m 

já que x +x n m 

m 
= E 

i==l 
e corno 



está em L' o' podemos ficar com 
l n 
2 ~ e. = 

j=m+l J 
X 

n 
- X • 

m 
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O seguinte lema estabelece duas identidades a respeito de 

L' 
o 

n 
E 

i=l 
m. -

l 

Podemos 

= 

L' 
o 

n 
E 

i=m+l 

LEMA 2: a) 

b) 

DEMONSTRAÇÃO: 

L' = L n I 
o 

a} óbvio, pela definição de L' o 

b) L :> K _l_ K , então L íl I = L' :> ( K íl I) j_ 
m -m o m 

_j_ (K n I) , logo n-m 

n 
Por outro lado se y = E 

i=l 
m.e. 
~ ' 

m 
o mod 2. Como E m. - o mod 2 ' 

i=l ' 

ter então y = yl + y2 onde yl = 

está em 

também 

m 
); m.e. 

i=l ' l 

L' 
o 

n 
E 

i=m+l 

e 

m.e. sendo yl E Kn e E 
n-m 

Portanto y2 K • 
.l l 

e L' 
o 
=~_L 

o 

o 

n-m
K 

o 

o 

o 

então 

- o mod 

y2 = 

De acordo com o Lema 2 e do . fato de L ser escri-t-o como 

2. 

L =L' U (L' + X ) U (L' + X ) U (L' + X ) podemos ter para X E L o o n o m o n-m 

as seguintes possibilidades: 
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(i) X E L' o' então X E K _l_K 
m n-m 

(ii) X E L' 
o 

+ X n' então X = t + X n' t E L' o 

Portanto, (tl+t2) + + tl E Km 
t2 E n-m 

X = X X n-m' e K ' m "o "" 
e X = (tl + xm) + <s + X ' E KmJ_ K n-rn' n-m_ 

(iii) 

e xEKJ-K 
m n-m • 

(i v) -x E L 1 + X 
o n-m então X = t

1 
+ (t

2 
+ X ) E K j_ K 

n-m m n-m 

Portanto, L c K JL K m n-rn 
e L=K_LK 

m n-m • 

m 
~2. No segundo caso, 1 x' = m 2 E ei + em+-l / teremos como adjacente a 

i=l 

Kn um novo látice ao qual chamaremos L • n,m 

b.2.1: 

Para n = 16 as poss-ibilidades param sao 4.,8,12. · 

No caso m = 4, x4 = ~ (e1 +e
2

+e
3

+e_
4
·) + e

5
• 

mod K , 2B(x,t) = 1 e portanto 2B(x,t)- l mod 2 e ainda B(t,t)=l, 
n " 

logo L é isomorfo a K • 
n •. 4 n. 

Antes de passarmos às outras possibilidades para m(res -

pecti_vament'e, m=l2 e m=8) estabGleceremos algumas relações sobre. 

elementos de L • n,m 

Por construção, L = Ln,m + Zx onde,no caso, n,rn o rn 



x' = m 
1 m 

E 
2 i=l 

e Ln,m = 
o {y E K IB(x' ,y) E Z). n m• 

= Kn + Zx , onde 
o n 

1 = 2 
n 
l: 

i=l 
a condição para 

que um elemento de Kn da forma y = y
0 

+ xn esteja em L~'m, onde 

y E n -K0 , e o seguinte: 
' 
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Como pode ser veri.ficado, .o conjunto {2e1 ,e 2-e1 , •.• ,en -eJ! 
e base para K~. Portan~o, y 0 = a 1 (2e1 )+a2 (e 2-e1 }+ ••• +an(en-el) = 
= ( za

1
- -a?- •• ;·-a ) e

1
+ l: a

1
e

1
. 

... n i>2 

Como B(y ,x') deve ser inteiro para que yELn,rn, a condição 
o m o 

para que y . o 
t . . Ln,m - . + + - O es eJa em ·

0 
e que am+Z .•• an -am+l ::: mod 2. 

L n,m .. . ( o) Para y = y
0 

+ xn estar em 
0 

e prec~so que B y 1 Xm = 

= B(y 0 ,x~) + ~(x~,xn) seja inteiro, ou seja,· 

am+l) + ~ + ~ esteja em Z, ou ainda; 

a~+l - 1 = ·O mod 2. 

b.2.2.:· Para + e
13

, e o vetor y' -

1 est5. Ln,m pelas condições + 2(el3+. • .+e16) em 
o ' 

discutidas aCima. 

Teremos Xi2 - y' = -el4 - e15 + el6 = w e 2 w = 

=-2e 14- 2e15 + 2e16 está em Kn portanto E In W E 
1 K w e . o ' 2 n 
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Como W E l K 
2 n 

n I 
n 

e xJ. 2 - w = y' E Ln,m 
o ' 

a Regra 2 g~ 

rante que x 12 e w fornecem o mesmo látice. 

Porém, como 1 w E- K 2 n n In' o látice L16 , 12 recai no 

-a, e nada de novo sera conseguido. 

b.2.3: Para o valor m = 8 obtemos efetivamente L16 , 8 como 

novo látice pois L16 , 8 não é isomorfo a K16 . 

em 

De fato, L16 , 8 
=Ll6,8+Zx' 

o 8 

Pela condição estudada acima, o veto'r 

se e somente se 

(L16,8 + 
o 

o 

16 
L 

i=l 

mod 2. 

Nesse caso está em LlG,B se ~e somente se 
.-,o 

CASO 

um 

está 

i,j > m ou i,j < m e estes ser.ao os Únicos vetores de comprimen-

to 2 em 

Em (L~ 6 ' 8 + x~V não há vetores de comprimento 2 pois 

Por outro lado ,em :rs_6 teremos todos os vetores e. ± e. 
l J 

de 

comprimento 2, para todo i e j. Não há, portanto, isomorfismo possi 

vel. 

CASO Se está 1 (Kn + xn}' então 1 + l (L ai e i) c: z em z = 2 X on 2 o n 2 

de L está 
n 

aiei em K • o 

Isto ocorre, conforme já demonstrado, se e somente se 

L: ai _ O mod 2. 
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Podemos escrever z como 1 z = 
4 

Co-

mo os elementos Ti sao impares 1" i - ± 1 mod 4. Na procura do lá ti-

ce adjacente L teremos L= L
0 

+ Zz onde L
0 

= {y E Kn I B(y,z) E Z}. 

= 

Como consequência, B{e.+e.,z) = 
l J 

l+(a.+a.) 
l 

2 
e B(e.-e.,z) = 

. l J 

' portanto se ai e aj têm ambos a mesma paridade, ei - ej 

está em L
0 

iguais, 

Se têm paridades diferentes, ei+ej está em L . 
o 

Chamaremos 

ou e. e. 
ln l 

Substituindo 

e. =e. - e se as paridades de al. e an 1n 1 n 
-sao 

+ e n se as paridades de a.e a sao distintas. 
l n 

n 
z por z - L miein' m. inteiros, teremos o 

i=l l 

n 
mesmo látice, de acordo com a Regra 2, já que r. miein está em L

0
• 

i=l 

z' 

+ 

-os valores rni sao tais que Ti = 1 + 4mi ou Ti 

Tomemos, para wn valor m adequado, 

n 
= z - L miein 

i=l 

4mn-1( 8 n-l - en~l onde ± 1. 

ApÓs trocas de sinais adequados, teremos 

1 
z' = 4 

n-1 
L 

i=l 

m 
+ 4 e 

n 

-1 + 4m .• 
l 
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Podemos tomar m = 4a + b, com, I b J < 2 , pois há as se-

guintes possibilidades para b: O, 1, 2,3 e se b = 3, teremos 

m = 4(a+l) - l, logo 

Podemos subtrair de z' o elemento 4ae , pois 2e E K 
n n n 

Consequenternente, podemos tomar m de tal modo que I ~ I< 2. 

n-1 
Como L 

i=l 
li + m.::: ·O rnod 4, e n-1 é Ímpar, m deve ser Ím 

par, e temos para m as seguintes possibilidades: 

{-7, -5,-3 1 -1, 1,3,5,7} divididos em duas classes, a menos de con-

gruência módulo 4: {-7, -3, 1 1 5} e {-5,-1,3,7} que diferem ap~ 

nas pelo sinal. 

Tomaremos mE {-7, -3, 1, 5}. 

Teremos, como n ~ O mod 4,uma divisão em duas possibili-

dades: n :.:: O mod 8 e n :: 4 mod 8. Pela condição B ( z' , z') E z 

teremos 
n-1 
16 E Z. 

Para n::: O mod 8 , n E {0,8,16, 24, ... }. Se n = 8 tcrerros 

rn E {-3,5}. Se n = 16, teremos mE {-7,1}. 

Para n · ~ 4 mod 8 , as quatro poss.ibilidades para m desap§! 

recem 

c.l: Para n = 8, o caso z• 
7 

~ !( E 
4 i=l 

por uma transformação ortogonal adequada. 

recai no CASO b 
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1 7 
0 caso z' = 4 ( L e i + Se8 ) desaparece pela Regra 4 

i=l 
com 

B(t,t) = 1, 2B(z' ,t) _ 1 .:-nod 2 e 

t ::: z' mod Kn 

c.2: Para n = 16, o caso 
1 15 

z I = -( L 
4 i=1 

ei - 7e 16 ) desaparece pe-

la mesma Regra 4 , com t = 1 
4 

16 
E 

i=l 

Para o caso 
1 16 

X = - L e 
4 i i=1 

conseguimos um látice L=M15+zx. 

Temos: L = L
0 

u (L
0 

+ x) , onde L
0 

= {y E K
16 

I B (y, z') E z} 

logo L
0 

C K16 e L0 + x C KlG J.. Zx logo L = MlS + Zx C K16 + Zx. 

Como os Únicos vetores de comprimento 1 sao ± x em 

K
16 
~ Zx, o mesmo ocorre em L = M

15 
+ Zx, portanto tais vetores 

nao estão em ~1 15 ,que então não tem vetores de comprimento 1. Dai, 

M
15 

é irredutível, pois se ~\s = L
1

+L 2 , algum dos r~i teria dimen 

sao menor que 8 e possuiria vetor de comprimento 1. 

Antes de prosseguir faremos uma breve digressão a respeito 

dos adjacentes em dimensões menores que 7. 

De acordo com a Regra 4, verificamos facilmente que K4 e 

isOmorfo a r 4 , usando 

Na procura dos adjacentes de In(parágrafo 5.~ para n=l,2,3 

Kn nao é possivel e portanto o adjacente a In é o próprio In 

Para valores de n = 5,6,7 o lâtice adjacente a In sera 

K ...L I isomorfo a I 4 __L In_ 4 = In 4 n-4' 
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Portanto, para n < 7, só há lâtices da forma I • - n 

Os próximos teoremas completam a procura dos adjacentes. 

TEOREMA 3: Os únicos látices adjacentes a K
8

_L K
8 

sao r 16 , 

te do comprimento ortogonal de 
16 
l: 

i=9 

Verificamos;usando o mesmo processo de M151 que M14 nao tem 

vetores unitários, então M
14 

é irredutível, pois se M
14 

= L
1 

+ L
2 

, 

algum dos L
1 

teria dimensão menor que 8 e teria vetores unitários. 

DEMONSTRAÇÃO: Não será levada a efeito, por ser mui to ex 

tensa e envolver os mesmos mecanismos precedentes. 

TEOREMA 4: Se L é látice .irredutível de dimensão n < 16 

e impar, então os adjacentes de L consistem somente nos casos já 

listados. 

DEMONSTR.AÇ.i\.0: Será omitida por envolver a teoria de láti-

ces maximais, não abrangida neste trabalho. 

5.3. OS LÁTICES INDECOMPONÍVEIS DE DIMENSÃO MENOR QUE 16 

indecompon.iveis de dimensão n < 16. 

Os látices r 1 ,K
8

,K12 e K16 são indecomponíveis, como já de-

monstrado. 
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Os látices M
14 

e M
15 

se fossem decompostos teriam uma das 

parcelas com dimensão n 2 7, a qual seria então isomorfa a In. Co

mo nenhum destes látices tem vetor unitário, a decomposição é impo~ 

sível. 

Para L16 ,S o mesmo acontece, salvo no caso de _haver duas 

parcelas 8-dimensionais. Porére nesse caso uma das parcelas deveria 

obrigatoriamente ser isatorfa- a .r
8

• Tal não ocorre porque L16 , 8 não tem 

vetores unitários (isto pode ser verificado escrevendo-se uma base 

para L16 , 8 onde notaremos que Ll6, 8 
o não tem vetores de comprimento 

1) • 

são estes, por sua vez, os únicos látices indecomponfveis 

porque todo látice irredutível N de dimensão n < 16 pode ser coloca 

do como fator do látice N ~ r 16 _n de dimensão 16. 

Mas este látice, com discriminante 1, está na lista dos 16-

dirnensionais possíveis, que são r 16 , K12_L- I 4 , K8 ..L K8 , L16 ,8' 

MlS j_ I 1 e Ml4 _L I 2 • 

Portanto os irredutíveis N serao r 1 , M14 , :r-t15 , K8 e K12com 

dirnensão.menor que 16, e K16 e L16 , 8 com dimensão 16. 

5.4. A TÁBUA DE CLASSIFICAÇÃO DOS LÂTICES 

Podemos, agora, classificar todos os látices de dimensão 

n ~ 16, a partir dos resultados conseguidos. Tais resultados forne

cem uma Regra de Formação, a saber: 

(i) Para i< n < 7, so conseguimos látices In. 



65 

(ii) Os adjacentes a In sao Km..L In-m' m ~ O mod 4 e K
4 

isomorfo a I 
4

• 

(iii) Os adjacentes a K sao I , K _L K onde m::; O mod 4 
n n rn n-rn 

e m < ~ e L somente para n = 16 e rn = 8. - 2 n,m 

A tábua de classificação segue: 

n < 7 I 
n 

n = 8 Ia, Ka 

n = 9 : 19' Ka _L 11 

n = 10: I lO' Ka_L I2 

n = 11: Ill' Ka j_ I3 

n = 12: Il2' Kg _L I 4' K12 

n = 13: Il3' Ks _t_ 1s' Kl2l_ I1 

n = l4: Il4' Ka_L I 6' K12_t_ 1 2' M14 

n = 15: I_lS I 
K

8
l 17, K12_[_ I3, M14_LI1, HlS 

n = 16: Il6' Ka_l_ K8' K12j_I4' Kl6' H15 j_ I1' Hl4 j_ 1 2 
e Ll6 

1
8 
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