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INTRODUÇÃO 

Neste trabalho, demonstramos teoremas de existência e a-

proximação de soluções de equações de convolução no espaço de ger-

mes holomorfos de tipo nuclear em um subconjunto compacto absolut~ 

mente convexo de um espaço normado complexo e de um espaço local -

mente convexo, complexo e separado. Estes teo.remas generalizam pa!_ 

te dos resultados de Martineau de (7), pois mostramos que, em di-

menseo finita, o espaço dos germes holomorfos coincide com o espa­

ço dos germes de tipo nuclear. Também em CI, onde I é um conjunto 

arbitrário, esses espaços coincidem. Como um terceiro exemplo, mo~ 

tramas que, num espaço locàlmente convexo nuclear, os germes halo-

morfos em torno da origem são de tipo nuclear. 

Matos em (8) definiu o espaço de funç5es ~olomorfas de 

tipo nuclear limitado na bola aberta BR de centro na origem e raio 

R, onde R>O ou R•+oo, de um espaço normado E, denotando esse espaço 

por 10-Nb(BR), e demonstrou teoremas de existência e aproximação de 

soluçõe~ de equações de convolução nesse espaço. Esses resultados 

sao mencionados no Capítulo 1. 

Sejam K um subconjunto compacto absolutamente convexo de 

E e €>0. ~e considerarmos em E uma norma equivalente com bola uni-

tária K+e:B 1 , valem os resultados de Matos para ~b (K+e:B 1 ) cuja to 

pologia localmente convexa seré denotada por ~e:· 

,· 
í 
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No Capítulo 2, §1~ provamos que a topologia do espaço dos 
\'.1 

germes de tipo nuclear HN(K), definida por Aron em (2), é e top~ 

logia localmente convexa limite indutivo dos espaços C.~b(K+eA 1 J, 

TE), e>J, e que HN(K) é um espaço tonelada, bornológico e (DF). 

Sejam agora E um espaço localmente convexo, complexo e se-

parado, SC(E) o conjunto das seminormas contfnuan em E, i a apli 
a -

cação 4uociente/i : (E,cx) 
a 

- 1 
~E =(f,a)/a ({D}J ~ K um subconjunto ,.. 

compacto absolutamente convexo de E. Definimos HN(K) como a reun~ 

ão dos espaços HN(ia(K)J, aeSC(E), e munimos HN(K) da topologia 

localmente convexa limite indutivo das topologias TN dos subes-,a 

paços HN(ia(K)), aeSC(E). Esta definição é dada no Capítulo 2,§2. 

Matos em (8) define também a transformada de Borel de um 
I I 

elemento Te ~b (BR), que dá uma bijeção linear entre ~Nb CBR) e 

o conjunto das funções holomorfas em E' que são de tipo exponen-

cial menor do que R, denotado por ExpR(E'l. 

No Capítulo 3, definimos a transformada de Aorel de um e-
I 

lamento TeHN(K) pera os casos normedo e localmente convexo. Para 
I 

o caso ~armado, a transformada de Borel dá uma bijeção entre HN(K) 

e Exp
1 

K(E 1 )•í) Exp
1

CE,K+e:B
1

) 1
, onde (E,K+e:R

1
l indica o espaço 

• e: >0 
normado E com bola unitária K+e:B 1 . Aron em (1) provou que a tran~ 

' formada de Borel dá uma bijeção entre HN(K) e o conjunto das fun-

ções holomorfas em E' que são de tipo exponencial compacto conti-

das em K. Provamos que esses dois resultados coincidem. Para o ca 

so localmente convexo, a transformada de Rorel dá uma bijeção en-
I 

tre HN(K) e Exp 1 ,KCE
1 )={F:E 1 ~C:Fo(IàiE~leExp 1 ,i (K)(E') , .lfae:SC(E)}, 

a 
onde Ia e a aplicação definida por Matos em (10) de tJra) em 

:?GuCEl por Ia(fa)•fao ia' para todo fae:f~cEa). 

No Capítulo 4, demonstramos teoremas de existência e apro-
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o ximaçio da eoluç~es de equaç~es de convoluçio de HN(K) para os ca 

sos normado e localmente convexo. 

to de 

No Capítulo 5, usando a transformada de Borel de um elemen 

~(K), onde K é um subconjunto compacto absolutamente con­
o 

, n ~exo de C , dada por Martineau em (7), provamos que 

algébrica e topologicamente, e provamos também que HN(K) é um es­

paço reflexivo. Logo %CK)•HN(K) algébrica e topologicamente. U -

sando essa igualdade, provamos que, se I for um conjunto arbitrá-

rio de índices e K for um subconjunto compacto absolutamente con-

I /L vexo de C , HN(K)•N-(K) algébrica e topologicamente. Como um ter-

ceiro exemplo onde germes holomorfos são de tipo nuclear, motiva-

dos pela demonstração do Teorema 2.11. de Matos (10), provamos 

que, se E for um espaço localmente convexo nuclear, HN(OJ~]~(O). 

Quero externar aqui os meus agradecimentos ao Prof. Dr. 

Mério Carvalho de Matos por sua orientaÇão e estímulo, aos co-

legas do grupo de Holomorfie, pelo constante incetivo e e Fun-

dação de Amparo e Pesquisa do Estado de Seo Paulo (FAPESP) que, 

através de bolsa de estudos. custeou inicialmente o meu Douto-

rado. 
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CAPITULO 1 

PRELIMINARES 

1.1. DE'FINIÇ10. Se E for um espaço normado complexo e me:N, :?cmE) 

denotará o espaço de Banach dos polinômios m-homo 

gansos contínuos em E. com valores complexos, com a norma 

Pe: <J'cmEh--.IIPII=sup{jPCxlf 1 xe:E. Uxfl~l}. 

Se E' for o dual topolÓgico de E. temos que ~mE q(mE). pa­

ra cada ~EE'. Denotemos por 9f{mE) o espaço vetortal dos elemen­

tos de tJ {mE) que podem se r representa dos oomo uma soma finita 

41 ~ + ••• + ~; o n de ~ j E E ' par a j •1 , •••• r. Um e 1 e me n to de 

to de tipo finito. 

O espaço de Banach '~/N(mE) dos polinômios m-homogêneos nu-

cleares pode ser caracterizado pelas seguintes condiçÕes: 

(1) ']N(mE) e um subespaço vetorial de r m 
i( E) • 

(2) 1NCmE) e um espaço de Banach com respeito a uma norma, 

denotada por 11 "N' e chamada norma nuclear. 

A norma nuclear é distinguida da norma usual pelas seguin-

tes condições: 

(3) 7fCmE) está contido e e denso em ]N(mE) com respeito 

a norma nuclear. 

(4) Para cada Pt 'ifcmE) sua norma nuclear é igual ao Ínfi­

mo das somas fi• 111m+ .... + II~,Jlm para todas as possíveis representações 
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A bola unitária em E será denotada por s 1 • Se considerarmos 

em E uma outra norma equivalente, esta vai dar origem a uma nova 

norma em ~N(mE). Assim, se U é a bola unitária de uma nova norma 

em E. denotaremos e norma correspondente em (j' N{mE) por M IIN.u· 

Vamos enunciar agora as definições e resultados dados por 

Matos em ( 8) e ( 9) que usaremos nos próximos cap:ftulos. 

E denotará um espaço normado complexo e, para R número real 

positivo ou R••~. BR denotará a bola aberta em E com centro na ori 

geme raio R e fa(BR) o espaço vetorial complexo das funções holo­

morfas complexas em BR. 

1. 2. DZi'INIÇÃO. Um elemento f de ;{,(BR) é dito uma funçio holomor­

fa nuclear de tipo limitado em BR se: 

(i) dnf(Ole::lNCmE) para todo me:N 

(i i l 11m s up <~lldn f (O )lj N) l/n ~· 
n-•- . 

~Nb(BR) denotará o espaço vetorial de todas as funções ho-

lomorfas nucleares de tipo limitado em BR' munido da topologia lo­

calmente convexa gerada peles seminormas 
~ n -

11 fi I N • p • n :O *r nd n f ( O li I N 

1. 3. PROPOSICÃO. ~~b(BR) é um espaço de Fréahet. 

1.4. PROPOSIÇÃO. O subespaço vetorial 
• I Y R de ~~Nb (BR) gerado por 

todas as funções exp~IBR~ ~€E'~ é denso em 
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- O) .-.-------._ 

i'tr. la= r l d-t+nf(OJ.?- (aJ 
• • I -t=O 't. 

sendo a convergência da série no sentido da topologia de KNb(BRJ. 

1. 6. DEFINIÇÃO. Se Te: .:ê:,Nb (AR), sua transformada de Borel T e defi 

nida por T($)= T(exp~!AR), para todo ~e:E'. 

1. 7. DEFINIÇÃO. Uma funçio fe: iCE') e de tipo exponencial menor 

do que R>D se existir pe: Lo,R) tal que, para cada 

e:>D existe c(e:)>O satisfazendo 

I f ( ~ ) I ~c (e: ) ex p [ ( p +e: ) 114>11] 

para todo ~F:E'. 

f é de tipo exponencial zero se for de tipo exponencial me 

nor do que e:. pera todo e:>O. 

ExpR(F.') denotará o conjunto das funções holomorfea em E' 

da tipo exponencial menor do que R. 

1 •. 8. OBSBRVAClO. Dado fe:J~,:(E'), fe:ExpR(E'} se, e somente se, 

lim sup ll~nf(O Jlll/n<R. 
n-+C>O 

. , 
1. 9. PROPOSIÇÃO. A aplicação Te: KNb (BR),....,. Te:ExpR(E ') é uma bi,ie<Jão 

linear bem definida. 

I 

1.10. DEFINIÇÃO. Te: <Nb (BR) é dito de tipo zero se sua transforma 

da de Borel T for de tipo exponencial zero. 

1 
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1.11. OBSERVAÇÃO. Gupta em (6) define T~fE: KNb(E) para TE: X/~b(E) 

e f E: · N b ( E ) p o r ( T~ f ) ( x ) = T (-r _ x f ) p a r a t o d o xE: E , 

,. . ,., 
f(y+x), para todo yEE. Se TE: :KcNb(BR) e fE K-Nb(E) , onde (-r f)(y)• 

-x 

temos que T*fE ÁNb (E), pois T pode ser considerado como um elemen-

., ' 
to de .ll~Nb(E). 

<} , 
1.12. PROPOSIÇÃO. Se TE NNb(BR) for de tipo aezto, então a aplica-

ção linear 

f! E l\Nb (E)....-,. T'* gE '4b ( B R) 

é bem defi71ida e aont{nua quando consideramos em ;{;Nb (E) a topoZ.o-

gia induaida por 'J4vb (BR) • 

" , 
1.13. PROPOSIÇÃO. Dados TEJ(Nb(BR) 

seqÜência (T:J,<- 2 
k=O 

de tipo zero e 

li âk f( o) ) 
00 

é 
· n=O 

fE KNb (BR) J 

de Cauahy 

a 

em 

1. 14. DEFINIÇÃO. Dados Te (~b (BR) de tipo zero e fE ~(Nb (AR), a ~­

volução de T e F, denotada por r~ f, é o limite da 

s e q u ê n c i a ( T t ~ I 1 ~ k f ( O ) ) 
00 

e m (N b ( B R ). 
k•O • n=O 

1.15. PROPOSIÇÃO. Dado TE ;c;b(BR) de tipo aero, a aplicação linear 

T:r: fE i.' Nb (B R)~T~ fE kNb (B R) 

é aon t{nua. 

1.16. PROPOSIÇlO. A aplicação linear 

/E ~b (BR)i~ df(. )a Etnb (BR) 

é aont{nuaJ para todo aEE. 



',1 
(J 

•I 

":/ , 
1.1'1. PROPOSIÇÃO. Dado Tt ~{Nb(BR) de tipo zero, temos: 

T~(df{.JaJ= d(T~f){.Ja 

para todo fr. K.2Nb (BR) e ae:E. 

(T-:-, f) (:.r)= 

para todo :.re:BR. 

00 1 ~n 
l: n.' T(d rr. J:.rJ 

n=O 

1.19. OBSERVAÇlO. Gupta em Csl define T 1 *T 2 e~b(E) pare 

r 1 ,r2e: ~~bCEl por CT 1:c-T 2 1Cf1•[T
1

'i<CT
2
*fU CO) , 

pare todo fE JIQNb(E) 'c, e ele prova que ~ • r
1
.r

2
• Portanto, 

5 

v_ • -,; ' 
se T1 ,T2E ~Nb(BR), T 1 ~T 2 E ~Nb(BR) se, e somente se, T

1
T

2
e:ExpR(E'). 

1.20. DEPINIÇÃO. Umn aplicação ,Q de J{~b(AR) em si mesmo é dita 

um operador de convolução em i.~Jh.l!iRl se for 11 

near, contínu~ e satisfizer 

~ ( d f ( • ) a) = d ( ·l f J ( • ) a 

para todo fE tN~BR) e ae:E. 

aR denota o conjunto de todos os operadores de convolu -

çao em ~b(BR). 

Seja yR a aplicação de rlR em i..:~b (BR) definida por 

( y R \Q ) ( f ) = ( ,,( f ) ( O ) 

para todo fe: ~b (AR) e cQ e: C~. 

1. 21. DEFINIÇlO. f. C~ é de tipo zero se yRtQ€ ie ~b (BR 1 for 

tipo zero. 

de 

• 
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1. 2 2. EXEMPLOS. ']'' n 1) Para cada nEN, consideremos HnE N( E). O ope-

rador de convolução ~mE(~ definido por 

para todo TE ~b(BR) e todo xEBR' é de tipo zero. 
1/n 

2) Se os H de 1) TO.rem tais que liiT' sup IIH 11 <oo , então o ope-
n n 

~ 

radar de convolução ~H definido por 

para todo TE ~b (BR) e XE BR, e de tipo zero. 

1. 23. PROPOSIÇÃO. yR é uma bijeção linear entre {\Q E c~: CQ é de 

tipo zero} e {TE'Á;.;b(BRJ: T é de tipo zero}.,com 
, , 

inversa dada por yR(T)= T 't, para todo TE K"Nb(BRJ de tipo zero. 

1.24. TEOREMA. Se lQ e: O ... R for de tipo aero, então o subespaço "eto 

:riaZ de K:Nb (BR) gerado por 

Z ={P exp~: Pe: 'f N (nE), ndl, !f>EE ', lQ.(p e~f)=O} é denso para a to­

pologia de kNb(BR) no subespaço vetorial fechado 

}(:{ .fE J{Nb ( B R): ifJ.f=O} • 

1. 25. TEOREMA. Se Q E Ll .. R for um operador de tipo zero nao nulo 

- ") .• ~: 

en tao (.((_ :"t~... Nb ( B R)= A.Nb ( B R)· 

Vamos precisar também de alguns resultados de Mujica (11). 

1.26. DEFINIÇÃO. Seja K um subconjunto compacto de um espaço lo-
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calmante convexo complexo E. Consideremos o conjunto lJ ~(U). 
U.:)K 

Duas funções neste conjunto são ditas equivalentes se elas coin-

cidirem em alguma vizinhança aberta de K. Cada classe de equiva-

lência é o germe de uma função holomorfa em K ou serme holomorfo 

em K. :kctO denota o conjunto de todos os germes holomorfos em K. 

As aplicações canõnicas Kcu)-;,o~(K), com UlK aberto. in­

duzem uma estrutura de espaço vetorial bem definida em JtAK). 

8 Asnaço vetorial ~(K) é munido da topologia localmente 

convexa limite indutivo com respeito às aplicações lineares cano 

nicas 

( ~ ( u) • T ) - ,. Y~( K ) 
w 

com u.)K aberto, onde T é a topologia dada por Nachbin em (12). Um w 

elemento de jl(K) será denotado por ·:f. 

~:-.~ 1.27. PROPOSIÇÃO. ~t.fK)= lim ind 1{._
00

(U)J onde Jt~fU) é o espaço 
U.?K 

de Banach das funções hotomoPfas em U que -sao 

limitadasJ normado com a norma do supremo. 
fJ 

Oftrlo aeSC(E), (E,a) denota o espaço vetorial seminormado 

por a e ia é a aplicação quociente io:: (E,a.)~Ea• (E,a.)/a- 1 ({0}). 

1.28. PROPOSIÇÃO. J (K)= lim ind?fi (K)). 
' • 0: 

o;t,SC(E) 

1. 29 OBSERVAÇÃO. 
n Se K for um subconjunto compacto de C • temos, 

por Grothendieck (5), p. 80, que i'. (K) é um es 

paço (DF) e de Montel. 
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CAP!TULO 2 

GERMES NUCLEARES 

§1. GERMES NUCLEARES NUM ESPAÇO NORMADO 

Seja E um espaço normado complexo com bola unitária B
1 

e 

seja K um subconjunto compacto absolutamente convexo de E. 

Dado E:>O. .~Nb CK+eB 1 } é definido como em 1.2., consideran 

do E com bola unitária K+eB
1

• 

,. .1 ·~ "' 11,/) 2.1.1. DEFINIÇAO. J0Nb(Kl é o conjunto dos germes fe: 11.;JKl tais 

que existe um representante de 1'em t~b(K+e:B 1 l. 

para algum e:>O. 

Para cada e:>O existe uma aplicação natural 

~ ~~ 

u E : ( :J;. N b ( K +E B 1 ) I TE ) - 11 
~f.J b ( K ) 

que leva uma função ff i··~Nb (K+e:B
1

) na sua classe de equivalência 

·f f f~ b ( K ) , o n de Te: é a t o p o 1 o g 1 a 1 o c a 1 me n te c o n v e x a e m ;;(Q N b ( K • E:. B 
1 

) 

gerada pelas seminormas 

A topoloRie em X1Nb(K} é a topologia localmente convexa limite in 

'· 



9 

dutivo dos espaços (~Nb(K+EB 1 ),TE) sob as aplicações ue:, pare 

e:>O. 

Seja U um subconjunto aberto equilibrado de E e seja .fccu) 

a família dos subconjuntos compactos absolutamente convexos de U. 

Por Aron (2), temos as duas seguintes definições: 

2. 1. 2. DEFINIÇÃO. HN (U) é o conjunto das funções fE }(?(U) que sa­

tisfazem às duas seguintes condições: 

(i) ~nf(O)e:1 N("El, para cada ne:N 

(i i) Para cede KE .f( (U) existe e:>O tal que 

00 

11 
n I d f(O) <+• 

n! I N,K+e:B
1 

I: 
n•O 

A topologia TN,U em HN(U) é a topologia localmente convexa gere­

de por todas as seminormes p em HN(U) que s~o N-portadas por al­

gum Ke: ~u l 1 p á N-port e da por Ke: j((U) se, para todo E:>O ex i a t:t. r"' 

c(e:)>O tal que 

para todo fEHN(U). 

2.1. 3.DEFINIÇÃO. Dado KE j~(E), seja il_CK) a família das vizinhan-

ças abertas absolutamente convexas de K. HN(K) é 
.-.) 1 

o conjunto dos germes fe: ~(K) tais que existe um representante de 

f em HN CU), pare algum Ue: 'L(JK l. 

() Para ceda Ue: tlCKl existe uma aplicaç~o natural 
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,../ 

que leve ume função fEHN(U) ne sue classe de equivalência fEHN(K). 

A topologia TN em HN(Kl é e topologia localmente convexa limite 

indutivo dos espaços (HN(U),TN,U} sob aa apU.ceçõea ~U" pera ue'ltcto. 

2.1.4. DEFINIÇXO. Dado p>o, seja ~~b(BP) o conjunto das funções 

f€ ~~JBP) que satisfazem ãs duas seguintes con-

dições: 

(i) ~nf(O)e·YNcnE), para cada neN 
CIO n -

( i i ) I: ~I li d n f ( O )I j N < + oo 
n •O · 

A topologia natural em ~~b(Bp) é dada pela norma 

Demonstra9ão. Dada a sequência de Cauchy (fkl;. 0 em~ ~b(BP), temos 
1 ·n CIO 

que, para cada neN, (~ d fk(O))k•O é uma sequência de . 
de Cauchy no espaço de Banach ~fNCnE). Seja Pne 'fNCnE) o limite des 

sa sequência. 

Dado e>O existe k0eN tal que 

00 

r 
n=O 

para todo k,i~k 0 • Logo, para todo mEN e k~k 0 , 
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( 1 ) 
m 
r 

n•O 

n 
p 

Também, temos 

N ~ e: 

~ g;_ li ~n f k . (O),.,. < oo 

n =O n. o N 

e, para todo me:N, 

m 
E 

n•O 

00 

m 
r 

n •O 

n P -
P n n' N 

00 

+ 
m 
r 

n•O 

11 

. n 
d fk (O) 

n o 
P n ~ N 

Logo t PniiPnllN < 00 e, definindo g(x)= r Pn(x) pare todo xeBP, 
n•O n•O 

temos que ge·~b(Bpl e, por (1) 

llg-fkll < e 
N,p 

para k~k 0 • Logo 11m fk• g em ~~b(BP). 

2. 1~6.0BSERVAÇÃO. Se considerarmos E com bola unitária K+e:B 1 , te 

mos que 

Denotaremos por ll·llN, 1 ,e: a norma em ~~b(K+e:B 1 l. 

DE~ONSTRAÇÃO. A primeira inclusio é clara. Provemos entio que 

~Nb(K+e:R 1 lcHN(K+e:B 1 L Dado fe ~b(K.+€.8 1 ), temos que 
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ll ~n~l(0)111/n ~ 1. 

· ' N K +E A , 1 

n G n 
d f(D)E JN( E), para cada nEN e lim sup 

fl""'CC 

Dado LE j((K+f.B 1 l, seja p= dis(L, CK+EA
1

l= inf{llx-y!l:xEL, 

Seja ô, O<ô<p/2. Então L+Ô~ CK+EB 1 • 

P a r a p r o v a r a i n c 1 u s ã o , b as t a e n c o n t r a r ô , O < ó < 1 , t a 1 
o o 

• 11m sup ,....,. 

Se não existisse tal ~ 0 , para cada neN* existiria xnE(L+ôB
1
l, 

n-1 j 
xnt-;- (K+EB 1 ). Sejam, pa~a cada neN • ynEL e zntB 1 , tais que 

X • 
n 

Logo 

isto e, 

Assim, 

e 

IIYnll > 2ô(n-1l- ôn • ô(n-2) 

y EL. 
n 

•· 

• 
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2. 1. 8. DEFINIÇÃO. Seja :t_~b (K) o conjunto dos germes :fe: ~(K) tais 

"' ~p_..:. 
que existe um representante de f em ~Nb(K+e:B 1 l 

para algum e:>o. Seja, para cada e:>o, 

o:~ N_ o:~ -1P -
ue:: ~Nb (K+€81 )+ "ªNb (K) 

a aplicação natural. 

o:l ~ 

~Nb(K) sere munido da topologia localmente convexa limite 

indutivo com respeito às ~pliceções 

u;: (~ :b (K+e:B 1 ) .11· IIN , 1 ,e: l+ ~~b (K l 

2.1. 9. TEORE!-'A. ~;b (K) = 'J{QNb (K) = HN(K) algébrica e topologiaa-

mente. 

DEM0N8TP.AÇÃO. Como as aplicações ue: e ~U sao injetivas, para 

cada e:>O e Ue: 'U..CK) • podemos escrever 

Temos que: 

(a) HN(K) '" ~Nb(K) • Jêo~b(K) algebricamente. 

De feto, dedo fe:HN (U), pera algum Ue: 'U.,(K) temos que 

~nf(Q)e:9N(nE), para cada ne:N, e existe e:>o,tal·que 

o:l -
lldn~~Olll < <» 

• N, K +e: s
1 

e K+e: e
1 

CU. 

Logo, fi(K+e:B 1 )e:~b(K+e:B 1 J. A Proposição 2.17 complete e 

prove de (a). 

(b) As aplicações identidades ~~b(K) +~Nb(K)+ HN(K) sao contí-

nuas. 
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Para isso, provemos que as inclusões 

sao contínuas, para todo e>O. 

A primeira inclusão é claramente contínua pois, dado 

A 1 00 
fE Ã 1 Nb (K+e:B 1 ), temos que 

llfiiN,p,E ~ llfhN, 1 ,E para todo p, O<p<1. 

Seja agora p uma seminorma TN,K+EB -contínua. Então exis 
1 

te LE }( ( K +E 8 
1 

) t e 1 q u e p é N - p o r t a d a p o r L • C o mo n a p r o v a de 

2.17, existem tS e <5
0

, IS>O, O<IS
0

<1 tais que L+<5B 1C<5
0

(K+e:B 1 l e 

existe c(l5 )>0 tal que 

00 

p(f)~c(15) 

•c (15) llf 11 N ô E 
' o' 

p e r e todo f e: ~N b ( K +E 8 1 ) • 

Logo p é T -contínua. 
e 

(c) A identidade HN(K)-+k~b(K) é contínua. 

Dada p seminorma contínua em 1~~b(K), provemos que p o ~U 

e TN,U-contínua para todo UE llCK), isto é, que, dedo e>O, existe 

c(e:)>O tal que 

00 

C:t ) c (e: ) t 
n•O 

.. 
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para todo ge:HN(U). 

Fixemos Ue: ~K). Temos dois casos a considerar: 

00 

(1) Seja e:>O tal que K+e:B 1 C U. Sendo p o .uE contínua para a norma 

IIIIN 
1 

, existe c(e:)>O tal que 
I ,e: 

o 

pJ r a t o do f e: fa ;b ( K +e: B 1 ) • 

Dado ge:HN(U), se gjK;e:s 1 t.Jk~b(K+e:B 1 l, temos que 

e 
co 

(p o cl>ulCgl ~ c (e: ) 

co 

r = + co 

n •O 

e (*] tambjm j satisfeita, qualquer que seja c(e:)>Q; 

(ii) Seja e:>O tal que K+e:B
1 
~ u. Então exista e:

1
• O<e:

1
<e: tal que 

K+~B 1 c.. U ('\ (K+e:B 1 L Dada ge:HN(U), novamente, se giK+~8 1 '-. 

~~b (K+ÍB 1 ) temos 

00 

(p o cl>ul(g)•(p o U
00 

)fgiK+e:B
1

l ~ c(e: 1 l t 
e:1 1 n•O 

<c (e: 1 ) ~ I'~ n ~,c o ) I. . 
naQ I . N,K+e:B1. 



16 

00 

·j·\~ns,caJIII. ~ 
n N,K+e:B

1 

00 

e (*) tembám á satisfeita, qualquer que seja c(e:)>O. 

Logo HN(K)• ~b(K)• ~~b(K) algébrica e topololicemante. 

2.1.10. COROLARIO. HN(K) é toneZado e bornolÓgicÓ. 

2. 1.11. PROPOSIÇÃO. HN(K) é o limite indutivo de uma seqÜência 

cPescente de espaços de Banach. Em paPtic~ 

lar, HN(K) é um espaço (DF). 

DEMONSTRAÇÃO. Seja (e: ) uma seqüência de números reais positi­
n 

vos decrescendo a zero. Dado e:>O, existe n e:N 
o 

tal que e: <e: pare n~n • Logo, a aplicação n o 

00 

HN(K)+lim ind ~b(K+e:nB 1 l 
e: •o . n 

e contínua, pois o diagrame abaixo é comutativo. 

~;b (K+e:B 1 l 
+ 

HN(K) 

2.1. 12. OBSERVAÇÃO. Se U c. E for um aberto absolutamente convexo, 

pela Proposição 3.11 de Aron (3) e Proposi -

çao 3, Sll, de Nachbin ( 12) temos que a inclusão 

e contínua. Assim, dado Ke: }(CE), a inclusão 
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é contínua, quando munimos ambos os espaços das respectivas topo-

logias limites indutivos. 

§2. GERMES NUCLEARES NUM ESPAÇO LOCALMENTE CONVEXO 

Sejam E um espaço localmente convexo complexo separado e 

U um subconjunto aberto de E. Dados fe ~(U) e K um subconjunto 

compacto deU, por Barroso (4), existem aeSC(E) e um subconjunto 

W de U a-a~erto contendo K tais que 
(l 

o 

é holomorfa. Mas isto é equivalente a dizer que existem aeSC(E), 

W c (E ,a) aberto contendn:"l K e f e 1Q(i (W ) ) tais que a a a a 

fjW = f o(i !w ). Em outras palavras, Barroso mostrou que a a a a 

~(K) • u j{_,J(i (K)) 
aesc c E l ·· a 

Além disso, Mujica em ( 11) mostrou que ~(K)=lim ind ~(i K) 
a . aeSC(E) 

Motivados por isso, damos a seguinte definiçio: 

2. 2.1. DEFINIÇÃO. Dado !<.E 1\ (E), dizemos que o germe fe fo(K) é de 

tipo nuclear em K se existirem aeSC(E), W C(E,a) 
a 

aberto equilibrado contendo K e f eHN(i (W ) ) tais que a a a 

o espaço vetorial dos germes de tipo nuclear em K é denotado por 



18 

Dados cxe:SC(E) e~.<,, ::>K a-aberto equilihrado, consideremos as ex 
aplicações lineares 

,.--____../ 

I • f E H N ( i ( t-1 ) ) >+ f o ( i I t.J ) e: H N ( K ) cx,N,W • ex ex ex ex ex ex ex 
e 

/'-' 

I N:f EHN(i (K)) 1+ I N W' (f )e:HN(K) a, ex a a, , a 

onde 
a ,....,.. 

f e:HN(i (W ) é um representante de f • ex ex ex ex 

2.2.2. OBSERVAÇÃO. I está bem definida pois, se f e:HN(i (W )) e ex,N ex ex a -gae:HN(ia(VaU forem representantes de fa' exis-

te um conjunto a-aberto V, com 1 (l<)C.VCi (V ){)1 (W) tal que 
a a a a a 

f • g em V, a então ex a o 

________., ,.--.-' ~ ~ 

I N w (f )•f o(i !w l• f !v = g~!v • g o(i !v )•I N v (g ). a, , a ex a a a a .... a a a a, , a a 

t claro quF cada I e injetiva, e podemos escrever a,N 

2.2. 3. DEFINIÇÃO. fi. topologia TN de HN(K) é a topologia localmen­

te convexa limite indutivo das topolop,ias TN,cx 

(ver 2.1.3.) dos subespaços HN(ia(K)). 

Por 2.1.9. ternos, então 

onde 8 denote e bola unitária de E e T a topologia em 
a a e:,a 

~Nb(ia(K)+e:Ba). 



CAP!TULO 3 

TRANSFORMADA DE BOREL 

§ 1. CASO NORMADO 

.. 
Seja E um espaço normado complexo e seja KE ~(E). Como u-

saremos os resultados de Matos do Capítulo 1, definiremos a trans 

' formada de Borel de um elemento de HN(K) pensando-o como um ele -

menta de ~~b(K) • (lim ind (j(QNb(K+eB 1 l.-r€))'. 
e>O 

' 3. 1. 1. DEFINIÇÃO. Se T€HN(K) sua transformada de Borel ~N(T) e 

definida por 

( 41 ) 

per e é definido em 1.6. 

.. 
3.1.2. OBSERVAflO. 'JNCT) não dapende da e>Ó,pois~ dedos e 1 , e 2 , 

O<e 1<E
2

• saje 1 e aplicação de restrição 
E: 2& 1 

Logo 
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3.1.3. PROPOSIÇÃO. Se ~N for o subespaço de HN(K) gerado por 
~ - (0 .. 

{exp m: ~cE'}, entao ~N e denso em HN(K). 

rJ 
DEMONSTRAÇÃO. Sejam fEHN(K) e V uma vizinhança aberta de f em 

HN(K}. Seja c>O tal que exista fc ~b(K+cR 1 J com 

uE(f) '!'f. Assim u~ 1 CV) é vizinhança aberta de f em C1f.::>Nb(K+cB 1 l, 

TE). Por 1.4., existem ~E,jE(E,K+cB 1 J• ((E,K+ER 1 l indica o espaço 

normado E com bola unitária K+cB
1

),ÀjcC, j=1, ••• ,m, tais que 

3.1.4. OBSERVAÇÃO. Por 1.9, temos que a aplicação 

e u~a bijeção linear bem definida. 

se j a Ex p 
1 

K ( E I l .. (\ E x p 
1 

(E , K +E B
1 

J 1 c J6c E I l 
J e>D 

3. 1.5. PROPOSIÇ~O. A aplicação 

é uma bijeção linear bem definida. 

' ~ 
DE!~ONSTRAÇ10. Dedo TcHN(K), tJN(T)• To uE c f)(p

1
(E,K+t:B

1
)•, pere 
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todo e:> O. Logo ~N é bem definida. 'JN é injetiva por 3.1. 3. Pro­

vemos que '1)N P sobrejetiva. 

Dado Fe:Exp 1 .~CE'l temos que Fe:Exp
1

(E,K+e:A 1 J•, para todo e:>O. 

Por 1.9, temos que, para cada e:>O, existe um Único TEe:X?~~K+e:B 1 l 

tal que T • F, isto é, T (exp 4>IK+e:B
1

J = F(Q>), para todo Q>e:E'. 
E E 

Definamos uma função T de 'd N em C linear e tal que 

____, 
T(exp <f>) • TE (exp 4>1 K+e:B 1 ) .. F(cf>) 

pari!! todo e:>O. 

Como To ue: • TE, pa~a todo e:>O, temos que T é contínua em 

':! N' tendo ':/N a topologia induzide por (HN(K) ,TN). Assim. podemos 

estender Ta todo (HN(K),TN) continuamente e, denotando essa exten 

são !!linda por T, temos que 

3. 1.6. OBSERVAÇÃO. Aron em (1) provou que a transformada de Borel 
I 

dá uma bijeção entre HN(K) e o conjunto das fun 

çoes holomorfas e~ F' que são de tipo exponencial compacto conti-

das em K, isto é, {Fe: ){.(E'):Je:>O ;]c(e:)>O; !FCcpl!~c(e:l expCII411K+ 

+Ek<PH), Q>e: E' • Provaremos aqui que o resultado de Aron é o mes-

mo que o obtido em 3.1.5. 

Dado FEExp
1

,KCE'), temos que: 

V e:> o .3 A (E ) , O< A (e: ) < 1 , 3 c (E ) >O : l F (c!> l I ~c (E ) e xp (A (e: ) 1\ cf> 11 K +E 8 • 
1 

V~e:E'. 

Logo F satisfaz a desigualdade 



• 
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I F ( <P ) I ~ c (E ) e x p 0\ <P I\ K + E 11 <Pl\ ) , 

par a todo <PE E ' • 

Reciprocamente, dado Ft ~E') de tipo exponencial compacto 
• 

contido em K, temos: 

Vr:.>O 3c(t./2)>0 : IFC<Pl! ~ c(t./2) exp(\l<fl\IK + ;114>11) 

para todo <flt.E'. 

Sejam <5>0 tal que KCô8
1 

e A .. ô~:~ 2 < 1. Então 

e 

isto e, 

2A-1 E 
~ 1'=A. 2 \\ IPI\ 

ou 

( 1 ) 11 <P 1\ K + ~ 114>ll ~ Ali<PIIK + At. 11 <PII .. ACII<PIIK + t.II<PIIl 
o 2 

Como K é absolutamente convexo. temos 

11 <PII K + E Ucllll • I <!>li K+f 8 
0 1 

Logo, a desigualdede (1) fica: 

e, tomando d(E) • c(E/2), temos 

I F ( <1> ) I ~ d (E ) e x p (A 11 $11 K +E 8 ) , 
1 

para todo <PEE' e, portanto, F E Exp 1 ,K (E'). 
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§2. CASO LOCALMENTE CONVEXO 

Seja E um espaço localmente convexo complexo separado e seja 

3.2.1. !'JEFINIÇÃO. Se Te:(HN(K),TN)', sua transformada de Borel ~N(T) 

é definida por 

3.2.2. OBSERVAÇÃO. [<JN(T)J(~) é bem definida pois, se a,Se:SC(E) 

forem tais que ~ao ia·~ 8 o i 8 ·•· com ~ae:E~, 

t'_-l N ( T o I a , N l} (~a ) = (T o I a , No u e: , a ) (e x p ~a I i a ( K ) +e: ~a ) 

= (T o I N) (-; xp :) = T ~ ) 
a, a a a 

3.2.3. PROPOSIÇÃO. Se YN to~ o subespa~o de HN{KJ ge~ado po~ 

{exp ~:~e:E'}~ então YN i denso e~ (HN(KJ~TN). 

DEMONSTRAÇÃO. Sejam fe:H (K) e V uma vizinhança aberta de f em 
N 

.. 

I 
I 

I 
f 
I 

f 



,.., ,..., -(HN ( K l. T N). Sejam t.IE: SC (E) e f 
0

e: HN (1fl (10) tais caua x •• ,.(f0 J • f. 

Assim, r;~N(VJ é uma vi~inhença aberta de ~ em HN (ia (10). Per 

Ent~o ' 

3.2.4. DEFINIClO. Danctemos por E~p 1 ,KCE'l o espaço vetcriel da 

o 
todas as funções F da E' em C teia que 

para todo Clt:SC(E) (I
0 

é 

de ~(Ea 1 em ~u (E) por 

a aplicaçia definida por Matos em (10) 

o 
I 0 (fa) • fao ia' pare todo fa e:~E 0 )). 

3.2.S. PROPOSIÇ10. A aplica~ão 

i uma bijeção linear bem definida. 

DEMONS'!RAÇ10. Dado Te:H~(K), ::8N(T)oCI 0 IE~l·'1>NCToi 0 ,N)E:Exp 1 , 1 \K)(E~) 
a 

para todo ae:SC (E). Logo 'JN á bem d~finida. 

~N é injetiva, por 3.2.3. Provemos que 2N é sobrejetiva. 

Seja Fe:Exp 1 ,Kte•), entio F o(I 0 fe~)e:E~p 1 ,i 0
(Kl(f~), pere 

todo ae:SC(E). Por 3.1.5 temos que, pera ceda oe:SC(E), existe um 

único T 0 e:H~(ia(K)) tal que <JNCT
0

) • F o(I 0 IE~). Asei"'J 
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pere todo •aeE~. Definamos uma função T de YN em C linear e tal 

que 

para todo •eE' e todo aeSC(E) tal que • • •ao ia• com •atE~. 

Como To Ia,N = Ta• para todo ~€SC(E), temos que T é con­

tínua em YN, tendo 'JN a topologia induzida por (HN(K),TN). As­

sim, podemos estender Ta todo (HN(K),TNl continuamente e, deno­

tc!lndo essa extensão ainda por T. temos que ']N (T) = F. 

() 



CAP!TULO 4 

OPERADORES DE CONT'OLUÇÃO E!1 HN (K) 

§1. CASO NORMADO. 

Seje E um espaço normado complexo e seja KE: X(E). Como us!! 

remos os resultados de Matos citados no Capítulo 1, pensaremos em 

4.1.1. DEFINIÇÃO. Dedos feHN(Kl e eeE. definimos dnf(.)e como 

do o germe em HN(Kl dado por 
(') 

d"fL)e • uE:[d"f(.)~ 

sen 

4. 1. 2. OBSERVAÇÃO. Por 1. 5 temos que, se fE: X,l\lb (K+e:A 1 ) e ee:E, en­

tão 

e 

n d f(.)e.. 1.: 
i •O 

(a) 

sendo e convergência no sentido de ~e· 

~ n~""' -O germs d f(.)a este bem definido pois, dedos e 1 e e 2 , 

I 



~ 

•f, em K +e: 
1 

A 
1 

• L o g o 

~ 
di+nf2(0).1 K B em +e: 1 1 

para todo ie:~. Por (~) temos 

n n d f 
1 

( • ) e • d f 
2 

( • ) a em K +e: 
1 

B 
1 

, 

1 ego 

n n ue: ( d f 
1 

( • ) a) • ue: ( d f 
2 

( • ) a) 
1 2 

27 

4. 1. 3. DEFINIÇÃO. Um operado r de con vo1l ução em HNill é uma ap 11 ca­

çao ~ de HN(K) em si mesmo que é linear, contínua 

e tal que 

lQ.C~f(. )e) • d(Q 'h(. )a 

"" pera todo fe:HN(K) e ee:E. 

6LNCK) denote o espeço vetorial complexo de todos os oper~ 

dores de convoluçêo em HN(K). 

4.1. 4. DEFINIÇ10. Definimos a aplicação linear Y de C{,N(K) em 
• 

HN(K) por 

CY{()Cfl • ((Qfl(Ol 

.-
para todo (e: aN(K) e fe:HN(K}. 
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I 

4.1.5. DEFINiflO. Te:HN(K) é dito de tipo zero se 

' 4.1.6. OBSERVAe1o. TeHN(Kl é de tipo zero se, e somente se, 
f 

Toue:c ~Nb (K+e:B
1

) é de tipo zero, pera todo e:>O, 

no sentido de 1.10. 

e 

Elim 
n+oo 

De feto, existe ô>O tal que K Cô8 1 • Logo 

E 8 C K +e: 8 C ( ô +c ) 8 
1 1 1 

para todo e:>O. 

4.1.7. DEFINIÇÃO. IQ&CÀ.y(K) é de tipo zero se y((2e:H~(K) for de ti-

po zero. 
o 

4. 1. 8. PROPOSIÇJ.O. y é uma bijeção Zi.near- ent:re <«2~e:~(KJ: <t2 é de 
, 

tipo zer>o} e {Te:HN(K):'! é de tipo zer>o}. 

Para demonstrar 4.1.8, precisaremos de alguns lemas e da 

seguinte definição. 

I H 

4.1.9. DEFINIÇÃO. Oéldos Te:Hf\l(K) de tipo zero e fe:HN(K), definimos 
,._, 

a convolução entre T e f, por 
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onde e:> O e fe: ta_Nb (K+e:B 1 ) 
_, 

sao tais que ue: (f) = f. 

4. 1. 10. OBSERVAÇÃO. T•f está bem definido pois, dados e:
1 

e e:
2

• 
QG ,, QG 

O<e:1<e:2' f1•k~O pk E ~Nb(K+E181), f2•k:O Qk 

temos que, pare todo xeE. neN, 

,..J 

• UE ( f 2) • f * 
2 

co mo em 4. 1 • 2 , 

Dado xe:K+e 1B1 , por 1.18, temos: 

QG 

[(To UE 
1 

) '+' P J (X) E 1 n = 
ri1.""" 

(Tou )(d Pk(.)x) 
n =O e:1 

QG n 
E 1 CTou )(d Qk(.)x) 

:: e2 
n=O n! 

C o mo (To u & )1J e li n e a r , i •1 , 2 , te mos que : 
1 

Passando ao limite ambos os membros da taueldede ecime, 

quando n++OG, temos (ver 1.14): 
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Logo u ((Teu hf
1

J = u ((Teu llkf
2

l 
e:1 e:1 e:2 e:2 -

, 
4.1.11. LEMA. Dado Te:HN(K) de tipo aePo~ a aplicação linear 

i ~ontlnua. 

DEMONSTRAÇ10. Da feto, para todo t:)IO f (T• )out· • uE:o [tTouE: )•] é 

contínue, como composta da duas aplicaçõea contí-

nues (ver 1,15). 

4.1.12. LEMA. A aplicação 

é cont{nua~ para todo ae:E. 

DEMONSTRAÇÃO. Análoga a do Lema 4.1.11 (ver 1.16). 

, 
c~, 4. 1.13. f!!.!:!A.· Dado Te:HN(K) de tipo ae:ro, temos que 

""' I'J T!f(df(.)a):: d{'J';f)(,}a 

AI 

pa:ra todo fe:HN(KJ e ae:E. 

o 

DE~ONSTRAÇlO. Dados fe:HN (K) e ae:E • sejam e:>O e fe: J?~b (K+e:B 1 ) 
...., 

tais que ue: (f) = f. Então te mos 

T*(df(.)a) = Tt[u (df(.Jai = u (CTou h(df(.)al] -e: .) e:- E: 
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( 1 ) 
= ue:{d((Toue:hf)(.)a} = d{ue:((Toue:)*f)}(.)a 

#V 

= d ( T>1< f) ( • ) a , 

onde a igualdade (1) segue de 1.17. 

' 
DEf~NSTRAÇXO DE 4.1.8. Pelos lemas precedentes, se .Te:HN(K) for de 

de tipo zero. então T•e:aN(I<.). 

' Seja y' a aplicação definida de {Te:HN(I<.): T é de tipo zero} 

' em {Qe:O.NCK): tl2.é de tipo zero} pory•(T) • r.-. pera todo TE:HN(I<.) 

de tipo zero. 

• CIO 
~ 

Dados Te: HN ( K) de tipo zero e fEHN (K l • sejam e>O e f• t pk 
-' k•O 

e: NNb (K+EB1) tais que UE (f) • f. Temos 

onde a Última igualdade segue de 1.18. 

Logo 

n n 
{((yoy')(T))oue:}( r Pk) • (Tou )(r Pkl. 

k=O e: k=O 

para todo ne:N. Passando ao limite a Última igualdade, quando n++~, 

temos: 

- ,y ((yoy')(T))(f) • T(f) 

f 

Logo (yoy')(T) • T, para todo TeHN(Kl de tipo zero. T*& aNCKl 
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e de tipo zero. pois y(Tt:l = T. 

Reciprocamente, dados IC?e: i'l~N(K) de tipo zero e fe:HN(K). se 
00 

j a m e: > O e f • I: P k e::~7 N b ( K +e: 8 
1 

) t a i s q u e u e: ( f ) = f . Te m os : 
k•O 

Dado xEK+tB
1

, por 1.18 temos: 

w .. 

CCy(Qouel1Pk)(x) • t ~ 0
1 

CyQou.,.)Cd"Pk(.)x) 
n•O · ... 

• 

.. 

= 

1 
t ;:;r-

"•0 

~ 

CtQ{ue Cd"Pk (. )x)}) (O) 

00 k{ (Q ( ~ n ( u e: ( P k ) ) ( • ) x) } (O ) I: 
n•O 

00 

t 1 { dn ( iQ ( UE ( P k) ) ) ( • ) X} ( 0) 
n=O n~ 

( 1 ) 

Sejam e:
0

>0 e ge:JI~Nb(K+e: 0 B 1 l tais que ue: (g) • (() (ue:(Pk)); 
o 

podemos supor e:
0

<E. Então, para todo xe:K+e:
0

A
1

, temos 

Logo 

( 1) • 

e enteo 

1 
t nT 

n•O 

w 
6ue: (dng(.)x))(Q) • t ~ dng(O)x • g(x), 

o n•O 



isto e, 

Assim, 

Logo 

u {(yl{)ou )yPkliK+E B
1 E E O 

o 
= UE (g) • cQ_(uE(Pk)), 

o 

( (y 'oy) úl) ( ue: ( P k ) ) • ({)( ue: ( P k) l .. 

Para todo ne:N. temos 

n n 
{((yfoy)lQ_) ou }C t Pk) • ((Q._o u )( t Pk) 

e: k•O e: k•O 
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Passando ao limite e Última igualdade, quando n++~, temos 

que 

( ( y f oy ) Q ) (f) • Q (f) 

e então 

( y f oy ) ( Q) • Q , 

para todo «)e: 0--N(K) de tipo zero. t: claro que yQe:H~ (K) e de tipo 

zero. 

f 

4.1.14. DEFINIÇlO. Dados T 1 ,T
2

e:HN(K) de tipo zero. definimos 
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"" p a r a to do f e H N ( K ) • 

Ã -'IJ 4.1. 15. OBSERVAC O. Dados e> O e fe ~Dl\lb (K+eB 1 ), temos: 

T 
1

'1- ( T 
2 

'!< ( UE (f) ) ) = T 
1
l { uE ( ( T 

2 
o uE ) *f)} 

'" UE { ( T 1 o UE ) * ( ( T 2 o UE ) 'f. f)} • 

logo, dado f tHN(K), temos 

,.J 

tT
1

lt·T
2

lCfl * {CT
1
oueh((T

2
out):t.f)}(O) = ((T 1 oue)~(T 2 oue:))(f) ~-

;oJ 

,." pera todo t>O e fe: ~Nb (K+e8
1

) tais que ut (f) • f, isto é, 

( T 1-.. T 2 ) o ut • ( T 1 o ue: l 'f< ( T 2 o ut ) • 

pare todo e:>O. Por 1.19, 
0 

logo, 

4. 1. 16. EXEMPLOS DE OPERADORES DE CON VOLUÇÃO Eft<t !IN ( K) DE T .TPO ZERO • 

...., 
1 ) S e j a (( m f: a N ( K ) d e f i n i d o p o r <Q m ( f ) = ( u E o { 1 m , E: ) ( f ) 

para todo ftHN(K), onde e>O e ft t?~b(K+eB 1 l são tais que uc(f)•f, 

e lQm,t e o operador de tipo zero em JtoNb (K+cB 1 ) definido em 1.22. 
;W 

(Qm(f) está bem definido pois, dados e 1 ,e 2 , O<e 1<e 2 , 

f 1t 1iNb(K+e 1B1 l, f 2t X,.~b(K+e 2 s 1 l tais que ue Cf 1 )"'ue Cf2 l•f, temos 
1 2 

que: 
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e 

(Qm e de tipo zero pois, dados e:>O e fe: ~b CK+e:8
1
), temos 

• ( '2 ( f ) ) ( o ) • ( y ( Q e: ) ) ( f ) , m,e: e: m, 

onde ye: e a aplicação dada em 1.20. 

~ ----=---... 
Logo 'ftº-moue: • Ye: ( Qm,e:) é de tipo exponencial zero, para 

todo e:>O. 

2) Analogamente, mostre-se que o operador de convoluçio 

\Q.He: (J.N ( K) 
IW 

Cuco ~ , e ) .( f) , 
,.., 

definido per <Q H (f) • para todo f' HN ( K) , 

fe: ~b (K+e:B 1 ) 
..., 

<QH ,e: á onde e:>O e são tais que ue: (f) • f, • defini-

do em 1.22, é de tipo zero. 

4.1.17. TEOREMA. Ss l.Qe: O...N(KJ for de ti.po aero, então o subespaço 

vstoriaZ de HN(KJ gerado por i:.={Pe:rp<tJ:Pe: 'JN(nEJ, 
I {) ,..___.., .. 

ne:N, <tJe:E'; ~(Pe:rp<tJ)=O} e denso paPa a topologia de HN(K) no subes-

paço vetorial fechado J::. =(fe:HN(K): tf2f=O}. 

DEMONSTRAÇÃO. Por 3.1.3, o teorema é verdadeiro para U) .. o. Suponh_!! 

mo s e n t ã o í-()_. # O • P o r 4 • 1 • 8 , e x i s t e Te: H~ ( K ) d e t 1 p o z e 
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, 1''- f 

ro tal que '\l• T~. Seja Xe:HN(K) tal que x!/,j =O, isto é, se 

tQr~J • o então X(~) = o. com Pe: 7NcnEl, tPe:E', ne:N. 

Sejam &t o espaço vetorial dos operadores de convolução 
E 

em ~b(K+e:B 1 l, ye::{We: O..e:: Qé de tipo zero}+{TE~~b(K+e:B 1 l: T 

é de tipo zero} a eplicaçito definide por Cyr; (Q,){f)•(<.Q.f)(O), P.! 

para todo fe~b(K+eB 1 l a y; sua :t.nvarse, com e:>O. 

Temos antão que: 

(i l Qe ~ CtO é de t:tpo zero ...., (To"r, )f e lÁt i da 1:1po zero~ pe­

ra todo E>O. Isto porque 

De fato, 

, 
YlQoue: • ye:(ye:CyQouE:)) = ye((ytQ_oue:)lf.). 

(ii) <Q'f • O ~ (Touehf • O, para todo e:>O e fe:,K<Nb(K+eB
1

J tais 
~ 

que ue: (f) • f. 

"N AI 

De feto, <.1/f • Tr-f • uE((Touehf), para todo E>O e 

fe1tNbCK+EB 1 l tais que uE(f) • fJ além disso, uE é injetiva. 

Se X se anula em f:_ antão XouE e: 1l~b (K+e:e
1

) se enul~ em 

_.(E • {p axp4>j (K+e:B 1 l:PE8 N("El, neN, <f!E:E'1 (TouE):,iP 8KPtl (K+EB
1

l•O} 

e portanto XouE se a::Jula em ~E • {f'E ~b CK+EB
1

): (TouE: l*'f•O} , 

por 1.24, pera todo e>O. Logo X se anula em ~. Pelo teorema da 

Hahn-Banech, temos o resultado. 

4.1.18. TEOREMA • .::ie. ·\Ze /) ... N(K) fo'l' um opePadoP de convoZu?ão nao 

nulo de tipo zePo, então CQHN(K) = HN(K). 

. I 

í 

! 
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DE!!ONSTRAÇÃO. Dado g&HN(K), existem &>0 e gE 3G,Nb(K+EB 1 l tais que 

uE(g) =g. Por 1.25, existe fE~b(K+&B 1 l tal que 
I 

(TouEH:f = g, onde a2= Tl. para algum TEHN(K) de tipo zero (ver 

parte (i) na demonstração de 4.1.17). Logo 

§2. CASO LOCALMENTE CONVEXO. 

Seja E um espaço localmente convexo complexo separado e 

seja KE )((E). 

4.2.1. DEFINIÇlO. Dados fEHN{K) e aeE. definimo& dnf(.)a&HN(K) por 

hd dnf(.)a • Ia,N{dn~(.)ia(a)} 

- __, ,..J 

onde n&SCCE) e ~E HN(1a(K)) sao tais que Ia,N(fa) • f. 
,...,~ 

Seja f &HN(i (W ) tal que f • f o(i !w ) e seja &>0 tal que a a a a a a 

.ia(K)+EBaCia(Wa) e fcx! (ia(K)+&Bcx)G~b(icx(K)+&Bcx). Então 

I N{dnf(.)i (a)}= I N{u (dnf (.)i (a)J} (def. 4.1.1.) 
a. a a a, E,a a a 

,,..,..---_____./ 

• dn f ( • ) 1 (a) o (i I W l 
a a a a 

...-: ___, 
• dn{f o(i jw l}(.)a 

a a a 

Um outro modo de escrever (~) é, então 
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4.2.2. OBSERVAÇÃO. dnfC.la esté bem definido pois. dados a.AeSC(E), 

fae HN (ia <wa) l, "s' HN Ci8 cw8 )) teis que 

faoCiaiWa) • f 8 oCi8 !W8 l. e)(iste WcE ~tberto contendo K, Wc.Wanw
8 ~. •'") 

i\... tal que 

Logo, 

para todo ieN e portanto 

---------CIO - -dn{f o(i IW }(x)a r 1 
d1 

+ n {f o ( 1 I \v )} (o l x1 (a) .. 
F a a a 1•0 a a a 

CIO 
1 i+n 1 • r 
~ 

d {f
8
ou

8
jw

8
)}COlx (a) 

1•0 

pera todo )(E;W. 

4.2.3. DEFINIÇlO. Um operador de convolução em HNl!l ã uma apl1-
,., 

cação á? de HN(K) em si mesmo que é linear, con 

t!nua e tal que 

"' lQCdf(.)e) • d(Q f)(.)a, 

,.., 
para todo feHN(K) e aEE. 

~(K) denotará o espaço vetorial de todos os operadores de 

convolução em HN(K). 

' I 

• 
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I 

4. 2. 4. DEFINIÇÃO. Seja y a aplicação linear de ~ (K) em HN (K) 

definida por 

( y QJ (:f ) • ( Q,'.f ) ( o ) 

p a r a t o do lQ_ e: O..N ( K ) e f E H N ( K ) • 

4. 2. 5. DEFINIÇÃO. Se Qe: íLN (K), & é de tieo zero se Yú2 oia ,N E 

f 

HN(iaCKl) for da tipo zero, pare todo a&SC(E), 

segundo 4.1.7. 
• ' ': .,:/':· ', t:' ' : 

SA Te: HN CK), T é da ti e o, z•rct ,se Toi0 ,Ne:HN (10 c 10) for da 

• tipo zero, pore todo a&SC(E), aegundo 4.1.5. 

4. 2. 6. PROPOSIÇÃO. y i uma biJi19ão 1in•ar ent:r• {(Q & Q,N {K): úJ I 

de tipo ae:ro} e {Te:H;(KJ: T é de tipo ae:ro}. 

Para demonstrar 4.2.6, precisaremos de alguns lemas e da 

seguinte definição: 

I rJ 

4.2. 7. DEFINIÇÃO. Dados Te:HN(K) de tipo zero e fe:HN(K), defini-

'"'"' mos a convolução entre T e f por 

tf"'J r-
·t e:Jlde a&SCCEl a fa&HNCia(K)) são tais que Ia,N(f'a) • f. 
i 

04.2.8. OBSERVAfiO. Dedos a,ye:SC(E). y>,a, seja iya a apliceqeo de 

EY sobÕe Ea. Temoa o seguinte diagrama comuta 

ti vo: 
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Temos que i {i (K)+e:B }C.i (Kl+e:B • Consideremos, pare 
ya y y a a 

cede e:>O, e aplicação 

por 

u Y: f r. ;kNb c 1 ( K l +r. B l .,... f o c i I i ( K l +r. B )e '/_b (1 c K l +r. B l e:,a a a a a ya y T ~ Y Y 

Seje Iay e epliceçio de HN(ia(K)) em HN(1Y(K)) definida 

(} 

......., ~ 

que u (f) • f. I e claramente bem definida. Temos, então, 
e:,a n a ay 

o seguinte diagrama comutativo: 

u e:,Cty 
-+ 10_Nb ( iy ( K) +e: By) 

i u e:.y 
HN ( i.y ( K l 

,.._, 
Dedo f &HN· (i (K)), sejam t>D e f • E Pk,at ~b(i~(K)+tBN) 

a a a k•D ~ ~ 

"" , . 
tais que ut,a(fal = fa. Seja T&HN(Kf de tipo)zero. 

Provemos que 

Como o seguinte diagrama j comutativo, 

• 
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Iay 
HN(ia(K)) -+ HN C iy (I(.)) 

Ia ,N"' /ry,N 

HN(K) 

I 

basta provar que, fazendo S • T o Iy,N e: HN(1y(K)), 

I {(Sol ~f} = S*(I (f)). ay ay a ay a 

Terr>os oue 

-I {(Sei )~·f} = (I ou ){(Sai ou )*f} ay oy a ay e:,a ay e:,a a 

= ( u o u ) { ( s o u o u )* f } e:,y e:,ay e:,y e:,ay a 

= u {((Sou ou l*f )o(i 11 (K)+e:B)} e:,y e,y e,ay a ya y y 

•e: B ) : 
y 

Dados xeiv(K)+eB , keN, temos, fazendo U•Sou~ e ~b(i (K)+ 
r Y , '"',y "\.oN Y 

co .. 
{ (Uou )~Pk ~ (1 (x)) • t 1r-. (Uou ) (d"Pa. (.H (x)) 

e , ay • as y a n ! e , ay " • a y a n•O 

00 

• r ~ U{Cd"Pk (.H (x))o(i fi UO+ef! )} 
n•D ,a ya ya y y 

00 . 
r 1 U{d"(Pk o(i li (K)+eR ))(.)x} • 
~ n•O .a ya· y y 

co 

r 1 U{d"(u (Pk ))(.)x} .. 
n=n n~ E , ay , ex 

• {U~u (Pk )} (x) e: ,ay , a 

Logo, pare todo ne:N, 

n n 
{ (Uou h r Pk }oi ={U{<u ( r Pk l} em 1 (K)+e:A • 

C) e:.ay k•O .a ya e,ay k•O ,a y y 
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Passando ao limita ambos os membros da igualdade acima, 

quando n++•, temos: 

{ (Uo u J;.f }o(i I i (K)+EB ) • Ull"u (f ) E,ay a ya y y E,ay a 

isto e, 

u.,. , ay { ( U o u l-i: f } = u * u (f ) 
w E,ay a E,ay a 

Logo 

I {(Sol h: f} • (u o u l{ (So u.,. ,yo u.,. ,ay hfa} ay ay a E,y E,ay ~ ~ 

() 

,... , 
Provemos agora que, dados feHN(K) e TeHN(~) de tipo zero, 

_. 
T*f esté bem definido. - -Dedos <X)8ESC(E), faEHN(ia(K)) e fsEHN(ia(K)) tais que 

,..J ,.._./ ,v 

Ia,N(fa) • r
8

,Ncf8 l • f, existe yESC(E) com y~n e y~S. 

Temos que rn,N = Iy,No Iny e IS,N • Iy,No Iay· Logo 
,-J __., 

I N(I (f)) • I N(In (f
8

JJ. Como I N e injetiva, temos que 
Y ' o.y O. Y ' n Y Y ' .. 

_.... --
I (f ) • I S ( fS) • L o g o o.y (.'( y 

,-....1 ,...; 

I N{(Toi N)~f} • (I Noi ){(To! N)af} a 1 a , a y , ay a 1 o. 

,-J ~ 

= I N{(ToiY N)~(I (fa))} • I N{(To! N)*(In Cf8 Jl} y, I ay y, y, nY 
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,.J rJ 

T1- : f E HN(K) + Tl.f E HN(K) 

é cont{nua. 

'··,·,' 

i contínua, como composta de duas. eplicaç~as contí-

nuas(ver 4.1.12). 

,., 
4.2. 10. LEMA. A aplicação f E HN(K) + dt(.)a E HN(K) 

... , 
e oont1-nua, 

para todo aEE. 

DEMONSTRAÇÃO. Análoga e de 4.2.9 (ver 4.1.13) .. 

, 
4.2. 11. LE!~. Dado TEHN(K) de tipo zero, temos que 

.-J ,..1 

T*(df(.)a) = d(T~f)(.)a, 

,..; 
para todo feRN(K) # aeE. 

,.., ,_, 
DEMONSTRAÇÃO. Oadoo feHN (10 a atE"· a.-jom <u:SC (S) 11 f

0
eHN Utl (10) 

te f. a''····~ ué I~. N c~ 1 1' • '7;r ~ fÍh~'Ó&.t·~;·j" '·'··~,\$(i/i.;,, <,!'•~;. 

,..., 
• I N{(Toi N)tdf (.)1 (el} a, a. a a 

{1) ,_, 
• I N{d((Toi Nhf )(.)i (a)} a, n. a a 

r-' 
• d{I N((Toi N)J~-f )}Lla a, a. a 

,.J 

• d(T.;:f) (.la 
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onde a igueln~de (1) segue de 1.17. 

f 

DEMONSrRAÇ10 DB 4.2.6. Pelos lemes precedentes, se TeHN(K) for de 

tipo zero, entio Ttce a...c·Kl. . . . . . 
Seja y • epliceçio linear definlda·de (TcHN(K)a T é de t! 

po za ro} em { Cíl.e ~ CK l: <Q, á de tipo. zero}. por y' c'f) • 'r*, pera 

• todo TeHN(K) de tipo zero • 

• Dados TeHN(K) da tipo zero e ftHN(KL sejam atSC(E) a f
0 

• 

e 

Então 

..---------' /' ../ 
{ ( y oy ' ) (T )} ( P k , a o i a ) • { T 1<' P k , o. o i a} (o ) 

~ ;---/ 
'"' I a , N { (To I a , N lv. P k I a} (o l • { (To I a ' N lV.. P k 'a} (o ) 

~ ue,a{(Toia,Noue,a)~Pk,a}(O) • {CToi0 ,No ue,al~Pk,a}(O) 

o ( 1) 

• 

o 
onde e tsueldade (1) aesue de.1.1a, 

Logo 

{((yoy')(T))oi No u }(Pk ) • (To! No u )(Pk 
0

1 a, e,a ,a a, e,a 1 

Para todo n€N, temos então 

n n 
{((yov')(T)) oi No u }( t Pk ) • (Toi No u )( t Pk ) 

· o., €,a k=O ,a a, e,a k=O .~ 

Passando ao limite a última igualdade, quando n++~, temos: 
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,J ,..., 

{(yoy')(T)}(f) = T(f) 

' Loso, Cyoy')(T) • r. pera todo Te:MNCK) de t1po ae~o' T~.e: 

~(K) j de tipo zero, pois y(T~) ··r. 
,, i 

Reciprocamente, de~os , ftf ll...tliJ~:l,: -da t1.Po .. z•to e .. t~.Hff(K) co-

mo l'lcima, temos: 

Dado xe:K+e:B~ , onde 8~ = {xe:E:a(x)<1}, por 1.18 temos: 

00 

1 n 
{CyiQoi,,No u.,.,..,h.Pk,"'}(i,..(x)) = r - 1(Y((,1oi No u )(d Pk (.)i (x)) 

'"" ....... ... ..... n=a·n. a, e:,a ,a a 

00 

• r dr-{ tQ ( (I No u ) ( d n P k ( • )i ( x) ) )} (O ) 
n•O n. a, e:,a ,a a 

co A ~ 

Q r 1 { iQ Cd"CPk,ao ialC.l~l}COl 
n•O nr 

o 
00 - ../ 

r 1 {d"CtQPk o 1 lC.lx}COl (2) • iiT" n •O 
,o. o. 

poderros supor a 0 ~a. Existem também e:
0

, 0<e:
0

<e: e F a e: l;.Nb (in (K)+ 
o o 

e: B ) tais que u (F ) 
o a e: ,a a o o o o 

Dado xe: K+e: B' , o a o 
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o 
oq . ,_., 

(2) • t ;. {dn(I N(F ))(.)x}(O) 

n•O 
n. a

0
• a 0 

00 tJ 

t 1 {Ia N (dn( (.)ia (x))} (0) • rr n •O o' o o 

I 

ClO 

A --r. 1 { dn F (. li (x)}(O) .. 
~ n•O 

a a o o 

I 
ClO 

l: 1 
{ UE ( dn F (. Jiex (xJJ}(OJ = nr n •O o'exo ex o o 

ClO 

l: 1 dnF (o ) i ex (X) = 

"' n•O 
Ct o o 

• 
11 F (i ex (X) ) • 

ex o o 

Assim, 

e portento, 

isto é, 

( 3) 

n~ n,.. ../ 
l: p o i ex • (o ( l: p k o i ex ) 

k•O k,ex k•O ,ex 

Analogamente ao que foi feito na primeira parte da demons-

tração, passando ao limite ambos os membros da igualdade (3), 

quando n++eo, temos: 
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Logo, (y'oy)(Q) • \{L, para todo lÜe~(K) de tipo zero. t claro 
I 

que y(Q,EHN(K) é de tipo zero. 

• 
4.2.12. DEFINIÇÃO. Dados T1 ,T2eHN(K) de tipo zero, definimos 

r-! 
p a r a t o do fe HN ( K ) • 

- ,..,j 
T 1lf { I N ( ( T 2 o I N l* f ) } = I N { ( T 1 o I N ) * (( T 2 o I N )í- f l } a, a, a a, a. a. a 

Logo 

onde a última igueldede segue de 4.1.14. 

o 

o 

Assim, para todo aeSC(E), 

Por 4.1.15, temos que 
!;). 

CT 1 o Ia,NHqr 2 o Ia,N} E H~(K) ...,...'JNCT 1 o Ia,N). ::8NcT2 o Ia,N) E 

C o mo '] N (Ti ) o (I a ! E~) = ';b N (Ti o I a • N ) , i •1 , 2 (v e r 3. 2. 1 ) , 
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temos que 

I 

T
1
*Tz E HN(K) +-+ {'J3N(T 1 Jo(IajE~l}o{:JNCT 2 lo(Ia1E~!)t:Exp 1 , 1 (K)(E'), 

a 

para todo atSC(E). 

Logo, 

4.2.14.EXEMPLOS DE OPERADORES DE CONVOLUÇJO EM HN(K) DE TIPO ZERO 

1) Seja, para cada nEN, 

da topolo~ia localmente convexa limite indutivo dos espaços 

7 
n n de Banach ( N( E ),11 IIN ) sob as aplicações I I<JNC E), aeSC(E). a ,a a a 

Seje QmE 17 (K) definido por (Q ('f)•(Í No u o «2 )(f ) ~ m a, e.a m,a.E a.E 

pera todo feHN(K), onde aeSC(E}, e>O e f e -'~~b(i (K)+eB l seo a,E ~ a a 
IV 

tais que (I
0

,No ut,al(fa,El • f e ~m.o,et úlNC1a(K)+tB0 ) e def! 

nido por 

Jé vimos em 4.1.16, exemplo 1, que a operador (Q_ en-(1 (K)) m,a 1(1 a 

definido por 

,_, 
;n c f J = c u o tQ l c f 1 
~m.a a e.a m,a,E a,E 

para todo fEH (1 (K)). onde e:>O e f e: ~Nb(i (K}+e:R l sao tais 
a N a a.E a n 

' 
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,...J 

que u (f ) • f e & e como acima, e bem definido e de E:,a a,€ a m,a,€ 

tipo zero. 

Logo, para provar que ~ (f) é bem definido, basta provar 
m 

,-J ,..., 

aue, dados a,8e:SC(E), fae:HN(ia(K)) e f 8eHNCi 8 CK)) tais que 

I a , N ( iÇ J = I 8 , N ( ~ ) = f • e n t ã o ( I a • No <Q m , a J ( ~ ) = ( I B , No <Qm , R ) ( ~ J • 

Sejam a,ye:SC(EJ tais que y>,a. Temos as seguintes aplica -

çoes, já definidas em 4.2.8: 

e, dado e:> O, 

E + E 
Y a 

u : f e ~b ( 1 a ( K ) +e B ) ....,. f o ( 1 f i v ( K ) +e: B ) e ~Nb ( 1 ( K ) +e B ) 
E ,ay a . a a ya . , , .. · Y . . T Y 

Seja P
0

Y o J•PU.cação definich~ por 

P ay: P ae:<.:fN C"E<l l + P <lo iyae: g N C"Ey). , 

Temos o seguinte diagrama comutotivo: 

o n q' n Se j a H n , a • H no {I a I -:1 N ( E a) } E N ( E O( ) c o m n =O , ••• , ,.., e 

a e: s c (E ) • 

Provemos que, dado E>O, 

(Q ou = u o(Q m,y,E e,ay E,ay m,a,e: 



o 

bO 

m '"k 
E Hk {d Cu (f ))(xl} 

k •O ,y e: .ay a 

m ~k 

• E Hk {d f (1 (x))o 1ya} 
k•O .y a ya 

m 
P ){~kf (i (x))} .. E (Hk o 

k•O ,y ay a ya 

a 

• {<Q (f )}(i (x)) 
m,cx,e: a ya 

Logo, 

cQ. o ,u • u o tn , .. , 
m , y , e: e: • ay e: , ay ~ , a , e: 

0 •' 

A epliceçeo Iay HN(ia(K)) + HN(iy(K)) também je foi defini­

da em 4.2.8. Ele satisfaz, pare ceda e:>O, à seguinte igualdade: 

I o u • u o u ay e:.a e:.y e:,ay 

Provemos agona que 

I o tí> • 
ay ~m.a 

o I m,y ay 

Reunindo todos os diagramas comutativos, temos o seguinte: 

UNICAMf=) 
BIBU'OTECA CENTRAl 

• 
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~ N b ( 1 ( K) +e: B ) ~H~Ii.(IK)) - y " y u 

t(! ~ 
e:,y 

~.y m,y,e: 

Nb I ir: :::y l ay HN~iy (K l l u 
e:,y 

u I I 
e:,ay ay 

~b(ia(K)+e:Ra) --'}· HN(ia(K)) 

m,a,e: / 
u 

~·" 
e:.cx 

~b(i (K)+e:B ) ~ HN(ia(K)) a a u 
e:.a 

-u (f l • f , temos; 
e:.a a.e: a 

• ( u o u o f{).. ) (., • ) 
e:.y e:.«y "'G<m,a,e: a,e: 

• Cu o~ ou )(f } 
e:.y m,y,e e:.ay a.e: 

.. cU?, ou ou )Cf J 
m,y e:.y e:.ay a,e: 

= c(Q oi ou )(f ) 
m,y ay e:.cx a.e: 

,....., 
= ((.!) o I )(f). 

m .y cxy a 

,-...J 

Provemos finalmente que, dados a.Ae:SC(E), f e:HN(i (K)) e 
ex a ,...., ,..../ ~ 

f 8e:HNCi 8 CKll tais que r
0
,N(fal·I 8 ,Ncf8 l, 

0 a N° <Q H f') • (IS N° (Q B )(fB) , m ,a a , m, . 

(l 
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Existe ye:SC(E) tal que y~~ e y~B. Temos o seguinte diagra-

ma comutativo: 

,......, ' -
Logo Iy,N(Iay(f'a)) • Iy,N(IRy(f8 )) a, como Iy,N é injetiva, 

,....._/ _, 
Iexy(fal • IBy(f8 ). Então 

,-.J ;oJ 

(I Noi[) )(f)=(! No! o!Q )(f) a , m , a ex y , ~y m , ex ex 

,_, 
• ( I No tQ. o I } ( f a) y, m ,y ay 

,...., 
= ( I No ~ ) ( I B ( fS )) y, m,y y 

todo ae:SC CE), onde y a é e ~pU.ceçéo def:f.n:lda •m 4.1.4, a cQ.m,a e 

Q,N(ia(K)) á da tipo zero, pare t·~do ~e:~êCÊl. De fetó, d~do -~ li 

' 't 

(:) 

(y<Qm01a,N)(-:;:) • {(()m(Ia,N(~))}(O) • {Cia,N° <Om,a)C~)}(O) 

' a I 1/n 
2) Seja, para cada ne:N, H e tJ N("El tal que Um supiiH o{I !JN(nE ll1l n u n-+co n a ex 

<~ • para todo exe:SC(E). Seja COHe: a~(K) definido por 

' 



63 

..... 
,QH(f) .. (Ia,N° uc,a 0 (QH,a,c)(fa,c 1 

para todo fEHN(K), onde ClESC(E), E>O e fa,EE r,Nb(ia{K)+EBa) sao 

tais que (Ia,Nouc,a)(fa,c)=f e tQ'H,a,EcON(i~K)+EBa) é definido por 

(X) 

fQH Cfl}Cxl = r 
,a,e: k=O 

para todo fe 1fo...b(i (K)+e:B ) e xe:i {K)+e:B • 
~N a a a a 

Analogamente eo exemplo 1), prova-se que <OH é bem defini-

da e e de tipo zero. 

4. 2.15. TEOREMA. Se «te 0.-N(K) for àe t;cpo aero, então o subesru:9o 

'Uetonat de HNfKJ g111rado po1' 

é denso para a topotogia TN de HN(KJ no subespago vetorial feoh~ 

do k_,={fe:HN (K): <f2f:O}. 

DE!~NSTRAÇlO. Por 3.2.3 o teorema ~ verda~eiro para (Q.o. Suponha-
I 

mos então fC:JIO. Por 4.2.6, existe Te:HN(K) de tipo ze 
I 

ro tal que (Q • T,-. Seja Xe:HN(K) tal que X!)', =0, isto é, se 
- .., 

~(P~xp<j)) • o. ente o X(~ l "' o para P e: l.J I Li c"E,..)). 
ae:SC(E) a N .... 

ne:N e cjleE'. 

Temos então que: 

(i) tQ_ e: (~(K) á de tipo zero -+--+ cQa • (Toi
0

,Nlt<e ~(ia(K)) é de 

tipo zero, para todo ae:SCCEl. 

-Isto porque yc.Qoin.N • yao{tToia,Nl-«}. De fato, dado f e 

HN(ia(K)), temos: 
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,...J ,..J ~ 
.. {I N( (Toi N)~f )} (0) = { CToi N)*f } (O)• y {CToi Nhf } 

a, a, a ~. a a a, a 

' ,xo,Ia.NeHN Cta CIO) ae anula am 

~ . a 
~ 

ncN, • 0 ce~, (Toia,N)*Paaxp•a•O} pera 

todo ae:stCE>. por C:til. Por !11 âf:)or:4'.1.17. te~mos que ~oia,N 
' .v - -se l!lnula em ""'a • {fae:HN(ia(K)):(Toia,Nl*'fa"o}, pare todo ~ESC(El. 

Logo X se anule em Jt. Pelo Teorema de Hehn-Benech, temos o resul 

ta do. 

4.2.18. TEOREMA. Se~) E C~(K) for um operador não nuZo de tipo 

aero, então (! HN(K) = HN(K). 

,..., ~ 

DEMONSTRAÇÃO. Dl!ldo ge:HN(K), existem ae:SC(E) e gae:HN(ia(K)) tl!lis 

,.,._,/ ,_; ....; 

que Ia,N(ga) • g. Por 4.1.18, existe faEHNCia(K)) 

tal que 

.-.J ,.._., 

o C To I 0 , N )li f a • ga, 

' onde Q • r.,, pare algum Te:HNCK) de t:tpo zar"o Cver parte Ci) na 

:o demonstração de 4.2.151. Logo 



CAP!'!ULO 6 

ALGUNS EXEMPLOS EM QUE OS GERMES HOLOMORPOS SXO DE '!IPO NUCLEAR 

5. 1. EXEMPLO 1. Se KE J(/Cn), nr.N, então HN(K) = X:,..,(KJ algéb'f'ica 

e topologicamente. 

, n ' ~'v_ ' .. 5.2. LEMA. Dado Kr. .k(C J, HN(KJ = ~ (KJ algeb'f'ica e topologiaa 

mente, quando munimos ambos os espaços da topologia 

forte. 

• 
DEMONS'!RAÇXO. Temos que a incluaio '/Q.' UO 

C v e r 2. 1 • 12 ) • c o mo, 1(i ( 10 e 

"" HN(K) á contínua 
' . .. 
HN(K) sao 

'·;. ;: .. ·~ ', 

espaços da 

F ráchet (ver .1.29 e, ,2 .1.11,)'~c:i~:~,~~·, 1 t~~J'Or:it!•~r.t•l'i:i:•~ll~•ti ... íiJf~•ri~ali];,:~/~i · 

beste moatrer que H~(K) c t:CK) ·' ~j 

Sendo K equilibrado, temos que K0 
• {ucic"l'~a~plulxlff1} 

"" xE:K 

• {ur.cc"l': sup Rli u[x) ~1}. Logo sup!utxll • supRa u(x), pere 
xtK xe::K xe::K 

todo ue::cc"l'. 

O Taorame 6 de Martinaeu (7) afirma: "Se F, definida sobre 

(Cn),. setisfizer à majoração 

IFCull ~ c(E) exp(hK(u) + Ellt..m para todo r.>O, 

onde K é um subconjunto compacto convexo de c", hK[u)•sup Re u(x), 
xEK 

t 

entêo F é a transformada de Borel de um elemento TE ~(K)". 
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I 

Dado SEHN(K), por 3.1.5, temos que a transformada de Borel 

·~N(S) de S satisfAZ i majoraç~o: dado E>D existem O<A<1 e c>O 

tais que 

c ex p (A 11 u 11 K A ) < c ex p ( 11 u li K + €: B ) 
+e 1 1 

• c exn (hK(u) + El!uiiJ 

Logo, 'J.N(S) é a transformada de Borel de um elemento T de 
I I 

J'ç,CKJCHN(K). Mas a transformada de Borel de T é 'PNCT). Logo 

S. 3. ~· Dado Ke J(.tf!ZJ~ H0 fKJ I um'eit~a9o ae Mentst., lego, '1'11/t!. 

:x:i vo. 

DE.A.fONSTRAÇÃO. Como HNCKJ é tonelada, por 2.1.10. baste mostrar que 

HN(KJ I IAMi-Montal. 

Seja ~c HN(IC) limitado. Por Ar,n (2), Teorema 2, existem 

UE tlCKl e Xc.HN(UJ TN,U-limitado tais que cflu(X) • X.. • Além disso, 

Aron provou também em (3), Proposição 4.6, que, se U for conexo, 

então XcHN(U) é TN,U-relativamente compacto se, e somente se, X 

é TN,U-limitado e relativamente compacto em algum ~EU, isto é , 

para todo mE:N, {dmf(E;): fEX} e 
,.~~ m n 

relativamente compacto em .f N C C J. 

Como as topologias T e T coincidem em ~(li), para U c c" 
o w 

aberto e a inclusão {HN(U),TN,U) + (~(U),Twl é contínua, segue 
r-·l 

q~·e X é T -limitedo em ~(U), logo, pelo teorema de Montel, rel_! o 

di v amante compacto pera t 
0 
•t,.· Alím.disao, como e ,,!IP11caçio 

f e C Xt. ( U) , T w) + ~m f d z; l e 1 ( mcn) 

e contínua, pare todo ~eU e mEN. segue que {dmfCz;l:.feX} é rela-
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tivamente compacto, para todo ~EU e mEN. Mas 1Ncmcn)=0Pcmcn); 

logo, X é relativamente compacto para TN,U e ~- ~U(X) é rela­

tivamente compacto para TN' pois ~U é contínua. 

Portento HN(K) é semi-Montel. 

O DEMONS'l'RAÇ1.0 DE 6. 1. Sendo te,cK) e HN (K l reflexivos, temos o re-

sultado. 

5. 4. EXE~LO s. Se ~ 1<.,rc1 J, bnd111 I é um t1Dn!u.nto qlcat.que!', então 

H N ( K) = 'i.ar K J a'tgib na a e topo toei aamen te. 

Seja CI o oro~uto cartesiano ncÀ, de planos complexos CÀ, 

ÀEI, onde I e um conjunto qualquer de índices. Um ponto de CI s~ 
v 

rã denotado por um dos símbolos ~ ou {~À: ÀEI}. Associado a um 

I J { conjunto Jci temos a projeção ITJ de C sobre C , onde ITJ ~À:ÀEI}• 

} 
v I 

= {~À:ÀEJ , pare todo ~EC . 

Daqui por diante Jci seré sempre finito. 

5.5. DEFINIÇlO. Um conjunto xcc 1 é dito J-determinedo se IT~
1
CITJXl•X. 

,, 

Uma função f:XcCI + C é dite J·detarminede se X • 

for um conjunto J-determinado,;~ f(~l • f(~,) pare l,tf!X tais que 

5.8. OBSERVAQlO. Dada uma funçio f;X +C J~d6tarminede, poda-se .. 
definir, sem ambigÜidade. uma função fJ:rrJCXl+C 

por fJ(ITJ(~)) • f(~) para todo ~EX. 

5. 7. DEFINIÇÃO. Dado uJcc 1 aberto J-determinedo, seja 
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·~ (U J) • { fE ~(U J): f é J-determinada} 

I Dado Kcc compacto. seja 

YaJCK) • (fE ~(K): J UJ K aberto )-determinado 3fE ~J(UJ) 
,4 

representante de f} • 

5.8. OBSERVAÇÃO. Rickart em (13), Lema 2.1, afirma qu.e, dada uma 

função h que é holomorfa numa vizinhança G de um 

I compacto K de C , existem JGI finito e uma vizinhança G de K con 
o 

tida em G na qual h é J-determinade. 

Logo, "(K) • U ~(K) 
Jci 

5.9. LEMA. Dado UJCCI abe1'to J-dete!tminado~ a apllcação 

é um isomo1'fismo algéb1'ico e topológico. 

DEMONSTRAÇÃO. <~>u é bem definida, por 5.6, e é claramente linear 
J 

-1 I e injetiva. Sua inversa é dada por <l>u (g)=p o(JIJ UJ). 
J 

p a r a t o do ge:'tzrn J u J l . 

<~>u é contínua pois, dado KCITJUJ compacto, podemos conside­
J 

I -1 
rã-lo como um subconjunto de C e ITJ(K) = KciTJCU 3 ), KciTJ (ITJUJ)=UJ, 

pois u
3 

é J-determinado. Logo 

() 

<1>~ 1 é contínua pois, dado Kc.U
3 

compacto, 
J 

o 



o 
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5.10. LEMA. Dado UJCCI abePto J-detePminado, as topoZogias Lo e 

Lw coincidem em ~(UJ). 

DEMONSTRAÇlO. Seja p uma seminorme em 1fe.3 cu 3 1 portada por um com­

pacto KCU
3

, isto é, satisfazendo e seguinte propri­

edade: pare cede aberto V de u
3 

contendo K, existe c(V)>O tal que 

p(fJolT
3

l ~ c(V) 

o 
pare todo fJE~RJUJ). 

Definindo e seminorma q em ~crr 3 u 3 ) por 

para todo f JE ~n Ju J), temos que q é portada por TTJ CK) pois. dado 

wc:CJ aberto, ItJ(K)c\.JcitJ(UJ), existe c'(W)=cm~
1
(W))>O tal que 

Como L
0

•Lw em t)_(ITJUJ), correspondendo a ITJ(K) existem LJ 

subconjunto compacto de ITJ(UJ) e c>O tais que 

para todo fJt~lTJUJ). 
1 

Cona1der~tn«1o LJ como um. IUbconjunto de C temop qt,~e n3 CLJ)• 

, 
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J 

cru : f e: ~ J ( u J ) ~ 'fe ~ ( K ) 
J 
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~J(K) sere munido da topologia localmente convexa limite induti­

vo dos espaços (~J(UJ),'T 0 ) sob as aplicações cru , com UJ:)K aber­
J 

to J-determinado • 

.fismo aZgébPiao e topoZÓgiao~ quando são aonside'l'adas 

em ambos os espaços as pespeativas topologias limites indutivos. 

DEMONSTRAÇl.O. B J é bem defini da po:l15, se f J e gJ forem represen -

,....... 
tantea da f 3 ~ axiate JUn •be:rto, U:.Jt J CIO t el .qua ., J • 

gJ em u. Temos que 
,.,,," 

K"lT~ 1 tn JK JC.n;i Cth , R; 
1 

lU l ê ~fr~iil:e r~in !ld~1;:~i: f joJi~ •B JolTJ 

( u). 

BJ é claramente injetiva e linear. Sua inversa á dada por 
,..--.._." 

• ~U (f), onde fe: t~J(UJ) e um representante de f. 
J 

s~ 1 é bem definida pois, se fe: YoJ(UJ) e ge: tJJ(VJ) forem 

tais que cru (f) • crv (gl =f. existem únicos fJe: lvCITJUJ) e 
J J 
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Logo fJ•gJ em n3 (W). 
"·i:·'' 

AJ e s; 1 aio contínuas] pala~ pelo ~taarama comutativo a-

baixo 

temos que 

e - 1 
S J o a U • TU ocf> U 

J J J 

sao contínuas, para todo aberto l-determinado UJJK. 

DEMONSTRAÇ10 DE 6.4. Temos q~;P""~(I(')~~··o.--t~.'li1/···~.·"'~·(K.) • v.·.·.·~( .. TtJK) a 
· Jct'';~ · · Jc.l · 

0
HN(K) • u.·l HN(:LQ(k'l'i. i:O~do JC.I finito, 

me':>t.CC ) 

l-determinada •. Entio (CJ) • CJ- 1~ •TtJ e 
·•· CIJ "'J 

Provemos agora que a topologia em X11CKl é a topologia lo­

calmente convexa limite indutivo dos subespaços ~J(K), Jc! fini 

to. 

Dados JCI finito e UJJK aberto l-determinado, temos a se­

guinte inclusão contínua: 
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11 m i n d { 11 m i n d ( :R"'J C U J ) , T ) } + :1\h C K ) 
JCI UJ~ K 0 

e contínua. 

Por 1. 2 7, temos que lfaJK) • 11m ind ~ 
00 

CU). O a do. U::>K a,be_!: .. ·\·' 
' U?K . . . 

() 

(') tO 1 
v' 

existem Jc:.I finito e UJ aberto,,>~ .. determinado da f~i~~.~·A.Jxci\J, 

onde 
J . .• 

A3cc é aberto, tal que Kc.UJCU,. ,, "' 
e 

Dado ft ~co fl.J) , temos que .Pf U Je: ~ (U J), logo, pelo teorema 

de Liouville, f!U 3e: :t3 CUJ). Assim, a aplicação 

f€ JG co ( u ) ...... f I u J € CJtJ ( u J ) I 'l" o ) 

é bem definida e é contínua pois, dado Lcu
3 

compacto, temos que 

llflll ~ !lfllu• para todo f€ ~
00

(U). 

Logo, a inclusão 

~(K) +11m ind ·Jt_J(K) 
Jci 

e contínua. 

mente, temos que 

~ (K) • li.~c.'in~ (HNCn 3K) ,TNi.J) 

Logo, HNOO :;~· ~(K) elafibriqfl ,.,;.~~PQloa1.~-'""te;. 

5.13. EXEMPLO 3. Se E for nuclear, temos que 'Jfo.(OJ::HN{OJ aZgébzti­

ca e topologicamente. 

5.14. LEMA. Sejam E1 e E2 espaços normadoa compZexos e j:E 1+E2 



li 63 

ul'la ap l.i ca9ão nuclear-. Dados U 2cE 2 aber-to equilibr-ado e f'F.1.o.ru 2J ~ 

e:riste t5>0 ta't que B{},l= {:r€E 1: ll:r11E
1
<{}}C j-

2 tu2J e ta't que 

f o tcil Bf,~ 1JeH8 (B6• 1J. A'tim dl.t~so, a .,aP,Z.lot~fão 

i contlnua. 

DEMONSTRAÇ10. Como j é nuclear, existem seqÜências (yn)cE2 , (x~)c 

c.E1 e C\lc.C tais que, pare todo xeE 1 , temos 

CIO 

("f ) j(x) • r À x'(x) Yn 
n=1 n n 

com 
CIO 

r I À I ~ c' s up llx~IIE' ~ c' 11m y • o ' 
n•1 n n+eo n n 1 

para algum c>O. Como u2 e aberto contendo zero, podamos supor 

(yn)C.U2. 

Seja K
0 

e anvoltória equilibrada de {yn: neN}U{O}. Seja 

M • llfiJK • Pa.laa desigueJ,dode,a~ d•L.Coucny •. ,.,.,t•moa: 
o 

Por(.._), temos: 

1 dm (f o j l (O l ( x 1 , ••• , xm) • -m 

para todo x1, ••• ,xm~E 1 • Logo 

• 
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x' 
q 

m 

- 1 1 
Seja ó>O tal que Bô 1cj ru 2 J, ô< 2 2 • Então, dado 

' c (e+1) 

Ke:).:,csô, 1 J, existe e:>O tal que K+e:A 1 , 1 csô, 1 • Temos 

o 

Logo, 

e 

1 i m s up ~~~~ 
rrt+CO . 

o 

m 
m 
mr 

1 2}• e 2 
(e+1) (e+1) 

. 1 

dm(foj) (0)Jj
11

m < 11m sup{~~~~;-dm(foj) (0)11 }m 
N K+e:B -...co · m. N,K+e:B

1
,

1
. • . 1 • 1 111 ~ 

Dada p s,minorma T N 
8 

-contínua, N-portada por KE ÂCBc5 
1 
l, 

.. # ~.1 .... . .. , 
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~ c(E) \ifilK 
o 

para todo ft ~cu 2 ) • 

2 , '. a 2 
Como 11m aup C----n n ) ------2 • (e+

1
)2 < 1, eaja 

no+oo /liT (e+1) 

O• c(&) t 
n 
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DEJtONSTRAÇÃO DE 5.13. Dado fE ~(0), existem aESC (E), W cCE ,a) a­
a 
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berto equilibrado e f E ~(i (\11 ) ) tais que a o a 
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1 Como E e nuclear, existe BESC(E) tal que a aplicação 

~ iaR:E
8 

+ Ea é nuclear. Por 5.14, existe ~>0 tal que 
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Bô .~ .. {1
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Cxl :S.(x)<ô} c inB (in(Wal) e tal que f 8 •fno (ias I s 6 ,B lEHN(Bô B l. 
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Temos que Bô,B• 1 6 cs~.B), onde B~.s·{xEE:S(xl<ô} e ia8 csô.B)cia(Wa). 

Temos os seguintes diagrames comutativos: 



Temos também o seguinte diagrama comutativo: 
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Dados aeSC(E), w a-aberto equilibrado, por 5.14, I 
a a,S,Wa,B~,B 

é contínua. Logo 

e contínua, pare todo aeSC(E) e Wa a-aberto equilibrado, e então 

~(0) • HN(O) algébrica e topologicamente. 
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