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INTRODUGAD

Neste trabalho, demonstramos teoremas de existencias e e-
proximagcao de solugdes de equagoes de convolugao no espago de ger-
mes holomorfos de tipo nuclear em um subconjunto compacto absoluta
ments convexo de um espaco normado complexo e de um espago local -
mente convexo, complexo e separado. Estes teoremas generalizam par
te dos resultados de Martineau de (7), pois mostramos que, em di -
mensao finita, o espacgo dos germss holomorfos coincide com o espa-
co dos germes de tipo nuclear. Também em CI, onde I & um conjunto
arbitrario, essss espagos coincidem. Como um terceiro exemplo, mos
tramos que, num espaco localmente convexo nuclear, os germes holo-
morfos em torno da origem sao des tipo nuclear.

Matos em (8) definiu o espago de fungoes holomorfas de

tipo nuclear limitado na bola aberta B, de centro na origem e raio

R
R, onde R>0 ou R=+>, de um espago normade E, denotando esse espago
por ’;Nb(BR]. e demonstrou teoremas de existéncia e aproximagao de
solugoes de aquaqus de convolugaoc nesse espago. Esses resultados
sao mencionados no Cap{tulo 1.

Sejam K um subconjunto compacto absclutamente convexo de
F e e6»0. Se considerarmos em E uma norma equivalente com bola uni-

taria K+sB1. valem os resultados de Matos para ﬁ&Nb(K+EB1) cuja to

pologia localmente convexa sera denotada por T
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No Capftulo 2, S1kaprovamos que a topologlia do espago dos
germes de tipo nuclear HN(K]. definida por Aron em (2), € a topo
logia localmente convexa limite indutivo dos espacgos (j@Nb(K+eB1],
TE], €>J, e que HN(K) € um espago tonelado, bornoldgico e (DF).

Sejam agora E um espago localments convexo, complexo e se-
parado, SC(E) o conjunto das seminormas contf{nuas em E, ia a apli
cagao quocientewia:(E.aJ > E”=[E,a)/a-1({0}] e K um subconjunto
sompacto absolutamente convexo de E. Definimos HN(K) como a reuni
ao dos espagos HN(ia[K)J, aeSC(E), e munimos HN(K) da topologia
localmente convexa limite indutivo das topologias‘TN’a dos subes-
pagos HN(ia(KJ). aeSC(E). Esta definigao é dada no Capftulo 2,§2.

Matos em (8) define também a transformada de Borel de um
glamento Te?%&b(BR]. que dé& uma bijegao linear entre X;;b(BR) e
o conjunto das fungoes holomorfas em E' que sado de tipo exponen-
cial menor do que R, denotado por Epr(E').

No Capftulo 3, definimos a transformada de Borel de um e-
lemento TeH;(K) para os casos normado e localments convexo. Para
o casoc normado, a transformada de Borel da uma bijegac entre Hé(KJ
e Exp1'K(E'J-fW Exp1(E,K+eB1)', onde [E.K+eB1J indica o espago

e>0
normado E com bola unitaria K+eB,. Aron em (1) provou que a trens

1
formada de Borel da uma bijegao entre HN(K] e o conjunto das fun-
goes holomorfas em E' que sao de tipo exponencial compacto conti-
das em K. Provamos que esses dois resultados coincidem. Pare o ca
so localmente convexo, a transformada de Rorel da uma bijecao en-
[K](E ) , ¥oaeSC(E)},

! 1Y e L . [
tre H (K] e Exp1‘K(E )={F:E +C.Fo(Iu|Ea1€Exp1'ia
onde I € a aplicagaoc definida por Matos em (10) de 4%g€a) em

XM(E] por Ia(fa)*fao ia‘ para todo faeyL(Ea).

No Cap{ftuloc 4, demonstramos teoremas de existencia e apro-



117
ximagao de solugoes de equacoes de convolugao de HN(K) para os ca
sos normado e locelmente convexo.

No Cap{tulo 5, usando a transformada de Borel de um elemen
to de %ﬁ(K). onde K e um subconjunto compacto absolutamente con-
ivexo de c” ., dada por Martineau em (7)), provamos que .ﬂ@(K]-H (K)
algebrica e topologicamente, e provamos também que HN(K) € um es-
pago reflexivo. Logo @b(K)ﬂHN(K) algebrice e topologicamente. U -
sando essa igualdade, provamos gue, S I for um conjunto arbitra-
rio de {ndices e K for um subconjunto compacto absolutamente con-
vexo de CI. HN(K)=y¢(K) algebrica e topologicamente. Como um ter-
ceiro exemplo onde germes holomorfos sao de tipo nuclear, motiva-
dos pela demonstragao do Teorema 2.11. de Matos (10), provamos

que, se E for um espacgo localmente convexo nuclear, HN(0]=3EIO).

Quero externar aqui os meus agradecimentos ao Prof. Or.
Mario Carvalho de Matos por sua orientagao e estfmulo, aos co-
legas do grupo de_Holomorfia, pelo constante incetivo e a Fun-
dagao de Amparo a Pesquisa do Estado de sao Paulo (FAPESP) que,
atraveés de bolsa de estudos, custeou inicialmente o meu Douto-

rado. v




CAPITULO 1

PRELIMINARES

1.1. DEFINIQZO. Se E for um espago normado complexo e meN, ﬁ)(mE)
denctara o espago de Banach dos polinomios m-homo
ganaos contfnuos em E, com valores complexos, com a norma
Pe F("E)aliPl =sup {|P(x) |} xeE, I xfis1}. |

Se E' for o dual topoldgico de E, temos que ¢mef?(mE]; pa-
ra cada ¢€E',. Denotemos por j?f(mgj 0 espago vetorial dos elemen-
tos de f?(mE) que podem ser representados como uma soma finita
¢T+...*¢: onde ¢J€E' para J=1,...,r. Um elemento de 7¥(mEJ e di-
to de tipo finito.

0 espago de Ranach ZfN(mE] dos polinomios m-homogéneos nu-
cleares pode saer ctaracterizado pelas seguintes condigges:

(1) ‘fN(mE] € um subespago vetorial de /(™

E).

(2) ‘?N(mE) € um espago de Banach com respeito & uma norma,
denotada por ﬂﬂN, e chamada norma nuclear.

A norma nuclear § distinguida da norma usual pelas seguin-
tes condigoes:

f]’ m - - Iy m

(3) . f[ E) estd contido & é denso em .]N( E) com respeito

a norma nuclear.

(4) Para cada Pz.ﬁltmE) sua norma nuclear 6 igual ao {nfi-

mo das somas "01”m+...+“QJm para todas as possf{veis representacdes




pedTe, . +¢",
1 r

A bola unitaria em E sera denotada por B.. Se considerarmos

1
em E uma outra norma equivalente, esta val dar origem a uma nova
norma em {TN(mE). Assim, se U € a bola unitaria de uma nova norma
em E, denotaremos a norma correspondente em i?N(mE] por # "N.u'
Vamos enunciar agora as definigoes e resultados dados por
Matos em (8) e (9) que usaremos nos proximos cap{tulos.
E denotara um espaco normado complexoc e, para R nimero real

positivo ou R=+%, B, denotara a bola aberta em E com centro na ori

R
gem e raio R & 3@(BR) o espago vetorial complexo das fungoes holo-

morfas complexas em BR.

1.2. DEFINIQZO. Um elemento f de ﬁ@(BR) € dito uma funcgeo holomor-

fa nuclear de tipo limitado em B, se:

(1) danO)eﬁ7N(mE) para todo meN

1/n 1
) sﬁ.

%Wb(BR) denotara o espago vetorial de todas as fungoes ho-

(11) 1tm sup(Ella"codl

N -4 0o

lomorfas nucleares de tipo limitado em 8_, munido de topologia lo-

R

calmente convexa gsrada pelas seminormas

© n . )
1l o™ fuﬁrud"m 0y

parea fg}QNb(BR]. com 0<p<R,

1. 3. PROPOSICXO. S&Nb(BR) ¢ um espago de Fréchet.

1.4. PROPOSICAO. O subespago vetorial EfR de ﬁfﬁb(BR) gerado por

todas as fungoes exp¢lBR, oeE', & denso em



\&wb(B J.

1.5. PROPOSICAO. Se aef e fe Hoyy (Bp), entdo d"f(.)ae Ky, (B, e

- 00 % . )
drtdas s L A Mr000.t (a)
i=0 %!
sendo a convergencia da série no sentido da topologia de %%b(BR)’

-

1.6. DEFINICA0. Se Te‘Zﬁb(BR), sua transformada de Borel T € defi

nida por T(¢)-= T(exp¢!BR], para todo ¢eE'.

1.7. DEFINICAO. Uma fungao fe %(E') & de tipo exponencial menor

do que R>0 se existir pe 0,R) tal que, para cada

e>0 existe c(e)>0 satisfazendo
|f(¢]!sc(e)exp[(p+e)n¢w
para todo ¢¢E’.

f 8 de tipo exponencial zero se for de tipo exponencial me

nor do que €, para todo £>0.
Epr!E’) denotara o conjunte das fungoes holomorfas em £

de tipo exponencial menor do que R.

1.8. OBSERVACAO. Dado Fgﬂ@(ﬁ’]. feEpr(E') se, e somente se,
1im sup “danO)"l/n<R.

n-»oo

P -
1.9. PROPOSICAO. A aplicagao TeﬁﬂNb(BRﬁﬁ-TaExpP(E') € uma bijecao

linear bem definida.

1.10. DEFINICAO. Te {Nb(Bp) 6 dito de tipo zero se sua transforma

da de Borel T for de tipo exponencial zero.




1.11. OBSERVACZO. Bupta em (g) define Twfe H, (E) para TsJ&&b(E)

e f€~£Nb(E) por (Txf)(x)= T(T_xf] para todo x€E,

o ' A
onde (T_xf)(yln fly+x), para todo yeE. Se TeJ@Nb[BR] e feJQNb(E) .
temos que T*f€~KNb(E]- pois T pode ser considerado como um elemen-

to de iy, (E).

1.12. PROPOSICAO. Se Te]@&b(BR) for de tipo zero, entao a aplica -
gao linear
ge j(;»lvb (E ) Txge '}(QNb (BR)
e bem definida e continua quando consideramos em Q&Wb(E) a topolo-

gta induaida por ﬁQNb(BR)‘

a ! . .
1.13. PROPOSICAO. Dados Te iy, (Bp) de tipo zero e ft;émb(BR), a

segiencia (Tx % i—,dkf(O))°° € de Cauchy em
k=0 ™ n=0

R yp(Bp) -

! 4y _
1.14. DEFINICAO. Dados Te &Nb[BR] de tipo zero e fevab(BR]. a con

volucao de T e f, denotada por T»f, € o limite da

1 K
3

n
sequencia (Tt I
k=0

£0)°  em - (B.).

d o
el Nb R

43 4 ] ~ *
1.15. PROPOSICAO. Dado Te Kyp(Bp) de tipo zero, a apliecagao linear

Ty: fe K py (Bp)2Ta fe Koy (Bp)

e continua.

1.16. PROPOSIQAO. A aplicagao linear

fe Ry, (Bp)—=df(.)a 87{}‘% (8,)

e continua, para todo acE.




1}
1.17. PROPOSICAO. Dado TE;%Wb(BR) de tipo zero, temos:

Tx(df(.)a)= d(Txf)(.)a
para todo ftﬁ&mb(BR) e ack,

4 [ 4 4 -
1.18. PROPOSICAO. Se Teﬁimb(s ) e fe Ly, (E), entdo

=

(Ty f)(x)=

n

8

Lred et )z
o™
para todo xeBp.

1. 19. OBSERVACAO. Gupta em (g) defins TI*TZE}QNb(E) para

Ty Hoyp (E) por (T T3 (£)=[T x(T x4 (0) ,

para todo fz‘&hb(E]%’e ele provae que f::?; - T1.T2. Portanto,

. an ¥
se T1.T2£IbNb(BR), T1*T2€‘Kﬂb(BR) se, & somente se,

- -

T1T26Epr(E ).
1.20. DEFINICAO. Uma aplicagaao Q? de ‘Kﬂb(HP) em si mesmo € dita

um operador de convolucao em féwb(ﬁml se for 11

near, cont{nua e satisfizer

Widf(.)al= dli f)(.)a

para todo fsf&NéBR] e acfE,.

(2R denota o conjunto de todos os operadores de convolu -
Gac em .ﬁwb(BR).

L
Seja v, a aplicagao de (%R em QQND(BR] definida por

(YR'\Q)HJ= (W F)(0)

para todo fe %D(BRJ e e (;'{R.

-, ) N »
1.21. DEFINICAO. '/ ¢ Og & de tipo zero se YgQefoy, (By) for de

tipo zero.




L
1.22. EXEMPLOS. 1) Para cada neN, consideremos HnsﬁyN(nEJ. 0 ope-
rador de convolugao (Qmeclp definido por
m -

() (x) kEO My

(d®e(x1),

R € de tipo zero.
1/n
2) Se os Hn de 1) forem tais que 1lim sup HHnH <o , entao o ope-
- nw
rador de convolugao (QH definido por

para todo fe R%b(BR] g todo xeB

() (x) = kzo TF%T, Hk(dkf(x]).

para todo feQQNb(BR) e xeBp, € de tipo zero.

1.23. PROPOSICAO. vy, € uma bijegao linear entre ﬂQ,sciR:&Q,é de

57 ’ -
tipo zero} e {Te&tmb(BR): T e de tipo zero},com

’ ’
inversa dada por YR(T)= T+, para todo Te]ﬁmb(BR) de tipo zero.

1.24. TEOREMA. Se (}s(lﬂ for de tipo zero, entao o aubespacb‘vetg‘
rial de }ﬁmb(aR) gerado por -
A ={p exp¢:Pe'7&("E), ne¥, ¢eE', W(P expd)=0} &é denso para a to-
pologia de ‘&Nb(BR) no subespago vetorial fechado
Kot fe gy (Bp) : =0}

1.25. TEOREMA. Se i}e(lﬁ for um operador de tipo zero nao nulo |,

-~ 4 oA = f',
Vamos precisar tambem de alguns resultados de Mujica (11).

1.26. DEFINIQKO. Seja K um subconjunto compacto de um espego lo -



calmente convexo complexo E. Consideremos o conjunto U j'ﬁﬁ(U].
uosK

Duas fungoes neste conjunto sao ditas equivalentes se elas coin-

cidirem em slguma vizinhanga aberte de K. Cada classe de equiva-

léncia é o germe de uma fungao holomorfa em K ou germe holomorfo

em K, yb(&) denote o conjunto de todos os germes holomorfos em K.

As aplicagoes canonicas KﬂU)'->ﬂﬂKJ. com UdK aberto, in-
duzem uma estrutura de espago vetaorial bem definida em QQJK).

7 esnago vetorial R&tK] € munido de topologia localmente
convexa limite indutivo com respeito 3s aplicagoes lineares cano
nicas

(L (U)T ) = FulK)
com U>XK aberto, onde Twé a topologia dada por Nachbin em (2). Um

4 - ot
elemento de K (K) serd denotado por ¥f.

1.27. PROPOSICRO. #.(K)= lim ind H. (U), onde J. (U) é o espago
sk

de Banach das fungoes holomorfas em U que 8do

limitadas, normado com a norma do supremo.

8

Dado aeSC(E), (E,a) denota o espago vetorial seminormado

por a e i @ a aplicagao gquocients ia:(E,a)aaEa= [E.a]/a-1({0}].

1.28. PROPOSICAO. 7 (K)= lim ind (% (K)).
aeSC(E)

1.29 OBSERVACAO. Se K for um subconjunto compacto de c", temos,

por Grothendieck (5), p. 80, que " (K) € um es

pago (OF) e de Montel.

AAAAA



capfruro 2

GERMES NUCLEARES

§1. GERMES NUCLEARES NUM ESPAGO NORMADO

Seja E um espago normado complexo com bola unitéaria B e

1
seja K um subconjunto compacto absolutamente convexo de E.
Dado €>0, JQNb(K*eB1! 6 definido como em 1.2., consideran

do € com bola unitaria K*eB1.

2.1.1. DEFINIQI . ﬁ&Nb(K] € o conjunto dos germes ?e?&lk] tais
que existe um representante de ?ﬁem %Nb(K¢eB1),

para algum €>0.

Para cada €>0 existe uma aplicagao natural

A — v:"ﬁ)
1 et oy (KeBy )T )= P (K)

que leva uma fungao f{}&Nb(K+sB1) na sua classe de equivalencia
o~ f a? v ” %.
f ANb(K], onde Te e a topologia localmente convexa em QNb[K*£B1)

gerada pelas seminormas

o 8™yn |
by, s,e" nEU ;,“d £(0)!

'N,K+eB1 , 0<6<1.

A topologia em 5@Nb(K] € a topologia localmente convexa limite in -




dutivo dos espagos (1&Nb(K*eB1),Te) sob as aplicagoes u para

ab
€>0-

Seja U um subconjunto aberto equilibrado de E e seja .K(U)
a fam{lia dos subconjuntos compactos absolutamente convexos de U.

Por Aron (2), temos as duas seguintes definigoes:

2.1.2. DEFINICZO. HN(U) € o conjunto das fungoes f€36(U) que sa-
tisfazem as duas seguintes condigoes:

(1) dnftolef?N(nE}. para cada neN

(11) Para cada Ke X (U) existe €>0 tal que

T [leecey com
n=0 n! N.K*eB1
A topologia TN,U em HN(U] @ a topologia localmente convexa gera- -
de por todas as seminormas p em HN(U) que sao N-portades por al-
gum Ke X(U); p 8 N-portada por Ke X (U) se, para todo €>0 existir®
c(e)>0 tal qus

p(f)< c(e) I

d”f(OJ”
n=0 n. 1

N,K+eB1

para todo fEHN(U].

2.1.3.DEFINICAO. Dado Ke X(E), seja ([(K) a fam{lia das vizinhan-
gas ebertas absolutamente convexas de K. HN(K) e
o conjunto dos germes $E§QIK) tais que existe um representante de

f em H\ (U), para algum ue 1{(x1.

o Para cada Ue W(K) existe uma aplicagao natural

W3
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Oyt (Hy (UDLTy = Hy (K]

- - ~
que leva uma fungao feHN(U] na sus classe de equivalencia fEHN(K).

A topologia TN em HN(K) € a topologia localmente convexa limite

indutivo dos espagos (HN(U].TN Q) sob as aplicacgoes ¢u. pera vellgxy.

2.1.4. DEFINICAO. Dado P>0, seja ﬁ%zb(Bp] o conjunto das fungoes

f€ ﬁﬂap) que satisfazem as duas seguintes con-

digoes:
- 7P
(1) d"#(0)E fN(“E), para cada neN
o0 n -
(Y n i
(11) I & ”d f(uﬂ[N< o0

n=0

A topologia natural em KQ:b(Bp) é dada pela norma
(-] pn __n
Helly o 20 = Jla" s 0]
n= ~

y o
para todo fe ﬂmb(ap].

2.1.5. PROPOSICAO. XL;b(BO) é um espago de Banach.

~ -~ o0 ) 0
Demonstragao. Dada a sequencia de Cauchy (fk]k-o em Kng(Bp). temos

que, pars cada neN (1 ;nf (0)]“ é uma sequéncia de
’ ool kK k=0

Fed

de Cauchy no e@spago de Banach ifN(nE). Seja Pnefyh(nE) o limite des
sa sequencia.
Dado £€>0 existe kOeN tal que

o0 n . -
“fk-fluN.pz nEO £ "dnfk(O)'dan[O“IN <e

para todo k,%>k_.. Logo, para todo meN e kZKO'

D




)

11

mo dnfk(D]
(1) I »p -—ET———‘F’nNsﬁ
n=0 -

Também, temos

e, para todo meN,

' d" ¢ (0} a" ¢, (0)
m n[ 1 m ko m n Ko
) o] P s X o} P - 1 + T p 1
n=0 l n|N n=0 n nt N n= nt

n

0 N
[- ] n . o0
Logo £ o “P “ < ® e, definindo gi{x)= I P_(x) pare todo xeB_,
n n
n=0 N n=0 P

temos que ge%be(Bp] e, por (1)

Il

-]
para k;kc. Logo 1lim f .= g em ﬂéNb(Bp).

2.1.6.0BSERVACAO. Se cansiderarmos E com bola unitaria K+eB1, te

mos gue

£ ®

dnf(Ow
N,K+sB1

n!

- ' ©
Hom, (KeeB ) u{se Jotkeen ):a"ft0)e P ("E), ¥nen, =
n=0

Denotaremos por ”' a norma em ﬁb:b(K+eB1).

”N,1,e

[« ]
2.1.,7.PROPOSICAO. Para cada e>0, yéNb(K+ng)C.%%b(K+eBl)c:HN(K+eBI).

DEMONSTRACAO. A primeira inclusao € clara. Provemos entao que

ﬂbNb(K*sH1)c;HN(K+sB1). Dado f¢ %mb[K¢EB1). temos que
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1/n
< 1.

1
Dado Le X(K+£B,), seja p= disl(L, CK+€B1)= inf{lix-yll:xeL, yek+en,}.

d”f[ﬂ)“
NN, K+ER

dnf(ﬂ]e<§k(nE). pare cada neN e 1lim sup
WOO

Seja 8, 0<8<p/2. Entacn L+6§: CK+eB,
Para provar a inclusao, basta encontrar 60, 0<60<1, tal

que L#651c:50(K+eE1]. pois

{i ~n i 1/n “n 1/n
1im sup 9—§§gll‘ £ 1im sup 9—5%24
n-reo : N,L+<‘SB1 n-~oo . N,8 (K+eB.)
fa} 1
n f(ﬂl 1/
= 1im sup (6 ” ) Ng¢ 60 < 1.
nees o N,K+eB

Se nao existisse tal Gn' para cads neN' existiria x E(L+8B,),

n-1 %
xnd — (K+eB1). Sejam, para cada neN ,rynsL e znsB1, tais que

X" yn*dzn. Temos que

O
3

FgT R FgT x, € K+eB, e y.EL.
Logo
[¥n = 757 vn - 7ot 2l 20> 28
isto @,
26 < ||==4 vo - 223zl € 5 vl ¢ 223l €
Assim, /

lly i > 28(n=1) - §n = §(n-2)

pars todo neN', contrpadigao, pols (yn]:-d:L'
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2.1.8. DEFINICAO. Seja ﬁzzb[K] o conjunto dos germes ?eQQ(K] teis
~
que existe um representante de f em y@:b[K*eB1)
para algum €>0., Seja, pare cada €>0,
o o L) ' ;
ug t Yoy, (K+€8, )+ Yo, (K)

a aplicagao natural.
A

N

yb:b(K) sera munido da topologia localmente convexa limite

indutivo com respeito as Ceplicacgoes

™ o -
ug s (Hoy, (KeeB 1L Il 4 0 Yoy (K)

2.1.9. TEOREMA. {ou, (K) = Koy, (X) = Hy(K) algébrica e topologica-
mente.

- m ~
DEMONSTRACAO. Como as aplicacgoes Ug» U, ® @U sao injetivas, para

€

cada €>0 e Ue TUIK) , podemos escrever

[« <] . -] 7
%o oy = U (KeeB.), Koo (K1=\U Ko (keeB.) e v (k)= \J w
Nb €>03@Nb 1 N7 Y e 1 N etk M

Temos que:

©o
(a) HN(K) = beb(K) = HbNb(K] algebricamente.
De fato, dado fEHN(U]. para algum ve W (K) temos que

dnf(0]€<?N("E). para cade nEN, e axistes €>0-tal que

® n
z Hd NO]‘ < o ) K*€B1CU.
n=0 n, N,K+€B,

Logo, fl(K-reB“)EXf;\'b(K«reB“). A Proposicao 2.17 completa a

W

prova de (al.

-~ oo 1 -
(b) As aplicagoes identidades %sz(K] *yng[K]* HN(K] sao contf-

nuas.
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Para isso, provemos que as inclusoes

ow

(Yonp (K+€B ), 1k HN.m 1> Koy, (K*EB, )T, )—»(HN(K+ea1).TN'K¢EB1)

sao cont{nuas, para todo €>0.
A primeira inclusao € claramente cont{nua pois, dado

feﬁbzb(K+EB1). temos que

<

“f”N,p,e < lH“N,1,e para todo p, 0<p<1.

Seja agore p uma seminorma TN'K+€B1—cont{nua. Entao exis
te Le.KJK*eB1) tal que p € N-portada por L. Como na prove de

2.47, existem § e 60. §>0, U<60<1 tais que L+681C;60(K+EB1] e

existe c(§)>0 tal qus

00 “n ® “n
p(flgcls) I d_£00) <ct§)y ¢ & d £(0)
n! 0 nt
n=0 : N.L*GB1 n=0 ' N,K*eB1

=c(8) ||| N.E L€
o

para todo fs]ﬁNb(K+eB1].

Logo p € T€~contfnua.

(c) A identidade HN(K)+X5:b(K) § contf{nua.
Dada p seminorma continua em %Q:b(K], provemos que p o ¢U

é Ty y-contfnua para todo Ue W(K), isto €, que, dado >0, existe

cle)>0 tal qus

oo ",;’n (0] i
(%) p o ¢U(g) < cle) I —~57~"“
o n=0 " IN.keeB,




. 158
para todo geHN[UJ.
Fixemos Ueg LQKJ. Temos dols casos a considerar:
(i) Seja >0 tal que K*eB1C.U. Sendo p o .u. cont{inua para a norma

€
” “N.1 e’ existe c(e)>0 tal que

H O ;
: (p o ud(f) ¢ cle) Iflly 4 .

62ra todo fesz;(K*eB1J.

’ L]
Dado geHy(U), se gl KseB, elpy, (K+€B,), temos que

o
ue(g|K+eB1] = ¢,(8)

®  1d"a(0)]
(p o ¢U)(g] < cle) I "——%T——“ 3
n=0 - N,K*EB1

se g|K+eB1 ¢ x&:b(K+eB1), temos que
® 1
z

n=0

z + ©

é"g(o)
n:

”N.K*EB1

e (X) tambem é satisfeita, gqualquer que seja c(e€)>0.

(11) Seja €>0 tal que K+eB1 & U. Entao existe €40 0<e1<e tal que

K+gB, c Un (K+eB,). Dade geHy (U], novamente, se glK#qB1 €

-]
xQNb (K+e181) temos

00
(p o ¢,)(g)=(p o u’ )lglKk+eB,) 5 ele ) T

-~

idng(OI!
nt

1 ) | n=0 N,,K*e‘B1
o n
| <cte,) @ |[&&{0) ;
n=0 n N,K+eB

1

se g]K+%B1 ¢ x&:b(K+e1B1), temos
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g o)l -
z ——ﬁr-—‘ >z
n=0 ’ N,K+€B1 n=0

td" (0) |
n. N,K+€_B
$RE 4B,

e (X) tembém € satisfeita, qualqusr qba seja cle)>0.

Logo HN(K)"'%%b(KJ~:E%b(K) algébrica e topologicamente.

2.1.10. COROLARIO. H,(K) é tonelado e bornoldgico.

2.1.11. PROPOSI¢AO. H,(K) € o limite indutivo de uma sequéncia
erescente de espagos de Banach. Em particu

lar, Hy(X) € um espago (DF).

DEMONSTRACAO. Seja (€n) uma sequencia de ndmeros reais positi-
vos deerescendo a zero. Dado €>0, existe LU eN
tal que €,<€ para nn . Logo, a aplicagao
o0
Hy(K)*1im ind ¥, (K+e B,)
€ _+0 .
n
e cont{nua, pois o diagrama abaixo é comutativo.
o (keeB, ) +» foo (Keg_ B,)
Yoy (KeeB, Nb R P
+

‘ o
Hy (KD > 1ém+énd Yonp (K*e By)
n

2.1.12. OBSERVACAO. Se UCE for um aberto absolutamente convexo,

pela Proposicao 3.11 de Aron (3) s Proposi -

cao 3, §11, de Nachbin (12) temos que a inclusao
g
(Hy (U, Ty ) = (}@gUJ.Tw)

8 continua. Assim, dado KeijE). a inclusao
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Hy (K) > Ha(K )

8 cont{nua, gquande munimos ambos os aspagos das respectivas topo-

logias limites indutivos.

§2. GERMES NUCLEARES NUM ESPACO LOCALMENTE CONVEXO

Sejam E um espaco localmente convexo complexo separado e
U um subconjunto aberto de E. Dados fe §{(U) e K um subconjunto
compacto de U, por Barroso (4), existem aeSC(E) e um subconjunto

W, de U a-abterto contendo K tais qus
O
‘Flwazwa C(E,a) » C

&

€ holomorfa. Mas isto € equivalente a dizer gue existem aeSC(E),

waC(E,a) aberto contendd® K e fae yb(ia(wa)) tais que

flwa= fao[ialwa]. Em outras palavras, Barroso mostrou que

o (k) = U (LIEIN{SD

aeSC(E)

Alem disso, Mujica em (11) mostrou que Yotky=14m ind ¥oli _K)
) aeSC(E)
Motivados por isso, damos a seguinte definicao:

2.2.1. DEFINICZ0. Dado Ke f(E), dizemos que o germe fe Yotk) 6 de

tipo nuclear em K se existirem aeSC(E), WGC(E.a]

aberto equilibrado contendo K e faeHNtia(waJ] tais que

a-f/_‘-_"“_—’/
f = fao(ialwa)

0 espago vetorial dos germes de tipo nuclear em K € denctado por
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HN(KJ.

Dados aeSC{(E} e waZJK o-aberto equilibrado, consideremos as

aplicaegoes lineares

P
IQ‘N‘wa:fa eHy (1, (W ) Fao(ialwaleHN[K)

o~
Ia'N:FaEHN(ia[K)] ad Ia‘N.wa[FG)eHN(K)

H ] 5 £ .
onde fae N(ia(wa] € um representante de fa

o - !
2.2.2. OBSERVACZAO. Ia,N esta bem definida pois, se faeHN(ia(Ma))e

o~
gGEHN(ia(VaD forem representantes ds fy» exis-

te um conjunto a-aberto V, com 1a(K)C;Vc:ia(Va)f\ia(wa) tal que

fa- ga em V, @a entao0

N—/N

]
IG'N'wa(fa)=fao(ia|ha)= fa[v = ga'V - gao[ialva)ﬂIa.N'VQ(ga

).

£ claro que cada Ia N g injetiva, e podemos escrever

Hy (KD = \J Hy (1 (K))
acSC{E)
2.2.2, DEFINICAO. A topologia Ty de Hy, (K) € a topologia localmen-

te convexa limite indutivo das topologias TN o

(ver 2.1.3.) dos subespagos HN(ia(K))'

Por 2.1.9. temos, entao

(H, (K),T ) = 1im ind [lim ind (Yo, (1 (K)+eB ), 1 ﬂ
N N aeSC(E) e>0 Nb "o a’’ "e.a

onda Ba denota a bola unitaria de Ea 8T, o 2 topologie em

A
beb(iatK)+esa).




capITUuLo 3

TRANSFORMADA DE BOREL
§1. CASO NORMADO

Seja E um espago normado complexo e seja Ke kAE]. Como u-
saremos os resultados de Matos do Cap{ftulo 1, definiremos a trans
formada de Borel de um elemento de H&(K) pensando-o como um ele -
mento de y&;b(K] = (liz>énd [beb(K+€B1].T€)]'.

3.1.1. DEFINICAO. sSe TEH&(K) sua transformada de Borel fBN(T) e

definida por

(3] 0y - ﬂs ()

N .
para todo ¢cE’', ende T o u, ®© definido em 1.6,

2!
& aplicagao de restrigao

3.1.2. OBSERVACA0. 3 (T) nao depends de €>0 pois, dados €,, €

0<g <., s8ja 1
1 72 62£1

de isz(K¢£281) em ?QNbIK+e1B1). Entao u£1o i€261' usz. Logo

(T o uezl(exp¢[K+ezﬁ1) = (T o u€1o 1€2€1J(exp¢]K+ezﬁ1l

= (T o u€1)[exp¢lK+e1B1]
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3.1.3. PROPOSICAO. Se ‘JN for o subespago de HN(K) gerado por

P ——— ~ - .
{exp ¢: ¢eE'}, entao y} e denso em HN(K).

ES

~
DEMONSTRAGAO. Sejam feH (K) e V uma vizinhanga aberta de f em

HN(K). Seja >0 tal que exista fe Kﬁb(K+€B1) com

~/ -
ue(f) = f, Assim u€1(V) ¢ vizinhanga aberta de f em (ﬂBNb[K+eB1].
Tel. Por 1.4., existem ¢E J£(E.K+€B1)’ ((E,K+eB,) indica o espago
normado E com bola unitaria K+eB1],AJcC. j=1,...,m, tais que

m -1 :

L x,.expl( K+eB,) € u_ (V).

(:;Eﬂtéﬂ
m & m /-\...../
us(J§1AJ axp(¢e’JlK+eB1)) - 331 AJ exp ¢e.J € Vr\EfN.

3.1.4. OBSERVACAO. Por 1.9, temos que a aplicagao

Te %, 6» T '
€ Nb(K+ 81] » T ¢ Exp1(E,K+eB1)
g€ uma bijecao linsar bem definida.
Sefa Exp, ((E') = [V Exp (E,kseB,)' C HalE")
)

>0

3.1.5. PROPOSICAO. A apliecagao

[}
iBN: T e Hy(k) » D7) e Exp; y(E')

é uma bijegao linear bem definida.

//“\\
(T)= T o u_ e Exp1(E,K¢cB1l'. para

DEMONSTRAGAO. Dada TeH&(K). 3y o
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. Q.
todo £€>0. Logo 'ﬁN & bem definida. b, 6 injetiva por 3.1.3. Pro-

N
vemos que (lN ¢ sobrejetiva.
Dado FeExp1"(E') temos que FsExp1(E.K+eH1)'. para todo e>0.
Por 1.9, temos que, para cada €>0, existe um dnico Tee-ﬁﬁéK+eB1)
tal que Tes F, isto e, Te(exp ¢‘K+EB1] = F(¢), para todo ¢eE’.
Definamos uma fungao T de Y em C linear e tal que

N

r——
Tlexp ¢) = T_lexp ¢IK+EB1) = F(é)

para todo €>0.
Como T o u8 J Te’ para todo €>0, temos que T ¢ cont{nua em

EfN, tendo gN a topologia induzida por (HN(K),TNJ. Assim, podemos

estender T & todo (H,(K),Ty) continuamente e, denotando essa exten

sao ainda por T, temos qus

CBNU) = F.

3.1.6. OBSERVACAO. Aron em (1) provou que a transformada de Borel

dé uma bijecao entre Hé(K) e o conjunto das fun
cbes holomorfas em F' que sao de tipo exponencial compacto conti-
das em K, isto &, {Fe h(E'):7e>0 dcle)>0; [F(g)|gcle) explliph, +
+€ldf|), ¢ E' . Provaremos aqui que o resultado de Aron € o mes-
mo que o obtido em 3.1.5.

Dado FsExp1 K(E']. temos que:

ve>0 dA(e), 0<A(e)<1, Jc(e)>0: |F(o)] gcle) explAlelNdly , g »
. | 1

V¢eE'.

Logo F satisfaz a desigualdade
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|F(o)] sele) explioh, + elieh),

para todo ¢cE’.

Reciprocamente, dedo Fe 3z"«(E') de tipd exponencial compacto

contido em K, temos:

Ve>o 3cte/2)>0 : [F(8)] & c(e/2) expUioll, + Slol)

para todo ¢eE’'.

Sejem 6>0 tal que KC4B, e A = Q%%éz < 1. Entao
ol ¢ shel e & = Z%;% . 5

isto €,
no, < 25215 nel

ou

(1) ol + 5 Holl < Ao, + Aclgh = AL, + €lol)

)
Como K 6 absolutaments convexo, temos

oW, + elol = ol oo

Logo, a desigualdade (1) fica:

“¢HK + Shén < A"¢"K+£B1

e, tomando d{e) = c{€/2), temos

[Fte)]| < dte) exp[Au¢“K+eB1],

para todo ¢eE’' e, portanto, F € Exp1 K(E').



23

§2. CASO LOCALMENTE CONVEXO

Seja E um espago localmente convexo complexo separado e seja

ke K(E).

3.2.1. DEFINICAO. Se Te[HN(K],TN)'. sua transformada de Borel ’EN(T)

& definida por
y e P
Byl « [Dyrarx, ) - (Tox,  1{exp ¢ )eTlaxpe) =

para todo ¢€E’' 8 todo eeSC(E) tal que ¢ao 1& = ¢, com ¢aeEé.

-

5.2.2. 0BSERVACA0. [D (T1](6) é bem definide pois, se a,B8eSC(E)

forem tais que ¢a° 1a=¢80 16=¢. com ¢aEE&'

¢ReE8. temos

NO ue.a)(exp ¢alia(K)+ePaJ

— (,w——--/
N)(exp ¢al = T{lexp ¢a° ia)

)

[.JSN[T o IG_N)} (6,0 = (T o T

)

{T o Ia

’

o
T(exp(¢ao ia)) = T[exp(¢80 is

(2,7 0 15 1) o).
onde ue‘uzjﬁNb(iu(K3+eBa) - HN(iq(K)) 6 a aplicacao natural.

3.2.3. PROPOSICAO. Se ‘!N for o subespago de Hy(K) gerado por

{exp ¢:¢eE'}, entdo Y, é denso ep (Hy(K),T,).

~ ~
DEMONSTRAGAO. Sejam feHN(K] e V uma vizinhanga aberta de f em




-~

2¢

~ ~ 4
(HN(K).TNJ. Sejam aeSC(E) faaﬁﬂtiaiKl) tais que Iu.ﬂ(fa’ - £,
-1

Assim, IQ’N(V3 8 uma vizinhange aberta de *a am HNtia(K)). Per

3.1.3, existem ¢ €E*', A,eC, J=1,...,m, tais que

®a,3 o’ "3
m /-—-_.._/ -1
z AJ exp ¢a.j € Ia.N(V)'
=1
Entao '
IG.N(J§1 XJ axp ¢a,j) . 331 XJ exp(¢a.Jo 1) € vn oy

3.2.4, DEFINICAO. Daenotemos por Exp1.K(E') o sspago vetorial de
o todas as fungdes F de E' em C tails que
FolI,|Ey) € Exp,‘.ium)(ﬁ‘;)

para todo aeSC(E) tia 6 & aplicagao dafihida por Matos em (10)

, 9
de JQIEGI em ﬁahlfi por Iu(fal - fao 10. para todo fa ezJEa)).

3.2.5, PROPOSICAD. A aplicagao

!
317" T e Hy(K) B,(1) e Exp, y(E')

é uma bijegao linear bem definida.

DEMONSTRAGAO. Dado TeH, (K), CBNtT)otxalEé)-TBN(Toxa’N)eExpLiéK)(E&J
para todo 0eSC(E). Logo 3N § bem definida.
:BN e injetiva, por 3.2.3. Provemos que :3~ € sobrejetiva.
: [ - [ *
Seja FeExp1‘K(E ); entao F °(Ia’Eu’£E"p1.1utx)[Eu” para
todo aeSC(E). Por 3.1.5 temos que, para cades aeSC(E), existe um

L
dnico T eH (1 (K)) tal qus B (T ) = F ofI |€7). Assim,
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Ta exp ¢a) = F(¢ao ia]‘

para tado ¢ueEé. Definamos uma fungdo T de ‘JN em C linear e tal

que
P g
T(exp ¢) = Tq(exp ¢al = F(4)

para todo ¢eE’' e todo aeSC(E) tal que ¢ = ¢qo im' com ¢a€E&’

Como T o Ia N S Tu‘ para todo %¢SC(E), temos que T & con-

} tinua em VN. tendo VN a topologia induzida por (HN(K).TN). As-

sim, podemos estender T a todo (HN(K),TN] continuamente e, deno-

tando essa extensao ainda por T, temcs que iﬁN(T] = F,




cAPITULO 4

OPERADORES DE CONVOLUGAO EM HN(K)
§1. CASO NORMADO.

Seja E um espago normado complexoc e seja ke J(E). Como use
remos os resultados de Matos citados no Capftuloc 1, pensaremos em

HN(K) como sendo (HN[K).TN) = 112>3nd (%ﬁNb(K*EB1).T€).

4.1.1. DEPINIgZ0. Dados ?EHN(K) e acE, definimos d"%(.)a como sen
do o germe am‘HN(K) dado por
¢

;n:(.)a - ue[;nf(.jg |

onde £€>0 e fejﬁNb(K*€B1) sao tais que us(f) = f,

4.1.2. OBSERVACAO. Por 1.5 temos que, se fe;%Nb(K+eB1] e acE, en-

tao

-~

n ?
d f(.)aelng(K+eB1]

e
(x) d"f(.)a = T %r a"*leor.t (e

i=0
sendo a convergéncia no sentido de T_.

0 germe dn?(.)a gsta bem definido pois, dados €, ® €
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Oce ,<e,, F,€ %thx+e1e1l, £.€ Jﬁsz(K+szs1) tais que ue1(f1)=u€2(+‘2)
~
=f, temos que f1- fz em K+€1B1. Logo

1+n i +n i
d f1(03. LI fztﬂl. em K*e1B1

para todo iei. Por {(¥) temos

“n “n
d f1(.]a = d FZ(.)a em K+€1B1.

logo

€ €

(d"f_(.)a)
1 2 2

u (dnf1(.]a) -y

4.1.3. DEFINICAO. Um operador de convelugao em H (K) & uma aplica-
cao Q© de HN(K) em si mesmo que € linear, cont{nua
e tal que

Q(cfl.)a) = d(Cf1(.)a
para todo ;eHN[K) e acE.

CLN(K) denotas o espago vetorial complexo de todos os opera
dores de convolugdo em Hy (K).
4.1.4. DEFINICAO. Definimos a aplicagdo linear Y de @er) em

L
HN(K] por
~ o~
(y Q(f) = ((QF)(0)

para todo ( € GN(K] e ;SHN(K).
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-

4.1.5. DEFINICAO. TeH (K) € dito de tipo zaro se

1m " [B, 7)) u:a;_"vﬂ -0

4.1.6. OBSERVACAO. TeHN(K) ¢ de tipo zero se, e somente se,

L
TouGEJGNb(K+eE1] é de tipo zero, para todo €>0,

no sentido de 1.10.
De fato, existe >0 tal que K.C681. Logo

eB1C‘K+eB1 C(G*E]B1

e

i 1/ - 1/ 1/
c1in [|a" [, (1) o < lim“dn(QHO) " )
n-+oo n-re

‘e
$(6*e)lim“d [iN[TiJ(O]”
K+€B1 n-so

para todo €>0.

4.1.7. pEFINICAO. Q €@, (K) & de tipo zare se Y( €Hy(K) for de ti-

po zZerao.
&)

4.1.8. PROPOSICAO. vy é uma bijegao linear entre {(Qeaw(x): Q e de

' - . .
tipo zero} e {TeH,(X):T é de tipo zero}.
Para demonstrar 4.1.8, precisaremos de alguns lemas e da

seguinte definigao.

4.1.9. DEFINICAO. Dados TeHN(K) de tipo zero e feHN(KJ, definimos

i
a convolucao entre T e f, por

~ ~]
Txf = ue[fToug)af
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~

onde €>0 e fsi&Nb(K+€B1] sao tais que uE(f) = f,

4.1.10. OBSERVACAO. Txf estd bem definido poils, dados €, 8 €,,
-] N [
0ce,<e.,, f,=L P, ec¥ (Kee,B,), f,= L O
1 2 1 k=0 k Nb 171 2 k=0 k
{ s 3 ~
e Koy, (K*€,B,), com P .0, P (“E), KkeN, v (Fq) = g (9) = f .
temos que, para todo keN, Ue [Pk) - U (Qk) e, como sm 4,1.,2 ,

1 2

temos que, pare todo xeE, neN,

u (ank(.)x) =y

(a"g, (.)x).
61 | 82 3

Dado xeK+e1B1. por 1.18, temos:

_ 2 9 “n
EToue ]*P;}(x) - T I (Toug 1(e"P, (x)
1 n=0 1
. w .
_— 1T (Toue ) (d Qk(.)x)
nt 2
n=0

"

ﬁrouez);md (x)

Como (Toue € linear, 1=1,2, temos que:
i

n fn
(Toue J¥ T P, = (TouE Jx« ¥ QK

em K+¢ B .

P

Passando ao limite ambos os mambros da igusldade acima,

quando n++2, temos (ver 1.14):

(Toue )*f1 = [(Toue

1 )**FZ}IK¢E1B1 em K+g,B

> 171
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Logo u_ ((Tou,k Mxf,) = u_ ((Tou_, JIxf,)
€4 €, 1 €, €, 2

?
4.1.11. LEMA. Dado TeH,(K) de tipo zero, a aplicagao linear
Ty : FeHy (K) » Ty fe By (K)
é continua,
DEMONSTRACAO. De fato, para tode €>0, (Talou = uﬁa[}Taue)ﬁ] ]

cont{nua, como composta dea duas aplicagoes cont{-

nuas (ver 1.1%).

é continua, para todo ackE.
DEMONSTRACAO. Analoga a do Lema 4.1.11 (ver 1.16).

[
4.1.13. LEMA. Dado TeHN(K)‘de tipo sero, temos que
Ta(df(.)a) = d(T«F) (. )a

para todo }%HN(K) e ack.
o

DEMONSTRACAO. Dados FeH (K) e scE, sejam €>0 e fe Ko (K+eB,)

-t

tals que ue(f) = f, Entao temos

Ta(a¥(.)a) = Tefu_tdf(.0a) = u_[(Tou 1x(df(.)a)]
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(1)
= u {d(Tou Ixf)(.)a} = d{u ((Tou IxfI}(.)a

= d(T*;)(.)a.
onde a igualdade (1) segue de 1.17.

DEMONSTRACAO DE 4.1.8. Pelos lemas precedentes, sefTEHé(K) for de
de tipo zero, entao T*eClN(K].

Seja Y' & aplicacdo definida de {TeHé[K): T é de tipo zero)

em {C>e(1N(K): @ § de tipo zero} por Y'(T) = T, para todo TeHé(K)

de tipo zero.

: o
]
Dados TeH, (K) de tipo zero e ?EHN(nl.,sajam €30 e f» L P,
k=0

A

et
£ -Nb(K*sB1] tais que ue(f) = f, Temos

-

((Yoy’)(T))(uE(Pk]) = {(Y’(T))(uS(PK))}(0)-(T*(ue(Pk)l)(0)
= {UE((TOUE)*PKJ}(O) =((Tou)x P ) (0) = (Tou ) (P, ),

onde a Gltima igualdade segus de 1.18.

lLogo

n n
{(yoy")(TNou _}( X P ) = (Tou )(Z P,
€ k=0 € k=0 X

para todo neN. Passando ao limite & dltima igualdade, quando n++»,
temos:

~ ~
((YOY')(TJJ(fJ = T(f)

Logo (Yoy'l(T) = T, para tode TeH&(K] de tipo zero. Txe QN(KI



32

€ de tipo zero, pois Y(Tx) = T.
Reciprocamente, dados d?eglN(K) de tipo zero e feHN(K). se
o0

jame>0 e £ = T P &% (K+eB,) tais que u_(f) = f. Temos:
ko K UMD 1 €

’ O = ) % = ) i
((y OY](\k])[uE(PK)) Y&,*[UE(PK]) ue((Y()ouel%Pk]

Dado x€K*€B1. por 1.18 temos:

o -
4 ; n
p) Hrivaloue}[d Pk[.)x)

((yQou_ )P )(x)
Q € k n=0

m -
« 3 n
n,-:-on! YQ{u ta'P, .)x)}

3 s
= T % (©Ofu_td"r, 1x1} (0]
n=0 €

=)

o0 -
1 - n
s E ;r{GZ(d (ug (P Y] (.Ix)}(0)
1 “n, .
= I oF {d (uQ(uetpkl))t.)x}toJ (1)

a7 : )
’ = (. ;
Sejam € >0 e gngNb(K¢eoB1) talis que ueo(g] (ﬁ(uE(Pk)]
podemos supor e°<e. Entao, para todo xeK*eoﬁ1, temos

“n,. n . “n
d ((2(u€(Pk]))(.]x d (ueotg))(.Jx usotd g(.)x)

Logo
o - o« -
(10 = = 2 pu td"glax00) - £ 1 d"g0)x = g(x),
n=0 "~ "o ne

g antao
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T =
((Y(Qou€J¢Pk)|(K+eoa1] g,
Logo

uso{ma ouelxpk)!K+eos1 = ueo(g] = @(UE(PK)).

isto €,
u ((YQ ou JxP ) = Q(uecpkn

Assim,

((Y'oyldlltueka)) = u?(ueth)).
Para todo neN, temas

{(ty'oy) Q) o ue}(kzgo PJ) = (Qo uenkgn P, )
Passando ao limite a Gltima igualdade, quando n++x», temos
que
((y'oy) Q)(F) = ()
e entao
(y'oy) (Q) = Q,
para todo Q}eCLN(K] de tipo zero. E claro que YﬁzeH&[K) ¢ de tipo

Zero.

]
4.1.14. DEFINICAO. Dados T, T,eH (K) de tipo zero, definimos

T¥T,: Hy(K) + € por (T,xT, ) (£)=(T % (T ,x£))(0),
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)
Para todo feHN[K).

4.1.15. OBSERVACAO. Dados £>0 e fe ﬁmb(K+eB1). temos
= *
T (Txlu (£))) 71 {ue((TzouE)*f)}
= uE{(T1ou€)*((T20u€)*f]}.
Logo, dado 7 SHN(K). temos

~
(T1rT2](f) » {(T10U€)$((T20U€]*f3}(0) = ((T1°ue)*(T2°Ue))(f]

~

para todo £€>0 e fe JCsz(K+eB1) tals que uetﬂ = §£, isto €,

(T11~T2) oy, = (T1ou€]r(72uu€).

para todo €>0. Por 1{3719,
) ' /\ A '
(T,ou )¥ (T ou le &Nb[K+eB1) @ T,ou. Toou. eExp, (E,K+eB ) .

Logo,

T1wT2 € H (K3} ém#\b (T ) .ﬁ'“[TZ) € Exp1‘K(E‘).

4.1.16. EXEMPLOS DE OPERADORES DE CONVOLUGAO EM HV(K) DE TIPO ZERO.

i Y Py = -
1) Seja ame(QN(K) definido por Q”mpf) (UEGQ’m‘sl(f)

; - ~
para todo ';eH (K), onde >0 e fe ¥o (K+gB,) sao tais que u_(fl=f,
N Nb 1 €
e sz e € o operador de tipo zsro em JQNbIK*sB1) definido em 1.22,

~
(Qm(f] estéd bem definido pois, dados €£,,6,, 0<€,<€,,

~
£,€ wﬁb(x’€151" £, &f b (K*€,B,) tais que u€1tf1)-usztf2)-f. temos

que:

v
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"k “K
d f1(x) = d fz(x)

pera todo xeK+e,B,, pois f2|K¢s

1 184 = f4. Loge

(Q, . ($,0)] tkee,B) = @

(f,)
€5 1

me€1

u (Q (£,)) = u€1(u2

[f ))I
€, m.e2 1

ml€1

(Qm 8 de tipo zero pois, dados >0 e fe fq\‘b(K+eB1), temos

(yQou. ) (£) = (@m[uetf)]](m - ((ueo(Qm‘E)(-Fl)(O)

- t@mﬁ(fﬂto)- we(Qmﬁllw).

onde v, € a aplicagao dada em 1.20.
/\
Logo ﬁﬂé;::; = YS((Zm e] e de tipo exponencial zero, para

todo €>0.

2) Analogamente, mostra-se que o operador de convolugac
(ZHeClN(K] definido por Qgﬂtf) - ;usoiQH'g)lf),.pgra‘todo feH, (K],
o~
onds >0 e fe K;thk#ea,‘) sao tais vqun uey(f) ,. 1t ‘a (QH.e e defini-
do em 1.22, @ de tipo zero. A .

4.1,17. TEOREMA. Se (D¢ @W(K) for de tipo zero, entao o subespago
vetorial de H,(K) gerado por Kz={Pexp¢:Pei? ("E),
N N
P .
neVN, ¢eE'; Q(Pexp¢)=0} é denso para a topologia de HN(K) no subes-

pago vetorial fechado { ={f%HN(K):Q2?=0}.

DEMONSTRAGAO. Por 3.1.3, o teorema € verdadeiro para W=o. Suponhea

mos entao QZ#O. Por 4.1.8, existe TeHN(K) de tipo ze



36

ro tal que = Th. Seja XeH, (K) tal que XIKL = 0, isto é, se
s, e - T —— n

(&(P exp¢) = 0 entao X(P expd) = 0, com Pei?N( E), ¢eE', neN.

Sejam th o espago vetorial dos operadores de convolugao
~ - 1 4
em xmb(K+eB1]. Ye:{die aé: Qé de tipo zaro}*{TeﬁQNb(K+eB1]: T
¢ de tipo zero} a eplicegeo definide por (v, Q)(f)=(L+)1(0), pa
¢ L
para todo fe )ﬁNb(Kﬁ:B,'] e Yﬁ: gua 1ﬁver§§. »gfp{ﬂ! t?.MJT

Temos entao que:

(1) Kle(lN(K3 8 de tipo zero 4= (Tqu}ﬁsﬁlt'fé de tipo zero, pa-

ra todo €>0. Isto porque

Y0 o Ug = Yo ((Tou )¥).

De fato,
Y(Qoue = YE(YC(YQZOUE33 = Yg((y@)ou€]¥).

(11) @ Ff = 0 ¢=> (Tou )xf = 0, para todo €>0 e fe f,,, (K+eB,) tais

lw-/
que uetf) = f,

PRt | ~
De fato, W f = Trf = ue ((Tou Jxf), para todo >0 e

€ injetiva.

feJ&Nb(K+€B1) tais que ugtf) = F; além disso, ue

[
Se X se anula emA< entao Xnuﬁ € Nn(K+eB1) se anula @em
Lo = P axps] (kveB ) :Ped | ("EY, neN, deE'; (Tou 34 P axpd| (KeeB,)=0}
e portanto XQue se agula em J\je = {fe %Nb(K*eB,‘]: (TnuEJ*f-O} .
por 1.24, para todo €>0. Logo X se anula em % . Pelo teorema de

Hahn-Banach, temos o resultado.

4.1.18. TEOREMA. ve iﬁele(K) for um operador de convolugao nao

nulo de tipo zero, entao (QHN(K) = Hy(X).
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DEMONSTRAGAO. Dado EeH (K), existem €30 e ge M%btx+es1a tals que
~
ue(g] = g. Por 1.25, existe fe ZNbIK+€B1) tal que
L}
(Toue)*f = g, onde Q= T, para algum TSHN(K) de tipo zero (ver

parte (i) na demonstraqéb de 4.1.17). Logo

@Qu  (F)) = Trlu (1) = u ((Tou )xf) = u_(g) = .

§2. CASO LOCALMENTE CONVEXO,

Seja E um espago localmente convexo complexo separado e

seja Ke K(E).

4.2.1. DEFINICAO. Dados ?EHN(K) e atE, definimos d“?(.)aeHN(K) por

-

{dnﬁé(.)iu(a]}

L

-
{(x) d f(.)a = Ia,N

o d ~ P ~
onde oeSC(E) e ff HNtia(K)] sao tais que Ia N(fal = f,

~7
{ =
Seja faeHN[ia(Ma) tal que ¥ Faotialwal e seja €>0 tal gue
1, (K)+eB C1 (W ) e fal(1a(K)+eaa1cAbthia(KJ+eaa). Entao
-n~
{d fa(.)iu[a]} I

{u (a™¢ (.01 (a))} (def. 4.1.1.)
o o} o

TaN a.N e,

'/M\_____—/
n
= d fa(.)ia(a)otia]wa)
W
n
= d {fao(ialwa)}[.)a

Um outre modo de escrever (k) @, entao

°n o an   ’;f o
d faotiafw“}[.)a d {Faofia’w“)}(.)a
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4.2.2. OBSERVACAO. dnf(.]a esté bem definido pois, dados o ,Be SC(E),

faeHN(i“(wa)i. fﬁeﬁntiB(Wb)) tais que
fqotiu]wu) - fBo(:LB[wS), sxiste WCE aberto contendo K, WeW nW,
tal que

faotialya) . gxotiglwsl em W,
Logo,

i n+i i
d {fao(ia]wal}(o). d {fen(iB[wBJ}(D). em W,

para todo 1gN & portanto

“n 24 "ZTFMM/”’~‘~§‘~\N\NTT
d {Fao(ialwa}(x]a = 120 T d {fao(ialwa)}(olx (a)
S ool
= 120 i d {feo(islwel}(ﬂ)x (a)

. dn{fBafiele)}(xla.

para todo xew.'

4.2.3. DEFINICAO. Um operador de convolucao em H (K) & uma apli-
cagao (0 de HN(K) em si mesmo que € linear, con

t{nua & tal que
~ o
Q (df(.)a) = d(Q fI(.)a,
para todo ;EHN(K) e acf.

CLN(K] denotara o espago vetorial de todos os operadores de

convolugao em HN(KJ.
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4.2.4. DEFINICAO. Seja y & eplicagao linear de CKN[K) em HN(K)

definida por
(y Q)1 (F) = (CF)(0)

para todo ‘Q-E aN[KJ e ?EHN[KJ.

4.2.5. DEFINICAO. Se (le(lN(K). dl € de tipo zero se YQoI, \ €
+ ' !
HNtia(K)) for de tipo zero, pare todo aESC(E),
segundo 4.1.7. ' '
] e s e R T e
Se TcHN(K].VT € de tipo zargﬁgq]Tg;mgugﬂuiiatK)lwfor’ de

tipo zero, para todo Q®ESC(E), aaguﬁdo 4.1.8.

4.2.6. PROPOSIGAO. y é uma bijegdo linear entre {Qe Ayex): & &

'
de tipo zero} e {ren,(x): T é de tipo zerol.
Para demonstrar 4.2.6, precisaremos de alguns lemas e da

seguints definigao:

4.2.7. DEFINIQZO. Dados TEHN(K) de tipo zero e $€HN[K), defini -

o~
mos a convolucao entre T & f por

Txf = IG.N{(TQIQ.N)* £l

~ - o~ ~
ppde OESC(E) e fusHN(ia(K)) san tais qge IQ,N(fa? = f.

i
t

(4.2.8. OBSERVACAO. Dados a,yYeSC(E), Y%Q;'saju i a8 aplicagao de

Yo

EY sobge Eye Temos o seguinte diagrama domutg

tivo:
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E
o e
E. =— E
o

Y iYﬁ

C . ’
Temos que iYa{iY(K]+ssy} ia(K)*eBa Consideremos, para

cada €>0, a aplicagaa

U Loy Fof Japy (3, (KI+eB ) » £ o004 |1 (K)+eB Je %Nb(iytkheayl

Saja 1«7 a aplicacgao de HNtia(K)) am ﬂNtiytK)l;dafinida
por . @
(F ( )
IQY fu] UE;Y UE.QY[‘FG) ’
£ eH (1 (K 2
pare todo f eH (1 (K)), onde €>0 e fas;nmb(ia(K)+eBa) sao tais
gque u (£ ) = .1 6 claramente bem definida. Temos, entao,
€,00 o o oy

o seguinte diagrama comutativo:

ue,ay ,
Yonp (1g (KI*€B)  — %&Nb(iY[K)+eayl

Ye o l EQY l Ue.y y
HN(ia(K) HN(LY(K]

— : o0
Dado £ EHG (L (K)), sejam e>0 & f = kﬁo Pr ot ’e’Nu”a“"*”’a’
tais que Uu (£ ) = f

e , e
e.a'fa o Seja TcHNfﬂi de tipo zero.

Provemps que

r~ , ~
IGY{(TOIQ'N)fo} = (ToIY’le(Iathm))

Como o seguinte diagrama ¢ comutativo,
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IaY

HNtia(K)) —+ HN(iY(K))

Ia,N\\N Y

basta provar que, fazendo S =T o IYnN € HNtiY(K)),

IaY{(SoIayhkfa} S*(IaY[fa)].

Temos aue

IaY{(SoIaY]kfa} = (Iayoue,a]{[SOIayous a]%fa}

= u Y){(Sou ou Yl*fa}

u o)
£,y €,0 £E,Y €,

Y{((Sou u )*fa)otiya!iy(K]+eﬁyl}

u (s}
€, €,Y €£,0Y

Dados xethKJ*eBY, keN, temos, fazendo Q*Soue'yc.KWb(1Y(K1+

+cB_)

Y

. 1 : on

{(Uoue.ay)*Pk. }(1ya(xl) = nfn AT (Unue’ay}(d ?k,a‘f’iya(xlj

- - S s b
. HED = u{td Pk’a(.)iya(xl)otiyafiytxlﬁeﬁyl}

o “n

nEO ar uld (Pk.uo(iYa!iy(KJ+eﬁyl)(.)x}

0 1 - n .

nEn o utd (ue.ay(Pk‘a])(.)x}

= {U*us.ay[Pk‘al}(x)

Logo, para todo neN,

n n
={U P K g .
éonue'ayl*kEO Pk.a}Oiya { #ue'qytkfo K.u]} em iy( J+g y
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Passando a0 limite ambos os mambros da igualdade acima,

quando n++o, temos:

{ (Vo ue.ayl*fa}o(iYa[iytK)~eByl - U*ue.aY(fa)
isto €,
ue’ay{(Uo ue.ay)*fa} = Ux ue,ay(fa)
Logo
IGY{(SOIGY)*fa} = (uE‘Yo ue'ayl{(Su Ue v ue,ay)*fa}
o = uan{(So uE'Y)*ue.aY(fa)} = Sa{(ue’vo ue.ay)(fa)}

= s*{txayo uc.a)(fa)} = S*{Iay‘fa’)

: SR S T i ;”t4 S
Provemos agoro que, dados ?éHN(K) 8 TeHN(K) de tipo zero,

T+F esta bem definido.
— —
Dados a3BeSC(E), fueHN(ia(K]) e fBeHN[iB(K)] tais que
~ ~ ~
Ia‘N(fa) = IB,N[fB) = £, axiste YyESC(E) com y2a e v28.

Temos que IOl N © I o1 e I = I I Logo

, v.,N oy B.N
(IRY[fBJ). Como 1

Y.No By’

~ -
= i ’ ]
1 (Iay(fa]] I e injetiva, temos que

Y'N Y:N

YN

~ L

Iay(Fal = IBY(fB]' Logo

~ ) n/}
Ia,N{(TOIa N)Afa} = (I N xfu

Y,NDIGY){[TDIG

le(Igy(fB))}

= Iy.N{(TOIy,N)*[Ia Y,

5 {(Tol
Y(fa]]} Iy,N 0

= IB‘N{(TQIB'N)wa}

’ e TSI R
4.2.9. LEMA. Se TeHy(K) for de. tipo sero, entdo a aplicagao 1li-

near
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~ . ~
fe Hy(k) » TxF e Hy(K)
é continua.

S A s

DEMONSTRACAO. De fato, para todo uascse1. IT*]nIQ N Iy Nn{troza R,

g contfnua, como cnmposta de duas aplicaqans cont£~

w

nuas(ver 4.1.142).

4.2.10. LEMA. A aplicagao ?'e Hy(X) + df(.)a ¢ Hy(K) é eontinua,

para todo acE.
DEMONSTRAGAO. Analoga a de 4.2.9 (ver 4.1.13).

!
4.2.11. LEMA. Dado TeHN(K) de tipo zero, temos que
Tx(dF(.)a) = d(T+F) (. )a,

para todo ?EEN(K) e ack,

DEMONSTRAQJO.,nadoau?éHN(K) s,ucsy,aggam.ﬁﬁﬁﬁlﬁ};n E{ewwlia(x})

~ — L e,
Tx(df(.)a) = Tk{Iq‘N(dfd(.);m(a?}

N“
= I, N{(ToIa.N]*dfa(flia[a)}

’

(1) »
= Ia'N{d((ToI“ N)*fal(.)ia(a)}

»

{ F 1)
= d Ia N((ToIa N)ﬁfa) (.)a

’ ’

- d(T#?)(.)e
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onde a igualdade (1) segue de 1.17.

DEMONSTRACAO DE 4.2.8. Pelos lemas precadentes. se TeH (K) for de
tipo znro. ontan Twe G.N(Kl. 4
Seja 7 ® aplicagao unnr dnﬂ.nma de {TcﬂN(K): T 6 de ti
po zero} em {ﬁle(1N[K). é do tipo zaro} por Y (T) ; T* para

L}
todo TeHN(K) de tipo zero.

' P i
Dados TeHN(K] de tipo zero 8 feHN(K). sejem e SC(E) e fu .

-]
o land
kEO Pk.a € HNtiu(wa]) tais que Iq,N(fq] = £, Seja €>0 tal que

1 (KJveB C1 (W) e F |1 (KIveB ) € Hoy, (1 (KIveB ).
Entao

, —— e’
{ (yoy )(T)}(Pk o° 1a) = {T*Pk o ° 1a}(o)

’ ’

= IG.N{(TOI ]*Pk‘q}(ﬂ) = {(Tol )«Pk’a}(o)

a,N o,N
= ue,a{[TOIa,NOu PK'Q}IOJ = {(ToI“’No e u }(0)
(1) :
= (ToIn. u (P )

onde & 1gualaado»£1).aagua dagﬁgﬂa»~;

Logo i‘ s

o u }(P ) = (Tol o u (P )

{((YOY')(T,)OIG,N £, k'a Q,N €,0 koc

Para todo neN, temos entao

n
{{(yoy')(T)) oI ou O ¢
a,N €,0 k=g Ko@ a,N €,0° " g K.

Passando ao limite a Ultima igualdade, quando n-++®, temos:



45

~ ~
{tyoy'Y(TI}(F) = T(F)

Logo, (yoy’ HT) = T, pare toda TsH (K) de. tipc znrm ‘M €
aN(K) 8 de tipo zara, pois Y(T%J - ?._? d

Raciprocamenta. dadoa Glsfk-(x} qa tina z28r0 @ f:ﬂ tK) co-~

mo acims, temos:

{iy*oy) @} (P 0 1)) = rthw u 1" Y“Q*Ia MGH a)

Caman g

Ty N{OYQaTly (WP o} = (T o u JrQoI o u P .}

a,N £ ,0 a,N €,0 k,o

Dado xeK+eB& ., onde B& = {xeE:a(x)<1}, por 1.18 temos:

. O 1 “n
{ vy oI, n° ue,al*Pk,a}(ia[X)) = HEQ‘H¥Yk20Ia'NO ue,a)(d Pk,a(')ia[XJ)
o9 ‘ “n
. nz.o E_T‘“Q“Ia.:\:" U, ) 0d Pk'a(.)ia(x)])}m)

. - : ‘k
-mz -r-{&@ (1, NETPL G (I} )
n=g " AT e B

x*w%gnm/ I
7t Q (@, &0 3 xbe)
n=0 - Y

= i
-] - L o ‘ S B
= I v+ {d QP o1 1(.)x}(0) {2)
n=g M k,a" "o
Sajam o _eSC(E) e FaosHNuaotKn tals que Iao’N(FanlﬂlQ[Pk'aoia];

podemos supor o_3»0. Existem tamhém e _, O<e <g e F 625 (i (K)+
0~ o] v] Oy Nb o,

€ B ) tais que u (F )} = F .
[s] ao EO‘aO aD U.D

[ ]
Dado xsK*eOBa R
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L 1 "n .‘-J
(2) = I ;r {d (Iu ,N(Fq 1)(.)x}(0)
0 0
n=0
) L
1 . ne—"
= I - {1 (d'F_ (.24 (x))}(0D)
n=0 n! ao'N % %
o 1 -~ P
n
= T AT {d Fo SE (x)}(0)
n=0 0 o
% “n
= I - {ue o (d7F, (.01, (x))} (o)
n=0 0o 0 o0 o}
] 1 -~
n
= I o d Fa {(0) ia (x)
n=0 - o] o)

Assim,

{(Y«ZOIG.ND uﬂ.dlxpk.a}O{icl(K’ﬁoaéa}} ’“Fﬂbo{iadlig’ggaéo)}

e portanto,

a”“Pk,a} - *Q(Pk.“o 1,)

L

(I, n© ue.a){tYKZoIa.No Ug

’

isto €,

-~ . /-—-—___,/
{(Y'oY)[(L)}(Pk oi,) = %2[Pk a® 1,) e, pera todo neN, temos:

o
n — n
(3) yQ* T P o, = @QC P 01)
keg "’ k=0 7

Analogamente ao que fol feito na primeira parte da demons-
tragao, passandoc ao limite ambos os membros da igualdede (3],

quando n++®, temos:

yOrF = OF.
Q
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Logo, (y'oy) (L) = Q , para todo KQGGN(K) de tipo zero. E claro

que Y eHy (K) é de tipo zero.

4.2.12. DEFINI¢AO. Dados T1,T23HN(K} de tipo zero, definimos

T AT

, o -
1 5t HN(K) + L pé? 171*T2;ff)~{11*(f2*f)}(0)

para tedo 75HN(K);

4.2,13. oassnvacxa. Dados aeSC(E) & « eNN(1 (x!), ‘temoBs:
——
T1>r{72* Iu.N”a” -
T14{IG'N((TzoIa’N)*fa)} = I, (T1oIa’N)*[{Tzola’Nl*fa)}
Logo

—~ . ~
(T1*T2){Ia’foa]) = (Ia.N{(T1oIa,N)*((TzoIa‘NlifG)}](0)

— o~
= {(T1oIa N)*t(Tzqu N)*fa)}tﬂ) = {(T1oIa N]%(TZOIQ’N)}(fa)

’ ’ ’

onde a uUltima igualdade segue de 4.1.14.

Assim, para todo aeSC(E)},

[
(TAT,) 0 I = (Tyo I WWT, 01 3 0
Por 4.1.15, temos qus.
. 9 RS EE '
(Ty o Iy (J¥(T, 0 I )€ Hy(K) M"}’NIT,, 0 N). 3 n(Tp 0 I ()€

Exp1’ia(K][E').

< 4 = 3 =
Como ‘B, (T,) o (r e N(Ty 0 I, ) 1=1,2 (ver 3.2.1),
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temos gue

! 3} ’ ' )
T *T, € Hy(K) o= {ﬁN(T1)o(Ia|ea)}o{:BNcrzloua;Ea)}eExp1'iam(s ),

para todo acSC(E].

mas {P (T )o(I |E I} ~{’IS‘,,‘c‘szm:mg Eé)}-{ﬁNIqu.ﬁnthl}o(IalE‘;)

Logo, e

T T, € Hy(K) &= %Ncr,‘)-%N(Tz) £ Exp1.K(E'3-

4.2.14.EXEMPLOS DE OPERADORES DE CONVOLUCAO EM HN(K) DE TIPO ZERO

1) Seja, para cada neN, 9) ("ey= \V) 1 (Y (Me_). Munamos f? ("e)
uN QEeSC (E) o N o uN

da topologia localmente convexa limite indutive dos espagos

de Banach ( ("€ 1.0 Ny ) sob as aplicagoes I |G g E,), aeSCIED.

»

e .
Seja (Zme<lN(K) definido por ng(f)-[Ia‘No uc.ao(Qm.a.e](fa.e)

para todo feHN(K). onde aeSC(E), €>0 e fu.ee x%mtia(KloeBa) 6 &80
"
teis qus (I, yo uo J(F, ) = F e LQm'a_ge, (4 (1, (K)+eB,) & defi

nido por

‘ Mmoo e
{«gm.u.e(fu.e)}(*) « I HKOIa‘d fm'e(x)l

k=0
s . ' n
para todo f € hb(ia(Kl*sBai & xeia(Khaﬁa. ondse Hn“?uN( €,

n=0,1,..0,m. v

34 vimos em 4.1.16, exemplo 1, que o oparsdor dlm'aeaﬁtiatk))

definido por

#

' 7 Q J(f )
Qmoa(fa) (UC ;0.0 m,o.€ ‘FG;E

~
K1), B a
para todo faeHNtia( 1), onde €>0 e fa EeQGNb(ia(K)+s a) sao tals
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w

’.J - -
que ue,a(fa.e) = fa G(Qm.a,e g como acima, e bam definido e de

tipo zsro.
. o~ .
Logo, para provar gue ¢Zm(f) e bem definido, basta provar

—~ o~
aoue, dados o ,B8eSC(E]}, faeHN(ia(K]) e f,eH, {1

g€Hn SIK]J tais que

~
(f

~
I (f) =1 8 0. N —

o,N" o B8 .,N 8

Sejam a,vyeSC(E) tais que y>a. Temos as seguintes aplica -

coes, ja definidas em 4.2.8:

e, dado £>0,

Ye oy Fat Yoy, g (K)veB, o f, olt, {1?1'&;495 ;g%mbu (K)*eB )

Seja P__ & gﬁlicagao dafin&dﬁ‘ggrigwﬁw,_www

ay

Py Pa:-:?N( Ey) * Poo 4 ?Mfﬁ,{:.

Temos o seguinte diagrama comutativo:

QIEJ———L»?(F)

|?(EJ\ /I[?

( E)

’

n
N( Eq) com n=0,...,m e

seja H = Hol1 |7 ("e 1} e ¥
ageSCI(E).

Provemos que, dado €>0,

IS dz o u =y O(Qm,a ¢

m,Y.,€  €,0y €.,y

) De fato, dados“fael%btiatk3°$5q),aﬂxsiytﬁlteBY._tamoas

ey - I ~
) = F , entdo (1 .o (£ = (I 0 @ )15,

TTLE
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m

K
(Qp,y e e oy a2 1100 = B H L lug o UF 1) (x)}

- k 2 E B TR ' AR ESEA A B e t i
I oH lditfots 1 (KiveB DOAY

m - :
K
kED HK'Y{d fa(iYa(x])o 1Ya}
m “K
= kEO [Hk‘Yo me}{d fu(iYa(x)]}
m K
. kEO Hk.a{d fa(iYa(x])}
= {«2 Lo dF U x))
Logo,
(Q v ,e° m)tf 1-{Q, u.etf Yota 11, (K)eeB dmu,  (Q (£,))

£,y m,0,t

para todo f eﬂm’(i (K)*SB 1 a, antng,

(Qm.y.e°“f‘e.ay " e.w( (Q’m.a,e

A aplicagao IaY= HN(iu(K)) -+ Hwtiy[K)) também ja fol defini-

da em 4.2.8. Ela satisfaz, para cada €>0, a seguinte igualdade:

Provemos agona que

Iayo(zm.a ) alm,YO Iay

Reunindo todos os diagramas comutativos, temos o seguinte:

UNICAMP
BIBLIOTECA CENTRAL

&
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(1 (K)+eB ) > M, (4 (K))
iiNb Y K € Y u Ny "
A A €.Y N
LCN-Y:E LQT"’Y
Np 1y (KI+€B ) - > Hy (1, (K))
€.,y
u I I
€.ay £,0Y ay ay
Y .
| &thiatxheﬁa) - > Hy (1, (K))

“mLane €.a Um,q
%Nbuatxman - > Hy (1, (K))
€ .0

Dados F eH (1 (K)) 0e ¢ (1 (K}+eB ) tai |
*
ados ae nilg ., >0 e a.ee xmb o £ o tais que
u (f ] = ?J, temos:
€, [+ 3% A o

, St
( IGYO Qmi’& J‘fu} 'y

o
Provemos finalmente que, dados «o,ReSC(E), faeHN[ia(K)] e

o~ —~ o~
f eHN(iB(K]] tals que Ic,N(fa)BI (f,),

B,N '8

. ~ —~
(Ia.Nouzm,a](fa] = (IB’NO @%“S)IFBJ
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Existe yeSC(E) tal que y2a e Y28. Temos o seguinte diagra-

ma comutativo:

I
Hy (1 (K1) %5 Hy (1 tK))«-JL-HNtiatK))

Logo I, (T, (7)) -'IY.N(IBYI?;)),a. como I. . € injetiva,

Y.N "ay Y.N
7 1, (f.). Ent:
Iay(fa] By 8" ntao
. ~ ~t
\° @m.al(fa) = (IY'NoIaYo(Qm'a](fa)
—
- (IY’NO(Qm’YoIaY)(fa)
= N <Qm.Y th))

o~
(IB.NO(Qm'B)(fB].

Q saN(K) é de tipo zero, pois y(J o - YmuQ’m,a)‘ para

m°la,N
O
todo aeSC(E), onde v, € a apucaqao daﬁ.nido am 4.1, 4, 8 (Qm o €

~
LA Q«Ntiu(K)) é de tipo zero, para tudo ae’SC[E).,De futc. dado f, €

[

Q

Hy (1, (K1), temos:- : S T ] e
V]

B U i e
(v oy ) (Fy) = 0 (T, ((Fobto) = (try o @ )7} (o)

-~ ~ . ~
= {0, ,(F 0] (v, tQ, J}(F)

1 1/n
'T: 2) Seja, para cada neN, Hne{y;N(nE] tal que lig*iuD"HnO{Ia'<7N[nEa)}“

<o , para todo aeSC(E). Seja G?HE(QN(K) definido por
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2 F) = (I, no ue,aO(QH.a,e)[fQ.el

A -
>
para todo fGHN(K], onde CeSC(E), €>0 e fa’eeqéNb(ia[K)+€Ba) sao

tais aque (Ia‘Noue.a)tfa’€)=? e @%’a‘EEQN(i&KJ+eBGJ é definido por
y . "k
{¢ (f)}(x) = I (H o I )(d f(x)
Hnaae k=0 (K‘)“ K [4.1

A
para todo Fe-émb(ia(K)+sBa) e xeia(K]+eBa
Analogamente aso exemplo 1)}, prova-s& que (QH € bem defini-

da g & de tipo zero.

4.2.15. TEOREMA. Se KZelR (K) for de tipo aaro, aﬂtao o subaapago

vetorzaz de HylX) gﬁradb por.

£ =P ezpb:pe \J Iu(?”(”E‘a)),n&N, oeE'; OCF ampt)=0)
aeSC(E) : .

¢ denso para a topologia T, de Hy(K) no subespago vetorial fecha

do k={FeH, (X): @f=0}.

DEMONSTRACZO. Por 3.2.3 o teorema € verdardeiro para (Q-O. Suponha-
mos entao ({#0. Por 4.2.6, existe TeH, (K} de tipo ze
!
ro tal que Q= Tx. Seja XEHN(K) tal que X|/4 =0, isto &, se
s - o ——— e Sy
(P expd) = 0, entao X(P expd) = 0 para P € Lu/ Ia(ifN(nEa]).
aeSC (E)
neN e ¢eE’.
Temos entao que:
g - = ' ) -
(1) Q € Qy(K) & de tipo zero &= (Tol, (e Ay (1 (K)) & de
tipo zero, para todo aeSC(E).

o~

Isto pcrqua yuzax N » yaa{italfyﬂiﬂ}.,usefatn. dado f €

HN(ia(K))‘ tamcs
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. - 1 = iy
(Yuzola‘N](fa] = {\Qtla_N(%aJJ}(OJ {T*(Ia‘foQJJ}(OJ

o~ -~ ~
- {1, N([ToIa'N)xfa)}(Ol = {[ToIq‘N)*fa}IO]ﬂ ydﬁToIa’N]*fa}

14

(11) f u [ Gy (ToIa.N]+fa = 0, para todo aeSC(E) e faeHNfia(K))

I N]-.l
tais que a N[fa =f,

’

{ ) ¥ ¥ ;
De fato, I, (ToI, (Ixf,} = T4F = Q¢ o Ia.N é injetiva,

Se X se anula em 44 cntaa XaI NeHNII (K)) se anula em

P i et”
xﬁa - {p apr :P of 99 (" E ), neEN, ¢ eE'a(ToI N)*P sxp¢ =0} para

todo aeSC(E), por (11). Por (1) a por 4 1 17,if§mos qua ana N
se anula em .k; - {$;EHN[1 (K)) (Tola N)*f -0} para todo aESC(E).

Logo X se anula em K. Pelo Tecrema de Hahn-Banach, temos o resul

tado.

4.2.16. TEOREMA. Se (¢ QN(K) for um operador nao nulo de tipo

zero, entao (?HN(K) = Hy(K).

DEMONSTRACAO. Dado EEHN(K). existem QeSC(E) e E;SHN(ia(K)) tais
o~ ~ -~
que Ia,N(ga) = g, Por 4.1.18, existe faeHNfia(K))

tal gus
o~ i~
| O (ToIa’N)*fa " By
‘ ' s b R ] .
. onde (=« Tx, pars algum TeHN(K)‘dd'fipo zaro'(ver_pgpta (1) na
fj demonstracao de 4.2.15). Logo

P 64 | ~ —~ ~
«Q(IQ.N(fG)) = Ia.N{(Tqu.Nlﬁfa} = IQ’N(gal = g




CAPITULO §

ALGUNS EXEMPLOS EM QUE 0S GERMES HOLOMORFPOS SA0 DE TIPO NUCLEAR

5.1. EXEMPLO 1. Se Ke.KJC”), nelN, entao HN(K) = ¥otx) algebrica

e topologicamente.

. ’ ? - . .
5.2. LEMA. Dado Ke K(C"), HN(K) = ¥o (K) algébrica e topologica
mente, quando munimos ambos o8 espagos da topologia

forte.

DEMONSTRAQZO.:Tamos que a inclusao ﬁ&f(&) - H&(K} @ cont{nua

(ver 2.1.12). come Hp (K) & H (K) séo espagos de

Fréchat (ver.1.28 352a1rﬁsﬁw“ﬂ?;

- . ', PR
basts mostrar que H (K)C Yo (K1

- tuetc™ sauplutx)] 1)
- XEK

Sendo K equilibrade, temos que K°
, ,
= {ue(C™) : sup Re ulx) §1}. Logo sup|ulx)| = sup Re ulx), pars
xeK xe K xe K
todo ue(c™) .
0O Teorema 6 de Martinesau (7) afirma: "Se F, definida sobre

(c")', satisfizer a majoragao

[Flu)] < cle) explhy (u) + eild) pare todo >0,

onde K € um subconjunto compacto convexo de Cn. hK(u)'sup Re uf(x),
xeK

]
entao F 6 a transformada de Borel de um elemento Te Mo (K)".
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)
Dado SeH, (K], por 3.1.5, temos gue a transformada de Borel
b, (S) de S satisfaz 3 majoracaoc: dado €>0 existem 0<A<1 @ e>0

tais que

[{B ()} u)]

A

1) < c exp(huHK’€B1)

ol exp(AuuHK+€B

= ¢ exp (hK(u] + ghull)

Logo, ‘3N{SJ 6 a transformada de Borel de um elemento T de
XQ[K)C:HN(K)- Mes a transformada de Borel de T @ f}N(T). Logo

S = T e Hy(K)C Ho(K).

5.3. LEMA. Dado Ke:kxc”),’a”{x) é um espago de Montel, logo, refle
e : - O ag' ’wf’ f i SETARAELE S R
xivo.

R

DEMONSTRACAO. Como H,(K) é tonelado, por 2.1.10, basta mostrar que

T

HN(Kf 4 sermi-Montsl,
Seja Liﬁ:HN(KJ limitado., Por Aren (2}, Teorema 2, existem

Ue'uJK) e XCHN(U) T -limitado tais que ¢U(X) = X. . Além disso,

NLU

Aron provou também em (3), Proposigaoc 4.6, que, se U for conexo,

entao XCHN(U} e T -relativamente compactoc se, e saomente se, X

N,U

e TN U-limitado e relativamente compacto em algum EeU, isto € ,

para todo meN, {dmf(E): feX} e relativamente compactoc em tyN(an]_

Como as topologias To e Tw coincidem em ﬁh(U). paralJCCn

aberto & a inclusdo (H (U),T /) =+ (3&[U),Tw} 6 cont{nua, segus

que X & T,-limitado em ¥ (U), logo, pelo teorema de Mantel, relas
tivamente compacto para TQFTN';Alé&%ﬁigﬁﬂ;ﬂﬂm0~QgﬂpliQ@Qaa
) FENE , SR R T BT SR ‘

s oo

fs(xh(ul.rwj ;"dmfél38<?(mcﬁ)

g cont{nua, para todo zegU @ meN, segue que {dmf(c):,fex} é rela-
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tivamente compacto, para todo LeU e meN. Mas {?N[mcn)zf?[mcn);
logo, X 6 relativamente compacto para TN u © * = ¢U(X] g rela-
tivamente compacto para T,. poils ¢, é contf{nua.

Portanto HN(K) € semi-Montel.

DEMONSTRAGAO DE 5.1. Sendo %(K) e H,(K) reflaxivos, temos o re-

sultado.

5.4. EXEMPLO 2. Se ks K.(c1), onde I & um oonjunto qualquer, entdo

Hy(K)= Lorx) algébrica e topalogicamenyte.

Seja CI o nrocduto cartesiano HCX, de planos complexos CA‘

AeI, onde T € um conjunto qualquer de {ndices. Um ponto de CI se

v
ra denotedo por um dos simbolos & ou {5A: AeI}. Associado a um

I sobre CJ. onde HJ{EA:AeI}s

conjunto Jcl temos a projecgaoc HJ de C
= {EA:XEJ}. para todo ESCI.

Daqui por diante Jcl sera sempre finito.

I - -1
5.5. DEFINICAO. Um conjunto XFC 6 dito J-determinado se HJ (HJX)-X.

Ume fungao gixcC® +» C é dita J-determinada se X
for um conjunto'J-determinédéfgfffé)k? f(gjfﬁhngg;2€xbééis que

v v . .
HJ ( E ) - nJ ( : ] L g : T:’-,"G’,f.’»,”}‘;*’ S e S EEE N

5.6. OBSERVACAO. Dada ums fungiu.f:x'i c i;aétirhinada. podae-se
definir, sem ambigiidade, uma fungao fJ:HJ(x1+C

por fJ(HJ(E]) - f(él para todo Eex.

5.7, DEFINIQZO. Dado UJCCI aberto J-determinado, seja
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A " . S J-
K%(UJ) {fEQQIUJJ. f € J-determinadal
Dado KCCI compacto, seja

ﬁﬁ(K) = {$€ %MK]: JU. K aberto J-determinado 3Ifec %5(UJ)

J

e
representante de f} .

5.8. OBSERVACAO. Rickart em (13), Lema 2.1, afirma gque, dada uma

fungao h que é holomorfa numa vizinhanga G de um
compacto K de cl, existem JeI finito e uma vizinhanga G_ de K con

tidea em G na qual h é J-determinada.

Loga, X(K) = ) %J(K]

Jel
5.9. LEMA. Dado UJCCI'aberta J—deterMiﬁado;‘q apZiaaQ&q
¢UJ: fet oy (U),t,) Fre (U U )st,)

¢ um igomorfismo algebrico e topoldgico.

DEMONSTRAGZO. ¢, 6 bem definide, por 5.8, e & claramente linear
J

e Iinjetiva. Sua inversa é dada por ¢L1(g]=g o(HJ[UJ).
J
para todo gqﬂJHJUJ).

¢U e cont{nua pois, dado KCHJUJ compacto, podemos conside-
J

. I ] -1 .
ra-1lo como um subconjunto de C~ e HJ(K] = KCHJ(UJ], KCHJ (HJUJ) UJ.

pois U, é J-determinado. Logo

J

S ¥

para todo fe?&thjla_

el s M

¢61 é contf{nua pois, dado KcU, compacto,

3 J

O
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sl = Wolly o
para todo fJe%QINJUJ).

5.10. LEMA. Dado U ccl aberto J-determinado, as topologias T, ©

J
T, coineidem em ﬂ%(UJ).

DEMONSTRACAO. Seje p uma seminorme em 3&3[UJ) portada por um com-
pacto KCU,, isto 6, satisfazendo a seguinte propri-

edade: pars cada abertoc V de UJ contendo K, existe c(V)>0 tal que

p(f,0T;) £ (V) |kJonJ" '- c(V) ”fJ"

v HJ(V)
O
para todo «FJG %,(IIJUJ) .

Definindo a seminorme g em thnJuJ) por
q(fJ) = p(fJoHJ),

para todo fjsybiHJUJ}. temos que g € portade por WJ(K) pois, dado

WCCJ aberto, HJ(K]cwcHJ(UJ), sexiste c'(w1=c(W31(W)J>O tal que

alf)) < c(H31(w]] “fJH . c(H31W) "FJHW

-1
ﬂJ(HJ W)

Como T T, em ﬁG(HJUJ]. corraespondendo a HJ(K) existem LJ

w
subconjunto compacto de HJ(UJ) e ¢c>0 tals que

alfy) g ¢ “fJ“L
J

para todo fJe &XHJUJ) .

AR

Conaiderando L, comd”um;BuQCbhjuﬁfbtﬁéuCi Egm9é¥§§a Myllyl=

-LJ e LJCUJ. Logo
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J
para todo ¥ eXhiH U ). Logo p e To *cantinua g T,

p(fyoll}) = qlf,) < ¢ “fJ“ . o “fjh , s = c]k off “LJ.

T, &M %Jzug).

5.11. DEFINICAO. Seja UUJ a aplicacao naturael

-~
oUJ: fs%J(UJJ — M?:](K)

ﬁH(K) sera munido da topologia localmente convexa limite induti-
vo dos espagos [ﬁgJ(UJ).TO) sob as aplicagoes o, » com UJDK aber-

J
to J-determinado.

I T

~ ~ o
5.12. LEMA. A aplicagao BJ: fbs ﬁMHJK)P* f&oHJe.KJ(K) € um igomor

fiamo algébrico e topologico, quando sao consideradas

em ambos 08 espagos as respectivas topologias limites indutivos.

DEMONSTRAGAO. 5 € bam definida pcis, aa fJ 8 gJ forem represen -

tantas ﬂn fJ, axiate u_m ahartg 09H t&) tnz quu fJ

g, em U. Temos qusri

-1 o Bl e AL IR G - .
KcHJ (HJK3CH31§U], HJ CQJje ‘;miﬁgq Ng3f‘0KJ‘gJoHJ

-1

3 (ul.

em I

BJ 6 claramente injetiva @ linesr. Sue inversa é dada por

o I At ;
8J (f) = ¢U (f), onde fe¢ yﬁ(UJ) € um representante des f.
J

831 e bem definida poils, se Feféjfujl e geg%J(VJJ forem

g
tals que 0 (f) = oy (g) = f, existem unicos € ﬂﬂHJU ) e

J J J

gleﬁ%(ﬂJVJ] tais que fJoHJ gJoH em um aberto W, onde ch(UJﬁVJ.
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Logo f,=g, em HJIWD.

B T SN L e LA

BJ e 8;1 edo contfnuss; pois, pelo disgrama comutativo a-
bai xo B . |
B
xqukl —3 %, (k)
w
?3 f othluJ)
T o
Y5 Y oy Yy
FALEISRS —30 16,00 ,1,)
W W
|
f, fJo(ﬂJ,UJ)
temos que
BJOTU =0y c¢31 8 83100U =Ty o¢u
J J J J J

sao cont{nuas, para todo aberto J-determinado UJDK.

Jcm

Hy (K) - U x H tx tx)); ‘Dado JCI finito,
o ae JCH(C

exists a.eSC(CT) J-determinada. Entdo (C1) = C

X (MK = Hy (KD HN(iaJ(K]). Logo K(K)C Hy (K],

Provemos agora que a topologia em Haky) 6 & topologla lo-
calmente convexa limite indutivo dos subespagos XQJ(K). JcI fini
to.

Dados JcI finito e U.,DK aberto J-determinado, temos a se-

J

guinte inclusao cont{nua:

(%, U, ) =+ (%hquJ.rwJ
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A -
pois TonTw em <&5(UJ]. Logo a inclusao

14m ind{1im ind(%, (U 1,7 ) NRTS

Jcl UJD K
e continua.
o) Por 1.27, tamos que Jo(K) = 1im ind %& (U) DadqﬁUDK;gqua"
FRRTCTS | R
ch\

o to, existem Jcl finito a UJ aberto J- datermlnada dn‘fopm AAJ
; . . ; -

onde AJCC ] abarto, tal aqua K<l cu,f,wﬁsql~a

¢
Dado fe¢ Z;(U). temos que foJe“&?(UJ). logo, pelo teorema

de Liouville, flUJe %UIUJ}. Assim, a aplicacao
- -]
fedl (W) FlU e (ULt )

é bem definida s @ continua pois, dado Lcl, compacto, temos que

J
el < Jifll ;. para todo fe ¥ (U

Logo, a inclusao

Ry (K) = li?cind Wy (K)
é continua.

Como %;(K) = %(M K) = H (T ,K) algébrice e topologica-
mente, temos que | I

(k) = lim ind (H o x; r
JcI\

Logo, Hy EK} n ﬂb(&) nlzﬂbriaa  ﬁgpuiﬁg&gmﬁﬂﬂtc;,ixwmﬁ;;;

e

5.13. EXEMPLO 3. Se E for nuclear, temos que }$101=ﬁﬂ(a) algebri-

ca e topologicamente.

§.14. LEMA. Sejam E, e E, espagos normados complexos e j:E _+E

1 2 172

i
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uma aplicagao nuclear. Dados U,cE, aberto equilibrado e ij&(Uz),

existe §>0 tal que B, ,= {zeE :|lzll <syc i w,) e tal que
65,1 1 E1 2

fo (j'Bs,J)eHN(BG,I)’ Alem digpp,quggﬁiqqgéo‘;

é ocontinua.

DEMONSTRACAO. Como j & nuclsar, existem sequencias (ynlgﬁz. (xé)c

cE!' e (An)cc tais que, para todo er1, temos

1

o0
(x) jix) = I kn xé(x] Yn

n=1 :

com

-} .
T x| € c, sup ||x'| e, limy_ =0,
n=1 n n ” n‘E; ) e L

para algum c>0. Como U2 & aberto contendo zero, podamos supor
(yn)CUZ.

Seja K _ e envoltéria equilibrada de {yn: neN}u{0}. Seja

M = llfll, - Palas desigusldades. dse

Por (%), temos:

1 m _
"m‘_d (‘FDJ)(O)(X,‘.....Xm)

1 m
- z )\ o‘oA x. (X ].-.X' (x ]"T‘d'F(U](y c---:y ))
A 94 1 U m m a4 qm

para todo x1.....xmeE1. Logo
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1 m 1

m
-—-—-d (‘FOJ)[D] -z A --ox "Tdf(o)(y ;.oany )X' x..-x X‘
m qk q1 qmm. q1 qm q1 qm
Seja 6>0 tal que N 1CJ—1(U2). §< 5 L 5 Entao, dado
’ c” (e+1)
K€J¢(86'1). existe €>0 tal que K+EB1'1<:BG’1. Temos
| 2 m ' m" m
‘-r;’—rd (‘FOJ)(Q)‘ £z !A '-..,A ~|M;—n—r(6c)
' N, K+EB4 1 9 94 ’ U . ,
¢ m -,—-“;—— s 2] cefa ”
g Sa*1} [ R
@ , :
~ m SRR
m 4
£ M — ; ,
o ) ™ tean)2M
Logo,
1/m
1im sup %T dm(ch]IOIH < 1lim sup{M1/m p m 1 2}~ e 5
frr>-co .N.K+€H1 1 m-+co m! (e+1)” (e+1)
e
1im sup —T g" < 1im sup{Z “ a7 (-Foj][O)” I
oo ; N,K+eB oo N,K+eB
2
[ 8 <1
(a+1)
Agsim, f 0.3 ¢ HN(86,1}’
Dada p saminorma T -cont{nua, N-portada por Ke K (B )
- N’BG 1 ot b ‘ s 6'1
g » LS SR DI A R T

seja €>0 tal que K+eB, ,CB, .. Entdo, sxiste cle)>0 tal que

1,156 ,1
. 1 e
p(fo(3]B, ,)) € cle) d “‘0'.33{03”
’ n;o . NAK*EB

1.1



i @ nn 2 1
< cle) |Ifl} T (=) ’
Ko n=0 n! (a+1) n
para todo fgﬁb(uzl.
n ,2 1 92
Como 1im sup ) — . < 1, sgje

n->oo " /AT (9f1)21, (e+1)

2 1
D= ele) & (21—
net M (ge1)2"

p(fol1]B, 410 & O !Ifll,g-o' ,

para todo fe ﬂg(uz) .

DEMONSTRAQAO DE 5.132. Dado fe ¥o(0), existem aeSC(E), W c(E,a) a-

berto equilibrado e fugxitia(wa]) tais que
o~
foli |W ) = f,
o o' a
Como E é nuclear, existe BeSC(E) tal que a aplicagao
i :E. » E & nuclear. Por 5.14, existe §>0 tal que
o 8 o

, -1 =
Bs g " {1B(x).3.[x)<6}ciastia[waﬂ e tal que f, ‘Fao(iaﬂlBa’B)eHN(BGIB].

- ] ] = s : o
Temos que 86.6 18(86.83’ onde 86.8 {xcE:B(x)<§} e iaB(BG.B]C1a(wa]

Temos os seguintes diagrames comutativos:
‘ ‘ | R

SN,

e._'&,uacon—-w-ﬂ). g A

xa‘e'wméﬁ . |
» [4
o (1,0 ) 3 %”ems.a”

fa fGO(iaBIBG.BJBfB




i
Logo ?;ZTI;TG:y = #g0lig|B; o) = Ig ((F) e, entdo FeHy (0).

Temos também o seguinte diagrama comutativo:

IN
Yo (0) > H (0)
fao(ia[wa) ¥ 0(1815 i g)
I
o, W I ,
o a's'wa‘Bd,B .8
. ’
(%&tia(waa.rwl > (Hy (15 (B 8 B)
W *
fo ‘Btf o(ia6[86 g)
< -
Dados aeSCI(E]), wa a-aberto equilibrado, por 5.14, Ia.ﬁ.wa.Bé s
¢ cont{nua. Logo
@]
I, oI "I, g0 0T ’
N a.wa G‘N‘EG.B a,B.wa,Bs,B

¢ contf{nua, pare todo aeSC(E) e W, a-aberto equilibrade, & entao

ﬁ&(O) = HN(O) algebrica e topologicamente.
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