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INTRODUCRO

Dizemos que um algorftmo € tao eficiente quanto for menor
0 seu trabalho computacional para atingir convergéncia,

0 trabalho computacional estd diretamente relacionado com
o nilmero de iteragdes necessarias para um algoritmo convergir e o
seu trabalho por iteracdo. Podemos predizer, para certos algorit-
mos, qual deve ser este nimero de iteragdes se o problema for tra
tado numa vizinhanca pequena da solucgio.

O assunto desta pesquisa situa-se na analise de algorit-
mog para minimizagac de fungoes sem nrestrigoes.

Na literatura sobre o tema acham-se, muitas vezes, afirma
¢Oes sobre a eficicia relativa a algoritmos, as quais sao pouco -
precisas e de duvidosa interpretacao. Por exemplo, & sabido que pa
ra problemas grandes, isto &, problemas cujas fungdes possuem mui
tas varidveis, o método do tipo Gradientes Conjugados deve ser usa
do, Esta afirmacac € clara no que se refere 3 "memoria" requerida;
porém, ainda quando a memdria nao & problema, o método dos Gradien
tes Conjugados pode ser competitivo em relacao aos métodos com uma
ordem maior de convergéncia devido ao "baixo custo” (overhead) que
tem para calcular uma direcao de decréscimo. Por outro lado, para
um niimero pequeno de varidveis, o método de Newton & mais eficien
te que os métodos de Gradientes Conjugados e Quase-Newton.

Ainda assim, o fato de que um método seja preferivel a ou
tros depende das caracteristicas da fungdo (tempo de computagao da
funcao e de seu gradiente) e do nimero de iteragoes necessirias pa

ra chegar a resolucao do problema.



Nosso trabalho se resume em estudarmos o comportamento =
dos algoritmos de Newton (e Newton Discreto), Quase-Newton e Gradil
entes Coniugados na resolugﬁo de problemas de minimizacao de fun=-
¢Oes sem restrigoes.

Propomo-nos a construir uma fungdo de decisao que dependa
dos tempos de computagao de fungOes e gradientes, do nimero de va-
ridveis {as quais geram o "overhead") e da ordem de converdagéencia =
(que ajuda a predizer o nlimero relativo de iteragOes) para determi
narmos qual dos métodos deve ser usado em cada caso, Newton ou Qua
se-~Newton.

Nosso interesse, neste trabalho, estd também em encontrar
mos um algoritmo eficiente que contorne o problema da nao-positivi
dade da matriz hessiana, empregada na busca unidimensional do algo
ritmo de Newton, sem se utilizar da diregdo de maxima descida. Pa
ra isso, estudaremos versoes de Gill e Murray para obtencao de di
regoes de curvatura negativa.

Dessa forma, no CapItule 1 faremos um rapido estudo dos
algoritmos de Newton, Quase=-Newton e Gradientes Conjugados., Para ©
algoritme Quase-Newton veremos as formas recursivas D.F.P, (Davi=-
don=Fletcher-Powell) e B,F.G.S. (Broyden-Fletcher-Goldfarb=Shanno)
para o cdlculo das matrizes aprozimadas do hessiano da fungao em
questao, utilizadas na busca unidimensional deste algorfitmo.

No Capftulo 2 estudaremos as versoes de Gill-Murray, que
implementam o algoritmo de Newton e, no Capitulo 3, descreveremos
uma teoria semelhante 3 que conduz 4 nocdo de eficiéncia de Ostro-
wski e construiremos a fungao de decisao, dando alguns exemplos de

como aplica-la,



J& no Capltulo 4, faremos comentldrios sobre os programas
utilizados para os varios algoritmos e forneceremos tabelas conten
do os resultados obtidos através das nossas experiéncias e gue ﬁos
mostrarao, de certa forma, o que podemos esperar desses algorItmos
em termos de eficiéncia e a validade da fun¢i3o de decisao construl

da.



CAPITULO I

0S METODOS DE MINIMIZACAQ "NEWTON", "QUASE-NEWTON" E
"GRADIENTES CONJUGADOS"

1) 0 METODO DE NEWTON:

1.1) Seja f : ®' +» R uma fungdo diferenciavel.
Nosso problema, aqui, Se resume em acharmos um minimo pa-
ra a fungdo "f", onde este minimo & um ponto de R ou seja, quere

- n
mos encontrar uma solugao, x* € IR, para o problema

Min f(x)

n
s.a x € R

e sabemos que o gradiente desta fungao aplicado a x* deve ser nulo,
isto &, Vf{x*) =0 .,

Chamamos de V uma vizinhanga de X ( uma vizinhangca de -~
"raio" pequeno), Xq € R e préximo a x. Como f & diferenciavel,

podemos escrevé-la da forma

f(x)y = f(xo) + <?f(x0), X=Xqy> + ...

1 t 2 3
cee 5 (X=X0) T <VTE(RG), Xmxg> 4 O(Hx—xoﬂ }

para todo x € V. Logo
£(x) ¥ E(x)) + <VE(x,), x=x5)> + = (x-x,) % <v?E(x,), x~x4>
Q g ¢ 2 0 0" ' 0

para todo x &€V .
Isto &, f(x) & uma fungao que "se aproxima" de uma for-

ma quadrética nuna vizinhanga de Xyi ou seja, podemos, ainda, es-

crever a nossa fungao da seguinte maneira:

1

2

fi(x) = (x—xO)t G(x—xo) + F(x—xo) + C
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onde x € V, G(x) = vzf(x) e F(x) = vFP(x) .

Como sabemos gue a solucdo para o problema de minimizagdo
estd em resolver a equagao f'(x) = 0, entac a nossa "solugao" es

ta em resolver
G(x-xg) + Flx45) = 0, xeV

ou seija,

X = X —G—lF(xol ;, xe V.

0

Isto &, ¢ € tal que f'(x) & 0 ( £'(x) "se aproxima" de zero) ;por
tanto, também &€ um ponto gue se aproxima da solu¢ao do problema e
esta aproximacao deverg ser melhor do que a de Xp -

Chamaremos x = x; © ponto obtido a partir de Xy s x=5x2
o ponto obtido a partir de x,, e assim sucessivamente até alcangar

mos uma aproximagﬁo deseiada x = xk+l' ou seja ,

X =

-1
K41 xk G F(xk) ; k > 0

e a sequéncla de pontos obtida (xo, xl""'xk+l) devera convergir
para a solugao do problema, ou ainda, Vf(xk+l) + 0 dguando k=+ =,

Antes de provarmos este resultado, devemos tentar respon
der a uma pergunta gque surge adqui: "¢ que nos garante, com este mé
todo de busca, que estamos caminhando, passo a passo, na direqéo
do minimo da fungao, visto que para pontos "de maximo® e "de se
la" o gradiente da funcao também se anula?”

Vimos acima que a diregao de Newton para a busca do ponto
seguinte e (-G_lF) = [—vzf]V£ e sabemos que © hessiano, v2f(xk),
86 pode garantir uma "busca" eficiente se for uma matriz positiva

semi-definida, isto €, se todos os seus autovalores forem positi-
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vos ou nulos (*). Caso contrario, isto €, se algum autovalor de
vzf(xk) for negativo, entao devemos deixar a "diregao de Newton"
e utilizar a diregao de mazima deseida, O que & razoavel.

Dessa forma, podemos agora construir os "PASSOS" do algo-
ritmo para o método de Newton para minimizag@o de fungdes sem res

trigoes:

PASSO 1: x

0 arbitrario; k = 0.

PASSO 2: Se va(xkﬂ| < €& , pare. Caso contrario, va para ¢ "PAS

PASSO 3: Se x & tal que vzf(xk) € positiva definida, va para
o "PASSO 5". Caso contrario, va para o "PASSO 4",
PASSO 4 zZ = -Vf(xk) .

PASSO 5: Resolver [vif(x )]z = -vf(x) .

PASSO 6: x X +x, 2 , onde f(xk+kkz) = min{f(xk+Az), A > 0},

k+1 ~ *kT*k

PASSO 7: k = k+1 e va para "PASSO 2".

1.2) OBSERVACOES:

1.2.a) € @ um nimero tao pequeno quanto "se gueira", ou quanto for
° 9

a necessidade de "precisao" na solugao a ser encontrada. .

1l.2,b) Para resolvermos o sistema do PASS0 5, utilizaremos a decom
posicao de Choleski para matrizes e isto trard facilidades

para ¢ algoritmo, visto que uma matriz s6 & decomposta pelo

(*) Se todos os autovalores de uma matriz dada, num ponto x, forem
positivos (ou nulos), entdo x e ponto de minimo global (local)
se 9Yfl(z}) =0 ., '
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método de Choleski se ela for positiva definida.

1l.2.c) No PASSO 6, simplesmente deixamos de usar Ak =1, k=l,...,
para resolvermos, al, outro problema de minimizagao, o -
qual nos garantird o melhor valor para hk (e, consequente

mente, para xk+l) na k-ésima iteracao.

Logo, © algoritmo, construldo desta maneira, nos garanti

ra que, a cada iteracao k, devemos ter f(xk+l) < f(xk).

Demonstraremos agora o teorema de convergéncia para o me-

todo de Newton, mas para isso, devemos assinalar uma das condicoes

necessarias para tal, que & a

CONDICAO 1: Seja f(x) uma fungao duas vezes diferenciavel, sa-

tisfazendo m”y”2 < <f'Y(x)y,¥> < M"y”2 , m>0, M>0 e x,y<€EQX

TEOREMA: Seja f(x) uma fungdo que satisfaz a condigao 1 e tal
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que JE'"(x)- £''(y)|] < R|x~-yll, x.,vy € E®, isto &, £f(x) satis-

faz, também, a condigao de Lipschitz.

Seja x, o ponto inicial dado. Se a sequéncia dos pontos

0
(xo,xl,...,xk), dada acima pelo algoritmo, converge para ¢ minimo

x*, entac esta convergencia & quadratica, isto &,

Iy = x*1i

| A

R 2
k+1 m %= x*l", m>0

PROVA: Sabemos, a priori, que f(x) & uma fungao diferanciavel em
todo o seu domInio. Pela f6rmula de Lagrange (*} nds podemos es-

crever a seqguinte igualdade:

-1 -1
11 1 - * _ 11 | =g | - N
U T Xy T xE <CERT) TUEED X T
— — * ' — 1 * — i
onde fk f(xk), f* f(x*) e f* £'(x*) 0. Ou seja,
<(f")ulf' X -xk> = <(f'") -1 Frt(x -x*), x -x*>
k k' “k+1 k kc k 7 Tk+1
onde x, = xk+e(xk-x*), 8 € [0,1] . Consequentemente,
2
—k = —yk - = ek (FET ' - =
%) 4 q % | <Ky 1TXR X TXR> <x) =x*=(£2 ) fk K1 X*>
= <lxmx®) - (£ T (kg mxh), X - x> =
= <(I—(f")“lf")(x -x*), X, ,=x¥*> =
k ke k FTk+]
- (Pela
= <(fg") TLERT - ER ) (X mx*), X XY < Condigao 1)
< ollEgt - £l Meex*l fx-x*l, m o> 0
- m k k+1 ' -

(*) f diferencidvel, z,y,h €E"
<fleth)=flx),y> = <f'(x+6h)h,y> , 8 € (0,1}



.14,

Escrevendo
- l' re _ £
o = @ Mg £l
vem gue
2
Iy =x*1% < Bgmx*l by ¥ )
ou seja
(ST P PR
Pela condigdo de Lipschitz, temos que
lerr-£ @l < Rlx-yll, x,y€E®, R>0 .
Desta forma, podemos obter
1 R
e T sl -l o By
Portanto,
R 2
Iyl < A dxomxrl < Bl e ?
Assim,
R
||xk+l-x* ” hY H "kax* ” ’ m,R > 0

c.qg.d.

1.3) 0 METODO DE NEWTON PARA HBESSIANO DISCRETO - "NEWTON DISCRETO":

Vimos que, para utilizarmos o método usual de Newton, pre
cisamos calcular o hessiano da fungao em questao, ou seja, precisa
mos também fazer os cidlculos das segundas derivadas dessa fungao -
o gue nos & bastante penoso. Veremos entao, como podemos tratar o
hessiano, calculando apenas as primeiras derivadas, isto &, fazen
do uma aproximacao das derivadas segundas por "diferencas finitas"

por exemplo:
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of Y af

of
{x+he.) - ——(x) (x+he.) - (x)
32f(x) N axi 3 axi axi_ i axj
AN T2 . + 2
axiaxj h h

onde e = (0,e¢.,0,1,0,...,0) e h "pequeno" .
+ -
k-esimo

Assim, o calculo do hessiand € substituido pelo calculo
de n gradientes em pontos "auxiliares®.

Quanto a convergencia do algoritmo assim modificado, po-
demos dizer gue, como estamos tratando de uma "aproximagao” para
0os elementos do hessiano da fungao, entao, provavelmente, conse-
guiremos, a partir dai, uma matriz "aproximada" de vzf(x) e gue
se comportara como tal. Dessa maneira, a menos dos riscos de "ar
redondamento”, este algoritmo deverd convergir e ¢ teorema acima
demonstrado também serd verdadeiro para este caso.

Pode ser provado, com efeito, que se h = olflgtxlh a

ordem de convergéncia de Newton discreto & também igual a 2.

2) 08 METODOS "QUASE-NEWTON":

2.1) Analogamente ao método de Newton, os métodos Quase-New
ton tratam de problemas cujas fungdes sao diferencidveis no Rr? e,
portanto, aproximaveis localmente por formas gquadraticas.

Entic, da mesma forma, se f : R'> R é& diferencidvel,

podemos escrever

f{x) = % xTGx+-bTx+-c r C© E R®
e temos um algoritmo para minimizagao de fungOes semelhante ao do

método de Newton, contendo uma diferenga em sua "busca unidimen-

sional"; ou seja,
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Xy 4y = xk—xk[alzl]vf(xk), x, € R, k=1,2,... (1)
ou, alternativamente,

Ky = Xy MH VEGx), ¥ € R, k=1,2,... (2)
onde devemos ter Bil como uma matriz aproximada de .vzf(xk), ou,

se for o caso, H_ como uma aproximagdo de [vzf(xk)]_l e podemos
obter essas matrizes atraveés de férmulas recursivas, que citaremos
abaixo.
A fim de que peossamos garantir uma boa aproximagao para
-1

Bk' ou Hk , temos que preservar certas propriedades importan-

tes que caracterizam o hessiano da fungdo "f", quando f & quadrati

ca:
"Se v,z €ER' entdo vzf(y-z) = vf(y)~9f (z)
e [W26] tvEty)-vE(2)) = yoz.
Para 1lsso, entao, By e Hy, devem satisfazer:
Bral Py~ %) T 9K ) max) (3)
M Gl - o)) = X, - %y (4)
n .
onde xk+l' xk € R e g = Vf

Existem muitas formulas recursivas, para o cdlculo de am-

bas matrizes, mas falaremos apenas de algumas, aqui.

a) ({Conhecida como "single-rank formula™.)
Chamamos de § = X1 %, €Y f g(xk+1)—q(xk).
Por (3) desejamos dque Bk+16 = y, onde Bk+1 = Bk+aﬂk,
ﬂBk uma matriz de posto 1.

sendo
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De By, 8§ =y vem que (B +AB,}8 = y; ou seja, 4B 6 = v-B S,
donde podemos concluir que
(Y“Bkd}zt
AB = —_—,
k t
z 4

- n
z um vetor arbitrario de R
Se 0 nosso objetivo € poupar memoria, entdo nos interessa que

B seja simétrica, isto &,

k+1
t
(y=By 8) (y-B, &)

ABk =

t
(y Bka) 8

b} Utilizando o mesmo raciocinio de (a), queremos que Hk+1Y = 6,

onde H = H, +4H de posto 1. Entao

k+1 k coem  AH

k' k

(60, v) (6-H v
AHk =

¥
(6-H, v)

c) Formula de Broyden-Flecher-Goldfarb-Shanno ({(BFGS).

Nesta formula requeremos que Bpsp = BrtiBy+4B o, onde AB,

e B, sdo matrizes de posto 1.
Analogamente,para o caso (3), devemos ter
(Bk+ﬂBkl+ ﬂBkz)ﬁ = vy
ou seja,
AB, 8+ 8B 6 = y =By .

Para que esta igualdade seja satisfeita, deve ocorrer aBkl =

e aBkzﬁ = —Bkﬁ e entao temos
ot —Bkastak
AB = e AB =
kil Ytﬁ k2 GtB s



d) Formula de Davidon-Fletcher-Powell (DFP}.

Da mesma forma, para o caso (4) queremos que

i

H, + AH, , + AH

Hye1 kt AHgt AR,
onde obhtemos
t
AH = _§§_..t_' a AH = m
kl t k2 t
Sy Y Hpy
2,2) Atraveés destas formulas, podemos observar que:

(

) continua sendo

2.2.1) Se B (Hk) & simétrica, entao B

k k+l ‘41
simétrica. Portanto, se By (Hy) & simeétrica, entao, para
cada iteragdo k, B, (H,) também serd simétrica e, dessa -

forma, conseguimos poupar mais "memdOria da maquina”.

2.2.2) Se By (HO) e positiva definida, entao By (Hy ) & positi
va definida, para qualquer k; logo, Bil também & definida
positiva [2], e assim as direg¢Ses geradas pelo método  sdo

todas direc¢oes de descida.

2.2.3) Dado um método gue utiliza Bk na busca unidimensional, &

possivel encontrarmos um método que utiliza Hk nesta bus

ca e que sao equivalentes. Isto &, para que Bk seja uma

boa aproximagao de G , devemos ter By,18 = v , ou seja,
-1 N - I
Bk+1Y = § e dal temos um método que utiliza Hk Bk+1 ca

mo aproximagao para o hessiano da fungac em questao,

Também existem formulas de recorréncia para os cdlculos

das matrizes H£1 s k=1,2,... , as gquais nos permitem geri-las

com poucas operacgoes (com excecdao de HO) . Para Bk da DFP temos
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1 IR b N Nt s“h, 6 £
= B gt Lt n
k+1 k sy sy sy 5

(5)

y
E, o que nos garante este resultado & a

FORMULR DE SHERMAN-MORRISON: Seja A uma matriz invertivel de or-

dem nxn, uev € R'. Entio A+uvt & invertivel se l+vtA_lu#0

e, neste caso,

(A+uvt)"l = Aﬂl-[l/(l+vtA_lu)]A_1uvtA_l (*)

Para chegarmos ao resultado ( 5) devemos aplicar a formu

la de Sherman-Morrison duas vezes na matriz Hey = Hk+ AHk1-+aHk2
de DFP: ou seja, fazendo _ﬁ_ = 1u , ﬁt = vt e A= Hk obtemos
kléstﬂil
(1+8 y)& v
e, repetindo o procedimento ao somarmos k2' vamos encontrar

t
- -1 I_ 57 + XY
k+l t !
st Y 6y

donde vem o0 resultado desejado. (*)

Da mesma forma, podemos chegar a

t t t
BTl - -8y _x8 68
T T N = Bké vt T (6)
§ 7y &7y 8y
onde Bk+l = Bkﬁ-aBkli-aBkz segundo BFGS .
2.3) Vejamos agora, o teorema de Convergéncia para Quase-New

ton:

(*) Todos esses resultados estdo demonstrados em DENNIS, MORE [2].
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TEOREMA: Seja f : R'+» R duas vezes diferenciavel e convexa so-
bre R" e assumimos que para um dado X € R ¢ O conjunto das

superficies de nivel L(x,) & limitado, onde
Lixg) = {x € R'l £{x) = £(xy)}

x © tal que Xpe1 = Xy lkavf(x ) e que

A, € H sao escolhidos por uma das seguintes maneiras:

Suponhamos que x

(a) Numa "procura linear exata" e "DFP update" .
(b) f£(x)+ lkpk) < f(xk)+u7\k <Vf(xk), P> » a € (0, 1/2} .

<VE (%, + > B <Vf(xk); P>+ B8 € (a, 1)

e "BFGS update” (tomamos P = B 7E(x,)) .

Entao, para alguma matriz Hy € L(R") simétrica positiva
definida e ¢ > 0, existe k > 0 +tal que va(xk)H < g .

A parte {a) deste teorema foi demonstrado por Powell -
{(1971) [:10], (1972). A parte (b), mais interessante, pois nos ga
rante gue Py & uma boa direcdo de descida, foi provada, também
por Powell, recentemente {1976) [9, ll] .

Um resultado muito interessante, principalmente em se tra
tando de calculos computacionais, e que foi demonstrado por -
Schuller [13] (1970}, é o seguinte:

"gse £ : R'»> R, entdo a "ordem de convergéncia” (*) do

Ll - - - [ [ +
Metodo de Newton e a raiz positiva t do polinomio " l-tn-l =

~ plt)."

Obviamente, da mesma forma que o método, o algoritmo para

(*) Ver Capitulo 3 - Paragrafo 3.1
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"Quase-Newton" difere do algoritmo para Newton na sua "busca unidi

mensional”, onde devemos ter

PASSO 5: Resolver B,z = —vf(xk) . por (3), ou ainda conforme a

escolha,

-1

PASSO 5: Resolver Hk

zZ = -Vf(xk). por (4).

PASSO 6: Xpp1 = xk+-kkz » onde calculamos Ak de tal forma que

encontramos o melhor valor da fungao para esta iteracao.

3) 0_METODO DOS GRADIENTES CONJUGADOS:

Assim como se explicita o titulo deste parigrafo, o méto-
do dos Gradientes Conjugados se baseia em encontrarmos uma direcao
conjugada dy » que definiremos abaixo, pertencente a um subespa
¢o gerado por vetores mutuamente conjugados {(veremos a sua defini-

¥ +a onde

k41 = ¥t opdy v 0

mo subespago (como até agora, o "Indice k" se refere i k-ésima ite

gao) tal que x & um escalar deste mes

ragﬁo do algoritmo em questio, neste caso ainda nao construldo).

3.1) Seja £ : R > R diferenciavel, de classe c3. Como j& vi
mos, atraveés do seu desenvolvimento de Taylor na vizinhanca de um

ponto x, (estamos chamando de "V" tal vizinhanga), sabemos que pa

0
ra qualquer x pertencente a Vv, "f" se aproxima de uma funcdo qua-
dratica, ou seja, "f" & aproximdvel por uma funcado da forma

t

g(x) = % X Gx+ btx+-c

- . . i) —
onde G & uma matriz simétrica de ordem n e bE€ER . Temos entao

o sequinte principio heuristico gque justifica a construgao dos mé-~
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todos de minimizacdo sem restrigoes:

"Se toda fung¢do diferenciavel & aproximavel, localmente,
por uma funcdo quadritica, entdo um bom método para minimizar fun-
coes quadraticas deverd ser um bom método para minimizar  funcSes
diferenciaveis em geral."

Vejamos como isto & feito no caso dos metodos de tipo -

"gradientes conjugados”:

DEFINICAO DE DIRECOES CONJUGADAS: Seja € € R°" simdtrica defi

nida positiva (isto &, G > 0) e d1 e d2 vetores doimn. Dizemos
que d, e 4, sao conjugados com respeito a G (ou simplesmente "conju
gados”" ou "G-ortogonais") se e somente se d§(3d2 = 0 (assim, dois
vetores sdo ortogonais se sao conjugados com respeito & identidade
I) .

Os teoremas 1 e 2 abaixo, sdo muito importantes para a

nossa teoria, pols fazem parte da sua base., Vejamos:

TEQREMA 1: Seija {dl,dz,...,dp} um conjunto de vetores nao nulos
e conjugados, ou seja, diG dj = 0, se i # j, para uma certa ma-

triz G > 0. Entdoc este conjunto € linearmente independente.

Este resultado & facil de ser demonstrado, pois & conse-

quéncia direta de ser dEG d, # 0, para dy #0 .

TEOREMA 2: Seja £ : ®'~+ R tal que £(x) = % xtex + b + ¢,

G positiva definida, Xq er', 4d € R" com d # 6. Seja a* tal

que

f(x0+a*d) = min {f(x0+ad)}
o € R

Entao



-[vf{xo)]td

a* = _
atca |

Para provarmos este teorema, consideramos a funcao -
¢y t R +R f.q. “l{a) = f(x0+ad), a ER e a ela aplicamos a
regra da cadeira [6].

Com este resultado, podemos observar que se "d" & uma di
regao de descida, a* > 0; se & de subida, a* < 0; e se X e o
minimo de "f", a* = 0, (*)

Como vimos, o Teorema 1 nos da condigGes para conseguir-

mos uma base de diregoes conjugadas {di}g;% . Chamamos entao de
Bk 0 subespacgo gerado por {dO""'dk-l} e dal podemos definir
X + Bk como sendo a vartedade paralela a Bk que passa por X

(ou ainda, o "conjunto soma" de xp e Bk), onde X, e R,
Pelo Teorema 2, Xppl = xk+akdk com
-9y, 4
af 6 a,

G.k =
onde Iy Vf(xk) -

Sabemos que, sendo uma variedade linear, xg + Bk & um
conjunto convexo do iEp: lego, "£" restrita a X4 + Bk tem cer-
tamente um dnico minimo.

Se tomamos um ponto 2 pertencente a variedade Xg + Bk ’
o subespac¢o tangente a xo + Bk passando por z € justamente O

subespago Bk = [60,...,dk+l]. Logo, a condigéo Necessaria e su-

(*) Seja d e, d# 0. Dizemos que d é uma diregdo de descida
com relagdao a z € R, quando <vf(x0), d» < 0. Caso

<9flx,),d> > 0, entao d ¢ uma diregcao de subida.
0
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ficiente para que z seja o minimo de £ em Xq + By & que

<Vf(z),d0> = 0,..., <vE£(2),d = 0

k-1~

ou seja, que VE(z} | Bk

Dessa forma, podemos enunciar e demonstrar o

TEOREMA 3: Seja f : R' > R diferenciivel. Entdo, para <k >0,
Ry e o minimo de £ restrita a Xq + Bk. Em particular, devemnos
ter que x, & o minimo global de f.

A prova deste teorema & simples e usa indugao. Para k=1,
temos Bk = [dl] e entao o teorema anterior prova este resultado.

Suponhamos que este teorema seja verdadeiro para um certo "k" e ,

usando o fato de que dE(;di =0 e
Ie1 = Ikt Gpy %) = Gt G

chegamos gque Iy+1 1 [do,dl,...,dk] . Logo, daqui podemos concluir
que a afirmacao feita acima & verdadeira.

Este resultade nos diz que, ao minimizarmos uma fungao -
quadratica por meio de dire¢oes conjugadas, encontramos, a cada
passo, © minimo da fungdo restrita d variedade linear corresponden
te e que num nimero maximo de n "passos" obtemos o seu minimo glo-
bal. Isto nos & muito importante, posto que assequra a convergen-

c¢ta do algoritmo para funcdes quadraticas.
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Dessa maneira, podemos escrever os passos do algoritmo pa
p 2

ra o método dos gradientes conjugados da sequinte forma:

PASSO 1: Xy ponto inicial arbitrario
do = -go .
t
- 4 ~9y 9y
PASSO 2: xk+l = xki-ak K’ onde @y = 4/ .
da,. ¢cd
k k
PASS0O 3: Se Iy = 0, pare.
Senaoc, va para PASSO 4.
Ipe+1 € I
PASSO 4: dk+l = -gk+l-+ykdk, onde Yy T % -
dk(Bdk

Va para  PASSO 2.

Outro resultado muito inportante & o

TEOREMA 4: Se o algoritmo dos Gradientes Conjugados para fungoes
quadraticas nao termina em x® (i.e., ndo converge na iteracado
k~1), entao:

k

(a) [gol'"vfgk] = [qor Ggo'-..'G qO]

k
(b) [do,dl,...,dk] = [g94,G9g,e-sG" gg]

(c) dEGdi =0, para 1 < k-1.

As partes (a) e (b) sdo importantes teoricamente e servem
para nos ajudar a demonstrar a parte (¢), a qual nos & realmente
importante, pois mostra que o algoritmo gera diregoes  conjugadas
e, portanto, serve para achar o minimo de funcoes quadraticas num
maximo de "n passos". As trés partes sdo demonstradas indutivamen

te e podemos encontrar suas demonstragoes no trabalho de David G.
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Luenberger - 1973, [6].

3.2) GENERALIZACEO PARA FUNCOES NEO-QUADRATICAS:

Podemos reformular o algoritmo de "Gradientes Conjugados™

da seguinte maneira: fazemos

_ 1 _ _ 1
K = ukG(xk+l Xy

%%

_ 1 _
cd ) [(ka+l+b)-(cxk+b)] = =(9) 119)

k

e entao obtemos o PASSO 4 na forma:

gt (g -q, )
_ k417 k+1 'k

- e
Ay {Fy41 79y

PASSO 4: dk+l = —gk+l+ykdk, onde Yie
{(FOormula de Sorenson-Wolfe)

Como podemos observar, o algoritmo, dessa forma, nao con-
serva caracteristicas de modelo quadritico; portanto, o mesmo pode
ser aplicado para func¢des nao quadrdticas, esperando que oS teore
mas citados anteriormente tambem assegurem, de alguma forma, a sua
convergéncia.

Existem outras formulas para V! como as de Fletcher ,
Reeves, Polak-Rebidre, que sio equivalentes d citada aqui, gquando
tratam de fungaes quadraticas, porem geram diferentes algoritmos
para outras fungoes.

Na pratica computacional, vamos utilizar a implementagao

de Shanno-Phua, 1978.
Algumas observacoes podem ser feitas aqui:

(a) Os erros de arredondamento tém uma influéncia grande nos méeto-
dos de gradientes conjugados. Por causa deles o algoritme pode

ndo convergir em "n passos” para as fungOes quadraticas, na
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pratica computacional. Em consequéncia, a cada n passos o al-
" : " = - = -~
goritmo se "reinicia" pondo dn gn, d2n g2n' etec,, ate

obter convergéncia.

(b) As diregbes 4, geradas por este método sido, na maior parte -

k
das vezes, diregoes de descida. Por isso, pudemos substituir

no método, o problema

f(xk+-akdk) = min {f(xk4-adk), o > 0}

(c} A importdncia dos métodos de gradientes conjugados & que usam
pouca memdria, sO precisando gquardar uns poucos vetores de n
posigoes e nenhuma matriz. Isto faz com que os mesmos sejam
eficientes para problemas grandes, embora para problemas pe-

quenos hajam outros mais eficientes.

(d) Eles tém convergéncia quadritica para cada "n passos”, isto

e, existe uma constante k>0 t.q. 5_}dkk—X*H2

—sc#l
b (ge41yn "

se X, estd suficientemente proximo de x*. (Shanno, D.F.)

Trataremos agora, de alguns comentarios a respeito dos
trés metodos acima descritos.
Enquanto o metodo de gradientes conjugados precisa, para

ser implementado, de aproximadamente 7n+ 2 posicoes de memdria, o

2
método de Newton precisa de aproximadamente %T + L%E posicoes e

isto se deve 3 necessidade de que o {iltimo possui em armazenar a
matriz hessiana. Numa iteracao do método de gradientes conjugados
sdo gastos, aproximadamente, 38n + 0{(1) operagoes, além da bus-

ca unidimensional. No entanto, no método de Newton s30 gastas
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3
%T + 1.5n2 + 5.5n + 0{1), a busca unidimensional e o calculec do

hessiano. Dessa forma, podemos adiantar que, para n grande, o© mé
todo de Newton pode ser impraticivel (veremos isso mais adiante).

Quanto ao método Quase-Newton, este gasta, além da busca
unidimensional, aproximadamente 2.5n2 + 11.5n + 0(1) produtos e

somas, a cada iteragao, e precisa do mesmo nimero de posicdes de

memdoria que o método de Newton,
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capITULO IX

FORMAS DE RESOLUCAO PARA O PROBLEMA DA NAD-POSITIVIDADE DA
MATRIZ HESSIANA PARA O METODO DE NEWTON

Uma das propostas deste nosso trabalho, como vimos na in-
troducdo, & a de encontrarmos algoritmos para o método de HNewton
que sejam tdo ou mais eficientes quanto o algoritmo jd descrito,
o qual utiliza diregoes de maxima descida quando o hessiano da fun
cao no ponto em cuestao, G{x), €& nao-positivo definido.

Ambos os procedimentos, agul descritos, sSe utilizam da
procura de direcoes de curvatura negativa para consequir "direcgoes
de descida™ no problema de minimizagac de fungoes, sendo que 0 pri
meiro, surgido de idéias de Gill e Murray, 1972, propoe uma aproxi
macao da matriz hessiana a uma matriz positiva definida através de
sua soma com uma matriz diagonal, apenas buscando uma direcao de
curvatura negativa no caso desta mesma natriz se apresentar indefi
nida; o sequndo procedimento, também de Gill e Murray, transforma
este problema num prohblema cuadratico com restrigoes "canalizadas®,
isto &, linita a regido en cue o ronte da funcdo em questao & um
ponto critico (no caso, ponto de sela ou de maximo) e faz uma apro
<imagdo local da fungdo por uma funcao cuadriatica, huscando, dai,
uma solucao para o problema, agora restrito.

Vejamos entao, cmais saoc esses dols procedimentos,

2.1) METODO DE NDWTON COM FPATORIZACAC NI CIIOLESFI MONIFICADA:

2.1.1) Sabemos que se G & uma matriz positiva definida, entdo po

demos escrevé-la na forma G = LDLt, onde L & uma matriz triangu
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lar inferior unita@ria e D uma matriz diagonal. Dessa forma, se cha
MAMOS gy 4 gij e dj os ij-ésimos elementos e jj-ésimo elemen

to de G(k), L (K) e D , respectivamente, entadoc temos que

(1) 4 T2 d
= sa— LR
307 93372, Tir O
j-1
(IT) Rij = (gij—-ril ijr L dr) / dj’ i= j+1,...,n
Se denotarmos cjr = Ejrdr , entao (I} e (II) ficam:
j-1
I d. = ss— L 2. .
(T 4y 9337 2y It 3
j-1
' - = P = s
(I1') cij = gij ril ﬂjr Cipr 1 j+l,...,n

Quando a matriz hessiana G nao & positiva definida, deve-
mos encontrar dj < 0 para algum j (*). O que gqueremos, entao ,
& aproximar cada dj < 0 a um nimerc positivo de tal forma que -
ndao tenhamos problemas de estabilidade numérica para os calculos
da nova fatorizagao; ou seja, temos, neste caso, que limitar o ta-
manho de cada dj em guestao. Quanto aos £ij’ observamos pela -
equacdo (II) que, no caso dos mesmos se apresentarem muito grandes
podemos reduzi-los em médulo por um decréscimo dos elementos de
D(k}.

Assim, como podemos verificar mais adiante, esta idéia se

resume em obtermos a fatorizacgao de uma matriz positiva definida G

(*) Podemos verificar isto nos exemplos de § 2.2.
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onde
alk) o ok Rk

e EX) uma matriz diagonal a qual & zero quando g (% for suficti-

entemente positiva definida.

2.1.2) Primeliramente, vamos ver como devemos proceder de forma
que nao haja problemas numéricos consequentes da modificacdo de G.

Suponhamos g8 uma constante tal que

S=l,...,j"l
W4 P T
rs s - r=1,...,n
Definimos
j-1

. = ' E R,o C.

¢J gJJ r=1 Jr Jr

d. = {s |

3 max , [¢j.}

onde § € introduzido para evitar dificuldades numéricas na avalia-

(k) (k)

¢cado da diregao p' ', guando G & positiva definida mas “"mal con

dicionada". (*) Podemos escolher § = max {2-t HG(k)H, 2“t}

-t - » futd - s
de 2 e a precisao da maquina.

¢ On

vemos que o nosso problema, agora, se resume em determi-

narmos um valor para g de tal forma que d. vai ou nao ser modifi

1 J
cado se os elementos-~coluna £ij§§/2 , 1=43+1,...,n, forem ou nao

limitados por R.

Antes de determinarmos tal valor para p observamos gque se

definimos 6 = max {|cij}, i=3j+1,...,n} , entao para 92 < B2aj

(*) "Mal condicionada”, aqui, se refere ao mal condicionamente do

sistema relative a esta matriz (G(k))
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os elementos kij a§/2 sac limitados por 8. Assim podemos esco-
lher dj tal que o maior elemento em mddulo de iij d§/2 & exata-
mente igual a £, ou seia,
= 2, 2
d. = m ’
5 ax {dy, o |87}
Desde que
§ , se § > max {!¢j|. 6218%)
_ _ 2,,2
dj = |¢j1 , se |¢j1 > max {e“]g", &}
2
ez|8 , se 62|82 > max {¢, f¢j1}
entao
{(I1I1) d E j; 2
. = .. + E, - T . C.
j T35 T T L) Por S
onde
§-4. , se & >max {ls.], 92|82}
J - ]
- _ . 2.2
Ej logl=¢5 v se Jogl 2 max {o7]s", s}

82132—¢j, se 82!82 > max {§, |¢j|}

Obhservandoc a equagéo (YIT) podemos dizer que, dessa for-

ma, o elemento diagonal da matriz fatorizada € dado por + E.

933 j
e que podemos obté-lo, da mesma forma, utilizando a fatorizagao de
Choleski da matriz

(k} (k)

AL G + F

onde E(k)

& uma matriz diagoral com j-ésimo elemento Ej
Portanto, podemos afirmar gue para encontrarmos uma dire-

gao de descida devemos resclver o sistema

[G(k) +E(k)]p(k) - g
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onde g = vf.

Finalmente podemos citar o teorema cue nos garante um va-

lor para a constante §:

(k) matriz simétrica com elementos limitados .

E(k)

TEOREMA 1: Seja G

0 j-€simo elemento-diagonal da matriz associado com a fato

G (k)

rizagao de Choleski de & limitado e satisfaz

I ‘o 2 |+ (4-1)p2
.Ej] < (Ej/ﬁ + (3-1)p)° + 2(|qjj,+ (5-1)R°) + 8

onde Ej = max {[gij!- i= j+1,...,n} . (A prova deste teorema pode

ser encontrada em [ 5].)

- Deste resultado podemos concluir que

(a) O limite maximo possivel para HE(k)Hm (*) & dado por
1EX < (e/8 + (n-1)g)2 +20y + (n-1)8%) + &

onde £ = max {|gij|, i# 143 e y = max {Igjj], j=1,...,nk

{b) Se chamarmos de ¢ (g) o0 limite acima definido, notamos que ¢
- ~ 2
e uma fungao convexa e o seu minimo ocorre quando Bz= el n“-1
e que £ assim definido @ ainda suficientemente grande para  ga

rantir a ndo modificagdo de G se esta for positiva definida .

- . - . - 2
Na pratica computacional & vidvel escolhermos 8 = £|n

Da formula (I) acima, temos gue

Tt g r 42 a a
d L] - + 1 - E RJ L = L] L] - E R) [ + £ » L L]
3 F337 2y tar e T 9537 L Tar BT T35 S
k n ko X,
(%) Definimos |F ”m = max I !Eij: = max {Ej s d ® I1y,000,n) .
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J 2
com &.. =1 donde tiramos = I 3 d o e implica
i3 9337 2, 3 O o P

2
. d_ < 944 Para cada j; dal, se tivermos
2 .

B > max {|g..|, 3=1,...,n} = ¥

3 i3
teremos gque L?rdr < 82 e entao nenhuma modificacao na matriz G
sera necessaria.

Finalmente, para que g seja um valor "sequro", podemos es

colher

2

B = max {y, £/n, 2-t}

"t &a precisdo da miquina e & aqui introduzida para o ca-

onde 2
so de [G¥|_ =0 .

Novamente, devemos salientar agqui a importédncia da esco
lha de B para a estabilidade do metodo.

Outro problema, relacionado com a nac-positividade da ma-
triz hessiana, € do algoritmo estar num ponto de sela ou num ponto
de maximo; neste caso nao podemos encontrar uma direcdo de descida
como solugao do sistema G(k)p = ~g, pols certamente ela se anula
ra (g = %) .

Para este problema, procuramos uma direcaoc de curvatura -

negativa, que é

2.1.3) UMA ALTERNATIVA:

DEFINICEO: Uma diregdo p € R" e uma diregao de curvatura nega
tiva se e sO se pt(Sp < 0, ou seja, na diregdao "p" a funcao em

questao deve ser concava; por exemplo:
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'

OBSERVACAO: Para os calculos da direcdo p utilizaremos informagoes
sobre as modifica¢Ges necessadrias na matriz  hessiana

com sua respectiva fatorizagao.

Vejamos agora alguns resultados importantes para este pro

cedimento:

LEMA 1: Seja s um inteiro positiveo tal que bg < Qj' J=1,..00n,

se ¢{¥) e indefinida, entao 4,2 0

LEMA 2: Seja x K a1 que ﬁq(k)H =0 e 6% indefinida. Seja
p a solucao da equagao (L(k))tp = e  , onde s € z t. g.

b < ¢j , 3J=1,...,n. Entdo p & uma diregdo de curvatura negati
va,
Podemos encontrar as provas desses resultados em [S5] .
Dessa maneira, podemos agora recordar o PASS0 4 do algo~
ritmo de Newton, descrito no capltulo I, e modifica-lo da sequinte

forma:

(k) € nao positiva definida e Hg(k)||= 0, vad pa

o %) k) | ) Kt

PASSO 4: 1 - Se G

para II. Senao, + E e
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vaA para PASSO 5.

_ (Kt _ . (k) _ (k) (k) _ o (k)
I1 L Yy = ej v J t.qg. dj Ej < di Ei ’ e
tomamos
" (- sinal (ytg(k))y , sSe Ih(k)ﬂz # 0 (*)
pt = (x)
|y ,se g™, =0

0 teorema 3, abaixo, nos garante a convergéncia de tal al
goritmo.

Seja F : " C ®K* + R, [ conjunto aberto. Denotaremos

por Q(t) o conjunto fechado das superficies de nivel
R(t) = {x | x el , Fx) < t}

e Co [f] representa @& convexo

TEOREMA 2: Seja F : [ C K'-+ Ruma fungZo continuamente diferen

ciavel para todo x €T e seja s = {%; X €, g(X) = 0} . Se

x,. @ escolhido tal que

0
(1) ﬁ[F(O)] compacto
nrp (0)
{ii) Co |a{F 1] cr
(iii) a matriz hessiana
G(x) é tal que [G{x)] < p para todo x € arr (0 Se e =0
no nossoc algoritmo, entdo a sequencia {xk};=0 gerada pelo mes

mo & tal que

n 9 t/2
(*) Definimos | =z ”2 = z |x£I ) onde x = (mI,...,xn) .
t=1
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lim x, = X, onde X e 5 . (*)
k+oo

TEOREMA 3: Considerando as mesmas condi¢des do teorema anterior ,
seja € » 0 um escalar muito pegueno. Entac a sequéncia de pon-

tos {xk {c)};=0 gerada pelo algoritmo & tal que

lim lim {x, (e}} = x*
e+0 k+eo

onde x* & um minimo lLocal de F. (*)
Vejamos agora o dque vem a ser o sequndo procedimento:

2.2) 0 METODO DE NEWTON CANALIZADO - PROGRAMACAO QUADRATICA:

2.2.1) Seda p € R uma direcao de curvatura negativa.

Como no nosso problema estamos interessados na busca do
minimo da fungao, entao também consideramos que <g,p> < 0 , ou
seja, p tambem deve ser uma diregao de descida.

Seja f : ®R' » R diferencidvel e (xl,...,xn)t e R".

Dado © problema

Min f (x)

s.a x € R"
em cada iteracao k ,

f({x) = f(xk) + <Vf(xk), (x-x) ) > +

1, .t S R - t
+ 5 (x xk] G(xk)(x xk) = 3X Gx + b'x + ¢

e podemos gerar, por algum critério heuristico, "limites” u; e gi

(*) Ver prova em [5]. (Fstamos considerando p um escalar positivo.)
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tais que o problema de acharmos Xps41 S transforma em

Min % xth + btx + c
8.4 zi < xi < ui

Se u; = += e zi = -« e G >0, entao a solugdo xk+l

é simplesmente
X = x, - a2 (x )] 7Y vE(xy)
k+1 k k Xk Xk

Definiremos uma variavel livre como sendo uma variivel xj

tal que x, nao satisfaz as seguintes condic¢des:
(a) Xy =4y e g, > 0

Yy x, = uy e g, < 0

onde 9 & a componente do gradiente relativa & variavel Xy .

As que satisfazem {(a) on (b) s3do ditas variaveis fizas.

Vamos agora explicitar a maneira com que calculamos a di

recao de curvatura negativa. Vejamos:

2.2.2) Seja t o numero de varidveis fixas de um dado problema .

Chamaremos de 20 x (n-t)’ onde n & ¢ nimero de variaveis do pro-

blema, a matriz que define o subespago das varildveis nao-fixas -

(das livres) .
{x)

n x (n-t) e temos

Ent3o, para cada iteracgao k, definimos =z

k.t x

gk = (27) g como o gradiente de f(x) com respeito 3s varié

(a) g

veis livres - gradiente projetado no espago das variadveis 1i-

VIres.

- t .
(b) Gk = (zk) G zk como o hessiano de f({x) com respeito as va-
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ridveis livres - hesstano projetado no espago das varidveis 1i

vres; logo, Ek tem ordem (n-t) x (n-t} .

k
Din-t)x (n-t)
X

k .
Chamanmos de L(n—t)x(n-t) e as matrizes -

com relagio & fatorizacdo de Choleski de G, onde 1¥ & uma matriz

triangular inferior unitaria e p* & diagonal.

A direcao a ser calculada & "p". Entao temos p tal que,

a cada iteracdo k,

pk - iEk Yk

k—
= €(n-t) * (n-t)

(n-t)~ésima componente igual a 1 e as outras nulas.

onde yk,/ka sendo e o vetor que possui sua

OBSERVACAO: 1) Ek significa que nao trabalharemos com todas as va
riaveis livres, na iteracdo k (veremos mais adian~

te).

2) Se pk nao for uma direcao de descida, entao (—pk)

O sera.

2.2.3) A cada iteragaoc k, temos que classificar as variaveis 1i-
vres e, a partir dal, fazer a fatorizacao de Choleski do hessiano
com relagdo a estas varidveis a fim de escolhermos as que deverdo
ser "mexidas" (nem todas as varilveis livres devem entrar para oOs

cilculos; falaremos disto mais adiante); ou seja, para n=4 se

911 912 913 914
912 922 923 924
913 923 933 934

914 924 934 a4

L. -t
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e se, na iteragao k, X, for uma variidvel fixa, entao

911 913 Y14 911 912 Y13

=k

G = k k. t

(™)

I P I
913 933 934 T [J12 Ta2 o3| = (LI D

914 934 44 913 923 933

onde DX & a matriz diagonal d% .
dk

2

k

dy

k
i

entao escolhemos as 1's primelras varidveis livres para trabalhar-

Se na fatorizagao de Choleski encontrarmos algum d, < 0,

mos na iteracdo; neste exemplo supomos que Xyr X5 € X, sdo varid-

k
vels livres e, ainda supondo, se encontrarmos 4

5 <0, entao deve

mos trabalhar apenas com Xy @ X5
A idéila do algoritmo & a seguinte:

PASSO 1: Dado um ponto x = (xl,...,xn)t, classificar as varié-!

]
I

veis: FIXAS - quando Xy e g; > 0 ou

X, = u, e g; < 0

LIVRES_— as outras.
PASSO 2: Se todas as varidveis s3doc fixas, parar; o ponto €& otimo.:

PASSO 3: Considerar o hessiano em relacdo as variaveis livres. Se

ele & semidefinido positivo, va para PASSO 5.

PASSO 4: Conseguir uma dire¢ao de curvatura negativa no espago =~
das variavels livres. Aqui convém distinguir wvariaveis
livres das "mexidas". Sequir esta direcao, respeitando

descida, até obter um novo ponto X e voltar para PASSO 1.
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PASSO 5: Se as componentes do gradiente para as coordenadas das -
varidveis livres sao nulas, entao o ponto € Otimo.Parar,

PASSO 6: Calcular a diregao de Newton no espago das variaveis li-
vres. Obter um nove ponto. Voltar para PASSO 1.

2.2.4) Obviamente, a cada iteragdo, o numero de variaveis livres

pode diminuir ou aumentar, independente da diregao que tomamos ser

satisfatoria ou nao. Dessa maneira, teriamos, entao, a cada itera

gdo, que fazer novos calculos para a fatorizagao de Choleski, me-

xendo com novas matrizes e, provavelmente, sobrecarregando a memb-

ria da maquina e aumentando 0 "custo computacional" do algoritmo.

Para impedirmos que isto aconteca, podemos utilizar as ideias de

Golub-Murray-Saunders, as quais permitem que fagamos uso da fatori

zagao de Choleski da matriz inicial, G, para obtermos as fatoriza-

k

coes de suas submatrizes, G, a cada iteragao k.

Para ilustrarmos tais ideias, vamos utilizar G de ordem

4, cujo ij-ésimo elemento & gij' Supomos G fatorizavel por Choles
ki, isto @&,
(1 0 0 0] [g0 0 o} [1 51 %31 %41
oo it - £2¥ 1 0 ¢ 0 4,0 © 0 1 Ly Y45
- |3y Ry 10O 0 0 d;0 0 0 1 2,,
_241 Yap %43 ¥h _p 0 0 4, 0 O 0 1 |

{a) Entao, se tivermos, na iteragao k, X, como variavel fixa,

911 913 914 1 o0 o
=k _
G 913 933 934 f31 %32 1
914 934 944 241 %42 %43

1

31

32

2

%

£

41
42

43

1 |




(=]

Podemos, daqui, escrever

1 0 0 0
500 10
1 0 243l
ta1 441
0
11,
0 1
0 00
3,84, 0 0
dyt,, 00
Logo
1 0 0 0
319 1 ¢
41 O %431
0 0]
Y32 %42
0 0
0 o0 |

+ |0

0 o 00

239 00

0 142 00

[0 0 0]

a, 00 0

0 04,0

-4!2-

(al 00 0 00 0
0 00 O 0d, 0
+
0 0 d3 0 00 0
_o 00 d4- 00 O
"dl 00 0]
1 0 0 O
0 00 O
) 0 1 0 +
31 0 04d,0
2 0 2 1
41 43 o 00 4,
[0 0 0 ]
0 1 £
4 32 ‘42 )
0 0 0
0 0 0 |
2 2,
31 “41 0 0 0 0
0 0
L . + 10 d2£32 00
43
0 dyt,, 00
0 -
d, 0 o kg %4,
0 d; 0 0 1 g, +
0 0 d 0 0 1
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0
tod, i) [0/ 23p0 %45] o
L42
Portanto,
. e v t
& o= @HREHT + a, K0S
12
X
onde 2 = 232
Y42

Da mesma forma, se considerarmos X, como variavel fixa ,

na iteragao k, teremos

922 923 Y24 2 33
_k _
¢ 933 933 934 = Las 1 0 0 d3 0 0 1 %,,1+
954 934 J44 ey bg3 1| |0 0 | [0 0 1
L
21
=k, =k =k, © k kb
= )
+ody gy [eye 2gy0 2] @955 E T+ af 5
t41
t21
k -
onde 2 = 131
Y41

Como, para chegarmos a este resultado, utlizamos apenas
propriedades elementares de matrizes, que sabemos validas para -

gualquer ordem, podemos concluir desde ja que:
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Se z; ¢ uma variqvel fixa na iteragac k, entao

- - -t -3 t t
e~ A M djzkfsz

1 L]

ti " n-1

£d .

[

onde Lk = [&

NOTAS: 1) Utilizamos a notagao Ek para a matriz L projetada no su-
bespago das varidveis livres da iteragao k, ou seja ,
- t

Lk = (zk)L(zk) e dj € o j-ésimo elemento da diagonal

da matriz D.

2) Se fizermos Ekpk = 3k , entao
- - - t _x t
¢ = @9 B+ a, P @9
Logo, s0 precisamos calcular a fatorizagao de Choleski
~k K  k©
da matriz D +d, p (p} .

]

3) Por hipdtese, a formula acima s6 se verifica para o caso
em que o numero de variaveis livres na iteragao k for me

nor que o numero de variaveis livres na iteragao k-1 .

(b) Para o caso em que o numero de variaveis livres na iteragao k
@ mator do que O niumero de variaveis livres na iteracao k-1 (ou -
seja, se ganhamos uma varidvel livre), podemos utilizar o seguin
te reciocinio:

Desta vez, temos que acrescentar uma linha e uma coluna

na matriz Ek“l, e entao
|
i
_k |
c - | m———— ..I ______
i
|

onde (b,u)t e o vetor-coluna de G relativo 2 nova variavel livre.
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I ek} =k=1 -k-1 © .
Sabemos que Gk 1. (Lk l)Dk 1(Lk 1) . Entao,
- - t
Gk - {Lk) Dk (Lk)
com
1
. ot oo . okl 1 o
L7 = femm—ee b St € D" = [=—————— pom——— '
t ! I
3 Pl 0 : d
onde it e d sao valores a serem calculados. Ou seja,
k-1 - -1 1 -1 Ei
Gk 1: b Lk lI 0 Dk 1= 0 (Lk l) : 2
—————t——— = e | Jmm——gmmin | | em——— - ———
t | £ | ! '
b" | @ At 0 !d 0 1
donde concluimos que b = Lk_lnk_lﬁ e d = u-ztDk_la .

NOTA: Até agora tratamos apenas de situagdoes elementares, como o
caso de perda ou ganho de uma variavel livre a cada itera-
gao. Para o caso de perdermos ou ganharmos mais de uma va-

riavel livre, deveremos proceder da mesma forma,

2.2.5) Uma maneira pratica de visuallizarmos o funcionamento des

ta modificagao do Método de Newton & fazermos alguns exemplos sim-

ples.
. 1l _t
EXEMPLO 1l: Seja F(x} = 3 X Gx + bx
S.a -1 < X, 2 1 , i1 =1, 2, 2 onde
1 3 2 1
G = 3 -1 1 e b = 2



PASSO 1:

PASSO 2:

PASSO 3:

PASSO 4:

Tomamos x(o) = [0, 0, 0]. Entao g(o) = 2 .
1

x{OJ, xéo) e xéq) sao livres.

Nao Pare.

Fagcamos entao a fatorizagao de Choleski da matriz G, is

to e, LDLt = G, donde tiramos dlw 1, 212==3, £l3= 2

e d2= =10 (). Como d2 < 0, isto significa que deve

mos trabalhar com apenas as duas primeiras variaveis 1li

vres, ou seja, x{o) xéo)

e Assim, calculames a 4di

recao de curvatura negativa p:

- -0 t -
p(o) =+ zoy onde (20) y=e, . isto e ,
13 Yy 0 Y, = 1
= =2
0 1] |y, 1 y, = -3
Entao
0 0
(0) -3
p =+ [0 1 = [-3, 1, o]
1
¢ 0
onde
1 3 2 -3 -3

(-2, 1, 0] [3 -1 1 1l = [0, -4, -5] | 1] <O

2 1 -2 0 0

Logo, p @ uma direcaoc de curvatura negativa, onde temos

p(O) -

também que <g(0), p(O)> < 0 é uma diregao de



PASSO 1:

PASS0O 2:

PASSO 3:

PASSO 4:
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descida.

(1),

Calculamos, entao, o ponto x

o g0 (0) (0)
onde
0 -3
0L(m/ of 4 O 1
0 0
com -1 < X; < 1, ou seja, calculamos u(O) maximo tal
que x1) & factivel. Para este cado, o9 %
Logo
- 1 1 t
e [, 50 e g™ = 1, a3, -4/3]
Agora, xél) e xél) sao variaveis livres.

Ndo pare.

_ 11
g _ [ } & nao positiva definida. Logo, procura
1 -2

mos novamente "p". Primeiramente, devemos saber guais

variaveis livres deverao ser mexidas, i.e.,

1 0 d 0 1
G(1)=[ }[1 ][ 12] -l <o
212 1 0 62 0 1

Portanto, vamos trabalhar com xél) .

(l)}

p(l)==iE(l}Y, onde vy / (L y = éi + y=1 . Logo

(1)

P = + e para p(l) = 1

O = O
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p( )

(1)
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(1) (1)

obtemos Gp < 0 e «<g P > < 0
Portanto, x(Z) = x(l)+u(l)p(l), onde a(l) e maximo tal
que x(z) é factivel, t.e., a(l) = 2/3 e temos
x (%) -1, 1, o)t
PASSO 1: g(Z) = ex®4p = [3, -2, O]t. Logo, xéz) & "livre".
PASSO 2: Nac pare.
pASSO 3: G'?) & ndo positiva definida.
0
PASSO 4: p(2) = iE(z)y onde y=1 ; logo p(2) = +10 com
p(z)tf;p(Z) < 0. Assim I
x(3) _ x(2)+ u(2)P(2)
onde 0(2) = 1. Portanto ,
3 = 1,1, e ¢ = [5,-1,-2] .
Logo, x(3) € um ponto de Otimo, pois todas as variaveis
x{B), xéB) e xéB) sao fixas e satisfazem o critéerio de
parada.

Um outro exemplo,

talvez um pouco mais interessante,pois

utiliza também a "diregao de Newton", & o seguinte:

EXEMPLO 2: Seja F(x) =

5.4.

onde

% xtG X + bx

1< X < 1



algoritmo:

PASSO 1l:

PASS0 2:

PASSO 3:

PASSO 4:

PASSO 1:

1 2 1
G = 2 2 1 e
1 1-5
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Analogamente ao exemplo anterior, seguimos os PASS0S

x(l).

Tomamos x(o) = {0,0,0) e temos g(o) = (5,3,1)t .
x{O), xéO) e x;OJ sao variaveis livres.
Nao pare.
G & nao positiva definida, onde para G = 1oLt temos
=1, %Hz=1
le = 2 d2 = =2 <0
Portanto, trabalhamos com apenas xfo) e xéo)
- t
p(o) = iz(O}y , onde (L(O}) y =e, => y =
Y2
. p(O) = (-1,2,{})t é tal que p(O}G (po)t
<g(0),p(0)> <0 Dai ,
(. _ x(0)+a(0Jp(0)
onde u(O) = % Logo
1
= 2,1, 0
t
g(l) = Gx(1)+-b = (%5, 4, %) . Logo, x{l) e

sdao livres.

do



PASSO 2:

PASSO

PASSO

PASSO

PASSO

PASSO

PASS0

PASSO

3:

4:

Nao pare.
_ 1 1
&) g ndo positiva definida, pois &%) = [ }
l -5
ptt) = iEtl)y , onde
t Y 0
tL‘l’Jy=e=>[}[l}:{]=>y=l )
2 1
Yo 1
Y, =2
Logo ,
p'Y = (1,0,-2) 6 tg. <« ,pMs <0 e ptep < o0.
Assim
2(2) = x (l)p(l} com u{l) = 1/2 .
x2 - 0, 1, -1t
g(Z) = Gx(2)+ b = (6,4,7)t, donde tiramos que x{z)
x§2) sao variaveis livres.

Nao pare.

5(2)
2 2

Nao pare.

ISO.

1 2
[ ] e positiva definida.

Calculamos uma direcao de Newton, ou seja,

L3

onde &(2),(2) _ 5(2)

« (20 _ 2 (2)

isto e,

6 2{2) = =2
4} -~ zéz) = 4



PASSO 1:

.5]_.

Logo
0 -2 2
(3 . 1 - 4 = -3
-1 0 -1
onde podemos observar gue x(3), assim calculado, e

ndo factivel.

Usando a mesma direg&o 2(2), calculamos, entao, a(2) mé
ximo para dque x(3) seja factivel. Ou seja,
x(3) _ x(2) - 3(2)2(2)
onde a'? = % .
Dessa forma, obtemos x(3) = (l,-l,—l)t, que & factivel.

(3)
1

g(3) = Gx(3)+b = (3,2,6)t. Temos X variavel livre e,

portanto, temos que dar mais um passc de Newton, ou seja,

x(4} = x(3)*z(3) ; onde

L) ) (3) o) 3

(4)

Novamente, x & ndo factivel e entdo somos obrigados a

recalcula-lo, isto €, x4 = x(3}—a(3}z(3J ' onde
u(B) = 2/3 e entac obtemos x{4) = (—l,—l,--l)t ' com
g(4) = (1,-2,4)¢
Logo, temos novamente uma outra iteragao, onde xé4) é
"livre" e G'%) positiva definida.
Portanto , x(5J = x(4)—z(4) onde z = =1. Assim ,
-1 0 -1
X(S) = -1f - 1 = 0
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(5}

com g = |0 .
Aqui notamos gue xéS} & livre mas géS) -0 e &, ol
Logo , x(5) = [-1,0,-1]t deve ser o ponto de Stimo pa

ra ¢ nosso problema.

Para f :iR4+:R temos o
. _1 .t
EXEMPLO 3: Seja F(x) = 3 X“"Gx+bx , onde
s.a -1l < Xy <1
1 1 1 3] [ 1 ]
l1-1 0 2 1l
G = e b =
1 0-2 1 0
13 2 1 1] (-1 ]
Tomamos x(o)'—'(O,O,O,O)t (como se pode observar, esco-

lhemos sempre, como ponto inicial, o centro da regiao em gue "F"
esta delimitada).
Apresentaremos agora, apenas o0s resultados obtidos a ca

da iteragao:

ITERACAQ 1: g(0)=(l,l,0,—1)t .

Logo, todas as variiveis s3o livres e G & n3ao positivo -

- B t _ _ - _ s
definido; para G = LDL, obtemos dl-l, 112— 1, £13 1, 214 3
e d2 = =2 < 0 . Asgim, trabalhamos somente com x{o) e xéo) e
teremos -

(0) t Yl = 1

L") Yy = e, =>

}[2:*1
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e p®=(1,-1,0,0) & tal que <g'',p"'> e
Aggim
x(l) = x(0)+ a(O)p(O) R onde a(O) = 1
cLox o, -1,0,008

rTEracho 2: ¢ = (1,3,1,00% e dal, xél) & "Fixa" .

&¢{1) & ndo positiva definida e trabalhamos com as varid

vels livres x{l) e xél) , Obtendo p(l) = (~-1,0,1,0) satisfazen
do as condigdes exigidas.
Assim ,
x(2) = x(l)+ a(l)p(l) ' onde a(l) =1
% = 0,-1,1,00% .
ITERACAQ 3: 9(2) = {1,2,-2,-2) e entao x{z) e xéz) sao varia-
veis livres; mas G\°) & positiva definida.
Logo, procuramos uma direcdo de Newton, 2{2) ; o©Onde -
=(2) _{(2) _ _=(2) < 11 . =3 =
G 2 = —-q : obtemos zl =13 e 2, =3 , & entao
3 o @@ _ 2l g, 58y .

4!

1

ITERAGRO 4: ¢ = (0, 39,24, -21/12, 0) . Logo, x 2 e x? sdo

6(3)

variaveis livres. Mas como > 0 e 9{3) = 943) = 0, te-

mos que x 3 & um ponto Otimo para este problema.

NOTA: Para estes exemplos nao utilizamos as idéias de  Golub-Mur
ray-Saunders, visto que as matrizes eram de dimensao peque-

na; mas existem subrotinas gque implementam tais idéias e -
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que devem ser utilizadas para problemas de ordem maior.

SUBROUTINE MOCHO 1 (L,D,Z,ALFA,N,NL)

SEJA A = LDLY e B = A + ALFA*Z*Z

T
ESTA SUBROTINA CALCULA A FATORIZACAO, CHOLESKI DE B
CONHECENDO A FATORIZACAO DE A. E O ALGORITMO Cl

DE GILL-GOLUB-MURRAY-SAUNDER.

NL E O NOMERO DE LINHAS QUE ESTA DIMENSIONADA

A MATRIZ L.

REAL L(NL,N), D(N), Z(N)

D60 2 J =1,N

P = Z(J)
DANT = D(J)
D(J) = D{(J} + ALFA*pP*p

IF (J.EQ.N) RETURN

BETA = P*ALFA/D(J)

ALFA

DANT*ALFA /D (J)

DO 3 K = J+1, N

Z(K) = Z2(X) - P*L(K,J)
L{X,J) = L{K,J) + BETA*Z(K)
CONTINUE

END

SUBROUTINE MOCHO 2 (L,D,B,ALFA,N,NL)
PARA O CASO EM QUE O NOMERO DE VARIAVEIS LIVRES
NA ITERAGAO K E MAIOR DO QUE O NOMERO DE VARIAVEIS

LIVRES NA ITERAGCEO K~1



REAL L(NL,N), D{N}), B(N)

N1 = N+l

L(N1,1) = B(1)

IF{N.EQ.1l) GO TO 1

DO 2 I = 2,N

AC = 0

PO 3 J = 1,I-1

AC = AC+L(I,J)*L(N1,J)*D(J)

L(N1,I) B(I)-AC

B

D(N1) = 0
po4 I=1,N
AC = L(N1,I)

L(N1,I) = AC/D(I)

D(N1) = D(N1)}+AC*L(N1,I)*D(J)
D (N1} = ALFA-D(N1l)

RETURN

END

SUBROUTINE MoOCHO 3 (L,D,N,IND,NL,AUX)
ESTA SUBROTINA "AJUSTA" AS LINHAS E AS

COLUNAS DA MATRIZ A SER FATORIZADA.

REAL L({NL,N), D(N), AUX(N)

Nl = N-1

IF (IND.EQ.N) RETURN

IND £ O INDICADOR DA VARIAVEL QUE ESTA
SENDO FIXADA.

IF (IND.EQ.1l} GO TO 1

.55,
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DO 2 I = 1,IND-1

2 AUX(I) = 0
1 DO 3 I = IND,N1
3 AUX(I) = L{I+l,IND)

DO 4 T = IND,N]
b4 J=1,N
4 L{I,J) = L{I+l,J)

DO 5 J

IND,N1
DOS5 I=1,N
5 L(I,J) = L(I,J+1)
ALFA = D{IND)
DO 6 I = IND,N1
6 D(I) = D(I+l)
CALL MOCHO 1 (L,D,AUX,ALFA,N1,NL)
RETURN

END

Devemos aqui fazer outras observagoes acerca do comporta-

mento do algorItmo descrito neste parigrafo:

(a) Podemos notar, atraves dos exemplos anteriores, que se dj< 0,
entdo as j-ésimas primeiras varidveis livres encontradas deter
minam uma diregdo de curvatura negativa. £ facil verificar es

te resultado: seja G==LDLt, onde dj< 0. Enta2o temos que p
t

Gp=ptLDLtp=e§'De- d. <0 .

- t —_
e tal que L p = ey pal p 3 3

Logo p e uma direcao de curvatura negativa,

(b) Quanto A convergencia deste algoritmo, vimos que, a cada itera
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¢ao, o valor da fungao no ponto encontrado tende a "melhorar”
e isto sabemos que se deve, principalmente, ao fato de que -
tambem estamos tomando diregoes de descida, ou seja, escolhe
mos p tal que <gt,p> < 0. Dessa forma, podemos entao espe-

rar que, para n de tamanho razoavel, o algoritmo convirja.

(c) Podemos notar nos exemplos acima que, em diversos casos, a me
dida em que lamos, a cada iteragao, nos aproximando da solu=-
¢ao do problema, o numero de varidveis livres tendia a dimi-
nuir progressivamente, o que nos pode fazer pensar, erronea
mente, que este fato esta equivalentemente relacionado com
"aproximacao da solucgao". Podemos, numa iterac¢do, ter o nume
ro de variaveis livres aumentado e obter um melhor valor para

a funcao. Por exemplo: S—

T

Ny

Para termos uma idéia sequencial dos passos deste algo-

ritmo construimos o

2.2.6) DIAGRAMA EM BLOCOS PARA PROGRAMACAO QUADRATICA:




(Inlcto

__________ L

N,q,L,2,V,0, 0 ,u,b,d
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ESCOLHER

d MAXIMO

[S——

N
X = {xl,...,xn)
. - —{ N
\C/
CALCULAR g (X) |
¥
Se x(I}) = 2{I} e g{I}) = 1
o S (_rETURN )
x(I) = uil) e g(I) < 0

PP

NEOD

DEFINIR QUAIS SRO E QUANTAS S$KO
AS VARIAVEIS LIVRES E TIXAS

|

DETERMINAR SE O NOMERO DE VARELAVEIS
LIVRES DA ITERAGRC ANTERIOR £ MEROR,
MAIOR OU ICUAL QUE O DA ITERACRO EM

QUESTAO.

o - 7

5IM

TESTE SE H £ PO
SITIVA DOFINIDA

iNﬁo

"CUARDAR j TAL QUE D (3} « 0"
- AS j-BSIMAS PRIMEIRAS vARTA
VEI5 LIVRES SFREQ "MEXTDAS™

|

L=1
o =0

CHAMAR A SUBRDTINA "MOCHG. F4°

(

ESCOLHER o MEXIMD
f.q. X SEJA FACTIVEL
4

TESTAR SE O WNOy0

X £ FacTIVEL
A

s1M

[ TESTE SE
)= o nAo
I=1l,....,n

HNRO

RESOLVER

t
LY » @
3

CALCULAR
P= 2y

I

TESTAR SE P £ UMp
DIRECAO DE DESCIDA:

peax : 0

CRILCULAR UM
NIREQRC DE NEWrON




cariturLo III

ESTIMATIVAS A PRIORI DA PERFORMANCE DE ALGORITMOS

A eficiéncia de um algoritmo se refere, basicamente, ao
numero de iteragoes que O mesmo gasta até chegar & solugdo Otima
de um problema dado e ao tempo necessario para efetuar todos os
calculos a cada iteragao {trabalho por iteragéo). A eficiéncia es
td, dessa maneira, diretamente relacionada ac “tempo computacional”
necessario para que o algoritmo chegue & solugdo 4o problema.

Dessa forma, podemos escrever que ¢ Trabalho Computacio-
nal Total (TC) de um algoritmo &, aproximadamente, o produto entre
o Numero de Iteragdes (NI) necessarios para se chegar a uma solu-
g&o do problema e o gasto computacional a cada iteragao {T1), ou

seja,

TC ~ (NI} x (TI)

Se estivermos comparando dois algoritmos A e B, entao di

remos que A & mais eficiente do que B se e somente se
(IC), < (TC)g
isto &, A & "melhor" do que B se
LIND) x (TT)], < [(NT) x (PI) ],

Assim sendo, pode-se construir uma "Funcao de Decisao"
para os algoritmos de Newton e Quase-Newton, isto &, uma inequa-
¢ao que possa nos dizer gquando um serd mais eficiente do que o ou-

tro; ou seja, queremos obter uma fungaoc tal que

[(NI) x (TT)] [(NI) x (TD 14

NEWTON ©
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Para isso, temos que calcular (NI) e (TI) para cada um -

dos casos. Comecemos por (NI):

3.1) Desenvolveremos agora, uma pequena teoria para o niimero
de iteragGes para determinados algoritmos - no caso, Newton € Qua
se—Newton.

Consideremos a seguinte situagdo (o seguinte desenvolvi-
mento & similar ao que conduz A nogdo de eficiéncia de Ostrovski
(eh:

Dado um metodo de minimizagao, supomos que sua ordem de
convergéncia & a; isto quer dizer gue existe um nimero R > 0 tal

que se x* e solugao, entao

e py—x*l < Rlbxge-x*® (1)
Seja ¢ a distancia que tomamos do ponto inicial, Xy a
solucdo x* {e um nimero pequeno). Se o > 1 e se on-xﬂ|g §-<e,
entdo, por (I) temos que

P
e I e R P

Seja TOL a distaneia mdaxima tolerada entre a solugaoc -
achada, xp, e a solugdo real do problema, x*. Ent30 © nosso primei

ro problema & encontrarmos "p" tal que

|Ix. ~-x*} < TOL
p —

ou seja, gqueremos encontrar p |sup < TOL, ou ainda

oP log ¢ < log TOL => of > log TOL
log ¢

{e deve pertencer ao intervalo (0,1) ).
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Se chamarmos leg TOL _ k!

Tog < , entdo of > k' , ou seja,

P2 159 onde k = log k', k' dependendo de TOL e de «.
Portanto, podemos concluir que: "se a ordem de convergén
cia de um certo método € a > 1, entaoc a predigaoc para o nlmero

de iteragoes (necessarios) para obtermos a solugao do problema com

k " vis
log o ' -

uma precisdo de TOL a partir de uma precisao de ¢ &
to que também estamos interessados no menor p possivel,
A tabela abaixo mostra alguns resultados dessa teoria,

com 0s seguintes dados: Se Ml e M2 forem dois métodos com ordem

de convergéncia ay > 1l e ay 2 1 , respectivamente, entac o quo
ciente entre o nimero de iteragoes que M, precisa para convergir e
o numero de iteragoes que M, precisa & log o, / log a; « No nos

s0 caso particular, Ml = Newton com a = 2 e M2==QuaseuNewton

com a, = raiz positiva de polindmio tn+l-tn-l = 0 (Schuller}, on

2 .
de n & o numero de variaveis da fun¢do em guestao.

FUNGAO-TESTE N @, |loge, /logeyl Exp. Real
Rosenbrock 2 1.47 0.55 0.59
Vale-Helical de
Fletcher—-Powell 3 1.38 0.47 0.59
Quartica de Powell 4 1.33 0.41 0.52
Banana de Wood 4 1.33 g.41 0.44

n i 4 4 1.33 0.41 0.37
b I X
i=1\j=1 10 | 1.18 0.24 0.26
3.2) Trataremos, agora, de calcular o Trabalho por Iteracao

{(TI) de cada um dos métodos ({Newton e Quase-Newton).
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Para o métodoe de Newton, vimos que, a cada iteragao, te-
mos que calcular o gradiente e o hessiano da funcao tratada (por-
tanto, estes calculos dependem da fuano), resolver o sistema -
[vzf]z = -Vf e mais o trabalho da busca unidimensional.

Chamamos de T2 o "gasto computacional™ para calcularmos

0 hessiano tendo calculado o gradiente e sabemos gque © gasto de

2

3
Newton para resolver [vzf]z = -vE & da ordem de I~ +1,5n"+5.5n

6
produtos e que, alem disso, a busca unidimensional consiste em
aproximadamente 1.2 avaliagOes da "f" e "VE" .

Se chamarmos de T, o "gasto computacional" para f e vf e
de TN o trabalho de Newton por iteragac, entdao podemos escrever
n3 2

Para o método Quase-Newton, sabemos que € desnecessario
0 calculo do hessiano, mas precisamos fazer o "updating® da matriz
Hk (ou Bk) e calcularmos Hk+lvf {ou Bk+l
to da ordem de 2.5n2-+11.5n produtos. Alem disso, temos tambhém

v€), 0 que nos da um cus

que calcular f e ainda fazermos a busca unidimensional; ou seia,:
se chamarmos TQ o trabalho por iteragao de Quase-Newton, entao es
crevemos:

2

™ = 1,37, +2.5n“+11.5n

1l
OBSERVACRO: Como podemos observar, o método de Newton possui uma
pequena vantagem na busca unidimensional com relagdao ao mé€todo Qua
Se-Newton, peois enquanto o0 primeiro necessita de 1.2 avaliagSes de

f e V£, o sequndo necessita de 1.3 para as mesmas avaliagoes.

Portanto, para que "Newton" seja melhor do que "Quase-

Newton" devemos ter
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—L x1n <« —1 _ yx0
log ey log a,
ou seja,
1 n3 2 2
(T2+1.2T1+7r+l.5n +5.5n) <« (1.3Tl+2.5n +11.5n) (IT)
logul loga2

Logo, podemos observar que a nossa "funcdo de decisdo" -
depende do numero de variaveis (n) da fungdo que estd sendo trata
da, quando a solugao inicial, X esta numa vizinhanca préxima de
x*

Para visualizarmos melhor esta idéia, seija o

EXEMPLO: Vamos resolver a desigualdade (II) para n=3.

Sabemos ser u1==2 e a2==1.38 e calculamos

TN = T2-+l.2Tl-+34.5 e TQ = 1.3T1+-57

Queremos entao, sabher quando Newton sera melhor do due

"Ouase-Newton", isto €,

(II) => 1.45{T2+-l.2T1+ 34.5) < 3.13(1.3T, +57)

1
Daqui podemos concluir que, para n=3, Newton serd mais eficien

te que "Quase-Newton" quando

T2 < l.56Tl4-88.5 (II1)
Para
3 0 1
£(x) = % xt 0 4 1llx + xi + x5 + xix2 + xg
1 1 65

temos que



3

3 01 4xl + 2x1x2
vE(x) = {0 4 1llx + [3x2 + x}
1 1 5 2x3
e
3 0 1 12x2 + 2X 2% 0
1 2 1
2 -
viEi(x) = 0 4 1| + 2xl 6x2 0
i1 1 5 0 0 2
Logo, 'I'l = 30 produtos @ T2 = 6 produtos, de onde

podemos concluir que, para esta fungao, "Newton" & mais eficiente

do gue "Quase-Newton".

Observamos, na equacao (III}), que a "Fungao de Decisdo”

procurada, para cada n, possui a forma T, < MnTl~+Bn, onde Mn e

2
Bn sao 0os coeficientes a serem calculados.
_ 1 _ 1
Para isso, chamamos BALN = TBE_EI e uMs = TBEWE; ’

2

CN = n3/6 + l.5n2 + 5.5n e C.Q.N = 2.5n° + 1l1.5n e, entao,

da equagao (III) tiramos que

ALN(T2+1.2T1+CN) < UMS(1.3T,+ C.Q.N)

1

de onde podemos concluir que

{1.3*UMS ~ 1.2*%ALN)

* - *
1, < v, + UMS*CON- ALN*CN

ALN ALN

Portanto, M e B_ 5a0 tais que

M

n (1.3*UMS - 1.2*ALN) /ALN

B
n

I

(UMS*CQON - ALN*CN) / ALN

Logo, se quisermos calcular Mn e Bn para qualguer n, te—



remos:

c PROGRAMA PARA O CALCULO DOS COEFICIENTES DA FUNGAO DE
C DECISAO "NEWTON - QUASE-NEWTON".
ALN = 1,/ALOG(2.)

D01 N = 2,100

c CALCULO DA RAIZ POSITIVA DE "F" PARA OBTENCAQ DO GRAU
c DE CONVERGENCIA DE QUASE-NEWTON

T=1.
3 F o= T** (N+1)-T**N=~1

IF (ABS(F).LE.1.E-6) GO TO 2

FL (N+1) *T*k*N = N*T** (N-1)
TN = T-F/FL

TN

L]
"

2 ALT = ALOG(T)

UMS 1./ALT
QUOC = ALT*ALN
C CALCULO DOS COEFICIENTES

CON = 2.5*N*N + 11.5*N

CN = (N**3)/6 + 1 ,5*N*N +5,5%N
MN = (1.3*UMS - 1,2*ALN) /ALN
BN = (UMS*CQN - ALN*CN) /ALN

WRITE (7,14)N,T,ALT,UMS,QUOC,BN,MN
19 FORMAT (1X,I4,6El12.6.1/)
STOP

END
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O resultado deste programa & a TABELA NEWQUA (ver Apéndi
ce) e, se a observarmos, podemos notar que a ”Fungﬁo de Decisdo" -
para Newton - Quase-Newton se comporta da seguinte maneira:
- para n=2,...,95, podemos verificar quehMn e By sao sempre ni

meros positivos, com valores muito grandes e crescendo a medida
em que n cresce. Logo, podemos desde ja afirmar que, para que

"Quase~Newton"” seja mats eficiente do que Newton, O gasto compu
tacional para o calculo do hessiano de dada fungao devera  ser
extremamente maior do que o0 gasto computacional para se calcu-
lar essa mesma fungao e o seu gradiente, e isto dependera da

fungdo com que estivermos trabalhando.

3.3) Para conferirmos estes resultados, escolhemos as fungGeg

-teste (trigonométricas de Fletcher-Powell)

2

f = I (E,-IA,. . + B, . :

(x) : (B, - 1§ Sen Xy ij ©os xj)
J

onde Aij e Bij sao numeros aleatdrios entre -100 e 100. Como o pro

blema & de minimizacdo, entao, para uma solucgdo x; ,

E = T A, , * + B.. cos x¥
i : i3 sen xJ i3 3

onde x; € (-1, ®) .

Se fizermos

fi(x)

i1
=

1
Ut
w

entao
£(x) = ;a‘fitx)2 = |IFFx)]1?

1

e teremos

VE{x) = 2F'"(xX)}FF(x)



onde
- L A,. sen X, + B,. COs X,
E1 5 13 . 1j 3
FF{x} = ;
- , 8&n X, + B . ©cos x.
En § AnJ J nj ]
e
—Allcosxld-Bllsenxl PRV —Alncosxnd-Blnsenxn
F'(x) = . .
*Alncosxn4-Blnsenxn “ e ~Anncosxn4-Bnnsenxn
Portanto,
(P . = =A. . .+ B, . ., i = 1,...,
F (:4:))1J Ai] cosxj Bl] senx:J l n
j = 1,...,0
Ainda ,
?zf(x) = 2(F'(x)TF'(x) + I £, (x) szi(X))
]
onde
_Akl cosxl + Bkl senxl
ka(x) = .
_Akn cosxn + Bkn senxn
donde vem que
{hkl senxl + Bkl cosxl 0 e 0
2 - : : .
v fk(x) . . :
] 0 0 ... Akn senxn + Bkn COSXnJ

A partir daqui, entao, podemos construir as subrotinas
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para os calculos dos hessianos e gradientes destas funcgdoes. Chama '
mos de CALHES a subrotina para o cédlculo do hessiano e de CALCFG a

subrotina para o cilculo da funcao e seu gradiente:

SUBROUTINE CALCFG (N,X,F,G)

DIMENSION X (1), G{1}

COMMON & (54,5d), B(5¢,58), E(58)

COMMON /C1/ S(5@), C(58), FL(58,58), FF(58)
Dol I=1,N

S(I)

SIN (X(I})}~-~—-_ n senos e

——---"7 n cossenos
COos (X(I)}-—"~

I

1 c{I)

DO 2 J= 1, Now = mmm e o _

DO 2 I =1,N ﬁ:::b 2 n? produtos
2 FL(I,J) = -A(I,J)*C(J)+B(I,d)*S(3)-~—"

FF(I) = @

DO3 I=1,N-=-—-——-——wm o _ -

Do 4 J=1,N .‘t:> 2 n? produtos -
4 FF(I) = FF(I}+A(I,J)*S(J)+B(I,J)*C[JT"”
3 FF(I) = E(I)-FF(I)

DO S I = 1,No-woooooo oo

G(I) = @ Ny

po6 J=1,N \:> n?+n produtos
6 G(I) = G(I)+FL(J,I)*FF(J) ///’/
5 G(I) = 2.%G(I)mmm = —— e e

F=24

N =~ N produtos

7 F = F4FF (I)**2--~
RETURN
END
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SUBROUTINE CALHES (N,X,H)
DIMENSION A (5¢,58), B(5¢,5¢), E(5%)

COMMON A (5¢,5f), B(5#,58), E(54)

COMMON /Cl/ s{(5#), C(5¢), FL(5¢,50), FF(50)

DOl I = 1,N-c-me o oo

pcl J=1,N o
HH(I,J) = @ :> n3 produtos
DOl K= 1,N e

HH(I,J) = HH(I,J)+FL(K,I)*FL(K,J)"

DO 2 I = L, N--vmmmm m = — m — o o o

. 3
DO 2 J = 1,N ,:>progqtos
HH(J,J) = HH(J,J)+FF(I)*(A(I,J)*S(J)+B(I,J)*C(J)f/
K =1
DO 3 J=21,N—mooo—- ~.
DO 3 I=J,N MH:;} %; + % produtos

H(K) = HH(I,J}*2-~ « - - = ="
K = K+l
RETURN

END

Considerando reduzidos os gastos computaciocnals com somas

e produtos para a ordem de 1 nano-segundoc e com Seno e cosseno pa

ra a ordem de 15 nano-segundo , chegamos gque, para estas fungoes,

o "custo" da subrotina CALCFG e de 5n2+ 32n nano-segundos e da

3

CALHES @ de n 4-3.5n24-5 nano-segundos.

2

Dessa forma podemos escrever

— 3 2 n
T2 = n" 4+ 3.5n +2-
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_ 2
Tl = 5n° + 32n

e notamos que T, "cresce" muito mais rapidamente do que Ty a medi
da em que n cresce. Para visualizarmos isto, podemos utilizar a
tabela NEWQUA (ver Apendice) e efetuarmos alguns calculos, como se
guem:

para n= 2, Mn = 1,15737 e B, = 41.8408 ,

TZ = 23 e T, = 84 => T2 < MnTli-Bn .

para n=230, Mn = 9,78968 e B = 1%922.1 ,

T, = 30165 e T. = 5460 => T

2 1 g <M T+ B .

1

para n= 94, M, = 24,2798 e B_= 301947 ,

T2 = 861557 e T1 = 47188 => T2 < MnTl+ Bn .

Mas, M_ e B também crescem 3 medida em que n cresce e en
tac, como ja foi dito anteriormente, deveremos ter n bastante gran
de para que T, > MnT +}3n .

2 1

OBSERVAGAO: Quando este problema & tratado com o Método de Newton
Discreto, temos que o cidlculo para o hessiano de uma fungdo de "N"
variaveis e aproximadamente o produto de N pelo calculo do gradien

te da mesma fungdo, i.e., T, = NT; .

Em particular, para as fungoes-teste tratadas acima, pode

mos utilizar a tabela NEWQUA e verificar que:

para N=2, T, = 2 x 84 = 168 e
Mn‘l‘l-t-Bn = B4+42 = 126
Logo, '1‘2 > Mn Tl+ Bn‘ Da mesma forma,
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193.800 e

para N=30, T, = 30 x 546
Mn T1+-Bn = 75,982 .
Portanto, T2 > MnTl-r-Bn .

E notamos que, para N grande, a diferenga (T2—(MnTl+Bn))
tambem cresce. Disto podemos concluir que o metodo Quase-Newton,
para essas mesmas fungoes-teste, e melhor do que o Metodo de New-
ton Discreto.

Atraves da equagdo (II), podemos encontrar uma estimativa
para quando o metodo de Newton Discreto sera melhor do gque o méto

do Quase-Newton, ou seja, para T2 = nTl, temos que

1

-——Lm[n'rl+1.2'rl+ cN] < —=—[1.3T, +C.0.N]
log ay log o,
Para o caso particular em que n=2, temos C.Q.N = 33,
C.N = 18.33 e —i = 2.60 e entao
log g
1.44[3.2*1114- 18.33] < 2.6[1.3T, +33]
ou seia,
- * -
Tl 2.6x 33 1.44*18.33 - 48 .38

1044){3-2 - 2.6* 103

Portanto, para T, < 48 podemos esperar que “"Newton Dis

1
creto" seja melhor do que "Quase-Newton'.

No proximo capitulo, mostraremos os testes computacionais
feitos com os algorltmos dos metodos agul ja estudados e, com isso,
analisaremos com mais detalhes o comportamento do Metodo de Newton

com hessiano discretizado.



.?2.

CAPITULO IV

TESTES

Como foi dito na Introdugao deste trabalho, um dos nos
sos objetivos, aqui, & o de encontrarmos um algoritmo para o méto
do de Newton que seja eficiente e comparid-lo com os demais algorit
nos dos métodos ja descritos, Quase-Newton e Gradientes Conjugados.

Dessa forma, nos propomos, neste capitulo, a fazer compa
racOes entre os algoritmos tratados no Capitulo I para verificar-
mos o0 real comportamento de cada um deles, Juntamente com esses,
analisaremos o comportamento do algoritmo do método de Newton dom
fatorizagdo de Choleski modificada (que chamaremos de "Newton Modi
ficado") para, dal, podermos tirar resultados sobre as  possiveis
vantagens, ou desvantagens, das modificacOCes propostas {(ver Cap. 2,
§ 2.1}).

Para isso, fizemos varios testes que veremos logo a se
guir e que nos serido iteis, também, para verificarmos a validade
da tabela construlda no capitulo 3 acerca da "eficiéencia" dos algo

ritmos Newton e Quase~Newton.

4.1) Assim, utilizando os conceitos de eficiéncia  descritos
no capftulo anterior, vamos testar e comparar os seguintes progra-

mass:

4.1.1) Para o algoritmo de Newton, utilizaremos trés programas
diferentes que s3o0: SUBROUTINE MF@1A, inserida no arquivo MF@lA da

biblioteca do Laboratdrio de Matematica Aplicada (LABMA), IMECC-
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UNICAMP, SUBROUTINE NEWMIN e a SUBROUTINE E@4EBF, que se refere
ao algoritmo de "Newton Modificado" e que pode ser encontrada no
Pacote da "NAG" - LABMA .,

Os dois primeiros programas diferem, basicamente, em -
suas "buscas unidimensionais", sendo gue o programa da "NEWMIN"
aceita um novo valor para a fungao simplesmente quando eate & me-
nor do que o valor antige desta mesma fungdo, tendo ja, dai, ini
cio a uma nova iteragﬁo, na busca de um melhor ponto. Jé O progra
ma da "MF@1A" & mals exigente na aceitag@o do novo valor da fungao,

pols exige éue
f(xn) < £(x) + 0.0001 <d,vf(x)>

e <vf(xn),d> > 0.9 <vf(x),d> .

Ainda com referéncia a Newton, vamos também testar, para
cada uma das subrotinas acima, o algoritmo contendo o hessiano dis
cretizado, a fim de podermos avaliar o seu comportamento e em -
quais ocasibes sera valido emprega~lo. Para testarmos "Newton Dis
creto" usamos um programa que calcula cada elemento da matriz hes

siana discretizada por "diferencgas finitas" (Cap. I - § 1.4) .

4.1.2) Para o algoritmo Quase-Newton, utilizamos os programas
das SUBROUTINE MF@1lA e SUBROUTINE VAl3A, tendo o primeiro a versao
de Shanno-Phua e © sequndo de Powell & o algoritmo
{B.F.G.S8.).

A SUBROUTINE VAl3A foi retirada do PACOTE DE HARWELL,

O motivo pelo qual também estamos testando varios progra

mas para o Método Quase-Newton se insere no objetivo deste traba-



.74,

1ho, visto que estamos interessados em encontrar programas eficien
tes, compara-los entre si, para dal tirarmos conclusdes sobre a
eficieéncia dos algoritmos aqui tratados, dadas as "circunstiancias"
ressaltadas.

Obviamente, existe um ponto fundamental no qual estes
programas diferem e este ponto estd traduzido no cadlculo da  "ma-
triz aproximada" do hessiano da funcdo em questao, empregada na
busca unidimensional do algoritmo (Cap. I, § 2.1). Mais explicita
mente, o programa "MF@lA" armazena essa matriz através do calculo
direto da fatorizacdo de Choleski da forma "Hk“' més para o pro-
grama da "VAl3A", os valores armazenados para essa mesma matriz =
sao relativos a fatorizacao de Choleski da forma “B;l" .

Segundo os autores da "VAl3A", esta maneira de armazenar
valores causa menos riscos de arredondamentos, podendo-se, assim,

haver também uma melhor garantia da "matriz aproximada" ser positi

va definida.

4.1.3) Para o algoritmo dos Gradientes Conjugados, testamos ape

nas o programa da SUBROUTINE MF@lA ., (*)

4.2) Quanto as fungbes-teste utilizadas, tentamos escolhée-las
de forma que as mesmas nos trouxesse as informagoes necessarias;ou
seja, algumas delas sao testadas para valores diferentes de “N" =
(namero de varilveis) de tal forma que possamos observar possIveis

influéncias da variagdoc de "N" na eficiéncia de cada algoritmo.

(%) O ARQUIVO MFJ@1A contém programas dos trés métodos aqut estuda

dos,
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A tabela abaixo descreve tais fungGes com os seus res-
pectivos pontos-solucio:
NOMERO SOLUCKO
FUNGAO EXPRESSRO  ANALYITICA AR TAVE LS SOLUCK
5 2 5 x* = (1,1}
ROSENBROCK [ fix} = 100({xy~x;) + {l-x,) 2 F{x*) = O
£(x) = 100( —2)2+ (l-x, )2 + 80ix ~x2)2+ (1-x )% + .
BANANA x) = Ko™y Xy &%, 3 ‘ #* = {1,1,1,1)
WooD F(x*}) = 0
OE wWoo +10.10,-D % 4 x =1+ 198 0,10 e~ 1)
QUARTICA _ 2 2 B 4 - 4 4 x* = (0,0,0,0)
POWELL fix) = (xl+10x2) + 5(x2 x4) + (x2 2x3) + lotxl xd) by
10 2
80X £ix) = 15-1 {exp (-xlti) - exp {-xzti)] - [exp (-til - exp t-loti}]} ) x* = (1,1}
£lx*) =0
onde t = (0,1, 0.2,...,1)
CRAGG- x 4 I 4 8 2 x* = tO,l',l,(l:mJ
SLEVY fix) = (el-le + 100(x2-x3) + tan {x3-x4) + *{ + {x‘:wl) 4 fix*) = 0
£(x) = 100{ [x,~109 (xl,xz}]z + Ctxf-x%]l/z - 1_}2} + xi !
X L3 -
VALE S i | x, > 0 ¥* = (1,0,
Tn ¥, %1 3 .
HELICAL 1 fix*) = 0
onde B(xl.le = %
1 + L tan—]' 2 x, < 0
FIT x, 71
1
D = L entax-2) + 1 oa, stn? (x -z,
QUARDR. TRI x 7 ¥ =1 & 1% x* = z
GONOMETRICA ¥ F(x*) = 0
onde & = LL, I‘ij' a,, z, sio aleatbrios em [-1,1]
f(x)-%xtcx, onde Gij':i":;-:f se 1 ¥ 3 x* = B
ELBA v fix*) = 0
Gii-n' 1= 1,.../n
4.3) Conforme o Capltulo 3, a "teoria da eficiéncia" se baseia

no fato do ponto inicial, X0, dado no problema, estar bastante pré

ximo do ponto solugao, donde tiramos uma previsdo para o nimero de

iteragdes necessarias para certos algoritmos, com ordem de conver-

géncia conhecida, convergirem.

Dessa forma, testamos os varios algorIltmos com varios pon

tos iniciais, cujas distancias com relacdo ao ponto-solucdo da fun
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cao em questdo sao distintas. Com isso, tentamos conseguir um in-
tervalo de valores confidveis para esta distancia de tal maneira
gue este intervalo nos diga quando podemos esperar, realmente, que
Newton possa ser mais eficiente que Quase-Newton e/ou vice-versa,
Resumindo, sabemos que tanto o nuamero de varidvies das -
funcoes a serem testadas quanto a distancia, por nds estabelecida,
entre o ponto inicial e a solucao de cada funcado devem exercer in
fluéncia sobre o trabalho de cada algoritmo e, consequentemente,so

bre sua eficiencia.
Assim, para cada funcdo-teste considerada, adotamos o se
guinte criterio para a escolha do ponto inicial:

Sejam 8OL(I) , I =1,...,n, a solugcdeo da fungdo e

DIST € {g.#1, ¢.1, 1., 18., 1¢¥#.} . Entao,

x(I) SOL({I) + (RAN(l.)-g.5)*2*DIST, I=1,...,n ,

It

onde RAN(.) & a subrotina que gera pontos aleatdorios entre # e 1.

Portanto, 3 medida em que atribuimos valores maiores para
DIST, obtemos pontos iniciais, x{I}), I=1,...,n, cujas distan-
cias ao ponto=-soclugdo, SOL(I), I=1,...,n, sdc cada vez maiores

Para cada "DIST", procuramos gerar dez pontos iniciais di
ferentes a fim de termos condigdes razoadveis para avaliar os va-
rios casos distintos. As tabelas apresentadas abailxo sao formas
simplificadas que adotamos para darmos idéia dos resultados que ob
tivemos nos testes realizados.

Quanto aos criteriocs-de-parada dos algoritmos, sabemos es
tarem eles baseados na aproximacdo da norma do gradiente da funcao

a zero. Algumas diferencas em termos de programacao devem existir
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entre os mesmos, mas isto serd desprezado no nosso problema. No en
tanto, algumas observacdes com relacdo & aproximacdo do algoritmo
& solucdo da funcdo serdo feitas no final deste capltulo.

Antes de passarmos a analisar as varias tabelas, devemos
acrescentar aqui cque apesar de sabermos que o tempo computacional
(CPU), gasto por cada algoritmo até a sua convergéncia, estad dire-
tamente relacionado com o niimero de iteracoes e o seu trabalho por
iteragao, nao podemos considera-lo o fator Ginico na  determinacao
da "eficiéncia" dos algorItmos aqui tratados, devido ao fato do
sistema utilizado para nossas experiéncias apresentar ‘"cargas de
trabalho"” fregquentemente oscilatOrias, acarretando, dessa forma ,
problemas de precisao na comparacdo dos varios "tempos" consegui-

dos.

4.4) Para cada experiéncia realizada, apresentamos treés dados,.
o0 primeiro referente ac nlimero de iteracdes, o sequndo ac  namero
de avaliactes da fungdo e o terceiro aoc tempo computacional gastos,
respectivamente, por cada algoritmo até a sua convergéncia.

Através dos dois primeiros dados podemos verificar as es-
timativas "1.2" e "1.3" que se referem ao numero de avaliacdes de
fungao por iteracac gastos pelos algoritmos de Newton e Quase-~New
ton, respectivamente. Com relacac ao primeiro dado, faremos, no
final do capltulo, comparacdes entre a "razao entre os numeros de
iteragﬁes necessirias para "Newton" e (Quase-Newton" convergirem",
descrita no Capltulo III, e os dados reais.

Utilizaremos, para cada tabela abaixo, as sequintes nota

¢oes para os casos de nao-convergencia dos algorItmos:
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NFLAG = 1: Excedeu o niimero maximo de avaliagoes da funcao.

NFLAG = 2: A busca inidimensional falhou ao melhorar o valor da -

funcao.

NFLAG = 3: O vetor-direcdo ndao & uma diregao de descida,

1)

2)

3)

TABELA 1

Para os algoritmos de Newton, podemos observar que, para DIST
menor do que dez, ¢ programa "MF@IA" converge mais rapidamente
do que © programa "NEWMIN", apresentando um nimero menor de itg
racoes e avaliagdes da fun¢ao, o que nos surpreende pelo  fato
dele ser mais exigente na escolha do valor da funcdo. Mas, para
valores malores de DIST, "NEWMIN" nos parece ser mais eficiente

do cque "MF@1A".

Ja para o algoritmo Quase-Newton, notamos cque o programa MF@1A
e melhor do que o programa VAl3A para valores pequenos de "DISTY
para DIST igual a cem, este programa excede varias vezes o nime
ro maximo de avaliacOes da funcdo dado no programa principal
(MXFUN = ©&5@@*N), apesar de, para os casos de convergencia, -
apresentar um tempo computacional melhor do que o tempo do pro-

grama VAl3A |

Sobre o algorItmo do método de Gradientes Conjugados, podemos
notar a sua superioridade com relacdo ao algoritmo do meétodo
Quase~Newton para quaisquer valores de DIST, ainda que © mesmo
necessite de um nimero maior de avaliagoes da fungdo por itera

cao. Com relacao ao algorltmo de Newton, observamos algquns ca-



TABELA 1

FUNCAO-TESTE: ROSENBROCK
[
! NEWMIN NEWTON NEW, MFA1A GRADIENTES O.4. o.N.
HEWAIN j "NTRCRETO" “MFPLAT "DISCRETO"™ CONJUGADOS "YALIAT "MFP1A" DIST
i, 4, 0,015 i 3, 4, 0.038 3, 4, 0.018 3, 4, 0.015 9, 24, 0.030 7, 10, 0.061 6, 12, D.030
3, 11, L02] 5 2, 10, 0.015 2. 4, 0,012 2, 4, 0,042 8, 19, 0,057 9, 18, 0.077 £, 12, 0.047 0.01
4, 5 031 é i, 4, 0.048 i, 4, 0.026 3, 4, 0.043 12, 34, 0.075% 2, 11, ©.054 5, 12, 0.937
4, 5, L0330 1 4, 5, 0,035 3, 4, 0.032 4, 5, D.023 7. 16, 0.029 149, 13, 0.067 9, 14, 0.030
g, g, .03l 4, 7, G.030 4, 6, 0.025 4, 6, 0,017 &, 15, 0.026 12, 15, 0.075 9, 13, 0.030 ! 0.1
4, 10, 0.038 4, 10, 0.029 4, 6, 0.011 5., F, 0.030 A, 18, 0.047 io, 11, 9.05% 14, 16, 0.041
14, 1%, 047 113, 18, 0,060 1%, 1%, 0.038 13, 19, 0.0s62 20, 48, 0.077 22, 29, 0.115 20, 26, 0.061 {
13, 1lg, 031 13, 17, 0.05%8 13, 19, 0.047 13, 18, 0,052 &, 15, 0.031 15, 21, 0.086 16, 18, 0.047 l 1,
10, 13, als ? 9, 12, 0,952 9, 12, 0.033 9, 12, 0.042 11, 27, 0.048% 17, 22, 0.089 13, 19, 0.047 !
48, 66, 0.104 ! HELAG = 1 48, 69, 0,126 NFLAG = 1 28, 70, D.128 55, 75, 0.223 51, 65, 0.138 E
15, 1%, 043 16, 21, 0.066 15, 21, 0.04% 16, 23, D._0&9 18, 44, 0.078 25, 232, 0.110 il, 38, 0.085 : lo.,
11, 14, 053 12, 2%, 0.053 9, 12, 0.039 12, 17, G.062 20, 47, 0.061 17, 23, 0.0B8 a7, 5i, o.40%92
102, l42, L1895 586, 611, 1.354 104, 157, 0.297 151, 281, 0.654 22, 56, 0.0B3 50, 65, 0.199 57, 5, 0.133 ¢
124, 170, 240 WFLAG = 1 L26, 182, n0.351 NFLAG = 1 17, 93, 0.147 83, 116, D.320 82, 117, ©.217%7 i 100.
166, 228, kv WNFLAG = 1 170, 287, 0.408 NFLAG = 1 61, 154, 0.223 98, 132, 0.517 96, 135, 0.264

'6L.



4)

5)

1)
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sos de sua superioridade j& para DIST pequeno; para os valores
maiores de DIST, podemos afirmar que Gradientes Conjugados é

mais eficiente que os demais métodos aqui referidos.

Para esta funcao-teste, a superioridade do algoritmo do mé todo
de Newton com relacao ao algoritmo do metodo Quase-Newton & in-

discutlvel,

Quanto ao algoritmo de Newton com hessiano discretizade, torna
-se evidente a sua ineficiéncia quando DIST & grande, e este fa
to pode ser explicado teoricamente, pois sabemos gque a aproxima
cdo local de uma funcao diferenciadvel a sua forma linear & tao
boa quanto menor for a vizinhanca tomada com relagﬁo ao ponto

em questdo, ou seja,

£' (xth) - £'(x)
h

(T1IT) £'Y(x)

quando h -+ 0, e para evitar o cancelamento [f(x+h)-f'(x)]'
quando x & grande, h também deve ser grande, e, portanto a apro
ximagao por diferengas serd ruim.

Para DIST pequenc, este algoritmo & ainda mais caro do que New-
ton Analltico e isto se deve ao calculo do quociente das dife-

rencas (III) necessario para cada elemento da matriz (Cap. I ,

§ 3) .

TABELA 2
As observagbes 1, 4 e 5 da tabela anterior sao validas, tambem,

para esta funcgao,



TABELA 2

FUNCAO-TESTE: BANANA DE WOOD
NEWTON NEIMIN NEWTON NEW, MFALA GRADIENTES Q.M. Q.N. SISt
"MEWMIN" “DISCRETO™ “MF@ 1A " *DISCRETO" CONJUGADOCS *val3a" “MFA1A"
3, 4, 0,039 3, 4, 6.0860 2, 1, 0.031 2, 3, 0.035 | 10, 22, 0,081 [ 10, 15, 0.138 18, 20, 0.114
4, 5, 0.041 3, 4, 0.041 3, 4, 0.034 3, 4, 0.044 | 10, 22, 0.069 | 11, 29, 0.12% 186, 20, 0.101 | 0.01
i, 4, 0.023 3, 4, 0.010 1, 4, 0.017 3, 4, 0,031 | 16, 34, 0.094 g, 14, 0,102 18, 20, 0.086
&, 10, 0,040 S, 9, 0.056 5, 7, 0.048 5, 7, 0.057 | 11, 24, p.0%% ) 13, 17, 0.l28 20, 22, 0.091
6, 9, 0.042 5, B, 0.069 5, 7, 0.031 s, 7, 0.054 ) 16, 34, 0.101 | 16, 19, 0.179% 10, 16, 0.071 0.1
&, 9, 0.048 5, B, 0,058 5, 7, 06.037 s, 7. 0.052z | 12, =26, 0.085 [ 13, 17, 0.140 19, 21, 0.115
10, 15, 6.058 5, 14, 0.111 | 11, 17. 0.054 11, 16, 0,108 | 25, 51, 0.175 { 22, 26, 0.172 25, 26, 0.153
9, 10, 0.069 8, 9, 0,098 B, 9, 0.074 B, 9, 0.0B4 | 24, 49, 0.149 | 20, 26, 0.178 21, 28, 0.136 1.
8, 9, 0.045 8, 9, 0.07¢ g8, 9, 0.046 8, 9, 0,077 | 20, 41, 0.123 | 19, 24, 0.148 28, 29, 0.138
29, 35, D.133 | 25, 31, 0.214 | 28, 34, 0.245 25, 31, 0,214 | 71, 148, 0.370 | 62, 68, 0.468 99, 120, 0.513
18, 21, 0.076 | 47, 182, 0.4%0 | 18, 19, 0.097 19, 22, 0.178 | 31, 65, 0.204 { 44, 52, 0.328 89, 110, 0.445 1¢.
21, 23, 0.107 NFLAG = 1 20, 22, 0.152 . NFLAG = 1 66, 145, 0.368 | 46, 57, 0.440 | 101, 117, 0.491
26, 28, 0.138 KFLAG = 1 26, 28, 0.117 | 115, 148, 1.034 | 78, 173, 0.456 | 88, 9%, 0.603 97, 111, 0.478
17, 43, 0,183 NFLAG = 1 37, 44, 0.233 NFLAG = 1 71, 146, 0.429 75, 84, 0.537 100, 120, 0.518 100.
37, 41, 0.19% NFLAG = 1 38, 41, 0.210 NFLAG = 1 S4, 111, 0,292 } 94, 115, ©.631 | 108, 130, 0.513

.Tg.
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Para ¢ método Quase-Newton, podemos observar uma "melhora" do
programa VAL3A sobre MFJlA, nao deixando de lado o fato de, ain
da, o programa MF@lA apresentar um tempo computacional (CPU) in

ferior ao do programa VAl3A .

Quanto ao algoritmo do método dos Gradientes Conjugados, nota-
mos, aqui, uma pequena diferenga no seu comportamento com rela
¢ao a tabela anterior, ou seja, ao mesmo tempo eﬁ que apresenta
uma maior eficiéncia diante do algoritmo do método Quase-Newton,
apresenta, também, uma maior inferioridade com relagao a "New-

ton" e isto deve ser observado para quaisquer valores de DIST.

TABELA 3
Para esta fungﬁo notamos gque 05 dols programas de Newton,NEWMIN
e MF@lA, convergem num mesmo numero de iteracdes e avaliacgdes
de funcaco, distinguindo-se apenas no tempo de CPU, cujas dife-

rencas sao pequenas.

Para "Quase-Newton", podemos observar uma maior eficiencia do
programa MFJ1A sobre o programa VAl3A, cujo trabalho computacio

nal € extremamente grande.

As observacOes 3, 4 e 5 da tabela anterior sdo validas, também,

para esta fungao.

TABELA 4
Nesta tabela, podemos observar que O programa MF@lA, de Newton,

é pouco mais eficiente do que o programa NEWMIN, estando esta



TABELA 3

QUARTICA DE POWELL

FUNCAQ-TESTE :
NEWTON NEWMIN NEWTON NEW, MPF1A GRADIENTES Q.N, Q.N, pisT
"NEWMIN" "DISCRETO" "MEPLA" "DISCRETO" CONJUGADOS “VAlIAT "ME@1A"
1, 2, 0,026 1, 2, 0.024 1, 2, 0.016 1, 2, 0.030 3, 7, £.031 4%, &4, 0.387 4, 7, 0.030
1, 2, 0.015 i, 2, 0.030 1, 2z, 0,022 1, 2, o.g23 3, 7., 0.031 27, 33, 0.141 a4, 10, 0.045 0.01
I, 2., 0,022 1, 2, 0,027 1, 2, 0.011 l, 2, b.D28 1, 7, 0.029 42, 57, 0.139 7, 9, D.03B
&, 7, 0.041 6, 7, G.066 &, 7, 0.029 6, 7, 0.070 25, 52, 0.120 57, 61, 0.40% 2%, 34, 0.15}1
5, &, 0.041 5, 6, 0.061 5, 6, 0.042 5, 6, 0.045 22, 45, 0,124 68, B2, 0.476 23, 25, 0,123 c.l
6, 7, 0.030 6, 7, 0.048 &, 17, 0.031 6, 7, 0.061 27, 55, 0.138 70, 88, 0.497 36, 39, 0,164
11, 12, 0.061 11, 12, 0.107 11, 12, 0.080 1}, 12, 0.102 25, 52, 0,120 73, 87, 0.497 16, 20, 0,091
12, 13, 6.061} 12, 13, 0.107 13, 14, 0.073 13, 14, 0.1230 47, 10, 0.239 78, 88, 0.515 6, 37, 0,153 1.
12, 13, 0.068 12, 13, 0.099 12, 13, 0.0RC 1z, 13, 2.107 23, 49, 0.127 78, 91, 0.35863 17, 40, 0,177
17, 18, 0,081 20, 21, 0.1939 18, 19, 2.092 22, 24, 0.274 41, 87, 0.225 72, B84, 0.517 59, 65, 0.297
14, 15, 0.070 14, 15, ©¢.154 i4, 15, 0.077 l4, 15, 0,132 v, 771, 0.207 | 75, 83, 0.509 52, 55, 0.272 10.
17, 18, 0.092 18, 19, 0.172 17, 18, 0.081 22, 24, 0.220 21, 43, 0,117 75, %3, 0,520 52, &0, 0,244
22, 23, 0Q.107 111, 112, 0.789O 22, 23, 0.11l%6 18, 51, 0.31% 29, &6, 0.153 81, 101, 0.577 27, 10, 0.391
19, 20, 0.102 97, 102, 1.107 19, 20, 0.09%¢ 58, 6%, 0,720 29, &1, 0.171 73, B85, 0.527 66, 78, 0.310 100,
23, 24, 0.107 29, o6, 0.725 23, 24, 0.1907 44, 4%, 0.35¢ 29, 5%, 0.154 99, 121, 0.701 a1, 50, 0.428

lsgl



TABELA 4

FUNCEO-TESTE: DE BOX
NEWTON NEWMIN NEWTON NEW, MFA1A GRADIENTES N.N. Q.N. —-
"NEWMIN® “DISCRETO" "MFALA™ "DISCRETO" CONJUGADOS "YR13A™ "MFB1A"
2, 3, 0,229 2, 3, 0.24% 1, 2, 0,139 2, 3, 0.242 6, 17, 0.667 6, 9, D.3169 2, 4, 0.170
i, 2, 0.137 2, 3, 0,242 1. 2, 0.13s 1, 2, 0.152 6, 18, 0,697 &, B8, 0.337 2, 5, 0.194 | n,01
2, 3, 0.225 2, 3, 0.244 1, 2, 0.1237 2, 13, 0.261 7, 20, 0.789 7, 12, D.552 2, 5, 0.209
2, 3, 0.218 2, 3, 0.233 2, 3, 0.224 2, 3, 0.264 3, 7, 0.310 | 12, 13, 0.654 } 11, 13, 0.557
2, 3, 0.21% 2, 3, 0,250 2, 3, 0.212 2, 1, 0.247 4, 10, 0.398 | 13, 15, 0.715 | 12, 14, 0.57& n.1
2, 3, 0.228 2, 3, 0.258 2, 3, 0.223 2, 3, 0.243 2, 5, 0D.22f 8, 9, 0.333 1, 5, 0.211
4, 5, 0,387 4, 7, 0.5238 4, 5, 0.381 4, 7, 0.561 4, 5, 0.387 8, 11, D.460 | 14, 15, 0.618
4, 5, 2,385 NELAG = 1 4, 5, 0.38% 4, 1%, C.659 8, 17, 0.721 8§, 11, D.491 5, 8, 0.333 i.
4, 5, 0.424 5, 6, D.545 3, 4, 0.301 4, 5, 0.452 4, 9, 0,391 [ 13, 14, 0.709 7. 11, 0.473
14, 16, 1.332 14, 17, 1.519 14, 16, 1.288 13, 16, 1,439 15, 32, 1.265 41, 54, 2.303 NFLAG = 1
9, 16, 0.849 9, 1o, 0.957 9, 10, 0.807 7. %, 0.792 9, 21, 0.885 | 16, 22, 0.920 13, 16, 0.656 16,
27, €1, 3.919 | 15, 20, 1.767 | 34, 58, 3.970 | 14, 17, 1.52% | 13, 32, 1.315 | 25, 38, 1.59%7 | 31, 32, 1.328
NFLAG = 2 NFLAG = 2 NFLAG = 3 NFLAG = 2 NFLAG = 3 NFLAG = 1 NFLAG = 1
NFLAG = 1 NFLAG = 1 NFLAG = 3 NFLAG = 3 NFLAG = 3 NFLAG = 1 NFLAG = 3 196,
NFLAG = 2 NFLAG = 2 NFPLAG = 3 NFLAG = 3 NFLAG = 3 NFLAG = 1 NFLAG = 3

A
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superioridade concentrada mais na sua rapidez computacional -
(tempo), Mas, para DIST grande, ambos demonstraram bastante

fragilidade na convergéncia,

Para "Quase-Newton", observamos aqui uma maior eficiéncia do
programa MF@lA com relagdoc a "VAL3A", sendo que, para DIST gran

de, nenhum dos dois consequiram convergéncia.

Para DIST igual a 0.1 a 1. notamos que o algoritmo dos Gradien
tes Conjugados & mais eficiente do que o algoriItmo Quase-Newton,
mas para pontos iniciais longe da solucao ele apresenta fragili

dade, como os demais algoritmos.

As observagoes 4 e 5 da tabela anterior sio aqui validas.

TABELA 5

Para DIST igual a 0.1 e 1., "NEWMIN" & melhor do gue "MFgia"
Para valores maiores de DIST, ambos sio ineficientes, pois nao

conseguem atingir o ponto-solugﬁo da funqao.

Quanto ao método Quase-Newton, © programa MF@lA & muito mais
eficiente do que "VAl3A" para valores pequenos de DIST, Para
DIST igual a um, alguma comparagao sobre eficiéncia seria preco
ce, pois ha casos em que "VAL3A" se apresenta muito melhor que

"MFF1A" e vice~versa.

Nesta tabela, novamente podemos cobservar a superioridade do me-

todo de Gradientes Conjugados sobre os métodos de Newton e Qua.

se-Newton, com exce¢des, obviamente, dos casos em que DIST e



TABELA 5

FUNCAO-TESTE: CRAGG-LEVY

NEWTON NEWMIN NEWTON NEW, MPFLA GRADIENTES Q.N. Q.N. DIST
*NEWMIN® *DISCRETO" "MFgLA"™ "DISCRETO" CORJUGADOS “val3iAa® "MP@Z1A"
{*) ¢.01
1, 2, 0,032 l, 5, 0,D48 1, 2, 0.D42 2, 9, 0,087 2, 3, 0.031 48, 61, 0D.443 Z, 6, 0,031

? 2, 8, 0.047 2, &, 0,058 3, 15, 0.077 3, 15, 0.101 2, 7. 0.040 3B, 46, 0.403 2, 6, 0,033 a.1

1, 5, 0.106 | 1, 5, 0,048 2, 9, 0.0d6 2, 9, 0,063 2, 1., 0,042 23, 28, 0,248 2, 6, 0,044
g v, B, 0.0%0 8, 28, 0.17%9 7, 8, 0.l08 9,133, n,218 1 7,15, 0.077 | se, 72, 0.554 | 22, 24, 0,152
{10, 11, 0.124 9, 26, 0,212 | 10, 11, 0.122 7, 24, 0.168 6, 13, 0.059 35, 45, 0.416 13, 15, 7.121 1.
12, 13, 0.143 | 16, 65, 0,391 | 12, 13, 0.154 | 13, 60, 0,329 8, 18, 0,099 | 42, 52, 0.433 i 47, 4%, 0.312
NFLAG = 1 NFLAG = 1 8RO CONVERGIU | NRO CONVERGIU | NAD CONVERGIU ; NXO CONVERGIU ; NEO CONVERGIU
431, 45, 0.458 NFLAG = 1 1B, 42, 0.415 NRC CONVERGIU NXO CONVERGIU NXO CONVERGIU ? NAQ CONVERGIU 16,
! NFLAG = 2 NFLAG = 2 NFLAG = 2 ! NAO CONVERGIU | NAO CONVERGIU NFLAG = 1 NFLAG = 1
?__;PLAG = 2 NFLAC = 2 NFLAG = 2 ; NFLAG = 2 NFLAG = 3 NFLAG = 1 NFLAG = 3
: NFLAG = 2 I NFLAG = 2 NFLAG = 2 5 NFLAG = 2 NFLAG = 3 NFLAG = 1 NFLAG = 3 1n0.
NFLAG = ] NFLAG = 1 NEO CONVERGIU i NAC CONVERGIU | NAO CONVERGIU | NAC CONVERGIU NFLAG = 1

(*) Nao consideramos DIST = 0,01, nesta Tabela, porque determinamos que o

~ . . ~ -2
ponto~solugao achado tivesse apenas uma aproximagao de 10 .

NE0 CONVERGIU: Ndo tivemos informagac da causa da nao-convergéncia.
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muito grande, pois al este método também deixa de convergir.

Podemos notar uma superioridade de "Newton" em relagao a "Quase

~-Newton para os casos de DIST = 0.1 e DIST =1,

Quanto a “"Newton Discreto", confirmamos a sua eficiéncia para
pontos iniciais proximos & solugao, apresentando poucas diferen

gas em relagao a "Newton Analitico".

TABELA 6

Para DIST pequeno, podemos dizer que os programas NEWMIN e MF@1A
empatam; para DIST = 1. notamos gque O nimero de avaliagoes da
fungao no programa NEWMIN cresce bastante, acarretando-lhe uma
eficiéncia menor. Quando DIST & igual a dez, também hi um "em-
pate" e para DIST igual a cem vemos que "MFPlA" & melhor que.

"NEWMIN", visto que converge com um trabalho computacional bem

menor,

Para o método Quase-Newton observamos que, para todos os valo-
res de DIST, o programa VAl3A converge num nimero de iteragoes
e avaliagOes de fungdo menor do que O programa MF@lA, mas o seu

tempo de C.P.U., mesmo assim, ainda &€ maior.

"Gradientes Conjugados"” mostra-se algumas vezes superior a "Qua
se-Newton", mas & seguramente superior que "Newton" para "DIST"

maior ou igual a dez.

Da mesma forma, "Quase-Newton" também & superior a "Newton" pa

ra valores de DIST iguais a dez e cem.



TABELA 6

FUNCEO-TESTE: VALE HELICAL
HEWTON I NEWMIN HEWTON WEW, MF@IA GRADIENTES O.N. Q.H. DIST
NEWMIN' "DISCRETO" "MF@1AR" "DISCRETO" CONJSUGADOS “YALIA" "MPELA"
3, 4, 0.10% i, 4, 0.063 3, 4, 0,146 3, 4, 0.085 11, 23, 0.139 3, 12, 0.115 12, 18, D.091
i 3, 4, 0.043 3, 4, 0.0%4 3. 4, H.027 3, 4, 0.051 13, 29, 0.118 9, 12, 0,116 13, 1B, ©¢.092 c,.Nn1
I 3, 4, 0.029 3, 4, N.OSe 3, 4, .044 3, 4, 0.035 9, 19, 6.07% 13, 15, 0.13% 19, 22, 0.131 __J
i s, %, 0.950 I, g, .076 4, 7, C.0486 4, 7, 0.057 1B, 40, 0.148 18, 19, 0.241 18, 22, 0.11¢
i 5, g, 0,048 : 5, g, 0.07% 5, 8, 0.043 5, &, 0,065 g, 19, 0.07% 9, 14, 0.092 20, 23, 9.119% .1
! 3, 4, 0.028 i 3, 4, &,055 a, %, 0.069 4, 5, D.0RE 10, 24, 0,096 9, 13, o0.110 16, 20, 0.03%
9, 34, 0,114 i M 3a, 0,129 il 2%, 7.14n 11, 21, n.l1las 22, 4%, 0.165 19, 24, 0,290 25, 30, 7,113
%, 27, 9.121 9, 2R, D.1Z2 R 21, 1,0E% 13, 2%, 0,192 21, 49, 7,184 20, 2%, 0.z09 23, 27, C.1012 1.
i1, 28, 0.111 . 12, 27, G.182 W, lE, 0,094 10, 15, 0,133 17, 39, 0,138 20, 2%, 0,200 24, 29, 0,175
E 33, 103, 0.308 [ 33, 125, 0.584 31, 75, 0.2¢%1 26, 53, 0,135 29, 64, 0.241 46, 70, 0,447 22, 63, C.2ZBS
% 52, 128, ¢.415 1 26, €1, 0.326 13, T4, 9,269 27, 4%, 0.325 29, 67, 0.246 26, 43, 0.25%5 35, 45, 0.230 0.
% 21, 42, 0.1%3 i 26, 27, 0,315 23, 39, 0,169 25, 51, 9.270 29, 69, 0,238 22, 37, 0.245 41, 57, 0.266
?230, isa, 1.23] I @0, 133, 0.882 165, 268, 1.251 45, 89, D.545 34, 76, 0,293 43, 69, 0.450 52, 81, ©.330 T
L1368, 196, 0,997 17, 38, 0.21¢ 27, 54, 0,211 14, 23, 0.150 28, 10, 0.235 45, 65, 0.434 33, 51, 0.208 im0,
jl'.-‘l, 226, 0.B27 64, 9a, 0,668 197, 185, 0.71R 30, 67, 0,381 41, 35, 0.369 43, 60, 0,388 NFLAG = 1
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Excepcionalmente, notamos que, para esta fung&o, o algoritmo de
Newton Discreto & mais eficiente do que © algoritmo de  Newton

Analitico, para DIST igual a cem (sic...) .

TABELA 7

Para valores de DIST menores do que um, oOs dois programas do mé
todo de Newton convergem com poucas diferengas em seus traba=
lhos computacionais (nlimero de iteragoes, nimerc de avaliagoes
e tempo), Para DIST igual a um, "MFJ1A"™ mostra-se um pouco -
mais eficiente, mas, para maiores valores de DIST, ambos Os pro
gramas falham na convergencia, sendo que "MFJlA", na maloria

dos casos, atinge o limite de avaliagdes de fungao, ao passo

que "NEWMIN" falha na sua busca unidimensional.

Apesar do programa VAl3A convergir em menas iteragoes do que
MFJlA, o seu niimero de avaliagdes de fungio & bem maior do que
o nlimerc de avaliagOes de "MF@lA" e, consequentemente, o seu
tempo computacional tambem passa a ser maior. Mas, para valo-
res de DIST maiores do que um, "VAlL3A" e "MFflA" deixam de atin

gir o ponto de minimo da fungao.

"Gradientes Conjugados" mostra-se superior a "Quase-Newton" e
menos eficiente do que "Newton" para valores de DIST menores ou
iguais a um, Para DIST grande, ele também deixa de atingir o

valor minimo da fungao.

Obviamente, através das observag¢oes anteriores chegamos que o

método de Newton, para esta fungdo, & superior ao métcdo Quase



TABELA 7

FUNCRO-TESTE: QUADRATICA TRIGONOMETRICA (n=1f)

KEWTON NEWMIN NEWTON NEW, MEFlA GRADIENTES Q.N. Q.N, DI;;?
"NEWMIN® DISCRETO "MFF1A“ “DISCRETO" CONJUGADQS "VA13A® “MFF1A®
1, 2,0,15% {1, 2, 0.179 | 1, 2, 0,135 | 1, 2, 0.152 9, 19, 0,358 | 12, 22, 0.628 | 13, 15, 0.596
1, 2, 0.062 |1, 2, 0.214 | 1, 2, 0,108 | 1, 2, 0.192 9, 19, 0.489 | 12, 22, 0.558 | 11, 13, 0,439 | 0.0}
‘1, 2, 0,061 |1, 2, 0,155 | 1, 2, 0.062 | 2, 3, 0.251 ¢, 19, 0.328 | 13, 25, 0.668 | 12, 14, 0.367
{2, 3, 0,169 | 2, 3, 0.312 | 2, 3, 0,110 ! 2, 3, 0.275 1 11, 23, 0.431 | 14, 24, 0.662 | 14, 16, 0.504
; 2, 3,0,12¢ | 2, 3, 0.287 { 2, 3, 0,106 | 2, 3, 0.261 | 11, 22, 0.407 | 14, 24, 0.770 | 16, 18, 0.55% 0.1
E 2, 3, 0.109% | 2, 3, 0.315 | 2, 3, 0.106 | 2, 3, D.43% ' 11, 23, D.461 t 14, 24, 0.942 ) 15, 17, 0,637 |
.5, 6, 0.254 'S5, 6, 0,822 | 5, 6, 0.312 | 5, 6, D.684 i 13, 27, 0.447 | 18, 27, 0.834 | 17, 18, 0,567 |
i35, 7, 0,240 ; 6, 8, 06.799 | 5, 7, 0.227 i 6, &, D.774 | 14, 29, 0.509 i 15, 26, 0.772 | 18, 19, 0,591 1.
I?, 10, 0.331 | 5, 8, 0.691 |5, 8, 0.236 | 7, 11, 0.934 | 14, 29, 0,574 | 1s, 25, 0.734 | 17, 18, 0.831
WNFLAG = 2 NFLAG = 2 NFLAG = 1 NFLAG = 2 E NFLAG = 2 NRO CONVERGIU ¥FLAG = 1
NFLAG = 2 NFLAG = 2 NFLAG = 2 NFLAG = 2 ? NFLAG = 1} NAC CONVERGIU | NAQ CONVERGIU 10.
NFLAG = 2 NFLAG = 2 NFLAG = 1 NFLAG = 2 i NEO CONVERGIU | NAQ CONVERGIU | NAO CONVERGIU
NFLAG = 2 NFLAG = 2 HFLAG = 1 NFLAG = 2 NFLAG = 1 NXO CONVERGIY NFLAG = 1
NFLAG = 2 NFLAG = 2 NFLAG = 1 NFLAG = 2 NFLAG = ] NRO CONVERGIU NFLAG = 1 166,
WFLAG = 2 RFLAG = 2 NFLAG = 1 NFLAG = 2 NPLAG = 1 NEO CONVERGIU | NAC CONVERGIU

NAI0 CONVERGIU:

Para este caso, nao

convergéncia.

tivemos informagao da

ecqusa da nao-

.06.



5)

1)

2)

3)

1)

.91,

-Newton, quande DIST assume valores peguenos.

Novamente, podemos notar através desta tabela que o método de
Newton Discreto, apesar de convergir num nimero ilgual de itera-
¢oes e avaliagdes de fungdo, ao método de Wewton, ainda & mais

"caro™ do que o0 mesmo.

TABELA 8

Observamos maiores diferencas entre os programas do  algoritmo
de Newton, quando DIST assume o valor um, pois, al, "NEWMIN" &
superior a "MF@FlA". Para valores menores de DIST, notamos que
estes dois programas se distinguem apenas em centésimos de se~

gundos de C.P.U,

Nesta tabela, o comportamento dos programas do algoritmo Quase-
Newton se invertem diante da tabela anterior, visto que "VAl3a"™
é mais eficiente que "MFJlA", para quaisquer valores de DIST on

de 0s mesmos convergem,

As observagOes 3, 4 e 5 da tabela anterior também podem ser -

aqui incluidas.

TABELA 9

Para a fungao-teste Elba (n =3¢), os programas do algoritmo de
Newton se comportam semelhantemente ao caso anterior (Quadr.
Trigonométrica (n =20)}), excluindo o fato dos mesmos convergi

rem para quaisquer valores de DIST,



TABELA 8

FUNCAQ-TESTE: QUADRATICA TRIGONOMETRICA (n=2()

NEWTON NEWMIN NEWTON NEW. MF#§1A GRADIENTES .8, T Q,.,HN. DIST
"HEWMIN" "DISCRETO"™ "MFELA" "DISCRETO" CONJUGADOS "YALIAT "MEFLA"
1, 2, 0,332 i, 2, 0.83] 1, 2, 0.293 1, 2, 0.821 22, 45, 2.143 26, 38, 3,615 13, 35, 3.738
1, 2, 0.301 i, 2, 0,859 L, 2, 0.225 1, 2, 0.833 20, 41, 1,950 26, 3B, 3,677 32, 34, 1.610 0.0l
1, 2, 0.223 2, 1, 1.661 1, 2, 0.301 2, 3, 1.677 22, 45, 2.197 | 24, 36, 3,400 | 39, 19, 4.238
2, 3, 0.41% z, 3, 1.631 z, 3, 0.391 2, 3, 1.611 23, 47, 2.318 } 25, 34, 3.412 | 39, 41, 4.¢16
2, 1, 0.426 2, 3, 1.582 2, 3, 0.404 2, 3, 1.681 27. 55, 2.699 | 25, 4n, 3.538 | 37, 219, 4.178 0.1
7,01, 0406 2, 3, 1.593 2, 3, 0.389 2, 3, 1.393 27, 55, 2.652 | 26, 36, 3.500 | 39, 41, 4,390
;Tna, 1T, 1.389 g, 10, 6.216 65, 8, 1.13¢ 6, 8, 4,915 i9, 79, 4.449 26, 34, 3,655 47, 48, 5,234 T
|4, €, 1.048 S, 6. 4.081 6, 7. 1.136 £, 7, 4.869 30, 61, 3.002 } 27, 39, 3.949 | 43, 4a, a.gx1 | 1.
€, 7., 1.0B1(*} 6, 7, 4.960(*} |11, 16, 1.952(*):11, 1S, 9.024(*)| 34, 6%, 3.441 26, 42, 31.731 43, 44, S.080
KFLAG = 2 NAQ CONVERGIU NAQ CONVERGIU NAO CONVERGIU NELAG = 1 N. CONVERGIU NFLAG = 1
NELAG = 2 NEO CONVERGIU NAO CONVERGIU NEO CONVERGIU NFLAG= 1 N. CONVERGIU NFLAK = 1 19,
158 ,677,45.578 (%) |148,624,138.01{*) [62,112,11.927(*) |52, 52,42.744(*) | wrrac=1(") {n.CONVERGIU(*) | WPLAG = 1 (%)
WNELAG = 2 NFLAG = 2 HAQ COMVERGIU nEO CONVERGIU NFLAG =1 N. CONVERGIU NFLAG = 1
WELAG = 2 NFLAG = 2 NAC CONVERGIU NEO CONVERGIU NFLAG = 2 M. CONVERGTIU NPLAG = I 100,
NFLAG = 2 NFLAG = 2 KEO CONVERGIU Jitﬁ(} CONMVERGIU NPLAG= 1 M. CONVERGIU NELAG = 1
L

(*) Aprozimagae ao ponto-solugac foi ruim.

NZ0 CONVERGIU:

Nao tivemos informagdo da causa da nao-convergeneia.

086.



TABELA 9

FUNCAO-TESTE: ELBA (n = 30)

NEWTON NEWMIK NEWTON NWEW. MFI1A GRADIENTES Q.N. o.M, DIST

"NEWMIN® "DISCRETD" "MFRF1A " "DISCRETO" CONJUCADOS “VAlia“ "MFPLA"
1, 2, 0.628 1, 2, 2.245 1, 2, n.&DA 2, %, 4.374 i, ¥, 0,497 0, 17, 2.821 3, 5, 0.611
1, 2, N.5&5 1, 2, 2.180 1, 2, 0.,53n 2, 3, 4.516 I, 7, D 504 10, 15, 2.879 i, 5, 0.625 0.0
1, 2, 0.580 1, 2, 2.27% 1, 2, 0.564 Z, %, 4,327 3, 7, D.S1k 10, 17, 2.904 i, 5, 0.5998
I, 2, 0.527 2, 3, 4,323 1, 2, n.s4an 2, 3, 4.31132 5, 1n, D_.74]1 13, 19, 3.626 4, £, D.,ASD
1, 2, 0.547 | 2, 3, 4.28) 3, 2, N.548 2, 1, 4.476 3, 7, 0.52R 10, 17, 2.732 i, 5, 06.627 0,1
1, 2, 0.591 2, 3, 4.271 1, 2, n,5l% 01, 4,125 ¢, 9, n.671 10, 17, 2.921 4, h, 0.8BR7
1, 2, A4.,5328%: 2, 3, 4,123 1, 2, n.3ln 2, 3, 4.682R 4, 8, 0,838 in, 16, 2.9B9 4, 5, 0.951
1, 2, C!.GEII';l 2, 3. 4.948 1, 2, n.rOR 2, 3, 5,135 S, 10, D.RR1 10, 17, 3.208 4, 5, 0,974 1.
1, 2, 0.592l 2, 3, 4,740 1, 2, D.RIR 2., 3, 4.986 5, 11, 0.89%2 10, 17, 2.9%78 4, 5, D.Bl1
1, 2, 0.564 2, 3, 4.751 2, 3, 1.098 2, 3, 4_RBR3 4, 9%, 0.699 10, v, 3.134 5, 7, 1.135
1, 2, 0.539| 2, 3, 4.834 | 2, 31, 1.04%6 2, 1, 4.5R2 4, 9, 0.7n0 8, 14, 2.443 5, 7, 1.134 10.
1, 2, 0.582 2, 3, 4.544 2, 3, 1.024 2,03, 4.413 5, 12, 0.895% 1o, 1%, 3.019 5, 7, 1.07%
2, 3, 1.11% 3, 4, 6£.287 2, 3, n.98s i, 4, £.419 5, i1, D.B819 10, 17, 2.853 5, 8, 1,137
2, 3, 1,076 2, 3, 4,293 2, 3, 0,991 3. 4, B.200 %, 10, 0.715 9, 14, 2.380 5, 7, 1.012 100.
2, 3, 0.987 2, 3, 4.454 2, 3, 1.010 2, 3, 4.5n5 S, 1B, D.722 1o, 17, 2,742 5, 7, 1.03%
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Neste caso, o programa MF@lA, para "Quase~Newton", mostra~-se

) I
mais eficiliente do que o programa VAL3A, para todos oS valores

de DIST.
Aqui, o algoritmo de Gradientes Conjugados & "mais barato" do
que o algoritmo "Quase-Newton". Com relagdo ac algoritmo de

Newton, o mesmo observamos para valores de DIST iguais a um e
maiores que dez, © que nos ajuda a confirmar a “"robustez"” de
"Gradientes Conjugados" nos casos em que © ponto inicial dado

se encontra distante do ponto—solugao.

Para todos os valores de DIST, o algoritmo de Newton & superior

ac algoritmo Quase-Newton.

Para esta fungao, "Newton Discreto” torna-se muito "mais caro”
do que "Newton Analitico"™, pois o seu tempo computacional & bas

tante grande.

TABELA 10

Para o algoritmo de Newton, notamos aqui que ambos 05 seus pro
gramas se mostram superior ou inferior, se comparados, em v&r&
os casos e isto se relaciona somente com o tempo computacional

dos mesmos.

Quanto a "Quase-Newton", a mesma observagéo anterior pode ser

considerada.

Ja "Gradientes Conjugados" se mostra superior a ambos 0s algo-

ritmos, Newton e Quase~Newton, para quaisquer valores de DIST.



TABELA 10

FUNCEO-TESTE: ELBA (n = 64)

1 NEWION NEWMIN NEWTON NEW. MFA1A GRADTENTES 0.N. Q.H. pret
"NEWMIN" "DISCRETO" "MEFLA" *DISCRETG" CONJUGADOS "val3ia® "MEELA"
1, 2, 3.03%¢ 2, 3, 3L.602 [ 1, 2, 3.068 2, 3, 29.995 ¥, 7, 1.880 9, 15, B.8B34 3, 5, 2.197
1, 2, 2,937 2, 3, 31.136 1, 2, 2.958 2y 3, 31.524 i, 7, 1.64n 9, 15, 8.887 3, 5, 2.169 0.41
1, 2, 2.943 2, 3, 30.778 1, 2, 2.9F6 2, 3, 30.884 1, 7, 1.&A9 9, 15, 8,724 i, 5, 2.151
1, 2, 31.149 2, 1, 31.642 1, 2, 2.993 2, 3, 31.292 i, T, 1.&82 9, 15, B.621 i, 5, 2.210
1, 2, 3.002 2, 3, 30.305 i, 2, 2.922 2, 3, 3D.4R4 1, 7, 1.75% B, 14, 7.9%2 3, 5, 2.182 0.1
1, 2, 2.923 | 2z, 3, 30.474 | ), 2, 2.928 | 2, 3, 30,718 [ 3, 7, 1.675 | 9, 15, 8.869 | 3, 5, 2.206
1, 2, 3.34) | 2, 3, 31277 | 1, 2, 3.224 | 2, 3, 3l.nze | 5, 1n, Z2.42> |[il, 17,10.00% §} 4, 5, 2.82¢

| 1, 2, 3.021 2, 3, 30.8B53 1, 2, 2.987 2, 3, 31.K12 5, 10, 2.79%4 6, 11, 6.013 4, 5, 2.907 1.
I, 2, 3.074 2, X, 3¥.13% 1, 2, 2.956 2, 3, 31.501 4, 9, 2.%5hk 9, 15, B.690 4, 5, 2.897
2, 3, 5.638 2, 3, 30.362 2, 3, 5.643 2, 3, 30.447 4, 9, 2.133 9, 15, 6.649 4, 6, 3,010
2, 3, 5.5689 2, 3, 30.%41 2, 1, 5.474 2, 3, 30.95% 4, R, 1,947 g, 15, B.701 4, &, 3.04% 10.
2, 3, 5,622 | 2, 3, 31.028 | 2, 3, 5.593 | 2, 3, 31.48n | 4, @&, 1l.988 | 7, 13, 7.277 } 4, 6, 3.236

.2, 3, 6.097 3, 4, 45,742 2, 3, 5.541 3, 4, 46.89% 5, 10, 2.426 9, 15, 8.9%91 S, 7, 3.8%1

P2, 3, 5,773 1 3, 4, 46.649 { 2, 3, 5,717 | 3, 4, 46.429 | 5, 12, 2.956 | B, 14, 7.894 | 5, 8, 4,079 | 100.
2, 3, 5.623 2, 3, 29.859 2, 3, 5.565 3, 4, 45.154 5, 12, 2,790 9, 14, 8.543 5, 8, 4.075

096-
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4) As observagbes 4 e 5 da tabela anterior s3o aqui vAlidas.

Quanto & aproximagao da solugao "achada"™ i solugdo real,
dada pelos algoritmos aqui tratados, afirmamos que, gquando con
vergem, todos os algoritmos aqui referidos apontam para um pon-
to com boa aproximagdo da solugdo, nao existindo diferencas =
grandes entre os mesmos de modo tal que implique em alguma alte
ragao ou invalidagdo das tabelas observadas acima. |

Devemos fazer, aqui, apenas uma ressalva para os casos;em
qué a aproximacao foi ruim (Tabela 8), visto que, para um deles,
podemos observar a superioridade de "“Gradientes Conjugados” e
"Quase-Newton" sobre "Newton"; mas, sendo esta amostra muito pe
guena (apenas um caso entre muitos considerados), pode ser des=-

prezada.

Deixamos de incluir, nas tabelas anteriores, os dados re
ferentes ads experiéncias realizadas com o algoritmo de "Newton Mo-
dificado", isto porque tais dados foram extraldos de experiéncias
realizadas em condigoes diferentes das que nos referimos até agora;
ou seja, os pontos iniciais gerados foram calculados de forma dife
rente, mas, O que & importante, obedecendo o parametro "DIST"; is

to &, consideramos, agora,

X{(I) = SOL{I) + P(I)*DIST /PNOR

onde PNOR = VIP(I)2 , P(I) = RAaN(1.)*2-1, e RAN(.) & a sub
rotina do sistema, geradora de nimeros aleatdrios entre (0,1) .
Em segundo lugar, o numero maximo de avaliagdes determina

do para estas experiéncias & MXFUN = 50*N, o que pode nos expli-
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car, em alguns casos {(como veremos), a nao convergéncia deste ail
goritmo diante da convergéncia do algoritmo de Newton, pois, an-
teriormente, MXFUN = S00*N,

Mesmo assim, diante destas diferencas, ainda podemos ob-
servar e comparar os comportamentos destes dois algoritmos através
das tabelas anteriores e das tabelas 11 e 12, as quals descrevem,
da mesma forma, o nimero de iteragdes, nlimero de avaliagdes de fun
Gao e tempo computacional gastos pelo algoritmo de "Newton Mofifi
cado" para obter convergéncia.

Dessa maneira, pcdemos verificar que:

TABELA 11

1) Para a fungao-teste Rosenbrock, ambos os algoritmos, Newton e
Newton Modificado, assumem comportamentos semelhantes, com exce
950 a DIST igual a dez, onde "Newton Modificado" & mais custoso,
e DIST igual a cem, onde o mesmo deixa de convergiy, apesar de
jd termos salientado as diferencas entre os valores do pardme-

tro MXFUN, utilizado nas duas experiéncias.

2) Ja para a fungao-teste Banana-de-Wood, podemos notar comporta-
mentos bastante semelhantes entre estes dois algoritmos, para

todeos os valores de DIST,

3} Nas experiéncias com a funcgdo Quartica-de-Powell, observamos
gue o algoritmo de Newton converge mais rapidamente do que o al
goritmo de Newton Modificado, e isto se deve tanto ao nimero de
iteragdes quanto ac nimero de avaliagoes da fungao e tempo com

putacional., Porém, nao devemos esquecer, agul, que os pontos -



TABELA 11

METODO DE NEWTON "MODIFICADO"
METODO | DIST = 0.0l DIST = n.1 DIST DIST = 1n, NIST = 100.
R 4, 5, 0.040 5, 0.049 | 14, 18, 0.068 | 39, S3, 0,228 NFLAG =
o | NEWTON -
e |amartrrco| 4¢ Se 0.034 5, 0.032 | 14, ia, 45, 62, 0. NFLAG
5 2, 3, 0.03) 6, 0.037 | 14, 18, 36, 4%, 0, NFLAG =
2 4, 5, 0.025 6, 0.052 | 15, 18, 40, 53, 0. NFLAG =
o | nEwron -
¢ lorscreTo 4, 5, 0.03¢ S5, 0.045 14, 18, 48, 66, 0 NELAG
L 3, 4, 0.012 6, 0.048 | 14, 18, 37, 4R, N. NFLAG =
: 4, 5, 0.642 8, 0.080 9, 11, 21, 25, ©, 2%, 28, 0.
E A:ﬁ:}ggco 2, 3, 0.016 8, 0.065 | 11, 17, 27, 35, 0 20, 21, 0
: 3, 4, 0.032 5, D.044 7, 8, 17, 19, 0 38, 45, 0.
55 4, 5, 0.074 8, 0.152 9, 11, 22, 26, 0 81, 83, 1.
o oreon | 2, 3. 0.042 8, 0.109 | 11, 15, 26, 10, 0 34, 35, 0
L 3, 4, 0,029 5, 0.070 7, 8, 18, 20, 0, 75, 81, 1.
8 NFLAG = 1 12, 0,092 | 18, 17, 23, 24, 0, 27, 28, O
A A;‘f;"{g‘;co 5, 6, 0,057 5, o.0?% | 17, 18, 23, 24, 0. 29, 30, O
7 6, 7, 0.050 12, 0,092 | 17, 18, 23, 24, 0 29, 30, 0
4
o 2,3, 0.03) 12, 0.134 | 18, 17, 23, 24, 0, 34, 42, 0
W .
NEWTON
E pISCRETO | 67 74 0.071 9, 0.0%5 | 17, 18, 23, 24, 0, 40, 44, 0
L 6, 7, 0.072 12, ©.134 | 17, 18, 24, 25, 0 18, 44, 0
2, 3, 0,207 3, 0.208 6, 7, NFLAG = NFLAG =
NEWTON -
aaLTTICO | 2+ 30 0-186 3, 0.199 5, &, 26, 30, 2 NELAGC
1 i, 2, 0.1l6 3, 0.2715 1, s, a, 9,0 HFLAG =
7, 3, 0.215 4, 0.3106 3, 5, NFLAG = NFLAG =
NEWTON
. 3, 0.222 4, 0.318 i, S, AC = } -
NISCRETO 2,3, 0 NFLA NFLAG
2, 1, 0,281 4, 0,328 a, s, 7, 8,0 NFLAG =
- 12, 0.178 | 1%, 20, 13, 38, 0 NFLAG =
o NEWTON -
» |anaLiTICO 7.0.105 | 20, 21, NFLAG = NFLAG
" 11, 0.154 | 17, 19, NFLAG = NFLAG =
. l2, 0.223 18, 19, NFTAG = NFLAG =
b | WEWTOW _ -
L PR 7, 0.131 | 20, 21, NFLAG = NFLAG
¥ 11, 0,101 17, 19, NFLALG = NFLAG =




4)

5)

1)

2}
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iniciais considerados para estes dois algoritmos s3o diferentes,

apesar de estarem a uma mesma distancia do ponto-solucio.

Nas experiéncias com a Fungdo de Box, também cbservamos  seme-
lhan¢gas no comportamento destes algoritmos, salvo quando DIST &
igual a cem, pois "Newton Modificado" deixa de convergir por fa
lhar na busca unidimensional, ac melhorar o valor da fungao, e

"Newton" por falhar na sua "direcgao de descida".

Para a funcao-teste de Cragg-Levy, notamos diferencas maiores
entre 0s dois algoritmos, pois "Newton Modificado" nos parece -
ser mais "caro" do que "Newton", para os casos de convergéncia.
Para os casos de nao-convergéncia, a mesma observagao do item 4

pode aqui ser feita.

TABELA 12

Para a fungao-teste Vale Helical, notamos diferengas entre os
algoritmos de Newton e Newton Modificado, gquando DIST & grande,
ou seja, para DIST igual a dez, "Newton Modificado" apresenta
um maior nimero de avaliagSes da fungdo por iteragdo, mas, para
DIST igual a cem, este mesmo algoritmo se mostra mais eficiente

do que ¢ algoritmo de Newton.

JA para a fungdo-teste Quadritica Trigonométrica (n =19), o al-
goritmo de "Newton Modificado" e o algoritmo de Newton "enpa-
tam" quando DIST & pegueno. Para DIST igual a um, "Newton Modi
ficado" & pouco mais eficiente que Newton e, para DIST igual a

dez, o primeiro converge varias vezes, © que O altimo nao conse
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TABELA 12
METODO DE NEWTON "MODIFICADO"
F METORO DIST = 0.01 DIST = 0.1 UIST = 1. DIST = 1i0. RIST = 100.
: 3, ¢4, 0.056 | 8, 16, n.001 9, 17, 0.080 | 45, 125, ©0.374 | 37, 94, 0,346
t, NEWTON F R, 0.1148 20, 0.106
E ANALITICOl 30 ¢ n.n54 | 5, 11, n.05 1, 1m, .1 11, . . 36, B2, 0.318
. 3, 4, 0,046 | 5, &, n.oRL 5, &, 0.0RN | 2R, 66, 0,234
E 3,4, g.08a [ R, 20, 0,110 § 17, 23, 0.171 | 49, 140, 0,606 | 21, 41, ©0.251
I NEWTON ] f Ra a [
¢ |orcomemo | 3+ 4+ 0.053 | 6, 12, 0.078 |10, 1R, 0.131 35, , 0.19 17, 31, 0.196
A 3, 4, 0.051 | 4, 5, 0.054 ] 5, 6, 0,075 | 22, SN, 0,249
a i, 2, 0.079 ! 2, 31, n.113 3, 4, 0.173 NFLAG = 2 NFLAG = 2
u
NEWTON
LT . 3, , 4, 0,167 | 10, 15, 0.582 NFLAG = 2
3 axaLtTIcol tr 20 O 2, 3, 0.1m 3
1, 2, 0.0k | 2, 3, 0.118 s, &, n.259 |19, 30, 1.098 NFLAG = 2
T
M 1, 2, 0.154 | 2, 3, n.24) 3, 4, N,3%0 NFLAG = 2 NFLAG = 2
1 NEWTON
n.: ' r . -
¢ lprscrero | 1r 2+ ©.150 | 2, 3, 0.232 3, 4, 161 8, 12, 0.939 NPLAG = 2
N=10 1, 2, 0,136 | 2, 3, 0,219 5, 6, 0,559 NFLAG = 2 NPLAG = 2
a 1, 2, N.anl | 2, 3, D0.4RA 3, 4, 0.6R2 NFLAG = 2 HPLAG = 2
¥
NEWTON . -
A lanaLtrico 1,2, 0.341 | 2, 3, 0.466 | 3, 4, D.6RO NFLAG = 2 NFLAG = 2
1, 2, 0.302 | 2, 3, 0.463 3, 4, 0.672 NFLAG = 2 NFLAG = 2
T
R 1, 2, 0.83 | 2z, 3, 1,251 3, 4, 1.755 NFLAG = 2 NELAG = 2
I
- NEWTON '3 @ =
¢ |orserevo | Lo 20 0.BL1 | 2, 3, 1.238 1, 4, 1.78n NFLAG = 2 NFLAG = 2
N=20 1, 2, o.8as | 2, 3, 1.217 1, 4, 1,7A7 NFLAC = 2 NFLAG = 2
1, 2, 0,968 1, 2, 1,954 1, 2 n,9684 i, 2, 0.964 1, 2, 0,965
NEWTON
ANALYTICO 1, 2, 0,976 1, 2, 0.95A 1, 7, D.96AA i, 2, 0.975 1, 2, 0.973
i 1, 2, 0,985 I, 2, N.9%a 1, 2, N.966 1, 2, 0.%78 1, 2, 0.966
: 1, 2, S.551 {1, 2, G&.se® 5, %, 1n,a3n 2, 3, 11.0R7 2, 1, 10,884
' NEWTON
prscreme | 10 Z¢ 5.552 41, Z, 5.55% | 2, %, 10911 | 2, 3, 10.306 | 2, 3, 10.910
N2 1, 2, s.880 { 1, 2, 5.5In 2, 1, 1n.0124 2, 3, 10.%03 3, 3, 10,907
1, 2, 4.7 1, 2, 4.719 I, 2, 4,fm1 1, 2, 4,711 1, 2, 4.697
HEWTON
anattrrce| 1e 2. 4.706 11, 2, 4716 1, 7, 4.770 1, 2, 4.690 1, 2, 4.739
f 1, 2, 4.7134 |1, 2, 4.6%8 1, 7, 4.71n 1, 2, 4.693 1, 2, 4.70D
E 1, 2, 42.909 |1, 2, 42,947 2, 3, R5.225% 2, 3, 84,723 2, 3, 85,016
| NEWTON
| prserpro | Le Ze 42,741 [ 1, 2, 43.070 | 2, 3, 84,930 [ 2, 3, 85,371 ( 2, 3, B5.642
l =R 1, 2, 42.720 1, 2, 42,677 2, 1, B4 k14 2, 3, B4.920 2, 3, B4.,97S
UNICcCAMP

BIBLIOTECA

CENTRAL
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gue fazer,

3) Para a mesma fungﬁo anterior, mas com vinte variaveis, notamos

que "Newton Modificado" € melhor do que "Newton"™ quando DIST &
igual a um, Para outros valores de DIST, os mesmos apresentam -

um comportamento semelhante.

4) Para a fungao Elba, notamos comportamentos idénticos de ambos
os algoritmos, tanto quando o niimero de varidveis desta fungao.
€ igual a.trinta, como quando o niimero de varidveis 8 igual a
sessenta; ou seja, o algoritmo de Newton Modificado & superior
ao algoritmo de Newton para DIST igual a cem, e, podemos notar,
também, que o seu tempo computacional se mantém estivel & medi
da em que o ponto inicial se distancia do ponto-solugdo, o0 gue
nao acontece com o algoritmo de Newton, pois este apresenta nii-

mero maior de iteragoes e avaliagdes da fungao, quando DIST &

grande.

4.6) Falemos, agora, do "guociente previsto" entre o numero de
iteragoes de Newton e o niimero de iteracdes de Quase-Newton, neceg.
sarios para convergirem, e do “"quociente real", conseguido através
das tabelas descritas na secgao anterior.

Lembrando que a, & a ordem de convergéncia do algoritmo
Quase-Newton e ¢, a ordem de convergencia do algoritmec de Newton,

log ay

e denotando = QUOC , construimos a tabela 13.

log @y

Lembramos aqui, também, que a, e QUOC jA se  encontram’

calculados na Tabela NEWQUA (Apéndice) .
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TABELA 13
FUNCXO N L Quoc EXPERIENCIA
DIST=0.01DNIST=0.] |DIST=L, [DIST=10. {DIST=L00.
ROSENBROCK 2 1,47 0.53 0.47 0,34 0.71 0,60 1.70
BANANA DE WOOD 4 1.33 0.41 0.15 0.31 0.36 0.23 0,33
QUART. POWELL 4 1.33 0.41 g.16 0.19 0.39 0.30 .27
BOX 2 1.47 0.55 0.50 0.23 G.42 Q.93 -
CRAGG-LEVY 4 1.33 0,41 - L.an 0.35 - -
VALE HELICAL 3 1,38 0.47 0.20 0.29 0.43 0.78 2.25
QUADR. TRIGONOM. 10 1.19 .25 0.08 0.12 0,28 - -
QUADR, TRIGONOM, 20 1.12 .16 0,02 n.n5 0,17 - -
ELBA in 1.09 0.12 0.32 0.27 .25 0.40 0.40
ELBA 60 1.05 0.07 .23 0.33 0,25 0.50 0,40

0 que podemos observar na Tabela 13 € que, com excegao a
fungao Rosenbrock, o “"quociente™ obtido através de nossas experiég
cias se aproxima de "QUOC" 3 medida em que DIST se aproxima de um,
o que pode ser explicado pelo fato do algoritmo Quase-Newton se
"recuperar"” bastante diante do algoritmo de Newton, para pontos-
iniciais mais distantes da solugdo. E este fato esta bastante rela
cionado com a aproximagao da matriz "B, ", obtida a cada iteragad
k, a qual n3o é satisfatSria nas primeiras iteracOes. (Esses dados
foram extraldos de calculos da média aritmétiea dos nimeros de itg

ragbes dos algoritmos "MF@LA", para cada valor de DIST.)

Vamos considerar estes mesmos algoritmos para verificar-
mos a real validade das estimativas "1.2" e "1,3" utilizadas na -
construgdao da "Fungao de Decisao", do Capitulo 3, e que se referem
ao nimero de avaliagOes-de-funcao por iteragao gastas pelos mesmos,

Como podemos observar, para alqumas fungoes~-teste obtive



TABELA 14

ESTIMATIVA PARA NEWTON ESTIMATIVA PARA QUASE~NEWTON
FUNCEO N : MEDTA MEDIA
DIST=0.01|DIST=0.1{DIST=1, |DIST=10, [DIST=100. DIST=0.0} |[DIST=0.1[DIST=]. [DIST=10.|DIST=100,
ROSENBROOK 2 1.5 1.45 1.42 1.41 1.5 1.44 2.1 1.3 1.1 1.3 1.4 1.44
BANANA DE wWOOD 4 1.3 1.4 1.3 1.1 1.1 1.24 1.1 1.2 2.4 1.2 1.2 1.42
QUARTICA POWELL Ll 2. 1.3 1.1 1.1 1. 1.3 1.3 1.1 1.1 1.1 1.1 1.14
BOX 2 2. 2.2 1.2 1.4 - 1.7 2.3 1.2 1.3 1.1 - 1.4
CRAGG-LEVY 4 - 4.3 1.1 - - 2.7 - 3, 1. - - 2,
VALE HELTICAL 3 1.7 1.5 1.2 2. 1.7 1./ 1.3 1.2 1.2 1.4 1.5 1.3
QUADR. TRIGONOM, 10 2. 2,2 1.4 - - 1.8 1.16 1.13 1.3 - - 1.2
P QUADR. TRIGOHOM. 20 2. 2.2 1.2 - - 1.8 1.05 1.05 1.02 - - 1.04
MEDIAS 1.78 2.0 1.25 1.40 1.3 1.70 1.47 1.4 1.3 1.22 1.37 1.37

"EOT”



.104,

mos o nimero de avaliag¢Oes-de-fungdo do algoritmo de Newton bastan
te alterado; mas acreditamos que esta alteragdo naoc &€ suficiente

mente significativa a ponto de invalidar a tabela NEWQUA,
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CONCLUSDHES

Diante das nossas observacdes feitas em cada tabela deste

trabalho, podemos conclulr que:

1)

2)

3)

4)

A modificacdac apresentada na busca unidimensional do programa -
do algoritmo de Newton, "MF@lA", diante da busca unidimensional
da "NEWMIN", n@o nos traz qualquer vantagem com relagac a con-
vergencia deste algoritmo. Longe disso, muitas vezes se  mos-

trou inferior aoc programa NEWMIN.

Quanto ac algoritmo Quase-Newton, nao nos parece ser a forma da
"VAl13A" a mais adequada para se armazenar a matriz aproximada -
do hessiano, visto que este programa, na maioria dos casos, se
mostra muito mais "caro" do que o programa MFJlA. Mesmo quando
o nitmero de iteragdes e o numerc de avaliagbes de fungdo da
"VAL3A" era pequeno, ainda apresentava um tempo computacional -

maior do que o tempo de "MF@FlA", como observamos na Tabela 6,

Com relagao a Gradientes Conjugados, podemos dizer que este -
apresenta superioridade com relagac aos algoritmos de Newton e
Quase~Newton na maitoria dos casos em que © ponto-inicial estava
a uma distancia grande do ponto-solugao. Em alquns casos (Tabe
las 7, 8, 9, 10) ele se mostrou superior a Quase~Newton para to

dos os valores de DIST.

Comparando "Newton" e "Quase-Newton", o primeiro & superior ao
segundo em quase todas as experlencias realizadas, exceto para

pontos~iniciais longe da solugado, pois neste caso o algoritmo
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de Newton se mostrou ineficiente, tanto pelo seu "custo computa

cional" gquanto pela sua convergéncia (Tabela 8).

5) Tratando do algorftmo de Newton com hessiano discretizado, as
mesmas observagoes feitas anteriormente nos ajudam a concluir
que ainda é vAlido utilizarmos este algoritmo para os casos em
que a fungdo a ser minimizada nao possui derivada segunda. Bas

ta "chutarmos bem"™ um ponto-inicial.

6) 0 algoritmo de Newton Modificado se comportou semelhantemente
ao algoritmo de Newton, chegando a convergir em ocasides onde

"Newton" nao convergiu (Tabela 7) .

7) Quanto 3 "fun¢ao—-de-decisao" construida no Capitulo 3, podemos
dizer que ela pode nos dar informagaes, mais ou menos seguras ,
de quando devemos usar o algoritmo de Newton ou o algoritmo Qua
se-Newton, dada a fungdo em questao. E afirmamos isso  diante
dos resultados da Tabela 13, onde comprovamos que a  "predigao
QUOC" & bastante razoavel para pontos iniciais nac muito distan
tes da solugao.

Pode surgir, aqui, uma divida de como conseguirmos tal “"distan
cia" que seja "perfeita" para fazermos tal predigao. Em geral,
O que sempre acontece € que procuramos um ponto-inicial que se
ja o melhor possivel e, nesta situvacadoc, jogamos com a probabili

dade de também podermos errar)

CONSIDERACOES :

Com a teoria descrita no CapItulo 3 acerca da previsao do

nimero de iteragdes necessidrias para certos algoritmos convergirenm,
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no nosso caso “Newton" e "Quase-Newton", podemos avaliar, a prio-
ri, o custo computactonal de cada um desses algoritmos diante das
fungoes requeridas (como fizemos no exemplo do Capitulo 3).

Vimos que, para varias funcoes-teste, o algoritmo de New
ton & mais eficiente do que o algoritmo Quase-Newton quando o pon-
to inicial dado estd prdximo ao ponto-soluciao.

0 fato dessas funcdes possuirem poucas variaveis (com ex
cecao da "Elba", n=60, mas que & quadratica) nos faz ficar "deven
do" experiéncias com funcdes "maiores” para que pudéssemos obser-
var melhor o comportamento desses algoritmos; porém, sobrecarrega
riamos a memdéria do "PDPl0" utilizado para essas experiéncias...!

Quanto ao algoritmo dos Gradientes Conjugados, ele real-
mente se apresenta mais "robusto" em relacdc aos algoritmos "New-
ton" e "Quase-Newton", para pontos-iniciais distantes da solugao .
Para "n" grande, ele também apresenta um custo computacional bem
inferior aos demais, o que ja era esperado por nds, conforme as ob

servagdes do Capitulo 1.

Talvez esperissemos que o algoritmo de Newton Modificado
fosse mais eficiente do que o algoritmo de Newton para pontos onde
o hessiano & indefinido, o que supomos nao ter acontecido, pbis
nos faltou analisar o hessiano em cada ponto achado, a cada itera
cao.

Porém, temos que o algoritmo de Newton apresentou um com-
portamento muito bom diante das func¢oes-teste utilizadas, o que ja
nos basta para também concluirmos sobre o bom comportamento de -~

"Newton Modificade".
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PROPOSTA;

O nosso interesse principal, neste trabalho, foi o de en
contrarmos um algoritmo tdoc bom guanto ou melhor do que o algorit
mo de Newton, para pontos em que o hessiano da fungﬁo fosse indefi
nido. Fizemos, entao, o estudo de uma outra possivel implementacac
do algoritmo de Newton, que & a programagdo quadrdtica loeal da
fungao e vimos, através de exemplos, a possibilidade de obtermos -
um outro algorftmo que possa tratar com eficiéncia o problema da
"indefinigdo" do hessiano.

Deixamos de programar tal algoritmo visto que o nosso tem
po era escasso e programa-lo requer bastante trabalho; mas, espera
mos gue tais estudos possam ser levados adiante.

Um estudo mais minucioso deste algoritmo poderia ser fei-
to em cima do fato de, a cada iteracido, tomarmos todas as varida-
veis livres para obtermos a nova direcac de curvatura negativa.Nos
exemplos mostrados, pode ser verificado que tal escolha lewva a uma
convergéncia mals ripida do algoritmo; mas, para fungles com um ni
mero maior de varidveis, talvez possam surgir problemas de estabi
lidade numérica. Quals, terfamos que verificar.

Interessante seria verificar em quais circunstincias tais
problemas podem ocorrer e dal tirar proveito das circunstancias em

que o uso de todas as variaveis livres pode ser feito,
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