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INTRODUCÃO 

Dizemos que um algorftmo é tão eficiente quanto for menor 

o seu trabalho computacional para atingir converqência. 

O trabalho computacional está diretamente relacionado com 

o número de iterações necessárias para um algoritmo convergir e o 

seu trabalho por iteração. Podemos oredizer, para certos algorit­

mos, qual deve ser este número de iterações se o problema for tra 

tado numa vizinhança pequena da solução. 

O assunto desta pesquisa situa-se na análise de algor1t­

mos para minimização de funçÕes sem restrições. 

Na literatura sobre o tema acham-se, muitas vezes, afirm~ 

çoes sobre a eficácia relativa a algoritmos, as quais são pouco 

precisas e de duvidosa interpretação. Por exemplo, é sabido que p~ 

ra problemas qrandes, isto é, problemas cujas funções possuem mui 

tas variáveis, o método do tipo Gradientes Con.jugados deve ser usa 

do. Esta afirmação é clara no que se refere à "memória 11 requerida; 

porém, ainda quando a memória nao é problema, o método dos Gradien 

tes Conjugados pode ser competitivo em relação aos métodos com uma 

ordem maior de convergência devido ao "baixo custo" (overhead) que 

tem para calcular uma direção de decréscimo. Por outro lado, para 

um número pequeno de variáveis, o método de Newton é mais eficien 

te que os métodos de Gradientes Conjugados e Quase-Newton. 

Ainda assim,· o fato de que um método seja profer!vel a ou 

tros depende das caracter!sticas da função (tempo de computação da 

função e de seu gradiente) e do número de iterações necessárias pa 

ra chegar à resolução do problema. 
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Nosso trabalho se resume em estudarmos o comportamento 

dos algoritmos de Newton (e Newton Discreto), Quase-Newton e Gradi. 

entes Conjugados na resolução de problemas de minimização de fun-· 

çoes sem restrições. 

Propomo-nos a construir uma função de deaisão que dependa 

dos tempos de computação de funções e gradientes, do número de va-· 

riãveis (as quais geram o "overhead") e da ordem de convergência -· 

(que ajuda a predizer o número relativo de iterações) para determ1-: 

narmos qual dos métodos deve ser usado em cada caso, Newton ou Qu~: 

se-Newton. 

Nosso interesse, neste trabalho, está também em encontrar 

mos um algoritmo eficiente que contorne o problema da não-positivi. 

dade da matriz hessiana, empregada na busca unidimensional do alg~~ 

ritmo de Newton, sem se utilizar da direção de máxima descida. Pat 

ra isso, estudaremos versões de Gill e Murray para obtenção de di 

reçoes de curvatura negativa. 

Dessa forma, no Capítulo 1 faremos um rápido estudo dos: 

algoritmos de Newton, Quase-Newton e Gradientes Conjugados. Para o 

algoritmo Quase-Newton veremos as formas recursivas D.F.P. (Davi-· 

don-Fletcher-Powell) e B.F.G.s. (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) 

para o cálculo das matrizes aproximadas do hessiano da função em 

questão, utilizadas na busca unidimensional deste algoritmo. 

No Capítulo 2 estudaremos as versões de Gill-Murray, quE~ 

implementam o algoritmo de Newton e, no Capitulo 3, descreveremos 

uma teoria semelhante à que conduz à noção de eficiência de Ostra-· 

wski e construiremos a função de decisão, dando alguns exemplos de~ 

corno aplicá-la. 
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Já no Cap!tulo 4, faremos comentários sobre os programas 

utilizados para os vários algor!tmos e forneceremos tabelas conten 

do os resultados obtidos através das nossas experiências e que nos 

mostrarão, de certa forma, o que pod0mos esperar desses algoritmos 

em termos de eficiência e a validade da função de decisão construí 

da. 



CAP1TULO I 

OS METODOS DE MINIMIZAÇÃO "NEWTON", "QUASE-NEWTON'' E 

''GRADIENTES CONJUGADOS" 

l) O MtTODO DE NEWTON: 

1.1) Seja f : mn ~ m uma função diferenciável. 
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Nosso problema, aqui, 
. . 

se resume em acharmos um m~n~mo pa-

ra a função "f", onde este rninimo e um ponto de m.n; ou seja, quer~ 

mos encontrar uma solução, x* E mn, para o problema 

Min f (x) 

s .a x E JRn 

e sabemos que o gradiente desta função aplicado a x* deve ser nul~ 

isto e, H (x*) = o . 
Chamamos de v uma vizinhança de xo ( urna vizinhança de 

"raio" pequeno) , X o E lRn e próximo a X • Como f e diferenciável, 

podemos escrevê-la da forma 

f (x) 

para todo x E V. Logo 

para todo x E V 

Isto é, f(x) é uma função que "se aproxima" de uma for­

ma quadrática numa vizinhança de x
0

; ou seja, podemos, ainda, es­

crever a nossa função da seguinte maneira: 

f(x) = ~ (x-x0)t G(x-x0 l + F(x-x0 ) +c 
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onde X E V, G(x) = v 2f(x) e F(X) = VF(x) 

Como sabemos que a solução para o problema de minimização 

está em resolver a equaçao f'(x) =O, então a nossa 11 Solução" es 

tá em resolver 

ou seja, 

X E V • 

Isto e, x e tal que f'(x) ~O ( f' ( x) 11 se aproxima 11 de zero) ; pof_ 

tanto, também é um ponto que se aproxima da solução do problema e 

esta aproximação deverá ser melhor do que a de x 0 . 

Chamaremos X = X 
l 

o ponto obtido a partir de x 0 , x =·x 
2 

o ponto obtido a partir de x1 , e assim sucessivamente até alcança~ 

mos uma aproximação desejada x = xk+l' ou seja , 

= X -
k ' k > o 

e a sequência de pontos obtida (x0 , x 1 , ... ,xk+l) deverá convergir 

para a solução do problema, ou ainda, Vf(xk+l) ~ O quando k~ ~. 

Antes de provarmos este resultado, devemos tentar respo~ 

der a uma pergunta que surge aqui: "o que nos garante, com este mé 

todo de busca, que estamos caminhando, passo a passo, na direção 

do mínimo da função, visto que para pontos ''de máximo" e "de se 

la" o gradiente da função também se anula?" 

Vimos acima que a direção de Newton para a busca do ponto 

-seguinte e -1 [ 2 J (-G F) = -V f Vf e sabemos que o hessiano, v 2f(xk) 

só pode garantir uma "busca" eficiente se for uma matriz positiva 

semi-definida, isto é, se todos os seus autovalores forem positi-
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vos ou nulos (*).Caso contrário, isto é, se algum autovalor de 

v 2f(xk) for negativo, então devemos deixar a "direção de Newton" 

e utilizar a direção de máxima desaida, o que é razoável. 

Dessa forma, podemos agora construir os 1'PASSOS" do algo-

ritmo para o método de Newton para minimização de funções sem res 

trições: 

PASSO 1: x
0 

arbitrário; k = O. 

PASSO 2: Se !\Vf(xkl\\ < E, pare. Caso contrário, va para o "PAS 

so 3". 

PASSO 3: Se é tal que 2 - . V f(xk) e positiva defin~da, -va para 

o "PASSO 5 11
• Caso contrário, vá para o "PASSO 4". 

PASSO 4: z = -Vf(xk) 

PASSO 5: Resolver [v 2 f(~l]z =-H(~) 

PASSO 7: k = k+l e va para "PASSO 2". 

1.2) OBSERVAÇÕES: 

1.2.a) E é um número tão pequeno quanto "se queira", ou quanto fOlr 

a necessidade de ''precisão" na solução a ser encontrada. 

1. 2 .b) Para resolvermos o sistema do PASSO 5, utilizaremos a decom. 

posição de Choleski para matrizes e isto trará facilidade:s 

para o algoritmo, visto que uma matriz só é decomposta pelo 

(*) Se todos os autovalores de uma matriz dada, num ponto x, forem 

positivos (ou nulos), então x é ponto de mtnimo global (Local) 

se Vf(x) = O • 
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método de Choleski se ela for positiva definida. 

1. 2. c) No PASSO 6, simplesmente deixamos de usar ).k = 1, k=l, ... , 

para resolvermos, ai, outro problema de rninimização, o 

qual nos garantirá o melhor valor para Àk (e, consequent~ 

mente, para xk+l) na k-ésirna iteração. 

Logo, o algoritmo, construído desta maneira, nos garant! 

ra que, a cada iteração k, devemos ter f(xk+l) < f(xk). 

/ 

Demonstraremos agora o teorema de convergência para o me-

todo de Newton, mas para isso, devemos assinalar uma das condiçÕes 

necessárias para tal, que é a 

CONDIÇÃO 1: Seja f(x) uma função duas vezes diferenciável, sa­

tisfazendo miiYII
2 

::_ <f"(x)y,y> ::_ MIIYII 2 , m>O, M>O e x,yEEn. 

TEOREMA: Seja f(x) uma função que satisfaz a condição 1 e tal 
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que \\f" (x)- f" (yl\\ ~ R\\x-y\\, x,y E En , isto e, f(x) satis-

faz, também, a condição de Lipschitz. 

Seja x
0 

o ponto inicial dado. Se a sequência dos pontos 

(x
0

,x
1

, ••• ,xk), dada acima pelo algoritmo, converge para o mínimo 

x*, então esta convergência é quadrática, isto é, 

\\xk+l- x*\1 < 
R 2 
iii 1\"k- x*\\ ' m > O 

PROVA: Sabemos, a priori, que f{x) é uma função diferenciável errl 

todo o seu dominio. Pela fÓrmula de Lagrange ( *} nós podemos es-· 

crever a seguinte igualdade: 

onde 

<(f' ')-lf' x - x*> 
k k' k+l 

X = kc 

= 

= 

f = f(x*) • e f' = f' (x*) = O. Ou seja, 
• 

x -x*> 
k+l 

-1 
<(f 11 ) f" (x -x*) x -x*> k kc k ' k+l 

~+e(xk-x*), e E [o,l] 

-1 
<(x -x*)- (f") f" k k kc 

Consequentemente, 

-1 
<x -x*-(f' ') f' x -x*> 

k k k' k+l 

(xk-x*), x - x*> k+l = 

-1 
<(I-(f 11 ) f") (x -x*) x -x*> k kc k ' k+l = 

= 

= -f'')(x -x*) x. -x*> 
kc k ' K+l 

< 

(Pela 
Condição 1) 

< ! 1\fk' - fk~\\ \\xk -x*\\ 1\xk+l-x*\1, m > O 

(*) f diferenciável, x,y,h E En . 

<f(x+hJ-f{xJ,y> = <f'(x+ehJh,y> , 8 E (0,1) 



vem que 

ou seja 

Escrevendo 

= l'llf''- f' 'li m k kc 

Àk llxk-x*ll llx -x*ll k+l 

Pela condição de Lipschitz, temos que 

llf' ' (x) -f' ' (ylll < Rllx-yll, 

Desta forma, podemos obter 

Portanto, 

llxk+l-x*ll < 

Assim, 

llxk+1-x*ll 

< 

n x,y E E , 

~llx -x*ll 2 
m k 

m, R > O 

.14. 

R > O • 

• 

c.q.d. 

l. 3) O MJ!TOOO DE NEWTON PARA HESSIANO DISCRETO - "NEWTON DISCRETO": 

Vimos que, para utilizarmos o método usual de Newton, pr~ 

cisamos calcular o hessiano da função em questão, ou seja, precis~ 

mos também fazer os cálculos das segundas derivadas dessa função -

o que nos é bastante penoso. Veremos então, corno podemos tratar o 

hessiano, calculando apenas as primeiras derivadas, isto e, fazen 

do uma aproximação das derivadas segundas por ndiferenças finitas"; 

por exemplo: 
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[ 

af af -(x+he .) - -(x) 
axi J dxi 

+ 
_a a_: .... _< x_+_h_e_:_· l_-_a_~_..c_<_x_) J I 2 

h 

onde = (0, .•• ,0,1,0, .•• ,0) 
+ 
k-êsimo 

e h 11 pequeno" • 

Assim, o cálculo do hessiano é substituído pelo cálculo 

de n gradientes em pontos ''auxiliares". 

Quanto à convergência do algoritmo assim modificado, po-

demos dizer que, como estamos tratando de uma "aproximação" para 

os elementos do hessiano da função, então, provavelmente, conse­

guiremos, a partir daÍ, wna matriz "aproximada" de v2f(x) e que 

se comportará como tal. Dessa maneira, a menos dos riscos de "ar 

redondamente", este algoritmo deverá convergir e o teorema acima 

demonstrado também será verdadeiro para este caso. 

Pode ser provado, com efeito, que se hk = O(!ig(xkllll a 

ordem de convergência de Newton discreto é também igual a 2. 

2) OS MtTOOOS "QUASE-NEWTON": 

2 .1) Analogamente ao método de Newton, os métodos Quase-Ne~ 

n 
ton tratam de problemas cujas funções são diferenciáveis no lli e, 

portanto, aproximáveis localmente por formas quadráticas. 

Então, da mesma forma, se f : JRn -+- m é diferenciável, 

podemos escrever 

f(x) = 1 T T 2 x Gx+ b x+ c , 

e temos um algoritmo para rninimização de funções semelhante ao do 

método de Newton, contendo wna diferença em sua "busca unidimen-

sional"; ou seja, 



.16. 

(1) 

ou, alternativamente, 

n xk E JR, k= 1,2, ••• ( 2) 

onde devemos ter -1 
Bk como uma matriz aproximada de 2 

v f(xk), ou, 

[ 2 J -1 se for o caso, Hk corno urna aproximação de í! f(xk) e podemos 

obter essas matrizes através de fórmulas recursivas, que citaremos 

abaixo. 

A fim de que possamos garantir uma boa aproximação para 

ou temos que preservar certas propriedades importan-

tes que caracterizam o hessiano da função "f'', quando f é quadrát!. 

ca: 

''Se y,z E lR.n então 2 V f(y-z) = Vf(y)-Vf(z) 

e ~ 2 f]- 1 (Vf(y)-Vf(z)) = y-z. " 

Para isso, então, Bk e Hk devem satisfazer: 

= ( 3) 

= ( 4) 

onde e g = Vf . 

Existem muitas fórmulas recursivas, para o cálculo de am-

bas matrizes, mas falaremos apenas de alqumas, aqui. 

a) {Conhecida corno "single-rank fórmula".) 

Chamamos de e 

Por (3) desejamos que Bk+lô = y, onde Bk+l = Bk+6Bk, 

ABk uma matriz de posto 1. 

sendo 



.17. 

De Bk+l~ = y vem que (Bk+~Bk)ó = y; ou seja, ABkô = y-Bkô' 

donde podemos concluir que 

= ' 

z um vetor arbi trãr i o de IR.n. 

Se o nosso objetivo é poupar memÓria, então nos interessa que 

Bk+l seja simétrica, isto é, 

= 

b) Utilizando o mesmo raciocínio de (a), queremos que Hk+ly = ó , 

onde Hk+l = Hk+t'iHk' com óHk de posto 1 • Então 

t 

óHk 
(ó-Hky) (ó-Hky) 

= 
t 

(ó-Hky) 

c) Fórmula de Broyden-Flecher-Goldfarb-Shanno (BFGS) • 

Nesta fórmula requeremos que Bk+l = Bk+óBk1+ABk/.' onde 

e ABk 2 são matrizes de posto 1 • 

Analogamente,para o caso (3), devemos ter 

= y 

ou seja, 

Para que esta igualdade seja satisfeita, deve ocorrer óBkl ó =,r 

e 6Bk 2 õ = -Bkô e então ternos 

e 
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d) Fórmula de Davidon-Fletcher-Powell (DFP} . 

Da mesma forma, para o caso (4) queremos que 

onde obtemos 

e 

2.2) Através destas fórmulas, podemos observar que: 

2.2.1) Se Bk (Hk) é simétrica, então Bk+l (Hk+l) continua sendo 

simétrica. Portanto, se B0 (H0 ) é simétrica, então, para 

cada iteração k, Bk (Hk) também será simétrica e, dessa 

forma, conseguimos poupar mais "memória da máquina". 

2.2.2) Se s 0 (H0) é positiva definida, então Bk (Hk) -e posit!_ 

2.2.3) 

va definida, para qualquer k; logo, B~l também é definida 

positiva [2], e assim as direções geradas pelo método sao 

todas direções de descida. 

Dado um método que utiliza Bk na busca unidimensional, é 

poss!vel encontrarmos um método que utiliza 

equivalentes. Isto -c a e que sao e' para que 

boa aproximação de G , devemos ter Bk+lê: 

-1 
Bk+ly = ê e dai temos um método que utiliza 

Hk nesta bus 

Bk seja urna 

y , ou seja, 

-1 
Hk = Bk+l co 

mo aproximação para o hessiano da função em questão. 

Também existem fÓrmulas de recorrência para os cálculos 

das matrizes 
-1 

Hk ,k=l,2, ... , as quais nos permitem gerá-las 

com poucas operações (com exceção de H
0

) • Para Bk da DFP temos 



-1 H -
k 

E, o que nos garante este resultado é a 

o19o 

(5) 

F6RMULA DE SHERMAN-MORRISON: Seja A urna matriz invert!vel de or-

dern rum, n 
uevElR. Então t 

A+ uv 
t -1 é invertivel se l+v A u~O 

e, neste caso, 

Para chegarmos ao resultado ( 5) devemos aplicar a fórm~ 

la de Sherman-Morrison duas vezes na matriz Hk+l ""' Hk + AHkl + AHk 2 

de DFP; ou seja, fazendo ô 
- == u 
ô\ 

e A = Hk obtemos 

e, repetindo o procedimento ao somarmos ll.Hk2' vamos encontrar 

~- yô ~ H-1 / t) t -1 
~- :I, + 

ll_ 
Hk+1 ~ 

ôty k t • 
ô y 

donde vem o resultado desejado. (*) 

Da mesma forma, podemos chegar a 

( 6) 

onde Bk+l ~ Bk + <\Bk1 + <lBk 2 segundo BFGS o 

2 o 3) Vejamos agora, o teorema de Convergência para Quase-Ne!!: 

ton: 

(*) Todos esses resultados estão demonstrados em DENNIS, MORt [2]. 
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TEOREMA: Seja f : JRn,.... m. duas vezes diferenciável e convexa so­

bre JR.n e assumimos que para um dado x
0 

E JRn , o conjunto das 

supe~fÍaies de nível -e limitado, onde 

e sao escolhidos por urna das seguintes maneiras: 

{a) Numa "procura linear exata" e "DFP update" 

SE(n,l) 

Então, para alguma matriz H0 E L{lRn} simétrica positiva 

definida e , > O, existe k > O tal que (IH (xk) I[ < , • 

A parte (a) deste teorema foi demonstrado por Powell 

(1971) [10], (1972). A parte (b), mais interessante, pois nos g~ 

rante que pk é uma boa direção de descida, foi provada, 

por Powell, recentemente (1976) [9, 11] . 

também 

Um resultado muito interessante, principalmente em se tra 

tando de cálculos computacionais, e que foi demonstrado por 

Schuller [13] (1970), é o seguinte: 

"Se f : lRn-+ lR, então a "ordem de convergência 11 (*) do 

Método de Ne\vton é a I'aiz positiva t 

= p(t)." 

Obviamente, da mesma forma que o método, o algoritmo para 

(*) Ver Capí.tulo 3 - Parágrafo 3.1 . 
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''Quase-Newton" difere do algoritmo para Newton na sua "busca unidi 

mensional", onde devemos ter 

PASSO 5: Resolver Bkz = -vf(xk) , por (3), ou ainda conforme a. 

escolha, 

PASSO 5: Resolver 

PASSO 6: xk+l = xk + Àkz , onde calculamos Àk de tal forma que~ 

encontramos o melhor valor da função para esta iteração. 

3) O M~TODO DOS GRADIENTES CONJUGADOS: 

Assim corno se explici ta o ti tu lo deste parágrafo, o méto~· 

do dos Gradientes Conjugados se baseia em encontrarmos urna direção 

conjugada dk que definiremos abaixo, pertencente a um subesp~~ 

ço gerado por vetores mutuamente conjugados {veremos a sua defini~· 

onde é um escalar deste me~; 

mo subespaço (corno até agora, o ''Índice k" se refere à k-ésima ite 

ração do algoritmo em questão, neste caso ainda não construído). 

3 .1) Seja f : :nf ...,._ lR diferenciável, de classe 3 c • Como já vJL 

mos, através do seu desenvolvimento de Taylor na vizinhança de um 

ponto x
0 

(estamos chamando de "V" tal vizinhança), sabemos que P!~ 

ra qualquer x pertencente a V, ''f'' se aproxima de uma função qua·~ 

drática, ou seja, "f" é aproximável por urna função da forma 

g(x) = 1 t t 
2_ X GX + b X+ C 

onde G é uma mn.triz simétrica de ordem n e b E :rrP Temos então 

o seguinte princípio heuristico que justifica a construção dos mé·-
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todos de minimização sem restriçÕes; 

"Se toda função diferenciável é aproximável, localmente, 

por uma função quadrática, então um bom método para minimizar fun-

ções quadráticas deverá ser um bom método para minimizar 

diferenciáveis em geral.'' 

funções 

Vejamos como isto é feito no caso dos métodos de tipo 

"gradientes conjugados": 

DEFINIÇÃO DE DIREÇÕES CONJUGADAS: Seja G E lRru<n simétrica defi 

nida positiva (isto é, G > O) e d 1 e a2 vetores do~. Dizemos 

que a
1 

e a 2 são conjugados com respeito a G {ou sirnplesmente"conj~ 

gados" ou "G-ortogonais '') se e somente se dtGd =O (assim, dois 1 2 

vetores são ortogonais se são conjugados com respeito à identidade 

I) 

Os teoremas 1 e 2 abaixo, sao muito importantes para a 

nossa teoria, pois fazem parte da sua base. Vejamos: 

TEOREMA 1: Seja {d
1

,d
2

, •.. ,dp} um conjunto de vetores nao nulos 

t - .. e conjugados, ou seja, diG dj- O, se i r j, para uma certa ma-

triz G > O. Então este conjunto é linearmente independente. 

Este resultado é fácil de ser demonstrado, pois é conse-

quência direta de ser para 

TEOREMA 2: Seja f: lRn-+ lR tal que f(x) =i xt Gx + btx +c , 

G positiva definida, x 0 E E 0 , d E En com d ~ Õ. Seja ~· tal 

que 

Então 

min {f {x 0+ad) l 
a E lR 
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a* = 

Para provarmos este teorema, consideramos a função 

'{J:JR+lR f.q. e a ela aplicamos a 

regra da cadeira [ 6 J • 
Com este resultado, podemos observar que se 11d" é urna di 

reçao de descida, a* > O; se é de subida, a* < O; e se x
0 

é o 

mínimo de "f", a*= O. (*) 

Como vimos, o Teorema 1 nos dá condições para conseguir-

mos uma base de direções conjugadas n-1 -{di}i=O Chamamos entao de 

8 k o subespaço gerado por {d0 , ••• ,dk-l} e dai podemos defin:lr 

x 0 + Bk como sendo a 1Jariedade paralela a Bk que passa por x 0 

(ou ainda, o ''conjunto soma'' de X() e Bk) , onde x 0 E :n{1 • 

Pelo Teorema 2, xk+l = xk+akdk com 

t 
-gk dk 

= 
d~ G dk 

onde gk = •f(xk) 

Sabemos que, sendo uma variedade linear, x 0 + Bk -e um 

conjunto convexo do :nP. 
' logo, ''f" restrita a tem cer-

tamente um Único ~lnimo. 

Se tornamos um ponto z pertencente à variedade x 0 + \_ 

o subespaço tangente a x 
0 

+ ~ 

subespaço ~ = [d 0 , ... ,dk+l] · 

passando por z é justamente o 

Logo, a condição necessária e su-

(*) Seja d E JRn d t õ. Dizemos d - direção de desc1tda , que e uma 

com r e tação a "'o E lRn, quando <Vf(x0 J ~~ d> < o. Caso 

<Vf(:r:OJ,d> > o, então d é uma direção de aubida. 



ficiente para que z seja o mínimo de f em x 0 + Bk -e que 

= = o 

ou seja, que Vf(z) i Bk 

Dessa forma, podemos enunciar e demonstrar o 

TEOREMA 3: Seja f : JRn -+ lR diferenciável. Então, para 

xk é o minimo de f restrita a x 0 + Bk. Em particular, 

ter que Xn é o mÍnimo global de f. 
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-k > o - ' 

devemos 

A prova deste teorema é simples e usa indução. Para k = 1, 

temos Bk = [d1 ] e então o teorema anterior prova este resultado. 

Suponhamos que este teorema seja verdadeiro para um certo "k" e , 

usando o fato de que e 

= = 

chegamos que gk+l ~ [a 0 ,d
1

, ..• ,dk]. Logo, daqui podemos concluir 

que a afirmação feita acima é verdadeira. 

Este resultado nos diz que, ao minimizarmos uma função 

quadrática por meio de direções conjugadas, encontramos, a cada 

passo, o mínimo da função restrita à variedade linear corre~ponde~ 

te e que num número máximo de n "passos" obtemos o seu m-ín1:mo g!o-

baZ. Isto nos é muito importante, posto que assegura a convergen-

cia do algoritmo para funções quadráticas. 

x, 
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Dessa maneira, podemos escrever os passos do algoritmo p~ 

ra o método dos gradientes conjugados da seguinte forma: 

PASSO 1: ponto inicial arbitrário 

PASSO 2: 

PASSO 3: Se gk+l = O, pare. 

Senão, vá para PASSO 4. 

PASSO 4: onde 

vá para PASSO 2. 

Outro resultado muito inportante é o 

TEOREMA 4: Se o algoritmo dos Gradientes Conjugados para funções 

quadráticas não termina em k 
X (i.e., não converge na iteração 

k-1), então: 

(a) [go, •.• ,gk] ~ ['To• Ggo, ..• ,Gk goJ 

(b) [do ,dl' ..• ,dk] 
k 

[go, Ggo····•G 9ol ~ 

(c) 
t o dkG di ~ ' para i < k-1. 

As partes (a) e (b) sao importantes teoricamente e servem 

para nos ajudar a demonstrar a parte (c) , a qual nos é realmente 

importante, pois mostra que o algoritmo gera direções conjugadas 

e, portanto, serve para achar o mínimo de funções quadráticas num 

máximo de "n passos". As três partes são demonstradas indutivamen 

te e podemos encontrar suas demonstrações no trabalho de David G. 
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Luenberger - 1973, [ 6] • 

3.2) GENERALIZAÇKO PARA FUNCÕES NKO-QUADRÂTICAS: 

Podemos reformular o algoritmo de "Gradientes Conjugados" 

da seguinte maneira: fazemos 

e então obtemos o PASSO 4 na forma: 

PASSO 4: y = 
k 

t 
gk+l (gk+l-gk) 

t 
dk (gk+l-gk) 

(FÓrmula de Sorenson-Wolfe) 

Corno podemos observar, o algoritmo, dessa forma, nao con-

serva caracteristicas de modelo quadrático; portanto, o mesmo pode 

ser aplicado para funções não quadráticas, esperando que os teore 

mas citados anteriormente também assegurem, de alguma forma, a sua 

convergência. 

Existem outras fÓrmulas para 'Yk' como as de Fletcher , 

Reeves, Polak-Rebiére, que são equivalentes à citada aqui, quando 

tratam de funções quadráticas, porém geram diferentes 

para outras funções. 

algoritmos 

Na prática computacional, vamos utilizar a implementação 

de Shanno-Phua, 1978. 

Algumas observações podem ser feitas aqui: 

(a) Os erros de arredondamento têm uma influência grande nos méto-

dos de gradientes conjugados. Por causa deles o algoritmo pode 

nao convergir em "n passos" para as funções quadráticas, na 
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prática computacional. Em consequência, a cada n passos o al-

gori.tmo se ''reinicia '' pondo d = -g n n' a 2n = -g 2n' etc., até 

obter convergência. 

(b) As direções dk geradas por este método sao, na maior parte 

das vezes, direções de descida. Por isso, pudemos substituir 

no método, o problema 

= a > O} 

(c} A importância dos métodos de gradientes conjugados é que usam 

pouca memória, só precisando guardar uns poucos vetores de n 

posições e nenhuma matri~. Isto faz com que os mesmos sejam 

eficientes para problemas grandes, embora para problemas pe-

quenos hajam outros mais eficientes. 

(d) Eles têm convergência quadrática para cada "n passos'', isto 

é, existe urna constante k >O t.q. 

se x 0 está suficientemente próximo de x*. (Shanno, D.F.) 

Trataremos agora, de alguns comentários a respeito dos 

três métodos acima descritos. 

Enquanto o método de gradientes conjugados precisa, para 

ser implementado, de aproximadamente 7n + 2 posições de memória, o 
2 

método de Newton precisa de aproximadamente n
2 

+ l~n posições e 

isto se deve à necessidade de que o último possui em armazenar a 

matriz hessiana. Numa iteração do método de gradientes conjugados 

são gastos, aproximadamente, 38n + 0{1) operaçoes, além da bus-

ca unidimensional. No entanto, no método de Newton -sao gastas 
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n
3 2 lí + l.Sn + 5.5n + 0{1), a busca unidimensional e o cálculo do 

hessiano. Dessa forma, podemos adiantar que, para n grande, o mé 

todo de Newton pode ser impraticável (veremos isso mais adiante). 

Quanto ao método Quase-Newton, este qasta, além da busca 

unidimensional, aproximadamente 2.Sn2 + ll.Sn + 0(1) produtos e 

somas, a cada iteração, e precisa do mesmo número de posições de 

memÓria que o método de Newton. 
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CAP!TULO II 

F0ill1AS DE RESOLUÇÃO PARA O PROBLEMA DA NÃO-POSITIVIDADE DA 

MATRIZ HE.SSIANII PARA O '1JlTODO DE NEWTON 

Urna das propostas deste nosso trabalho, como vimos na in­

trodução, é a de encontrarmos algoritmos para o método de Ne,,.,ton 

que sejam tão ou mais eficientes quanto o algoritmo já descrito, 

o qual utiliza direções de máxima descida quando o hessiano da fun 

çao no ponto em questão, G{x), é não-positivo definido. 

Ambos os procedimentos, aqui descritos, se utilizam da 

procura de direçÕes de curvatura negativa para consequir "direções 

de descida'' no problema de minimização de funções, sendo que o prJ:. 

meiro, surgido de idéias de Gill e Hurray, 1972, propõe uma aproxJ:_ 

mação da matriz hessiana a uma matriz positiva definida através de 

sua soma com uma matriz diagonal, apenas buscando uma direção de 

curvatura negativa no caso desta mesna r~atriz se apresentar indefi_ 

nida; o seC}undo procedimento, ·tw:~bérn de Gill e T<1urray, transforma 

este problema DUJ!\ proLlerna oua.<l:rático corr~ rc~strições "cannU za(la.s ", 

isto é, UJtita a região en c::ue P ponto <1a funr:Ãn em (1uestRo -c um 

ponto critico (no c<'lso, ponto r1e sela ou de máxirn_o) e faz uma apr~ 

.d.J11ação loca.l da função por uma funçilo (:uadr~tica, buscando, c1FJ Í, 

wna soluçiio para o rrobl€'1'1<,, <tqora ro.'-~tr.ito. 

Vroj<-UTlOS então, nuéljs sfín esses dois proc~cHr.1entos, 

2.1) lT~TODO DE Ní:FTOl1 C("li' 7:'1\'i'ORIZ"f.r.í\n nE C:TT0LE~FI t10DIFICJ\DF~: 

2.1.1) Sabemos que se G é uma matriz positiva definida, então p~ 

demos escrevê-la na forma G = LDLt, onde L é uma matriz triang~ 

• 
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lar inferior unitária e O uma matriz diagonal. Dessa forma, se cha 

mamas gij' 

G (k) ' to de 

(I) 

(II) 

= 

= 

e 

e 

dj os ij-ésimos elementos e jj-ésimo elemen 

D(k), respectivamente, então temos que 

j-1 
g .. - r 

JJ r=1 

2 
L dr Jr 

i= j+l, ... ,n 

Se denotarmos então (I) e (II) ficam: 

(I' ) = 

(II') = 

j-1 
g .. - r 

JJ r=1 

j-1 
gi.- r 

J r=1 
i= j+l, ... ,n 

Quando a matriz hessiana G nao e positiva definida, rteve-

mos encontrar para algum j (*) • O que queremos, então , 

é aproximar cada dj < O a um número positivo de tal forma que 

não tenhamos problemas de estabilidade numérica para os cálculos 

da nova fatorização; ou seja, temos, neste caso, que limitar o ta-

manha de cada dj em questão. Quanto aos lij' observamos pela 

equaçao (II) que, no caso dos mesmos se apresentarem muito grande& 

podemos reduzi-los em módulo por um decréscimo dos elementos de 

D (k) • 

Assim, como podemos verificar r,lai.s adi.ante, esta i.déi.a se 

resume em obtermos a fatorização de uma matriz positiva definida G 

(*) Podemos verificar isto nos exemplos de § 2.2. 
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-(k) 
G 
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= 

e 
• (k) 

uma matriz diagonal a qual e zero quando G for sufiai-

entemente positiva definida. 

2.1.2) Primeiramente, vamos ver como devemos proceder de forma 

que nao haja problemas numéricos consequentes da modificação de G. 

Suponhamos 8 uma constante tal que 

lt dl/21 
rs s < e ' 

s= l, ... ,j-1 

r= l, ... ,n 

Definimos 

~j = 

= 

onde ~ é introduzido para evitar dificuldades numéricas na avalia­

ção da direção p(k), quanc'lo G(k) e positiva definida mas "mal con 

dicionada 11
• (*) Podemos escolher ô = max {2-t j]G{k.)il, 2-t} , on 

de -t -2 é a precisao da máquina. 

Vemos que o nosso problema, agora, se resume em determi­

narmos um valor para B de tal forma que dj vai ou não ser modifi 

cada se os elementos-coluna 

limitados por B. 

t .. a:~/2 
1] J 

i= j+l, •.. ,n, foreM ou nao 

Antes de determinarr:tos tal valor para B observamos que se 

definimos e= mn.x {!c .. ~, i= j+l, ... ,n} , então para 
1] • 

(* J "Mal aondiaionada"~ aqui~ se r>efer>e ao mal condiaionamento do 
. • . . ( (k)) 

s~stema re~at~vo a esta matr~z G . 

• 
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-os elementos sao limitados por 8. Assim podemos esco-

lher dj tal que o maior elemento em módulo de 

mente igual a a, ou seja, 

~ij 

Desde que 

dj = 

então 

(III) 

onde 

E • = 
J 

! ' se õ>rnaxllo.l. 
- J 

e2 1B 2
l 

loj I ' se loj I 2 2 
~rnaxleiB, ó) 

e 21 e2' 2 2 
loj I l se B I e > rnax { ó ' 

j-1 
= g .. +E. - ~ 1. c. 

JJ J r=l Jr Jr 

é - 4>. se 
J 

lo j I - o j , se 

2 2 
ó >max {! •. I. ele l - . J 

lojl ~max le 2 1e 2
, !l 

é exata-

Observando a equaçao (III) podemos dizer que, dessa for-

ma, o elemento diagonal da matriz fatorizada é dado por g .. +E. 
JJ J 

e que podemos obtê-lo, da mesma forma, utilizando a fatorização de 

Choleski da matriz 

-(k) 
G = 

onde E(k) é uma matriz diagor:al com j-ésimo elemento Ej • 

Portanto, podemos afirmar que para encontrarmos uma dire-

-çao de descida devemos resolver o sistema 

= 
(k) 

-g 
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onde g = 'ilf. 

Finalmente podemos citar o teorema que nos garante um va-

lor para a constante S: 

TEORFMA 1: Seja G(k) matriz simétrica com elementos limitados . 

O j-ésirno elemento-diagonal da matriz E (J<:) associado com a fato 

rização de Choleski de G(k) é limitado e satisfaz 

onde t;:j = max { ]gij i; i= j+l, •.• ,n} • (A prova deste teorema pode 

ser encontrada em [ 5 J.) 

Deste resultado podemos concluir que 

(a) O limite máximo posslvel para !!E(k) 11~ (*) é dado por 

< (</S + (n-1) S) 
2 + 2 (y + (n-1) s

2
) + ô 

onde < = max { I g .. I , i ;i i J 
>) 

e y = max {lg .. l, j=l, ... ,n}. 
. )) 

(b) Se chamarmos de ~(S) o limite acima definido, notamos que ~ 

é uma função convexa e o seu m!nimo ocorre quando e 2 
= S ! ~ 

-e que e assim definido 8 ainda suficientemente grande L1ara q~ 

rantir a não modificação Oe r, se esta for positiva definida 

Na prática computacional é viável escolhermos e2 =~;In . 

Da fórmula (I) 

j-1 
d. = g .. - L 

J JJ r=l 

(* J Definimos 

acima., temos que 

t~ d = )r r 

n 
max r 

1<-i<n j~l 

i 
t2 g •.- L 

· J J r=l Jr 

I k I , E .•. ~ max 
' 'L <1 • 

d + L. d, 
r )) J 

'· {r:j , ,i :: 



com ~jj = 1, 

12 
jr 

d r ~ gjj 

j 
donde tiramos gjj = r ~2 

jr dr 

para 

r=1 

cada j; dai, se tivermos 

> max { lg. j I, j = 1, .•. ,n} 
j J 
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o que implica 

= y 

teremos· que e então nenhuma modificação na matriz G 

será necessária. 

Finalmente, para que e seja um valor "seguro", podemos es 

colher 

onde -t 2 é a precisão da máquina e é aqui introduzida para o ca-

so de 

Novamente, devemos salientar aqui a importância da esco 

lha de ~ para a estabilidade do método. 

Outro problema, relacionado com a não-positividade da ma­

triz hessiana, é do algoritmo estar num ponto de sela ou num ponto 

de máximo; neste caso não podemos encontrar uma direção de descida 

como solução do sistema G(k)p = -g, pois certamente ela se anula 

rã (g = O} 

Para este problema, procuramos uma direção de curvatura -

negativa, que é 

2.1.3} UMA ALTERNATIVA: 

DEFINIÇÃO: Uma direção p E mn é uma diPeção de auPVatuPa neg~ 

tiva se e só se ptGp <O, ou seja, na direção "p" a função em 

questão deve ser côncava; por exemplo: 
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X x+Àp 
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OBSERVAÇÃO: Para os cálculos da direção p utilizaremos informações 

sobre as modificações necessárias na matriz 

com sua respectiva fatorização. 

hessiana 

Vejamos agora alguns resultados importantes para este pr2 

cedimento: 

LEMA 1: Seja s um inteiro positivo tal que 415 < 41j' j=l, ••. ,n. 

Se G(k) é indefinida, então • < o s -

LEMA 2: Seja x(k) tal que e indefinida. Seja 

p a solução da equação onde s E z 
+ t. q. 

~s ~ ~j , j= l, .•. ,n. Então pé uma direção de curvatura negat! 

v a. 

Podemos encontrar as provas desses resultados em [ 5 J • 

Dessa maneira, podemos agora recordar o PASSO 4 do algo-

ritmo de Newton, descrito no capitulo I, e modificá-lo da seguinte 

forma: 

PASSO 4: I- Se G(k) é nao positiva definida e llg(k) 11 =O, 

para II. Senão, G(k) + E(k) = L(k)D(k)L(k)t 

vá p~ 

e 
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vá para PASSO 5 • 

II - L(k)ty = 
ej j t .q. d (k)- E(k) 

j j 
d(k)_E(k) 

~ i i e 

tomamos 

r- sinal (ytg (k)) y 
' se 19 (k) [12 ;" o (.) 

p (k) = l y 
' se fg (k) 112 = o 

O teorema 3, abaixo, nos garante a convergência de tal al 

goritmo. 

Seja F :IC nfl+JR, I conjunto aberto. Denotaremos 

por ii ( t) o conjunto fechado das superflcies de nlvel 

o (t) = {x I X E í 
' F(x) < t) 

e Co [li] representa li convexo 

TEOREMA 2: Seja F I C n:f + :m uma função continuamente diferen 

ciãvel para todo x E I 

x
0 

é escolhido tal que 

e seja s = {X: X E n, g(i) = O} Se 

(i) 1i[F(O)J compacto 

(ii) Co [n{F(O) l] C Í 

(iii) a matriz hessiana 

G (x) é tal que [IG (x) 11 ~ p para todo x E O{F (O) l 

no nosso algoritmo, então a sequência 

mo é tal que 

r• J Definimoa 
( 

n 2)U2 
= E [x .f 

i~l 'Z-

Se E = 0 

gerada pelo mes 



• 3 7. 

= x ' onde -X E 5 • (.) 

TEOREMA 3: Considerando as mesmas condições do teorema anterior 1 

seja E > O um escalar muito pequeno. Então a sequência de pon-

tos gerada pelo algoritmo é tal que 

lim lim (xk(<)) = x• 
E+O k+ ... 

onde x* é um mínimo loaaZ de F. (*) 

Vejamos agora o que vem a ser o segundo procedimento: 

2.2) O MtTODO DE NEWTON CANALIZADO -PROGRAMAÇÃO QUADRÂTICA: 

2.2.1) Seja p E IRn uma direção de curvatura negativa. 

Como no nosso problema estamos interessados na busca do 

mlnimo da função, então também consideramos que <g,p> < O ou 

seja, p também deve ser uma direção de descida. 

Seja f :~+E diferenciável e (x
1

, ••• ,xn)t E llin. 

Dado o problema 

Min f(x) 

s .a x E JRn 

em cada iteração k , 

f (x) -= 

e podemos gerar, por algum critério heuristico, "limites" u 1 e .t 1 

(*) Ver prova em [s]. (F:stamos considerando p um escalar positivo.) 

• 



tais que o problema de acharmos xk+l se transforma em 

Min à xtGx + btx + c 

s .a .t 1 ~ x1 :-:_ u1 
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Se e e G > O , então a solução xk+l 

é simplesmente 

= 

Definiremos uma variável. livre como sendo uma variável x
1 

tal que x1 nao satisfaz as seguintes condições: 

e 

e 

g. > o 
1 

onde g1 é a componente do gradiente relativa à variável x 1 . 

As que satisfazem (a) ou (b) são ditas variáveis fixas. 

Vamos agora explicitar a maneira com que calculamos a di. 

reçao de curvatura negativa. Vejamos: 

2.2.2) Seja t o número de variáveis fixas de um dado problema 

Chamaremos de 2
n x (n-t)' 

onde n é o número de variáveis do pro-· 

blema, a matriz que define o subespaço das variáveis não-fixas 

(das livres) • 

Então, para cada iteração k, definimos z(k) 
n x (n-t) 

e temos:: 

(a) g-k ( k)t k = z g como o gradiente de f (x) com respeito às variá. 

veis livres - gradiente projetado no espaço das variáveis 11-· 

vres. 

como o hessiano de f (x) com respeito às va-· 
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riáveis livres - heasiano projetado no espaço das variáveis li 

-k vres; logo, G tem ordem (n-t) x (n-t) o 

h d k 0 k 
C amamos e L(n-t)x(n-t) e (n-t)x(n-t) as matrizes -

com relação à fatorização de Choleski de Gk, onde Lk é uma matriz 

triangular inferior unitária e Dk é diagonal. 

A direção a ser calculada é 11 p 11
• Então temos p tal que, 

a cada iteração k, 

= 

k k k 
onde y I L y = e (n-t) , sendo e (n-t) o vetor que possui sua 

(n-t)-ésima componente igual a 1 e as outras nulas. 

OBSERVAÇÃO: -k 1) z significa que nao trabalharemos com todas as va 

riáveis livres, na iteração k (veremos mais adian-

te) o 

k k 2) Se p nao for uma direção de descida, então (-p ) 

o será. 

2o2o3) A cada iteração k, temos que classificar as variáveis li-

vres e, a partir daí, fazer a fatorização de Choleski do hessiano 

com relação a estas variáveis a fim de escolhermos as que deverão 

ser "mexidas" {nem todas as variáveis livres devem entrar para os 

cálculos; falaremos disto mais adiante); ou seja, para n = 4 se 

gll gl2 gl3 gl4 

gl2 g22 g23 g24 
G = 

gl3 g23 g33 g34 

gl4 g24 g34 g44 
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e se, na iteração k, x 2 for uma variável fixa, então 

gll gl3 gl4 gll gl2 gl3 
-k - (Lk) Dk (Lk) t G ~ gl3 g33 g34 = gl2 g22 g23 = 

gl4 g34 g44 gl3 g23 g33 

onde Dk é a matriz diagonal 

Se na fatorização de Choleski encontrarmos algum 

então escolhemos as i's primeiras variáveis livres para trabalhar­

mos na iteração; neste exemplo supomos que x 1 , x3 e x4 são variá­

< o , então deve v eis livres e, ainda supondo, se encontrarmos dk 
2 

mos trabalhar apenas com x1 e x3 

A idéia <lo algoritmo e a seguinte: 

PASSO 1: Dado um ponto classificar as variá-, 

veis: FIXAS - quando x1 = t 1 e ou 

e 

LIVRES - as outras. 

PASSO 2: Se todas as variáveis sao fixas, parar; o ponto é Ótimo., 

PASSO 3: Considerar o hessiano em relação às variáveis livres. Se 

ele é semidefinido positivo, vá para PASSO 5. 

PASSO 4: Conseguir uma direção de curvatur.a negativa no espaço 

das variáveis livres. Aqui convém distinguir variáveis 

livres das "mexidas''. Seguir esta direção, respeitando 

descida, até obter um novo ponto x e voltar para PASSO 1. 
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PASSO 5: Se as componentes do gradiente para as coordenadas das -

variáveis livres são nulas, então o ponto é Ótimo.Parar. 

PASSO 6: Calcular a direção de Newton no espaço das variáveis li-

vres. Obter um novo ponto. Voltar para PASSO 1. 

2.2.4) Obviamente, a cada iteração, o número de variáveis livres 

pode diminuir ou aumentar, independente da direção que tomamos ser 

satisfatória ou não. Dessa maneira, teríamos, então, a cada itera 

ção, que fazer novos cálculos para a fatorização de Choleski, me-

xendo com novas matrizes e, provavelmente, sobrecarregando a memó-

ria da máquina e aumentando o 11 custo computacional" do algoritmo. 

Para impedirmos que isto aconteça, podemos utilizar as idéias de 

Golub-Murray-Saunders, as quais permitem que façamos uso da fator! 

zação de Choleski da matriz inicial, G, para obtermos as fatoriza­

-k ções de suas submatrizes, G , a cada iteração k. 

Para ilustrarmos tais idéias, vamos utilizar G de ordem 

4, cujo ij-ésimo elemento é gij" Supomos G fatorizável por Chales 

ki, isto é, 

1 o o o dl o o o 

o o o d2 o o 
G = 1 o o o d3 o o o l 

o o o d4 o o o 

(a) Então, se tivermos, na iteração k, x 2 como variável fixa, 

9 u 9 13 914 

9 13 9 33 9 34 

9 14 9 34 944 

l o o o 

i3l i32 l o 

'u '42 <43 1 

1 i31 '41 

o i32 '42 

o l '43 

o o l 
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Podemos, daqui, escrever 

' 
d1 o o o o o o o 

1 o o o o o o o 
-k o o o o o d2 o o 
G = 1 31 o 1 o + o 132 o o + 

o o d3 o o o o o 
141 o 1

43 
1 o 142 o o 

o o o d4 o o o o 
) 

1 1
31 141 o o o d1 o o o 

1 o o o 
o o o o 1

32 i 42 o o o o 
+ = "31 o 1 o + 

o 1 1
43 o o o o o d3 o 

"41 o 143 1 
o o 1 o o o o o o d4 

1 "31 "u o o o 
o o o o 

o o o o "32 "42 o d2132 o o + • o 1 "43 o o o 
o d2142 o o 

o o 1 o o o 

Logo 

d1 o o o 1 '-31 '41 1 o o o o o o o 
-k o o o o o o o 
G = 1

31 o l o + o d2132 o o 
o o d3 o o 1 143 

"41 o "43 1 o d2 142 o o 
o o o d4 o o l 

o o o 
l o o dl o o 1 "31 "41 o 132 142 = '-31 l o o d3 o o 1 143 + 

o o o 
"41 143 1 o o d4 o o 1 

o o o 
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o 

Portanto, 

onde = 

Da mesma forma, se considerarmos x1 como variável fixa ' 

na iteração k, teremos 

g22 g23 g24 1 o o d2 o o 1 t32 t42 
-k 
G = g23 g33 g34 = t32 1 o o d3 o o 1 t 43 + 

g24 g34 g44 t42 t43 1 o o d4 o o 1 

+ = 

onde = 

Corno, para chegarmos a este resultado, utlizamos apenas 

propriedades elementares de matrizes, que sabemos válidas para 

qualquer ordem, podemos concluir desde já que: 

• 
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Se "'· J 
• e uma variávet fi;ca na iteração k, então 

-k !Lk;ilrEk; 
t d.tk(tk) t G = + 

J 

onde ,k = [1 .. ] 
1,.J n-1 ' 

i ;i j . 

-k NOTAS: 1) Utilizamos a notação L para a matriz L projetada no su-

bespaço das variáveis livres da iteração k, ou seja , 

Lk = (zk)L(zk)t e d, é o j-ésimo elemento da diagonal 
J 

da matriz O. 

-k k t;k 2) Se fizermos L p = , 

-k 
G = 

então 

-k t 
(L ) 

Logo, só precisamos calcular a fatorização de 
t 

da matriz Dk + d. pk (pk) 
J 

Choleski 

3) Por hipótese, a fórmula acima so se verifica para o caso 

em que o número de variáveis livres na iteração k for me 

nor que o número de variáveis livres na iteração k-1 

(b) Para o caso em que o numero de variáveis livres na iteração k 

é maior do que o número de variáveis livres na iteração k-1 (ou · 

seja, se ganhamos uma variável livre), podemos utilizar o segui~ 

te reciocínio: 

Desta vez, ternos que acrescentar urna linha e uma 

na matriz ck-l, e então 

coluna 

onde (b,a)t é o vetor-coluna de G relativo a nova variável livre. 
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Sabemos que 
-k-1 -k-1 -k-1 -k-1 t 
G ~ (L ) D (L ) o Então, 

com 

e 

onde it e d sao valores a serem calculados. Ou seja, 

[ ~~=~~-~-] = 
b t I 

1 a 

donde concluímos que b = Lk-lnk-li e 

NOTA: Até agora tratamos apenas de situações elementares, como o 

caso de perda ou ganho de uma variável livre a cada itera-

2.2.5) 

çao. Para o caso de perdermos ou ganharmos mais de uma va­

riável livre, deveremos proceder da mesma forma. 

Urna maneira prática de visualizarmos o funcionamento des 

ta modificação do Método de Newton é fazermos alguns exemplos sim­

ples. 

EXEMPLO 1: Seja F(x) 1 xt Gx + bx = 2 

-1 < x. < 1 
l 

i = 1, 2, 2 onde s.a 

1 3 2 1 

G ~ 3 -1 1 e b = 2 

2 1 -2 1 
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Tomamos X (O) = [O O O} ' ' . Então • 

PASSO 1: X 
(O) x (0) (O) 
1 ' 2 e x3 sao livres. 

PASSO 2: Não Pare. 

PASSO 3: Façamos então a fatorização de Choleski da matriz G, i~ 

to é, LDLt = G, donde tiramos d 1 = 1, t
12

=3, t 13 = 2 

e d 2 = -10 (:). Como d 2 < O, isto significa que deve 

mos trabalhar com apenas as duas primeiras variáveis li 

vres, ou seja, xiO) e x~O) . Assim, calculamos a di 

-reçao de curvatura negativa p: 

PASSO 4: p(O) = ~ z0y onde -o t 
(z ) y = e2 isto é , 

[~ :J [~~] [:] Yz = 1 
= => 

y1 = -3 

Então 

o o 

P (O) = + o 1 [-:] = [-3, 1, o] -

o o 

onde 

1 3 2 -3 -3 

[-3, 1, o] 3 -1 1 1 = [o, -4, -s] 1 < o 

2 1 -2 o o 

Logo, p é uma direção de curvatura negativa, onde temos; 

também que <g(O), p(Ol, < O e p(O) é uma direção dE! 



PASSO 1: 

descida. 

Calculamos, então, o ponto (1) 
X : 

= 

onde 

com 

que 

-1 < x1 ~ 1, ou seja, calculamos 

x(l) é factlvel. Para este cada, 

Logo 

e = 

o 4 7 o 

a{O) máximo tal 

a(O) = 1 
3 

[1' -4/3' -4/3J t 

Agora, e x (1 ) 
3 

sao variáveis livres. 

PASSO 2: Não pare. 

PASSO 3: -G(1) -- r-1 1J é nao positiva definida. Logo, procur~ 
1 -2 

mos novamente "p". Primeiramente, devemos saber quais 

variáveis livres deverão ser mexidas, i.e., 

- ( 1) 
G = [ 1 o] [ct1 o] [1 <12] 

'12 1 o d2 o 1 

Portanto, vamos trabalhar com 

p (1) = ~ [~1 e para 

=> dl = -1 < o • 

Logo 



obtemos p(O)tG p(l) < O 

X
(2) __ x(l)+a(l)p(l), Portanto, 

que x( 2 ) é factivel, i.e., a(l) 

onde 

= 2/3 

(2) t 
X = (-1, 1, O) 

PASSO 1: g( 2 ) = Gx( 2 )+b = [3 -2 o]t ' ' . Logo, 

PASSO 2: Não pare. 

PASSO 3: G( 2 ) e nao positiva definida. 
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a(l) é máximo tal 

e temos 

(2 ) e ... "livre 11 • x3 

PASS04:p( 2)=:!:z( 2 )y onde y=l 

p( 2 )tGp( 2 ) <O. Assim 

logo p(
2
)=:!:m com 

x(3) = x(2) + a(2)p(2) 

onde a( 2 ) = 1. Portanto , 

e (3) g = [5,-1,-2] . 

Logo, 

(3) 
xl ' 

parada. 

é um ponto de Ótimo, pois todas as variáveis 

são fixas e satisfazem o critério de 

Um outro exemplo, talvez um pouco mais interessante,pois 

utiliza também a "direção de Newton", é o seguinte: 

EXEMPLO 2: Seja 

onde 

F(x) = ! xtG x + bx 
2 

s.a. -1 ~ x
1 

< 1 



G = 

1 2 1 

2 2 1 

1 1 -5 

e b = 

• 4 9 • 

5 

3 

1 

Analogamente ao exemplo anterior, seguimos os PASSOS do 

algorí trno: 

Tomamos x(O) = (0,0,0) e ternos g (O) = (5 3 1)t ' ' . 
PASSO 1: X

(O) (O) (0) 
1 , x2 e x3 sao variáveis livres. 

PASSO 2: Não pare. 

PASSO 3: G é nao positiva definida, onde para G = LDLt temos 

PASSO 1: 

"u = 1 

d2 = -2 < o 

Portanto, trabalhamos com apenas 

onde 

(O) t p = (-1,2,0) e tal que 

DaÍ , 

• (0) = 1 
2 

Logo 

= 

X
(O) e x(O) 
1 2 

= 1 (-2· 1, 0) 

g(1) = Gx(1) +b = (123' 4, ~)t Logo, 

são livres. 

= -2 

< o 

e 

e 



PASSO 2: Não pare. 

PASSO 3: - (1) G e na o positiva definida, pois 
-(1) 
G = G _:J 

PASSO 4: p ( 1) = ±;;<1ly , onde 

(L(1))\ = e2 => [~ :] r:~l = [:J => y1 = 1 

y = -2 
2 

Logo , 

p( 1 ) = (1,0,-2) é t.q. <g(l) ,p< 1 l, < o e 

Assim 

= (l) + (1) (l) 
X a p com (l) 

"l = l/2 • 

= t (0, 1, -1) 

PASSO 1: g< 2 l = Gx( 2)+ b = (6,4,7)t, 

x~ 2 ) são variáveis livres. 

donde tiramos que 

PASSO 2: Não pare. 

PASSO 3: 
- ( 2) 
G = 

PASSO 5: Não pare. 

-e positiva definida. 

PASSO 6: Calculamos uma direção de Newton, ou seja, 

X 
( 3) 

= 
(2) (2) 

X - Z 

-isto e, 

[:] => 

z( 2 ) = -2 
1 

z (2 ) = 4 
2 

• 5o • 

e 

e 



Logo 

~ 

o 

1 

-1 

-2 2 

4 ~ -3 

o -1 

onde podemos observar que (3) 
X ' assim calculado, 

não fac ti. vez.. 

Usando a mesma direção z( 2), calculamos, então, 

ximo para que x()) seja factivel. Ou seja, 

~ 

(2) (2) (2) x -a z 

onde 
( 2) 1 

a. = 2 . 

a 
(2) 
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e 

má 

Dessa forma, obtemos x(J) = (1,-1,-l)t, que é factível. 

Ternos x()) variável livre e, 
1 

portanto, ternos que dar mais um passo de Newton, ou sej~ 

x( 4 ) ~ x( 3)-z( 3 ) , onde 

Z
(3) I -(4) (3) -(4) 

g z = g ~, z( 3 )~3. 

Novamente, x( 4 ) é não factivel e então somos obrigados a 

recalculá-lo, isto é, (3) (3) (3) 
= x -a z 

a( 3 ) ~ 2/3 e então obtemos ( 4) t 
X = (-1,-1,-1) 

g (4) ~ t (1,-2,4) • 

Logo, temos novamente uma outra iteração, onde 

"livre" e 
-(4) 
G positiva definida. 

' 

Portanto ' 
X ( 5) 

~ 

(4) (4) 
x -z onde z ~ -1. Assim 

-1 o -1 

x(5) 
~ -1 1 ~ o 

-1 o -1 

onde 

com 

-e 

' 
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com g(S) = [~] 

Aqui notamos que x~S) é livre mas g~S) = O e G(S) >O. 

Logo , x(S) = [-1,0,-l]t deve ser o ponto de Ótimo p~ 

ra o nosso problema. 

Para f JR
4

-+ lR temos o 

EXEMPLO 3: Seja F (x) = ; xt G x + bx , onde 

s.a -1 .~ x 1 2 1 

1 1 l 3 

1 -1 o 2 
G = e b = 

l o -2 l 

3 2 l l 

l 

l 

o 

-l 

Tornamos x(O)=(O,O,O,O)t (como se pode observar, esco-

lhemos sempre, como ponto inicial, o centro da região em que "F" 

estã delimitada). 

Apresentaremos agora, apenas os resultados obtidos a ca 

da iteração; 

ITERAÇÃO l: 
(O) t 

g =(1,1,0,-1) • 

Logo, todas as variáveis sao livres e G é nao positivo -

definido; para t G = LDL, obtemos d
1

=1, t 12 =1, t 13 =1, .t14 =3 

e d
2 

= -2 < O . Assim, trabalhamos somente com x(O) e x(O) e 
l 2 

teremos 
(L(O))\=e2 

y1 = l 
=> 

y2 = -l 
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e 
(o) . 

p ;(1,-1,0,0) 
. 
e tal que e 

Assim 

onde a (O) = 1 

(1,-1,0,0)t 

ITERAÇÃO 2: g( 1 ) = (1,3,1,0)t e da!, é "fixa 11 
• 

G(l) e não positiva definida e trabalhamos com as variá 

veis livres x?) e x~ 1 ) , obtendo p (1 ) ; (-1,0 ,1,0) satisfazen 

do as condiçÕes exigidas. 

Assim , 

. . 

ITERA<;;ÃO 3 : g(2) 

veis livres; mas 

; 

t (0,-1,1,0} . 

{1,2,-2,-2) e 

- ( 3) 
G e positiva 

onde a (1 ) = 1 

então (2) 
x1 e 

( 2) 
x4 

definida. 

Logo, procuramos uma direção de Newton, z ( 2) 

G(2)z(2) - ( 2) obtemos 11 -3 
; -g . z ; 

12 e z2 ; -
' 1 4 

X ( 3) (2) ( 2) 21 -1, 1, -5/8) = X - z ; (24, 

ITERA<;;ÃO 4 : g (3) 
; (o' 39/24, -21/12' O) Logo, (3) 

x1 

variáveis livres. Mas como -(3) 
> o (3) g(3) G e g1 = 4 

que x( 3 l • ponto ótimo para este problema. mos e um 

NOTA: Para estes exemplos nao utilizamos as idéias de 

sao variá-

' onde 

e então 

e 
( 3) 

x4 sao 

= o, te-

Golub-Mur 

ray-Saunders, visto que as matrizes eram de dimensão peque-

na; mas existem subrotinas que implementam tais idéias e 



que devem ser utilizadas para problemas de ordem maior. 

SUBROUTINE MOCHO 1 (L,D,Z,ALFA,N,NL) 

C SEJA A = LDLT e B = A + ALFA*Z*ZT 

C ESTA SUBROTINA CALCULA A FATORIZAÇÃO, CHOLESKI DE B 

C CONHECENDO A FATORIZAÇÃO DE A. ~ O ALGORITMO Cl 

C DE GILL-GOLUB-MURRAY-SAUNDER. 

C NL e O NOMERO DE LINHAS QUE ESTÂ DIMENSIONADA 

C A MATRIZ L. 

REAL L(NL,N), D(N), Z(N) 

DO 2 J = l,N 

p = Z(J) 

DANT = D(J) 

D(J) = D(J) + ALFA*P*P 

IF (J.EQ.N) RETURN 

BETA = P*ALFA/D(J) 

ALFA = DANT*ALFA/D(J) 

DO 3 K = J+l, N 

Z(K) = Z(K) - P*L(K,J) 

3 L(K,J) = L(K,J) + BETA*Z(K) 

2 CONTINUE 

END 

SUBROUTINE MOCHO 2 (L,D,B,ALFA,N,NL) 

C PARA O CASO EM QUE O NÜMERO DE VARIÂVEIS LIVRES 

C NA ITERAÇÃO K e MAIOR DO QUE O NOMERO DE VARIÂVEIS 

C LIVRES NA ITERAÇÃO K-1 

.54. 



REAL L(NL,N), D(N), B(N) 

Nl = N+l 

L(N1,1) = B(1) 

IF(N.EQ.l) GO TO 1 

DO 2 I = 2,N 

AC = O 

DO 3 J = 1,I-1 

3 AC = AC+L(I,J)*L(N1,J)*D(J) 

2 L(N1,I) = B(I)-AC 

D(N1) = O 

1 DO 4 I = 1,N 

AC = L(N1,I) 

L(N1,I) = AC/D(I) 

4 D(Nl) = D(N1)+AC*L(N1,I)*D(J) 

D(Nl) = ALFA-D(Nl) 

RETURN 

END 

SUBROUTINE MOCHO 3 (L,D,N,IND,NL,AUX) 

C ESTA SUBROTINA "AJUSTA" AS LINHAS E AS 

C COLUNAS DA MATRIZ A SER FATORIZADA. 

REAL L(NL,N), D(N), AUX(N) 

Nl = N-1 

IF (IND.EQ.N) RETURN 

C IND ! O INDICADOR DA VARIÂVEL QUE ESTÂ 

C SENDO FIXADA. 

IF (IND.EQ.1) GO TO l 

.ss. 
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DO 2 I = l,IND-1 

2 AUX(I) = O 

l DO 3 I = IND,Nl 

3 AUX (I) = L(I+l,IND) 

DO 4 I = IND,Nl 

DO 4 J = l,N 

4 L(I,J) = L (I+l ,J) 

DO 5 J = IND,Nl 

DO 5 I = l,N 

5 L(I,J) = L(I,J+l) 

ALFA = D(IND) 

DO 6 I = IND,Nl 

6 D(I) = D(I+l) 

CALL MOCHO 1 (L,D,AUX,ALFA,Nl,NL) 

RETURN 

END 

Devemos aqui fazer outras observações acerca do comporta­

mento do algoritmo descrito neste parágrafo: 

{a) Podemos notar, através dos exemplos anteriores, que se d • < o 1 

J 

então as j-ésimas 

minam uma direção 

te resultado: seja 

é tal que Ltp 

primeiras variáveis livres encontradas deteE_. 

de curvatura negativa. e fácil verificar es 

G = LDL t, onde 

Dal ptG p = 

dj< o. Então temos que 

ptLDLtp=e~Dej = dj <O 

p 

Logo p é uma direção de curvatura negativa. 

(b) Quanto à convergência deste algoritmo, vimos que, a cada itera 
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çao, o valor da função no ponto encontrado tende a 11melhorar" 

e isto sabemos que se deve, principalmente, ao fato de que 

também estamos tomando direções de descida, ou seja, escolhe 

mos p tal que t <g 1 p> < Q o Dessa forma, podemos então eSpe-

rar que, para n de tamanho razoável, o algoritmo convirja. 

(c) Podemos notar nos exemplos acima que, em diversos casos, à me 

dida em que íamos, a cada iteração, nos aproximando da solu­

ção do problema, o número de variáveis livres tendia a dimi-

nuir progressivamente, o que nos pode fazer pensar, erronea 

mente, que este fato está equivalentemente relacionado com 

"aproximação da solução 11
• Podemos, numa iteração, ter o -num e 

ro de variáveis livres aumentado e obter um melhor valor para 

a função. Por exemplo: 

u.~ -----+ 

l, 
Para termos urna idéia 

ritmo construimos o 

u., 
sequencial dos passos deste 

2.2.6) DIAGRAMA EM BLOCOS PARA PROGRNlAÇÃO QUADRJ\TICA: 

algo-

" 
' 
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CAPÍTULO III 

ESTIMATIVAS A PRIORI DA PERFORMANCE DE ALGORÍTMOS 

A eficiência de um algoritmo se refere, basicamente, ao 

numero de iterações que o mesmo gasta até chegar à solução ótima 

de um problema dado e ao tempo necessário para efetuar todos os 

cálculos a cada iteração (trabalho por iteração). A eficiência es 

tá, dessa maneira,, diretamente relacionada ao "tempo computacional" 

necessário para que o algoritmo chegue à solução do problema. 

Dessa forma, podemos escrever que o Trabalho Computacio-

nal Total (TC) de um algoritmo é, aproximadamente, o produto entre 

o Número de Iterações (NI) necessários para se chegar a uma solu­

ção do problema e o gasto computacional a cada iteração (TI) , ou 

seja, 

TC (NI) X (TI) 

Se estivermos comparando dois algoritmos A e B, então di 

remos que A é mais eficiente do que B se e somente se 

(TC)A < (TC)
8 

isto e, A é "melhor" do que B se 

[(NI)x(TI)]A < [(NI) x (TI)j
8 

Assim sendo, pode-se construir uma "Função de Decisão" 

para os algoritmos de Newton e Quase-Newton, isto é, uma inequa-

çao que possa nos dizer quando um será mais eficiente do que o ou-

tro; ou seja, queremos obter uma função tal que 

[(NI) x (TI)]NEWTON < [(NI) x (TI)JQ.N 



.60. 

Para isso, ternos que calcular (NI) e (TI) para cada um -

dos casos a Comecemos por (NI): 

3.1) Desenvolveremos agora, uma pequena teoria para o número 

de iterações para determinados algoritmos - no caso, Newton e Qu~ 

se-Newton. 

Consideremos a_seguinte situação (o seguinte desenvolvi-

menta é similar ao que conduz à noção de eficiência de Ostrovski 

[ 8 J ) : 
Dado um método de minimização, supomos que sua ordem de 

convergência é a; isto quer dizer que existe um número R > O tal 

que se x* é solução, então 

(I) 

Seja E a distância que tomamos do ponto inicial, x
0

, à 

solução x* {E um número pequeno) 

então, por (I) ternos que 

Se a > 1 e se 

2 
< •• , ... , 

Seja TOL a distância máxima tole~ada entre a solução 

achada, x , e a solução real do problema, x*. Então o nosso prime! 
p 

ro problema e encontrarmos "p" tal que 

llx -x*ll < TOL p 

ou seja, queremos encontrar p I EaP < TOL, ou ainda 

< log TOL => ap 

(c deve pertencer ao intervalo (0,1) ) . 

, log TOL 

log E 



k 
P > log a 

Se chamarmos log TOL = k' 
log E. 

então aP .::_ k' , 

onde k = log k', k' dependendo de TOL e de E.. 
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ou seja, 

Portanto, podemos concluir que: "se a ordem de convergê.!2 

cia de um certo método é a > 1, então a predição para o numero 

de iterações (necessários) para obtermos a solução do problema com 

uma precisão de TOL a partir de uma precisão de E. é k 
" vis log a 

to que também estamos interessados no menor p possível. 

A tabela abaixo mostra alguns resultados dessa teoria, 

com os seguintes dados: Se M
1 

e M2 forem dois métodos com ordem 

de convergência a 1 > 1 e a 2 > 1 , respectivamente, então o qu~ 

ciente entre o número de iterações que M1 precisa para convergir e 

o número de iterações que M2 precisa é log a2 I log a1 . No nos 

so caso particular, M
1 

= Newton com 

com a
2 

= raiz positiva de polinômio 

de n é o número de variáveis da função em questão. 

FUNÇÃO-TESTE N "2 loga2 /log •. 

Rosenbrock 2 1.47 0.55 

Vale-Helical de 3 1.38 o .4 7 Fletcher-Powell 

Quártica de Powell 4 1.33 0.41 

Banana de Wood 4 1.33 0.41 

n c ~4 4 1.33 0.41 
l: E X. 

i=1 j=l J lO 1.18 o. 24 

M
2 

=Quase-Newton 

O (Schuller) , on 

Exp. Real 

0.59 

0.59 

0.52 

0.44 

0.37 

0.26 

3.2) Trataremos, agora, de calcular o Trabalho por Iteração 

(TI) de cada um dos métodos (Newton e Quase-Newton). 
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Para o método de Newton, vimos que, a cada iteração, te­

mos que calcular o gradiente e o hessiano da função tratada {por­

tanto, estes cálculos dependem da função), resolver o sistema 

[~ 2 f]z = -Vf e mais o trabalho da busca unidimensional. 

Chamamos de T
2 

o "gasto computacional" para calcularmos 

o hessiano tendo calculado o gradiente e sabemos 

Newton para resolver [v 2f]z = -vf é da ordem de 

que o gasto de 

n 3 2 6 +l.Sn + S.Sn 

produtos e que, além disso, a busca unidimensional consiste em 

aproximadamente 1.2 avaliações da 11 f" e "Vf" . 

Se chamarmos de T1 o 11 gasto computacional'' para f e Vf e 

de TN o trabalho de Newton por iteração, então podemos escrever 

TN 
n3 2 T2 +1.2T1 +6+1.5n +S.Sn 

Para o método Quase-Newton, sabemos que é desnecessário 

o cálculo do hessiano, mas precisamos fazer o "updating" da matriz 

Hk (ou Bk) e calcularmos Hk+lvf (ou Bk+lVf), o que nos dá um cus 

to da ordem de 2.Sn 2 +ll.Sn produtos. Além disso, temos também 

que calcular f e ainda fazermos a busca unidimensional; ou seja,, 

se chamarmos TQ o trabalho por iteração de Quase-Newton, então es 

crevemos: 

TQ ~ 
2 1.3T1 +2.5n +ll.Sn 

OBSERVAÇÃO: Como podemos observar, o método de Newton possui uma 

pequena vantagem na busca unidimensional com relação ao método Qu~ 

se-Newton, pois enquanto o primeiro necessita de 1.2 avaliações de 

f e Vf, o segundo necessita de 1.3 para as mesmas avaliações. 

Portanto, para que "Newton" seja melhor do que "Quase-

Newton" devemos ter 



ou seja, 

--"-1- X TN 
log a1 

l n 3 2 --=--(T2+1.2T
1

+Jr+l.Sn +S.Sn) < 

loga1 

< 
l --"---X TQ 

log a 2 

l 2 --=--(l.3T
1

+2.5n +ll.Sn) 
loga 2 
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( II) 

Logo, podemos observar que a nossa "função de decisão" -

depende do número de variáveis (n) da função que está sendo trata 

da, quando a solução inicial, x0 , está numa vizinhança próxima de 

x• . 

Para visualizarmos melhor esta idéia, seja o 

EXEMPLO: Vamos resolver a desigualdade (II) para n = 3. 

Sabemos ser a
1 

= 2 e a 2 = 1.38 e calculamos 

TN = T 2 + l. 2T l + 34.5 e TQ = l.3T
1 

+57 

Queremos então, saber quando Newton será melhor do que 

"Quase-Newton", isto é, 

(II) < 3.13(1.3T1 +57) 

Daqui podemos concluir que, para n = 3, Newton será mais eficien 

te que "Quase-Newton •• quando 

T2 < l.56T
1

+88.5 (III) 

Para 

3 o l 

f (x) l xt o 4 l X + 4 + 3 2 2 = 2 xl x2 + xlx2 + x3 

l l 5 

temos que 



e 

3 o 1 

Vf(x) ~ o 4 1 

v2 f (x) 

Logo, 

1 1 5 

3 o 1 

~ o 4 1 + 

1 1 5 

T = 30 produtos 
1 

X 
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4x3 + 
1 

2x
1

x 2 

+ 2 2 
3x2 + x1 

2x
3 

2 12x1 + 2x2 2x1 o 

2x
1 

6x2 o 

o o 2 

e T
2 

= 6 produtos, de onde 

podemos concluir que, para esta função, ''Newton'' é mais eficiente 

do que "Quase-Newton". 

Observamos, na equaçao {III), que a ''Função de Decisão'' 

procurada, para cada n, possui a forma T
2 

< MnTl +B0 , 

B
0 

sao os coeficientes a serem calculados. 

Para isso, chamamos ALN ~ 1 e 
log a 1 

UMS ~ 

onde M e 
n 

1 
log a

2 
e 2 C.Q.N ~ 2.5n + ll.Sn e, então, 

da equaçao (III) tiramos que 

ALN(T
2 

+ l.2T
1 

+ CN) < UMS(l.3T
1 

+ C.Q.N) 

de onde podemos concluir que 

e 

< 
(l.3*UMS- 1.2*ALN) 

ALN 

-

UMS*CQN- ALN*CN T + 
l ALN 

Portanto, Mn e Bn sao tais que 

M 
n 

B 
n 

~ 

~ 

(l.3*UMS- l.2*ALN) I ALN 

(UMS*CQN- ALN*CN) I ALN 

Logo, se quisermos calcular M
0 

e B
0 

para qualquer n, te-



remos: 

C PROGRAMA PARA O CÁLCULO DOS COEFICIENTES DA FUNÇÃO DE 

C DECISÃO "NEWTON - QUASE-NEWTON". 

ALN = l./ALOG(2.) 

DO l N = 2,1~11 

C CÁLCULO DA RAIZ POSITIVA DE "F" PARA OBTENÇÃO DO GRAU 

c DE CONVERGENCIA DE QUASE-NEWTON 

T = l. 

3 F= T**(N+l)-T**N-l 

IF (ABS(F) .LE.l.E-6) GO TO 2 

FL = (N+l) *T**N- N*T** (N-l) 

TN = T-F/FL 

T = TN 

GO TO 3 

2 ALT = ALOG(T) 

UMS = l./ALT 

QUOC = ALT*ALN 

C CÂLCULO DOS COEFICIENTES 

CQN = 2 .S*N*N + ll.S*N 

CN = (N**3)/6 +l.S*N*N+S.S*N 

MN = (l.3*UMS -l.2*ALN)/ALN 

BN = (UMS*CQN- ALN*CN) /ALN 

WRITE (7,lg)N,T,ALT,UMS,QUOC,BN,MN 

lf1 FORMAT (lX,I4,6El2.6.l/) 

STOP 

END 

• 6 5. 

,, 
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O resultado deste programa é a TABELA NEWQUA (ver Apênd! 

ce) e, se a observarmos, podemos notar que a "Função de Decisão" -

para Newton- Quase-Newton se comporta da seguinte maneira: 

para n = 2, •.. ,95, podemos verificar que Mn e B
0 

são sempre nú 

meros positivos, com valores muito grandes e crescendo à medida 

em que n cresce. Logo, podemos desde já afirmar que, para que 

"Quase-Newton" seja mais eficiente do que Newton, o gasto comp~ 

tacional para o cálculo do hessiano de dada função deverá ser 

extremamente maior do que o gasto computacional para se calcu­

lar essa mesma função e o seu gradiente, e isto dependerá da 

função com que estivermos trabalhando. 

3.3) Para conferirmos estes resultados, escolhemos as funçõe~ 

-teste (trigonométricas de Fletcher-Powell) 

f(x) = E 
i 

(E . - L A. . sen X . + B. . cos 
1 j 1] J 1] 

onde Aij e Bij sao números aleatórios entre -100 e 100. Como o pr~ 

blema é de minimização, então, para uma solução xj , 

onde 

então 

X~ E (-n, n) 
J 

Se fizermos 

e teremos 

= 

= 

f(x) = r fi (xl 2 = IIFF(xlll
2 

i 

Vf (x) = 2F' (x)FF(x) 



onde 

e 

onde 

El - L Alj sen X. + Blj c os X. 
j J J 

FF(x) • = 

E - L A nj sen x. + B nj c os xj n j J 

-A
1 

cosx + B
1 

senx 
n n n n 

F' (X) = 

-A
1 

cosx + B
1 

senx 
n n n n 

-A cosx + B senx 
nn n nn n 

Portanto, 

= i=l, ... ,n 

j = l, ... ,n 

Ainda , 

v 2f(x) = 2(F' (X) tF' (x) + E fi (x) v 2fi (x)) 
j 

= 

.67. 

donde vem que 

o 

o 

A partir daqui, então, podemos construir as subrotinas 
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para os cálculos dos hessianos e gradientes destas funções. Chama 

mos de CALHES a subrotina para o cálculo do hessiano e de CALCFG a 

subrotina para o cálculo da função e seu gradiente: 

SUBROUTINE CALCFG (N,X,F,G) 

DIMENSION X(1), G(1) 

COMMON A (5~,5~), B(5~,5~), E(5~) 

COMMON /Cl/ 8(5~), C(S~), FL(5~,5~), FF(5~) 

1 

2 

4 

3 

6 

5 

DO 1 I = 1, N 

S(I) = SIN (X(I))-- __ n senos e 
n cossenos 

C (I) = COS (X (I) )---- ---
DO 2 J = l,N-------------

DO 2 I = 1 ,N 

FL(I,J) -A(I,J)*C(J)+B(I,J)*S(J)--- ---= 
FF (I) 

DO 3 

DO 4 

FF (I) 

FF(I) 

DO 5 

G (I) = 

DO 6 

G (I) = 

G(I) = 

F = ~ 

DO 7 

= ~ 

I = l,N----------- ----

J = 1,N 

= FF(I)+A(I,J)*S(J)+B(I,J)*C(J)' 

= E(I)-FF(I) 

I = 1, N-- - - - - - - - - ----- -, 
' 

~ ' 

J = l,N 

G(I)+FL(J,I)*FF(J) 

2. *G (I)--- ---- ------- _/ 

I= l,N----

' ' / 

_ ::_ "::::- n produ tos 

' 

7 F= F+FF(I)**2---­

RETURN 

END 

-- :> 2 n 2 produtos 

> 2 n 2 produtos 

2 n +n produtos 



SUBROUTINE CALHES (N,X,H) 

DIMENSION A(5%,5%), B(5%,5%), E(5%) 

COMMON A(5%,5%), B(5%,5%), E(5%l 

COMMON /Cl/ 8(5%), C(5%l, FL(5%,5%), FF(5%) 

DO 1 I= l,N-------------~, 

' ' DO 1 J = 1 ,N ' ' ' ' HH(I,J) % ' = > 
' ' 

DO 1 K = 1 ,N / 

' ' ' 
l HH(I,J) = HH(I,J)+FL(K,I)*FL(K,J)' 

DO 2 I=l,N------- ----

DO 2 J = l,N 

' 

2 HH(J,J) = HH(J,J)+FF(I)*(A(I,J)*S(J)+B(I,J)*C(JlÍ 

K = 1 

D03 J=1,N----------~-

2 

o 6 9 o 

3 prodU: tos n 

, n 3 

' 
,..>produtos 

DO 3 I= J,N n + !! 
2 2 produtos 

H(K) = HH(I,J)*2----------

3 K = K+1 

RETURN 

END 

Considerando reduzidos os gastos computacionais com somas 

e produtos para a ordem de 1 nano-segundo e com seno e cosseno p~ 

ra a ordem de 15 nano-segundo , chegamos que, para estas funções, 

o "custo" da subrotina CALCFG é de 5n2 + 32n nano-segundos e da 

CALHES é de 3 2 n n + 3. Sn + 
2 

nano-segundos. 

Dessa forma podemos escrever 

= 
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e 

= 5n2 + 32n 

e notamos que T2 "cresce" muito mais rapidamente do que T1 à medi' 

da em que n cresce. Para visualizarmos isto, podemos utilizar a 

tabela NEWQUA (ver Apêndice) e efetuarmos alguns cálculos, como se 

guem: 

para n= 2, M = 1.15737 e Bn = 41.8408 n • 

Tz = 23 e T1 = 84 => T2 < MnTl + Bn 

para n = 30, M = 9.78968 e B = 15922.1 • n n 

T2 = 30165 e T = 5460 => T2 < M T1 + B 1 n n 

para n = 94, M = 24.2798 e B = 301947 
n n • 

T = 2 861557 e T1 = 47188 => T2 < M T1 + B . 
n n 

Mas, Mn e Bn também crescem à medida em que n cresce e en 

tão, como jã foi dito anteriormente, deveremos ter n bastante gran _, 

OBSERVAÇÃO: Quando este problema é tratado com o Método de Newton 

Discreto, temos que o cálculo para o hessiano de uma função de ''N 11 

variáveis é aproximadamente o produto de N pelo cálculo do gradien -· 
te da mesma função, i.e., T2 = NT1 • 

Em particular, para as funções-teste tratadas acima, pod!:~ 

mos utilizar a tabela NEWQUA e verificar que: 

para N = 2, T
2 

= 2 X 84 = 168 e 

-= 84 + 42 = 126 
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para N= 30, T2 = 30 X 546 = 193.800 e 

-= 75.982 • 

também cresce. Disto podemos concluir que o método Quase-Newton, 

para essas mesmas funções-teste, é melhor do que o Método de New-

ton Discreto. 

Através da equaçao (II), podemos encontrar urna estimativa 

para quando o método de Newton Discreto será melhor do que o méto 

do Quase-Newton, ou seja, para T
2 

= nT
1

, temos que 

--=1-[nT
1 

+ 1. 2T
1 

+ CN] 
log a 1 

< 
1 

-"--[1.3T
1 

+ C.Q.N] 
log a 2 

Para o caso particular em que n = 2, temos 

C.N - 18.33 e 

ou seja, 

< 

1 ;; 2.60 e então 
1og a 2 

1.44[3.2T
1

+18.33] < 2.6 [1.3T1 + 33] 

2.6x 33 - 1.44*18.33 = 48.38 
1.44 X 3.2 - 2.6 * 1.3 

C.Q.N = 33, 

Portanto, para T1 .::_ 48 podemos esperar que "Newton Ois 

ereto'' seja melhor do que "Quase-Newton 11
• 

No próximo capitulo, mostraremos os testes computacionais 

feitos com os algorltrnos dos métodos aqui já estudados e, com isso, 

analisaremos com mais detalhes o comportamento do Método de Newton 

com hessiano discretizado. 



CAP!TULO IV 

TESTES 

.72. 

Como foi dito na Introdução deste trabalho, um dos nos 

sos objetivos, aqui, é o de encontrarmos um algoritmo para o méto 

do de Newton que seja eficiente e compará-lo com os demais algorí! 

mos dos métodos já descritos, Quase-Newton e Gradientes Conjugados. 

Dessa forma, nos propomos, neste capítulo, a fazer campa 

rações entre os algoritmos tratados no Capitulo I para verificar­

mos o real comportamento de cada um deles. Juntamente com esses, 

analisaremos o comportamento do algoritmo do método de Newton com 

fatorização de Choleski modificada (que chamaremos de 11 Newton Mod!_ 

ficado 11
) para, daí, podermos tirar resultados sobre as possíveis 

vantagens, ou desvantagens, das modificações propostas (ver Cap. 2, 

§ 2.1). 

Para isso, fizemos vários testes que veremos logo a se 

guir e que nos serao úteis, também, para verificarmos a validade 

da tabela construÍda no capÍtulo 3 acerca da "eficiência" dos alg~ 

ritmos Newton e Quase-Newton. 

4.1) Assim, utilizando os conceitos de eficiência descritos 

no capítulo anterior, vamos testar e comparar os seguintes progra-

mas: 

4.1.1) Para o algoritmo de Newton, utilizaremos três programas 

diferentes que são: SUBROUTINE MF~lA, inserida no arquivo MF~lA da 

biblioteca do Laboratório de Matemática Aplicada (LABMA), IMECC-
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UNICAJW, SUBROUTINE NEWMIN e a SUBROUTINE E~4EBF, que se refere 

ao algoritmo de "Newton Modificado" e que pode ser encontrada no 

Pacote da "NAG" - LABMA • 

Os dois primeiros programas diferem, basicamente, em 

suas "buscas unidimensionais'', sendo que o programa da "NEWMIN" 

aaeita um novo valor para a função simplesmente quando este é me-

nor do que o valor antigo desta mesma função, tendo já, daí, iní 

cio a uma nova iteração, na busca de um melhor ponto. Já o progr~ 

ma da "MFI11A'' é mais exigente na aceitação do novo valor da função,, 

pois exige que 

e 

< f(x) + 0.0001 <d,Vf(x)> 

<'Jf(x) ,d> > 0.9 <Vf(x) ,d> 
n 

Ainda com referência a Newton, vamos também testar, para 

cada uma das subrotinas acima, o algoritmo contendo o hessiano dis 

cretizado, a fim de podermos avaliar o seu comportamento e em 

quais ocasiões será válido empregá-lo. Para testarmos "Newton Dis 

ereto'' usamos um programa que calcula cada elemento da matriz hes 

siana discretizada por "diferenças finitas" (Cap. I - § 1.4) 

4.1.2) Para o algoritmo Quase-Newton, utilizamos os programas 

das SUBROUTINE MF~lA e SUBROUTINE VA13A, tendo o primeiro a versão 

de Shanno-Phua e o sequndo de Pm.,.ell • e o algoritmo 

(B.F.G.S.). 

A SUBROUTINE VA13A foi retirada do PACOTE DE HARWELL. 

o motivo pelo qual também estamos testando vários progr~. 

mas para o Método Quase-Newton se insere no objetivo deste traba-
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lho, visto que estamos interessados em encontrar programas eficie~ 

tes, compará-los entre si, para da! tirarmos conclusões sobre a 

eficiência dos algoritmos aqui tratados, dadas as "circunstâncias'' 

ressaltadas. 

Obviamente, existe um ponto fundamental no qual estes 

programas diferem e este ponto está traduzido no cálculo da "ma­

triz aproximada" do hessiano da função em questão, empregada na 

busca unidimensional do algor!tmo (Cap. I, § 2.1). Mais explicit~ 

mente, o programa "MF~lA" armazena essa matriz através do cálculo 

direto da fatorização de Choleski da forma "H n 
k ' 

mas para o pro-

grama da "VA13A", os valores armazenados para essa mesma matriz 

sao relativos à fatorização de Choleski da forma "B-1" k • 

Segundo os autores da "VA13A 11
, esta maneira de armazenar 

valores causa menos riscos de arredondamentos, podendo-se, assim, 

haver também uma melhor garantia da "matriz aproximada 11 ser posi t! 

va definida. 

4.1.3) Para o algoritmo dos Gradientes Conjugados, testamos ap~ 

nas o programa da SUBROUTINE MF~lA • (*) 

4. 2) Quanto às funções-teste utilizadas, tentamos escolhê-las 

de forma que as mesmas nos trouxesse as informações necessárias~ou 

seja, algumas delas são testadas para valores diferentes de 1'N" 

(nÚmero de variáveis) de tal forma que possamos observar possiveis 

influências da variação de "N" na eficiência de cada algoritmo. 

(*) O ARQUIVO MF?lA contém pPogramas dos três métodos aqui estuda 

dos. 
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A tabela abaixo descreve tais funções com os seus 

pectivos pontos-solução: 

res-

FUNÇÃO EXPRESSÃO 11NIIL!TICA N0MERO SOLUÇJ'\0 
AR lAVEI 

' , . . (1 'l) 

' ' ' ROSENBROCK f (x) . l001x 2-x 1 J • (l-x
1

) f (X") . o 

' ' ' ' ' ' BANANA f (X) . lOOix 2-x 1 J • (1-x 
1

) • 90(x
4

-x
3

) • (l-)<3) • ,. . (l,l,l,l) 
4 

DE WOOD ' + "4-1) 21 ' 
f (x*) . o 

• 10.Ux
2
-ll • 19.8 lx 2-11 1x 4-11 

QU.!.R'l'ICA 2 ' 4 4 
4 

,. . (0. o. o ,0) f (X) . 1x
1 

+1Dx 2J • 5(x
2
-x 4 J • 1x 2-2x3 1 • 10(x

1
-x 4 l 

POWELL f (x*) . o 

w 
1-lot1 l] 1

2 
f (X) . ' {exp 1-xltil - "' (-x

2
t

1
J] - [exp (-ti) - .,, ,. . ll,l) 

oo• ' ,., 
f (X*) . o 

onde ' . (O .1, o. 2 •... '1) 

CRAGC-
' 4 6 4 ' {x4-1)2 

, . . IO,l,l,(l.!_n•J 
f (x) . le 1 -K 2 l • 100(x

2
-x

3
J • tan (x

3
-x

4
J • ,, • 4 

-LEVY ~ lx*J . o 
·----~ ~-

-
' - .~~· 

f (X) . 100( [x 3 -1oa lxl'x 2 J] 2 • ,., 2 2)1/2 
~ "1-"2 - 1] 2) • ' ,, ! 

{ ,'. 
-1 ., ,. . 11 ,O, O) VALE J•o . '1 

, o J 'l f (x*l . o HELICAL 
onde e lxl '"2) . 

! • _L tan- 1 ., . 'l < o 
' 

,, 
'1 

-
! 

' 
o 

' QUli.DR. TR.!_ f {x) . 
' 

(x-2l t G (x-2) • ' ., "o bo:i -..:i J , . . ' r=l 
GONOMt:TRICA v f (X*) . c 

oodo G • LL t, 
L!j' ., . . , são aleatórios om [-1,1] 

f (X) ' ' oodo c,, . ' i ' j . '2 X Gx . i+j-1 •• , . . ' 
"'"' • f (x*) . c 

Gli . o ' ' . 1, ... , n 

4 • 3) Conforme o Capitulo 3, a "teoria da eficiência" se baseia 

no fato do ponto inicial, x 0 , dado no problema, estar bastante pr~ 

ximo do ponto solução, donde tiramos uma previsão para o número de 

iterações necessárias para certos algoritmos, com ordem de conver­

gência conhecida, convergirem. 

Dessa forma, testamos os vários algoritmos com vários po~ 

tos iniciais, cujas distâncias com relação ao ponto-solução da fun 
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ção em questão sao distintas. Com isso, tentamos conseguir um in­

tervalo de valores confiáveis para esta distância de tal maneira 

que este intervalo nos diga quando podemos esperar, realmente, que 

Newton possa ser mais eficiente que Quase-Newton e/ou vice-versa. 

Resumindo, sabemos que tanto o número de variávies das 

funções a serem testadas quanto a distância, por nós estabelecida, 

entre o ponto inicial e a solução de cana função devem exercer in 

fluência sobre o trabalho de cada alqorítmo e, consequentemente,s~ 

bre sua eficiência. 

Assim, para cada função-teste considerada, adotamos o se 

guinte critério para a escolha do ponto inicial: 

Sejam SOL(I) , I= 1, _ .. ,n, a solução da 

DISTE {jl.jll, jl.l, 1., ljl., ljlf,l.}. Então, 

função 

x(I} = SOL(I} + (RAN(l.}-jl.5}*2*DIST, I= 1, ... ,n , 

e 

onde RAN(.) é a subrotina que gera pontos aleatórios entre %e 1. 

Portanto, à medida em que atribuímos valores maiores para 

DIST, obtemos pontos iniciais, x{I), I =l, ••• ,n, cujas distân­

cias ao ponto-solução, SOL (I), I= 1, ... ,n, sao cada vez maiores. 

Para cada "DIST'', procuramos qerar dez pontos iniciais di 

ferentes a fim de termos condições razoáveis para avaliar os vá-

rios casos distintos. As tabelas apresentadas abaixo são formas 

simplificadas que adotamos para darmos idéia dos resultados que ob 

tivemos nos testes realizados. 

Quanto aos critérios-de-parada dos alqorítmos, sabemos es . . -
tarem eles baseados na aproximação da norma do qradiente da função 

a zero. Alqumas diferenças em termos de proqramação devem existir 
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entre os mesmos, mas isto será desprezado no nosso problema. No e~ 

tanto, algumas observações com relação à aproximação do algoritmo 

à solução da função serão feitas no final deste capítulo. 

Antes de passarmos a analisar as várias tabelas, devemos 

acrescentar aqui que apesar de sabermos que o tempo computacional 

(CPU), gasto por cada alqoritmo até a sua converqência, está dire-

tamente relacionado com o número de iteracões e o seu trabalho por 

iteração, não podemos considerá-lo o fator Único na determinação 

da "eficiência" dos algoritmos aqui tratados, devido ao fato do 

sistema utilizado para nossas experiências apresentar "cargas de 

trabalho" frequentemente oscilatórias, acarretando, dessa forma , 

problemas de precisão na comparação dos vários 11 tempos" consegui-

dos. 

4 • 4) Para cada experiência realizada, apresentamos três dados, 

o primeiro referente ao número de iteraçÕes, o sequndo ao número 

de avaliações da função e o terceiro ao tempo computacional gasto~ 

respectivamente, por cada algoritmo até a sua convergência. 

Através dos dois primeiros dados podemos verificar as es 

timativas "1.2" e "1.3" que se referem ao número de avaliações de 

função por iteração gastos pelos algoritmos de Newton e Quase-Ne~ 

ton, respectivamente. Com relação ao primeiro dado, faremos, no 

final do capitulo, comparações entre a "razão entre os números de 

iterações necessárias para "Newton" e Quase-Newton" convergirem", 

descrita no Capitulo III, e os dados reais. 

Utilizaremos, para cada tabela abaixo, as se~uintes nota 

çoes para os casos de não-convergência dos algoritmos: 
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NFLAG = 1: Excedeu o número máximo de avaliações da função. 

NFLAG = 2: A busca inidirnensional falhou ao melhorar o valor da -

função. 

NFLAG = 3: O vetor-direção na o é uma direção de descida. 

TABELA 1 

1) Para os algoritmos de Newton, podemos observar que, para DIST 

menor do que dez, o programa "MF~lA" converge mais rapidamente 

do que o programa "NEWMIN", apresentando um número menor deite 

raçoes e avaliações da função, o que nos surpreende pelo fato 

dele ser mais exigente na escolha do valor da função. Mas, para 

valores maiores de DIST, "NEWMIN" nos parece ser mais eficiente 

do que "MF,0'1A". 

2) Já para o alqorltrno 0uase-Newton, notamos nue o proqrama MF%1A 

é melhor do aue o proqrama VA13A para valores pequenos de ''DIST'~ 

para DIST !qual a cem, este proqrama excede várias vezes o núme 

ro máximo de avaliações da função dado no proqrama principal 

(MXFUN = S~~*N), apesar de, para os casos de convergência, 

apresentar um tempo computacional melhor do oue o tempo do pro­

grama VA13A • 

3) Sobre o algor!tmo do método de Gradientes Conjugados, 

notar a sua superioridade com relação ao alqorltmo do 

podemos 

método 

Quase-Newton para auaisquer valores de DIST, ainda que o mesmo 

necessite de um número maior de avaliações da função por itera 

ção. Com relação ao algoritmo de Newton, observamos alquns ca-



TABELA 1 

FUNÇÃO-TESTE: ROSENBROCK 

~'EWMIN 

I 
NEWTO~l" N~. MPJll!l. GRADIENTES Q.N. Q.N. 

~!E'RHN 
"IIISCPE'I'0" "'!Ff!lA" "DISCRETO" 

OIST 
CONJlJG1\DOS "VA13A" "MF.illA" 

' 

I '. •• 0,01~ ' ;, I '· o. 038 I '. ' . o. 018 ' . '· 0.015 9, "· o .030 '· 10. 0.061 8. "· 0.030 

J. 11. o. 02) ' l. 
' '"· o. 015 '· 9. o. 012 1, '· o. 042 a. 1'. 0.057 '· 16, o. 077 o. "· 0.047 o .01 
: 

9. ; 0.031 
' '· • • 0.048 '· • • 0.026 J • •• 0.043 11, "· 0.075 a' 11, 0.054 5. "· 0.037 

' ' • • ; . 0.030 
' 

9, 5, O. OJS '· • • 0.032 • • 5, o. o 23 ' . ló, 0.029 10. ll • 0.0~7 9. "· 0.030 
I 

5. a' o. 031 •• '· o. 030 i '· 5. o .025 '. '· o. 017 6. 15, 0.026 12, 15. o .075 9. 13, 0.030 : o .1 

9. 10. 0.038 • • '"· 0.029 9. 6. o .011 5 • '· 0.030 '. 16, o .047 10. 11, o. 059 1<, 16' 0.041 

19, 19, 0.047 13, la' 0.060 ' ' 
13, l9, o .038 ll. l9, 0.062 10, "· 0.077 22, 19, o .115 "· "· 0.061 

I 
ll, H. 0.031 ll, 13, 0.058 13, 19' o .04 7 13, l6, 0.052 6. "· 0.031 15, 11. 0.086 "· Ja, 0.047 1. 

10, 13, 0.015 ' o. 1'. 0.052 ' 9' "· o .033 J • "· o .1)42 11, "· o. 046 13, 22, o. 089 13, 19, 0.047 I 
"· "· 0.104 ' tJFL/I.G - 1 ' "· 09, o .126 NFL.AG "' 1 "· "· 0.128 55, "· o. 223 51' 65, 0.138 I 

' : ' 
15. "· 0.043 16, "· 0.066 I 15, "· o. 049 "· D, 0.069 18' "· o. 078 15, 31, o .110 31. "· 0.085 10. 

i ' 11, 14' 0.053 ll, "· 0.053 '· ll, o .03 9 ll, "· 0.062 "· "· o .061 "· lJ, o .o e a "· 51' 0.092 

102' 142, 0.195 ' 596, 611, l.B 54 104, 157' o. 297 161, 281' 0.654 n, 56, o .083 50, 65, 0.199 "· 75, 0.133 i I lll6, 124' 170' o. 240 I t.'FLAG , 1 192' 0.351 NFLAC , 1 "· "· o .147 63, 116, o .3 20 82, 117, o.n1 I 1oo. 

166' 228. o. 377 NFLAG , 1 170' 257' 0.408 NFUG , 1 61, 154' o. 223 98, 132. 0.537 96, 135, o. 264 i 
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sos de sua superioridade já para DIST pequeno; para os valores 

maiores de DIST, podemos afirmar que Gradientes Conjugados é 

mais eficiente que os demais métodos aqui referidos. 

4) Para esta função-teste, a superioridade do algoritmo do método 

de Newton com relação ao algoritmo do método Quase-Newton é in­

discutível. 

5) Quanto ao algoritmo de Newton com hessiano discretizado, torna 

-se evidente a sua ineficiência quando DIST é grande, e este f~ 

to pode ser explicado teoricamente, pois sabemos que a aproxim~ 

çao local de uma função diferenciável à sua forma linear é tão 

boa quanto menor for a vizinhança tornada com relação ao ponto 

em questão, ou seja, 

(III) f I I (X) f'(x+h) -f'(x) 

h 

quando h+ O, e para evitar o cancelamento [f(x+h)-f' (xl] 

quando x é grande, h também deve ser grande, e, portanto a apro 

ximação por diferenças será ruim. 

Para DIST pequeno, este algoritmo é ainda mais caro do que New­

ton Anal!tico e isto se deve ao cálculo do quociente das dife­

renças (III) necessário para cada elemento da matriz (Cap. I , 

§ 3) 

TABELA 2 

1) As observações 1, 4 e 5 da tabela anterior sao válidas, também, 

para esta função. 



TABELA 2 

FUNÇJ!.O-TESTE: BANANA DE WOOD 

. 
NEWTON NEl'IMW NEWTON NEW. MFJillA GRADIENTES Q,N, Q.N. 

DIST 
"NEWMIN" "DISCRETO" "Mf'jllA" "DISCRETO" CONJUGADOS •vAlJA" "M.FJlJl.A" 

; . 9. 0,039 ; . 4. 0.060 2, ; . o .031 2. '· o. 035 "· "· 0,081 10, 15. 0.138 18, 20, o .114 

4, 5. o. 041 '. 4. 0.041 ; . 4. o ,034 '. 9, 0.0-44 "· 22, 0.069 ll. "· 0.126 18, 20, O.lDl o .01 

'· 4. 0.023 '. 4. 0.030 '· 9. o .017 '. 9, o. 031 "· "· 0.094 9, "· 0,102 18, 20, o .0~6 

'· lO. 0,040 s. 9. 0.056 s. '. o .048 5. '· o. 057 ll, "· o .075 ll, "· 0.128 20, 22, o. 091 

'· 9. 0.042 s. 8, 0.069 5, '. 0.031 5' '· o. 054 "· "· 0.101 16, 19, 0,179 10, 16, o. 071 o .1 

'· 9, 0,048 5, 8, o. 056 5' ;, o .037 5. '· o. 052 "· "· o .DBS ll, "· o .140 19, 21' o .115 

>O, 15' 0.058 9. "· o .111 11, lL 0.054 ll, "· o .109 25, 51' o .175 "· "· o ,172 25, 26, o .153 

9, 10' 0,069 8' 9' o ,098 8' 9' 0.074 8' 9, o. 084 24, 49, o .149 20, "· 0.178 "· "· o .136 L 

8, 9, 0.045 8' 9' o. 076 8. 9' o .04 6 8' 9, 0.077 20, 41' 0.123 19, 24. 0.148 28, 29, o .138 

29, 35. o .133 25, ll, 0,214 28, "· O.HS 25, 31, o. 214 n, 14'1, 0.370 62, "· 0.468 99, 120, o. 513 

18, "· 0.076 H, 182' 0.490 18, l9, o .097 l9, 22. 0.178 31, "· 0,204 44, 52, 0.328 89, 110, o. 44 5 lO. 

I 21. 23, 0,107 NFLAG . 1 "· "· o .152 NF'LAG . 1 66, 145, 0.368 46, 57' 0.440 101, 117 • 0.491 I 

"· "· 0.138 l•lFLAG - 1 "· "· o .117 115, 148, l. 034 "· 173' 0.456 "· 99, 0.603 97, 111, o .478 

37, "· 0.283 NFLAO . 1 37, 44, o .23 3 NFLAG . 1 71, 146, 0.429 75, 84, 0,537 100, 120, o .518 100. 

37, 41, 0.199 NFLAO . 1 38, 43, 0.210 NF'Ll\G . l 54, 111, 0,292 94, 115 • 0,631 108, 130, o. 513 

• 
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2) Para o método Quase-Newton, podemos observar uma "melhora" do 

programa VA13A sobre MF~lA, não deixando de lado o fato de, ain 

da, o programa MF~lA apresentar um tempo computacional (CPU) in 

ferior ao do programa VA13A • 

3) Quanto ao algoritmo do método dos Gradientes Conjugados, nota­

mos, aqui, uma pequena diferença no seu comportamento com rela 

çao à tabela anterior, ou seja, ao mesmo tempo em que apresenta 

uma maior eficiência diante do algoritmo do método Quase-Newto~ 

apresenta, também, uma maior inferioridade com relação a "New­

ton" e isto deve ser observado para quaisquer valores de DIST. 

TABELA 3 

1) Para esta função notamos que os dois programas de Newton,NEWMIN 

e MF~lA, convergem num mesmo número de iterações e avaliações 

de função, distinguindo-se apenas no tempo de CPU, cujas dife­

renças sao pequenas. 

2) Para "Quase-Newton", podemos observar uma maior eficiência do 

programa MF~lA sobre o programa VA13A, cujo trabalho computaci~ 

nal é extremamente grande. 

3) As observações 3, 4 e 5 da tabela anterior são válidas, também, 

para esta função. 

TABELA 4 

1) Nesta tabela, podemos observar que o programa MF~lA, de Newton, 

é pouco mais eficiente do que o programa NEWMIN, estando esta 



NEWTON NEWMIN 

"NEWMIN" ND!SCRE't'0 8 

'. '· 0,026 '· , . 0.024 

L '· 0.015 '· '· o. 030 

'· '· 0.022 '' 2, 0,027 

'· 7, o. 041 '· '' 0.066 

5' 6, 0.041 5, 6' 0.061 

'' 7. o. 030 6, 7, 0.046 

U, "· 0.061 n, "· 0.107 

"· D, o. 061 "· D, 0.107 

"· D, o. 068 "· 13, 0.099 

n. "· o. 081 '"· "· O.H9 I 

H, "· 0.070 H, 15, 0.154 

n, "· 0.09:2 "· "· o .172 

22, "· 0.107 111, 11:2' o. 780 

"· 20, o .10:2 "· 102' 1.107 

23, "· 0.107 "· 106' o. 725 

TABELA 3 

FUNÇÃO-TESTE: QUARTICA DE POWELL 

NEWTON ""'· HFJlA GRADIENTES Q,N, 

·MF.IllA H •oiSCRETO" CONJUGADOS ·vA1311" 

'. '· ().016 '' " 0.030 '· '. o .031 "· "· o. 387 

'· , ' 0.022 '· 2, o .023 '· '' o .031 "· B, 0.141 

1, '· o .031 '· '· o .028 '. '' o .029 42, 57, o. 339 

6, '' 0.029 6, '' o .070 "· 52' o .120 57, 61, o. 409 

5, 6' o. 042 5, 6. 0.045 "· "· o .124 '"· 82, 0,476 

6, '' o .031 6, 7. o .061 27, "· o ,138 70, 88, o. 497 

11, "· 0.060 U, "· o .102 "· 57. o .130 "· "· o. 497 

D, H, o. 075 D, H. o .13 o 47, 100' 0.239 78, 88, 0.515 

12' "· o.ou "· D. '1,107 23, "· o .127 78, 91. o. 563 

"· "· o. 09 2 
. 

23, "· o. 27 4 H, 87, o .225 72, "· o. 517 

H, 15, 0,077 H, "· o .13 2 37. 77, 0.207 75, 83, 0.509 

"· "· o. 081 22, 24, 0.2:20 n, O, o .117 75' "· o. 5:20 

"· "· o .116 "· "· 0.316 29. 66, 0.153 "· 101, o. 577 

"· 20, 0.096 58, "· 0,730 29, "· 0.171 "· 85, o. 5:27 

23, 24, o .107 44, "· 0.356 29, 59, 0.154 "· 1:21, 0.701 

Q.N, 

"HF,IllA" 

•• '' o .030 

8, "· () .045 

7' '' o .038 

29, "· o .151 

23, 25, 0,123 

"· "· 0,164 

"· 20 ,. 0.091 

"· 37, o .153 

37, "· o .177 

S9, 65' o .297 

52, 55' 0.272 

52, "· o. :248 

87, 101, o. 391 

66, 78, 0.330 

81, 90, o .4:26 

OIST 

o .01 

c.' 

L 

10. 

100. 

., 
w 
• 



TABELA 4 

FUNClíO-TESTE; DE BOX 

NEWTON NEWMIN NEWTON NEW, MFJillA GRADIENTES Q.N. Q,N, 

"NEWM.IN" "DISCRE'l'O" "MFRilA" "DISCRETO" CONJUGADOS "VAllA~ "MFflA" 
ors·r 

2, '· o. 229 2, 3, 0.246 ,, 2, o .139 2, 3' o. 242 6, n, 0.667 6, 9' o. 369 2' 4' o .170 

L 2, 0.137 2, 3, 0,242 ,, 
2' o. 136 '· 2' 0.152 6, "· o .697 6, 8, 0.337 2' S, 0.194 o ,01 

2, 3, o.ns 2, 3, o. 244 L 2, o .137 2, 3' D.261 7' 20' o. 789 7, "· o. '>52 2, S, 0.209 

2, 3, 0.218 2, 3, o. 233 2, 3, o. 224 2' 3' 0.264 3, 7' 0.310 "· U, o. 654 U, U, 0.557 

2, 3, o. 215 2, '· o. 250 2' 3' o. 212 2, 3' 0.247 4' "· 0.398 u, >5, 0.715 "· H, ·o. 576 0.1 

2, 3' o. 228 2, 3' o. 258 2, 3, o. 223 2, '' o. 243 2' 5, 0,226 8, 9, 0.393 '' S, o. 211 

4, S, o. 387 4, 7' o. 538 4 ' 5, o. 3-~l 
I '' 7' 0.561 '· s, 0.387 8, U, 0.460 H, 15, o .618 

'· 5, o, 385 f'FLAG o 1 '· S, O. 39S I 4' " ,-,, G.659 8, n, o. 72) 8, U, 0.491 S, 8, o. 333 l. 

'· S, o. 424 S, 6, 0.545 3, 4' o. 301 '· 5' 0.452 '' 9, 0,391 u, H, 0.709 7' U, o. 47] 

14, "· 1. 332 H, n, 1. 519 H. "· 1. 298 D, 16, l. 439 >5, 32, 1. 265 41, 54, 2.303 NFU.G o ' 
9, >0, 0,849 9, "· o. 957 9, >0, 0.807 7, 9, o. 792 9, "· 0.885 "· "· o. 920 D, H, 0,656 10. 

27, "· 3. 919 >5, 20, l. 767 34, ;a, 3. 970 14, n, 1. 529 D, 32, 1.315 25, 38, 1. 597 H, 32, 1.328 

NFLAG o 2 NFLAG " 2 WCAG o 3 "'""' . 3 t.TLAG . 3 NFLAG = ' NF>.AG . ' 
NFLAG . ' NFLAG . ' WLAG . 3 

I 
WLAG . ' NFLAG . 3 NFLAG = 1 NFLAG . ' 100. 

NFLAG . 2 NFLAG . 2 WLAG o 3 NFLAG . 3 WLAG . 3 NFLAG • ' WLAG . 3 

• 
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superioridade concentrada mais na sua rapidez computacional 

(tempo) • Mas, para DIST grande, ambos demonstraram bastante 

fragilidade na convergência. 

2) Para "Quase-Newton", observamos aqui uma maior eficiência do 

programa MFjllA com relação a "VA13A", sendo que, para DIST gra~ 

de, nenhum dos dois conseguiram convergência. 

3) Para DIST igual a 0.1 a 1. notamos que o algoritmo dos Gradien 

tes Conjugados é mais eficiente do que o algoritmo Quase-Newton, 

mas para pontos iniciais longe da solução ele apresenta fragil! 

dade, como os demais algoritmos. 

4) As observações 4 e 5 da tabela anterior sao aqui válidas. 

TABELA 5 

1) Para DIST igual a 0.1 e 1., "NEWMIN" é melhor do que "MF~lA" • 

Para valores maiores de DIST, ambos são ineficientes, pois na o 

conseguem atingir o ponto-solução da função. 

2) Quanto ao método Quase-Newton, o programa MF~lA é muito mais 

eficiente do que "VA13A" para valores pequenos de DIST. Para 

DIST igual a um, alguma comparação sobre eficiência seria prece 

ce, pois há casos em que "VA13A" se apresenta muito melhor que 

"MF~lA
11 e vice-versa. 

3) Nesta tabela, novamente podemos observar a superioridade do mé-

todo de Gradientes Conjugados sobre os métodos de Newton e 

se-Newton, com exceções, obviamente, dos casos em que DIST -e 
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TABELA 5 

FUNÇÃO-TESTE: CRAGG-LEVY 

NEWTON NEWMIN NEWTON ""'· MFIJlA GRADIENTES Q.N. Q,N. 

"tfi:WMIN• "DISCRETO" "MFIJlA" •orscRETO" CONJUGADOS "VAlJA" "MF!JlA" 

1, 1, o .o 32 1, s. 0,048 1. 1. 0.042 1. '· o ,067 1. 7, 0.031 48, 61, o .44 3 1, 6, 0.031 

1. 8, 0.047 '. 8. 0.058 3. 1 s. o .077 3, "· 0.101 1. 7, 1),040 JB, "· o .'103 

I 
'· 6. o ,033 

I 1, S, 0.106 ' 1, s. 0.048 '. 9. 0,046 1, '. 0,063 '. 7, 0,042 "· "· o. 248 '· 6. o .044 

7. 8. o .090 8. "· o .179 7' 8. O ,lOS 7. 33, I) .218 7. 15, o ,077 "· "· o .554 "· "· 0,152 

'"· 11, 0.124 9. '"· o. 212 10, 11, o .122 7. "· o .168 6. "· o .059 35, "· o .416 "· 15' o .121 

i "· "· o .143 16, "· 0,391 "· U, o .154 U, "· 0,329 8, 18, 0,099 "· "· o .4 33 ' 47, "· o .312 I 
NFLAG . 1 NFLAG . 1 NAo CONVERGIU NM CONVERGIU NJ<o CONVERGIU Nl\o CONVERGIU ' NAo COWERGIU 

"· "· 0.458 NFLAG . 1 JB, "· 0.415 NJ\o COnvERGIU NÃO CONVERGIU NÃO CONVERGIU NÃO CONVERGIU 

NFLAG = ' NFLAG . ' NFLAG . ' I NÃO CONVERGIU Nl\o CONVERGIU NFLAG . 1 NFLAG . 1 

NFLAG . ' NFLAC . 1 NFLAG . ' i NFLAG . 1 NFLAG . 3 NFLAG . 1 I NFLAG . 3 

' 
i 

NFLAG . 1 ' NFLAG . ' ' NFLAG . 1 Nn.AG . 3 NFLJ\G = 1 ) NFLAG . 3 NF'LAG ~ 2 1 

i CONVERGIU I NF'LAG ~ 1 •>o Nkl CONVERGIU NAo CONVERGIU NÃO NFLAG . 1 CONVERGIU NFLAG . 3 

(*) Não conside~amos DIST ~ 0.01, nesta Tab e Za, por-que que 

ponto-solução achado tivesse apenas uma apro:cimaçao 

determinamos 

de 1 O- 2 

NÃO CONVERGIU: Não tivemos in.fo~mação da l!ausa da nao-convergencia. 

DIST 

o ,01 

0.1 

' 
1. 

' 

10. 

100. 

o 

• 
"' "' 
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muito grande, pois ar este método também deixa de convergir. 

4) Podemos notar uma superioridade de "Newton" em relação a 11 Quas~. 

-Newton para os casos de DIST = 0.1 e DIST = 1. 

5) Quanto a "Newton Discreto", confirmamos a sua eficiência para 

pontos iniciais prÓximos ã solução, apresentando poucas diferen 

ças em relação a "Newton Analitico". 

TABELA 6 

1) Para DIST pequeno, podemos dizer que os programas NEWMIN e MF~L~ 

empatam; para DIST = 1. notamos que o número de avaliações da 

função no programa NEWMIN cresce bastante, acarretando-lhe uma 

eficiência menor. Quando DIST é igual a de2, também há um "em­

pate" e para DIST igual a cem vemos que "MFillA" é melhor que 

"NEWMIN", visto que converge com um trabalho computacional bem 

menor. 

2) Para o método Quase-Newton observamos que, para todos os valo­

res de DIST, o programa VA13A converge num número de iterações 

e avaliações de função menor do que o programa MF~lA, mas o seu 

tempo de C.P.U., mesmo assim, ainda é maior. 

3) "Gradientes Conjugados" mostra-se algumas vezes superior a "Qua 

se-Newton", mas é seguramente superior que "Newton" para "DIST" 

maior ou igual a dez. 

4) Da mesma forma, "Quase-Newton" também é superior a "Newton" P!! 

ra valores de DIST iguais a dez e cem. 



I, 
NEWTON NEWMlN 

"NEI'.~IN" MDISCRE'I'O" 

3, '. o .lO 'i 

li 

3. '· 0.063 
' 
' ) . o. 054 ! 3, ' ' 0.043 '. 
' 

3, '. o. 029 ' : ), '' c. OS& 

! 5, ; ' 0.050 ! 5 ' '· o. 076 

I 5, '· o. 046 
' 

; . '· o. 07~ 
! 

o. 028 i ' ) . '. ) . '· o. 055 

'· H, o .114 ' ), "· •]. ~ 29 
I 

;, 2'7 ' C·. :2: ) ' ) ' ' 
' . l ~ 2 ' 

11, 26, o. lll ' 13, 21, 0.162 

! 33, 103, o. J 08 ! 3 5 ' 125, o. 584 
' ! 
"· 128' o. 415 ' "· 61. o. 326 i 

I ' "· "· O. lS 3 "· 23, c. '" 
~ 

·"' 
230, ]66. l. 2 51 ; 90' 133' o. 8'!2 I 

' 
136' 19~. o. 9g7 "· "· o. 216 I 

' o. 668 1 I 171' 226, O. B 27 "· "'· 

TABELA 6 

FUN<:;ÃO-TESTE: VALE HELICAL 

NEWTON NEW, MFfllA GRADIENTES 

"MFjil'lll." "DISCRETO" CONJUGADOS 

3. '. 0.146 3. '. 0.065 11, 21, 0.139 

3. '. o. 037 3. '. 0.051 13, "· 0.118 

) ' ' . !:. 044 ), '' 0.035 '' 19, o. 075 

'. '. C.046 '. '' o. 057 '"· 40, 0.148 

5, 8. o. 043 5. 8, 0,065 8' 19, 0.077 

'. 5. o. 069 .. 5, 0.0~6 10, "· (1,096 

" 2 5' ~.10~ 11' "· n .lJS 22, "· o .165 "'' 
l .~ • 2 l ' ; ~, ~ I 13, "· O.B2 23, "· O.H!4 

!O' H, ~.094 10. ~~. 0.133 13, "· 0.138 

31 ' 7 5. o. 291 "· 53, o. 335 "· "· 0.241 

"33' 7 4' 0,269 "· "· 0.325 "· "· 0.246 

"· "· o .l69 "· 51. o. 270 "· 69, o. 238 

lf.S, 268, L2Sl 45, 99' o. 545 "· 36, 0.293 

23, 5<, o. 211 l~' "· 0.150 28, 30, 0.235 

l'l7' 18 5' o. 71B 30, 6), 0.381 "· 85, 0.369 

O.N. 

"VAllA H 

'. 12. o .115 

'. "· o .116 

13, 15. o .136 

18, 19, o .241 

'' H, o. 093 

'' 13, o .110 

18, "· 0.290 

"· n, o- 209 

20, "· o. 200 

"· 70, o. 447 

"· "· 0.255 

"· "· 0.245 

"· "· 0.450 

"· "· o .434 

"· 60, 0.388 

Q.N. 

"MFj!lA" 

13, 18. () .091 

13, '"· 0.092 

19, 22, o .131 

'"· 22, o .116 

20, 23, 'l.ll9 

18, 20, C,OH 

"· 30, . • 1 \3 

"· 27' : . : ·,' 
"· "· a .11 s 

"· "· c. 255 

35' "· o. 23 o 

41, 53, o. 266 

"· 81, o. 380 

33, 51. a .2oa 

NPL>G . 1 

DIST 

G. O 1 

'-' 

l. 

)0. 

1 o o . 

: 

"' "' 
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5) Excepcionalmente, notamos que, para esta função, o algor!trno de~ 

Newton Discreto é mais eficiente do que o algoritmo de 

Analítico, para DIST igual a cem (sic ••• ) 

TABELA 7 

Newton 

1) Para valores de DIST menores do que um, os dois programas do mê! 

todo de Newton convergem com poucas diferenças em seus traba-· 

lhos computacionais (número de i te rações, número de avaliaçõe::; 

e tempo). Para DIST igual a um, "MF!11A" mostra-se um pouco 

mais eficiente, mas, para maiores valores de DIST, ambos os pr5~ 

gramas falham na convergência, sendo que "MF!11A 11
, na maioria 

dos casos, atinge o limite de avaliações de função, ao passo 

que "NEWMIN" falha na sua busca unidimensional. 

2) Apesar do programa VA13A convergir em menas iterações do quE~ 

MFf/lA, o seu número de avaliações de função é bem maior do qUE~ 

o número de avaliações de "MFf/lA" e, consequentemente, o seu 

tempo computacional também passa a ser maior. Mas, para valo·· 

res de DIST maiores do que um, "VA13A" e "MF$-JlA .. deixam de atin 

gir o ponto de minimo da função. 

3) "Gradientes Conjugados" mostra-se superior a "Quase-Newton" E~ 

menos eficiente do que "Newton'' para valores de DIST menores ou 

iguais a um. Para DIST grande, ele também deixa de atingir o 

valor m!nirno da função. 

4) Obviamente, através das observações anteriores chegamos que c) 

método de Newton, para esta função, é superior ao método QuaS!!:. 
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TABELA 7 

FUNÇKO-TESTE; QUADRATICA TRIGONO~TRICA (n=l~) 

! 
"'''''" NEWMIN NEWWN NEW, HF!JlA GAADIEN'TES Q.N. Q,N, 

DIST ~ 
~NEWMIN~ DISCRETO "MFlllA" "DISCRETO" CONJUGADOS "VAllA" "MFIJlA" 

I 

1, 2' 0,159 1, 2, o .179 1, 2, o ,135 1, 2, 0.152 I '. "· 0,358 12, "· o ,628 13, 15, 0,596 

' 
1, 2' o .062 1, 2, o .214 1, 2, o. 108 1, 2, 0.192 i '. "· o. 489 12, "· 0.658 11, 13, 0,439 0,01 

' 1, 2. o ,061 1, 2, 0,155 1, 2, o. 062 2. 3, o. 251 i '' "· o. 328 13, 25, o ,668 12, "· 0,367 

2, 3, 0,169 

I 
2, 3, o .312 2, 3, 0,110 2. 3, o. 275 ' 11, 23, o .4 Jl 14, "· o ,662 "· "· C.S04 

I 
2, 3, 0.124 2, 3. 0.287 2. 3, o ,106 2. 3, o. 261 j 11, 23, 0,407 H, "· o. 770 16. 18, o .559 o .1 

' ' 1, 2, 3' o .109 I 2, 3, o. 315 2, 3, 0,106 2' 2' 0.09 ' ll, 23, 0,461 I 14. "· 0.942 15. 17, 0,637 
' 

' 5, 6. o .254 5, 6. 0,822 5. 6' 0.312 I 5. 6. 0.684 13, 27, 0,447 
' 

18, 27, o ,834 17, 18, o ,567 ! 
5, 7. o. 240 '· '· o. 799 ' 5. 7, o. 227 : '. e, o. 774 H, "· 0.509 15. "· 0,772 18, "· 0,591 1. I ' I I I 
7, "· o. 331 5, '· o .691 5, 8, o. 236 7. 11, 0.934 "· "· o. 574 I 15, 25, o. 734 17, 18, 0.631 I 

NFLAG . 2 NFLAG - 2 NFLAG . 1 Nn.AO . 2 ' NFLAG . 2 NAO CONVERGIU Nn.AG . 1 
' 

NFLAG . 2 NFLAG . 2 NFLAG . 2 NFLAG . 2 Nn.AG . 1 NAO COMVERGIU NAo CONVERGIU 10. 

NFLAG . 2 : Nn.AG . 2 NFLAG . 1 NFLAG . 2 N1iO CONVERGIU ""' CONVERGIU ""' CONVERGIU 
' 

NFLAG . 2 

I 

NFLA.G - 2 NFLAG . 1 NFLAG . 2 Nn.AG " 1 NAO CONVERGIU NFLAG " 1 
NFLAG . 2 NFLAG . 2 NFLAG . 1 

I 
NFLAG . 2 NFLAG . 1 ""' CONVERGIU NFLAG • 1 1100. 

NFLAG . 2 NFLAG '"' 2 NFLAG . 1 NFLAG . 2 NFLAG . 1 •Ao CONVERGIU NlO CONVERGIU 
' 

NÃO CONVERGIU: Para este caso~ nao tivemos informação da ~ausa da nao­

conver>gencda. 
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-Newton, quando DIST assume valores pequenos. 

5) Novamente, podemos notar através desta tabela que o método dE~ 

Newton Discreto, apesar de convergir num número igual de i ter a·· 

ções e avaliações de função, ao método de Newton, ainda é ma i .!li 

"caro" do que o mesmo. 

TABELA 8 

1) Observamos maiores diferenças entre os programas do algor!Uoc1 

de Newton, quando DIST assume o valor um, pois, aí, ''NEWMIN'' E! 

superior a "MFJ11A''. Para valores menores de DIST, notamos quE~ 

estes dois programas se distinguem apenas em centésimos de se~· 

gundos de C.P.U. 

2) Nesta tabela, o comportamento dos programas do algoritmo Quase-· 

Newton se invertem diante da tabela anterior, visto que "VA13Afl1
• 

é mais eficiente que "MFJ11A", para quaisquer valores de DIST 011t 

de os mesmos convergem. 

3) As observações 3, 4 e 5 da tabela anterior também podem ser 

aqui incluídas. 

TABELA 9 

1) Para a função-teste Elba (n = 3~), os programas do algoritmo de: 

Newton se comportam semelhantemente ao caso anterior (Quadr. 

Trigonométrica (n = 20)), excluindo o fato dos mesmos converg,!, 

rem para quaisquer valores de DIST. 



TABELA 8 

FUNÇÃO-TESTE: QUADRATICA TRIGONO~TRICA (n=2~) 

NEWTON NEWMIN NEWTON NEW. MFjllA GRADIENTES Q,N. Q,N, 

"NEWMIN~ "DISCRE'!'OR N!o!FjiU. M •o:rSCRETOM CONJUGADOS "VA13A" "MFJflA" 

'· '. o .33 2 '· 2, 0.833 '· 2. o. 293 '. 2. 0.821 22, "· 2.14 3 "· "· 3 .615 "· 35. ] . '36 

'· 2. 0.301 '· 2. o, 859 '· 2. o. 225 '· 2, 0,833 20. "· 1.950 26, "· 3.677 32, "· 3. 610 

'. 2. 0.223 2, J, l. 661 '· 2. o. 301 2. 3. 1.677 "· 45, 2.197 "· "· 3,400 37, "· 4. 238 

2, 2 • o. 41S 2, 3, l. 631 2, 2 • o .391 '. 3, 1.611 23, "· 2. 318 "· "· 3 .412 "· "· 4.06 

' . 2 • o. 426 2, 3, 1. 5!'!2 '· 2 • o .404 2. 3, l. 681 "· 55. 2 ,699 25, "· ] .538 37, "· 4 .178 

'· 2 • o. 4 06 2, 3. 1. 593 '· J • o .38~ 2. 3, 1. 59] "· 55. 2.652 "· "· 3. 500 "· "· 4. ?90 r-· 
l' 8, "· 6.216 5. 5. l,l)q 5. 8, .; .ns "· "· 4. 449 26, "· 3 .655 . 3 • 1 . 3 8 9 "· 48' 5.1 ~4 

I 
' . l l. 048 5. 5, 4.081 5, J. l.lH '. J. 4.8~9 30. 51, J .'102 "· "· 3. 949 43. "· 4. E:'l 

5. J. l.OBl(*) '· J. 4,%0(*) n, "· 1.952( 0 ) n, >5, 9.024(*) "· "· 3 .4-61 26, 42, 3. 791 "· "· 5.080 

t;FLJ,c " ' NKo CONVERGIU NJiO CONVERGIU NliO CONVERGIU NFLAC. = 1 N, CONVERGIU NFLAG ~ 1 

::n.liG " 2 "'' CONVERGIU ~O CONVERGIU Nli:O CONVERGIU NF'U\f: m ' N. CONVERGIU NFIAH . 2 

158 ,677 ,4 5. 578 (*) 148' 624' 138.01 (*) 62,112,11.927(*) 52, 92,42. 744 (*) NFLA.r. ~ 1 ("') tl.CONVERGIU (*) NE'IAG 9 1 ,., 
t."E"LAG " 2 NFLAG . ' NKO CONVERGIU ~O CONVERGIU NFLAr. ~ 1 N. CONVERGIU NFIJI.G . 1 

Nf"LAG " ' NFLAG " 2 "" CONVERGIU N.8:0 CONVERGIU NF!.AG = 2 N. COW/ERGIO N'FLAG . . . 
NFLAG . 2 NFLAG . 2 NKO CONVERGIU NA:O CONVERGIU NFLAG ~ l N. CONVERGIU NFlJ•,r; ~ ' 

Apr>oximação ao ponto-solução foi ruim. (*) 

NÃO CONVERGIU: Não tivemos informação da aausa da nao-aonvergencia. 

D!ST 

o .01 

"-' 

I 
1. 

lC. 

100. 

• 



TABELA 9 

FUNÇl\0-TESTE: ELBA (n = Jil') 

NEWTON NEWMIN NEWTON NEW. MFflA GRADIENTES Q.N. Q.N. 
DIST 

"NEW'!IN~ "DISCRETO" •MF1111 • "DISCRETO" CONJUGADOS "VA13A • "KFI!IlA" 

1. 2. 0,628 l' 2, 2.245 1' 2' o .fi()~ 2' l' 4.374 l' 7' 0,4'1? lO, 17, 2.821 l' '' o .611 

1. 2, 0.565 l' '· 2. lfi!) 1. 2' o ,530 2, l' 4.516 3' '' n.so4 lO, 15' 2.679 3' 5' 0.625 0.01 

1' 2, 0.580 l' 2' 2. 275 1' 2' o. 564 '· l' 4. 321 l' '' n.st.; lO, 17, 2,904 3' 5' o ,598 

1. 2, 0,527 2, 3' 4. 323 l, 2' o. 540 2, l' 4-313 5, "· o. 741 ll, 19, 3,626 . ' '' 0,850 

1. 2, 0.547 2, 3' 4. 21;1 3, 2' o. 54~ '' ' ' 4. 4 ~6 l. '' 0.52~ lO, 17, 2. 792 l' '' o .627 o' 1 

1' 2, 0.551 2, l' 4. 271 1. 2' o. 51 f '· '' 4. ~35 '· 9' I) .671 10, 17, 2.921 '' '' o .867 

1. 2' 'l, 52~ '' ) ' 4. 12~ I 1. 2, ~. ~111 2 ' ' 
4, G ~f; '' 

9 o ,!'13~ 10, "· 2.98~ '' 5' o .951 

i ' ' i ' i 1. 2, o .63~ '· 3, 4.91'1FI i 1' 2' 0 .~IJB i '' '' 5,1<15 '· 10, o • !l!ll lO, 17, 3 .208 '' 5' (). 974 1. 
I 

l' 2, 0.592 2, 3' 4. 740 1' 2, (\,F;)~ 2, '' 4.'11!6 5' 11, 0.892 lO, 17, 2.978 . ' '' o .811 

1. 2, 0.564 '· 3, 4. 751 2' 3' 1.091\ '· l ' 4.1\1'13 . ' '' 0.699 lO, 17, 3 .124 5' 7' 1.135 

l, 2, O.SH 2, 3, 4.834 2, 3' l .046 '' 3' 4.~!l2 '' 9' o.7oq '· "· 2.443 5' 7' 1.134 lO. 

l, 2, 0.552 2, 3, 4. s.u 2, 3' 1.024 '· ' ' 4. 413 5' 12, 0.895 lO, 17, 3.019 '' '' 1.077 

2, 3, 1.016 3' '' 6,2Q7 '' l, rJ.'!IH 3 ' ' ~. 419 '' 11, 0.819 lO, ll, 2,853 '' 8' 1.137 

'· 3, 1.07~ '· 2' 4. 2<13 2, '' n .9q~ 3, ' ' f;,2DO 5, "· o. 715 '· H, 2.380 5' '' 1.012 100. 

2, 3, 0.987 2, 3' 4. 4 54 2, 3, 1.rno 2' 2' 4.505 5, lO, o. 722 lO, 17, 2.742 5' '' 1.037 

• 



2) Neste caso, o programa MF~lA, para "Quase-Newton", 

mais eficiente do que o programa VA13A, para todos os 

de DIST. 

.94 .. 

mostra-sE! 
I 

valores~ 

3) Aqui, o algoritmo de Gradientes Conjugados é "mais barato" de> 

que o algoritmo "Quase-Newton".. Com relação ao algoritmo dE! 

Newton, o mesmo observamos para valores de DIST iguais a um E! 

maiores que dez, o que nos ajuda a confirmar a 11 robustez" de 

''Gradientes Conjugados" nos casos em que o ponto inicial dadC> 

se encontra distante do ponto-solução. 

4) Para todos os valores de DIST, o algoritmo de Newton é superior 

ao algoritmo Quase-Newton. 

5) Para esta função, "Newton Discreto" torna-se muito "mais caro" 

do que "Newton Anal! ti co'', pois o seu tempo computacional é bas 

tante grande .. 

TABELA lO 

1) Para o algoritmo de Newton, notamos aqui que ambos os seus pr~~ 

gramas se mostram superior ou inferior, se comparados, em várl 

os casos e isto se relaciona somente com o tempo computacional 

dos mesmos. 

2) Quanto a "Quase-Newton", a mesma observação anterior pode seJ:' 

considerada. 

3) Já "Gradientes Conjugados" se mostra superior a ambos os algo··· 

ritmos, Newton e Quase-Newton, para quaisquer valores de DIST .. 



! 
1, 2, 3,036 

1, 2, 2.937 

1, 2, 2.943 

l, 2, 3.149 

1, 2, 3.002 

1 1. 2, 2.923 

'1, 2, 3.341 1 

11, 2, 3.021 

1, 2. 3.074 

2, 3, 5.638 

2, 3, 5.569 

i 2, 3, 5,622 

' i 2, 3, 6.097 

' i 2, 3, 5.773 

12. 3, 5.623 

NEWMIN 

•orsCRETO• 

2, ], 31.602 

2, 3, 31.136 

2, 3, 30.778 

2, J, 3l.M2 

2, ], 30.305 

2, 3, 30.474 

2, 3, 31.277 

2, 3, 30.853 

2, 3, 31.135 

2, 3, 30.362 

2, 3, 30.941 

2, 3, 31.028 

3, 4, 46.742 

3, 4, -46.649 

2, 3, 29.859 

TABELA lQ 

FUNCJ!.O-TESTE: ELBA (n ~ 6!1) 

1, 2, 3.068 

l, 2, 2.958 

1, 2. 2.9~6 

L 2, 2.993 

1, 2, 2.928 

l, 2, 3.224 

1, 2, 2.987 

1, 2, 2.956 

2, 3, 5.643 

2, 3, 5.474 

2, 3, 5.593 

2, 3, 5.941 

2, 3, 5.717 

2, 3, 5.565 

Nnl. MFJilJI. 

•orscRETO" 

2, 3, 29.9'}5 

2, 3, 31.924 

2, 3, 30.884 

2, 3, 31.292 

2, 3, ]0.4~4 

2. 3, 30.71~ 

2, J, JlJl2E 

2, ], ]l.<il2 

2, 3, 31.503 

2, 3, 30.447 

2, 3, 30.955 

2, 3, 31.4Bn 

], 4, 46.896 

3, 4, 46.429 

3, 4, 45.156 

GRADIENTES 

CONJUGADOS 

3, 7, 1.680 

3, 7, 1.641'1 

3, 7, 1.6~9 

], 7, 1.682 

J, 7, 1.759 

J, 7, 1.~75 

I S' 2.423 

5, lO, 2. 794 

4, 9, 2.25fi 

4, 9, 2.133 

4, R, 1.947 

4, 8, 1.988 

I 
5, lO, 2.42fi 

I '' 5, 12, 2.790 

12, 2.956 

O.N. 
"VAllA" 

9, 15, 8.834 

9, 15, 8.887 

9, 15, 8.724 

9, 15, 8.621 

8, 14, 7.952 

9, 15, 8.869 

11, 17,10.009 

~. 11. 6.013 

9, 15, 8.690 

9, 15, 8.649 

9, 15, 8.701 

7, 13, 7.277 

9, 15, 6.991 

6, 14, 7.894 

9, 14, 8.543 

OIST 

3, 5, 2.197 

3, 5, 2.169 0.01 

3, s. 2.151 

3, s. 2.210 

I 3. 5, 2.182 0.1 

3, 5, 2.206 

4, 5, 2.'12~ 

4, 5, 2"907 

4, 5, 2.897 

4, 6, 3,010 

4, 6, 3.049 

4, 6, 3.236 

5, 7, 3.891 

5, 8, 4.079 

s, 8, 4.075 

100. 

"' "' 
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4) As observações 4 e 5 da tabela anterior sao aqui válidas. 

Quanto à aproximação da solução "achada" à solução real, 

dada pelos algorftmos aqui tratados, afirmamos que, quando co~ 

vergem, todos os algoritmos aqui referidos apontam para um pon­

to com boa aproximação da solução, não existindo diferenças 

grandes entre os mesmos de modo tal que implique em alguma alte 

ração ou invalidação das tabelas observadas acima. 

Devemos fazer, aqui, apenas uma ressalva para os casos em 

que a aproximação foi ruim (Tabela 8), visto que, para um deles, 

podemos observar a superioridade de "Gradientes Conjugados" e 

"Quase-Newton" sobre "Newton''; mas, sendo esta amostra muito p~ 

quena (apenas um caso entre muitos considerados), pode serdes-

prezada. 

Deixamos de incluir, nas tabelas anteriores, os dados r~ 

ferentes às experiências realizadas com o algoritmo de "Newton Mo­

dificado••, isto porque tais dados foram extra! dos de experiências 

realizadas em condiçÕes diferentes das que nos referimos até agora; 

ou seja, os pontos iniciais gerados foram calculados de forma dif~ 

rente, mas, o que é importante, obedecendo o parâmetro "DIST 11
; is 

to é, consideramos, agora, 

X(I) = SOL(I) + P(I)*DIST /PNOR 

onde PNOR P(I) = RAN(l.)*2-l, e RAN(.) -e a sub 

rotina do sistema, geradora de números aleatórios entre (0,1} 

Em segundo lugar, o número máximo de avaliações determin~ 

do para estas experiências é MXFUN = SO*N, o que pode nos expli-
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car, em alguns casos (como veremos), a não convergência deste al 

gor!tmo diante da convergência do algoritmo de Newton, pois, an-

teriormente, MXFUN = SOO*N. 

Mesmo assim, diante destas diferenças, ainda podemos ob-

servar e comparar os comportamentos destes dois algoritmos através 

das tabelas anteriores e das tabelas 11 e 12, as quais descrevem, 

da mesma forma, o número de iterações, número de avaliações de fun 

ção e tempo computacional gastos pelo algoritmo de "Newton Mofifi 

cado" para obter convergência. 

Dessa maneira, podemos verificar que: 

TABELA 11 

1) Para a função-teste Rosenbrock, ambos os algoritmos, Newton e 

Newton Modificado, assumem comportamentos semelhantes, com exc~ 

ção a OIST igual a dez, onde "Newton Modificado" é mais custoso, 

e DIST igual a cem, onde o mesmo deixa de convergir, apesar de 

já termos salientado as diferenças entre os valores do 
. 

par ame-

tro MXFUN, utilizado nas duas experiências. 

2) Já para a função-teste Banana-de-Wood, podemos notar comporta-

mentes bastante semelhantes entre estes dois algoritmos, para 

todos os valores de DIST. 

3) Nas experiências com a função Quártica-de-Powell, observamos 

que o algoritmo de Newton converge mais rapidamente do que o al 

gor!tmo de Newton Modificado, e isto se deve tanto ao número de 

iterações quanto ao número de avaliações da função e tempo com 

putacional. Porém, não devemos esquecer, aqui, que os pontos 



TABELA 11 

~TODO DE NEWTON "MODIFICADO" 

r M!TOOO DIST • 0.01 OIS'!'" 0.1 I' DIST = 1 . OIS'!'= lO, _IHST = 100. 

----1---r-----1 
' 

4, S, 0.040 4' 5, 0.049 14, 18, 0,068 39, 53, 0.228 NFLAG • 1 

O NEWTON 
5 ANALh'lCO 

4, s, n.nH 4' 5, 0.032 14, lfl, 0,071 45, 62, 0.212 NFLA.G • 1 

' ' 
2, J, 0.031 5, 6, 0,037 14, 18, 0.06~ 36. 49, 0.213 NFLAG • 1 

' ' 
4, 5, 0.025 5, 6, 0.052 15, lfl, 0,080 40, 53, 0.245 NFLA.G • 1 

O NEWTON 
c DISCRETO 4, 5, 0.036 4, 5, 0,045 14, 1fl, 0.061 46, 6~, 0,253 !WLAG • 1 

' NFLAG • 1 3, 4, 0.032 5, 6, 0.048 14, lA, 0.091 37, 4A, 0.195 

,4-----~~--~~~~~~~~-~~~~~~~~-=~~--~ 
A 4, S, 0.042 7, 8, 0,080 9, 11, 0.104 21, 25, 0,215 27, 28, 0,321 

N NEW't'ON 
!I ANI<LtTtcO 2, 3, O,OHi 7, 8, 0.065 11, 17, 0,125 '27, 35, 0,234 20, 21, 0,1<;17 

' ' " • n NEWTON 
O DISCRETO 

' 
o 
' A Nf:WTON 
R ANAL!TICO 
T. 

p 
0 

• 
' ' ' 

c 

'"""" DISCRETO 

NEWTON 
IINAUTICO 

NEWTON 
rllSCRF.TO 

<> NEWTON 
1\ ANAL!TrCO 

' 
' 

I ~ 
NEWTON 

DISCRF.TO 

3, 4, 0.032 

4, s. 0.074 

2, ), 0,042 

), 4, 0.029 

NFI.AG ,. 1 

s, 6, 0,057 

6, 7, 0,050 

2. 3, 0.031 

6, 7, 0,071 

6, 7, 0.072 

2, 3, 0.207 

2, 3, 0.186 

1, 2, 0.116 

2, 3, 0.215 

2, l, 0.222 

2, J, 0,241 

4. 

7' 

4' 

5, 0.044 

8, 0.152 

8, 0.109 

5, 0.070 

11, 12, 0,092 

6, 9, 0.077 

11, 12, 0.092 

11, 12, 0.134 

8, 9, (l.095 

11, 12, 0,134 

2, J, 0,2011 

2, J, 0.199 

2, 3, o.:n5 

3, 4, 0,)0(, 

3, 4, 0.3111 

7, A, 0.082 

9, 11, 0,146 

11. 15, 0.164 

7, A, 0.093 

H, 17, O.H1 

17, Hl, 0.137 

17, 18, 0,133 

16, 17, 0.194 

17, 18, 0.192 

17, 16, 0,200 

~. 7, 0.504 

5, 6, 0,432 

~. ~. 0.346 

4, 5, 0.408 

17, 19, 0.11"3 

22, 2~. (!,306 

2~. 30, 0,375 

18, 20, 0.228 

23, 24, 0.191'1 

23 1 24, O.lAJ 

23, 24, O,lfl2 

23, 24, 0.25fi 

23, 24, 0.271> 

24, 25, 0,21H 

NFLIIr: • 1 

26, 30, 2.396 

::l, 'J, C .G'Jl 

NFLAG • 2 

38, 45, 0.423 

81, 83, 1.302 

34. 35, 0,459 

75. 81. 1.180 

27, 28, 0,219 

29, Jo, 0,238 

29, 30, 0,2)5 

34, 42, 0.425 

40, 44, 0.473 

36, 44, 0,457 

NFLAG • 2 

NFLAC • 1 

llFlJl.C • 1 

NFLAG = 1 

J, 4, o.nfl 4, 5, o,421 1, fi, n.~qo 

~~~-~~--~~-r------~ 
NFLI\G • 1 

11, 12, 0.176 19, 20, n.274 )), 3fl, 0,4A~ NFLAC m 1 

6, 7, 0,105 20, 21, 0.283 NF!.Ar: " 2 NFLAr. .. 1 

10, 11, 0,154 

11, 12, 0,223 

17, 19, n.243 NF'LAG - l NF'LJ\0 ~ 1 

NFTN; - -,-. -+--,cfcCA-:-,G-·--,-1--1 

6, 7, 0.1H 20, 7.1, n.4D NF'LJI!. - 2 NFLA!. " 1 

10, 11. 0,191 17, ]Q, ~.12n NFl.Jir.- 2 NF'LAG • 1 
-------- ___ L_ _______ _L ____ _ 

.98. 
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iniciais considerados para estes dois algoritmos são diferentes, 

apesar de estarem a uma mesma distância do ponto-solução. 

4) • i " d • Nas experienc as com a Funçao e Box, tambem observamos seme-

lhanças no comportamento destes algoritmos, salvo quando DIST é 

igual a cem, pois "Newton Modificado" deixa de convergir por f,!! 

lhar na busca unidimensional, ao melhorar o valor da função, e 

"Newton" por falhar na sua "direção de descida". 

5) Para a função-teste de Cragg-Levy, notamos diferenças maiores 

entre os dois algoritmos, pois 11 Newton Modificado•• nos parece -

ser mais "caro" do que "Newton", para os casos de convergência. 

Para os casos de não-convergência, a mesma observação do item 4 

pode aqui ser feita. 

TABELA 12 

1) Para a função-teste Vale Helical, notamos diferenças entre os 

algoritmos de Newton e Newton Modificado, quando DIST é grande, 

ou seja, para DIST igual a dez, "Newton Modificado'• apresenta 

um maior número de avaliações da função por iteração, mas, para 

DIST igual a cem, este mesmo algoritmo se mostra mais eficiente 

do que o algoritmo de Newton. 

2) Já para a função-teste Quadrática Trigonométrica (n =1~), o al-

gorítrno de "Newton Modificado'• e o algoritmo de Newton "ernpa-

tam 11 quando DIST é pequeno. Para DIST igual a um, "Newton Mod!_ 

ficado" é pouco mais eficiente que Newton e, para DIST igual a 

dez, o primeiro converge várias vezes, o que o Último não canse 
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A ,, 
c 

" ' ' l 
c 
' ' 
Q 
Q 

A 
Q 

T 

' l 
G 

o 
o 

' Q 

T 

' l 
G 

' ' " ' 

MtTODO 

NEWTON 
ANAL!TICO 

NEWTON 
DISCRETO 

NEWTON 
ANAL!TICO 

NEWTON 
DISCRETO 

NEWTON 
ANALlTICO 

TABELA 12 

Ml!TODO DE NEWTON "MODIFICADO" 

DIST = 0.01 

1, 4, 0.1'\~6 

3' 4' 

3, 4, 0,046 

3, 4, OJI5A 

3, 4, o ,(15] 

3, 4, 0,051 

1, 2. 0,079 

1, 2, 0.1'19~ 

1' 2' O,Oiifi 

1, 2, 0.154 

1, 2, 0.150 

L 2, O,l36 

1, 2, 0.301 

1. 2, o .341 

DIST ~ 0.1 

8, 1~. n.fl'll 

5' 11' 

s, "· n.o~l 

11, 20, n.uo 

~. 12, n.0711 

4, 5, o,nS4 

2' 3' 

'' 3' 

2' 

n .113 

o .111 

0.1111 

2, ], 0,241 

2, 3, 0.232 

2, 3, 0,219 

2, J, 0.4~1> 

2, 3' 0.41;6 

DIST "' 1. 

9, 12, rl,OAO 

n .nn 

s, f', n .n~n 

1?, 21, n.tn 

ln, ]A, 1'\.111 

s, fi, 0,075 

3' 4' 0.173 

3' ' ' O,H7 

'· 
1, 4, O,]<;Q 

3, ~- 0.3~1 

s, li, n, 5')9 

J, 4, n.fi~2 

1, 2, 0,302 2 1 1, 0,463 1, ~. O.f>72 

f-----+----+----!-----·-
1, 2, 0,836 2, 3, 1.251 3, 4, 1.7~~ 

NEWTON 
DISCRETO 

Nn.'TON 
ANJ\LlTICO 

NEWTON 
DISCR!:TO 

1. 2, 0.1111 

1, 2, o.RAS 

1, 2, 0,%11 

1, 2, O,Hfi 

1, 2, 0.989 

1, 2, 5.552 

1, 2, 5.50,0 

NEWTON 
ANAL!TICO 1 • 2 • 4 • 70 ~ 

2, l, 1.2111 

2, 1, 1.211 

1, 

1, 

1, 

L 

2' 

'' 

1, 7., 4. 7H 

1, ~. 1.7~7 

l' 1, n .%~ 

~. l, lO,'tll 

'· l, 1n.n1~ 

D!ST"" 10. 

45, 125, (!,]74 

1L O.lOf'i 

2~, 6f'i, (!,234 

49, 140, O,f'i(l6 

35, FI~, 0.39f'i 

22, 50, o.249 

NFLP.l. = 2 

10, 15, 0.582 

19, 30, 1.098 

NFLI\G " 2 

8, 12, 0.939 

m'LA.G " 2 

NFIAG .. 2 

NFLAG " 2 

NFLAG " 2 

NFLAG = 2 

NFl..AG "' 2 

l, 2, 0,964 

1, 2' o. 975 

0.978 

2, 3, 10.906 

2' 

1, 

L 

.100. 

OIST .. 100. 

37, 94, 0,346 

36, 82. o .316 

21, 41, 0.251 

17, 31. 0.196 

NF'l.J\G " 2 

NFLAG = 2 

NFI.J\G ,. 2 

NPLAG '" 2 

NFLAG ., 2 

NFLAG '" 2 

NFLAG " 2 

NFLI\G " 2 

NFLAG • 2 

NFLAG " 2 

NFLAG = 2 

NFLI\.G m 2 

1, 2, 0,965 

L 

1, 

2' 

2, 

l, 

2' 

2' 

0.973 

0.966 

3, 10.910 

3, 10.907 

2, 4~697 

E l, 2, 4.734 1, 2, 4,1\<JFI 1, 

1 ; c:--------1-c 1 -.~,c_-c,c 2 -.c,c,o,-t-c 1 -.--o 2 -.-,c 2 cc.,c,c,c-~c,c.--c,-.-o,c,-_c 2 c 2 o,-+-- 2o,---- 3 c.-c,c,c.c,c,c,-i--c 2 -.--c 3 -.-o,c 5 -.c,c 1 ,~ 
: A I NEWTON 

1, 7, 4,770 

1, 7, 4,710 

3, 10,903 

2, 4.711 

2, 4.690 

2, 4.693 

1, 2, 4,719 

1, 2, 4.700 

11 

•:·CO iOtSCRETO 1, 2, 42,741 1, 2, 43.1l71 2, l, 114,'l1q 2, J, 85,J?l 

. I 1, 2, 42.720 1, 2, 42.~77 ?, 1, R4,fil4 2, 3, 84.920 

UNI C .o. MP 

SinLIOTECA CENTRÀL 

2, J, 65.642 

2, 3, 84,975 
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gue fazer. 

3) Para a mesma função anterior, mas com vinte variáveis, notamos 

que "Newton Modificado" é melhor do que "Newton" quando DIST é 

igual a um. Para outros valores de DIST, os mesmos apresentam -

um comportamento semelhante. 

4) Para a função Elba, notamos comportamentos idênticos de ambos 

os algoritmos, tanto quando o número de variáveis desta função 

é igual a trinta, como quando o número de variáveis é igual a 

sessenta; ou seja, o algoritmo de Newton Modificado é superior 

ao algoritmo de Newton para DIST igual a cem, e, podemos notar, 

também, que o seu tempo computacional se mantém estável à medi 

da em que o ponto inicial se distancia do ponto-solução, o que 

não acontece com o algor!tmo de Newton, pois este apresenta nú-

mero maior de iterações e avaliações da função, quando DIST -e 

grande. 

4 .6) Falemos, agora, do "quociente previsto" entre o número de 

iterações de Newton e o número de iterações de Quase-Newton, neces 

sã rios para convergirem, e do "quociente real", conseguido através 

das tabelas descritas na secçao anterior. 

Lembrando que a 2 é a ordem de convergência do algoritmo 

Quase-Newton 

e denotando 

e a
1 

a ordem de convergência do algoritmo de Newton,,' 
log a 2 = QUOC , construímos a tabela 13. 
log a1 

Lembramos aqui, também, que a 2 e QUOC já se encontram 

calculados na Tabela NEWQUA (Apêndice) 
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li\BELA l3 

E X P E R I t N C I A 
FUNÇAO N ., ouoc 

DIST=O.Ol OIST•O.l DIS'l'•l, DIST=lO. OIST~lOO. 

ROSENBROCK ' 1,47 0.55 o ,47 o. 34 o. 71 0,60 1. 70 

BANANA DE WOOO • 1. )) 0.41 0.15 o. 31 o. 36 o .23 o. 33 

QUART. POWELL • 1.33 0,41 0,16 o .19 o. 39 o. 30 0.27 

OO> ' l. 47 o .55 o.so o. 23 o .42 o. 9 3 -
CRAGG-LEVY • 1.33 o ,41 - 1. o o 0.35 - -
VALE HELICJ\L J 1. 38 o .4 7 o .20 o. 29 o .4 3 0,78 2.25 

QUADR. TRIGONOM. 10 1.19 0,25 0.08 o .13 o. 28 - -
QUADR, TRIGONOM, 20 1.12 O,lfi o .o 3 n .ns 0,17 - -

I HM 
30 l. 09 [} .12 o • 3 3 o. 27 (). 2 5 o. 40 o .40 

ELBA " 1.05 0.07 o. 3 3 o. 33 o. 25 0.50 0,40 

O que podemos observar na Tabela 13 é que, com exceçao à 

função Rosenbrock, o "quociente 11 obtido através de nossas experiê~ 

cias se aproxima de 11 QUOC" à medida em que DIST se aproxima de um, 

o que pode ser explicado pelo fato do algoritmo Quase-Newton se 

"recuperar" bastante diante do algoritmo de Newton, para pontos-

iniciais mais distantes da solução. E este fato está bastante rela 

cionado com a aproximação da matriz "Bk", obtida a cada iteração 

k, a qual não é satisfatória nas primeiras iterações. (Esses dados 

foram extra!dos de cálculos da média aritmética dos números de ite 

rações dos algoritmos "MF~lA", para cada valor de DIST.) 

Vamos considerar estes mesmos algoritmos para verificar-

mos a real validade das estimativas "1.2" e "1.3" utilizadas na 

construção da "Função de Decisão", do Capítulo 3, e que se referem 

ao número de avaliações-de-função por iteração gastas pelos mesmos. 

Corno podemos observar, para algumas funções-teste obtive 



TABELA 14 

ESTIJV.TIVA '""" """"'" ESTIMATIVA "'"" QUASE-NEWTON i 
FUNÇXO N MtrnA M~OIA 

DIST=O.Ol DIST-O .1 OIST=l. DIST--10, D!ST--100. DIST""O .01 DlST>-0 .1 DIS'l'=l. DIST=lO. DIST~lOO, 

ROSENBROOK 2 l.S 1.45 l. 42 1.41 l.S 1.44 2.1 1.3 1.1 1.3 1.< 1. 44 

aANANA DE WOOO • 1.3 1 •• 1.3 1.1 1.1 1.24 1.1 1.2 2 •• 1.2 1.2 1.42 

QUARTICA POWELL • 2 • 1.3 1.1 1.1 l. 1.3 1.3 1.1 1.1 1.1 1.1 1.14 

•ox 2 2. 2.2 1.2 1.' - 1.7 2.3 L2 1.3 1.1 - 1.< 

CRAGG-LEIJY • - •• 3 1.1 - - 2.7 - 3. l. - - 2. 

V.II! .. E HELICAL 3 1.7 l.S 1.2 2. 1.7 '-' 1.3 1.2 1.2 1.< l.S u 

QUADR. TRIGO:<OM, 10 2. 2.2 1.. - - L' 1.16 1.13 1.3 - I - 1.2 

I ' QU11.DR. TRIGO:<O!>I. 20 2. 2.2 1.3 I - - '-' 1.05 1.05 1. 02 - I - l. 04 I 
M~IAS l. 7B 2.00 1. 25 1 1. 40 1.3 l. 70 1.47 1.< 1.3 1.22 1.37 1. 3 7 



.104. 

mos o número de avaliações-de-função do algoritmo de Newton basta~ 

te alterado; mas acreditamos que esta alteração não é suficiente 

mente significativa a ponto de invalidar a tabela NEWQUA. 
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CONCLUSÕES 

Diante das nossas observações feitas em cada tabela deste 

trabalho, podemos concluir que: 

1) A modificação apresentada na busca unidimensional do programa 

do algoritmo de Newton, "MF(llA", diante da busca unidimensional 

da "NEWMIN'', não nos traz qualquer vantagem com relação a con­

vergência deste algor!tmo. Longe disso, muitas vezes se mos­

trou inferior ao programa NEWMIN. 

2) Quanto ao algoritmo Quase-Newton, nao nos parece ser a forma da 

"VA13A'' a mais adequada para se armazenar a matriz aproximada -

do hessiano, visto que este programa, na maioria dos casos, se 

mostra muito mais "caro" do que o programa MF"lA. Mesmo quando 

o número de iterações e o número de avaliações de função da 

"VA13A" era pequeno, ainda apresentava um tempo computacional -

maior do que o tempo de 11 MFj1lA", como observamos na Tabela 6. 

3) Com relação a Gradientes Conjugados, podemos dizer que este 

apresenta superioridade com relação aos algoritmos de Newton e 

Quase-Newton na maioria dos casos em que o ponto-inicial estava 

a uma distância grande do ponto-solução. Em alguns casos (Tab~ 

las 7, 8, 9, 10) ele se mostrou superior a Quase-Newton para to 

dos os valores de DIST. 

4) Comparando "Newton" e "Quase-Newton", o primeiro é superior ao 

segundo em quase todas as experiências realizadas, exceto para 

pontos-iniciais longe da solução, pois neste caso o algoritmo 



.106. 

de Newton se mostrou ineficiente, tanto pelo seu "custo comput2; 

cional" quanto pela sua convergência (Tabela 8). 

5) Tratando do algor!tmo de Newton com hessiano discretizado, as 

mesmas observações feitas anteriormente nos ajudam a concluir 

que ainda é válido utilizarmos este algoritmo para os casos em 

que a função a ser minimizada não possui derivada segunda. Bas 

ta "chutarmos bem" um ponto-inicial. 

6) O algor!tmo de Newton Modificado se comportou semelhantemente 

ao algoritmo de Newton, chegando a convergir em ocasiões onde 

"Newton" não convergiu (Tabela 7) • 

7) Quanto à "função-de-decisão" construída no Capítulo 3, podemos 

dizer que ela pode nos dar informações, mais ou menos seguras , 

de quando devemos usar o algoritmo de Newton ou o algoritmo Qu! 

se-Newton, dada a função em questãoa E afirmamos isso diante 

dos resultados da Tabela 13, onde comprovamos que a "predição 

QUOC" é bastante razoável para pontos iniciais não muito diatan 

tes da so luçãoa 

Pode surgir, aqui, uma dÚvida de como conseguirmos tal "distân 

cia" que seja "perfeita" para fazermos tal prediçãoa Em geral, 

o que sempre acontece é que procuramos um ponto-inicial que se 

ja o melhor possível e, nesta situação, jogamos com a probabili 

dade de também podermos errar: 

CONSIDERAÇ0ES: 

Com a teoria descrita no Capítulo 3 acerca da previsão do 

número de iterações necessárias para certos algoritmos convergirem, 
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no nosso caso "Newton" e "Quase-Newton", podemos avaliar, a prio­

ri, o custo computacionat de cada um desses algoritmos diante das 

funções requeridas (como fizemos no exemplo do Capitulo 3). 

Vimos que, para várias funções-teste, o algoritmo de New 

ton é mais eficiente do que o algoritmo Quase-Newton quando o pon­

to inicial dado está prÓximo ao ponto-solução. 

O fato dessas funções possuirem poucas variáveis (com ex 

ceçao da "Elba'', n=60, mas que é quadrática) nos faz ficar "deven 

do" experiências com funções "maiores" para que pudéssemos obser­

var melhor o comportamento desses algoritmos; porém, sobrecarreg~ 

ríamos a memória do "PDPlO" utilizado para essas experiências ..• : 

Quanto ao algoritmo dos Gradientes Conjugados, ele real­

mente se apresenta mais "robusto" em relação aos algoritmos "New­

ton" e ''Quase-Newton", para pontos-iniciais distantes da solução • 

Para "n" grande, ele também apresenta um custo computacional bem 

inferior aos demais, o que já era esperado por nós, conforme as oh 

servações do CapÍtulo 1. 

Talvez esperássemos que o algoritmo de Newton Modificado 

fosse mais eficiente do que o alqorítmo de Newton para pontos onde 

o hessiano é indefinido, o que supomos nao ter acontecido, pois 

nos faltou analisar o hessiano em cada ponto achado, a cada itera 

çao. 

Porém, temos qu~ o algoritmo de Newton apresentou um com­

portamento muito bom diante das funções-teste utilizadas, o que já 

nos basta para também concluirmos sobre o bom comportamento de 

"Newton Modificado". 
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PROPOSTA; 

O nosso interesse principal, neste trabalho, foi o de en 

centrarmos um algor.f tmo tão bom quanto ou melhor do que o algorí .!: 

mo de Newton, para pontos em que o hessiano da função fosse indefi 

nido. Fizemos, então, o estudo de urna outra possível implementação 

do algor.ftmo de Newton, que é a p"!'ogr>amação quadrática local da. 

função e vimos, através de exemplos, a possibilidade de obtermos -

um outro algor.ftmo que possa tratar com eficiência o problema da 

"indefinição" do hessiano. 

Deixamos de programar tal alqorítmo visto que o nosso tem 

po era escasso e programá-lo requer bastante trabalho; mas, esper~. 

mos que tais estudos possam ser levados adiante. 

Um estudo mais minucioso deste alqorítmo poderia ser fei-

to em cima do fato de, a cada iteração, toma~mos todas as variá-

veia livres para obtermos a nova direção de curvatura negativa.Nos 

exemplos mostrados, pode ser verificado que tal escolha leva a uma 

convergência mais rápida do algoritmo; mas, para funções com um nú 

mero maior de variáveis, talvez possam surgir problemas de estabi 

lidade numérica. Quais, teríamos ~ue verificar. 

Interessante seria verificar em quais circunstâncias tais 

problem?s podem ocorrer e daÍ tirar proveito das circunstâncias em 

que o uso de todas as variáveis livres pode ser feito. 



.109. 

A P !!: N D I C E 

TABELA NEWQUA 

N T ALT UMS QUOC BN MN 

l .t 465S7~- .. os .l87~"5f':+(IC; .~titnt2t~+O' .. s~t46]F'+iln ., .4 t ~4()fH'+02 .11111i117f+l:1 

3 .,I)A::·2'31='ot(H .12n~sr•'n .Hr•;tllSr•nt .•~4t')5~~·nn .rtl:IS9161+02' .,t5~';QSI'+n1 

i ·' 124121:"+01. .,:HII;l:'I(,~+O:l .,l551.iil)~+01 ,.4ft56ASF:•fln ., t S'S·1A7H03 .,,OOU5P"+fl1 

• .,12B:),~hOJ. • :25091 -ih ri~ ., l?ç;54 tr.Ot .. J~ I <19'~'"+tHt .,14b4!l~V+D3 • ?)9J 14P'+f't1 

6 • t l.II.S4:u·.ot .,<!21-n:;n: .. r;n .,4)91H t~:+Ol .,UiJf73t-'"+tl(l .,)6tsnnr+03 .'7~112f+01 

7 • t 2J2r15P.t01 .,2~A611i)Et:ICI .,479UStt+O' .v-tt'iftf>r•nn .,r,0!12'70Ft03 .,11 11Q'H"+fl1 

8 .. i 'Ú li Si" tO l .,t932,?r.+0() .,51 '7S.s5~':+fJt .. 21a'75~r..nl'l ,.h'79!ll 1F"+03 •. H 6 ;_'\5, •n 1 

9 • t 1 g749€t01 .. t9(l42:li+tl.';l .,II)S.ta5i)-~+nt ~2~0('ItC,11'+iln .P:R4854"F:t0J .,n9g'7tr+n1 

lO .11AH9f:+01 ,.l691.12f.+•hl .59tl!ICS~+nt .,,unné.F.•"" .!1'l4117F.:+04 ,.411'1'7411'+01 

ti .it"J295f+01 .t:sq~:llFt!H) .6'H810i+l'!t ,.'2J014?!õ:+l'lfl ,.t40tt'!H+04 ,.U4At'I8V'+fl1 

Í1 .tt6lt2H0l .t_51t~"~6r+nl'! .bbi1At1Y+tH ·.,. !tO(I"Ii'_tiln .t 1t Ut,.+0-4 ,.476HtP'+t'11 

h • t 1 ~449-rtOI • t UQi;fF:+OO • & 96 ~"' 9r.+n t ,.?n726;'íE:+nn ,.2068A2F'+04 .,50121tP'+01 

11 .it4ét18SFt01 • t 3"JV23~.+t'n .729.9ia7r.tnt .,;'HfiAH'•fin .,'24tl-5t7F.+0-4 .~l76,3,tn1 

1 5 .ts••·o)fi'_+ftl .tlt\)SiJi'+CH• ,.,6~n;tr+nt ."tA9n,,~.n~:~ ,.1.9•15Jtli't04 .ll6"J5~1f'tfl1 

16 .ttU90F"t01 .t;!Sbi>Sftt.t'l • '79S16Sr.•nt .·1 A12Q7rtiiO .1391 0-4fo':t04 ,.!'i970"iH't!'!1 

17 • t 1 1Sl6f::tftl .t 2oHo2FtM• ,.8:i:9i'117E+OI .,t74:!22E+Of'l ,.J92413'r+04 .62flt 13'F'+~1 

i e .tt.13JH'+C1 .t 162q(IEtOC ,.AS999!l~•ot .H77sn:•,\fl ,.45~~))F'+04 ,.6549Jflf+t!l 

,. 9 ,.f1tS'7D~t~1 .. tt:2t66!!'tn:J .. 8915121':+01 • t Fd ~2:"F.+ÕI'J ,.51'H1J6F't04 .,6C!\)52f'+l'!1 

20 .tt1Hô;:-+nt .1ú~l14 .. 'tl'l0 ,.!ilnn7r+ot ~t56)5\f+•1'1 .5~1)qlf'+04 ,.11t4~?Ftt11 

2 I .tttM>6P:•nl ,.t049b6f:+(IO .90:.JSQ9E+U1 .IS1781'2tn~ ,.fi56JfJ]f.+04 .,73qí!Rft[+C1 

22 .. ttnó95r:+tll ,.10t601Jii:+CHI .,QaHfiaF.+ot .1~659-'E•nn ,.1J591')""+04 .,166i17.Sr't01 

23 .t10l6.c~·.ot .,9&57~~E'·('l .1 ~~~ HS~:+02 ~ j 422t5E•ilo .Fi2122:1f.t01 .794Jt2Yt01 

24 .uoo.tíJho1 .. 9S H 11r .n 1 .. t tJ4446F.4-02 ·.1,l812ilFÚt0 ,.9 t 231DF't04 ,.9'211'S~Ei'Ol ,. .,f.t:,Q7'5b~tf\l .,Q)1~9MF.•01 .,lo74?2Ei'02 .I H)O?E+iiC'l ,.101'19'59e't05 .947969E+01 

" .,HUUr.,.l"'t .QOMtb~•Ol .,UI:'J1JF.+02 ~i1o1t0r.tiln ,.11 t ]n8F:t05 .,A1456Sft01 

, • HO~nl'tfll ,.ll22S9SF.•nt .. 1 tHI\2P"+O'l .. 1 ?73l:'1f.+itn .12229SP'tDS • 9('11'19 5lll:tn1 

>8 .tcA996J'+lH • A6n51)E•n1 • t lfi:;!'CnH~+t12 ~{?4U7F:.,Õ!'l ,.1ll3HF<t-05 ,. 921s.Urtn1 



.110 . 

>9 ·' 0"75.9hl.'l .~l9b1lTi'•IH • t Ul1~H'+n1 . i 71 U':'Ji'+ilo ,.14fl24tll't05 .t;J;:õf8?S~•o2 

lO • t OA54Sio":tl'll .il:1994l!::•01 .12196{)HCI? .1 UH!r•nn .t.59211F+05 .t1Hit'I~V+fl1 

li .toiiJ42.r+nt .at'lt242~·ot .12H*'6UO? ~ t, 5!i9~unro ., t 71909Yt05 .1t4764Vt02 

12 .10fi150e:ti'H • 1QJ411ôl·l'l1 .ll1615~t01 ~tI 10HI1:+fln • t R7)t19V+GS .1l'77C'I4Ytt'12 

13 .tOl9fiGfl't01 • 1666nu: .. t'lt • U044SF.tn' ~I H~~ o~<.:.fto .20?4l6F'+05 ,.12tHi17ft02 

H .to,19ntl'll .151'1S,?r.(\t • 'lnl9rto' ~ lliB?l'H"•i'lf' ,.2UJn5Et05 .t21S11J:tt'll 

J5 .to'Y629t:tnt • 1l52n)Fw01 .,t.l6ni7Et02 ~ t n6oA1Etfln .,234929~+05 .t2fi4,0F't02 

J6 .,1 ouur:.nt • ':2~570[•01 .tlt'1119i:tl1' ~to l95~€•t)n .25)Jt4F:t0! • t 29,9tP'tt11 

17 .to1l'l'+il1 • 1C.65~-H~.ot .t4t5?6'!'+02 ~inur~E:.ilr- .. 27049211'+0$ .t)?tf1P'•f'l2 

18 • t 0111BF-tl11 .,69})1)(llf·rH .t U2!i!.~h0'2 ~ tMJ(II\H~+i;l'l . ,~u~~,..os • t )49fiiH'+n2 

19 .t07c>•l~"tnt ,.61l1'319E'-ól ,.tU!91'7f.':+02 ~ 'ilti t ~I!'•E'-iit .lO'il2!57F'tOS • t l1i! 1 SF'ttl? 

•o • t069C'9Ftnt ,.6õ80AH .. 01 • 1 4.9t~-A2€t07 .9~JA42F<-:.nt .:\29A11~"+05 ,.140677ftfl2 

•• ,.106783Ftl11 ,.4i$64~2f•<'t ,.1$2314~+112 ~94F>IH'5!l:·Ôt • l513?SF +05 ,.141476~+fl2 

42 .. t 06662E+~H ,.644943~·fl1 ,.tS505lr+O? - ~ 9lOUt:;r .. nt ,.17J6?tF+05 .t41;211'+ó2 
' 

43 .t065461i:tlll ,.U40JSr.nt ,.t5''7l91t+01 .•H 41']J:\ .. ot .lq!ii794V.t05 .l4A9841+1'1'2 .. • tOMHF:tOl ,.623542t-ot • t 6~)'4~+0, .l!lq9~Atr .. nt ,.42C~47f+05 ,.1St144F't02 .. .t06l16,+f)l .. 6H412f .. !!1 ,.16lo17t+l'l~ ~AP.499~'·"t .4~57921":+05 ,.t5'4Q2F+I'I2 

46 ,.IO~;i2lV.+n1 ,.6ôl6R$E•Ol ,.l65649F'+02 .A'709lH:.nt .. 41l644F't05 ,.1'5'7229P'tfl2 

., .tOU7litt!11 .5942R2t.nt • t6fi210P:+01 .R117)6ilf•01 .4'18415f+05 • 1 5q9~4f'+02 

•e .tot.t.27ir+:ll .!o85l04E•(I1 .17(1~11:111'+0? .~H?.71F:.,flt .526HRF:+05 .tf.'16f>RF+I'I2 

49 .to~<;~l-H"+lll .S7641lF:'•nt .t7H!HY+07 .~~Uif1f.,.nt .. 5547!16F'+05 ,.16~371P"+01 

•• • t Ol§ilo&4F'ttll .~6'19!1i4f'•/Jl .t7h0'711"+01 ~~t'iJ!l.!Jr.Ot .~84)6]F'+05 .16!1(H<4Ft02 .. .t0~7571'+01 .. ~S97~1fw0l .llfi&'HI!+O<I ~fHl7'5!i:"•!õ"•Ót .nto&94('11õ:+O$ .t7!17 .. 7F'+fl1: 

52 ,.1011,67317.+111 .~5t811E.nt .181211f.-"+07 .7961'J95~-iit .,!114~511P"+O~ • t 7 H20P:+I'I1 

., .. t 0~5Q'2P.+lH .H4121P:•!ll • 1 217A3F:'+O'j! ~ 7~~nor·F-í1t .fl79i)~9P':+05 .l760A3P"tn1 

S4 .. tO§Stlli'+nt .~)!Se,ti8P:•I11 .186)15f'trl? • 774:Hri:r. .. ót • '7t16t5F'+05 • f7A7JI'i,.+fl2 .. .1 OI!IU7i:+nt .~29U2r.nt .188R18f+07 .lliolA211" .. ol ,.l471rllJI'+OS .un JPtf-+C'l2 

56 .tO'!ílb)F:-+01 .,!;]1-lJI!•Ol .,191413~+0, .1!1..l7l'l"'~"·01 .la?~24V"tOS ,. t R4016P"4ofl? 

., .. t o-.292"-+l'll .'11567óf•fl1 ,.1 'ill919Y.+0' .ld1~9tE•Ot .~1'Hq71'+0'i ,.tfi6642Ft02 

•• .to~272f+Ol ,.!'iJIJi117P::-nt ,.19tJ.a57V:+02 .. '7JB511'"·nt ,.R5"7218JI'-+Il5 .tsQ26o,...,n2 

19 • f O>S I ~4F:+iH .~025:,br.ot .19R 9fli7Y.+02 • 17'5r193i=':·Ô1 .,R9601 V+fl'> .t9tll10""+0"2 

60 .t050fi.9~+0l ._496)5~E•01 .:nt 41'ó'h':+:'l1 .7!6'l~q~ ... ot .935881il'+05 ,.t·H~1t"F"+n1 



.111. 

., • t0,02SrtrH ,.49lt2qSE'•t'lt ,.203'i~)F.t01 ~'7~l.U1F.·(It ,.'Hfõ!BS9Jl':t05 ,.t97M5F:tn2 

62 .i0496JP'.t01 .4Stl4Ut .• nt ,.1(!64§llF.t\J2 .t;981J111':'·Õt ~t{11S94P:t06 .t996~0II:tn2 

6J • t()&9n),.tnt ,.471:1611[•01 ,.2óR9?9g+l'7 ~690!§2(1F:.iit ,.t06214Ft06 ,..,o22?8J:"ttl'l 

·~ 
,.104114t•tn1 ,.47JQ.JS~.nt .21t4nt~+07 ,.6CI244f:.J;:,.Ôt ,.t1rt647Vt0b ,.204'79tlll'tn2 

65 .t047il11':t01 .u.7sRJF..ot • 21l8tri6F.t02 ~6145Arlr.ilt .tt5ti:J5F:t0'' ,.2o73~0P"tn2 

•• .toUllFtnl ,.161271P:-01 .21fll'll!fo0':? ~jlj!f.t§9HF'•nt .. I 19B51rt06 ,.:l!:')OQI6J'tn2 

67 .. to.u77~+nt .4510921!:·01 .. 2HiiH·P:+02 ..6~94441!'.01 .12461611"to& • 7t 24~4rtnl 

08 .t046Hftt11 .4S2n•tE"-nt .22tJt9h(J? ,.trilli2ts'"'·nt ,.t2951U't06 ,.ltll01'16r .n2 . 
•• • i045'73Ft01 .Hlt t4~•!')1 .1216"611'•(12 ~IH!.O~l"~.fit .tl45~(lP"+06 ,. 71 ''HOF't02 

" ,.t04522'Pt0l ,.441]:)bF'.-nt • '22fi0518F+Oi' ~liJAtUF..tit .t)96A7P:t06 .~2~'0fiRr.n2 

" .10447)11:+01 .4.)76121<~.(11 .. ?~R!til~+R') .•Of14p·.ot .14494-iii'+O(j ·'2'5~~,..n2 

H • tQ·H'sr.nt .43J:-p~[.tll .nt~~uv.+o'2 ~,.,4,q~.n'. .t5rt)24P'+06 ·'2~ti'I4P'+t1'2 

1! • tOH'7~V+tl1 .42115-;l~?•nt ·'H344F.:+fl? ~l.tA26Qil' .. ilt ,.t55S~R~t06 ·'2'613,.+1'12 

,. .to4ll3Ftt'l1 ,.424117~·1"11 ,.2)'57!1:1~'+0? .~>t 19"'~1':.(), ,.tft14"i7F:t06 .?)flti5Ftl'l2 

1! ,.tOI2'AaJ't01 ,.4190fltil'•rl1 ,.?JRtllli111:+0' ·""'57A3r .. .,, .to'l'2t1F'+O& ·')?6t ,,.,, 

16 .to•;.o•s•~•ot ,.4157lJ~: .. ot ,.,,.,,sc7r+fl2 ~~~ns;.,r .. iH .t7)()'l)f."t0& ·')lli1!'11P't1'12 

17 .t042o21::+n .411611!!:-•Ql .H2?J6f.+02 ~5Q195~~-nt .t7910~Ii't06 .?37SASP'tn2 

16 a10CiblF'tG1 .4076l.2f,.(lt ,.H5l7!'lf'+07 ~~'!S'if'JAll~•!'\1 .. I gc;21ll r:'ti)E. -'~(lflf;Jf"tl\2 

19 .10412:)ft01 .. •ontar.ot .247698f+02 .51114471"•01 .t91510Ft0& ·'4?5l6P"tl'l'2 

80 .t04·i8·1F:ti')J .H9987F•01 .2:;no1tL+0'2 41i'7691~~-nt .tll'7Qttll:+06 ·'4!§()fl],.tf'l2 

8 i .to•041ftnt ,.l96JHF.•01 .2514JIH'tnl ~!rj,l'UO'iF:.iit • 204 H5P"t06 •'4Hfi.5Ft1'12 

u .,t0400lõtiH .19H6H'•01 .'25481'10.:+{1, .lf"'6?.of>,.,.n, .?H1D~~"t06 .HQ9?1Ftf!'2 

., .1 OH6~1'+01 ,.]8iJB'!I7E•01 .'2571~71-':•0l .. !5~tl1t7P:•nt .,21191411'+06 ·'!S'.17~r.r.2 

•• • 1 ol9'H.Ttnt .li353HF.•IH .15Q5o9F'+O' .IJ~59J1F. .. nt ·'~d.ij5f~+06 ,.,!54Rt1P'+I'l4 

., .. to1~9Jii'.tnl ~l811'11191:.('1t .161R"6h0l ~11!:~0~'~"-"' .Ht9::!&r..o6 ·'"!i'7<1i''•t'!2 

86 • toH·H,-tOI .n8son:.ot .'264l99F'+n' .~UOI\f5,J::..,nt .2Ht40P'+06 ,.)'iQ6QjH'+(I2 

., .,tOH1JrtOl .l7~1U€.nt ,.7SI!I.Sl6P:+(I' ~~41 '"~·Ãt .146H~r..o6 ·'"'t?lF"tr>2 

!9 .1 017A'lf't01 .l719JOF•fll .'26A9fi.9FtM .,'1."46~Rtr..n.t • 'l'SHtiSP'tOó .1645411F+I'I2 

•• ,.10.1HHt!'l1 • 1611lnt.nt • :n 1 t u..:.o, ,.lfltUH•flt .. 2fil6t1E't0& .2tif:io~~BF+f'l~ 

•o .tonHrtnt .l6'!16n6F..nt • '27 .15 t fJF:tO' ~1(,.,.~,-r. .. n~ .,,t:o9l9'5F't06 ·'6Q]$1]F"+(I'2 ., .to1b9U'+f'll .l6251lE•01 ,.ll!iaJ7F'+0') .. ~lln,-1~ .. nt ,.27'H'5tr"'06 •'7179H'+O?-

., .10~&61 .. +01 ,.159510f•Ol .2Hillilrt+n' .llt967:u:· .. n, .. 29519~1l"+06 • ?'74~1'10f'+(l'2 



,112. 

93 .tOJólillf+Ol .n6S'i6F·Dt .'290.46H"+n7 ~!!1144lltr.-nt ·'9lS~iJfi't06 ·'-7h6,.1F"tt12 

94 .. 10J6n:lr+n1 .!5!643[.01 .. 71UU6P'tn2 · .. 5til2fHiF'.•ftt .. l'H 941r.nt:, ·'7A99qrr.r.4 

95 .tol5111F'tnt .lSI'IHSE .. tJi .2SSo67!i:+o' ~So6'!9')F: ... Ot .H n4~?F'+.nr1 .'29t]90P't(l4' 

96 .. tOJ5411i'.tA! .l4199U•Ol .287)r,4h02 .. so204S~.:.-n1 .:unnsr..o6 .an'7BT>+fl2 

97 .. t OlStlF'tnt .H521n·•l • 211 \)6~ 6 ~~. 0'2 ~491t07,r.-i.! .,-121!H>9F:•n6 ·'86tl'itJ':+I'I2 



.113. 

REFERtNCIAS BIBLIOGRÂFICAS 

[1} BUNCH, J.R.I PARLETT, B.N.: DiPeat Methods foP Solving Symme­

trio Indefinite Systems of Linear Equations, SIAM Journal 

on Numerical Analysis, Vol. 8, n9 4. 

[2] DENNIS JR., J.E.~ MOR!, J.J.: Quasi-Ne~ton Methods, Motiva­

tion and Theory, SIAM Revi~w, Vol. 19, n9 1 (1977). 

[3] GILL, P.E.; GOLUB, G.H.; MURRAY, W.~ SAUNDERS: Methods fo1' 

Modifying Matriz Faatorization, 
505-535 (1974). 

Math. Comp., n9 28, pg. 

[4] GILL, P.E.: MURRAY, W.: Minimization Subject to Bounds on the 

Variabtes, National Phisical Laboratory, Division of Num. 

Analysis and Computing, Dept. of Industry, 1976. 

[5] GILL, P.E.; MURRAY, W.: Newton Type Methods for Unaonstrained 

and Linearly-Constrained Optimization, Math. Proqramming, 

Vol. 7, n9 4 (1974). 

[6] LUENBERGER, D.G.: Introduction to Linear and Nonlinear Pro­

gramming, parte 2, Addilson Wesley, 1973. 

~] MORt, J.J.; SORENSEN, D.C.: On the Use of Directions of Nega­

tive Curvature in a Modified NeMton Method, Argonne Nation 

al Laboratory, Applied Math. Division, 1977. 

[8] ORTEGA, J .M.: RHEINBOLDT, W.C.: Iterative Solution of Non-

linear Equations in Several Variables, 

Academic Press, 1970. 

New York - London, 

[g] POWELL, M.J.D.: Conver~ence Properties of a Class of Mini-

mization Atgorithms, Nonlinear Prograrnming, n9 2 (Proc. 

Special Interest Group on Math. Progr. Sympos., Uni v. 

Wisconsin, Madison, Wis., 1974), pg. 1-27, Academic Press, 

N.Y., 1974. 



[10] POWELL, M.J.D,: 

A Zgorithm, J. 

.114. 

On the Convergence of the Variable Metric 

Inst. Math. App1ied, n9 7, pg, 21-36, 1971. 

[11] POWELL, M.J .D.: Some Global Conver>genae Propsrties o f a 

Variable Metric Algorith for Minimization without exact 

Line Searahes, Nonlinear Proqramming, SIAM-AHS, Proceed­

ings, Vol. 9, An. Math. Society, Providence, R.I. (197Fi). 

[12] PSHENICHNY, B.N.; DANILIN, YU. M.: Numerical Methoda in 

Extremal Problems, Mir Publishers, Moscow, 1978. 

[13] SCHULLER, G.: On the Order o f Convergence of Certain Quasi­

Newton Methods, Num. Math., n9 23, 1974, pg. 181-192. 

[14] SHANNO, D.F.: On the Convergence of a New Conjugate Gradient 

Methods, SIAM Journal Num. Analysis, 1978. 

[15] SHANNO, D.F.: Quadratia Termination of Conjugate Gradient 

Methods, Proceedings Conference of Extremal Math., por 

aparecer. 

[16] SHANNO.D.F.; PHUA, K.H.: A Va1'iabte Method Subroutine fo1' 

Unconstrained Nonlinear Minimization, MIS Thechnical 

Report, nQ 28, Managernent Inforrnation Systerns, 

Arizona, dec. 78. 

Univ. of 

[17] SHANNO, D.F.; PHUA, K.H.: Algorithm 500. Minimization of 

Multivariate Functions, TOMS, n9 2, pq. 87-94, (1976). 

[18] SHANNO, D.F.; PHUA, K.H. E OUTROS:Conjugate Gradient Methods 

with Inexact Searches, Math. of Oper. Research, nQ 3 , 

pg. 244-256 (1978). 

[19] SHANNO, D.F.; PHUA, K.H.: Matrix Conditioning and Nonlinear 

Otimization, Math. Prograrnrninq, nQ 14, pq. 149-160 (1978). 


