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ENTRODUCAOQ

No capftulo O resumimos as principais notagoes e ter
minologias usadas neste trabalho.

0s dominios de r-holomorfia num espaco de Banach se-
pardvel s3c nosso primeiro assunto. No capltulo ! estudamos al
guns teoremas sobre dominios de r-holomorfia, inclusive o Teo-
rema de Cartan-Thullen tipo | para espagos de Banach separa -
veis,(Principais referencias, [8] e.téj') -

0 Teorema de Cartan~Thullen tipos {1, 1l ¢ ti] sac o
nosso segundo assunto. No éapftulo i, definimos conjuntos U=~

-limitados, denotando por H_(U) a algebra das fungdes holomor-

b
fas que sao limitadas em conjuntos U~limitados, a envoltcrta /

U {resp. U holomoria de um subconjunto de U, deminios de ho

b
lomoerfia {resp. b-dominios de holomovfia), dominios da existén
cia (b-dominios de existdncia), demonstramos alguns tewmss fun-
damentais enveolvendo esses conceitos. Em alguns deles H{U) e
Hb(U) sao munidos de topolagias sob as quais 530 e5pacos tone-
lados. Demonstramos finalmente o nrincipal resultado., {(Pringi-~
pais refaréncias [3] o [6]) @

Subconjuntos limitantes sac 0 nesso terceirvo assunto,

Ho-capitulo 111, §1, definimos subconfunitos limitanieos e depons



tramos algumas proposigoes gerais, No §2 damos um exemplo de um
subconjunto limitante de gmfechado, limitado, mas nao compacto .
{Referéncias principais [2] e [5])

0 Gltimo aspecto considerado é a caracterizagdo de sub
conjuntos limitantes em espagos de Banach separavels ou reflexl-
vOs,

Qs resulttados relacionando dominios de existéncia e de
holomorfia com dominios pseudo-convexos nao sao abordados neste
trabalho, Tais resultados em dimensao infinita sao objetos de {-
niimeros artigos de pesquisa e @ sua descrigao sebia assunto para

uma outra dissertagao de mestrado,



CAPI TULO 0
NOTAGOES E TERMINOLOGIAS

N, R e £ denotarao os conjuntos dos inteiros nio ne-
gativos, deos niimeros reais e dos nimeros complexos, respectiva

mante .,

E representara um espago de Banach complexo e U um /

subconjunto aberto, nao vazio, de E. e
As bolas aberta e fechada com centro em ¢ ¢ ralo o
serido denotadas por Bp(g) e § (£}, respectivamente,
Y

H FELI
Para cada mé&ll, representaremos por,fu £) o espago de

g 10
[

Banach de todas as aplicagdes m-lineares continuas de =E X,

xE {m vezes) em £, com respeito d norma definida por

ALK e eys
e sup ) I

~~~~~~~~~~~~ 3R #0, e #0Y

N“ i“ s v E,\X ‘\‘

7}

- Fen 4 m N
onhde A&£$'E) x],,..,xﬂéE; par;ﬁﬂ( £) o subespaco vetorial fe
L1} -

a . - + A a [ T
chado de todas as aplicagoes simetricas m-iineaires continuas /

m o . ~ . 1 .
de £ em €; por &m a aplicacao de E em £ que Teva x em (x,...

x) {m vezes). Um polindmio m-homoygdnes continuo &€ uma aplica -~

gao 'de E o=2m £, que & a composicao do A, oM um clamento «de
: !

4

s , i ) \ R
lﬁ £). Denosaremos pgr_jf”&) o cohijunin de bodes o aoltinomios



m-homogéneos contfnuos em £ e notemos que ele forma um espacgo

de Banach sob a norma

WPW= sup{|P{x)]|;lxilgt,x€E}.

Definicldo 0.1.- Uma funcdo complexa f definida em U é dita ho-

lomorfa em £€U se existirem uma serie de potén

cias

z Pm(x-—{;‘)
m= 0
de £ em £ e algum p>0 tais que Bp(g)cu e

f{x)= ¢ Pm(x—g)
m={ e

-~ - __Cﬂ - - .
uniformemente para xeBp(g). A sequéncia (Pm)0 unica e cada

{M

P € denotado por JdTE(E) .

=

1

f & holomorfa em U se for holomorfa em todo EZgU.

Proposicao 0.2,- Uma fungac F:U-C & holemorfa 2m gel se, e

. - . o
somente se, existe uma sequéncla (Pﬂ(g))0

{onde Pq(ﬁ)aq%mﬁ) paras cada n%/tal que
' i
(1) tim sup i P () <=,
Mo i

(2) f{x)= T Pm(g)(xnz) para todo x numa vizinhanga
me=d]

f am.ﬂ =
de £, Como a expansao sm (2} € unlca, escrevemos ﬂwLiiluP ()

11
m t
e rnamamos (2) a expansido em servie de Taylor de § em &.
Definicin 0,3.- Uma fungao FiU-2C & G-holomorfa so para x,ygk

AR —— e Lo bt ek
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e Aef, a fungdo A f(x+Ay) é analltica em A para os valores de

A tais que x+AygE,

Proposig¢do 0.4,~ f:U-—>C ¢ holomorfa se, e somente se, f ¢ G-ho-

lomorfa & continua

Para malores detalhes sobre funcoes holomorfas, ver

[11] e [1].

Pados x<E, X,YcE, denotaremos por d{x,X)=inf{

x=yi| 3
yeX }; por d{X,¥)=inf{ilx-yvil;xeX,ye¥} e por §(X)=sup{ilx-vll;x,ve
X}, |

Usamos durante o textd dois-teogemas que enunciare-
mos a seguir:

Teorema de Monte] « Um subconjunto X de H{U) € relativamente

o

compacto s¢, @ somente se, uniformemei

te limitado sobre todo subconjunte compacto de U,

thy

um sspago de

Teovema de Baire- Todo espago métrico compleio

Baire.

0s conceitos de espagos vetoriais topologians, ver

en [7].



capPfi TueLO
BOMINIQS DE t~HOLOMORFIA EM UM ESPAGO DE BANACH SEPARAVEL

£ representéré um espago de Banach complexo separavel.

Seja U#B um subcﬁn}unto aberto de E. Seja t uma fungao

positiva continua em U, tal que r(x)gd(x,au). HT(U) denota a al

gebra de todas as func¢oes complexas holomorfas em U que sao Ii

mitadas em cada bola fechnada de ééntrO“x em U e ralo r<t{x) .

ET(U) denota a colegao de todas as wuniodes finitas de belas do /

_ﬁipo acima. Em H?(U) & vonsiderada a tonologia de Frechet da  /
“Cbﬁvergéncia uniforme sabre o5 elemantos da %;(U).

A reunlio dos HT(U), para tedo ¢, & a algebra H({U)} das

fun¢oes complexas holomorfas em U, De fato, saja fe () ¢ scia

53
para cada uel, v{u)=supio>0;f & limizada em w)(uﬁ . Camo f & leo
. { -

calmente limitada em U, Ose{ulgd(u,sU). Hostramoes que
Trfu) ~z(w)gliu-vil, yu,vel, (x)
Temos dols casos:
{a) 1lu-vileg(u)
(5) ttu-viizs(u).
Em (a), s2 liu-vilsper{u}, sntio ﬁ;mgsuhgii(v}aﬁpfu) e
o=ilu~-viigst{v), pols, como pavy{u), axiste pt, g{§f<z%uJ tal - qus

Fa limitada enm §_,{u), logo em © a{vJ, Porianto

g1 lu-vi
{ ;



p-llu~-vilst(v). Segue-se que t(u)sliu-vil+c{v). Em {b) esta de
sigualdade se verifica trivialmente,
Trocando u ¢ v no raciocinio acima, obtém~se (%), Lo~
go T € continua,
n .
:-.v " - by [ = i
Dado B= 7, Bpi(xi)cga(u), para cada i=1,2,,..,n, exis

te p!, p,<pi<t(x;), tal que f é limltada em ﬁ; (xi), togo, em

]
H
Bpi(xi). Assim, f@HT{U).

Definicao 1.1.~ U € um conjunto aberto de t-holomoirfia se for /

impossivel encontrar dois subconjuntos abertos/

CONeXos Ua e Y, de E tals que:

2
(a) UnUDU,#. :
(b) U,4U

{e) erHT(U), 3F15H(%) tal que f=f, em U,.

T .
Se Xcl, denotvamos noy KU o conjunto de todos 0s xoem

U tais que if(xﬂﬁsup{If{tn;tsk},ffaHT(U)a

As segquintes propriedades sao satisfeitas:

1Y X, & fechado em .

[ty

ol T

2) S2 XcUeV, onde U 2 V szo subronjuntos abertos da E

- cr Tr
ant: ;
30 AUCXV,
3) Se Xe¢¥oU, 2ntao KiCY;.

B Sup{|Fl{t)]steXImaup{|f{¢) !_;i:{-:k'a}, %.ji’ﬁ-'-_HT (u).

. I . . - T - . "
Frooosicao 1.2,~ Se Xof anptao X, csta econtido am X {5 2nvolio

i - S i : s
ria couvess Feobads da X),



-

Pemonstragao, Por um teorema de separagao, segue-se que reX se, e
somente se, ¢ (Z)gsup{e (x);xeX}, para toda forma li-
near real continua 9 en E, coﬁsiderado como um espago de Banach /
real. A-apiicagéo bixe B (%) =8{x)-i¢{ix)c C & uma forma linear con
tfnua em € e a funcao f:ixeE.exp¥(x) esta em HT(E), Se Ee;E,
FF(E) Issup U1 F{x) T ;xeX}, isto é, exp®{&)ssupfexpd(x) xeX}

ou ainda, ¢(£)<sup{®(x);xeX}. Logo £eX.

Corolario 1.3.- Se X & um conjunto limitado contido num subconjun

to aberto U de £, entao X; e limitado.
Demonstragao. Pela Propriedade 2, XJCX;. Pela Proposicao 1.2,, /

~r - _ _ - o )
XEcX. Como X @ limitado, X tambem o e. Seque~se en-

-~

- T - ..o
tao que X, e limitado.

Tegiema 1.4.~ Seja U um subconjunte abesrio conexc de E. As seguin

tes condicgdes sdo equivalantes:
(a) U & um dominlo de <t-holomortéia,
: T - . C .
(b) Se A&E%(U), Ay @ um conjunto limitado fechado em €
d (AT 2u)>0
e £ U’ L}
(¢) Existe e _{(U) zal que € impossivel sncentrar sub-
[
conjuntos abartos conexos U,e U2 de E tals gqua:
F
{i) UnUpU. £8 & U U,
im 2 1
(i1) eniste fiaﬂ(ui) tal que f=f e U,.
Demonstracao. Ha dafinigido de conjunto aberto de w-holomorfia, a

condigan (c} diz gue existe faH, (U} {dependandn de
; .

U1 e Uz) gail que & impessivel cosantrar Fﬁzﬁ{ul) tal quo fx?i &l
H



U,. Por outro lado, a condigao {(c}) do Teorema 1.4. diz que exis-

te F&HT(U) (nao dependendo de quaisquer Uy = U2) tal gue quals -

quer U, e U, como descritos na Definigao 1.1., € impaossivel en =

contrar fIEH(U]) com F=Fi em U2' Logo (c)=3{a).

n
Seja U um dominio.-de t-holomorfia e seja Am\mf Bp
=1 i

onde x;eV, pi<T(x.), i=1,2,...,n. Se r>0 & tal que r<InF{1(xi)-pi

[{+2}

i=1,2,...,n}, A (o)cu e d(A au)>0. De fato, seé FG.HT(U), f

Sc:rl

imi i) Portant
limitada em A= }h) pi+r rtanto

Ix

[ == d (t)}<ﬁr , para todo t&€A, j=1,2,...n, onde M

1
i
sup{]f(x)f;Hx:tﬂér,taA}. Assim, _ X

|},dJF(2)]5Mrﬂj, para todo ch5;~De fato, dado tcA,

f%-éif(t) =5 g a{lu.dj Y{u) [shuligl},

Para cada ywuigl, j=0,1,..., definamos

g .1XGUh&§q dd £ {x) (u).

s J ’
Temos g .«H A{uU). Além disso,

l_;,J
[gu ) [gMe T Y eEA,

Lngo, dado 'LAU,

g J(?)E<sup{[gI ] V)[;xﬁé}ﬁﬁr“j.
i

Posuaﬂto a sé: g de Tayloer de F am 2z converge uniformemsnie an

toda bo]a W o(z), s<r. isto deflne uma fungioc f] g1 H(Br(z}) que
cotncide com f na coeoapanente conoxa de Uhﬁr(z)%ﬁ sonhapdo {zh

. . R cr TS
Camo U 8 um deminio do r»hoelonariia, Bf(axﬂﬁ f U(L:&U)nyfﬁﬁﬂu

pivr}
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Logo d(ﬁa,au)>ﬂ. EE € limitado, pelo Corolario }1.3., e fechado /
em U, pela Propriedade 1, Como d(;U,BU)>U, nanhuﬁ ponto de EU e
ponto de acumulagao de ;a- Logo ;E & fechado em £,
Portanto (a}w=(b).
w
tema 1.5,~ Seja X um conjunto enumeravel denso em U. Seja (En}]

uma sequéncia de pontos de X tal que todo ponto x em

X aparece Infinitas vezes na sequéncia. Para cada n=1,2,..., se

ja
n
B =N F .
noj=1 "(1~ ”l')'r(&'j) (EJ)
J
Entao }:ﬁBij e cada A emiBT(U) esta contido em algum B .

Demonstracac, Sela ﬁp(x) tal que p<r{x). Considare &=v({x)-p> 0.

Dado E@/k(x)’ exlste geXnBG/#(x) tal que t{&)>v{x)
~§/4, pois X & denso em U e v & centfnua, Portanto existe uma /
s ) o
sadua i I T 2 w Ll w ) - fi oz
subscequéncia (gnk)] de {gﬂ)] tal gque Enk £, ¥k e r(gnb)>rix) 5§74
p+8/2 & v ,y>0, para todo ks=l1,2,.... Escolha ﬂko tal que
T(En ) (1“1fﬂk ) »p+ 5/2.
k . o
e o
fintao
BD(K)EBT(EN ) (] _ ””g; )(Eﬂ!.q )n
ko I} To

pois se §y~xiigp, temos:
Ny-g. phy-=iels-& W gordlhepr $72<0(g 3(V - 1/n, )
Ay 0 ny n,,

Q o]
e o lema segue,

i

-

Supeonitames vailda a condigao {b) do Taonrsma. Seo



(¢ ), e (B ), sequéncias come as de Lema 1.5.. Por (b), 8 T & 1i-
n’l n’i : N ny
mitado e fechado em E. Malis ainda, d(BnT}aU)bo. Para cada 6}’ sg-
u ' .
ja B a malor bola aberta com centro Ej contida em U. Entao Bg‘ﬁ
~ > . ~ . , |
JT, pois, caso contrario, como Bj e fechado em E, teriamos ¥§_
U U - ]
contido em U, contradirao Seja zjaa . wBJT; Denotemos por fj uma

J L
fungao em H_ {(U) tal que +J(2 )=} e sup{]f (t)|;ta8.}<l {como 2j$
BJT, existe gj&HT(u) tal gue |g j(z )[>sup{fq (Z)i,ZgBj} Fazendo
U g
Fomod , obtemos o resultado). Substituindo fj por uma sua po
93(2j)

téncia, & possivel conslderar fj(zj)sl e sup{[fj(z)|;zﬁﬂj}<]/21.
Em particular, fj nao e jdenticamente 1 am U.
Definamos f~ H (l- )j (usamos aqui as regras elementa-

i) jﬁ (I+aj) e convergenté se ¥

5

a, <o e
J

ii).gi(1+¢.) e uniformemente convergante se 5 sup |a . Jew) .
"]

J8
Aqui - . : B0 e ¥, 3 : - -
qu ?J (1 J) 1. Mostremos que jii 5up|¢j[\m para ca
da n. Basta mostrar que j§“ supf¢ji«m, para cada " .

o

S5 j2n, B CBJ' Logo sup[$.]ssup]¢j]. Dado xa@,

n 1 J
5 5]
|- G eny=is () (or g NEals] ) (e DAY
j FC i-'*‘-U k J r<‘ I ’ j e
i ' j
, ! 8o
< T ti)lf GO =5 29 e, ) Y (pots (1+1)4= % (J))
k=1 J ko=t J lk=2{ k

I}
N

O produto Infinlto vonvaraga, antao, unifora=uenke a i



_]On

em cada B, portanto em cada Agﬁ%(u). Logo feHT(U). Por outro la
do, f n3o é identicamente zero em U. Para jJustificar isto, note-

o
mos © seguinte fato: se O<eh<l, L 8 <w e se Izhléeh (h=1,2,...)
b=

entao os produtos infinitos hﬁi(l+zh) e hﬁi(l-eh) convergem e
] hﬁ](l+zh)|ahﬁlfl-ﬁh)>0. Em virtude disso, vemos gue, para todo

s=]1,2,,.., temos
inf | B (1-¢ )3 I3, ] (1-a720)d 50,
”fl |J=s( 1EJ) fJ=5(i 1727)
)

De fato, fagamos

ZI”ZZ=¢-o=25m1"FS, 25+‘3.‘.=225+i=1_f5+1
e assim por diante e
5 e RPNV AL
81-82'—..-“65:‘-’!_1'}2 3 Gsnz.]"‘acr'“ez"s_#'i i 1/2

e assim por diante, Temos agora

.ﬁ i j= ﬁ .ﬁ - 2j jm ﬁ 0
NS EEN A RO ES VLR

3=l % j
Para §3s, xeBs,
ffj(x) |<1/2j, oUW, ]?“fj(x)-i f<1“(1-i!2J).

Logo

Portanto, se W=8 (x), COm 0<T{x), existe 5 tal que Ves e
pul )

P
inf{! H_(l»f.(x))J];xaU}bﬂ.
J =S J 5= .
Logo Q*jga(] fj)J$0 gm ¥V & portanio fmjgl{lufj)ngﬁ am U, pols ,
como U. € conexo, temos que HT(U) g um dominio de intagridade,

Motemos também que dkf(zj)wﬂ, se k<}. Da fato,

.- fer N e . ?m e ‘h
"il};i\l {i) "-'{? {jJ ;}I{j(’ ‘Fi) (? Ij} 1.



~1)~

hu:AE{Aéﬁ;z +Au5U}HbF(zj&ku)e€.

J

Temos

flz .+ u)= I i, dkf(z )(u)?\k
. k=0 X J

Logo hu(k)(0)=akf(zj)(u). Mas ,
hu(A)ﬁ[‘"Fj(3j+AU)]J h(zJ+Au).
Portanto, se k<], hu(k)(ﬂ)aﬂ, Yuel, pois Fj(zj)“i-

e-]

Como cada £cX aparece Infinitas vezes em (En)], 58 -
gue-se que se EcX e N & um inteiro positivo, existem pontos emn
85, da forma Zj’ onde todas as diferencials de T de ordem m<M se
anulam. Logo f nao pode ser estendida por uma fungao holomorfa /

numa vizinhanca de B_, De fato, sa f pudesse ser analiticamante/

£

estendida, f teria todas as suas diferencials em algum ponto de

BBg iguais a zero. Entao f seria zero em BE e, consequantemente,

f seria idanticamente nula em U,
Suponhamos que existam subconjunitoes abertos conaxos U1

e U2 de £ tals gus U1¢U, UgﬁUQUZéQ 2 gque exista f1£H(Ui) tal que

faf1 em UZ.HSeja U? a compeonante coanaxa de Umlj1 que contdn U? .

)

-

Seja g&BUnuidﬁz. Se 0 & tal gue B {g)cuz, ascoihamnos &
. - )

XﬂBr/z(ﬁ). 0 raio o de Bg e tal gua pjﬂ&“i&i. Portanta Bgcﬁrfg)

N o _ - 0
a BFC:Br(Ek:U1’ o que € uma contradigao, pols f nao pode sar es-
‘0
tendida  analiticamente am uma vizinhanga de B. . Assim F ¢ uma
0
fungdo como em {n).

Definieio 1.6,- Seja falH{U) e ndl, n € um ponfo reguiar puiad j

B

a4

a H - e o L T T TE e T = m oty £ % e g e
S0 eXistirem Su0S0nUNtos Sodrios Conaxoes U] a
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de E com UNY DUZ#B; nell, e f]EH(UI) tal que f=f1 em U, n & um

N

i 1

ponto singular para f se nao existirem tais U e U,. f & singu -

i
lar em toda fronteira 3U de U se todo nedl for singular para f,

Denotemos por S{t,U) o conjuntn das fEHT(U) que sao singulares /

em toda 9U.

Teorema ].7.- As seguintes condigoes sao equivalentes:

1) U é um aberto de t-holomorfia.

2) ${r,U)# 4.

3) HT(U)-S(T,U) ¢ de la, categoria (nb sentido de
Baire) em HT(U). | |
Demonstracdo, 2}=»1) €& clara,

Suponhamos que S{r,U)=8. Entaoc H_rfU)m'rIT(U)-“S(T,U)
e de la., categoria, o que contradiz o Teorema de Baire, pois HT(U)
¢ um espaco de Fréchet, Logo 3)=2),

Suponhamos agora que U seja um eherto de ¢-holomorfia,

Sejam U1’ U2 subconjuntos abertos conexos da £ tais que UmU1DU2ﬁQ

& UI¢U. Denotemos por HT{U;U Uz} o subaspage vetorial de todas [/

i 3

as faHT(U) tais due existe FEQH(U1} tal gue fmF1 em U, . Se ) 8

T

. , . . 4] 3 . ' - o g 3 '
um ingeiro, saja HT(U;U1;U?) o cenfunts de tedas as fel (U0 5U

2)

) satisfaz [flfgm 2 £} U], Te

pAva 0% quais a corvaspendenia fiﬁﬁ\{}

mos

o) H?(U;U ;U?) € fechado an HT(U), Da fate, seja (Fj)?

]
. m . o ,

pma sequaencia om HT(U3UI;U2} vonvergindao para raHT(U), Para  ecada

f;, consideremas 3 correspondunte F, {H{Ui} gue & feual i fj &

40 . J

Uz. Por hipdtese, |f. am em U?“ Dartanto {fj pie3,2, 0.0 & timi-
1 1
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tado em H(U]) relativamente & topologia da convergéncia uniforme
sobre subconjuntos compactos de U!. Pelo Teorema de Montel, esse

conjunto € relativamente compacto em H(UI) e portanto é possivel

extrair uma subsequencia de (Fj )? convergindo a FOQH(U}) : emn
' ]
Hfui)' Temos que ]falsm am U!' Além disso, como T}mfj} em Uz,taﬁ

= TELL . .
bem f=f em U,. Logo f&Hf(U’Ui’Uz).
it -
LTI enso ef : .

b) H_(U)-H (U3, ;U,) & denso em HT(U) De fato,  por
1), H (U;U,50,) & subespago vetorial proprio de H?(U)' Mas num /
espago vetorial topoldgico, o complementar de um subespage veto-
rial proprio € sempre denso. Logo HT(U)—H?(U;U;;UE) ¢ denso  em

. ] . iy - m i -. IS 5

HT(U), Como HT(U) HT(U,U!,UZJCHT(U; HT(U,J],UE), ahtamos b),

Usando-se o fato de gue E & separdvel, mostra-se que

i {U)“S(T,U)ﬂLxM} H (U;U1;U2} noda sz2r escrito como u
T T T

P = a - t m
yma Feuniac envmerdval de conmjuntos H (U;Vi;vg).
. T ] Fu

Lago H (U} -5{t .U} & de la. catecoria.
T ; :

Teorema 1,8.- As saguintes nondicoes sao equivalantes:

TS ~

(1) Para todo A ﬂmiﬁrfu), AS 2 limitado o e(Ag,aw}
>0,

{2) Para todo subgsoenjunto fachpde X de U, se toda
fed, (U) & limitads em X, aniho X 2 limitado e d(¥,qU) 0.

pemonsiragdo.~ Supsnhamos vaiido {2). Se Acth (4} ﬂd & fechadoe
.t Foned EPRY (U) A T bt ke as ;_XT L non o
em U e woda ing Poe dimitada 2w Ay Logo, op
E )
Ty, N
{2}, Ay € Timitado a di{A

Suponbaemos vaiido (1), §ain AU fachado tal vue oud



k-

d(X,3U)=0 ou X & ilimitado, Seja AJCA, oy uma sequéncia de ele~
mentos deﬁﬁr(u) tal que todo Aﬁ?%(U) esta coentide em algum AJ .

Dafinamos B ,=A.. Como ou X é ilimitado ou d{¥X,3U)=0, temos que /

bl
X¢B ., . Saja z2.,€X-8," e definamos B,=A_UB ({z,), onde O<p <t(z,}.
Ty 1 IU 2 2 o ! i ]
o T , oo - -
Como X8, , existe 2,6X Bzu. Definamos BBwABUBpl(zi)qu (z,), on

u 2
de Ocpz<r(zz) e assim por diante., Obtivemos assim uma sequeéncia/

B,CB,C... de elementos deSBT(U), tal que todo A{ﬁg(U) esta conti
do em algum B., e uma seyguéncia Zis Zg,e.. de pontos de j tal

"{‘:‘r“l . 1. : - o
que AJ{BJU e zj{;Bk se k>3« Escolhamos FJQH?(U) tal gue

1fF.(z,. ) )=1>s5u F.(t)pte8,}.
75 (20 1> >supt [ £y () tes )
Elevande fj a uma poténcia suficiantaments grande, podemos supor

indutivamante que

. j-i
sy foleN;eeh 31720 o |7, (2 »n |F {2 3.
p{ | j( A jrets [ J( jj‘gu}l K j)i J
Entao
[
ooz o
f= I fkﬁHT(u),
o
pois esta serie convergse uniformemsnte &m cads Sj, Assim
[re] jv—] =
Flz. Y= 5 7 (2, )=f (=, )+ 5 ¥ (2 )+ % Fo{z.)
Foey 3 T s F
} 2

- J -
x| {z Y e Flz ) |+ & iz,
?*] ] (EJ l\[ 57})! PRARRN e [t ] wo g

Como para k»j, EiﬁBk, Temes
1, (2.0 1725 se ko], fste &, v |F, {x.)]zx 1728 L
E 4 few g - J I n, el
s 4 .'-.f-j £
a entab
DTN RN SRt |
Fla Madf e b= 0 Je de 2 1w (e 3 n g
J FUAT gey R ey T

Porrtanto

o ey R —— R [ o O .
iikzj}!>“ Fuatag e a f a2 Piimisndn Rt
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0 TEQREMA DE CARTAN-THULLEN PARA ESPALGS DE BANACH

E representara um espago de Banach complexo com bola

unitaria B]

ra hao vazia 3aU.

pefinicdo 2.1, BeE & U-timitado se B for um subgonjunto imi

tado de E @ d(B,C'U‘}:»Uo Notemos que, sa

dimensao finita,

05 €onjuntos

e U um subgonjunto aberito conexo de E com frontel

fechados

mengte os subconjuntos compactos de U,

Hb(U) denota a Algebra de

fas em U que sae limitadas

e Bal, denotamcs por BU {resp.

tais

que

fF{g)Ifﬁup{[F{xﬂ;xaﬁ}, para toda FaR{U} (resp. H

} -

2m

~

todos

todas as fungoes holomor

(383

Bu,b) o conjunto de todes

Th e

2,2.- Unm subconjunia aberto
deninio de holowerfia
lomartia) se for impossivel encontrar

a E Lam
U-limitados sao axata -

conjutton U-limitados .

Eel

{u

}) 1 ) )
holomaria da B,

conexo U da £ & dlso un
{rosp, hedominia da ho-
dots subropajuntas zsharo



tos

Dafinicao 2.3.~ Um subconjunto aberto. conexo U de E € dito um

..]6...

conexos U, e U, de E satisfazendo as seguintes condigoes :

(a) Unu DU, A, U U,

]
(b) VieH(U) {resp. Hb(U))’ ]f]eH(Ul) tal que f=f, em U,

dominio de existéncia (resp. b-dominio de exis

téncia) se existir feH(U) (resp. Hb(U))ta! que € impossivel

encontrar dois subconjuntos abertos conexos U1 5] U2 de £ satis
fazendo as seguintes condicoes:

(a) UnUDU,#8, U 2V,

(h) BflGH(UI} tal que f=f, em U

1 2

Dado Ve (P(Me)) ! , denotemos por HPﬂv=sup{]¢(P)f;¢EV},

veeP(ME) .

Lema 2.4.- Sejam BCU e Vcﬁ?(mE))’. Entao para todo EaBU {rasp.
BU ) temos:
i}ﬁ'm 1 A N v on HEPFR R -
a ({rjivxdfp{pd xt!v,ﬂaa;, para todo ianteivo m e

toda feH(U) {resp. Hy (U))

Demonstragao, Sejom d=V o vai{U) {(resn. H

Nos

LD{JO

{U). Entdo por dafi~

nigdo de envoltoria U (resp. Y )-bolomorfa, te-

|60a™s (233 s up [ (4™F (<)) | sxendasup U a™F GOl s xand

A
¥
-

tu{ﬂi e {V;Xﬁﬁ}-
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Lema 2.5,.,- Sejam BgU e >0 tais que B+an:U. Se f@H(U) (resp .

Hb(U)) € limitada a&m B+a8i, entaa f & holomorfa /

. -

{por continuagdo anaiftica, se necessario) em 8U+a8](resp.BU b
+ 0 B]) e

if(x+y)l sup{lf(w)[,ucB+a8 } @ ,
dyﬂ
cnde xeBu {resp, BU,b) e jlvii<a.
Demonstracao., Dados =xeB, 0<p<a, pelas desiguyaldades de Cauchy,

temos

“%1amf(x% slm sup{if(t)];ntﬂxn=p}

s He-xli<al.

Lego

i'l dmf(xﬂ
m |
o que acarreta

- ‘ “
supfﬂ%,dmffxﬂf;xaB}smm,
i1 g Cﬁ .

esnde Hmsupflf(x)];x18+a3,}, Pelo Lawma 2.8., para todo xel) /
s 15

resp.B t) temos {tomnandao Umﬂl)z -
ui i
1 ]

{v}” i/m3

A sequsncia ﬁi,dmf o cnt%m Pimivoda o portanto a sé-
H . l
rie de Taylor Fluty)w z (1/jmi)d ffx) v, Byll<a & gonvargante
il
cara todn x48,, (resp. B, L), Isto a, ¥ ¢ heolaonnrfa {par  zon-
0

tinvacgao analitica, se nacessario) am 5U+a3}{Fﬁ5p, by g et

e
f=n] . A Ji
¢ Git g, 1 e moM e
[F{xry) eox = a"r Gl v Mmoo st/ a) et
fll”J a1 o \,f:]
para todo x£8, {reasp. B ) & flvi] <e.
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efinigdo 2.6.- Se 0>0 e AcE, dizemos que AvaB, € uma a-vizi -

nhanca de A,

tema 2.7.~ Seja U um dominio de existéncia (resp. b-dominio deo

existéncia) e seja B um conjunto U-iimitado, Se to-

da feH (U) (resp.'Hb(U)) ¢ limitada em aiguma a{F)-vizinhanga de

B, entdo B, (resp. B
A

Demenstracgao. 3]

", bJ e U-limitado,

{resp. B B b) & um subconjunte limitado de E,

U
pois BU (reso., BU b) zsta contido em B (a envol-
3
toria convexa fechada de B), cuja demonstracdo e analoga a da
Proposigao i1.,2,. Suponhamos que d(BU,CU)mO (rasp. d(BU,h,CUhUQ,
. ~ . . . . iy - -
Entao existe uma seqdencia (.l,n)I em B {resp, BU b) tal gue
3

d{g ,CU)+G quando naw, GComo cada feH{U) (resp, H {U)) & Iimita

i b TER
da em uma a{f)~vizinhanc¢a de B, lLema 2.5. impiica que f tem ax
tensao analltica a uma alf}-vizinhanga de By, {resp. By b)’ am

2

particuiar a uma «{f)-vizinhanga de cada & . Como M & um domi-
nio de existéncia {resp, b-dominio de existéncia) = d{zg ,a’}+0

quando noe, teomos uma contiadicio. Logo J(B

BJ,,Q,CU):aU).

Lema 2,8.- Seja U um b-denfnio da holomoriia de E, S 8 & um /
conjunto U~limitade, cntao I a2 U-1imitado @
¥

Demoenstracdo, Como BoByy o, seguerse guo d{s.[Hyedln,
. , 0 t,

v M . Bl AED - U 11 P
vonhamas qua S{3,00)»2(8, . LU} (6}, Esncolthanns/

PR thad : :
}c'?_ iz [/Uy Y |1 PR { oo LR SN R4
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%), existem EIQBU Iy ? EEGCU tais quel]&z“E!H<d(B,CU] e além

H

disso podemos.supor £EefU) e «>) tals que B+§2~€}+a8

(e

) e s

2 1

ja U-limitado, onde E?—Ei denota a envoltdria absolutamente/

canvexa de €2~€] {(basta tomar 0<G<%IQ(B,CU)““EZ“E,”], pois /

dades xcB, ya€2~€], f2if <2, telU, tem~se:

Hx+y+z+t”2”xntﬂﬂnynmﬂal3d(B,CU)-H€2~5ﬁ1~a>u>O,
o que implica

d(8+£2-£1+m81,£u)3a>0_

[ VR N

Alem disso, B+E2"§]+QB] € limitado).

Precisamos, antes de continuar esta demonstragze, /

0 vinte resultado:
do saquinte resuliad

Lema 2.8,1- Nas condigoes do Lema 2.8., para cada FGHb{U) e-

s et T

xiste HM™D tal que

T R S
S Up rim,.d f( ')l'ﬂz'i'%‘?’?“g],ALBU,"J &f:i’ .0,
Demonsiragao, Para cada xef, scBi, wed, 5}» 0 TPRY, fauns
1 "m ) A o age{N/z)u)
= d™F () (sl u) e LG m:.t},“m.._...u,.)..,,.__ﬂ 42
ml ] R/JAE»Q \ W
= L, a7 () Ceed) Jedmup CF GomaCaaba)y |5 a ]
p— frwnwi d L % G"I} l-\-,«nm gupd i (e “ui 3 HA ]3}
p
::}‘Sim sup{ | (e A {ee=u) ) 1y {a <l
o O f .
—>1 };E!.:A ;'(,:u:}ll ; ) _{' S {\I:} gz ’s \ffb; (,b___:\ z} b,
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J<p<a,

1 ;xaﬁ}sﬂm.
B}'i'a" g "5 [¥'A

[ P,

o
= sup{ﬂﬂigéﬁﬂl

onde M=sup{[f(y”;yg8+a81+a?~g]} , Pelo Lema 2.4,, segus o re-

sultado.

Continuando a demonstragao da Lema 2.8,, temos que/

-

se ai<a, xeBU,b’ ung"gl e teBl, vems:

Fxba - wba t)= 1 2 d (k) ((a,/a) uta, t)
] ] n!l [ 1
o n={
A i z " 1 ﬁ!‘l “i
= ]F(xva!~u+a}t)]5 b ai.ngd f(x;“i
o n=0 ' Byt
oo n ! au-u--m
<7 (a;/u) Moo,
n=0 -

onde a Gltima desigualdade ssgus do Lema 2.8.1..
Escolhamos an3<a tal que U<6=i“(ﬂjfg}ﬁgo e ap>sliE .

Seja

Temos que U3 & aberto. Seja U

a
s U & aber Ct {(n) ! . e
tém £ J] ¢ aberto, Sejam o, Ty e 5qm1m(u~:;/u, fomas e

v —

compenante ophaxa de quua WEsT)|

e BB,
Je s,
| . - . .
Como 5n+0 e a“ﬁ+a}ﬂ quando ndew, axiste njaM tal aun nzn_ Impli
. LY - i —_—
oo § <e ¢ o4 <(ﬂ*lﬁhw L, Provanns gue {(1-5 )& E51, Bara e .
n o i'! < h R pr f TR, ; I N
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Temos :
£I+(l-6n)(E2“€])CU]’ l@’n'
Além disso, Vug[ﬂ,l-énj, a(Ez"El)giz"El, isto €,

£!+a(€2mg-l)€u-i » ‘1}{15_[ 07!"'(Sn] .

Logo
£+ (1=8 )(52—5 Yeu,, Vn.
1
Para nzn e Ae[—a 0] ,1 £ Wl B s je \“‘_34“1(n)*
Logo

£]+(1—6n)(gz—g})+}g}eu], Yrel-s ,0], nzn .

Como £!+(I"6n)(€2~g‘)eul, temos

Nas (1—6n)52eCU, pois § <€ . Temos al uma contradicao a hipd

tese scbre U,

Nos dois proximos lemas, denotaremes por T, @ topo

legia compacto~aberta am H{U) 2 por t a tepologia barnoldgi-

-

ca associada a Tt Come {H(U),TO) ¢ completo, prova-se que

(H{U) ,t) & tonalado.

lLema 72.9.« Seja x.cl¥ para n=1,2,... e suypanhamos que sup|i{x
n

<= para todas feH(U), Entda p{f}urup|f(xn)] define
n
M a sémiﬂnorma continua am {(H{U},r ).

Pemonstragao. Seja Bpm{FEH(U};pff}gl}* Temnns

a) B 4 absorvenite. De fato, dado fcl{l), exis
P

-k o
te A>0 tal que p{flsi= g\
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b) eme {Feli(U)5|F(x )]s}, Logo B, € fechado.

c) Bp e abso]utamante convexo. De fato, dados f,geH{U)
tais que |f(xn)|$], |g(xn)|51, para todo n, e dados l,u.tais que
2]+ |u]gt, temos:

 Ocfrug) (e N faf L fle ) e lulfg G ) fslal+ful<tr, para o
do n. Logo Af+ugeBp.

Comn (H{U},r) & tonelado e Bp é um tonel, segue-se que

B & uma vizinhanga de zero em (H(U},r}. Logo p € continua emn
(H{U),7).
Lema 2.10.~ Seja p uma semi-norma centinua em {(H{U),7) e seja
o T + - ) . 1
(v )l uma sequéncia crescente de subconjuntos aher -
n o}
tos de U tal que L_} ‘Jnf-=U. Entao existem um inteliro positivo n, e
ne=

c>0 tais que

»

Demonstyacac, Suponhamos que o rasulitado nae sejo walido, Entnoe,
pava nada inteiro positivo a existe g _sH{U) tal
que ,
p{g }>n2 5u0{[ﬁ {x)‘;xg?_}.
g ' “n T
Temos, para todo n, sup[]g”(x)i;xqu}>0, rols so, vara algun "

tivégssamos g =0 en V., como U & conexo, g saria ldonticamen=
N i ]

6] 2 ’ 0

te nula, contradizendo o Ffato do qus plg ) 0.S2ja

4]
1 Q
f gmhMWﬂmemwwmmhm«mmW~(jgmfu),
n l( 5 \ P
sl [ g (x)] jxeV )
of [ g ()] 5xeV )
\ } .
[l - AT PPRPII N - T L A A caer g o 1o i v T
nrao nif Jen e supl P F{x Y sz oM o A scouencia U7 T, 8 wm o sub
- AR AL R A R il -
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conjunto limitado de (H(U),Tb), pels, dado um subconjunto com

pacto X de U, pela hipotese sobre a sequéncia (Un)T, existe n_

inteiro positivo tal que Kcvn . Logo
0

sup{lfn(x)];x@K,n;n0}§sup{[fn(x)];xgv , nzn )
5sup{|fn(x)|;xevn,n;n }$“$%=

Aléem disseo, dado n<n_, como K & compacto e fn & contlnua, te -
mos sup{]fn(x)[;xeK}sMn. Logo sup{|fn(x)[;xaK,n<no}5Mmm5x{Ml),

. - 1 o c 1
P Mno“l}' Temando Aumln{no,ﬁ}, temos sﬁp{]fn(x)|;xeﬂ}sr .

-

Portantgo (fn)T e limitada em (H{U),x); juntémente com o fato /

de que p(Fn)+m quando n+~, chegamos a uma coptradigdo.

Teorema 2,71;(1¢0{ema de Cartan~-Thullen 1)~ S2ja Y um subcon -

junto aberto cons-
xo do espago de Banach €. Para as propriedades enumeradas abal
X0, emos:

{(1)={2)e=5 (3 (B (516=2(6) o (6)=(1), se¢ & for
separaveal.

(1} U é& um b-dominio de exisgoriaia,

(2) Para cada Eec3l, existe FgHb(U) com A3 seguinte
propriadade: dados yma vizinbanga V de g, um subconjunte abar-
to coﬁexo nao vazio, UZ’ ge U, wais que UZCUHU & gue & payian-
ca a fronteira da companents conexa de Vol coniendo Uz, a0 &-
xiste FicH(V) tal quo wai an UZ'

{3) U & um b-daminio de haolomoriia,
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{4} Se B & U-limitado, entao By p e U-timitado
d(B.,CU)=d(BU’b,CU).

(5} Se B é U-limitado, entio B e U-limitado.

U,b

(6) Para cada sequéncla (En)] de elementos da U tal

que €n+€ﬁ3U quando n>9, existe feH, (U) tal que supfF(En)lzma

n

Demonstracao., (1) (2)=x(3), (4)=9(5) e (6)=F(2) s30 claros.

b

Pelo Lema 2.8., temos (3)=2(L4).
Suponhames que (5) valha e (6) nao. Entdoc existe u-
ma sequéncia (€n)T de elementos de Uy &,~ER3U gquande n> tal /
que supff(in)f<m, para toda feHb(U). Hb(U), munido da topologia

]
da convergéncia uniforme sobre conjuntos U-limitados, € um espa

[t 1]

co de Fréchet, logo, tonelado., Demonstracao identica a do Lema

2.9, nos mesira que p(f)msup]f(En) define uma semi~-norma conti =~

nua em H, (U). Logo existem Bel U-limitade e ¢>0 tais que
}J(F}S\_C f)B(F)s f’f_”b{U), onde E'JB(“"?“P{H(X) [;3‘-(:.8}'
Como Hb(u) g uma algebra, ¢ pode ser tomado igual a 1. Logo

suplf(an)lfsupf]f(x)[;xeB}, ?ﬁdﬂoﬁﬂ, isto &,
n

ook
’n&SU,b’
do, pois d({En;ncN},ﬁU)mG.

para todo n, contradizendo o fate de B . ser =timita

Mostremos gue (4) (1) se £ for saparivel,

Cie

Sendo [ szoaravel o oecontéem um subcuoniunio epumara-
¥ 4 -
o

vel denso M. Seja (E,'r])i Hma sennd

1nia da egleamentos de M eonitan-~

do cada ponto de M infinitas vezss, Para cads § , s=js A a bo-
b g 11

la de centro En e raio d(En,CU), Como (k) vale, podemos consiry

T e - = . . 5 A a [ X

ir o por indugas uma sequanci (Bn ) a de conjunitas U-iimicados e
o u e . i H H i

wma sequencla {5 ), d2 pontos da U com as ssguiates proprieda -

n’?
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des:
(1) 82352322 ]

(2) =z € Anﬂ[ﬁn , 2 €B

n+ 1 U,b n-+1 hER

W . e m . .
(3) (Bn)2 € uma sequeéncia crescents e cada conjun-

to U-limitado esta contido em algum B -

Esta consirugdo € feita do seguinte modo: suponha-~

mos constru!dqgaz,...,an, Zyyaeasz, s Como d(ﬂn,cu)wﬁ

d(BnU b,EU):»G, temos AniBn » Logo existe zn+1€AnnCBn

u,b U,b

1

o

Se~-

jam §n+1md(zn+1,CU) e Cn+zm{x;d(x,CU)3m1n{5n+?,ﬁxT, d(Bn,CU)} a

B = NB (0}, onde r
n+ 1 n

+1

(a) Zne 15804

- : 1
s L \
“mam{nkl,a(ﬁnu{05+n+‘,G(Anu{ﬂ} ) o+

e - =y H i
(b) (Bn)? ¢ uma sequiancia crescante, pois se xaBn ,

d(KgCU)Bd(Bn,BU), Lege xal 4+

]
Fd 8 ] e - L g
5 nL{O})#n¢I“ ogo xeB,

i. L]
A

Além disso, Nxigs(n L{ol)

{c} Dado 8% um conjunto U-limitndo, exista p>

o
bl

!

que Biﬁr(a). Existe n e tal que ren . Logo Bcﬁr {0) ., Também /
5 :

n
o]

d{8,fU)>0, Logo existe n ekt tal que d(B:CU)E% , isto &,

i
Tomando n,=min{n_,n.}, temos BB
2 0’1 n
2
Como =z 43 , existe f ab, {U) sal que
n+i " n, nooob
b,b
if {z Yloiesup LiF (xY tyxeB T,
LS. HERL ¢ E g
Substituindo ¥ por uwa sus potiéncia suficiontemenis gr

[}

Lt

@

{o
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demos supor que

n=1

. I
|F n+‘)|>? +]‘E fj(zn+i)l e sup{{fn(x)],xéBn}<mn.
j=2 2
Seja f= % f . Como f eHb(U), para todo n, e
ne= n n
]
EAIfF N, ¢ 2 fFllg < 2 o <=,
n>m B n>m n Bn nem 2n
para todo m, temos FEHb(U). Também
n-2 -
| f(z ) |=lf_ _ (z Y+ L F (7 )+ E f. (? )
n n j= §=n i
n-2
>,-|fn {z )]“I > f}(z |~|.E Fj(zn)l
J=1 d=n
2" o] s F oz ) 52" e () (1)
jm\J Cj=n J
Lomo znésj, para jzn, temos lfj(zn)lﬁij’ Yizn. Logo
n-1_ o1 TN | waN=2
{1)=22 ‘?3 “-J.—Z “-ﬁ-':-i/?_
j=m 2 2
Logo [F(zn)|+mquando N,
Dados £col e >0, axiste ger tal que Haﬂggi <c/h, E

xiste tambam neMl tal que Hn~EOH<GK&; pnis M e doanso em ¥, Logo,

[a's]

oo . . _ P . -
he-nli<e/2, Como nei, axiste uma subsequincia constante (g” )1 /
- ' K
da {z ), idéntica a n.
n’l
Tamos 2 .=A_ . Logo
noFitn :
k 3
Hzn +I“Sﬂ N<d(£n ?CU)Sﬁs AR LR e e /2, para todo k.,
k Tk i E
Portanto
il 2 ~fl{<e, Wi e [F(z_ Y]oo quande ke,
1 n,{l‘] n},
; s

Logo

UNICA
!l!uorm cemm



sup{[F(x)[;xq§+eB]}asup!f(zn ) | e,
k k

Assim, f ndo possui extensdo holomorfa 2 um subgconjunto de £

que contenha U propriamente,

A. Hirschowitz da em [6] um exemple de um espago /

el

de Banach complexo cuja bola wnitaria nao & domfnio de exis -
téncia de uma fungao holomorfa complexa. Como a bola unitaria
satisfaz a condic¢do (5) do Teovema 2.11., fleca claro que a2 im

plicacao (5)=P(1) ndo vale se E deixar de ser separavel,

Provaremos agora alguns resultados para H{U) seme -

ihantes ao Teorema 2.11..,

Tearema 2.12.{Teorema de Cartan-~Thyllen i1)- Seja U um subcon-

junto abartoe cong

xo do espaco de Banach separavel £, Entlo as ssguintes afirma-

coes sao equivalentes:
(i} U &€ um donminio de existénctia,

(2) Existe uma sequencla grescente de conjunios -

.

- . “ 4. 1 I . 4 .
Timtteados, {8 } , Lal gue 3 w«=h a evodo conjunto compacto as-
n'2 non, . :
U
ta contido no iaterior de alqgum B
Demonstragﬁe. Suponhamos valido {1). Existe Fel{i) mu= ren U

como sou dominfe natural da existonela, Para za-

. . ! - 3 ! N P PR z o

da subgonjunto compastn K de Y, escolhanos a{¥}=0 tal cuo §f &
1t

3. . P W L s v £ L S  yy e
iimitcads em K».L?.r,-:’fx,sr,’:i*a Oz coniunios nwuxﬁ)u} cobran i, guando

X percorre s subgonjuntos compactas de U,
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Como E € separave], podemos escoiher uma sequéncla

(Kn)z

» -2 —
Seja Bnminf{a(Ki);lgn} e definamos \uj(n + a(K )8 !), Entao

de subconjuntos compactos de U tal que Us \VJ[K +a(K )B },

(Bn)2
{pois K, +2a(K,)B U Implica d(l(i-m(i(i)ﬁ],CU};G(KE)>O, Yi) e f
n

s limits N
g limitada em Bn BnB

{o

uma sequéncia crescente de subconjuntos U~limitados /

1 {pois Bn+8n31m}:£ (Ki+a(Ki)B])+BnBi -

CU;( #(afK, )+ )8 C"UK +2a(K,)B,). Pelo Lema 2.5., segue-se
2 f =2 -

ue f & holomorfa ¢cr continuacao analftica, se necessario
i s ~ s s

-~

em Bn +Bn81' Como f tem U por dominio natural de existéncia ,

~ -

g B, 8 U, ou seja, d{B ,CU);B >0, Isto, junto com o fato /
n T ny _ 1 :

de B ser limitado {pois B & limitado}, resulta que Bn & U~
U : {)

-{imitado. Além disso, cada compacto estd contide em alqgum B

pois camg U= \d! g cada Bn & absrto, exisiem n]ﬁn?<.n,<nk /
9 )
!(
s -1
tais que Kkmuj81:B

=2 P Mk

Fazendo C_=8_ , cbtemes (€ }, satisfazendo as sondl
non, n’ 2 —
8}
¢oes reaueridas:
£ - . - . ' €43 -
a) (Cn)2 e uma sequsacia cresernte, pois (an}z o &,
B) KB oint B , para algum n,
n 3! &
U
c) C_‘ g U-timitado,.
P
- .~ -~
dy ¢ = 3 =B wl .
n i n n
U Y {
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ma anterior. Seja (Bn); a sequéncia de conjuntos U-Timitzados da

da por hipotese. Seja M um subconjunto enumerave}] denso em U e
o [ N

tomemas (gn)2 como uma sequancia de elementos de M corntzndo ca-

da ponto de M infinitas vezes. Para cada E? seja A a bela a-

berta de centro gn e raio d(gn,CU). Seja szBz g escolhamos /

zzeAznﬁﬁz. Suponhamos que €2"°"Cn € Zg,000s%, tenham sido es-

i -- €M ta : ‘ . Sej:
colhidos. Egco]hamos kn+] M tal que zan n+3’ L"CBkn+1 Seja /
Cn+lm8kn¢! e escolhamos Zn+fﬂﬂn+1ncﬁn+]'

Para cada n, existe Fné.H(U) tal qus Sup{f'Fn(x)';xeCn}
n-=1i @
i n -
<= e[Fn(zn)|>2 +|J§2 Fj(zn)l. A fungao anE?FHQH(U) e tem U

como dominio natural de existdncia,

sschowi 02z cltado no Teovrema 2.11

—
e

0 mesmo exemplio de H

{1

mostra que a condicao de sgparabilidade escs2ncial no Teorema

2.120‘

Teorema 2,13, {Tenvema de Carvtan-Thuliten 11i}~ Seja U um subcon-

ke B s Rk L AT o = i ine

I3

junto sberto cone
! - b - - H " . - i 1 - " T e - . .
%o de um espaco de Banach £. As seguinies coudigoes sio squiva-
jantes
(1) Para cada el exlsie feH{U) com a szaguinte pro -

priedada: dados ums vizinhangae V de £ e unm subconjuynie uberio /

conexo, nao vazla, U?; de U, zais gue U?ﬂUﬂU 8 Tal cus £ paerten
ca a fronteira do componente conesxa de Vall coniendo U, nio e-
xiste f}aH(V} ial qua f,=f em U,.



(2) Para cada_seqﬁéncia (En}T de elementos de U, que

converge a algum ponto de 3, existe feH{U) tal que sup]f{gn)}
n

=0

Demonstracac. 2)=1) e claro,

Suponhamos, por absurdo, que exista (gn)i sequén

cia de elementos de U tal qualgn¢aaau e sup!f(gn)f<m, para to-
n

da feH(U). Pelo Lema 2.9., p(f)msup]ffgn)l define uma semi-nor
n

ma continua em {(H{U),v ).

Seja feH{U) escolhida arbitrariamente, Para scada neiN

sajam
Un*{x’ lf:{;\) i<n‘} & vn“{x::_un )d (:&;a}i{}}"ﬁ‘} ]
o [==]
{Vn)1 ¢ yma sequénecia crescente de abertos de U e \J iju. Pe=
1

. ns=
lo Lema 2.10, existen ngim e ¢»0 tais que

p{f)msup(F{En)IS¢ Sup{IF(x}[;xﬁvn }.
n [a]

fomo H{Y) & uma dlgebra, podemos tomar c=! & portanto E.5V,
o
5}

: 1
Yn. Pela cscotha dos YV 's, V2 B ¢l . Logo, para todo xcV

, n noon 17 g n
L) 8] ]
PR , [Fi{x}l<n , 1s5t0 &, ¥ & limitada sm V R . Lema 2.5,
no 1 Q nooon i
o I )
. . e . s e o Ny o
tmplica gue f pode ser estendida analiticamenss om Vn o B? .
(3
Lt O
U
. w - . o !
Como (g”}icvn , f node ser astendida ansiiticamenis nums el
‘ ]
0

U

vizinhanga de cada £ _, ¢ portanto em aiguma viziabanga d2 &,



cAPYTULO 1THY

SUBCOWJUNTOS LIMITANTES DE UM ESPACO DE BANACH

pme_f'inig‘éo 3.1.~ Um subconjunto fechado Timitade, A, d

e}
o

um €5~

pago de Banach complexo, £, ¢ dito limltante,

se toda fung¢ioc complexa holomorfa em E For limitada em A.

Veremos no Capitulo IV qua, para espagos fracamante

sequencialmente compactos {em particular para aspacos

veis), os subconjuntos limitantes sao pracisamente oS

juntos compactes. Neste capltulo vamos dar um sxemplo

separa-
suheon-

da ospa

co de Banach onde sxiste um conjunte i1imizante n3o compacto .

Propasi§§o 3.1.2,~ Seja 8 um subconjunte limitante de

£, En =~

tzo p{Fl=sup{|f{x)|;xcB} define uma sami -

norma continua em (H{EY,T ).

Demonstragao. Analoga o do Lewma 2,9..

Proposicdo 3.1.3.~ Um subconjunco fechado 8 do £ o Timd

:
G, & omentae e, pav LA

iU

—

.

R
1iin sur)‘fd £L0)0n

@ s up et
nee Bt

'-“vﬂ.
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K denotard o conjunto de todos os subconjuntos compactos abso-
' - ' . e .
lutamente convexns de E e ¢, © conjunto de todas as sequencias

de nlmeros reais positivos que tendeam a zero no infinito,

tema 3.1.4.~ A sequéncia (Pn); {onde Pné?fﬂE)B define a série
de Taylor de um elemanto de H{E) {ou, f= I Pn €
n=0

.

H{E)) se, e somente se, para cada Koifi e cada sequéncia (a )%
P n’o

€c3 temos lim suplp ﬂ’fn =0 .
- "kt B
n-l
H 3 » o 4 ]c= PCH E . S BT i(_ 5 f‘; . m{:_" +.
Demonstragao. Seja niu EH(E) . Sejam dados Kek e (a ) ec
“Pm“ nSUDflP(xJI;x€K+Gm3¥}
Kto B
m |
i LA _
:._,.-‘5up{ [E—F;ﬁ‘yf .I_,._;.(\,,.HT;E.._);_ d:\!; s K“’l'qms }} , \.’L‘,>U )
T A=

] ' . 7
s SUQ{{?{K)!;K{DK+ﬁamB’}s Vp>0.
0

=y ” Pm “K*’C‘- ]
ns

Seja p>0 arbitrariamente escolhlido. Entdo plaf o /
portanto existe uma vizinhanga V de pK tal qua f & Jlalyada
em V. Tambén existe A>0 tal que pK*ABiaV, Come pam+ﬂ guandao
mre, existe mgﬁw tal que mEm implica pmmcl, Lage siton oV,
para m2m_ . Portanto

!)Pm“ émm . onde M=sypf [f‘ ()} ] wopiro E"mB i Yas

para mzm_ . Temos assim

y
) [T i 1 - ., .
lim supﬂ?qﬁgi} ~, Como p>0 7ol escolnidn arbi =

mil LT

fyies A
;
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trariamente, lim 5up”Pm“T/m =0,
e mBi

Precisamos, agora, do segulnte

S

Lema 3.1.4,1.~ MNas condigoes do Lema 3.1.h,, se para cada REL

- ' o + .
e cada sequéncia (an)naco femos

lim sup”Pn“'/n =0,
e C Ko B]
entdo existe §>0 tal que z 1F ”
= K+GB!

Demonstracao., Suponhamos que o resultado nao seja valido., En-

—a

tao existe KeX tal que para todo eg>0, temos;

z P mos ,
an” le+s

B
]
R - P/n ' -
Seja e=1, Entao };1 ﬁup“Pl[ 21, Escolhamos n]31 tal quea
Cl/n
Hpn “ I ag Por lnﬁu%ao, egscolbhamos n >n, _, tal gua
i 1 2z k™ k-1
K+BI
i/,
‘”‘J i K . ..'...
i ”k! g v

Dafina
& pare ngn,
{):k::<

i

—~ Bara n, .<hsn,.
LK Pama Moy X
R w - P/ 1 .
Entao (un)nﬂcO, mas por uonstyugao, lin %ufﬁ?nﬂ B G0N
Fazo Nt B;
r

tradicdo,

Continvamdto a damonziragire do Lema 3.71.4,, soitrs
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L1
mos que f= I P g€ holomorfa em todo xgf. Seja x arbitrariamen-
m=0

te escolhido e seja X a envoltoria absolutamente convexa de x.

Entao XCjJe, por hipctese, existe §>0 tal que 2Pl <, Lo
' X+8B
1
]/ﬂ * . d - [ - H
go tim sup m“ . Assim, f & holomorfa em A+GB], am partl
Mmoo K+GB
cular, € uma fung%o holomorfa em x,
Portantao EPnﬁH(E).
Lema 3.1.5.- Seja f= & ﬂw%iﬂicH(E) e seja (Bn); yma sequéncia
ne=i} _
da n{maros positivos tal que dwsuan]/n<m, Entao
oy s ] n
0
g= B Snimf?g-wr)-{fi({:).
n=0 ’

Demonstracio, Fele Lama 3.1.4,, € suficiente provar que, para

w
cada hiﬁ,, (mn)oﬁcﬁ, tem-~sa
H, d f£{N)1/n
Tim supHSn~mH$le / =Q,
o O K B]
- d ‘l‘
Como FC¢H(E), temos, para fodo Kaw e {an)opco, cue
dal g oyl /n
L i R p ! i.\ \.,,i,—!.mrl_\.,,i.-.\‘ i 740 N
pree H Ty B
ol
i/n
Sendo sup Bn <@ . tanes
|
P S VY [/ 7
. RIPEEIRRLRY s o iy |
Tim sup e saup B Tim gands
e e hﬂ+a B? n & gy
i

wnormn poom H{E} @

s para cada ged oauxis

)
P
~
o
o
R
-
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p(f)sele) d f(q%

m"Ui m

K+EB]

benotaremos por ¥ = a topologia em H{E) gerada por to-
das as semi-normas portadas por algum eleamento de ﬁ;e por t, @

topologia bornoldgica associada a T,

Lema 3.1.7.= Seja p uma semi-norma continua em (H(E),r]) e sefa

f&H(”) Entao

a" f‘(D))l/n
n,

lim p (=~ =(),

r|+m

- . 0 - o - .
Demcnstragao., Seja (Bn)o uma sequéncia de nlmeros posftivos tal

que sup Bn!/n<m. Entao pelo Lema 3.1.5.,
n -
® e
£ 8 Ef_“.:_@,l H(E)
nw=g !
- i;nq(-ﬁi i - o
Seja g{ygl= I *“"““41 para todo ggH{E), onde Ke e (an}og
N n! ; ;
Ko Bi
cg, Temos
:ln \[Tﬂ T
49 (*‘"”g“‘-(“g“l) '“’Zi""j‘“ “r‘a(““zj: +f quande n-w, parva toda gad (F)
it :'j 9] ] },L}‘” B
A _l ?
énr(ﬂ}
2 el 50 am (M(E) 1 )
¢ % 3]
— ‘jnt i - ¥ E) i f e . -
}(i.._.g__g..o__.l) 0 a timitada am {i‘l \r:) 3 't‘m) @ wortanto an {;.i’ “;} T ; J
., R, - . . .
”?i‘n&wﬁigl e} e um subconjunto lTimitado em {H{t),wi),
_ - 1/n
para toda segquéncia (Bn)ﬂ tal que sup B, <o Gz) .

“n b /n
. d Fi{0 . .
Juponha gue pfmmgfﬂiJ 20 guando nve, Entao exlsta /
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§>0 e uma subsequnnC|a (n, )] tal que

(T 2y

ii’j‘

. 2,n -
Seja Bang) . Entdo

ﬂ

i flo n. .
p (8, -‘-~-~-(-~-—)~) ( )7 5
i "
Portanto
" g
SUp P(Bn g} me . o que contradiz &4
n
Logo
on 1/n
Tim p(—-—ﬂg-—gng—-) ={)
n_}‘m s

Demonstracio da Proposicdo 3.1.3.,. bado B um subconjunto 11~

mitante,
(F)=sup{|F{x){;xeB} define uma semi-norma eonil -

nua em (H(E),TI), nois (H{E},Tl) a

um espago teonalfade., Pelo
Lema 3.1.7.,
L T/n
{J
Fim f)(uwum»{_"l) =0,
s et *
isteo €, X n
d"r(0) .
im Jup e ANy e R =0,
H i S ¥ )
14->e0 n!
Lego . | U
i sup [[4d “{J“"}U =9,
Hv}m ii oa }B

Reciprocamante, 5uponhﬂmoq grim,
iiﬂ! 2o b

- G ] l
Tim sup (- éf{”
| [ I

fy-3m '

pura nada FEH{E), tenbanos
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onde B €& um subconjunto fechado de E. Entao para todo g>0, exis

te c>0 talﬁque 1 /n

n,
LN e, VeeH(E), Vn.
.
Logo -
© i ®
0
sup{|f(t)];teBls = sup{f‘d“{zﬂ(‘“}“ (e) [3reBls T os”,
n=0 ) n=0

¥reHn(£) . Tomando g<1, obtemos o resultado.

Proposicao 3,1.8,- Se B é um subconjunto limitante de £ & £ &

um subconjunto limitado de (H(E},TGJ, entao
existe e=c{B,C}>0 tal que
sup{ff(x)lgfﬁc 3 XQB+€BI}<M.
Demonstracio. Sejam Unu{xcE;sup{[f{x)[;fsC}<%~e seia Y =

i
xel o3 d{s,] =), Temos: V_ ahberto., V ¢ k
{K"Un'd{<’LUﬂJ ”} Tenos: {n tharto, JHQU”+?, /1

. o
e \U/ Usz. Pala Lema 2,10 existem n.giil e A0 tais que

I‘I:‘: ‘i ’ j ]
w7 i <A i ey (k) .,
p{f) kL ”]JU , YFey(E)
n
i
Dada VQB}, _
=] .
- o L (U R J ?_{‘;’) 1 Y4, L.y
::L:;,J{: f f (‘/r”/‘h-”- v} I 3y L};{ 5osund I“‘-hvﬁﬁi-—"-'('i"}-i—“ B Bl
Rl 1
Fazoendo
(n' N I
71 (\/) _w._.}w(.-.":’.n.)‘. ( }_;;;m\j\a oS N
ni MR
temos?ggH{E). Lago
w2 o «© Nz ¥
rosuplfgly)[iyvadis g Moy, = 0 A sup{ [t (yemv) |
e Py e ) "y re 1
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Mas

d f(y)( 1 P AN A VAR S YA LTRND N
nt TZwi TR
il fl

B3

___Hc; "t (y) () <(%)n5up{!f’(y#-(:\/anJv)I;Uf"-“-%}

Hu
S(%)n 5Up{{f(ﬂ)[§x€y+ﬂﬁTB}}

2

w}:SJ;‘{I v)|iveV, M(‘-;)n sup{]F(x)|;xeV +30 )
" ] i

f(Y)( ]

. 2n?
lLego

sup{ | f{x );,<rs+~1~— Byts z o™ A sup{]Flx) |1xev. +

I n:..o 3 ni

- \ v e e
38 supl | Fix}|;xeV 0 44: B }
! i
Mas Un TQ?B] N peoiys, dados ygvn 2 vaBT, REmas ;
1 i 1

o3 A 3 i3
dk{’ﬂﬁiv’tun )zd(y,bU Pt vl > ——t

Y i' I} 7
1 A A
Portanto

sup{-]?{x)f i \fq—~i~43 jrdha, .
(I? i 1

ui

- - ] _ . ;
Fazendo £o=ys obgemss o reasuiisado desefado,
2

i~ .

f o -~ - 1. ;‘.} R I R T

Lema 5.7.5.+ Seja pi{z)yuia g iz o2 g potinomnio do ouma va-
HETY

ridvel complaexa com coaficiantos complencs., 11900
sup{ [plz)f;lz]=1122.
Damons tragio. Sefam £, fg,..058 w1 25 n raizes distingas da y

nidada, onda EEU{Q}; .
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{1) se existir Eie? k<n, tal que

. nel <
Re( % o, (£, }' )20, entio
pmg 1K

v~ .
Ip(ak)l=i2+511ai(ak)'{gz.

Se nao acontece (1), entiao

n-1J n-1 ; n-i n-1 i
T Re{ 5 a, {£,) )<0, ou, Re £ a,{ 5 {g ) )<0.
, . Pk X i k
K= i=1 .|--" ko=
Mas
n-f . n=-1

!
Y o= oz ij)‘m”1’P035 b<n

Logo

-1
. Re{ z m¥)>9 g portanto
i=1 -
n-1 ' -
[p(?)|3i2+ L ai|32.
i=1

82, Se S & um sybconjunto dos intelros positivas, M, denotamns

por zm(s} o subespago de & consistindo dos alamentus cujo sw-

porte esta em S, Se § ¢ infinfto enuie & (S) & wum subespago fe

chado de £ isemorfo 2 & . S2 f 2 uma fungdo dafinida em 2 N
L= fov] - cQ

denotames por f. a rastrigdo de £ a 2 (5}, Para simpifficar a

- L] i - o
Rotacao @sorevemot ﬂrﬂrwsup{}f(xjE;xaamiﬂ),ﬂxﬁ}}, nara ieda F
5 . ;
definida em &,
(=]
Do o b o n o9 - oy -'J.r’-"a‘?(”.: ) . g en oty
Proposigao 3.2.1,= Safan vey L2 )} e g2l dados
Entan existe um suboconjunte infinicto 9 de H

!1Piipfi€ .
o

o
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Demonstracao, Sejam Ae{;( Rw} tal que A=P (isto &, P(x)=A(x,...,
x) {n vezes)). Supondo por absurdo que o resulta-
do nao valha, podemos fazer uma partican em M por uma sequencla

(Rn)? tal que HPHR >g, para todo n., Para 1=1,2 escolhamos %, €
n

zm(Ri), Hxﬂisf tal quo P(xi)me. Para qualquer A complexo

n
R o . n_ M- rn-r r
P(x]:xxz)-ﬂ(x3+kx2) rig(r}Axf (sz)
n- 1 ner ro.n
=g & (')Ax (x ) A e
P 1 2

Felo Lema 3.1.9.,

sup{!?(xz+lx s A l<1)z2¢e,

)|

Partanto

Wil

R UR? 2e, pois RiﬂR =,

2

Analogawente P 22 & usandp o mEtcdo acima mais uma vez

. i ] . -
temos WPl >ke, Por iadugho temos

o
H; . il - . - .
jﬂiU.,.UR n;2's, o que da uma contradican, pois
2
WPty o sWplies para todo n.
.‘ @ 8 1

: - i o ) - - i Vo 4 A
Lema 3.2.2.~ Se Ac{{"E), onde E € um wspacgo da Banach o Jxran,
§ RN

entan a splticagao

3 a apiloacaon



" (VT
(Y 0oesy,) b~>w,-’-‘s(y],...,yr),
Entao ¢ & r-linear e
sup{im(v],n-,y;_}%i;Hyiu51, Pel,ene,r)
ssup (ALY, ooy Hoaliyltsl, i=1,. .0 n3glian.

Portanto ¢ & continua, pois ¢ limitada e como ¥=¢ O AL, ¥

[
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CAPIT TULOG 1V

CARACTERIZAGAD DE SUZCONJUNTOS LIiMITAHTES

DE UM ESPACO DE BANACH SEPARAVEL
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Corolario 4.,7.~ Se E € separavel, entao os subconjuntos limi-
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