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fNTRODUÇÃO 

No capítulo O resumimos as principais notações e ter 

minologias usadas neste trabalho. 

Os domínios de r-holomorfia num espaço de Banach se-

parâvel são nosso primeiro assunto, No CêlpÍtulo I estudamos al 

guns teoremas sobre domínios de r-holomorfia, inclusive o Teo-

rema de Cartan-Thullen tipo I para espaços de Banach. separá 

veis. (Principais referências, [8] e [9] 

O Teoremc1 de Cartan~Thullen tipos I, li e !li sao o 

nosso segundo assunto. No Cilpftulo I I, definimos conjuntos U-

-limitados~ denotando por Hb(U) a 5lgebra das funções llolamor

fus que são limitadas em conjuntos U·nlimit<:JdosJ z envolt:Õr18 / 

U (resp. Ub)- holo1:10rfa de um subconjunto de U, dor!1Ínio<J dt~ ho 

lomorfiu (resp. b-domínios de holomorri<l), domín!vs d-J e:><i~;t.ân 

. (' ·' " . d ' " ' ) ' I c1a o-uOmlntos c e;<IStencul. CICmonstramos a guns 

damantais envolvendo esses concoitos. Em ~lguns deles ~I(U) e 

Hb(U) sao munidos de topologia~ sob os quais s;o espaços tone-

ludos. De;non.stramos fini:llmentc o 1-;Jt·tncipnl rcsu/t..::tdo. (ill·inci-

p:~is refcr6ncias I)] e [6]) 

Subconjunto~:; 
.. 

sno o no';:,;o tere,~ i ro ;Jssunto. 



tramas algumas proposições gerais. No §2 damos um exemplo de um 

subconjunto limitante de 9, fechado, lfml ta do, mas nao compacto • 
00 

{Referências principais [z] e [5]) 

O ~ltimo aspecto considerado~ a caracterlzaçio de su~ 

conjuntos limitantes em espaços de Banach separâveis ou reflexl-

vos. 

Os resultados rcl~cionando domínios de existência e de 

holomorfia com domfnios pseudo-convexos nio sio abordados neste 

trubalho, Tais resultados em dimensão infinita são objetos de 1-

números artigos de pesquisa e a sua descriçno sei-ia assunto para 

uma outra dissertaçio de mestrado. 



C A P T U L O o 

NOTAÇÕES E TERMINOLOGIAS 

!N, IR e G': denotarão os conjuntos dos inteiros nao ne-

gativos, dos números reais e dos números complexos, respectlv~ 

mente. 

E representar~ um espaço de Banach complexo e U um/ 

srJbconjunto aberto, não vazio. de E, 

As bolas aberta e fech~dn com centro em t e ralo p 

serao denotadas por B (i;) 
p 

eB(sl. 
p 

respectivamentfJ. 

Para cadtl m(,íi~, representaremos por ,-~j 01 E) o espaço de 

Ganach de todas as dpllcnç~es m-linearcs contfnuas de E1"mEx ... 

xE (m vezes) em IL, com respci to i:l norma definida por 

\\A\\~ 

d . p -m ) on e Af· ..--,_J E e 

J\A(x 1 , ••. ,x ) \I m , , 
S U p { ---~---------·~---; X J 'f' 0 , 1 • 

1\x 111 •• , !\xn
1
\l 

' ( m x
1

, •.• ,;{ fE; por·/.~ .. ,- E) m .) 

,,J(/0}, 
m 

F e 

por l\ a ::JP J l caç.ão de E em 
m 

q uc xcm(x, ... 

x) (m vezes). Um p .. ,Jinômio m·llomO~J~~?.-;eo conti'nwo C lW<:~ ar1!ca 

){~-o de 

t'rm,) 
·"'-·' .. . 

, - ' 
C•.):l1'1)0:·> I Ç2.0 ao:>; ó .. m co1n um elemento cio 

O rp(m~:) r:no~·.;Jrcmo:7 per'_; c: 
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m-homo-gêneos contínuos em E e notemos que ele forma um espaço 

de Banach sob a norma 

1\PI\= sup{jP(x)J;IIx\l~l,xEE}. 

Definição 0.1.- Uma fun_ção complexa f definida em U ê di ta ho-

c i as 

loruorfa em ~EU se existirem uma s~rie de potê~ 

l: P (x-s) 
m m=O 

de E em te algum p>O tais que B {!;)CU e 
p 

uniformemente t\ sequênci a úni ça e cada 

P e denotado 
m 

(onde 

de i; • 

f ~ holomorfa em U se for l1olomorfa em todo ~eU. 

Um<-• função f:U-""C 
-e holomorfa gm ~EU se, e 

P (i;}c'/(mE} pur,;_, cadn n) t:al (jl.le 
n 1/rn 

( I ) I i m s up \1 P m (f;)\\ <~ , 

( 2) f(;--<)"" r. P (r;) (x-t;") parn todo x nunH vi."<:inh.Jnt~:<} 
m 

r.'I""O 

Como él expéln5ao em (2:) ii 

e t·h:111Fl.'llOS (2) a exp.;:n~;.:Jo em sêrie ch~ T;:1ylo( de f em r;, 

p .] ,. •J 
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e Àb.ll, a função À14-f(x+Ãy) e analítica em À para os valores de 

À tais que x+ÃytE. 

Proeo,sicão 0.4.- f:U-')C ê holomorfa se, e somente se
1 

f e G-ho

Jomorfa e contfnua 

Para ma i ores detalhes sobre funções holomorfas, ver 

[11] e [1], 

Dados xcE, X,YcE, denoturemos por d(x,X)=inf{jlx-yjj; 

yE.X l; por d(X,Y)=inf{lix-\'il;xEX,ycY} e por ó(X)•sup{llx-yll;x,Yc 

X} , 

Us<'.lmos durante o texto dois teoremas que enunciare-

mos a seguir: 

Teorema de Montcl Um subc.Jnjunto X de H(U) e relativamente 

compacto se,(~ somente se 1 é uniformcmen 

te 1 i rni t.3do sobre todo subconjunto compacto de U. 

Teo1·cma de Baire- Todo csp3ç.o ~ ' 1 -metrJco comp.eto e um esp:)ço de 

Ou1 re, 

em 1_7] • 



C A P f T U L O 

DOMfNIOS O~ t-HOLOMORFIA EH UM ESPAÇO DE BANACH SEPARAVEL 

E representari um espaço de Banach complexo separivel. 

Seja U~~ um stJbconjunto aberto de E. Seja T uma funçio 

po~itiva contínua em U, tal que r(x)~d(x,afJ). H (U) denot<J a ãl 
t . 

gebra de todas as funç~es complexas holomorfas em U que sao li 

mitadas em cada bola fechada de centro x em U e ralo r<r(x) 

~ (U) denota a coleç~o de todas as unl~es finitas de bolas do I 
T 

tipo acima. Em H (U) é c:onsfderada a topologin de Fréehet r:la I • 
co~vcrg;ncia uniforme sobre os eJen1entos de 3 (U), 

T 

A reunl~o do~ H
1

(U), para todo T, ~a ilgebra ll(U) das 

funç0es complexas holomorfas em U. Q;:! fato, :;,:~ja f.;.H(U) c scju 

limitada .:;!m iJ' (u)j. Como f c lo 
p 

C<o1lnwnte lirnittld<J cm·U, 0-<:·~:(u)~d(u,dU). HcstrQ.mo:':. que 

T0mo:.; dois ca-;.os: 

(a) llu-vll<r(u) 

(b) llu-vii~T(LI). 

Em (a), se !1w·vll·~p<T(u) ;;;nti"..iO s- ,, ,,(··;)c'[j' (!J) B 
9 '"; I U •. '4 I I p 

p·~l.!•J-vll~,(v). pois, cornn p<-r(u), .. ·>;,..;i':;Jt~:; p 1
1 :J/ r/<·r(u) 

' ' 
f 6 li m! t<JdJ ~,~1 El',~ 1 (w) 

' 
G 1

1v). Port~nto 
v ··l ! u-v i l 
' 

qud 
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p_-llu-vll~-r(v). Segue-se que t(uL-::IIu-vll+r(v). Em {b) esta de 

sigualdade se verifica trivialmente. 

Trocando u c v no raciocínio acima. obtém-se (*), Lo-

go 1: e contínua. 
n 

Dado B=i~l lf (x 1 k$ (U), para 
P I t 

cada i=1,2, ••. ,n, exis 

te p j , P 1<pj<<(x 1), toJI que f é limitada em 

li (x.). Assim, f<H (U). 
P i I L 

Defini;I~O 1.1.- U ê um _conjunto aberto de -r-holomol·fia se for I 

impossível encontrar dols subconjuntos abertos/ 

conexos u1 e u
2 

de E tais que: 

(a) UoU
1

::>11
2

t-O. 

(b) u
1
,tu 

(c) VfcH,(U),3fi''H(l\' tal quo f=fl em u2. 

Se XLU, denotamos por T x
0 

o conjunto de todos os x 

U tais qLJe !f(x)l~sup(lf(t)!;tcX}vVt'.sHt(U}, 

As seguintes propriedades silo satisfeita~: 

I ) 

em 

2) 58 Xc:UcV, onde lJ e V ~;no subconjuntos iÚ>8i'i:ns d-:::: f. 

ent8o 

- -
3) Se XcYcU, -:::ntao :-(~~cv;~. 

' 

ProoQo;icilo 1.2,------- --··--·',--~·---· v' ::~,;t.'S r-:·.''-ntid-~., ,-,c ., -~ -
'· 
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Demonstração. Por um teorema de separaçao, segue-se que CEX se, e 

somente se, c.l>(~)(sup{1>(x);x<::X}, para toda forma li-

near real contínua q. em E, considerado como um espaço de Banach I 

real. A aplicação rf!:Xt-õ.6->-l((x)=~(x}-i<fl(i~)E.I[ê uma formJ llneat· con . 
trnua em E e a função f:xt.E.,..expl!l(x) está em HT(E). Se l;EX~. 

lf(J;) 1-:;:sup{l f(x) r ;xEX}, isto é, expO(i;)_~sup{expo(x) ;xcX} 

ou ainda, <P(t;:)~sup{<P(x);xcX}. Logo F,EX. 

Corolirio 1 .3.- Se X i um conjunto limitado contido num subconju~ 

to aberto U de E, então X~ é limitado. 

Demonstraç~o. Pela Propriedade 2, 
... T ... T 
XUcXE. Pela Proposição 1.2., I 

-.. 
X E eX. Como X é 11 ml tado, X ta_mbém o é. Segue-se en-

tão que 11 mi tado. 

Teorema 1 .4.- Seja U um subconjunto aberto conexo de E. As segui~ 

tes condlç6es sio cquivalal!tes: 

(<J) Ué urn domínio de 1"-holomorfla. 

(b) Se A(§r(U), f.\~ 8 l!lll cor;junto limitado fechado '~mE 

e d(;~,au)>o, 

(ç) i:<:H (U) tal 
' 

(i) UnU l:::>U
2 

f.!,! e U {1-·u. 

( ii ) e :d s t" f I c li ( U I ) til r 
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u
2

• Por outro lado, a condição (c) do Teorema 1.4. diz que exis

te f(:HT(U) (não dependendo de quaisquer U
1 

e U
2

) tal que quais -

quer u1 e u
2 

como descritos na Definição 1.1., e impossível en

contrar f
1
EH(U

1
) com f=f

1 
em u

2
• Logo (c)=>(a}. 

Seja U um domínio de 't'-holomorfia e seja 

onde x.f..U, p.<·r(x.), i=l,2, ••• ,n. Se r>O ê tal que r<inf{·r{x 1)-p.
1 I I I 

- -
i=1,2, ... ,n}, A~+Br(O)cu e d(A~,aU)>O. De fato, se fcH (U), fê 

T 

n 
em A=UB' (x.). Portanto 

. 
1 

p • +r 1 
I"" J 

1 imita da 

I - . . 
j 7 ,dJf(t)),;:::Hr-J, para todo tGA, j'""l,Z, ... n, onde /1 = 
J • 

sup(jf(x) ];llx-t\\~r,t<eA}. Assim, -1 -. J 
IT~dJf(~) J~Hr- , para todo T zci\U.- De fato, dado t.::A, 

I -· 1 -J 
j7,dJ f(t) j"sup( j-.-,d f(t) (u) j ;llul\~1). 
J • J • 

Para cada \lU\\$1, j""O,J, ... , definamos 

Temos 

L<)gO I 

I 
g • :X( Ui-.> ... I 

u 'J j • 

g .E:. H (U). Alêm disso, u,; 'r 

]g .(t)l~·'lr-j" Vt•A. 
u. J 
-, 

dado ;,:cAu• 

lo .(,)[cSsupl[g_ .(x)[;xcA}~t-'<r-j, 
U 1 J rl,j 

Po1·t.Jnto a sé f' i e de T;_1ylor de f wm% conv•;:rge ~1ni for>;iem<Jni:c r;;m 

-
lJRi Jomfnlo d~ ywhcloi110rfia; Br(z)ciJ e d(z,JlJ);,·,Vl0A~. 
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-
Logo d(A~,aU)>O, A~ é limitado, pelo Corolário 1.3., e fechado 1 

em u, pela Propriedade 1, Como d(Au,ôU)>O, nenhum ponto de (u e 
-

ponto de acumulação de A~. Logo A~ e fechado em E, 

Portanto (aL9 (b) • 

Lema 1.5.- Seja X um conjunto enumerável denso em U. Seja (ç
11

}
1 

uma seqUincla de pontos de X tal que todo ponto x em 

X aparece Infinitas vezes na seq'Uência. Para cada n ... 1,2, ... , se 

ja 

Então 0 1 s.~u e 
p J 

cada A em$ (U) esti contido em algum B . 
• n 

Seja 

D'.ldo 

B (x) tal que p<·r(x). Considere 
p 

õ
514

(>d, existe t;E.XnB
611

}(x) tal 

;ó/4, pois X~ denso em U e t ~ contfnua. Portanto e~lste uma I 
00 00 

(r, ) 1 de (r, ) 
1 

tal que r, "S• 
nk n 11 k 

p+ô/2 + y,y>O, para todo k,.:-:1,2, •••. tscolha nk tal qwe 

Então 

e o J ema 

(1-1/njç )>p+ õ/2. 
o 

li' (xkii ( 
P r çn 

segue , 

k 
o 

) ( I -

o 

o 
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(ç;n) 
1 

e (Bn) 
1 

seqüên·cl as como as do Lema 1.5,. Por (b), B T ê 1 j-
"u 

mitado e fechado em E. ~1ais ainda, d(B 'L,aU)>O. Para cada .;
1

, se-
n U . 

Ja sr,. 
- J 

a maior bola aberta com centro ç;J contida em U. Então B cj:. - - .;:j 
caso contrário, como sj"<" e fechado em E·, teríamos u 

u - s J 
o T • 
pj • po1s, 

u 
contido em U, contradlção.Seja z.eB -BJTO Denotemos por fj uma 

J r, j u 
:unção em HT(U) tal que fJ(zJ)~J e sup!lfj(t) l;tcBj}<l (como z

1
f; 

~j~' ~xiste gj<.HT(ü) tal que !gJ(zj)!>sup{!gj(z)!;zEBJ}. Fozendo 

f.= __ :!__ obtemos o resultado). Substituindo fj por uma sua PE. 
J gj (zj) 

tência, ê possÍvel C01lSiderar fj{zj)::.:J e sup{jfj(z) j;zr,:_Bj}<l/2J. 

Em particular, f. níiío ê identicam:2!nte 1 em U. 
J • 

Definamos f,.íf 1 (1-f )J (usumo~ aqui as regras elP.menta-
re s : J "" J -

i) jrr1(1+aj) e 

ii).rr,(J+.;.) e 

convergente se .'T.
1

!a.!<oo e 
J ., J 

J= J 
tJn i formemcnte 

1\q ui 

da n • 8<:1sta mostrdr que 

Logo O GUITlQ 
1' 

.i '' 1 

conve r9cn te se 

f·\ os tremas 1ue jTI1 s~ri:Pjl<<, 
n para C~ldd n • 

purn c a-
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em cada B , portanto em cada AE'.B (U). Logo fE.H (U). Por outro la 
n T T -

- -do, f nao e identicamente zero em U. Para justificar isto, note· 

mos o seguinte fato: se O<eh<l' r. eh<<X>e se /zhl~eh (h-1,2, ... ) 
h o 1 

~ ~ 

então os produtos infinitos hJ!l(l+zh) e h~l(l-8h) convergem e 

J h!
1

(l+zh) /~h,IT 1 Cl-6h)>O, Em virtude disso, vemos que, para todo 

s""l,2, •. ~, temos 

i ~f ljlis (H j)J l~j~s ( 1-112J )j >O. 

s 

De fato, façamos 

ZI"Zz=·. ,=:z.ml-fs' z I""' oo""Zz 1=1-f I s+ s+ s+ 

e assim por diante e 
s - - , s+ 1 a1.s2 = ... ~e ·1-1/2 , o 1 ~ •••• a2- 1=1-1/2 

s . s+ s+ 

e assim por diante. Temos agora 
00 J ~ .rr (1-f.) •• rr

1 J =s J J"" 

Par<:~ j ~s , xE B 
5 

, 

lfj(".) I<I/2J, ou, li-f. (x)-1 l<1-(l-l/2j). 
J 

Logo 

Portanto, se V""Bp (x), cCJm r·edx), .?Xis te s t;)l que 

in f( l.rL, (l-f. ("))j I ;x,Vl>O, 
J --'1 J 5- J 

Logo 9 ,,IT {1--f.)j?O ~~r.1 v c pon~wr.o f:;:.rr 1 {l .. f.)jg10 
j ""5 J J """ J 

V c. C 
5 

em U, po l s 

como U e conexo, temos que H
1

(U) f) um dor:1L1io de int;;qrídode. 

-

Not~mos t<Jmbém quB ;jkf(;-:j).,:O, s•:: k<j. De f.1to, 

f" .!í , ( i - f. ) i ., I 1 - f . ) j . rr, I ( I -L ) i _, ( I - f . ) J h • 
I''' 1 I ' J ! F. I j 

P-'lré:l c-<Jd<) ucU, seja 
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Temos 

f(z.Hu)= E 
J k=O 

Logo h (k) (O)=dkf(z.) (u). Mas, 
u J 

h Pl=[1-f.(z.+Ãu)]J h(zj+Àu). 
u - J J 

Portanto, se k<j, h (!..;;)(0):.:0, Vuf.U, pois f.(zj)""1. 
u J 

Como c.ad<l i;:.::. X aparece l nfl n i tas vezes em (.;
11

) 
1

, se 

gue-se que se S:~X e N é um inteiro positivo, existem pontos em 

Bç;, da forma zj' onde todas as diferenciais de f de ordem m<N se 

anulam. Logo f nio pode ser estendida por uma funçio holomorfa I 

numa vizinhança de Bt. De fato, se f pudesse ser analiticamente/ 

estendida, f teria todas as suas diforencials em algum ponto de 

L!BF; iguais a zero. Então f seria zero em BS: e, conscqJJentemente, 

f seria identicamente nula em U. 

Suponharoos que existnm ;;ubconjliOi:QS abertos CiJíl2.X05 u
1 

e U
2 

de E tais que Ut'f_U, U. 1 0U:JU 2 ~0 ü qLle ex!st.a f
1
.f.H(U

1
) tJl quB 

fmf 1 em u2 . Seja u2 a comronente conexa de unu
1 

que cont61n u2 

XnB,_
12 

(r;), O r ai o p 

e "íf1; c B r (~)cU 
1 

, o que e 
o 

tendida 

funç;':io como em (c). 

ur.1a con (;r<Jdi (~3~,, po! s f r1?ío tJode s,_;;r es-, 

.'~sslm f(~ uma 

'-lffi 
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de E com unu
1
::>U

2
jé0. TJE.U

1 
e f

1
EH(U

1
) tal que f==f

1 
em u

2
• n ê um 

B_0'1'tO si!l_!J~ para _f, se não existi rem tais u
1 

e u2 • f é sin_gJ!..

l<lr em t~ntei ra dU de U se todo ncaU for singulAr para f. 

Denotemos por S(T,U) o conjunto dês fE:H (U) que são singulares I 
< 

em toda ÕU. 

Teorem~ I .7.- As seguintes condiç~es sao equivalentes: 

1) U ~um aberto de T-holomorfia, 

3) H {U)-S(.,U) e de la. categoria (no sentido de 
< 

Sai re) em fi (U). 
T 

Demonstração. 2)~1) é cJ.ara. 

Então fi (U)•H (U)-S(,,U) 
·r r 

e de I a. categoria, o que çont:radiz o Teorema de Baire, pois fi ( u) 
T 

e um espaço de FrBch.;t, Logo 3)--y?.), 

Suponi1amos agor~ qtle U seja um aberto de 1 -holomorfia. 

Sejam u
1

, u2 subconjuntos abcrto5 corL:xos de E t. .. ri s qu~ UnUr~u 2 ;..i0 

r! LJ
1
sL-u. D(:!natemos por HT (U;U

1 
;U

2
) o subesp<J)-O vet•Jri al Ut: Ç(}das / 

as fr.H {U) tais t1UC e:dstt~ fA:_H(U
1

) 
T I 

I; a 1 c 

ur•l ini:f:;iro, seja H~;
1
(U;U 1 ;u 7 .) o çOiljunto de t~.__:d<Js a·.'l fc'.-!,(U;U 1;u2 ) 

pnra os qc.li.'IÍS a cor:·r;;;poildí;ilt(.) f-(-H(:J
1

) :;;_;:tisl':~.z jf
1

);::.r:1 e.r,J U
1

, Te 

mos : 

f' ' j . 
con!,';i d~rcmos 

f<'il (U), 
T 

,s j i fl1 i -
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tado em H(U 1) relativamente~ topologln da convergincia uniforme 

sobre subconjuntos compactos de u
1

• Pelo Teorema de Nontel, esse 

conjunto~ relativamente compDcto em H(U 1} e portanto~ possfvel 

extrai r uma subsequ~ncia de (f. ).,
1 

convergindo a f f:H(U
1

) em 
J 1 o 

H(U
1
). Temos que )f

0
km em u

1
• Além disso, como f("fjl em u 2 ,ta~ 

bim f~F 0 em u2 . Logo f~H;(u;u 1 ;u 2 ). 

b) HT(U)-H~
1
(U;U 1 ;u 2 ) ê denso em H,(u). De foto, por 

J), HT(U;U
1
;u2 ) ê subespaço vctorl"i;li próprio de H-r(U), Has num 1 

espaço vetorial topológico~ o cornp.lementar d13 um subr:.spaçc veto-

rial próprio ê sempre denso. Logo H (U)-H (U;U 1;u
2

) t~ df.:nso em 
1' T 

fi (U). Gomo H (U)-H (U;U
1

;U,)CH (U)-Hm(U;U
1
;u

2
), obtem.» b), 

"l: T T -<. T T • 

Usando-se o foto de que E ~ sep~r5vel, mo~tra-se que 

H't'(U)-S(T,U)::::l__} H-r (U;U
1

;U
2

) pod:J s~3r escrito ,:crr10 \,l 

u J ~ uz 

:HlHl reunião enumerá·Jal de conjuntos H:(U;V
1

;V
2
). 

Logo Hl' (U)-S(-r ,U) ê de ,Ido cater;orl<~. 

Tt~o;~;nA 1.8.- As seguintes condlç6as 

( 1 ) 

>O. 

- ' I -- 'd D-;::rnon<S~r-açao.- .,upr.:.n l,:'ll1l•Y3 v<:JJ 1 .o 

,. 
(2),1\Je 

em U e tnd?! f("H (U) .:~ -· .,. 

Jlm1t"ldo A. -lf,,·.T ·~tJ\ ·0 
•,, \ ·• I, ' u ' .• · • u 

san equlvo)ente~: 

•' T ··lu, 

,I(AT •li') . u) o 

Suponh,'ill\JS '/;:_;lide, (1), S~<j.-, ~cU (,_:ch<:ldo i".i:l) qr_;e ou 
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d(X,dU) .. o ou X é. i limitado,. Seja A(A 2 c ••• uma sequencia de ele

mentos de;) (U) tal que todo A.-::13 (U) estâ contido em algum AJ 
T T 

Definamos a
1
=A

1
• Como ou X C i limitado ou d(X,dU)~o, temo~ que I 

- -
XtLB

1
T. Seja z{X-!3

1
• e definamos s

2 
... A2uB (z

1
), onde 0<p

1
<T(z

1
). 

U U P I 

. T 
Corno X'f-.B

2 
, 

u 
de O<p

2
<T(z 2 ) e assim por diante. Obtivemos assim uma seqüência/ 

B(B
2
c .. , de elementos de}3't'(U), tal que todo A·c~ (U) está con ti 

Elevando f. a uma pot€ncia suficlentamentc grande, podemos super 
J 

indutivamente que 

swp(lfj(t)\;tUlj).:'l/2j 0 

Então 

f~~ I: f,G.H (U). 
Jç"' I ;{ T 

pois esta s•!rie convergG unl formem:-•nte em cnd<3 G J. /\s~i;11 

w J- I ·• 
f(z.)•• [ f

1 
(z,),f_ (e.)+ [ 1, (zJ>· l: f

1 
(z.) 

J 1<''"1 ( J J ,J 1.<"1 1 K J ~('~j+1 t. j 

j - 1 ,_, 
---? I f 1 < z . l k I H z 

1 
l 1-> " ! 1: ,_ < z . l I+ ' ! 1':, <? 1 l I " J k·~l " .I ""'j+l ' .. 

Corno pc1!"8 k>j~ ?.jcBk' t(~mos: 

k 
lfk(zj)kl/2 5e k>J, 

· ' I ' '.. l f· ' 1 
__ , • i i, \ t". • • :. J ···--

1~> ' ,•.. J .· J ,, j 2 



CAPiTULO 11 

O TEOREMA OE CARTAN-THULLEN PARA ESPAÇOS DE BANACH 

E representarã um espaço de Banach complexo com bola 

unit~ria a
1 

e U um subconjunto aberto conexo de E com fro\ltel

ra não vazia dU. 

tado de E e d(B~CU)>O, Notcrnos que, ~--e E tem 

dimensão finita, os conjuntos fec!1~dos U-1 lmi tudos são i';X:Jta -

mente os subçonjuntos comp<~ctos de U. 

Hb{lJ} denot<J ,J á'lo;Jebra de tod;Js ns fun1;Õc5 i1olomor-

-
Se iJcU, dcnot<JníOS po~ el) (rcsr. s,! ,) o conjunto de tc.·~ks ((c_U 

.. I tl 

ta i::; q ;;e 

e e ch<Jm<ido a cn'-'Olthri•-J IJ (re.so. \.!, )·~1Jo1t"J\iF:I':f.'l dr'. B, 
-·"·-~-~--------·- __ ," _____ _..(_ _____ , -~-------- --·-·· -------------~---

Deflnfc5o ~ .2.- Um ~ubconju~1to ~b0r·to canexo IJ Jc 
----~·"··----'_" ___ _ 

d C~ f 01 O !.h: lJ O 1 C" fiO r f Í Cl 
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tos conexos u1 c u2 de E satisfazendo <Js seguintes condições 

(a) Ur\UJ"Uz;'0, u 1çtU. 

(b) VfEH(U) (resp. Hb(U)), ]f 1EH(U 1) tal que f=fl em Uz. 

D.::;flnição 2.3.- Um subconjunto <Jberto conexo U de E é dito um 

domínio de exlstincia ( r e s r . b-domfnlo de exis 

tência) se existir fr::..H(U) (resp, Hb(U))tal que e impossível 

encontrar dois subconjuntos abertos conexos u
1 

e u
2 

de E sati~ 

fazendo as seguintes condições: 

(a) unueu2 pYJ, u1ttu. 

(;,) 3f
1
cH(u

1
) tal que f=f

1 
em u

2
• 

Dado Vc(Cf(n1E)) 1 , denotemos por llrl)IJ,_r,up{)?(P));çe::V}, 

par.:J todo inteiro n1 

toda fEfi(IJ) (resp. Hb(IJ)). 

niç~o de üilvultOriiJ U (rcsp, Ub)-holornorf.:;, te~ 

Lü<JO 

- -'I 1m·· (c ' '11 I fi 1m 1· I ''I s l ! ( r c,}, \J::.:S!.!:). c · ,:\)1, V;. X<:: • 
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Lema 2.5.- Sejam BcU e CJ>Q tais que 8+aB
1
c.u. Se f~H(U) (resp 

Hb(U)) é limitada em B+aB
1

, então f é holomorfa I 

-
(por continuação anali'tica, se neces.sãrio) em Bu+o:B

1
(resp.BU,b 

+ct s
1
) e 

\f(x+y) \~sup(\f(w) \;~V<:B+aB 1 l_c:.__, 
a-ilylj 

onde XE.BU (resp. BU b) e IIY\\<ct, 
' 

Oemonstraçio, Dados XEB, O<p<a, pelas desigualdades de Cauc/1y, 

Logo 

te mos ; 

~~~!dmf(x~~ ~;m sup( \f(t) \;llt-J<Ii=Pl 

.:'.!. sup( lf(t) I; llt-.-d\<a}. 
m 

p 

li ~tf (x)ll.:':m''>P ( !t(t)l ; [lt·>'\j<u}, 

o que wc-nrreta 

.''O!IO ''i'H ~ ro :._ ' !j 

resp.BU,b), temos (t ""'lc:l'l>J) li'"''" ) . . ;) 1,.,.,, • , u I . 

o> 

i\ f>CC{U8n.:.itl \t.:~. dmí'(")il' -l/rn) \"l ent.ii) !l,·:;1 '(:,:Jda ;c 
,! m ~ .. , 

ro I -
r1e de T.::tylor f(v.-~·'f)'-·' í; (i;~,l~)dmf()()(y), i!YI!<{-4 

e 
,, -

I . ( ) I ,, I ' ' . ( \I' r .'<+Y .< r 11-·- d t :"'~~'• 
• fil: ' 

ni'"'Ü 

( 
' 

.• ,, .... p .. ,, . 

( j} C: I' 

'" 
I. 'I 1!1 .• /', , I ) ~~~ 1·1 ,~ ,)'/i ·~ f. .'• ,! 1'1[1 ""!. ·.c--~·····-· 

~ . ' .. ,. 
,-.1 ,., u (/, .. i' ,, , 1 

' 'i c! 

I 
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~do 2.6.- Se a>O e i\cE, dizemos que l\·:-c~B 1 e um~1 a-vizi 

nhunca de A. 

Lema 2.?.- Seja U um domfnio de existãncia (resp. b-domfnio do 

exist~ncia) e seja 8 un1 conjunto U-Jlmitado. Se to-

da f(..H(U) (resp. Hb(U)) é limitada em .::llgurna a(f)··vizinhança de 

B, então Bu (resp. B
0 

b) ê U-limltado. 

' ' -
Demonstração. BU (resp. BU,b) ê um ~ubconjunto limitado de E, 

pois BU (resp. BU,b) :.;:stá contido em B (a ell"vol-

tõria convexa fechêlda de B), cuja dt~monstr<~ção i! ,:,nâloga à J<J 

Proposiçüo 1.2 •• Suponha111os q1Je tl(Bu,(u)~o ((esp. d(GU'b'(U'·~o)). 

Então existe uma seq't.iência (E-;n)'7 .Jm Bu (resp, BU,b) tal que 

d{ç; 1 CU)-+O q~1ando n+ro, Como cada f(é_H(U) 
n 

(resp, H (ti)) e 
b 

l i m i t<:1 
. ·-· 

da em uma a(f)-vizir.hanç~1 de B, Lc:ma 2.5. !mp1ic .. J que f tem <"'!X 

tens.3o analític.:J a IJfnil a(f)-vizinhança de au (resp. nu,b)' em 

l'articu!ar ·l uma a(f) -vi;;;:lnh<3nc,1 d(~ cBd<.l t; , Como !J ,,; 1c1m dQini'-
., !l 

nio de cxistinGia ( ' ' ,. . 
r0:-~p. ,)·-...,omrnl•) 

d(BIJ,h'(U)>O). 

U!il I 
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(~r() • existem ~~t:BU,b'' r, 2 ~CU tais que \l ~ 2 -ç: 1 \\<d(B,CU) e Além 

dlsso podemos supor S2E:C1J) e a.>o tais que B+€
2

-ç:
1
+aB

1
cu c se 

ja U-Jimitado, onde t2 -t;
1 

denota a envoltória absolutamente/ 

convexa de c2 -c 1 (basta tomar o<a<}[u(B.(u)-[IC
2

-c
1
11], pois f 

dados xE:B, yE_t;
2

-€
1

, liLII<a, tG.(U, tem~se: 

o que i mp 1 i ç a 

--

Precisamos, antes de continuar esta dcmonstrnç~o~ I 

do seguinte resultado: 

L 8 I '·' I' ---~~~--?_:_( ~- ~~a~> çon< 1 çocs do Lema 2.!30, para c.:;,d,-, fdib{U) 

xiste i-i>o t.:~l quo 

'')li rl-,,,,1 ) 
~- --~- ; ,.'\ m. I <L "' m 

p 

:::~)~.!.m Sl.lp {I r(;<+,\ ( t+·-~~u)) ! ; i:\ j <~d > 

p 

e-

''UiJ{ i'= f,,"\ I .. , 'I·''' ',- .. r· t 
-• , , • , ,1 I i , ( ·' L. CJ • c , •-· ) , 
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O<p<ct, 

s~il ta do. 

Continuando a demonstraçio da lema 2.8., temos ~ue/ 

m 

f (x+a / 
a 

u+a 1t)" E 
n =O 

1 00 111-
~ /f(x+a 1-u+u 1t) k E a 1 llil'.d 0

f(x)/l I 
a n=O -~.;2-sl+Bl 

~ í. (a
1

/a)nM<eo, 
n ~~o 

a--~----

O!Jde a Gltima desigualdade ~egwe do Lema 2.8.1 •. 

Se.j a 

Terr!OS que ul 

têm S 1 • U 1 C 

~~ aberto. Seja Ul ·::l cornpc\:H-:nte coil'.~:\•l d'-~ U
1

qt;r--: 

aberto, Sej;:m u
1

(n):::•n-·L
1 

5 ,,l,.·(u.·~_l.}/o., !otnos: 
n n :~ · 

c0n 

Como 8 +O c 
n 

n -:N '.::_·,! cu~J n>n i1cwll o ' _, iJ ' --

c::: o <c 
n o 

' - ( I ) ' .. I' ~ !) < C! ~~- 1.,\i: ' 
n <'< 1 • I•' 

I I ~ 'i ,.. -- 'J \ -;; I ,-, "rc: l ' ' 
il - .(. f 
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Temos: 

<1+(1··ôn) (r;z-<1 )Eu1' Vn. 

Alêm disso, Vac[O,l-onJ' a(~; 2 -s. 1 ks. 2 -s. 1 , isto ê, 
-·--

<1+a(r;z-slkUl,Va<.[ O,l·o
11
J. 

Logo 

<l+(l-ôn)(<z-<I)€U1, Vn. 

Para n~n 0 e Àc[-ô
11

,0] ,\\À r; 1 11~.JÀI nr; 1 11~ô 11 \)s 1 \\<e<-*'~a 1 (n) 

Logo 

tese sobre U. 

n~ n . o 

Nos dois pr6xfmos lemas~ denotarernos por -r .~topo 
o -

logia comp.:.~cto-Jbert~ e1,1 H(U) '2 por t" a top0l0~1ia bl_)(nolÔDi-

ca associada a 1
0

, Como (H(U) 1 '1:
0

) -.1 completo, ptovd~·se que 

(H(U) ,T) ~~ to>1cl:'ldO._ 

.~:~~~-L:.]_;,~ Seja x 11 cU p.1r<e1 no:,1,2, .•• e SUfJ·:Ji\:l;Hno.s qt:e supji:(\1) I 
n 

<"" p~1ra t::Hl<-; f.::H (U). r-:r1t.:Ío 

t!r,ra s9mi ~normz1 contínu<i f~m (H(U) 1 1: ) • 

Dcr'lons t r<Jção, 

te ).>O ti>l 

.Sej<:1 B .::{fdi(U);p(f)~l}. 
[J 

p(F}'--'supjf(x )j 
n n 
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b) B ~(\ [f<H(UJ;If(x JkiJ. Logo B 
p n n p 

. 
e fechado. 

c) B é c1bsolut·.'Jmcnte convexo. De fato, dados f,g<:.H(U) 
p 

tais que jf{x
0

) ):Sl )g(xn) kl. para todo n~ e dados À.\.1 tais que 

I À I+ I p I ~ I , te mos : 
I(H+pg)(x 0 li~IÀII f(x 0 ll+lwllg(x 0 li~IÀI+Iwl~1. para to 

do n, Logo À f+pg c.B 
p 

Como (li (U) ,r) ~ tonelada e B ~um tonel, 
p 

segue-se que 

13 e uma vizinhança de zero em (\-I(U) ,T), Louo pé contínua em 
p 

(H(U),T). 

L<:!ma 2.10.·~ Seja puma :,crni-norma contínuZJ em (H(U),,) e sejêl 

tos de U tal 

c:> O tais que 

(Vn)~ uma seq.Uênci."J 

"' 
CjlJe \__)IJ '-""U. Então 

n 
n = 1 

crescente de su:1conjun tos ahcr -

c>;istem u,n intcit·o po:;ítivc; n
0 

e 

p(f),ç 
' 

f (X) j ""(V '\. • " . n , • 

'ltle 

Temos, 

" 
Suponl1amo~ 1uc o -nc;o 

Intl·)iru po:>itl\lO n uxisle 

"'"'l' I c; (•<li ·v'l} , --·n ', ,._. n • 

S>J<,J( I 'l ( ,) ! . ··-\1 )· o - n . I ' ·' .,_ n " 1 

v:i1ido, 

':J(!-i(U) 
~ il 

Enti.ío, 

e~~~ V çomo U 5 ser!il 1dGnt:icdf,;cn-
n 

o 

Pc<to d(\ t•,uG fJ (q h O ,S,::;J' .J 
~ ri 

o 

r .. , '1'"' , • •.1 -;, •. ·• '·' ·'" , In" ) , 
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conjunto limitado de (H(U),, ), po!s, dado um subconjunto com 
o 

pacto K de U, pela hipótese sobre a scquência (V 0 )~, existe n
0 

inteiro positivo ta.l que KcV • Logo 
"o 

sup{/fn(x)/;xc;K,n~n 0 )~sup{/fn(x)/;x<óVn 0 
n~n 0 ) 

~sup[/f (x)/;xEV ,n3n )<-~~-!. n n o"nn 
o 

Além disso, dado n<n
0

, como K e compacto e fn é contrnua, te -

mos sup{jf 0 {x)j;xo[K}~Mn. Loao sup{jf 0 (x)j;x<E:K,n<n 0 }~M"'irliix{M 11 • 

••• , Mn
0

_ 1}. Tomando À:..mÍn{n
0
,f1}, terrJos s~p{jf 0 (x)j;xcK}~+ 

Portanto {f 0 )~ é limitada em (H(U) ,c); juntamente com o fato I 

de que p(f )+w quando n+-, chegamos a uma contradição. 
n 

junta ab0rto cone-

xo do espaço de Ba11ach E. Para as proprled~dc3 enumol·adiiS abai 

xo, temos: 

to r:onexo não va:~.io, u
2

, de U, tdis qtle u
1
cV(\lJ e que t; f)0i''l:'2.11-

~~1 à f;-nntei r<:'l d<:1 (:o:;Jp,::;ncni:.~ conc/c~l cJe VnlJ çr)n\:cndo u
2 1 n::ío e·-
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(4) SeBe U-limitado, então BU,b é U-limitado e . 
d(B,(U)=d(BU b,(U), 

' 
(5) Se 8 é U-1 fmi tado, então -Bu b e U-limitado. 

' ro 

(6) P.::~ra cada sequêncla (çn)l de ·elementos d2 U t<:~l 

quando n+ro, existe f.cHb(U) t.otl que sup )f( E;))==""', 
n n 

Demonstração, (1}='/(2)='7(3), (1>)'='1(5) e (6)'='1(2) sõo claros. 

Pelo Lema 2.8., ternos (3)~(4). 

Suponhamos que (5} valha e (6) não. Então existe u-
00 

ma :>eqÜZ'ncia (Sn)J do elementos de u,.ç;n-rr,,;;:au quanJo n·~CO tal I 

que sup !f(i:
11

) )<"", par;, toda ft::Hb(U). Hb(U), munido da topologia 
n 

du convergência uni forme sobre conjuntos U-11mitados, e um esp~ 

ço de Frêchet, logo, tonelada. Demonstração idêntica à do Lema 

2.9. nos mostra que p(f)"·s~p )f(S
11

) !define uma semi .. norma COiltÍ

nua em Hb(U). Logo s~istom BcU U-llmitado e c> O t~is que 

f r,J I b ( U) , u n rf c p 
8 

( f) -~ :; u p { I f ( x) I ; ;,;r,_ B} • 

Como H, (U) e um.J ãlgebra, c pode ser tomado igu~11 8 1. Logo 
o 

[ ,.- '3 
~ 1 ~, ' u b ' 

L ' 

o li p I f ( s n) I~ s u p ( I f (;<) I ; x ('B} , 

" 
Vf.;:;_H.(U), istor~, 

o 

para todo n, contr~dlzendo o fato de :;U,b ser lJ-limit<:l 

nost n::mos que {!1-'-'1' ,.J, ---/l J 

''l •. 

se E fof 

ve I der.:;o n. Seja (~ ) 
1 

l~I'Fl ~2.~_· 1 uinci;:, d0 el;.-:..m0.ntos di'! 1"'1 c.e-r1·u:n~ 
n 

do coda flOtlto de M lnfinlt~s vc~as, Par~r 

co 
(;: )..., de íJ'Jntos d'~ U c:o!'il -_j•; :~c,~·) :lt1~c~s i)rc: 1·,;·if'd.:: n ,_ -
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des : 

zn+1 E. Anf)(Bnu b' zn+1E.Bn+1' (2) 

(3) ' {6 11 ); € uma seqil€ncia crescente e c~da conjun-

to U-limitado eot~ contido em algum 8
0

• 

Esta construçio ~ feita do seguinte modo: suponha-

mos construídcsB
2
,, .. ,8

0
, z

2
, ••• 1 zn' Como d(l\n,(U):.:~O e 

d(~ ,[U)>O, temos A y:â . Logo existe z 
1

EA nC~ • Se-
"u,b " n "u,b n+ n "u,b 

B .
1

=C 
1
nB (O), onde 

n-r n+ r 1 n+ 
r 

1
,m5x(n+1,ô(B u(OJ)+-l_

1
,ô(A u{O) 

n+ n n+ n 

··-1--} Então 
n+l ' 

( b) 
~ . 

(O }
2 

e uma soqijªncia crescente, 
n . 

poi ·.:> se xcB 
" 

d(x,CU}~u(Bn•CU}. Logo xcCn+l' Ali'm di s s o , 11 x1! ~ ó ( 8 U {O } ) 
n 

<8 {8 li{ O })+~·~!,- 1 .<r I, l.ogo XE8 , '], 
n n-~ ' n+ nT 

i.jUC El.::~B (0). Existe 
r 

n d~! 
o tal que r .:::n • 

o 
Logo BcB (O). Tambr5rn I ,. 

Como 

n 1 ~N tal que 

2 ~{8 
n+ J n 

1
. , 
J ' o 

8 c:B 
"z 

d (o .r'u) ,_i, 
-v · n 

F (,:li, (U) 
" o 

l'f (z } ]>i>s!lp{ I, r (x} j;xd ), 
n n+l n íi 

"o 

i 5 i: o 
I 

\:<1) que 
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demos supor que 

n -1 
[f(z 

1
)[>2"+[rf.(z 

1
)[ n n+ • _

2 
J n+ 

J ·-

e sup{ [f (x) I ;xCB }<J. • 
n 11 

2 
n 

Seja f=, í: f
0

• Como f
11
ô\(U), pi!ra todo n, e 

n = 1 

" ilfn\1 B ;; " \\fn\ls < " 
n>m m n>m n n>m 

I - <oo 
n ' 2 

para todo m, ternos fE.Hb {U). Também 
n -2 oo 

[f(z) Hf 
1

(z )+r fj(z )+ 4 f.(z) I 
n n - n j,., 1 n j , 11 J n 

n- 2 '" 
>[f 

1
(z )[-[4 f.(z )[-[E f.(z li 

.... n- n j =: 1 J n j =n J n 
00 00 

> 2 n - 1 -I E f . ( z ) I ~2 n - 1 
- E I f . ( z ) I ( I ) 

. J n • J n 
J ""'n J ==n 

Como znf:SJ., para j~.n, temos [L(z )j<l .. Vj:;.n. Logo 
J n 2 J , 

(1)~211-1_" 

J =n 

I n -2 
·--- '•2 -n -1:.-- -
2 

Logo [-F(zn) j+roqu.:lndv n+~"• 

Dados ~~au c s>O, existe F cU tJ] cJUC !\(,-·"" li<s/1.1, E 
'o · "'o -

xis te t~mb6m ~EM tal d :n;;o em U. Lovo, 

!\ç-nl\<c/2. Como nU\, -~xi:>te '":md ::;ub~cqu.:?ncia çon~i.antc (( 11 k)~ í 

d<:> (.; 11 )~ idôntic8 8 n. 

Temos z , .~A Lavo 
nk ,. 1 "1<. 

\\z 1 -·s_ \l<d(l-~ ,rU).$!it; -:::\\""l\n-·t::\\-:s/2, p;_;l-~'! todo k. n + :1 n v · n · 
k k k k 

Port:.lnto 

Logo 
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sup( /f(x) /;x(i;+EBI)~sup/f(z ) l~oo, 
k "I< 

Assim, f nao possui extens~o holo1norfa a um subconjunto de E 

que contenha U propriamente. 

A. Hlrschowitz d~ em ~]um exemplo de um espaça I 

de Banach complexo cuja bola unlt~rla n~o € domfnio de exis 

tªncla do uma funçio l1o!omorfa complexa. Como a bola unit~ria 

satisfaz à condição (5) do Teorema 2.1 j ,, fica claro que a im 

plicc1ção (5)~(1) n5o vale se E deixar de ser separável. 

Provaremos agor·a édguns resultados p€1ra H(U) s".:'.me -

lhantcs ao Teorema /. .1 I., 

çoes sao equivalantcs: 

(2) E;dste 
A O 

uma Sf;.qUt:.iiCI a cre::>cc<nte 

11rnlt;;:dosj (Bn)~, t.Ji qu~ 

ci) ccntldo no f.1tcrior dco 

i3 'd} 2 ~~odo 
11 nu 

~~~(J'Unl D . n 

SupnnilcHnos v<i 1 i do ( I ) . Existr; 

junto aberto ,;on~. 

r.on j 1.1 n i; os u-

li 
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Como E i separ5ve}, podemos escolher uma ~cquancla 
~ 

(K
0
); de subconjuntos compactos de 

Seja í3 ,.jnf{a(K.);i::;:n} e definamos 

U ta I que U= \) [ K +a ( K ) B I } , 
n 11 

n n==.?, 

n 1 
B =U(i<.+ a(K.)B ). Então 

n i =2 r 1 l 

(8
0
); é uma sequência crescente de subconjuntos U-limitados I 

(pois Ki+2a(Ki)G 1cu implica 

é 1 i m i ta da em B +B B 
1 

( p o i s 
n n 

d(K.+a(K.)B 1 .(u)~a(I<.)>O, Vi) e f 
1 1 n r 

s +s s 1=U (K.·ccdK.)B
1
i+s s 1 C 

n n i ~ 2 1 1 n 

n n 
CVK.+(o.(K.)+B )s 1cVK.+2a(K

1
)s

1
). Pelo Lema 2.5., segue-se 

i "'2 1 I n f ==2 I 

que f~ holomorfa, per continuaç~o analftica, se neccss~rlo 

em B +S s 1 • Corno f tem U por domrnio natur2ll de e,-<istêncla 
nU n 

de 8 se r 
nu 

-llmi tado. 

pol s corno 

t <::1; s que 

d(B ,f'u)~B >0, 
n \... "' n 

Isto, jLrnto com o f~to I 
u 

limitado (pois 8 e JlmitaJo}, rosult<:~ que 

Al6m disso, cada comp~çto c5t~ contido em 

8 ~ aberto, exis~cm 
11 

Fazendo C ~o , obtemo~ 
n nU 

o) 

b) i<c.Ei c 1 n í.: f3 , p a f ~1 .-c; 1 g um n , 
n nU 

c) C e IJ-11nilt.ado. 

" /". 
d) c ~, 3 ·"u .,c . 

nu nu n0 n 
IJ 

s c u~ 

"u 

I 
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ma anterior. Seja (Gn); a seqUência de conjuntos U-Jimitndos da 

da por l1ip6tese, Seja M um subconjunto enumerivcl denso em U e 

(~ 0 ); como uma scq~5ncla de elementos de M contendo ca-tomemos 

da ponto de M fnfl11ltas vezes. Para cada~ , seja A a bola a· 
n n 

bcrta de centro .;
0 

e raio d(ç
0

,CU). Seja c
2

,.,a
2 

e escolh.1mos I 

z 2E.A{·-Ca 2 . Suponhamos que c2 •••• ,C
0 

e z 2 , ••• ,z
0 

tenham sido es-

C cB , Scj <.:~ I 
n kn+l 

P il r a cada n , ex i s te f n (H ( U) ta 1 q u c s !J p { J f n ( x) J ; J{ E· C n } 
n-1 m 

e[f (z ) [>2"-1-[ E f. (z ) [. A função f~ E f <eH(U) e tem U 
nn • 2 Jn .,n 

J"" n ="'· 

como domínio natural de existBncia. 

O mes~o exemplo de HiJ·schcJwitz citado no Tao1·~ma 2.1 i 

mostr<J que .a condição de 5Bpar,;;bi l idude é. essenci .:~1 no r,~orema 

2 • 1 2 •• 

r.. ·-" r· 1~ r~ tL . 1 ., . ' 
L 

ji!ni;o :.lberto cone 
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(2) Para cada seqUênciJ (l:;n}7 de elemento5 de U, q(JC 

converge a algum ponto de CliJ, existe fE.H(U) tal que supjf(ç
11

) / 

n 

Demonstração. 2)~1) é claro, 

Suponhamos, por absurdo, que exista (~n)7 sequi~ 

cia de elementos de U tal que Gn+ÇEaU e parJ to-

d<J fcH(U). Pelo lemu 2 .9., deflne uma semi-nor 

mu cont r nua em (H (U) ,T ) • 

Seja fEH(U) escolhida arbitrariamente, Para cacla n~~ 

sejam 

llr\la seqiiêncla crescente de ab~rto3 

lo LemA 2.10, existcn1 n clt~ e c::-0 tais que 
o 

de U e 

p(f).oupl f(F,
0

) kc c;up{ I f(x) I ;xccVn ) • 
n o 

U V oU, 
1 n 

""" 

Corno fi (U) :5 um~ 51gebr,1, podemo:; to1n;1r G'-'1 e portanto 

' 

Pe-

'/ n. Pela c_:scolha dos V -~~ G ('U 
11 n l - n Lo;;u, pJ:<'I todo x(V 

irnplica 

('I 0 0 

/f(x)/<n
0

, l::>to e, f é limit.JéL1 u11 V11 ~"~· e
1

• l.;'.fiii] 
o o 

que f pode ser estenrlidJ 

nurn.J 

n o 

2. s' 

" o 



C A P I T U L O I I I 

SUBCONJUNTOS LIMITANTES OE UM ESPAÇO DE BANACH 

_Qcf!niç3o 3.1_.·· Um subconjunto fechado limitado, A, dl'l um es

paço de Banach complexo, E, e dito ]J_p_U~~-· 

se toda funç5o complexa holomorfa em E for limitada em A. 

Veremos no Capi'tulo IV que~ p~ra espaços fracamente 

seqUenclalmer1te compactos (em p~rticular para espaços sepJra-

veis) 1 os sqbconj,Jntos limit~111tcs s"ão pr.:ods.Jmente os subcon-

juntos compactos. Neste cap(tulo vamos dJr um exemplo da csp~ 

nor~-;l;.J contÍn:;<;J e.m (H (E) ,-r ) • 

i!u~~l0i15ttaç.ío. An<iilog-Ol -~~ do l.~;nlé.1 2. ,9 •• 

li "1 s uv 
n+~ 

" ' ! ·- ) '
_, , .. , . 

·- ' ·- ' 
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}(_denotará o conjunto de todos os subconjuntos compactos abso~ 

Jutamente convexos de 
+ E e c 
o 

o conjuhto de todas as seq~anci~s 

de nümeros reais positivos que ·tende in a zero no infinito. 

Lema 3-~~- A sequencia (Pn); (onde P 11 ~9(
11 E)) define a sêrle 

H(E}) se, 

~ + 
~c o temos 

ro 

de Taylor de um e !ementa de H(E) (ou, f,.~ l: P E: 
n n :::0 

e somente se, para cada KcJ( e 
.. -

se.quencia 

I i m s11p\\ P 
0

\) l/n =O. 
n-~<» K+anBJ 

Demonstração. Seja f= E P CH(E} 
n=O n 

Se.j am dados 
~ + 

(n }
0

<•c • 
n o 

Vo>O. 

Seja p>O arbi trar'i amentt.! escolhido, Então p!C-:/; f! i 
• 

pot"tanto existe um<J vizin:,!ança V d~ pl<. t:<Jl qu,:;. f-:! llo.1ltwda 

m-'-"", <JiiC m~m Ítn[Jliça P'' <) .. , L(JIJ(l r:<(-nn cV, o f:1 - ' ~~ 

para m?--m
0

• Pol"I:<Jnto 

11 
.I ,,, 

p ,<---
' m\ I" B m' , -.-~..~ I P m 
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trariamente, lim sup!f?mll.l/m ""O. 
~"" K+a 8 1 m 

Precisamos, agora, do seguinte 

lema 3.1./L_~- Nas condições do Lema 3.1.4., se para cada í",F}{ 

e cada sequência 

Jim supljP lll/n ~o, 
n K B n~co ' +o.n I 

então existe ó>O tal que " flr 11 <~ • 
n=O n; K+oB

1 

Demonstração, SuponfHJmos que o resultado tHlO seja vâl!do. En-

tão e;.;iste K'=.:\. tal que para todo c>O, temos; 
00 

4 iJr fi =oo, 
n:::.O n .. K+cBI 

- . 
1
. I /n 

Se j a E"" 1 , E n t <.1 o l 1 m s u p !P nlJ ~ 1 · 
n-:--~ · K+ o

1 

•lp ~·~·I /n I 
Ir n' 
' ' K+B 

Defina 

I 

00 + 
(rt ),

1
t:c 1 n , o 

trddl~~iio. 

que 

Çt)Ol-



-34-

mos que f=< i: P e holomorfu em todo :<EE. Seja x arbl tr<lrÍ amcn
m=O m 

te escolhido e seja X a envolt~ria absolutamente convexa de x. 

Então Xcj(c, por hipõtese~ existe 0>0 tal quo rnp Jr <<"<>, 
r X+O B l 

Lo 

I • I o !li I m I A . f - I I " X 'B . go 1m supll'm ~. ss1m, ·e 10 amarra ern -!·u 1 , em part.!_, 
m+oo X+üB . I 

cular, e uma funçio holomorfa em x. 

Portanto I:P f.H(E) 
n 

Lema J.J~- Seja e seja seqÜência 

de numeras positivos tal que 1 /n 
d~sups <'-"'· 

n n 
Então 

~ d0 f(O) 
g~" B ·--·--r-Cii(E) 

n=•O n n. 

Demonstl·ução. Pelo Ler,Ja 3.-!.1~., ii suficiente pi'OVilt que, p::Jra 

Como r(H(E), 

Jijnf(O)!:l/n 
L i rn ,, L' 111l-- <-·~- ----~-~ -11 ~"o . 

• -c t! n! ,/. 
n+·" ,, ••:<.-."o. !31 

n 

S8ndo sup 13 11 
n 

I /n 

Def!-·:is2ío ],1.6,-

te f,! OS : 

<; 

--~ .-t. 

(n )
0
cc', que 

n o 

[I--> ·O> 

-e pn!'1;'·:dc; 

:< 1 :õ J; I 

i,.,,-· 

"o 
K-:--~-: 11 13

1 
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p(f)~c(d 

Denotaremos por~ a topologia em H(E} gerada por to
w 

dus as semi-normas port<1das por algum elenwnto de f( e por 'J ~'i 

topologia bornolÕgica associada a T 
w 

Lema 3.1.7.- Seja p umq semi-norma contfnua em (H(E) .T
1

) e seja 

fC.H (E). En tiio 

1 i rn 
n+~ 

-n 
p(_<J_J(D)) l/n" 0 • 

tl ! 

Demonstração. Seja {B 0 }~ um<::1 seqliência de numeres positivos tal 

1/n que sup f\ <co, Então pelo Lemu ).1.5., 
n 

co d11 f(O) 
" O ---,--<_H (E) 

n""O n n, 

parZJ todo 9(.\l(E), onde; 

Temos; 
- -

q(~~~Q,l?.L)«,(/dn_L,(ElJ,I +O qunndo n·->-,,~ pi:lr•.l toda 0(-;i~(F.) 
n. d 11. J v:-. 8 -.- '-'n l 

-~-)(~J__:_s~~Ql.)·, c Jimit.:-:da em (H(E)
1
t·) ~~ poi·t;mto ~~:·11 (H(C),1·

1
) 

r1 • O w 

f)Zl r a toda ::;eqUênr:f;:.. 

Suponhd qut~ 

u-.r1 s ..Jbçonj un ·c: o li;:litddo em {!1(E) ,--r,) 
' 

h). 

(j'-!dlido n-;,.,, 



ó>O e uma subseqi.iência (n .)""
1 

tal que 
- j 

Portanto 

Logo 

/ j ( ) 1/n. 
P ( n ~ ~o .) J ~ó ' "/ j • 

sup 
n 

li m 
n-ho 

J 

dn f (O) 
P ( B -------) ~m 

n n ! ' 

dnf(O) 1/n 
P (-----·-) "o n ~ 

n. n. 
õ J =2 J 

o que contradiz (~. 

D2mons t r<:lç3o da Proposfçio 3.1 .J,. Dado num subconjLrnto 11-

mi tante, 

p(f)c.,sup{lf(x)j;x<-:B} define t!llli.l semi-norma r:ontí-

nua em (H(E) ,,
1
), pol!'> (H(E) ,T

1
) e um esp;:;ço tonclc1dO. Pelo 

1/n 

ti mfsup{/.~-~~-U .. ~)- (.'<)/; ;~C.B}] -"'Ü. 
n--)..Ory ~ n ; 
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onde B ~ um subconjunto fccl1ado de E. Entio para todo s>O, exis 

te c> O 

logo 

tal que 

li~" ~~_gj_ 
B 

I /n 
n 

<ce , VfcH(E), Yn. 

w d 11 f(O) 
sup{ [f(t) f;td)~ E sop{ f·--,--

0 11. 
il"" 

00 

(t) f;tcn)~" co" 
n .. a 

1_/fl-.H(E). Tomando c<l) obtemos o re!õult<Jdo. 

um subconjunto limitado de (H(E) 1 , ), então 
o 

ex i !.i te c·"r:: (o,C)>O tal que 

sup([f(x)[;f,,C c x••.B+cB
1

J<oo, 

Dernonstraç~o. Sej.um Un:::{xcE;sup{ /f(x) / ;fcC}<r}<-: seja v , 
n 

{;.<r:U ;d(x,PU )>·}-}, TeFli05; \f diJerto. V cV 
1

, t/n 
· vrl 11 n · n-n+ 

n 
00 

~)\)V ::::E. Pelo Le1na 2,.10 ex'istem n
1
cl!"J e A>O t;:;is qt..:,.! 

·r r. n:oo 
p(f)-•l!fiiH<;;]if!IV , lffCH(F.), 

D.::;do v:::.-B 
1

, 

t'"mus . '1 f r· ) g.:_., \c. ' 
~ 

;cV J. 
"I 

"r 

1.0()0 

'J \ I • • • ,-. ' 
"i)>1-'o>)jo 
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~1 as 

~.2-~tl c ,.L .. , l =•-l.·i L(J +.G.flc..0..!.. 1 ~d À n. 2n 1 2111 n+1 
/A/=,_ À 

=1/"",;!tl. (;;01_v)k(}l"sup{ /f(y+(A/2n 1 )v) I;/.\ i=fl 
1 

l ~nf(t]_( 1 ) I , 2)n )sup{ ------,~ ~---v ;y,;:.V J~(-
n. 2n 1 n

1 
3 

Logo 

3 _ ... _g }= 
lin 

1 
l 

tias v .,TLo
1
cu 1 poi ~;, dt~dos n

1 
111

1 
n

1 

d (y+J--v)C U ) ?.d (y ,{'u ) -·r-L--I\ v!! >J_ 
1n

1 
: n

1 
·v n

1 
<!n

1 
rl

1 

Portanto 

F,nendo desej udo. 

11 - J 

J~.?!:;!.~ .. -J .. : .. L:}_.'_ -· S C j i-l P ( 7.) "" -~-~- I; -o{ i 2 Í 
i ?~ í 

n 
+ <': 

' ' I I r- •• f ·• \ i< n;rJ,:c,;;, onr,,~ ~,k, .. ,~-.

1
,. 

'/ ,j -· 
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(I) Se existir r:;k, k<n, tal que 
n - I . 

R e( . r. a I ( (' k) 
1 

) c; O , c n tão 
I "'· 1 

n ~I . 
lp(r,k) 1~12+ r. a. (r,k) 1 lo;,2. 

I =I I . 

Se nao acontece (1), então 

~ias 

logo 

por 

n-1 n-1 . 
E R c( E a . (F, I ) 1 

) <O , 
k=l i""1 t < 

n - 1 • 
E (F,k) I = 

k=-1 

n -I 

ou, 

Re( E a 1)>0 e port~nto 
j "" 1 

n -1 

lp(l) 1·"12<·' "-1~2. 
í ""' T 

1 

11 - 1 
Re t a . 

i"" J I 

I <n • 

n ~ 1 . 
' f ) I ) {L. ,f., <0. 
k "-" 1 K 

porte estã (~lll S, Se Sê" infinito cn,:<lo 2 (S) ,, 

chCJdo -
~ ur.n f\lllç.aú d.:::finidi.l ~~1,1 1 

defi11id-él ctn t 
~ 

,, 



De!mons t raç:::io, Sej ~1m 
~ n 

.~u. 5 ( t ) to i que 
\ w 

x) (n vezes)), S'.tpondo po1· absurdo que o resulta-

do nao valha, podemos fazer uma partiçã•)em!N por uma seq~i3ncla 

(R )""
1 

tal que 
n \IPI! R >c, 

n 
todo n. Para 

n -1 
( ") n-r( )'' n =F.:+ :z r 1\x 1 Àx 2 +À e:. 

r'" 1 

Pelo Lemu 3.1 .9 •• 

Portanto 

J\n iJ ! o g a mt~ n te e usando o m~todo 

\I c I\ '· o temos :\,'1 Ruo !.Jn UR :;:.'f~. ror 
' 1· ''z ''3 11 

'I "'I . iJ r•'l '0 · ' : ,., l..J •; n .;-.: ' "'-
1' l o. •""il 

,. , ·tí'n,.) ' -.1e ,'\' '"" c. , 01"\(.,c t 

.,,. :E J(n-rn 

Y1">-/\ (y) r 

urn:-"1 vez 



E.r-..cJ (n-rE) 

(y1,. .. yr) >-h~(yl, ... ,y,.) 

Então~ é r-linear e 

sup{Urf>(y
1 

, ••• ,yt_)ll ;lly
1
11 ~1, j,_.,l, ••• ,r} 

~5L!p{j/\(y 1 , ••• ,yn)\ ;l\yil\~1, i""1, •.• ,n}~\1AI\. 

Portanto 1]> ê contÍnLJ;'l, pois é 1 imi ~ada e como 'f=~ o !J.r' v e I 

contínua. 

~.n-,)s i mo 

S • (O OC.I Jugar) . 
eJa un"" , ... , , ,u, ... c2.."" e se.Ja 

~ 

A,\_j [u }, A ii 

n = 1 
11 

fe,;:hado, J j-

mitado e -nao co1~pacto. 

Oemonstraç~o. Suponhamos que o res1;ltarlo 11~0 n0ja v~Jido. En -

que 

E XiS 1: f! t11 

t::io, pç:l<l Propos!ç.:ío ).1 .. 3., e:(ls:: .• ;~ 

t~115 C]ue 

n I • . 

l-~~----L}- 0 Jtu 1\ 
r n 1 , k 

1 

·1 In, 
' 

\ ~,I) " f 11 ) • 
, 1 rrr -sun .-----·~·--,--·---- ,;( 1 
1 • I ·.. I l ,,. I \ I 

!l..;_G> 
' l n, 

>5 /2 

!In 

Existe n)> n
1 

t~1l ·.iu,;1 

f r. H (J, ) ,., 

i 1 ) 

i :~nçf'') 1 i/n 
/:-_:. ___ _, ___ \_::: ... (,_,, )l <8/ 1:- 1 ;·;.1r:1 to·:i·:> n·-_q (;.;...,) 
t I _...; l J 

n' ' ' 



Novamente, por 

que -,1 1/n 
d 2 f(o) 2 
/--,--(uk ) I >ó/2 

"z · 2 

' Por (I) existe n 2>n
2 

::ai que 

- I /n 

-lt2 .. 

e uk E.A, 
2 

l
d

0 f(o) 
--,--(u ) I n. k

2 
<6/4, para todo n~n 2 

Obtemos assim um conjunto S={k
1

, k
2

, ••• }que pode substituir \N 

(c0111 a identificação k
0

=n), f~:.to 0, podemo-:; substituir.!(,~ por 

t ( s) • 
w 

Sej 3m 

S c.j a 

o:::-: n ~-) r :J 1 1 d a c! é~ , 

o:]., p~H<l C~\c!d j, 

n • • 
J "· d·-1 f(O) 

A ~=-··-------T----
11 • I! , • 

J J 

kçin. , 
J 

r ~l r ~l 

1/n ~ 

todo j. 

"''" 1 •J 1 • 11 
-: -~- ú-~-' . p ,-,.,_; ,.,_ \",1 C)~ ., 

n 

... 
J 

i1 • 
d ; f ( 1) ) ' 

e -··--· -~--.,. -· - . 1 r_! , ) ;;;, 
" • J lo j o 

' 

') uc 

'"' n . 
/'c• }; _ri __ ~!..J:.. -~), 

q u::< 



TP-mos: 

e 

Seja k 1 ~:1 e escolha s
1 

infinito tal que k
1
i:s 1 f~ 

r~r 1 ::';,_[IA (À "1) ,[ s 
1 • n 1 1 

e peln Ptoposlção 3.2.1.). 

Suponhamos que k.~S. tcnl1am sido êSColhidos para 1~ f!f._Q. -1 Es-
' I 

colh~mos k
0
(.SQ_. e seja C?"'{k

1
, .•• ,l<"}. To,m:!llos S_,csJ,-I tal 

-~ ., l ·-' "' "' 

s up{ 

Res t ri n 9l nclo 

I . 1,., 
.} 

.·: ( IJ ) ( \ 
""··;--···-- , z) 

(c, ) 

p:}deíliOS 

" ·'• il n .• , 

i": 

lhij ' l} J I I I C '• 



n n 
<sup{[A (x+y) 2 -A (x) 2 \;xct (C.),y.'ó.2 (C.l),llxl\<1, 
... n n """' '··"" 9 ' I I . 

IIY[k I J 

li xl! SI , li yil ~I) 

E.'<Íste i·i>O 

li (9. (<}))' 

1'1 ,. .. 
': !/) 

00 

1\,',·o. e 
1
r::.n13 

1 (I) 

-
!. ~~~r;.:~L \! 

~:1, ,, 0 
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=suo( I T (z) -. m 
dmf(O) 
·----·--(z) [· zd (tj) li 'li <M} lll ~ ' C<> ' l - • .... 

Portanto 

E 11 T -
m=1 m 

Como 
"' ""m 
r.)i_cl__fj_gj_il 

m! ·' m-:.=:1 I<+C'. B 
m 1 

temos o resultado do Lema. 

~~---/ I.!IJ a r 

Coni:inuando a d•;}monstrar o TP.or~ma 3.2.3., se vt""(O, .•• ,O~l,o, ... ) 

E.t
00 

(C}), então 

. 
1'"\11 ·-· 'J 
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Pelas desiguoldade5 de Cauchy, 

J~sup{lp(À) I; IÀI··1J••p(Ã
2
), ,\/[, 1.\J•l. 

Logo existe Àl;.C, )A 2 /=l t;J] que p.:Jra todo yr_t{Ã)((~) 

jr (v 1n 2 v
2

)\ "jr (v
1
H

2
•,

2
+y) lo,J. 

n2 - n2 -

s~1ponh~mos que A2 , ... ,AkE[ tenham sido c~ colhidos tais que 

i 
IT (v 1+ 1: Lv.·:·y) ~~I 

n i j ''"2 .J J 
para todo e i <-~2, •• , k, 

Então 
k k 

T (v+}; À.V.-!-;\,.v 1_,
1
+y)mT (v,+ E À,V.i·J.v

1
_ 

1
) 

11 k-t·l j,.,z .J J ,\.,.. "k+! ' i'~.?. 1 1 ~+ 

nk+ 1- 1 

'" i: 
r =0 

n , \ r k+ 1 
,'f, \ /~ J ,\ t<l. 

r " k-l·l 

.\J: •1 

I ,~ I~ ' !v\· I .,., ' 

todo 1 i :·1 r; up I T., ( .'d i 
!( _.,_,-_,, o I :-: 

,,., 
'!: T '-~ i-J ( :~ 

k "' l n !_· 

:• 'I ) .. 



c ;.\, f> T U L O IV 

CARACTERIZAÇAO DE SU8CONJ!JNTOS LIM!TAtl'fES 

DE UM ESPAÇO DE BANAC!l SEPARAVEL 

~_!-~f:.?..?_Lg_~o-~~.0__:.'"' Seja (,p
11

)'} uma seq.Úência de c.::lt:!nwntos de 1:::
1

, 

'" 
Ent~)o >.; rpnn~H(E) se, e sc,rnl"!r'.\.e se, 1l

11
"..-0 qu::"l!~. 

n" I 

do n-;..c<1 na topolo::-;ia fr2;c,1 u(E 1 ;f:.) c::1 1: 1 , 

D·~n'onci·c·~,...;o Sur>onll"'''os ''''"·· ,.. ~ n~ .. ;riE) ~ .• , .., . a':;r· • ' " - ' •~ ';n -·' 
n""' 1 

Ent.~o Le.-na ],1,11,, I 

n I I In l im su:1il? i '"O 
n . .,.,.., r. K 

toJo 

por que e.xist<:l ;JE 1:<.11 que ( "~-·O " i • 

Existom 8>0 .. -· . c ur.J:·'· ;;;_JI;s;:;qucr:...-:1 ::~ J.·.\ (c YJ' 
fi 

1: ._] 1 

o f] u '·'· 

t) ->o ,, 



t~mos: 

\1?
11 
"lll/n ~i\> li ~sup( I> (x+y) I ;xcl<,lly\l<a ) 

·.,+ 8 n /(• 1, n n 
" cxn J ,,.an _;I 

ostJp(\9 (x)i·•'• (y) \;xcK l'y\l<a) 
n 'n '' n 

.::sup{\9 11 (x)\;x(.l\}+sup{\ti> (y)\·'\yl\<r;,} 'n ' ' · 'n 

Logo 
I /n 

I i m sup\I•P 11
\\ .;; li co li> !I 

n '( " n il+"" , +a nu I n-rw K 
+ 1 i m a 11"' p fl ' '>' fl I 

Corno {rp ;n::ll} e um subconjunto lim!t.ado de !: 1 

n 

qnifor~nemente soüre os compdctos de r:, U:1nos o resultado (uti-

lizsr1do n:als uma vaz o I_.,.,,~ ') 1 11 ) 
~·~'"" ..}> , •.•• 

l . ..::tn<J lt .. 2.- s"~ C c um sub•:onjunto na0 lirnitddo d.;. E, f~ntc<o .;;xi:; 

' ' li I') !" '- • I i:: t J 1 '"c •. , ... f\f·'·)\· ... r)·•·• '·i-..! ~·-'r'' ... , '.-.,~ .... "' • 

i~to e1Jcerra o pruva .. 

Y o sub~SflJÇO vc~ori~l 
m 

p 0)' X]' ' , • J :;~ J 
<il 

'I \. '/ X I '• ,. o ., .. , -.,··. ,., •'• .... • .... , .. ·.'.···' • · • t • , ·1 • ~-' 1 i •_. I '-' v 111 r;, .. ,. 

:; '~ n ,_; :) 

t:r::n··~;,_~ 



de elementos de C e existe y>O tals que 

Fixemos O, Ü<ô<y/2, 

Afirm.J~;ão: Se Sé um subespaço vetorial de E de dimens.3o flnl-

t.J, existe nc!N tal que 

llu·-y 0 1,\~0, pura todo uES. 

Pois caso contr:irio, existiria ~tr\IF.l seqüência (un)~ de elementos 

de S tal que Uun-yn\1<6, para todo nt:.:tN. Como (y
0
/J ê limitada, I 

... 
que u ··)·u qu.:.wdo k~·""· Logo n, ,, 

Hu-y 11 \l ::::\lu-·un,\1..:·\lun ··yn \i<(~· -o)..;·o. pt-1ra k sufíci0nte 
k I( k k 

mente grande, 

contrarJizendo un 
Co l oq •.wmos 

nk(í~l tal que C o l oq U(! ;no:3 X '~ 1/ L- .•.l I •. , ., ' ' ' k 
Pa 

r<:1 a :~~~qJ_iênci a (;.:n)~ cJ,:: C 1 vJlc:-:1 ·~r1tao 

l\ ·< -·< :! ...,ü St. rn/n 
1• "' m • n '1 "" 

( : ) 
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1

);;:o p~~'" '(.0r.lo w .. iN {7.), 
rn m+ 
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' ' ( '; :' -:1 J '''! \~ I . n \1 iil ."! 

. . ... ' 
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(J) 

</> (x )==O n m se m> n 

0 (x )=I para todo n (5) 
n n 

DoJnonstraç3o. Como, para cada n, -Yn-l e subespaço vetorial de 

c;dste rp "-" E I 
n 

'cal que 

o (x )=1, 
n n 

I 
·~,-------< -. 

d(Y ,x 
1
)' o 

n n -

qi.í.~nci~l JimitadEJ ,~:.1 E 1 tem uma su\;seqliência 

FracJmente conv8rg~nte, ont~o os subcorljuntos JimitHntus s~o 

precisAmente os subr:unjuntos (:,;nrp,'lctos. 

Oen1onstr~~~o. Scj~ C un1 SIJ[lconjunto fechado, 

11~ra todo n. Ent~o 

(i oe 

"/ ~) 
n I 

Í"'l 
'· 

'I, ·-"i I 
( \ ) ) .;.0 ,, 

J!mltoJdo, 

((,1.,)'~ 1 ' po.:;; 
'· 

s~)J .. , v --').,,-·,;,) ·n 

(3)1U~}l'- ( .- \ 
,) ; . 
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I /n 
Seja G =r~ 

n n 
p~ra cada n. A Proposiç~o 4.1. mo~tra r~ue a fun 

m 
(•v (x ))"\."\" z"a (o/ (x ))"I n m 

11 
= 1 n n n1 

m·- I 
12 rn R ( 2° 0 ( )' · -~ a -',- e L . a \f x t+l 

m n~ ... t nn m 

m-1 
lm( r 2°a' "(x )) 

1 n n m 

"" 

Portanto 

StJp(/f(x)/;x<Cr.)~sup/f(x )/···~. 
n n 

Lo9o C ll<.JO 8 li mi t<;nte. 

l..nm<:l lt,6,- S " E ,:; "''"''".,·'v·> 1 ··oda '-- "' ...> 'o i J ' 1 ·~ '" I ' '• lim!tad<l 0 m 1:: 1 I 

Demonstr~çao. Sajd U;lla .:;r;qUCi!Ci :Cl 

d '~ 11 o ·c: c: :.1··)s por 

'. ~ . 
ma ~:,.q•.:un-~:i .::1 

C<Jda k, f•.:mu 
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' ' 

( " ) 

i-\n u -· 



todo Xf:E. Definindo :< 1 (x),,ll.~1 
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X' (X) 
"n 

para todo xcE, tomos ' E-' X f_. ' 

Coro!_~~-~.:.1..:.- Se E e scp<:~r<lvcl, então os subconjuntos lirni-

tantas s·6o os subconjuntos compectos. 

Cor·oJiirio l-1,8.~ Se E é sep;,Jrâvel e Uc.E lltn Jc,rnfnio de e>:lstên·· 

Demonstraç~o. r f5c1 J V8r que u ~ um domfnio de t-holomorfia, 

para al:Jum o;. D<:Jdo XCU llmit'>nte em IJ, pelos T;:. 

orem.::~s 1.1-1. e 1,8., X ê ft~dLl\J.J 1~111 E, pois dCSõU)>O. Loqo X ,3 

limitante cr,l E. t_)elo Corolát~fo t1,7., 
. 

X e c D r,Jp ;1 c to • 

tlo.~'::·l_, Se C t~ reflexivo, i':C!'Il05 r0sult0do id:'lntico d.r::. rjo C(1ro!.} 

í i o 'l . 7 .. 
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