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SUMARIO

Bste trabalho tem por finalidade determinar os auntova-

lores rezis o distintos de uma matriz companheira real,

ot

.
i
0

.

apftule zero, sado dadas as definigdes & notacdes

usadas durante o trabalho.

1

No Capitulo

No Capitulo
na matriz original.

Finalmente,

os dois metodos 2 sao

putaciconais.

N
i

;= - o
1, e proposto um nove metodo, usando-s

e
5]
{ jwt

2, e descritc o metodo OR, com perturba;ﬁo

no Capitulo 3, & feita a comparacdo entre

apresentados os resultadeos dos testes com-

HNO Ap&ndice, constam as listagens dos algoritmos pro -

gramados.
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SUMMARY

The scope of this work is to compute the distinct and
real eigenvalues of a companion real matrix,
First the definitions and notations used in the work
are given,
st o ;
In the 1 chapter a new method that uses symmetrizers
is suggested.
nd . . . .
In the 2 chapter the OR method with shift in the
original matrix is described,
s : rd s
Finally in the 3 chapter the compariscon between the
two methods is done and the result of computational tests are
presented, too.
The appendix contains the listing of the vrograms of

the algorithms.
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caPITULO ©

NOTACOES E DEFINICOES:

0O problema algébrico fundamental de autovalores estl na
determinagao dos valcres de ) para os guais o conjunto de n egua-

-— . "~ . - >
goeg lineares homogeneas de n incognitas
Ax = )x (L)

tem uma solugdo nao-trivial. A equacio (1) pode ser escrita na

forma
(A - AI'x = 0
e para X arbitrario , este conjunte de equagoes tem apenas a solu

zao x = 0, Dizemos gue existe soclugdo ndo-trivial se ~ ¢ somente

se - a matriz (A - AI) & singular, isto &,

i

det (A - XI) 0.

Desenvolvendo o determinante, teremos a equacao polino=

mial explicita

a, o+ aiA + ...t A + (=1 X = 0. (23}

U

Definicdo l: Chamamos de equagdc caracteristica da matriz A

a1y

equagido (2) e de polindmic caracteristico,o polinmic 3 esquer=

da da igualdade.
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Definicao 3: Uma seolugac simébrica X da equagao matricial

3 ,.t\,. Lo . 3 Y N . - R . -
AS = 57X & dibs sinetyizadorsa de £, e a matriz 5 e dita simetri-

zavel nesse Caso.

Definicdo 4: Chamamos de matriz compapheira do polindmic -

caracteristico de A, a matriz:
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Defiricic 5: Definimos forma guadraticsn ¥ Ax, de n varid -~

vels xwo, o e s om x aggociada & mabtriz simétrica real A nOvT:
! F N

H
- 143

xtAx = i a

i, 0=



onde x € o vetor com componentes x

i

Definicdo 6: Uma forma gquadratica com a matriz A & defini-

da:
positiva definida > 0
negativa definida . < 0
#de acordo com XAX
positiva semi definiday > 9 , para todo
: x#0,
negativa semi definidaj <0
Definicio 7: A matriz A de uma forma qguadratica positiva -

. t - ‘g -
{negativa) definide x"Ax e chamada uma matriz positiva {negati -

va) definida.

Definigao 8: Uma forma guadratica x*ax & positiva definida

se - e somente se - todos os autovalores de A sac positivos.
Definicdo 9: Dizemos gue as matrizes guadradas A e B s3o si
milares,quando existe uma matriz T nio-singular tal que TAT  '=B,

A transformacdo TAT-' 2 chamada transformagdo de similaridade.

Definicac 10: Uma matriz & dita naco~derrogatdria, quando =

ela & similar & matriz companheira de seu pclindmio caracteristi

20.

Definicao ll: Asg matrizes:
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superior.

pDefinicac 12Z2: A
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matriz
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& chamada matriz tridiagonal.

Definigcao 13

o n
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A matriz;

20 chamades respectivamente, triangular inferior
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e dita matriz de Vandermeonde.

Definicdo 1435 A matriz:

r .
| 4
' 0
D = dg(d d .o a ) = d
g %y Y Tnn . 232
o
*a
i nn
2 chamada matriz diagonal.
Definigio 15: As matrizes:
a a N b b h
1 iz B 11 1z £ 1
5 voog

a =] P | i o o) . g !
z1 22 an ' 21 22 ) }
& see & * s b__. |
12 L0 . : . n=t,n
] " [
O . ’ R
L = i

- a a = &

L n;,n—-t nn = bn; bnz ¢ bnn

sac chamadas respectivamente, de Hessenberg supericr e inferior,

Definicdo 16: A matriz real P & dita ortogconal se - e somen

I - Matriz identidade;

[0} - Matriz nula;

At - Transposta da matriz A;
A"l -« Inversa da matriz Aj;
tr{C)~ Trago da matriz C

, n
Ll(x} = ilxl|1= 1xli+1x2|+ . +ixn1, para x £ R



CAPITULO 1

METODO  PROPOSTO:

1.1. Introducdo:

Seda a equacgao matricial:

Cx =

et
s
i

onde ¢ & uma matriz companheira real e x um vetor coluna.

Tomando a simetrizadora X de C e premultiplicando am

{(3), teremos;
XCx = AXx,
Chamando & = XC e B = ¥, entdo,

Ax = ABx (4}

onde A e B sio matrizes simetricas reails.

Quando B € uma matriz positiva definida, o problema Ax=
= ABx pode ser reduzido ao problema simétrico padrd3oc Ez = iz, on-
de E € uma matriz simetrica, usando-se a fatorizagioc de Cholesgky
em B, da sequinte maneira [ 3,4 ]:

Se L 2 uma matriz triangular inferior tal que LL~ = B

entac, podemos escrever a equagao (4) como:



#

{i

ATy
AR I
ri

1y
dg
ng

it

- ; e o mel g
Chamando £ = L™ A {L

1y

Y
it
e
)

-

Loge T & uma matriz conhecida, rezal e sinetrica.

Fodemcs, ent@o, compubar og auvtovalcres » de E, que cor

1

pondem dqueles dadeos pela equacao {37, 0 camirho indicado oe

"Eispack Guide™ [ 5, 6 ] B aguele em gue usamos a combinagio -

metodo de Householder gue transforma I numa matriz tridiagonal

A dificuldade gne eszse métndo poderia apresentar, seria

construgdo da matriz ¥, de forma gue ela fossg -

positiva definida, Tal problema 2 evitado, usando-se as matrizes

de

1

polindmio real de grau n e

Hankel, gue sao definidas por relacdes recursivas simples.

1,2, Matrizes de Hankel:

A

eta Folue) = Rl o - o - W e . ¥+
eja flx) ® ¢ % Y1 .. C2< S im

T a matriy companheira de f(x) .,

¥nti0, a matriz:



Sa S}, 4. hn"l
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Sl ;.,2 P Dn
H = . ’ . {5)
ol
i Sn‘“l a,n L™ Szr}.m‘2 ]

onde S, = tr{CT) (Somas de Newton) & chamada de matriz Hankel -

das somas de Newton, associada a f£{x}.

Para mostrarmos gue a construgac de H e facil, usare -
mos um outro tipo de matriz Hankel | 2 ] , gue num caso particu=-
lar, € igual 3 matriz Hankel das somas de Newton, com a vantagem

de ter relagoes simples, definindo-a.

Sejam:
n ) g JY Vi s
f = _— i ¥ . o - -
{x} n+!x X Croy c?x c1 ’ (6}
+ —
ol = 1
€ty )
e
m M., Meyp ‘i
= X - x - = - ww - -
gix) bm+1 b m-1 b x o B £7)

dois polinomios de grau n e m, com coeficientes reais; m < n. En

tao, as guantidadesg s;e 1=-=1, 0, 1, 2, ..., definidas por:

g{x) s

n
3]
na

L . {8)

*
b
xm

£(x)



sao chamadas pardsstros 4

Rizy} = g{x) / fi{x}: & as matrizes:
9’ ﬁq LI I Y S i

‘ q 1 k=1 2

& g e Ty '

13 = : 2 S !
a, .. = » - * ;
A, % & ° H

= B 0 g

. o - i

Frey Skttt Fakey |

sa0 as matrizes de Hankel, associe

Existem relagdes recursivas

coeficien das

ten

LAVY

9]
[
bt

ambos oz lados da equagido, obteramos

matrizes

LE]

o

sl =

-
-~ el c" et

g “n Fay
s =~ 0.8 & 8 =

: n~ o 1 ey
5 ~ o 8 e - g =

n—1 N2 1%

S, = C_8 e & O 5=

t Nt ‘Stﬂn
Agora, se g(x) = £'{x),

da de fix}), temos:

A

de Hankel.

Markov associados & fungdo racional

o

do denominador @ equipararmos as potencias de x

a

S

o

LLI

parimetros de Markov.

imples para a geragao dos

=

Para © caso n = m, em {8),

€m

il
-0
~1
L Ralnt
~b,
O (= n, n+l,..., 2n=2).
onde £ (%) € a primeira deriva-



s =0
-1
s = 1n
0
s - ¢ 8 = -(n~1} ¢
. a 0 ( ) n
s =~ .8 -C s = e« {pn=-
e noy n-1-96 . {(n-2) Cn-i
L ]
-
fn-1 T Cp¥pez 0 T E,8, - —cz
. — - - ny . _ 1 - \
Sy CpBpoy *+- ¢18:.n a (t n, n+¥l, . .., 2n=2)
ou ainda:
- - 8
s0 =71 = £r{C"}
5 = o =
. 0 tr{C*)
o 2 (9)
s = C° + C =
2 n 2 n-i tr(c)
g = ¢} + c + = 3
s, <h 3 CnCrm1 3 Crey tr {C*®)
L 3
.
eto.

A relacdoe (9) estabelece o fato da matriz Hankel  das
somas de Newton ser justamente igual a matriz Hankel dos parime-
trog de Markov.

Em | 1, p. 611 1 & estabelecido o sequinte lema, gue

forma uma parte da demonstracgao do nossc resultado:

Lema l: A matriz Hankel H definida por (5) & tal que:

onde C & a matriz companheira de f({x),
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Considere=-gse ageord, 2 eqguacas matricials

X = XC7. {11}

pesde gue € seja nao-derrogztdria, pslo resultade de

, i - . - _ Wy w
Tavssky e Zassenhaus | 13 1, toda solucio ¥ de {11) & sime

trica. Sejam % , %, ... , ¥, as n linhas da matriz X. Entdao, a
i Z

suuvagac matricial (1l) & eguivalento u:

T
¥, = x, C7, o= 2, 3, ... . n
=1
C ¥ + C X 4 .. FC = ¥ v
il 2 2 * non n~o*
Eliminando=-se X , % , ... & X e obtaremoss
2 3 X

L
Fiy
Cam™
[}
e
i[
j—
3
w——r—
.

[

Desde gue, pelo tecrema de Cayleyv-Hamilton E3,p°3$—39j?

c{Cy = {01, x pode ser escolhide arbitrariamente. Assim, as i1
1

BHAE X ;X s e s % o Ga salugﬁa simétrica ¥ da eguacao matri -
i 2 =



cial (11) s3ao tais gue:

X pode ser escolhida arbitrariamente
1

X s wee ¢ %, satisfazem 3s relagbes recursivas

Sejam h;' hz, aew g hn as n linhas da matriz H.

Entdo, das conhecidas identidades de Newton [14,p.39] ,

Sy T C S5 Y oS a2t see FCps) t oy, 1 =1, 2, .., on
S, = C_8, + o s, t ... OB, + Cc s, i > 1
i n~i-: n-~1"i-z2 27 i-n+1 17i=n ' ( n)

Assim, da segunda ate a n-esima linha de H, sao satis -
feitas as mesmas relagoes recursivas de X dadas em (11). Desde -
que x, & arbitridria e, em particular, pode ser tomada como a pri-
meira linha h de H, o lema & provado.

?

Logo, H & uma simetrizadora de Ct, e, ao invés de tra-
balharmog com a matriz companheira C em {3), trabalharemos com a
sua transposta Ct, gque tem os mesmos auvtovalores [3, p. 3 ] .

Mostraremos, agora, que a matriz Hankel das somas de

Newton H (5} & positiva definida, se - e somente se - oS autovale

res de C s3ao reais e distintos.



A dsmonstracido & dads, geguindo o artigo e Datta -
' :" } r
Saxjam A, X pER An as ralzes de Fix), Fntdo, de
1 2
(%) temos:

g =1 o= 5 32
2 R, |
1=L
n
8 = ¢_ = I Al
i ‘fl . l
i=1
n
i B s
& = & + Z ¢ = L ki
» 1 Ny . 1
» i=1
-]
ata,
A matyiz H portanto, pode ser escritn da forma:

o= vt
no

onde W de Vandermonde e a 1linha 1 de ¥ &
P T i .
P An), 0 < i < n-1.
se os Ay 230 distintes e reais, a matriz
o portanto, Hoy © positiva definida,
28, agora, gue H_ o & oositiva definida. Intao,
1Ia -
a equagaoc CH =4 c~ da forma
- nn nmn

L

_ 7 - N
; l,h o Hlf? _ Hl/h A g 172
nn nn nrn



entao,

£ 4L/2 ot m1/2

p- = cT " 12 o gl/2

}1

= H - p
nn nn nn

nn

simétrica, Tambem:

M

Portanteo, P

/2 p xl/2

C =
nn nn

& similar a P.

Desde gque C & similar 3 matriz simétrica P, os autovalg
res de C sao todos reais. HNovamente, a nac-singularidade de Hnn
implica que a matriz de Vandermeonde V & na3o-singular e portanto ,
os Ay sao distintos.

Assim, com a obtencdo da matriz Hankel positiva defini-

da e simetrizadora de C, o método proposto fica completo.

Observacdo: £ interessante observar que, além de usarmos a

matriz Hankel das somas de Newton para computar os autovalcres re
ais e distintos de C, como descrevemnos acima, poderemos usay essa
matriz para obter informaces sobre a localizacao dos autovalores
de C, sem 08 mesmos serem computados, Pelo tecrema 3 de [ 1 ]
temos gque os autovalores de € s3o distintos e reais negativos (po
sitivos) se - e somente se - H & positiva definida e CH & negati-

va {(positiva) definida.
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Crucan da matriz

Hankel:

"
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£a ‘Un““‘ i
o8+ 3 ¢
Lol 3 +
0N=1i rn-3
+ o .8 +
n—i: n—e
C = “' L
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e
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Faua matriz seri real e

to da matyiz Hankel das somas de Newion
matriz companhoeire C.
Ge @, . san calcuiados
& F
Para 1 = 1, ... , n Temos:
{l! % l:i‘~. u r .] :._
iy i,49+1 - )
i I
(iz} 4 WL by, Oy F bX
i 2= k=1i+1

DIAGRAMA DE

simétrica;

a matriz A do problema simdiri

resultado do srodu-

#H (%) rela transposta dz

racursivamente por:

BLOCOS !

o _i“”;p: 1, N ‘\“\}
E \\’“*‘-.mmm T
———

E % CALCULO DOS

% i A{I,d)

| J =1, u~1

Lttt
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i.3.3. Reducdo de Ax = ABx para Ez = Ax:

Esse algoritmo reduz o problema de autovalores Ax = ABX
ac problema simétrico padrao Ez=)z, conforme descrigao no item 1.1.
A deconmposicao de Cholesky de B em 1LY, onde L 2 uma ma

triz triangular inferior & executada primeiro, do seguinte modo:

Como 111 > 0, temos:

{i} Para k = 2, ... , 10
£ = 4 a
13 11
bkl
£k1 =
£
11
(i) Para it = 2, 3, ... , n
// i-1 )
g}ll = b.. e E 2.‘
ii ii 4=1 ij
1 i-1
= Gy ko= i+l L., .
Qki f;; (bki El 17 ij k i+l n

Depois, a matriz E = L7! ALY & formada em dois pas-

LX = A {12)

EL =X (13)
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1.3.4, Método de Householder:

Seja E uma matriz real e simétrica. Este m2todo compu

T, onde T & uma matriz tridiagonal e » &

ta P tal que P E pF =

ortogonal.

Fazendo-se E = A , depois de n-2 transformaqaes ortogo

L

nais, obteremos An_l tridiagonal,

Entzo,
i+1 = P Ai Pl ; i=1, 2, ... ; n-2
. - t
Seja w, um vetor unitlrio (|lw,|| =1 ouw, w, = 1)
i 1 2 i 1
com n cemponentes, onde os i primeiros sao zeros.
A matriz P, & definida por
T 2 t I IS H
Py = - Wy vy o= I - oug uy / 1 o
i ..t -
onde H, = 5 u;su;, e ou e um vetor definido por:
1 (i i i
ub o= F; }* a }“ a{ } ; a{ ) 0. Y%, 0, ; O]
i S SR S A S A AR PR A B | A
- 3 (1) .
com o sinal de g, sempre igqual ac de Ay i 2 = n-i+l e
F

i) . (i} , {1}
!
1) + \agfz) + LRI + (aﬁ,fx—l

aud

)2

3

=

(
o, = (&



.I.. 4
b == - = 3 { — 11 - s %
By (1 U, Uy / Hj Ai\I tyouyg / y
) ol L
Biag T Ay Uy 9y 79y By

A matriz P, da i~&sima transformacdo & da forma:

r -
I 1T - Zwiw;? b I} n~i
P = | - oam s .— -..: - e e E

(.
[—
=

e & nmatviz A, para n =7 ¢ i = 4 tem a forma:

i
fox x x ! % TN
| é
X x X % voon~i
¥ x x | x ] i
i
3 o [ . - s — e o [, o - - [, s .
al f \‘ ‘
¥ OX X [ ¥ X
|
| X X X
| i
i bl b4 ® L
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cujes elementos da diagonal grin
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T definide pelas

ortoyonal e L
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M

ondea O

ot

O raio

3 omatriz

1 Nt IJ £

Umna

onde k_ &

dando S P s <
BTk ]

ou oainda, de uma

a convergencia:

e triangular i:

de convergencia dessa seq

original a

t
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-

wferior.

iéncia & aperfeicoadc,
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oada Lter

forma mais conveniente, para meihor
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Q (A, =~ k, I)

it
e

As+1 = Ls G

(A £ similar a Al - Lk; I ao inves de Al}.

Antes das iteragaes, para cada autovalor, a matriz tri
diagonal simétrica & checada para uma possivel divisdae em subma-
trizes, isto 2, verificamos se existe um elementoc £ na subdiago-
nal, de pegueno valor, para que a separagao possa ser feita, st}

mo podemos ver ilustrada para n = 7 por:

T x x i ]
|
XXXIO
¥ X ¥
|
XXiE
I . .
£ 1x X +« linha i
() tx % %
i
L. P XX

Se a divis3o ocorre, apenas a submatriz que estd mais
em cima, 3 esquerda, participa na proxima iteragdo. Os autovalo
res vio sendo colocados em ordem crescente, conforme sic acha =
dog. A perturbacac na matriz original a cada iteragao & um auto
valor da atual submatriz 2 x 2, que estd mais em oi -

a e, & proxime do primeiroc elemento da diagonal dessa sub-



] ¥ . c - w 2
matriz., Sempre gue a submatriz principal L ox 1, <ue ests mais enm

cimag, finalmente se separa do vesto da makriz, sgu

autovalor da matriz original e ¢ algoritmo prosseq

restante,

Esse processo continua, até a matriz toda ter se dividi

dn em sunmatrizes de ordem 1,

forma faltarizada

P

0

A matriz 0. € obtida r
=

ande oz I . oine P
: ! .I|1\.
estac numa retacao ne (i, i+1) planc orojetado, para exterminar o

elementa na posicao (i, i+1).

ue

uma pequena manipulagico a

uina simples iteracdo & definida da ssguinte nmanciras

Omitindo-sae o gufino 5 em tuwic, mernsg mm ¢ & 520, Lers -
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_ a(s) _
Pp = dy "3
Cp = i
S, = 0
para i = n-1, ... , 1
—_ 2 (S) 2 l/?
ri+1 - (pl+i (Sdl } }
(=)
= 3
i1 C1+1 5S¢y
h +1 0 Cier Pig
Ligtl)
S9i%: T T Sia Ty
{14}
1 T Pim / it+1
_ (s)
s, sdi / T,
- {s) .
p; = ci(di ks} - Sy 9y,
(s+1) _ {5}
di+1 h hi+1 + si(c' Ti+y + Si{di -
Sd(s+l} - s p
1 H 1
d(5+1) = C D

i i 1

£ este o critéric usado para decidir quande um elemen-

to & insignificante: imediatamente antes de iterarmes para o -

-

esimo autovalor,

(s) {z)

h. = mineps (] dr -

r
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iteragao, algum lsdj’}’

TEROI TGS 2

siderado coro insianificante.

O nlmerc de iteracdhes para

Tarpitrarviamente para 303).,

O ouzo do QL

matrizaes tridiaoonais resultantes de

5]

Tos maiorzs no canhto inferior,

torne necessaric comegar o algoritmo OR,

de haixe rpavra cima,

O mencr £ tal cue L+ ¢

| menoy

cada autovalnr 2

& preferivel Ao convencional G,
Houzeholder o o8

A direita e isto faz oom gue s

» 1Y & antes de 20

b =

A

Gue

[RleRN-] ans

aleman -

trakbalhands oom oa
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Aplicacaoc!:
Computar os autovalores de ct x = ax onde :
{” s 2
ct = l 0 2
i 1 -1 !
L. £ -
Aplicando o mé&todo proposto:
(1) Construcac da matriz Hankel:
s s 5 3 -1 5
i 1 2
s 3 s = -1 5 -1 =B
1 2 3
s s s 5 -1 9
2 3 Y
.. L~ ) . _ t _ T
{(ii} Construgaoc da matriz A = BC~ = HC !
- - —
]; 0 2| -1 os —11
| | |
5 ~1i*j 0 2[z i 5 -1 9 |
* |
-1 9] 1o-1 | [ -1 9 =1
{iii) Redugao de BAx = ABx para Ez = Az:
{a) Decomposicdo de H = Lt pelo

método de Cholesky:



e

| 1.7320508 o 0 |
ow0,5773502 2,1602459 4 !
} |
|

I

) 2.8867513 0,.3086065 (,7559232

{hy Calculo de ¥ de LX = Az

j—

[§]

s

~0.5773502 2.8867513 -0, 57F3502
5.,3086065 4,011487%

-0.7559278 |

)} CAlculo de E de ELt = W

-
|

P 1.2472191 0.4761903 L= b
E -
|

~9,6173%10™¢ 0,3499273 ~1.1425545

-

como no= 30— G o= ]

o
4
e
Lt
Fas

. “ o
Ut = (@ za ¥ o ;O =(=0.6173%107%;0.6995546;07

o= % ut = 5,2448987



3.564224 7T
p =A u = 1.360826

| 1.0000001

=
It

uf P,/ 2 H = 1.9444405

3.5642241

3.72%0077

1 i 1 1 |
L_ 1.0000001

| -3.42782%1077  .3.57743%10° 0"
o q? = 2.4944386 2.60345%1077
0 0
~3.42782%10~7  2.4944286
a, u? = -3.57763*1071" 2 _460345%1077
~9,.6173%10"8 0.,6998546
A =A -1 ¢ - q ut
2 1 1 1 1 t
I ~-0.333332% ~1.2472195
A = -1.2472195 0.4761897
2
0 ~0.3499273

(v) Variacgdo racional do QL:

-9.6173%10°°

0.6998546

D

0
-0.3499273

~1,1428549

L: indice do autovalor que estd sendo procurado;

’
o
]

IND: nUmero de iteragoes para o autovalor de Indice L;



ndice 4o elemento pegueno da svbhdiagonal;

K: perturbagac

R w2k
MINEPS: 2210

MINEPS*® ({D{LY {+{8D(L) |} = §.23550207#%1077

]
]
|

I = 2 ~ submatriz atual formada pelas linhas & colunas de

I = 2 »submatriz atual formada pelas linhas e colunas de

-
|
]
]
Q
O
,_..I
o
5
w
0
D

o osubmnattiz atual formada pelas linha

|
[

K o= ~1.412738
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B{l) = ~0.476077%10773

IND = 4

I = 2 » submatriz atual formada pelas linhas e c¢colunas de 1
a 3.

K= ~1,414214

PASS0 DE OL

SD(1) = [9.,20869%10™" 9|

D{l) = ~0,1396683*10"1°
i A, = —1.414214]

L = 2

H = 0,6228003*%107°

IND = %

I = 2 - submatriz atual formada pelas linas & colunas de 2
a 3.

K= -1

PASE0O DE OL

sDi{z) = 12.37402%1077

D(2) 0.2355201*%10°7

i

i
1
L

(.3597459%10~7

ol
il

I = 1 » submatriz formada pela linha e coluna 3

D(3} = 1.414214

A, = l.4l¢21iJ




CAPITULO 2

METODO OR:

2.1. Introducdo:

O algoritme QR determina os autovalores de uma matricz
qualquer. Uma seqgliéncia de matrizes, unitariamente similar a
matriz original, & formada. Tal segléncia converge para uma ma
triz triangular, cuijos elementos na diagonal principal sao 0s
autovalores da matriz original.

Como estamos interessados nas matrizes companheiras
reais, seguindo-se a indicacgdo de "Eispack Guide" [ 5, 6 |, uti
lizaremos o seguinte caminho: primeiro, a matriz companheira se
ra balanceada, isto €, as normas L, das linhas e colunas corres

pondentes da matriz original ser3ac igualadas. Posteriormente ,

& método QR para matrizes de Hessenberg & aplicado.

2,2, Algoritmos usados:

2.2.%3. Balanceamente de uma matriz:

Este algoritmo balanceia uma matriz real geral A e iso
la autovalores, sempre gque possivel. As somas dos modulos dos
elementos em linhas e colunas correspondentes serd3o quase iguais
pelas transformacgoes exatas de similaridade e, os autovalores se

rdo isolades pelas transformagdes similares de permutagdo. O ba



lanceamento reduz a norma  da rmatriz original, sempre gue as so
nas dog moduleos dos slementes en algumas linhas e corresponden -

ta

ur
O

clunas, sac marcadamente difeventes e, ao mesmo bempo, nac

altera og autovalores. Feduzindo a morma por esse caminho, pods

L3

g a

mos aperfeigoar a exatidac 4dof sutovalores computados, Adicico -

xl.\

O
{e1 ]

nalmente, o tempn A nvarnrau doy plgoritm peguerna, comparadc
ao das rotinas que determinam og aubtovalores,

O metods  funciona 4o segulinte modo: primeiramenta ,

deternina-se ¢ produte P oda oermutagﬁo das matrizes tal gue:

A

4

-
=

PP ap o= L0 B2

[

¢!
b
"

]

Lo

]

Y] A
L

onde T @ R 30 matrizes friangilareg suneriores e, B & uma ma -
triz quadrada, formada pelas linhas e colunas LOW a IGH, com os
slementos que estan fora da diagonal principal, diferentes de ze

ro, ¥, ¥V e % 530 matrizes retangulares, de dimenstes apropria -

diagonral principal de T e R s3c 03 auto

O
it
o
e
G
e
0
o
o
Al

valores isolados de A,

Depois, & subrotina determina iterativamente a matriz -
diagonal D, nao~singular, de ordem ICGH - LOW + 1, %al que: D7HD
seja a matriz halanceadsa, com as somas dos mddulos dos elementos
Jas linhas e colunas correspondentes de DT'BD, prdximas de zero.
Os elementos de U s&c poténcizs exatas da base de representagdo

o ponto aritmético flutuante do computador. Podemos represen -



tar a matriz final por:

f’ T XD b
§

0 pTlan DTy .

o o w

0 algoritmo pode ser descrito do seguinte modo: seia

A a matriz formada pelos elementos de A que n3o estao na diago
0 —_—

nal principal. Para alguma matriz diagonal D n3o-singular,

n~! A D = diag(d) + D™* A D,

e apenas A & afetada. Assumimos gue nem as linhas ou colunas
. :

de A desaparecem.
9

De A , uma segliéncia {A,} £ formada. O termo A, dife
. . e

re de Asz apenas numa linha e correspondente coluna.
Seja kx =1, 2, ... e seja i o Indice da linha e colu-
na modificada no passc de Ak—x a A . rntdo, se n & a ordem de

A , i e dado por:
. I

i -1 =%k -1 (mod ul).

Entd3o, as linhas siao medificadas em ciclos, em suasg
ordens naturais. O k-2gimo nasso & como se segue:
(a) Seja R, e C, . as pormas Ll da linha i e coluna i1 de -~
K=y De acordo com a suposicac acima, Ry Cp # 0. Portante ,
se B & a base do computador, existe um inico inteirc o = O tal
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i
[ ¥a
(s
el
2
3
o

Para a constante dada v < 1, tomamos;

+ {F-1) e, e. se {Ck*f) + e < XD+ R

W

e vice-versa

poeee 4oey) & a matriz identidade.

= . _
br oo ;7 D= I
¥ ST A i
Tl 0
l.-l - ' L—} -
K g1 k

termina se, para um ciclo completo, 2

=
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sritmn OR para matrizes reals de Dessenbasros

)
-]
Lot
k]
ra
e
oot
53
I

4 x . e - "~ il O - .
Seda A uma natriz real. O algouritec OF £ baseado na ob

sia

onde O & ortogonal e R trizngular superior; entas,

2, B & unitariawente similar a A.

AN
I
il
=

S

—

sy

e

|

Por repetidas aplicacSes dos resultados acima,

cra de matrizes reals gque € unitariamente similar & matri:

t\l
O o
il
Q.'
!

8, mode ser derivada das relagaese

o - £ %2
., Lt LN r
=t} 3 3

Juando a matsiz inicial Al & dAa forma
: S e o ) .
paricr, bodo AL tanbem ser2 dessa forma.

3O wvolune de trabalho envolvido num passo DR £ bam menor,

L

da forma. de Hessenherdg.

> de convergeéncia dessa seqﬁ%ncia & maelhorado, pe-

I

I—ta

T ora

lan parturbagao na matriz original a cada lteragao:

(_
[}

§
i
Pt

"
i



{.\. .'{_
B = T o4 w0 L o= 0y A 07
@k g g g v g g 7
onde Qq e ortogonal, R, triangular superior e ks & a perturbacac
na matriz original.
A, -
Pariett ¢ 1 mosStrou que se todos ks 8A0 Zeros, en -
tao, em gyeval, A_ tende para um forma na gual:
1S (s5)
s} iy .
& P = e 3 A
Tlal i Tddr i+ 0 L S AR R A
DU sela,
I3
. \ - : o L8 (s ) -
Definicas: Uma ssguéncia {A7 = (a‘j))? 5 = L, I, (..} de
i ' i
matyizes Mo Hosgenberdg nxn, converdgs sempre que
fo
5 U:;i ., =0, para cad 3= 1, ..., nm2,
A e L el Loy 4
Partindo-ze desta definigao, podemos enunciar o sequinte -

Leorama;

ritmo basico QR aplicado a matrizes do
ativeis A (isto &, a5 #F 0, 4 = J+1), mroduz uma
_l' .

DN s

mante S -

gxistem no maEIxXLmo
cidace IMmTar
Ouands: o

garantida.
Portanto,
principal ou sao

i1a _] & uma

matyiz

03

sriginal seiam usadas e,

a gual converge ss - o 50 -
conjuntos de autovalores de igual magnituds,

multivlicidade par ¢ doig de mulginli-

avtovalores sdo reais, a convergen~ia & szameore

todos os avtovalores sae isclades na diavonal

os  autovalores da submatriz diagonal 2 = 2.

convergéncia ridpida, € essencial gue as pertuy

que cada perturhac

"‘2:-’



L

k., seja proxima de um autovalor de R (e, portanto, de todo & ).
s} 13 ]

Antes de cada iteracac, a ultima forma de Hessenberg &

verificada, para ver gse existe algum elemente muito pegueno na

subdiagonal, de modoc que se torne possivel a divisdc da matriz
em submatrizes.
0 critario usado para se saber sobre a existéncia de

T Iy : 3 3 - 3
elementos inslgnificantes e o seguinte:

1 .

b a, . ] < mineps(]a ;
¢ - =1,8-1°

isto @, compara 0 elemento da subdiaqonal com os elementos da dia

n Y

gonal local,

Ze a divisaoc ocorre, apenas a submatriz formads polas

linhas & zolunas de ¢ a n, gue esta mais em baixo, a direita |,

-

participard na proxima iteracac, como podemos ver representada

quando n = 7 por;

-
i ¥ X X F X x X X
:z L
g X X X !x X x X
? i
; X X b x x X =
[ e e o m owmlm  we o m -
A, = 2 £ x % x x +« linha ¢
] i
‘ j
j X X X X
1 i
; f X X X
¢ |
| |
L a * X ]

]

Sempre gue uma submatriz I x 1 ou 2 x 2 finaimente

se separa do resto da matriz, os autovalores dessa submatriz se
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rao augueles da matriz original e, o algbritmo prosseque, com o
restante da matriz. Esse processo continua, até a matriz divi -
dir-se completamente em submatrizes de ordem 1 ou 2,

A aritmdtica, no processo, & sempre mantida real, pela
combinagao de duas iteracOes numa Unica, aplicando-se duasg per -
turbagdes reais na matriz original, ou um par de perturhacGes com
plexas conjugadas na matriz original,

Essas perturbagoes, a cada estigio, serac as duas rai-
zes Ga matriz 2 x 2, situadas no canto infericr, a direita, da

atual A_ dadas por:
pas)

S -
k. + k = a( ) + a{b)
s S+ 1 n=i,n=1 nn
Xk . . (s) _ (s) 4 (8) .
3 s n—1,n=1 n-i1,n n,n-i

Householder [ 3, p. 220~293 ] mostrou que qualquer ma-

i

triz real node ser triangularizada por sucessivas pré-multiplics

i

coes de matrizes reais e simétricas elementares P ,P ,...,
1 el

2

L =1 :

onde P, = 1-2 w, W, e, w, & um vetor unitério, com elementos -
n =3 -—

diferentes de zero, apenas nas posigdes s, s+l, s+2.
B matriz Q real pode, entac, ser escrita da forma -
=P P ... P .
@ 1 2 n=1
Podemos reduzir o nuimero de operagodes, usando a expres
t - t - -
sao 2 w_ w, , ha forma u, v, . ondea u, € v, sao ambos paralelos

a w, & seus elementos diferentes de zero sio dados respectivamen

te, por:
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Wi

wr = ) s + > / » + .

s S g ”SJ’ e S { & ’
com gl o= pto+ al b rl 2 08 alementns p_. ¢, Eeran defin’
s '8 5 5 = -

-
]
o
)
Liéa
e
Wi
-t
-
I
)

4
[3

AOS mE
Gepcils de determinar £, a zubmatriz formmada gelas 11 -~

muwistirem dods elemen—

. - - 3
nhaz ¢ occlunas de L oa n e oxaminada e,

]

tos congsecutivos da subdiagonal, suficlentepents paousnos, haves

et

ra nossibiiidade de trabalharmes com uma submatriz menor ¢ egui-

1. POUemcs rapreseantar pa

- -
x xoolox ® i x X i
[ ;
! . !
X h A 4 X H X i :
1 il
; i
- L. . . - ;
LR e X = KA '
L ;
e b am me mm e owe am )
- | Ty o
A - [ I S A 1) R AR
= i
£ b X et # i
' b 1
| C
i e X x X i
i
' [ |
| X X x !
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SN T e T PR N T A pmim o y B I R R - - -
LOmMEeCanos,, entac, peld Linna m, CasJULanad o8 @Lonen

LGS D s T, T definidoe por:

nooo= g -a fk + k14 k k +a . a
“m jithl mm . v e Pmymd Tmtil,m



e deles, debterminamos a apropriada matriz P

mentos diferantes

E oA
MR .M ML, m

{ P S N S A
1 ;
A S S
; i
: oK B ®
1y
¥
SN S S 4
: o
H !
§ W
! ™. O A 4
:
? ; 5
!
i

A oo
tes, O gue nos

1]

_—

U sig

-

A para a watriz

i
{5)

a4,
i+,

sl

D oreduerida

pEra o

1.:\.(

[sb il !Ai}
i Iy
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Se, denois de 170 iteracces, nonhum autovalor for deter-

. ~ -~ PR - .
minado, as perturbacgces k e k seras substituldas, na proxima 1
13 o -

teragao, por perturbacges definidas npor:

1 2 1R TR P gt

Essa estratégia & usada novamente danpcis de 20 itera =~
ooes. Se 30 iteragoes sao usadas, entao, a indicacan de falha de

D
joh
b
[m]
¥
E]

convergencia
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FOR

[B(I—l.ﬁ-l} S SR 5

BB, %=1}  E{R,K} |
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LARD SAD CUAHDADAS

TS0LADAY POH BAe

I

@r)
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S 8 AUPOPALORES
et

\EFORA.H DETERY xmms/

K

S~ \//

PROCURA Df M ELEMEKTC PEQUENC
DA SURDIAGOKALY A COMPARACAC P
FEITA X% 0S5 ELEMENTQS D4 SU-

DIAGONAL LiCAL:

PH{L, 11} e IHEPSS] A{L-1,L-1)} o

|H{LL}| ). APENAS & MATRIZ FOK-
MADA PELAS LDGWAS F COLONAS DE

L A ¥ PARTICIPARK,
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- QO BLfe
RALD

QE RAD CONVERCTT

CE 50 ATOVALOR
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HENTC PEQUER

ST

WA RAXZ T
ACHABAT IGUAL
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EXCLUSAC DA
B=SS A L=
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S MM=LL, ENM2 ;

R |

P
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| FORMACAC DOGS ELEMENTOS DI :

| FERENTES DE ZERG DE w: ;

b iy B

| 880 PLES p, O et ;

i g Fpr G m ;.

i Z

/\

RO ML SIM ]
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! N !

T T - R ?
ROCURA LOS DOIS MENORES ELEMENTOS DA SUBDIAGONAL: | :
(H{, Me 1 PR i+ IREY ) tMINEPS* [Pl (| H(M-1,8~1) |+ | :
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D EC R AREAMEES N RN j 5

!' ........... -
E FASZ0 DUPLO DO QR ENVOLVEN
pO AS LINHAS L A N E COLU-
i KAS M A N DA ATUAL MATRIZ,

1
{
i

| OTRANSFCRMACED DA MATRIY RESULTANTE
TS ; DUPLO PARA A FORMA DE

i e .

. PRLO METODD DE

1 ;

e




203.

Diagrama de blocos:

LEITURA DA ORDEM
DA MATRYZ C E A
0LTIMA LINHA DE C

CONSTRUCAC DA TRAMNS

POSTA DA MATRIZ C

L

—

CHAMADA DE BALANC

CHAMADA DE HQR

O -

0S AUTOVALORES
REAIS SEQ RS -
CRITOS

e

)m

i

S 6@
i .

i

i

|

|

EXISTE AUTO
VALOR COM -
LEXO

o INDICE DO
AUTOVALOR
OUE NAQ CON
VERGE E ES-
CRITO

TN
FIM

(*) Podemos pular a subrotina BALANC, nomeando LOW=1 e IGH=N.




2.4, Aplicariao:
s D e s e o s s . s

G "
) 1 -1
Apiicando o metodo OR:
.
(i} Balanceamento da matriz 77

'\}f rare {_') ; q Cj
C. = norma L da coluna i

R, = norma I, da 1inha 4

. R - - P . g — N
Toda linha e ooluna nat nualo. Portan-~

te, nao hi permutacdc de linhas ou oulunas,
A submatriz a ser balanceads & formada pelas linhas e

colunas de 1 oa 2,

Co= (a2, b+ la(z, Ly o= 1
1

- 5 H EEE
RI = |a¢y, 230 o+ ia(i, 33 o= 2
o= 3 - £ o= 1

7

COF f 4+ wdo= F ooy YLD A RO o= 72,85
] i 1

arse



Z2a.

2a,

C2 = ;A(lp 2)i '“l 9(3; 2}! = 1
c=1 » £ = 2
RZ
cC *f£f+ — =3,5 « *
2 f z
11 * 1 _ =S —
inha = 0.5 {1; 0: 2} = {(0.5;: 0O
r o] o]
.
coluna * £ = 2 | 0 ; = | 0 %
L1 L2 ]
IFo 3 2 ]
A = io.5 N1
0 2 -1 |
c3 = |a(l, 2yl + |a2, 3)] = 3
R, = A3, L)+ 1A, 2| = 2
g=0 + f =1
RS
C *f 4+ -—=5<y * (C + R
3 f 3 3
c = fa(2, 17! + |a3, 1Y} = 0.5
Rl = |a(1, 23] + {A(1, Ny =2
c=1~+f = 2
Rl
% F —_ < *
Cl £ + 2 ¥ t‘C1 + Rl)

2.375
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Twna * f
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Lad

Cz:“”l’ 2] + B3, 2| =2
R, = a2, 1) + (a2, 3y} =2
g= 0+ £ =1
R‘E
C *f 4+ — =4 >y * (C + R} = 3.8
2 f 2 2
c3 = |a(l, 31| + [A(z, 33| =2
Ro= {a{3, 1)] + {a(3, 23! =2
: R
3
C *f+ — =4 >y * (C + R ) = 3.8
3 f 3 3
0 0 1 }
CHALANCEADA | ! 0 o
L 0 2 -1 J

(ii) QR ©para matrizes reails de lessenberg superior:

{ 0 0 1 i
|
A = o1 0 10
6 [ i
iL_ O 2 ""1 1
MINEPS = 107°
Ha ll, =6
Ia,gi = 2 » MINEPS * (|a33| + [aﬁqi y = 1078
la | =1 > MINEPS * (Ja_ | + la | ) =0
21 22 11

L =1+ a submatriz & formada pelas linhas e colunas
de 1 a 3.



[

ko+ k= a + & moowe
) 3 Z2 s

ko * k= oa a ) a = -
1 % 2z 3 3 2 3

a -~ @ ik + ) + Kk kO O+ oa a
. I 11 ] . 3 132 .
o= 2 { 2h o= o, 4
1
el e dol e byl
i 1
a {a - -k e
q _ 23 32 2.3 1 2. 0, 2
1
J-C] + |C'l% + I"]_I
&2 a
- — 3 o# ] _ (\_1
_; l ] | L
gy gl +r|

PASS0 BUPLC DO R:

& 1
o s Z K ' i}
¢ = (sinal de p } VvV p° + 9 T = 0,6
: T 1 i
eI g ro
woo=| s Zh i) s (1.665667;-0.3333333: 0. 6855657
! af e o /

™,
v ={ 1 ¥ - ) w Ilr 0,25 =0,4)

[



w 55 -

?'~0.4444444 1.488889 ~-0,6888889 |

| 0.2222222 -0.1244445 1.684444 |

| s

| 0.4444445 1,351111 -0,4311111 |
= 0,3333333

+ lri

L

D.6666667

&l
.
Y
s
"

1l

it

= (]
el + o jal o+ rd
(sinal de p } /' p? + g? + r? = 0.7453560
2 2 2 2
o} r
R = {1.,447214; 0,8%944272; 0)
o] o
r.
, 2 = {1; 0.6180340; 0)
o jo R )

-0.4969040 0.8444445 0.8666666

M -n.4444444 ~0.,04969044 =1.639783 |
|
s
i

0 1.2 ~1.4 |



N - ey P | A o e R
ta ] o= 1.z o» MINEP3 * {la b+ la |} o= 2.244445%10
’ 32 13 22
ta o= 0.4549040 » MIMERS ¢ {la | o+ la |y = 1,288289%10
I Yoz H!

o= DLRFTINGS

q o= 0.1431035
3

roo= 2,1797112
9

< o iz e
,!.JAE):J(:J IRIREEE T

k- = “
T -0.8430799 -0.55356437 1.555275
B = F oA F = | =0,0895233 0.8377019 1.257933
3 ERE 4

i -0.1059307 1.128061 ~0.B94627

loa ok



p = «0.4580274
L
g = -0.5419725
r = g
i
a, = -0.7095938
u = (1.5645478; 0.7637787; 0)
v o= (1; 0,4641682; 0)
e
P o= 1 -u v
L) 4
T ~-0.8430799
A =PAP = | 0. 1386930
" L3 a }
E 0
a | = 1.164254 > MINEPS * {|a |
32 33
L = 0.1386930 > MINEPS * (]a
11 22
kK + k  =-0,1569206
5 &
k * k =-2,2465883
5 f
3a., ITERACAO:
poo= =0.9004537
g = 0.01797077
o]
r = 0.08157557

~0.,8240687

0.9426404

1,164254

+ fa |
22

b+ |alll}

1.434297 7
1.039376 |

|

|

~-1.0995A1 |

2.042201%10~8

1L.785720*x1n"¢



PABSO

BUPLO DO 2R

[
tub

L

-0,.9043198
(1.925725;
{1; -0.0083

t

T~ u v
3 5
{
I
i
!
e i
oA D i i
5 k7
f
~3,3830739

D0,6068261
0
-0, 72300850
(1.54359%;

~0.54375

{1i;

o
o

~0,958788¢8

A

o

. e s
=Q, 08020688

-~ NGR6GTTT

83

it
T - u v
6 5
-
I i
|
P AP = !
& % & f
|
koo
= ,4288622 >
= 0.0121556 >
1 » a submatriz

Fa -~

.01

3.}

i
4

-

-~ 83953449

03

MINEPS

MINERS
o i
2 I

52

~
L

£

ity

-G, 045132090)

GLO622040

GL,w2R3119

L NEDAGY

i e

66272
Ias&zé)

tinhas o

i3]

~1.425

28

L

Y.G74472

e

~3,370523 1

0.03270586
~0,419669%

1.35039

R
U

2,744996%1077

= 2.350393%31078

a

colunas de 1



.

e

o
i

~0.044212

e
*

et
[H

~2,06315925

4a,., ITERAGRO:

p_ = -0.9733203

q, = -0.02249783

r = -0.004181801
7

PASSO DUPLO DO QR:

¢ = =0.9735893
u_o= (1.999724; 0,0231081%; 0.004295241)
v = (1; 0.01155569; 0.002147517)
P =1~ vt
7 7 7
f ~0.9952685 1.730615 ~0.0329813 ?
A =PAP = i ~1.354883 -0.001124368 -0.4204566
L ~0,4212525 -0,0001700617 1.35025% |

pq = ~0,8686204
q = -0,131379¢
8
r =19
8
08 = ~0,8784998
ua = {1,988754; $.,14955; 0)
v = (1; 0.,0751%783; 0}



[
o)
t

+
.LW == ..E - A4 W'
B “ 5
- -N,93%358%
i
!
A = L B = 2,.0011371
§ g1 I
|
i 9}
R
a | o= 0,003424318 > MINEPS *
30
& | D.a011LRT7I5E » MINEPRE *
o
Tooen ] s submatrizc e formada

L+ % = =3, D046 32
k| 1 4

KRk = w7 0655016
1 o

Sa. LTERACAD:

oo =0, 2973247
T3
o= oG 0 02e7 2017
g
o= 3, RBH036R%1 0T
E
PASSD
pro = GL.99YSETS
o= {1,8959294: ,002680179:
G
voo= {1y 9.0013400%2; ~0,1348
o
-
I = T = i1 v
3 9 4 -
E ~=0.9999%407
|
1
A =T AP = I =1.414271
3 9 B9
1
[ 0.0024187

-1.706220

~1.418844

0.002424318 1.414

Tt
s

=0, 26966572%107 )

2AREIDT )

1.7073472
«0,1441242%107% 0.

16

0.1232914*%310™7 1,4




p = =0,9991453
19
q = 0.8547211%*107°
oG
r = 1
16
¢ = ~-0,9391456
in
u o= (2; =0.855452%107 7%, 0)
149
v o= (1; -0,4277261*%107°%; 0)
g
B = I ~ v v
16 141 1 0
('wo.9999407 ~-1.707093 D,.2528632
A =P AP = 0,1441243%107"% =1,414273 0,.1011696%10""
T8 10N
L 0 -0, B23347%1077  1.414214
ta 1 o= 0.82334?*10"?>MiNEPS*(Eaj bela ) = 2.828487%107°
- i3 22
]aﬁlf = 0,1441243*10-“>MINEPS*(1an2f+1allf} = 2,4)4214%1078
L = 1 - a submatriz & formada pelas linhas e colunas de 1 a 3.
ta. ITERACAO:
n = ~0.39%99652
11
q = -0.,3478264*107"
11
r = 0.1188262%3ip07 1}
11
PASSO DUPLO DO QR:
¢, = —0.9999652
v (2: 0.3478385%107%: 0,1186303*10711)
v o= {1; 0,1739193*10"%; 0.5931517%x10"!?)
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o

4
L

N

Fas

Formad

a

“}
62

_ L
X = T = 1 o'
11 11 1
—
|
. . . |
Py = ‘I.\‘ I = i
11 £ty 18 b
L
o = -1
R
= =0, 290574
e = 0
17
; = -1
1z
= {2;0.2009674%1077
iz
5 = Ide D lahagivein
L2
» S S -
12 1z 1z
-
I
| . —_
I3 = D A D = | 0.2420160%107°8
12 1011 18 |
i
-
r - - . o T
[a = ,3469358%107 7 Yur
3%
}\ = ]--of -: "‘42}5; i
! ]
L = 2 + & submatriz
a | =
21
:
Poao o= -1 414214
i 2
L = 1 + 5 submatriz
A = el

ety

i
R N N TR

~0.823

-
4

3271%1077

§

-
i

"R .1 .414214

1.4

~0, 1130183 4% 107

~1.707107 .y 2
“i-ilﬂ‘;z]__"l: )
0.3469358%3073 0 1 4

‘+a

e
|-
o
»3
4]

—

54

= 2,02842

a oolunas

coluna 1.

W2
o]
joad
i
it
B

28681

14214

428932

14214

7ELOTE

de 1 &8

fee]

(...A
P}

~t

sl

1



CAPITULO 3

COMPARACAD:

3.1. Experignciaz Computacional:

Os algoritmos foram progqramados em Fortran IV e, oS
testes foram feitos num computader 2PDP - 10.

As matyrlzes comwpanheiras reais testadas, variam da or
dem 3 a 10,

O tempe 82 execucdao do método proposte {DATTA) e  do
convencicnal QR com perturbagéo na matriz original, assim como
o desvio médio dos autovalores, podem ser vistos na tabela 1, a

segulr:
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3.2. Conclusao:

A expectativa inicial com o método proposto do Casnitu-
1o 1, era a de se obter um algoritmo estavel para a determinacac
dos autovalores reais e distintos de uma matriz companheira re
al. Poram, verificou-se, com surpresa, que esse método converge
tao rapidamente guanto o convencional OR,

Em ambos 0s casos, ©S autovalores computados sdo prd -

»inos Equeles da matriz soriginal; além disso, s3ao os autovalo -

res exatos da matriz proxima A4 matriz original., De wodo que, Bo

ol

demes considerar os dois métodos numericamente 2stiveis.

A utilizagdo do método proposteo, portanto, £ recomendi-
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