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Sut,lÂRIO 

Este trabalho tem por finalidade determinar os autova-

lares r~ais e distintos de uma matriz companl1eira real. 

No Capitulo zero, são dadas . . - ·"-as def1n1çoes e notaçnes 

usadas durante o trabalhoe 

No Capitulo 1, ~ proposto um novo m~todo, usando-se si 

No Capitulo 2, ~ descrito o m~todo QR, com oerturbHc5o 

na matriz orj_ginal. 

Finalmente, no Capitulo 3, ~ feita a comparaçao entre 

os dois m~todos e sao apresentados os resultados dos testes com-

putac:Lc.;nais5 

No Ap~I1dice 1 constam as listagens dos alqorj.tmos pro -
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SUMMARY 

The scope of this work is to compute the distinct and 

real eigenvalues of a companion real matrix. 

First the definitions and notations used in the work 

are given~ 

In the 1 5 t chapter a new method that uses symmetrizers 

is suggest.ed. 

nd In the 2 chapter t.he QR method with shift. in the 

original matrix is described. 

rd Finally in the 3 chapter the comparison between the 

two methods is dane and the result of computational tests are 

presented, too. 

The appendix contains t.he list.inq or the crograms of 

t..he algorithms. 
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CAP!TULO O 

NOTAÇÕES E DEFINIÇÕES: 

O problema algébrico fundamental de autovalores está na 

d0:terminação dos valores de /. para os quais o conjunto de n enua-

ções lineares homogêneas de n incógnitas 

Ax = ÀX ( 1) 

tem uma solução não-trivial. A equaçao (l) pode ser escrita na 

forma 

(A - ÀI) X = 0 

e para À arbitrário ff este conjunto de equaçoes tem apenél.S a solu 

çao x = O. Dizemos que existe solução não-trivial se - e somente 

se - a matriz (A - ÀI) ~ singular, isto 5, 

det(A- ÀI) =O, 

Desenvolvendo o determinante, teremos a equaçao polino-

mial explicita 

a +a À+ ••• + 
o 1 

. n-1 
a. A n-1 

+ (-l)n ),n - O. ( 2) 

Definiçâo___l: Chamamos de equaçao característica da matriz A 

à equação (2) e de polinômio característic~o polinômio à esquer-

d2 da igualdade. 



As rai::es ,1 da equa ç 20 \2) .~:ao cbamarlas de 

~ov~lores da matriz A. 

Uma ''<) 3 'l~a- ~ ••• -'- < '( '-' X da equação Rat.:r:icial 

;5_. di ta s.imet:rizadon.t de S, e a matx·iz ~~ é di ta simetri·-

z~vel nesse caso. 

Dr:dinição ~\; Cha:namos de matriz r:o:~:oanhc:L:ra do polinôrnio 

ca~Hcteristico de A, a matriz: 

, 
' C] l o o 

o o l I) 

c -

! 
o o i) . . , l 

i 
' c c c cn ' L l l 3 

CGja equaç~o caracter1stica; 

- !' I-· 1 I '• f ·, - l -
' --'-- 1 r, 

n-1 
c .\ -

n 

i~~ntica a equaçao característica de A. 

, 
Def:Lni:nos forma •::-uad_r~Ític;:t x~'l'-i.x, dç, n variá --

VC i S X ! X 1 

n 

x 1 as!":ocia.da à rn.:;tri~': simétri_ca real A 'l~Or: 
n 

Z a, .x.x. 
i,j=-1 l.] l J 
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. 
onde x e o veto!.- com componentes x-L. 

De_finição 6: Uma forma quadrática com a matriz A é defini-

da: 

positiva definida > o 

negativa definida_ • < o 
e acordo com x '~Ax 

positiva semi definida > O , para todo 
xiO. 

negativa semi. definida < o 

Defini_ção 7: ~..,_ matriz A de uma forma quadrática positiva 

(negativa) definidu xtJl.x é chamada uma matriz positiva (nec_.rati -

va) definida. 

Definição 8: Uma forma quadrática xtAx é positiva definida 

se - e sor,,ente se - t.odos os autovalores de A são positivos. 

Definição 9: Dizemos que as matrizes quadradas A e R sao s1 

cnilares, quando ex:is te uma matriz T não-singular tal que 'I'AT- 1 o=B. 

A t f - TA'l'- i rans ormat;ao é chamada transformação de similaridadê. 

Def.:i:.,nis;ão lO: Uma matriz é dita não-derroqatória, quando 

ela é similar a matriz companheira de seu polinômio característi 

co. 

Defi~ição 11: As matrizes: 



. 
l 

t 
11 

9. 

• 

' nt 

o 
l. l 

'· nn 

I 
i 

u --

í-
1 

I 
I 
I 

l 

u 
11 

u 
l2 

• 
• 

s~o chamadas respectivamentP, triangular inferior e 

r. matriz: 

t 

'' o ,) t 
2 ' 

T ·-- • 

o 
. t 

• n_ l r n 

I, 

t t :n,n-J nn _{ 

e -:-:h.':imada me>. triz tridiagonal. 

Definição 13: 
·----~-

-~ matriz ; 

r 
.. 

1 l l l I I 

l ' À ), i " 2 n 
I 

) 2 ), ' ), ;, . . v - ' 2 n 

• • 
. n·-1 n·~ 1 , n-1 
.\ ,, • • ' L l z n _) 

1 

• I 

t . .::-iangular ·· 
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. 
e dita matriz de Vandermonde. 

Defini_ção 14: A matriz: 

D ~ dg(d d dnn) ~ 

' ' ' 11 " 

é chamada matriz diag~nal. 

Defin~ç~o 15: As matrj_zes: 

a a 
1 l 

a 
2 i z 2_ 

A e a 
3 2 

• 
á a n n-1 nn 

r 
i d 

11 

o 
L 

r 

B := 

L 

b 

b 

• 
• • 

d 

1 1 

2 1 

" 

o 

b 

• • 

" 

d 

l 
' I 
i 

nn I 
_I 

! 

b nn I 

sao chamadas respectivamente, de Hessenberg superior e inferior. 

te se 

Defini~ão 16: A matriz real P ~ dita ortogonal se - e somen 

Norações; 

I 

[o] 

At 

A-1 

tr(C)-

L (x) ~ 

1 

Matriz identidade: 

,~1a triz nula; 

Transposta da matriz A; 

Inversa da matriz A; 

Traço da matriz C 

lixll ~ lx l+ix I+ ... +lx 1. 
1 1 2 n 

n para x t:. R 



- 6 -

CAPlTULO 1 

M~TODO PROPOSTO: 

Seja a equaçao matricial: 

Cx = ÀX ( 3 I 

onde C é uma matriz companheira real e x um vetor coluna. 

Tomando a simetrizadora X de C e premultiplicando ern 

(3), teremos: 

xcx = \Xx. 

Chamando A ~ XC e B = X, então, 

Ax = ÀBX ( 4 I 

onde A e B sao matrizes simétricas reais. 

Quando B é uma matriz positiva definida, o problema Ax== 

= i\Bx pode ser reduzido ao problema simétrico padrão Ez = i\z, on

de E é uma matriz simétrica, usando-se a fatorização de Cholesky 

em B, da seguinte maneira [ 3, 4 J: 
Se L é urna matriz triangular inferior tal que LLt - B , 

então, podemos escrever a equação (4) como: 



Ax - }_L 

--1 
L Ax = ,,L t 

" ' 
)._L t ! ;, ('~ '--I - I L ' L- ,_ 

L ; X = 

Ez -- ),z. 

• 
L 

,_ 

X 

x. 

- 7 --

._,. 
" I)'J 

ou :;.>i J:<3.:.; 

t 
P-2·-LX temos fina.lment.e 

PodeNos, ~~ntão,. co111puta:L o:.; aut(Y<JJ1cres :.. de E, que cor 

r•::spondem àquele~:; dados pel2 eqnc'lção ( 3}. O camin'!"w indicado P.~ 

.L0 "Ei.spack Gutc1e" [ 5, 6 J ê aquele em que •l:::;CIJT!OS a conhi.nação -

,-J~J m~étod.o de Houscholô.er que t-r-ar.sfonna J;: I\Lll'l2 matriz tridingonal 

'J', e, dE~ uma vartação racional do QLr que contp~lta os autovalores 

,. 
' . 

A dificuldade que esse m~t0do poderia apresentar, seria 

na constr•1çao da ~atriz sim~tri2~~~~0 X, Ce forma que ela foss~ -

[:02it1va definida. 'l'a1 pron.J.ema ~~ evitado, u~ç.ndo-se as mat;-:ize::-. 

de Hankelf que sa.o definidas ;)or re:!.ac_·oc:.s r·ect1rsivas simples. 

Matrizes óe Hankel: 

•• "-C X - C 
2 1 

, . - . 1 -i-'0 .• 1.norru.o rea :t<":' g:r:·au n c de f (X) 
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í s o s s l I 
I n-l 

s s sn 
I I ' I 

H ·- • • • • 

J 
( 5) 

I 
• 

• • 
s c• s 

L n-1 ·)n 2n-2 

i 
onde s

1 
"" tr(C~) (Somas de Newton) é chamada de matriz Hankel 

das somas de Nevtton, associada a f (x). 

Para mostrarmos que a construção de H é fácil, usare -

mos um outro tipo de matriz Hankel [ 2 J que num caso particu-

lar, é igual à matriz Hankel das somas de Newton, com a vantagem 

de ter relações simplesf definindo-a. 

Sejc:un; 

f (x) 
n n_, xn-2 c + 1 x c

11
x c - c X c ' n - n-1 ' 1 

I 6 l 

(cn+1 = l) 

e 

glx) b 
m 

bm 
XID-t 

bm-r 
xm-2 b b = X X - ' m+l ' I 

(7) 

dois polinômios de grau n e m, com coeficientes reais; m ~ n. En 

tão, as quantidades s 1 f i = -1, O, l, 2, 

glx) 

f lx) X x' 

s, 
+ 

x' 
+ ~ •• 

, de f in idas por : 

I s l 



.sao chamadas parâ.:netros de t-1arkov assoc::!.ado.s à fun(;ão racior.al 

R(z) = g(x) / f(x); e as matrizes: 

' --1 
' s s 5 k···1 I 

' ' I 
s s . . . ""'k I 

" = • ' • ' 'k l, - n) n, ,. i ' ' . - L; 
X l<. • • • I 

I 
s ~:- 1 sk ·-L """' "'K-2 

~ 

sao matrizes de Hankel, aos parâmetros de Markov~ 

coef.icierd:es das matrizes de Hanke.l. F' ara o caso n = m f e!!, I 8 I , 

' - ' , pocenclas oe x 

a:cr,bos o;; lados lia equação, obt.er ·~mos : 

s ... b - ' n--1--- 1 

s c s .. •.. v 
' n - l ;:l 

5 - s cn-· s - -b 
n ' 1 - • r,- . 

s c s c s = ··b n-i ;1 
~·- 2 ' 

_, 
1 

st - cn 9 t·-1 c 5 t.-r 
- o ít. 1 

= nf n+l, . . . ' 2o-2) . 

Agora, se g(x) =f'(~), onde fw (x) ~a pr1me1ra deriva-

da rl'" f ( x) , temos: 



- lO -

s -- n 
o 

s - c s = - (n-1) cn l n ' 
s - cn s - c s = -(n-2) c 

2 1 TL-1 0 n-1 
• • 
• 

5 n-1 - c s ... c 2 s o = -c n n-2 ' 
s - cn5 t-l ... - c 5 = o (t = n, n+l,~ •• , 2n-2} t 1 t-n 

ou ainda: 

s = n = tr (C 0
) 

o 

s = c = tr (C 1 ) 
l n 

s = c2 + 2 c = tr (C') 
2 \1 n-• 

( 9) 

s = c' + 3 c 
n n 

c + 3 0
n-2 = tr (C 3 ) n-1 

• 
• 

etc. 

A relação (9) estabelece o fato da matriz Hankel das 

somas de Newton ser justamente igual à matriz Hankel dos oarârne-

tros de Markov. 

Em [ 1, p. 611 J é estabelecido o seguinte lemar que 

forma uma parte da demonstração do nosso resultado: 

Lema l; A matriz Hankel H definida por (5) é tal que: 

CH (lO) 

onde C é a matriz companheira de f(x). 
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Demonst:rac2io: Seja: 

~~, 

l () 
' . . . . ' . o 

o l D • ' . o 
c -- • • 

• • l 

c c ' . - ---- c 
2 l n 

c 

Con~;idere-se agora, ii equ,;').çao rEa.t.r .l.cial; 

ex ( 1 }_) 

Jesde que C seja não-derroCJct.iSriar pelo cesiJ.lt.adc ,-~~.:: 

Ta.;~.ssky e Zassenhaus [ 13 l, t.oda soluç<ão X de (11) é simé 

Sejam x F :x: {I 

' 2 

x as n linhas da matriz X. ' n 

3 ' _. n 

-C X +C X + ••• +C X -X C~ 
_( 2. 2 n n n 

Eliminando-se 

X f {C} 
1 

- [ oJ . 

X ' 
2 

X ' ' 
" o'ote:cemos; -~ n f 

.- "! 
Desde que, pelo t~eorema de ..2ayley--H::>.:miJ.ton [),p~38-39j, 

f(C) -- [o] 1 x pode ser es-colhido a.rbit.ra_riamentG, 
' 

J..i. 

nnas x 
' 

X ' 
' 

X da coluç'5-o ~~-; .,;:;'--,·ic- X da e·'""Uar·ão ffi"lt-ri -n -~ .::<..~----~L-- .. a.- '1 ' ,_. 
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cial (ll) -sao tais que: 

si = c 

S. = ç 
2 

x porte ser escolhida arbitrariamente 
l 

X ' • • ~ 
2 

xn satisfazem às relaçÕes recursivas 

' i--2,3, ' n. 

Sejam h , h , 
l 2 

. . . as n linhas da matriz H • 

Então, das conhecidas identidades de Newton [14,p.39] 

n 5 i-1 + cn-tsi-2 + . . . + c2sl + clso ' i l, 2' ' 

S. + Cn-1 S. + + c s. + c 
t

5 i-n (i > n) 
n ,., ,_, ... 

2 l-D+l 

ê fácil ver-se que: 

i=2,3, ' n • 

. hssim 1 da segunda até a n-ésima linha de H, sao satis 

n 

feitas as mGsmas relações recursivas de X dadas em (11). Desde -

que x é arbitrária e, em particular, pode ser tomada como a pri-
1 

meira linha h de H, o lema é provado. 
l 

Logo, H é uma simetrizadora de Ct, e, ao invés de tra-

balharrnos com a matriz companheira C em (3), trabalharemos com a 

t sua transpo!:.ta C , que tem os mesmos autovalores Í3' p. 3 
" J 

Mostraremos, agora, que a matriz Hankel das somas de 

Newton H (5) é positiva definida, se - e somente se - os autovalo 

res de C sao reais e distintos~ 
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À ). 

' 
... 

' as ca!ze.s f ·:x: ., Lntao, de 

" 

s 

s 

' 

1 

n 
) ' 't 

-- ('~'- + 2 c 
-n n-1 

n 
:::-~ r. 

i:=l 
:q_ 

A ~at~lz Enn porta~to, pode ser escrito d2 for~d: 

V c w mc1t:::-::.:;: df'_ Vandermonde e a linha i 

-1 / '1 i-j I o.. •._. 

nn 
El/2 

nn 

O < i < n-1~ 

H ~positiva defir\l~a. nn -

que 

= Hl/2 ~t 
" nn 

" n nn 
e positivd ~efinida. 

__ -l/2 
r;nn • 

c! a 

En·tão, 



então, 

Se: 

p = H-1/2 C 
nn 

e pt 
~ 

Hl/2 c-
nn 

Portanto, p -e 

c p 

-e similar a P. 

- :_4 -

-1/2 ·-l/2 Hl/2 H - H c 
nn nn nn 

simétrica. Também: 

-l/2 
H nn 

= p . 

Desde que C é similar à matriz simétrica P, os autovalo 

res de C são todos reais. Novamente, a não-singularidade de H nn 

implica que a matriz de Vandermonde v é não-singular e portanto , 

os Ài são distintos. 

Assim, com a obtenção da matriz Hankel positiva defini-

da e simetrizadora de C, o método proposto fica completo. 

Observação: ~ interessante observar que, além de usarmos a 

matriz Hankel das somas de Newton para computar os autovalores re 

ais e distintos de C, como descrevetPOS acima, poderemos usar essa 

matriz para obter informações sobre a localização dos autovalores 

de C, sem os mesmos serem computados. Pelo teorema 3 de [ 1 J 
ternos que os autovalores de C são distintos e reais negativos (p~ 

sitivos) se - e soment~ se - H é positiva definida e CH é negati-

va (positiva) definida. 
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l. 3. 

LJ.L Consi::!:·uç·ão cL1 .'T1.atriz Ha.nkel: 
·---·-·-··---·..-......-·~·----------

Esse al?Oritmo constr6i a matriz Hankel das som2s de 

Os s, ~~o calcula~os recursivamente por: 
L 

s -· n 

s 

!.. 2 c 
~- .:1"- J 

+ 3 

s -- ç s + é' '" + + c o + (n - 1 c .L 

n- ' " D- ' n- ' n- ' 3 ' 2 

s " 
,, ç• + ~ s + + c 5 + n c c o ,, . ' jl n n·- ; n- l n-- ' 2 ' ' 

"" c ... tO + c s + . ' ' 
.,. c !'-1 + c ~; r,+ ' :·l n-· ' n- ' ' 2 

• 

.... .-· "' + 
~n-l'"'zn-" 

+ c 
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DIAGRA~m DE BLOCOS: 

l 

--l 
s (0) N I 

_s_(l_J_: C(N)_j 

CJII,CULO DOS 

s (I) 

I ~ 2 ' ~ 

I 
C!ILCULO DOS 

S (I) 

I ~ N+l, 

MONTAGEM 

DA 

MA'l'RIZ B 

2N-2 

I 
I 
I 
' 
I 
" 

I 
I 
I 
I 
' ' ' _j 

1.----,-

RETORN~ 



1.3.2~ 

co gencraJ.Lzado ,'\.x -- /Bx. 

Essa J1Vltriz será real e s.i.mét.ri..ca; resultado d(~l produ--

.s;Jr; c,o~_lcuJ.ados recursivamente por: 

Para J. -- .L .• " ·' .. 

' " - ' I .l -'- i + 

tel'lOS! 

n-l 

n 
L a 1 1

_ 
1

ch 
k=i+l _,,._-_I'-
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1.3~3. Redução de Ax = ÀBx para Ez = Àx: 

Esse algoritmo reduz o problema de autovalores Ax = ÀBx 

ao problema simétrico padrão Ez=Àz, conforme descrição no item 1.1. 

A decomposição de Cholesk.y de Bem LLt? onde L é uma ma 

triz triangular inferior é executada primeiro, do seguinte modo: 

sos: 

Como ~ > O, temos: 
11 

(i) Para k = 2, • • • , n 

t = 
': 

~kl = 

(ii I Para l 

X. i i = 

/ a 
ll 

bkl 

ll 
ll 

" - L' 

/b 
ll 

1 

~i i 

3 ' ... 

i-1 
E 

j=1 

' n 

!(, ~ ' 
l) 

k = i+l, ••• , n. 

Depois, a matriz E= L- 1 A{L- 1)t e formada em dois pas-

LX = A ( 12 I 

t E L = X (13 I 



- 1 ') "" 

onde as equa.çoes de (12) sao dadas per~ 

Para i_ = 1; • n 

i-1 
a - l: x .. 2. 1 ji k:.:l K:J }.,';: 

Q., > 

.1. 1. 

' ' 

e as equaçoes (13) s~o dadas per: 

Par a i -- 1, ::? , 

(i) ("; . . --
I] 

(ii)e.
.1 J 

n 

,, - ' 
1. J. 

!! i i 

-- ::_ f .. " ' n' 

-;_ -1 ~ i 

j -- l, i.-2 
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1~3.4~ Método de Householder: 

Seja E uma matriz real e simétrica.. Este mé·todo compu 

t ta P t.al que P E P = T, onde 'l' é uma matriz tridiagonal e P e 

ortogonal. 

Fazendo-se E"" A., depois de n-2 transformações ortog~ 

nais, obteremos An-l tridiagonal. 

Então, 

i = 1, 2, , n-2 

t 
SBja v1

1 
um vetor unitário ( 11w1 11

2 
= 1 ou wi 

com n componentes 1 onde os i primeiros sao zeros. 

t u. 
l 

com o 

1'>. matriz P. e definida por 
J. 

D 
'i I - 2 t 

•,v i H i I - u. 
' 

H. 
l 

e e um vetor definido por: 

sinal 

a~ ; ,, 

de o. 
l 

(i i 
a, (aX.t)2 

l 

sempre 

( ' 1 l' 

+ ' ) 2 ta Q, 2 

igual 

+ ... 

(i) 

a 
~.Q,-j 

de 
I i l 

ao at,.Q.-t; 

(i) 

+ (ai,.t-r)2 

o; 

1 ~ n-i+l 

w. 
l 

e 

o! 
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pi -- l\.t. u. I H~ 
1 • 

K. t I 2 H. = ui pi 1 1 

qi = pi - K. u • 1 l 

FinalmEmte 1 

h. (I 
t 

I H} A (I 
t 

I "' = u ui u. .. 
'"'i • 1T1 i i ] ·- i 

t ' 
A.+l = A. - u qj_ - g. u. 

] )_ i l ~[_ 

A matriz P 
1 

da i-ési.ma transform2::ção é da fo::-"\,i·1; 

;-
t l i I o ' n-i - 2w.w. • 

I 
1 ], 

p 

I 
- - - - - -.- -

1 • I o I 
. 

i •- ~ 
J 

X X X 
-, \ X i 
I I 

X X X X 

J 
;1 ~i 

X X X X 

i\ = - - - - - - - - - - - -. ' 
' 

X X X X X 

X X .. 
" i 

X X X 

X X 
~ " 
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DIAGRAMA DE BLOCOS: 

i "" .l, n-2 

I CÂLCU.LO DE a1 

.I 
FORMAÇÃO DO VETOP u 1] 

'-------, ·-

Íci\~CUL~-:~ I 
~=---:=:c= ___ . 
I FORMhÇÃO DO VETOR pi I 

=r 
I I CÂLCUT~O DE Ki 

L~---T ----

~~çÃ~ -~ETOR -qi I 
__ L_ 
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l. '_j' '3. 

cJ.a de matrizes trldiagonais reais e sim~tricas, unitariamerlt~ si 

milares â rnatri~ tridiagonal real e sim~trica A , ~ formad~t 
! 

e con 

cipdl 

ond·::: k 

üanfl,o 

b -- r'' L s '-'s s 

L s 
() 
·s 

~ 

e c-rt.o(_Jun.J 1 e L_ -e triangular inferior. , 

o r:aic de convergência dessa seqüência é a.perf<ó::içoó~}c·, 

,\ » 

:,:+ l 

,_\ .~ o_,, • 

" I "''s 's 

L " s ~" s 

,,t 
~s As 

+ k s I 

o --s 

Ou ;._\.Llr_'lô,. de uma forma mais convenient~e, '?ara Yrc"-~l_-horot· 

a convc.rqêpc:fc'{ ~ 
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ao invés de A). 
1 

lo.ntes das .iterações, para cada autovalorr a matriz tr1:, 

diagonal simêtr:tca é checada para uma possível divisão em subma-

trizes, isto~, verificamos se existe um elemento E na subdiaqo-

nal, de pequeno valor, para que a separaçao possa ser feita, co 

mo podemos ver ilustrada para n = 7 por: 

r 
X X 

l X X X I o 
X X X I 

X X c 
- - - - _I 

I 
+ linha .i 

I 
c X X 

I I 
' o X X X I I 

I I 
l. X X J 

Se a divisão ocorre, apenas a submatriz que está mais 

em cima, â esquerda, participa na prÓxima iteração. Os aut:ovalo 

res vao sendo colocados em ordem crescente, conforme sao acha 

dos. ]\ perturbação na matriz original a cada iteração é un auto 

valor da atual submatriz 2 X 2 , que estl-l l"',ais e.,-,·, ci -

ma e, e próximo do primeiro elemento da diagonal dessa sub-
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m.:;.tri:;~. .Sempre que a submf'_triz prj_ncipal 1 ;-;-

c~.r,.a, LLnJ.l>;Jent.e se separa Cio rest.') da mat . .riz .. sçu clcrr:ento i~ 1l':r\ 

Ess2 processo cont.J.nua, nté a. natriz tc:·.-'1:'> ·cer fie> r:!i'.rid~. 

dn t:.>n·: su:nmatrizes de ordem 1 

~-~upericr. 

mc-s: 

A matriz (),., e obtida na form;:, fal:.-:-J;~tzacL1 ~ 

" 

~;ao 

Ccn 

Sejar.1 

" o p (s) 
p 

( s) 
"'·s 1 2 

determinados .na 

no ( j_ 1 i+l) 

~ ( s) 
u 
' 

(i -

i,; •, ..;. -- l ' 

1' 

plano 

n---~-

I-' 
Cs ) 
:t~ 1 

'
' ,. 

" o 

-- ·-~ 

'' 

Omitindo-se o suf5_xo s em -ru.:_~_o, nw~'OS e;-;1 ('; '' 

; ·, .... i> ( .. ~ \ 

·.t 

qur~ 

s1.1bd 'i.aqc;·:_~a1 
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Pn = d (sI 
n k s 

~ = 1 "n 

sn = o 

para i ... n-1, ' 1 

r,-L-1 = (pk+l + (sd(sll'll/2 ,, , 

gi+l = ci+1 
sd .<sl , 

hi+l = ci+t pi+l 

(14) 

c. = pi+l l 
I r. 

1-t·l 

si = sd(sl , I ri+J 

pi = c i (dis) - ks) - si 'J 
' i+ l 

d(s+ll = 
i+l 

h, + 
>+> 

5 i (c i gi+l + (ô ( s) 
5 i · i 

sd(s+l) = s pl 1 

d ( s+ lI ·- c p 

' ' 1 

f: este o crit.ério usado para dec:i.àir quando um elemen-

-to e insignificante: imediatamente antes de iterarmos p3.ra. o r-

êsimo autovalor, 

C sI 
hr ·- mineps (] dr 

(s) 

I + I sdr 
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j (' "' ' l ") colrtplJtr.: .::; 1.Jn.1neps e o menor s ta.J.. qu.e .. + c > 1 

''" i terar;ão, algum 

:>).derado c·mno insignJ..ficante. 

-· :1~ '?!X 

i,., l. r r 

,, 
!'1 0 . :i. ~:on 

O ttÚmero de H:.(:;rações para cada autov;~.l,l.r 8 li:mita.do -

o algorit.mo QP., 
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DIAGRAMA DE BLOCOS: 

CAIL:"UW Df 

H • lo!DIEFS"(ID(L)j+ISD(L)[) 

~=-=r===~ 
r-;RCCURA DE 1111 U.DIEWI'O SD( 1) ~~~· 

[lA .'>Ui!lllACOHU QUE SEJA. !'f-

"""' 

5e HA l'ARTlCIPAÇÁc D.\ 

SllllMA.TR>Z FO~ Pf,
U..~ LDi!IAS E OOL!lXA..S 
DEl~I.-1 

VER !F &>.ÇAC 

SE 0 ~'li..'EOO DE IiT

AAÇOES - p 

MvrAÇAC oo :mncr 
l')Q .wr\'lVALC$ Qtlt 
l!&O COIM:RGE 

O~:ru.ç/10 00S 
TOVALORES Dt ORD~ 

"'""""' 

SIJ{l) 

rolto!AÇio llo\ PERTU!ilW;Âo 
lí, QIJE t O Al.''I'OVALúll !l.\.1 

SUBMURJZ .â.2 I r D(l} SD{l)l 
LSD(l) D(2) 

w p;.sso DE Cl-' I 
f(llitltJU,S DAnAS f'()~ 

(14} I 

--.-~ 

EJ;C,LIJ!SA(I Di\. I 
PRllófiR~ Lll'il\A , 
f 0.1Lll'~~ DA !liA i 
T!IL'. - I '--'=-T ___ .J 

I 



L4~ 

SH'l 

i -;- "'I"'''~r, 1 -,~, r,:,,--,Fl-·1 I -'-'L' ~-'-'-~· ~,_,_ 'J··'-'-~-· 

i Dl':.. :lif'.'I'!n~z C E DA , 
I ÚI'J'J'ifí\ T"fN'-'' ')E I"' i 
L~--~~-·_:__-~:~:':.~--~"-~- - ~- _':_._1 

I c H~,~~~~r;~\J ·;_; ~~-- ~~ ~~~iKJ~L-i 
'----~---- T-----------~ J 
-~-------"------ ----------------.-------, 
I . 
1 CHAHJ,D.'~ fJE Pr.-:m\.;·: : 
'---~~---~------····---~ 

' 

r----·-·-----

i 
i 

I 
~----------L-----------~ 

r C !-il->.MA~D~~-~;~~-~~U ~ ~ --: 
I 

POSI~IVA DEFINI- , ,, , i 
1 ur. i 
'~----~-------~---------~--' 

I 

" I 

,. ------------- --'·-··------------~ 

1 i_,,;r_:,·;:cL i::,O :r:..U'l'O i 
. ln-..I_.:·)~ \\;JE ~-J.i\0-- 1 

I 
------------- --r---·"·-----~--' 

I I --- __ L_ _________ '------------- ___ J 
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l. 5. .r:,plicação; 

Computar os autovalores de Ct x = Àx onde: 

I o o : l ct = 

I 
l o 

I o ' L L -1 ..J 

Aplicando o método proposto: 

(i) Construção da matriz Hankel: 

r s, s 0 I I 3 -l 5 l ·" I ' ' I 
H I -l 5 -l B = 

! 
s 1 s s I - = 

2 3 I 
' I 

I I s, s s, J 5 -l 9 
I ' ' L L 

(li) Construção da matriz A = BCt = Hct: 

5 

o 

A= 

I 3 

I -1 

l 5 

o [ :: 
5 -l 

-l 

-l l 9 

{iii) Redução de Ax = \Bx para Ez = Àz: 

{a) Decomposição de H = LLt pelo método de Cholesky; 
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:1...7320508 o 

= -(). 5773502 2.1602469 

2. B8fi75l3 0.3086065 

(b) Cálculo de X de LX - A~ 

r- --o.S773502 

'-L30860G5 

(c) Cálculo de E de ELt -- ;z: 

~--o. 33333J2 

1.2472191 0.4761903 

L -9.6.l.73*1o-e 0.3499273 

o 

0 

[i • 7559292 

-0.57735·]~ 

-" ~lc-r·C])"7') 
\).!.).).~-_,. 

J 

liv) Hé·todo de Householde:r:·: 

i ... 1' • • • f n-2 

çomo n "" J ---> .i. -·· l 

o = a 2 + a 2 = 0.1224491 

H 

3 l 3 :c 

,-, 
{a ;a i f 0 

3 1 3 2 l 
·0)=(-0 ~l·/~*10- 8 -~ ~q=•~;J6·n: 
' -·- ..I 1"•'-"'''--- ,v, 

~ u~ u
1 

- 0.24489A2 



I 3.564224 1 

p = A u = 1. 360826 I 
1 1 1 

1. 0000001 J I 
L 

K = t I 2 H 1.9444405 u p1 = 
l 1 l 

! 3~5642241 -, 
I 3~72*10- 7 ' 

ql = P, - K u = I 
l l 

L I 
1. 0000001 

I 
! 

í -3.42782*10- 7 -3.S776J*io- 1
" -9.6173*10- 8 l t I 2.4944386 2.60345*10- 7 0.6998546 u q1 = 

l I I 

' o o o j L 

-3.42782*10_, 2.4944386 o l ut -3.57763*10-l'• ..., - -7 o q = "-.fi0345'*l0 
1 l 

-9.6173*10- 8 0.6998546 o _I 

A A 
t t = - u q - q u 

2 l 1 1 l 

[ -0.3333325 -1."472195 o l 
I 
' A = -1.2472195 0.4761897 -0.3499273 I = T 

' 
-1.1428549 J o -0.3499273 

(v) Variação racional do QL: 

L~ indice do autovalor que está sendo procurado; 

IND: número de iterações para o autovalor de lndice L; 
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1: } nr'ÜCF: Ü") C} emen-to peque: no da se.bdiagonal; 

l'1H1EPS: 

' ' l.l -· J. 

11 = namps>!·fiL'iJ-'} i+iSD(L) !> -- u.23550207*10- 7 

1 ==· 2 .... sul:~m.;> t.c:i.z ~11::-,~al forMada pelas linhas e colunas de 

PASSO D!:~ :~;_,: fÕ!"'muJ.as de (14) 

D(l) =' ~(1_U2J56J8~J 

It-m - 2 

I = 2 +submatriz n~ual formada pelas linhas e colunas de 

SD(l'! -· i0,.30H·t~)S) 

IND - J 

I = 2 

a J. 

K -·-= --1.41371() 

PASSO :)2 QL 



- 34 -

Dil) ~ ·-0.476077*10- 3 

IND ~ 4 

I -= ;). -+ submatriz atual formada pelas linhas e colunas de l 

a 3. 

K ~ -1.414214 

PASSO DE QL 

SD!11 ~ [9,20869*10- 1 'I 

D(l) = -0.1396683*10- 1 0 

L - 2 

h - 0.6228003*10- 8 

IND = 1 

I "" 2 + submatriz atual formada pelas linas e colunas de 2 

a 3. 

K = -l 

Pi\SSO DE QL 

SD(7.) = !2.37402*10- 7
] 

0{2) = 0.2355201*10- 7 

~-~-1 I 
L = 3 

H 0.3597459*10- 7 

I = 1 -+ submatriz formada pela linha e coluna 3 

0(3) = 1..414214 

[ "· ~ 1.41421~ 
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CAP!TULO 2 

~11':1'000 QR; 

2 .l. Introducão: 

O algoritmo QR determina os autovalores de uma matri.z 

qualquer. Uma seqüência de matrizes, unitariamcmte similar -a 

ms_triz ori.ginal, é formada. '1'al seqüêr:cia converge para uma ma 

triz trJangular, cujos elementos na diagonal principal são os 

autovalores da matriz original. 

Como estamos interessados nas matrizes companhetras 

reais, seguindo-se a indicação de "Eispack Guide" [ 5, 6 J, ut,! 

lizaremos o seguinte caminho: primeiro, a matriz companheira s~ 

râ balanceada, isto é, as normas I, 1 das linhas e colunas corres 

pendentes da matriz original serão igualadas. Posteriormente 

o método QR para matrizes de Hessenberg é aoli.cado. 

2.2. Algoritmos usados; 

2.2.l. Balanceamente de uma matriz: 

Este algoritmo balanceia uma matriz real geral A e iso 

la autovalores, sempre que poss!vel. As somas dos mÓdulos qoa 

elementos em linhas e colunas correspondentes serão quase iguais 

pelas transformações exatas de similaridade e, os autovalores se 

rão isolados pelas transformações simi.lares de permutação~ O ba 
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lanceamento reduz -:J ~-,o_;:-~-v:.;_ d?> eatriz oriqi.na_l, sempre que as SS: 

na3 dos módulos dos elfÕ:iT'e:i.tes 0I;' a.lgumas J.inhas e corn?-spond2n -

t,2s co lur..a s, são ::1v1rca~ :lP.1en te diferent.es e 1 <lO mesmo tempo 1 na c 

altera os autova}()rec~-:. r.:eduzindo a l"'.orma por esse caminho~ pode. 

mos aperfeiçoar a ·c~x:·J.t.Ld8.o d;J;:-; au-tovalores computados. Adicio -

-e pequeno, comparado 

ao das rotinas qut.~ Clctcrnuna.IJ_ 0s autovalores. 

O método ~:-un~~'!..o:ra do sequinte modo: primei r Plment.'"; 

c ' T X y ' 

pt 'A p () ;-; .. . .. 
I 

') o E I 
-' 

onde Te a sao matri7es triangulares superiores e~ B & uma roa 

-t.riz quad:cacla, fG-:-f!':ida re1z;s -; inh-:ls P coluna.s LOW a IGH, com o.s 

elem~r.••.n~ n··e ç-~~n c~-a , •. , ~1~~o--1 p-~~~ipal o"~fel""fl~~~ de c . - ~ -J" · ,-:.-:~._c,,__. l_\n_ "'' u.~c•'-:> JICI.•. J __ L.J\...>.. 1--' _ • -'--~ . • <.'! '·""·"-' ~ · ze 

ro. X, Y e Z s~o ~atrizês r~tanqulares, de dimens5es apropria 

dôs. 

Cs elel'lcr~tos cJa d_i_a.-fon,:--I.L principal de 'l" e R sa.o os auto 

valores isolados de A. 

Depois, a subrotina determina iterativamente a ~atri2 -

diaq-o:\la l D ~ n~{o-::; lngultt.: r d·2 ord.em IGH - LO h' + 1, tal que: :r:r- 'P.D 

seja a matriz h2.lanceada, c::om as somas dos módulos dos elemen-tos 

das linhas e colunas çorrespondent.es de D~ 1 BD, pr()xiraas de zero,_ 

Os ele~;entos de D são potêncius exat.as da. base de :representaçao 

do ponto ar i tmétt'.::C' E J u t:~1ant.:::· d,.J compu ta dor~ Pode:r.os rep.cesen ~ 
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ta r a matriz final P'::lr: 

r T XD y l I 
' 

l o D- 1 BD o- 1 z • 

o o R l 
O algoritmo pode ser descrito do seguinte modo: seja 

A a matriz formada pelos elementos de A que não estão na diag9 
o 

nal principal. Para alguma mat:r:·iz diaqonal D não-singular, 

n-l A D ~ diag(A) + o- 1 A D, 
o 

e apenas A é afetada. l\s:-3umimos que nem as linhas ou colunus 
o 

de A desaparecem. 
o 

De A , uma seqüência {Ak} é formada. 
o 

O termo Ak dife 

re de Ak-I apenas nu0a linha e correspondente coluna. 

Sejak=l,2, e seja i o Indice da linha e colu-

na modi.ficada no passo de l\_
1 

a 

A , i é dado por: 
o 

/\, . 
K 

i- 1- k- 1 (mod n). 

Então, se n é a ordem de 

Então, as linhas sao modificadas em ciclos, em suas 

ordens naturais. O k-ési;c-.o passo ê como se segue: 

(a) Seja Rk e Ck as normas L
1 

da linha i e coluna i de 

Ak_
1

• De acordo com a suposição acima, Rk Ck r! O. Portanto ' 
se 6 é a base do comnutador, existe um Único inteiro o = ok tal 
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1.' 
k 

< 

:lef :L nc 

(b} P<:.-.ra a cons·tante ü.ada 1' < l, tomamos: 

onUe I -- te , 
' 

.. , 
''i~ 

}\k ~ 

1) 

- • 
.~ 

K 

~), 
,'~ 

'• 

f 

e vice-versa 

) e- a matriz identidade. ' cn 

D ~ I - ' ' 

-
D 

1~·- ' )· .. 

termine:'> se, para um ciclo comple-te·,' l' ' -•- ,. 
,;; 



DIAGR&~ DE BLOCOS: 

IJ.AlÃ ICEA.IU.'71IT 

PA S!llli>IATilll 
f'(lJUAIIA Pn.I.S i 
L:oo!AS J.LW A JGF.! 

CIUCUUJ DE C E ~, i 
P.ESPECTIVAMDITE 
liOa!A DA LINHA f 
IXlUIM 

c.tl.CULC !Jt r;, 
CUJOS ELSIEl!TOS 
si.o rurtJcL\S ll\ 
IM 11.\SE DE I!EFIU' 

SEI!tAÇÁo 00 PO,i: 
ro FLlJTIWfl"E i 

PFhlo!t""l"I..CAJ:' DA U .... 

S~cl. ~ 0.'1" A ~+i 
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l\ ... ')R e 

)3 .. l~() 

cm(~e (; c, ortogonr:::l e R trianqular sup0r:Lor~ ent.ão .. 

ç;J._a 3e rn;J_trizAs :ceai~;; que é unitariament.e similar ã n<::-tt_rj z 

' ~ ., . '--/s " :;;, s 

' A ~ Rs () ~ o'·- i\. Qs . s+ l ·"·s ... , _. s 

fOrTCld. 

a r-ai_() d'~' convcrqência dessa 

.. 
\ -~ s k.5 l j - R 

5 
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+ ;<. s 

F triangular 
3 

A s 

-superior e k
6 

e a 

>nostrou que se todos k
8 

sao zen):::>, en -

em 

(c l 

" ' 
i_'_ 

l + l 

0u sej;1, 

Defi __ nirã'J: -----·-'-·--

( c; ! 
;:; 

i·1 

(~) 
a: 

j +:· i ' i+ ' 

' j_ 

- () 

' ' f A "s' 

(i = l ' 

( s) 
(a: . ) , 

]. J 

cada 

n~..;.:) 

s = -'.. f .... de 

J -- l ' 

nodemos er..unciar o se:-;ui.:1te -· 

teoré:'·il\a: 

(_; ,·_tlqor.i ~-.rr,o ·oãsico QP. aplicado a Tnatrizes 

HesseDb~rq ~.rrF~~tivcis A (isto 5, aij t o, i - j+l) r produz Ll~~ 

:;eq:..iêncta d.e 1~a ::.:r· i zes de Hessenberg, a qual convorqc s •. ~ -· f' so -

~ente se 

d:::>.is de multiplicidade par e dois de wu!tinli-

qa.ra.nticla. 

For:tanto, 1-.::oc.ios os autovalores sao i solados na di.J''"Or;Zll 

principaJ. ou s:-to os .::1utovalores da submatriz clj agon;~ l 

Para qu(~ haja Urrli':t convergência rápida, - ' 1 e es::H .. ~nc~a. que .:.:.s 

baç5es na matri~ ~riginal sejam usadas e, que cada 



k s scj,:.:: próxima de 
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um autovalor de !>. (e, portantc;, de to de 

Antes de cada iteração, a Gltima forma de Hessenbera ~ 

verificada, para ver se existe al0um elemento muito pPquen0 T1:J. 

subdiagonal, de modo que se torne possivel a divisão da m-3-triz 

em subma.trizes~ 

O cri~~rio usado para se saber sobre ~ exist~nci:i de 

ele~entos insignificantes ~ o sequinte: 

isto é_, corr.pa.:ra o elemento da subdiagonal com os elE:mentos da (1ia 

~rona_l ' . l.OCa_l_. 

Se a divj .. são ocorre, apenas a submatriz for?rud;:; P<' Las 

linhas e colunas de Q, a n, que está mais em baixo, à direit.a 

participar5 na prÕxj_ma iteraçãc, como nademos ver rPm:·esentad~t 

cruando n = 7 por: 

c. 

' X X X X X X X 

I 
X X X X X X X ' I 

,, X X X X X 

- _,_ -
' E X X X X + linh2 y 
" s 

X ' X X ~ 

' 
X X X I 

J ' X X 
" 

~;empre que uma submatriz 1 x 1 ou 2 x 2 fina }_mente 

se separa do resto da matriz, os autovalores dessa submiit.ri.z se 
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rao aqueles da matriz original e, o algoritmo prossegue, co~ o 

restante da rr:atriz. E.sse nrocesso continua, até a matriz d.1v1. -

di r-· se completamente em submatrizes de ordem 1 ou 2. 

A aritm8tica, no processo, é sempre mantida realf oela 

combinação de duas iteraçÕes numa Única, aplicando-se duas per -

turbações reais na matriz original, ou um par de perturhações com 

plexa.s conjugadas na matriz original. 

Essas perturbaç6es, a cada est~qio, serao as duas rai-

zes da matriz 2 x 2, situadas no canto inferior, à direita, d~ 

atual A,, dadas por: 
" 

k s 
(sI 

= a n-1,n-1 

+ 

(si 
an- 1 , n 

a (s) 
n,n-1 

Uouscholder [ 3, p. 290·-293 ] mostrou que qualquer P1ct-

triz real pode ser triangularizada por sucessivas pr~-multiplica 

-çoes de m:ttriZ('O'S reais e sim~tricas elementares P ,P , ... , r . 
n-l' 

onde p 
s e, 

l 2 

w5 é um V"'-'!tor unitário, com c:'lement"os --

diferentes de zero, apenas nas posições s, s+l, s+2. 

P.. mat.rj_z Q real pode, então, ser escrita da forma 

Q = p p 
l 2 

D 
· n-1 · 

-Podemos reduzir o numero de operaçoes, usando a exp.res 

-sao 2 w
5 

t 
T"' 

5 
, na forma 11

5 

t 
v

5 
, onde u

5 
e v

5 
são ambos paralelos 

a w e seus elementos diferentes de zero são dados respeçtivame_::: s 

te, por: 



'l .. 
s 

.co 

'J -,. 
.o 

'o ,, s 

1 ' 

+ r-<' 
~s 

± 

qç, , 

0 s i I ( " c:s I 

' .~Ps ' o ; s 

Cfs I ' < r; j :r I ' " 0 ; ' s ~3 ' " 

i .. I (• 
' ' ~~ ' t:-' ;:! 

.. ,_,, 

, , 

!ln~H c ~clunas de t a n ~ cxaminaci~ e, SP ·xist~rem doj_~ ele~e~-

}-\ 

., ,_.m 

~> 

r 

I 
X X X X 

X X X }\ 

c .. , 
X ,, 

- - - ·- -.. 
,. , 

' ' 

' 
_, 

Cr::mec_~a!.Ttos, 

rm' dpf_i_nidos por: 

' a 
m.."'U 

+ k ) 

.X X X 

X X :{ 

X X X 

X " j( 

X X 

X >. X 

X ,, 

k k 
2 

, 
! 

rn --: 

' 
. nh:~! ;-:, 

a 
m+ l r r::t 



~· 45 -

+ a 
m+1 ,m't·l 

k 

e delest detPrminamos a apropriada matriz P , que ir5 gerar el~ . rn 

Podemos ilustrar pm.-; 

;;.~ X .. . 
y: )( .. 

~-

' X 

X 
·' 

' I X 

~ 

A X 

X X 

- -
X X 

X X 

X X 

X 

X X 

X X 

- -· 
X X 

X X 

X X 

X X 

X X 

que r 
' 

",·.e•, O~~~ ~n~ '~v-~ ·1~r~ o 'rl·t~~l·r ~ ~ 1 .•o , ..•.• ~~ ~• ~-~u , ~ ~~ J 

:In I + I r ! 
' --~~ 1 I ; -1':1 I < mineps * 

+ :a I 
rnrn 

1·. para a tnr.>.t.rl.z dP Hessenberg A
5

, onde 
l 

(sl (s) 

-, 
I 

I 
I 

e ,, sejam 

* 

ct. . _ a , . , 
3..-r1;l _;.-+l-~1+• 

o i l, ••• , n-2}. 



Se, denoi.s de l~l -.i_ teracões, nr_:r,Jlum ,-,utovalor for fl.eb=;r-

minado, as perturbações k e L ;::;erâ0 3,__,_bsti tuida s, na -prÓxi:na i 
l ': 

te ração, por pe:rturbaç6es ele f in i das por-: 

çocs. 

k + k 
' 

k k 

Se 30 iterações sÊÍo 1lSc3c1a~~, cnt.S.o, a :ind.i.cacão de falha de 

converg~ncia ~ dada. 
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c 
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l'U~ EXCEPC:IO-
""
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c 

"""" " :m:RAÇÔRS .f 10 
E .j 2D , 

r 
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i :E'OH}'!/iÇ,í'-i:o D05 ELEMENTOS D_! l 
: Fr::Rcl-rr:ss DE ZERO DE w : 1 
1 ~ m 
-1 :":i'() v-rpr: )O q e r · 

~--·' ' ... ,~.,.. - rn' ·m ~ m ! 
L, ... --~--------------, ______________ _] 

• 

:~i\ o --~?> ___ sI t!_ _______________________________ _ 
I ' ! .... , __., 
' v 

, nu-~- ~u,) I+ I~: u~-,.J, 'HlJ I l i 
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2.3a Diagrama de blocos: 

1
------------, 

LEITURA DA ORDEH I 
DA MATRIZ C E A J L OurrMA LINHA DE c_ 

CONSTRUÇÃO DA T~.NS I 
--I 

POSTA Dl\ r_II..ATRIZ C I 

~j__====I::=====_j 
BALAi;:;c----~~ 

:__j 
CHAMADA DE 

CHA..'~~..ADA DE HQR 

IND:O ------·~----- - ---------~ 

OS AUTOVALORES 
i REAIS SÂO ES -

l_ __ c_R_r_T,o_s _____ __j 

= ---<í:cm1: o>----'"------, 
: '· 

c FIM ) 

EXISTE AUTO 
VALOR COM -
PLEXO 

,----· ·-:l I o 1NDICE DO 
' ~-l"'T'0V'. OR I t-".J_ ,_.L." 

I QUE NÃO co~ 
, 'i/ERGE f: ESJ I CRITO 

~-----,-
1 
i 

(*) Podemos pular a subrotina BALANC, nomeando LOW=l e IGH=N. 



Anlic.:tcZlo: -"-------"'---

' 
Computar 0~J aut-ovaLores de C x >x onoe 

r o o ' l ' 

I 
I 

A l o 2 I 
' o I í 

I 
' () J -l J I 
~ 

BaJ anceaE1en-t:o .ia rna.t.:r:.i. z 

e -· 2 

'( o ' 9S 

c. = norna L d.a co1utl<'i i 
l 

R " norma L da. l:Lnll."'. ' ,_i -

A subrnAtriz a ser balancead.~ & for~ada p0las linhas e 

-· 1 ' oe.1..a-o. 

c ' -, ( 2 1_ I ! ' I .r-,, I 3 I -" I ,, ' ' -'- _, 

R I l I l ) i + ' ]\ I l I 1 -- -I ' ' I ' ' -' --
I 

o -- " -- • -- }_ " -
[-i, 

c * f + I > * li - _, 
H I = 2 85 .:\ y \ ,_ ' 

c 
+ 

rn R 1 ,'_,..I-,- ~ I" -~ ·- ~ ~-- ~ -~' 1. 
"'lw. '-" ' . _ 



- =· J ·-

c = !A (1, 2) ·c 
2 I fl. (3, 2) - l 

R = Ir-.. ( 2 f li + 
z 

i A ( 2 I 31 I 3 

c = l -· f -- 2 
R 

c * f + 2 
3~5 * (C I 3.8 = < y + R = 

2 f 2 , 

2a. linha * 
l o.s ' 1 • o. 2) (0.5; o . lI l' - = ,_' ' - ' 

r o ' r o 
I 

1 

2a. coluna • f = 2 o - o 
' I 

J ' ' L l L 2 I -

i o - 2 ' J ' 
A ·- 10.5 () 1 

l 

' I o 2 -1 J 

c IA (1, •• I + J' 
' 

\A (2, 3 I I = 3 

R !l'.C3, 1) I + ! A ( '3 , o· I = 2 -- ·- } 

' 
a = o ~ f = l 

R, 
c * f + -'"'" = 5 < y * (C + R I = 4.75 

3 c ' 3 

c = I A I 2' 1) I + I A I 3' li I = 0.5 
l 

R = I A I l' 2) i + I A (1, 3 I I = 2 
l 

o = 1 ~ f = 2 
R, 

c * f + - 2 < y * (C + R ) = 2.375 
l f l l 



.l a. 

i. a_ . 

- s .! ""' 

r -~ r 
~ 

., 
" ' v I ' I 

! I ' ' I ' co l.\i.n<~ 
,. f - v i (• s ' -"" i .. c 

' • . ' I ' 

L ' ! o j o ' .. J 

() I) 1 
-, 

• o 1 ' ' 
i " ~~ -l 

, .. , i I'. ! l ') J ' v 
• ' .• f " ! . 

!,.,_, .. _, !. 1, '1 • ''I' ,_,_\L' -. .. j!\ L; 3) ! "' 2 

,:· i) -+ f =: J. 
R, 

* f + 4 > "Y * (C ..,___ R ) 3.H 

3) ! + ' r 2 !A' r 3) ! ~ ::: 

']i.(3~ l)! ... jJ\(3, 2} 

c t.- f + 4 > y * (C + n ) - 3. 3 
f 3 ' 

C. -- 'A(1y 2} + \A(l. 3} -· 1 

c 

i + 17<(3, l) ~ 1 
' 

--'J+"·-J 

R.\ 
i<· f +· 

f 
2 > y * (C + R ) ~ 1. 9 

1 I 
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c = I A ( l' 2 l I + IA ( 3' 2 l I = 2 
' 

R = I A ( 2' ll I + I A ( 2' 3 l I ~ o 
.~ 

' 
o ~ o + f = 1 

f 
R, 

4 * R,) 3.8 c * + ~ > y (C' + -
' f 

c ~ 

3 
I A ( l' 3 l I + I A ( 2' 3) i - 2 

R ~ i A ( 3, 1 l I + I A (3' 2) I ~ 2 
3 R, 

c • f + ~ 4 > y • (C + R ~ 3.8 
3 f 3 3 

o o 1 l 

~ I I C~l\LANCEADA 
~ 1 o 1 

I I L o 2 -1 

(ii) QR para matrizes reais de 1lessenberq superior: 

r o o 1 l I 
' A I 1 o ' ~ ' ' o I I 

I o 2 -1 I 
L ~ 

MINEPS =- 10- 8 

liA li ~ 6 
O I 

I la I + la 
3 3 :2 :2 

ia I = 1 > MINEPS * Cia I + la = O 
21 22 ll 

L = 1 -} a submatriz e formada pelas linhas e colunas 

de 1 a 3. 



' ' :.J-r 

k + 1~ 21 + ,;-t 

' ' 2 J ' 
K ' k -- a a a " - - ) 

' ' :,_ ; J 2 ' ' 2 

la. I'I'ER'\ClW ~ 

q 

a 2 ·R· a ít: -t k ) -t· k k + a a 
_l } _______ 1 } ___ L _______ , ________ L __ __l ____ l.}-~ _ _1...1 - --0. 4 

jDi + 

a (a -~ R 1< -- k 
___u __ ~_). -------1-L ______ L ______ l 

i~: 
J r, 

I n: : 
' 

+ 1o i 
! '' 

+ I , 
1 r I 

+ 

C.4 

PASSO 8UPLC' DO (!R: 

c 
' 

u 
1 

v 
1 

p 

(sinal de p ) 

=( 

f 
=! 

\ 

= r 

D + 
1 

' q 
------

1 • - ' 

c 

q __ j_ __ 

'") + 8 
' 1 

c 

; 

,---------.... ------, 
~ 2 .; p: + q -:- r 0.6 

!l.G66fi67;-0.33331J3~-0.6S6S66!) 

r \ 

;~-~-' ~-) 
! T • 
', ... ' --0.2; 



A = p A 
l I o 

p 
2 

r = 
2 

I I 
I Pi 

p 
l 

= 

a 

a 
3l 

+ hl 

o 

+ lql 
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1-
-0.4444444 l. 488889 -0.6888889 

i 

0~?.222222 -0.1244445 1.684444 

' 0~4444445 1.351111 -o. 4311111 
~--· 

0.3333333 

= 0.6666667 

+ lrl 

= n 

+ I r i 
. ' 

r--~----------- -----J 

c =o (sinal de p 1 / p 2 + a 2 + r 2 = O. 7453560 
- 2 ~ 2 2 2 2 

( p 2 
+ o q :2) u = 2 (1.447214; 0.8944272; 0) 

2 \ o c 

( q2 r J v = 1' I = (1; 0.6180340; O) 
2 

p2 + o p + 
2 

p I 
t = - u v 

2 2 I r -o. 4444444 -0.04969044 -1.639783 
I 

A = p A p = 
I 

-0.4969040 0.8444445 0.8666666 
' 2 I ' 

o ,_ 1.2 -1.4 

I 

I 
I 
I 
I 
~ 

l 
I 
J 
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' i /.'1 
' 3 2 

- 0.~9Cq048 > MI~EPS k (ia 

k + K - -''.~~~s~s~ 
'! ,, 

* k 

2 c:_, I·;_ ;:;T"./\ C.\'~': 
-·---··--·- ---~- .. -~-···-

q = :).l43l'l3'~ 
; 

'l ~- (:: '}.~_(i2':'5:-;; 0.l290772) 
' 

p - J ~- -; '-' 

·- () .843079Y 

' .. F ;\ T; -·~1 [1f\'-1521J n . • ' 
' ···(' 

' 1059307 ,_ 

a ]) ·- 2.244445•10-~ 

" 
~ " 
c ' 

dadas ncima, 

-0 ' S:-:130437 

,, 8377019 ,_ 
" 

l. l28fl6l 

t"emos ~ 

1 . ~~55278 
• 2t:;,'.)O?'l 

'" ~. '- -

-o . 99<16 =' .-, 
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D ~ -0.4",80274 

" 
q --0.:)419726 

r - " v 

" 
o - -0.7095938 
' 

u ~ U.G45478; 0.7637787; o) 

' 
,~ 

~·· (l; C.46Lll682; o) 
' 

p I 
t - - u v 

' " ' 
' -0.8430799 -0.8240587 

!'.. - p h p - o. 1386930 0.9421;404 
'• 4 3 " 

o 1.164254 

Ln39376 

1.434397 I 

I 
.J 

]a = l.lG42S4 > MINEPS * (\a i+ \a \) = 2.042201*10- 6 

32 33 22 

'êL -0.1386930 > MINEPS * (ja i+ ]a [) = .L.785720*Hl- 5 

2 l . 2 2 1 t 

L = l -* a subrnatriz é formada pelas linhas e colunas de 1 a 3. 

k + 1< ==--G.l5G9206 
' ; 

k * k ::=-2.2465383 
3 c 

P, ~ -0.9004537 
" 

q~ 0.01797077 
" 

r ~ 0.08157557 
5 



PA.SSO DUPLO [;() G·R: 

0 = -0.90-13198 

u " 
5 

v ~ 

' 

,-;_ 
5 

p ~·· 

5 

c: 
5 

~~ 

r = 

' 
a ~ 

5 

u ~ 

5 

'-·' ~ 

' 
p 

5 

A ·~· 

' 

la 
' 2 I 

(1.995725; -0.01937214; -0.00020655} 

(1~ -o.009957356: --0.045J.939e) 

t 
v 

p Z\ l' 
5 I; 5 

"<J . 39307)3 

!J . 60FS261 

o 

-o. 723n9SO 

(1. 543~J99 ' 

r 
i 

I 
i 
' ~ 

-•J.nor;fiü7'"".'7 

-ü~H39.>~1!S: ; o l 

(l; -.o. 5437583 ; o ! 

I 
t - u v 

5 6 

,- -c, C.557RRí:\ I ' I 

p A p - n . Gl2:L 550[) 
5 s ' 

L. 

~ 0.0121556 > Mil'F~PS t- (~a 

-1.42552g 

1.074472 

·-0.9705231. 

(L0:5270596 

-0.4196699 

-0.~1SGfi22 1.350392 

i 
i 

.J 

·-· ?_ 

+ la ! ) "" 2. 744996*'10- 8 

:;> 2. 

-+ i;=:. I J ""'2.3SOJ93*1.c-r. 
1 1 



k + k = -0.044212 
7 ' 

k * k = -2.06315925 
' ' 

4a. ITERAÇÃO• 

p7 = -0.9733203 

q' = -0.02249788 

r ~ -0.004181801 
7 

PASSO DUPLO DO 

a -· -o. 9735893 
7 

QP: 

u ·- (1.999724: G.0231081~; 0.00~295241) 

' 
v = (l; O.Oll555Gq; 0.002147917) 

' 
P """ I - u 

t 
v 

7 7 7 

r 
I 

-0.9953685 l. 730615 

A p A p I -1.354883 -o. oo1124 368 = = 
7 7 ' 7 

' -0,0001700617 ' -0.4212525 ,_ 

p = -0 .. 8686204 
' 

q = -0.1313796 
' 

r = o 
8 

o ~ -0.8784998 
' 

u = (1.988754; 0.14955; o) 

' 
v = (l; 0.07519783; o) 

8 

-0.0329813 -l 
I 

-0.4204566 

1.350251 ~ 



: i"i 

j ' ' 

f -'-

~-) --
' 

q -
9 

P T:... F 
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r- -0.99S36as -1.7062~~0 

I 

i 
0.001137156 -1.418814 

o 0.002424318 ·-
_)_.4_1_42l2 

J,,:,r):J24?l8 > t.UHEPS -A· (ia + ja ~I) -== ~' .. O.J.)r}'::·(,·'·'l_ }u 
) 1 ;_ " 

~UNEPS * (i a 
I 2 2_ 

+ i a ! ) 
l ' 

2.4]-121:'-'l 

-(),,:)04632 

- c) . .?9 7 J 2 1 ' 
·- •'J . •._·, (i ' • c 7 'r, -· ,_. 17 

C' -----~;,'_]')'13279 

,_, -- (1,999996; 0.002680179; -0.2G966572*10- 5
) 

' 
v l~ 0,001340092; -0.1348288*10- 5

) 

' 
P = T 

r·- --0.9999•107 ' 1.707342 ('.1914)~
1 

I 
' 

' T• ]\ p ' -1.414271 ·' - - I ' , ' • 
-0.1441242*10- 4 J.001400Sl7 

' L 0.00241971G 
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p "" "-ll. 9991453 
1 o 

q " 0.8547211*10- 3 
l o 

r " o 
1 c 

c " -í). 9991456 
1 o 

u " ( 2; -0.855452*10-~; o) 
1 o 

v " ( l; -o .4277261*10- 1
; o) 

1 o 

!" " I - u v t 
I o 1 u I o 

i -o. 9999407 
I 

-l. 7070')1 o.~)92~:.~Jl2 ·-T 
I 

A -· P lc P ::: LI' O.l4Q4124J*lü-
4 

1 n 1 ~ " 1 o 
-1.414273 0.1011696*1(]- 4 

-0.8233t!7*l'l- 7 1.414214 

3 1 
- 0.823347*10- 7 >MINEPS*(ia l+la ll = 2.8:?8487*10-~ 

I 3 3 I l 2_ 2 
:a 

la O.l441243*10- 4 >MINEPS* (la i+ia ,·, "" 2.,414214*10- 13 
1 i 1 ' .2 2 1 l I 

1 

L -· l ~a submatriz e formada pelas linhas e colunas de l a 3. 

6 n. I'fEPAÇÃO: 

p - -0.9999652 
) 1 

q -0.34782fi4*10- 4 

1 1 

r " 0.1186262*10- 11 

1' 

Pl\SS0 DUPLO DO QR: 

c - -0.9999652 
" 

u - ( 2; 0.3478385*10- 0 ; 0~1186303*10- 11 ) 
: 1 

v " {1; 0.1739193*10- 4 ; 0.5931517*10- 12
) 

I I 



p 

' '. 

,, 

' ' 

' l 

l 2 

l 2_ 

- I -- u v t 

' ' ' ' 
,--

-- D ,, ., p - -(\ 
j l ' o j ' 

-l 

-- -· 1 

-,· ·::- ._,._, ')9nc:1t~; ti,,-~ c,- 7 
~, --~ ~.,, .. --. 

{1; r~_JJ'l-~1117.~1 1 ; 

'·' " 
1 l 

,
! 
' 

' ]_ 
., r! 7 :LO 7 ' . ' -0,292WJ.32 

)!j 2G l_ i) 5 * l •'1 '" ' -_i " • 4 2 l ,, . -·'' . ' 

-l -l. 707107 -0.2928932 

= p h l_J ! 0.?.420Jiit;*ll1 -ô -_i..4J42:U 
l .,_ J 2 l ) i -~ 

'---

' 
l " ' l 

~<:·::;<r,I-'S*(!a ;+:a i) ... .?..82e427*1.n- 2 
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CAPÍTULO 3 

Cür-1PARACÃO: 

3 .1. Experiência Comcutacíonal~ 

Os algori.Vnos foram proqramados em Fortran IV e, os 

testes foram feitos nurn comnutador PDP - 10. 

As matr:Lzcs con~panheiras reais testadas, variam da o r 

dem 3 a 10. 

O tempc~ de execuçao do método proposto (DATTA) e ao 

convencional QR com perturbação na matriz original, assim corno 

o desvio médio dos autovalores, podem ser vistos na tabela l, a 

seguir: 
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3 • 2 • Conclusão: 

A expectativa inicial com o método proposto do Caoítu-

lo 1, Pro a de se obter um algoritmo estável par,?J_ a determinação 

dos a'Jtovalores reais e distinto3 de uma matriz compa!lheira re 

,:,1. Por~m, verificou-se, com surpresa, que esse métoclo converqc 

tci"o ra~;i.damente quanto o convencional ()R. 

Em arr_bos os casos, os autovalores computados sao orõ ~ 

da matriz original; além disso, são os auto\'i'llo 

.t'(::''> exatos da matriz próxima à matriz originaL De modo que, po 

dc~cs considerar os dois m~todos numerica.rJente 
. 

<""stuve)_s. 

/':. utilização do método p.roposto, portanto, f: recomendá-

vel. 
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