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Resumo

Neste trabalho estudaremos um sistema de equacoes diferenciais parciais parabolicas
nao lineares que correspondem a um modelo matemético do tipo campo de fases para
problemas de solidificacao e fusao de materiais puros, estudado em "K. H. Hoffman
e L. Jiang, Optimal control of a phase field model for solidification, Numer. Funct.
Anal. Optimization 13 (1 & 2), 1992, pp. 11-27". A anélise de tal sistema sera feita
através da colocagao do problema em um contexto de espagos funcionais adequados
para que as solugoes do problema original correspondam a pontos fixos de um certo
operador nao-linear compacto. Descreveremos resultados sobre existéncia, regulari-
dade e unicidade de solugoes para tal modelo. Estudaremos também um problema
de controle 6timo associado ao sistema anterior, na qual obtém-se existéncia de um
controle 6timo e condigoes 6timas necessarias na qual tem que ser satisfeitas por
cada controle 6timo. Além disso, estudaremos um modelo que é uma generalizagao
do anterior, apresentado em "C. Morosanu e D. Motreanu, A generalized phase field
system, Journal of Math. Analysis and Applic. 237, 1999, pp. 515-540". Para
este modelo generalizado, consideraremos questoes similares as do modelo anterior

e utilizaremos as mesmas técnicas para obter resultados similares.
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Abstract

In this work we study a system of nonlinear partial differential equations of para-
bolic type corresponding to a mathematical model of phase field type for problems
of solidification of pure materials. This model is studied in "K. H. Hoffman e L.
Jiang, Optimal control of a phase field model for solidification, Numer. Funct. Anal.
Optimization 13 (1 & 2), 1992, pp. 11-27". The analysis of such system is done by
putting the problem in a context of appropriate functional spaces in such way that
the solution of the original problem corresponds to fixed point of a certain compact
nonlinear operator. We describe results on existence, regularity and uniqueness of
solutions for such model problem. We also study an optimal control problem asso-
ciated to the previous problem, for which it is possible to obtain the existence of an
optimal control and the corresponding necessary optimality conditions. Moreover,
we study a model that is a generalization of the previous one and is presented in
"C. Morosanu e D. Motreanu, A generalized phase field system, Journal of Math.
Analysis and Applic. 237, 1999, pp. 515-540". For this generalized model, we consi-
der similar questions as in the previous model and use to same tools to study them

and get similar results.
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Introducao

Neste trabalho estudaremos dois sistemas de equagoes diferenciais parciais para-
bolicas nao-lineares que descrevem aspectos importantes de processos de solidificagao
e fusao de materiais puros. Neste tipo de modelo, o mecanismo de solidificagao e
fusdo é descrito com o auxilio da metologia do campo de fases (phase field), no
nosso caso de materiais puros, levando-se também em consideragao os mecanismos
de conducao da energia térmica e a geracao ou absorc¢ao de calor latente que ocorrem
durante o processo. Portanto, utilizaremos um parametro de ordem para distinguir
as fases, isto é, uma variavel auxiliar ¢ tal que ¢ > 1 define regiao solida, p < 0
define regiao liquida e 0 < ¢ < 1 é uma regido chamada mushy (regido porosa
intermediaria entre solido e liquido). A compreensdo destes mecanismos e as suas
influéncias no resultado final de processos de solidificagao é fundamental para o apri-
moramento das técnicas de producao de novos materiais. Em geral, esta ¢ uma tarefa
nao-trivial e a analise matematica rigorosa dos modelos utilizados é importante na
fundamentagao de simulagoes numéricas.

Quando consideramos as influéncias fisicas (super-aquecimento, super-resfriamento,
os efeitos da tensao superficial, etc) no material considerado, a descricao matemética
do fenémeno nos fornece com maior precisao os aspectos fisicos do material. Natu-
ralmente encontramos um tipo de nao-linearidade capaz de mostrar a complexidade
do fenomeno fisico, incluindo as mudancas de fases.

Neste sentido, seguindo Hoffman e Jiang 7] e Morogsanu e Montreanu [10], con-

sideramos a equacao de campo de fases dada primeiro por

)
a—f—A¢:a@+b¢2—g@3+e (1)



e depois por

Oy

S~ Ap=F(x,t.0) +9, (2)

onde 6 é a temperatura, em (1) a e b sdo fungoes positivas limitadas conhecidas
e em (2) F é uma funcdo que satisfaz algumas propriedades que serdo descritas
posteriormente.

Observamos que as fungoes g(s) = as + as® — s* e h(z) = F(x,t,2), com x e
t fixos, utilizadas nas equagoes (1) e (2) respectivamente, estao relacionadas com
o chamado double-well potential. O primeiro foi tratado por Hoffman e Jiang e o
segundo foi tratado posteriormente por Morosanu e Montreanu.

Para se obter uma equacao para a temperatura, observamos que, quando existe

mudanca de fase, a energia térmica tem a seguinte expressao:
e=0+1(1-),

onde 0 e [ estao associados respectivamente ao calor sensivel e ao calor latente e
¢ € interpretada como a fracao solida ((1 — ¢) é, portanto, a fragdo nao-solida).
Escrevendo de forma usual o balango de energia, chega-se entao a seguinte equagao:

0

S0 +1(1— )] =20 = f.

O primeiro modelo que analisaremos seré entao:

( gf Ae_—za¢+f em Q = x (0,77,
a@f Ap =ap+bp? — > +6 em @,
a0 0o _ (3)
o= on em S = 08 x (0,71,
o(x,0) = po(z) em (2,
0(x,0) = by(x) em ().




O segundo modelo que analisaremos, que generaliza o anterior, sera:

¢ 00 m

5 — A = —l +f em @,
o
5 D= F(x,t,0)+0 em @,
¢ 00 _ 90 _ (4)
an ~ an em S,
o(x,0) = po(z) em (2,
0(x,0) = bp(x) em (2.

\
Em ambos os sistemas, 2 é a regiao fisica onde se dé o processo de solidificagao
ou fusdo e 0 < T' < +00 o tempo méaximo de interesse. ¢ e 6 sao respectivamente
o campo de fases (phase field) e a temperatura. O parametro [ é uma constante
positiva relacionada com o calor latente; f esté relacionado com a intensidade de
fontes e sorvedouros de energia térmica na regiao do processo. 0/0n representa a
derivada normal exterior na fronteira 92 de €. No sistema (3), a(z,t) e b(z,t) sao
fungoes positivas e limitadas conhecidas; no sistema (4) a fun¢do F' : @ x R — R
satisfaz algumas hipdteses que serao apresentadas e discutidas posteriormente. Em
(3), © ¢ um dominio limitado em R? e, em (4), um dominio limitado em R¥.
Neste trabalho estudaremos os modelos matematicos (3) e (4) e obteremos resul-
tados de existéncia, unicidade e regularidade de solugoes para os respectivos modelos.
Para isso, projetaremos problemas auxiliares adequados de tal forma que possamos
definir um operador cujos pontos fixos sejam solugoes do problema original.
Estaremos interessados também em estudar problemas de controle 6timo associ-

ados aos sistemas (3) e (4). Para isso, introduzimos o funcional de custo
6,0 f] = / 0(2, 1) — Bu(, )P davdt )

N
+ —/ "P(x7t)_¢d($;t)|2mdxdt—|——// | f(z, ) |*dxdt.
2 0 2 0

Os inteiros k,m > 1 serao definidos posteriormente e para os pesos aj, as e N



assumiremos que oy, s > 0, @y +as = 1 e N > 1. As funcoes 0; € L*(Q) e
¢4 € L*™(Q) sao dadas.

O problema de controle 6timo que vamos considerar ¢ o de encontrar f,, de tal
forma que a temperatura € e o campo de fases ¢ se tornem o mais préoximo possivel
de 0, e g4, ou seja, que minimizem o funcional (5). Para isso, necessitaremos estudar
as propriedades do operador solugao, que associa cada termo fonte f da equagao na
solugao correspondente.

Obteremos resultados de existéncia de um controle 6timo para o funcional (5)
associado ao sistema (3) e condigdes 6timas que devem ser satisfeitas por tal con-
trole 6timo. Além disso, obteremos um resultado de unicidade para o problema de
controle 6timo associado ao sistema (3). Apresentamos os mesmos resultados para
o funcional (5) associado ao sistema (4).

O texto esta organizado da seguinte maneira: no capitulo 1 introduzimos al-
gumas notagoes e os espagos que serao usados, e destacaremos alguns resultados
importantes que serao usados freqiiéntemente durante o texto.

No capitulo 2, estudaremos um problema auxiliar que serda importante para o
estudo do problema (3). Obteremos existéncia, unicidade e regularidade de solugoes
para o problema auxiliar. Na segdo seguinte estudaremos o problema (3), onde
obteremos também existéncia, unicidade e regularidade de solugoes. Na tltima
secao, estudaremos as propriedades do operador solucao F', que aplica o termo fonte
f de (3) na unica solugao correspondente (6, ¢) do problema (3), cujas propriedades
sao necessarias para o estudo de controle 6timo.

No capitulo 3, estudaremos um problema de controle 6timo, considerando para
isso o funcional de custo (5) associado ao sistema (3). Provaremos a existéncia de
um controle 6timo que minimiza tal funcional. Encontraremos também condigoes
Otimas necessarias que devem ser satisfeitas por cada controle 6timo. Terminamos
o capitulo obtendo um resultado de unicidade para tal controle 6timo, sob certas
condicoes.

No capitulo 4, faremos um estudo do problema (4), analogo ao feito no capitulo
2, obtendo os mesmos resultados.

No capitulo 5, apresentaremos um estudo de um problema de controle 6timo



para o problema (4), onde consideraremos o funcional de custo (5). Provaremos a
existéncia de um controle 6timo que minimiza o funcional considerado e condigoes

6timas necessarias que devem ser satisfeitas por cada controle 6timo.



Capitulo 1

Preliminares

Reservamos este capitulo para introduzir notagoes, defini¢oes e alguns resultados
que serao utilizados durante todo o texto.

Seja Q C RY um dominio aberto. Denotaremos por () o cilindro espaco-tempo
Q2 x (0,T] e por S o conjunto 9 x (0,T]. Representaremos por 1 o vetor normal
exterior de S. Como usual, LP(2) denota o espago de Banach das (classes de) fungoes

mensuraveis f, definidas sobre €2, pela qual

s <o

cuja norma ¢ dada por

1/p
Hfumm—( / \f(x)|”d:v> Cl<p<oo

e L>°(Q2) denota o espago de Banach das (classes de) fungoes mensuraveis f, definidas

sobre (), que sao essencialmente limitadas, com a norma dada por
[l (@) = esssup [ f(z)].
z€e)

Ao longo do texto denotaremos por W;”(Q) o espaco de Banach de todas as fungoes
u € LP(Q) tais que, para todo |a| < m, D*u € LP(2), sendo D*u a derivada no
sentido das distribui¢oes, munido da norma

HUHW,Z”(Q) = Z | D%||Lry, 1< p < o0.

la<m



Denotaremos por WpQ’l(Q) o espago de Banach de todas as fungdes w € LP(Q) tais
que D,yw, D?>w, Dyw € LP(Q), munido da norma

lullywz2aq) = lullze@) + 1Dsull o) + 1 Dzull o) + | Detell o).
O teorema a seguir, devido a Lions-Peetre, pode ser encontrado em Lions [9]:

Teorema 1.1 Sejam Q C RY um dominio limitado com fronteira suficientemente

suave e 1 < g < 00. Entao:

1 2 2,1 oo .

se 5 N2 <0, WZHQ) C L=(Q);

se o2 =0 W2L(Q) C L*(Q), Vp € [g,0);
q N —"_ 2 ) q ) b )

-1
61_L>07 W(JQJ(Q)CLP(Q% b= (E_L) )

com as imersoes compactas.

Necessitaremos de um resultado da teoria LP de equagoes diferenciais parabodlicas

lineares. Para isso, considere o seguinte problema parabélico linear:

( Ou
a—Au-f(x,t) em (@,
Ou _, em S, (1.1)
on
u(z,0) = ug(x) em ().

\

Teorema 1.2 Sejam g > 1 e Q um dominio do R™ com fronteira 0S) suficientemente

suave. Suponha que f € LUQ), ug € Wi(Q) e %—Lj;) =0 em 002. Entao, existe uma

unica solugio u € W2H(Q) do problema (1.1) satisfazendo a seguinte estimativa:

|ullwz1q) < Clfllza@) + lluollwz @),
com C uma constante dependendo de T, q e ().

7



Uma versao mais elaborada deste resultado pode ser encontrada em Ladyzhenskaya
et al [8], pagina 351.
Um outro resultado importante que utilizaremos em algumas demonstracoes é o

teorema do ponto fixo de Leray-Schauder:

Teorema 1.3 (Leray-Schauder) Sejam X um espago de Banach e T : [a,b]x X —
X uma transformagao tal que y = T (A, x) com z,y € X e X € [a,b]. Suponha que:

a) T'(\, z) estd definida Vr € X e VA € [a,b];

b) Para A fixo, T(\,x) € continua em X;

c) Para x € A, A C X limitado, T(\,z) € uniformemente continua em \;
d) Para X\ fixo, T(A\,x) é uma transformag¢ao compacta;

e) Existe uma constante M tal que toda possivel solu¢io v de x = T'(\, x) satisfaz
lz]lx < M;
f) A equagio x = T(a,x) tem uma inica solu¢ao em X.
Entao, existe uma solucao da equagio x =T (b, x).

O proximo resultado seré tutil no estudo do problema de controle 6timo. Antes
de enunciarmos, vamos relembrar algumas defini¢oes. Seja X um espago topologico.
Uma func¢ao ¢ : X — (—o0,00] é dita semicontinua inferiormente se para todo

A € R, o conjunto
{reX;p< A}
é fechado. Dizemos que @ é conveza se
otz + (1 —t)y) < to(z) + (1 —t)e(y), Vo,ye X, Vte (0,1).

Proposicao 1.1 Seja E um espag¢o de Banach e ¢ : E — (—o00,00| uma fungao
converxa, semicontinua inferiormente (na topologia forte). Entdo ¢ € semicontinua

inferiormente na topologia fraca. Em particular, se x,, — x fracamente, entao

o(x) < liminf p(z,).

n—oo



Capitulo 2

Analise de um modelo de campo de

fases

Neste capitulo estudaremos o modelo mateméatico de Hoffman e Jiang, e obteremos
resultados de existéncia, unicidade e regularidade de solugoes para tal modelo. Para
isto, comecamos estudando um problema auxiliar, no qual se obtém existéncia, uni-
cidade e regularidade de solugoes. As principais ferramentas utilizadas sao o teorema
do ponto fixo de Leray-Schauder, um resultado da teoria LP de equacoes parabdli-
cas lineares e argumentos do tipo bootstraping. Terminamos o capitulo estudando o
operador solu¢ao F', que aplica f na tnica solugao correspondente (6, ¢) do modelo
considerado, o qual é fundamental para o estudo de controle 6timo que seré feito no

capitulo seguinte.

2.1 Problema auxiliar

Consideremos o seguinte problema de valor inicial e de fronteira



( Ov

E—Av:av—l—b?ﬂ—v?’—i—g em (),
0
s Loy em S, (2.1)
an
| v(z,0) =vo(z) em (2.
Teorema 2.1 Suponha que a,b € L*=(Q), g € LY(Q), com q > 2, e vy € WZ(Q) sa-
tisfazendo %—1;? o 0. Além disso, seja Q2 um dominio com fronteira suficientemente

suave. Entao o problema (2.1) tem uma solugao v € qul(Q) que satisfaz
[vlly21(0) < CA+ llvollivz @) + 1901 200)): (2.2)
com C dependendo de ||al|z=(q), ||b||z=(0) € de €.

Demonstragao. Aplicaremos o teorema do ponto fixo de Leray-Schauder. Con-
sideremos entao o operador T\, 0 < A < 1, definido sobre o espaco de Banach

B = L°(Q), que leva cada w € B em v, que é solucdo do problema

.
%—Av:)\(aw+bw2—w3)+>\g em @,
? =0 em S, (2.3)
n
| v(z,0) = vo(z) em (.

E claro que A(aw + bw? — w?) + A\g € LI(Q), com G := min(3,q). Pelo Teorema 1.2,
segue entdo que existe uma tunica solugdo v do problema (2.3) com v € Wg’l(Q).

Do Teorema 1.1, obtemos v € L*(Q), com p satisfazendo

( 1 2
00 se ——-=<0
qg b
, ... 1 2
= qualquer niimero positivo se —— - =0
qg b
(1 2)1 1 9 .,
Pty se ———
[ \¢ g b5

10



Em qualquer caso, pelo fato de § > 2, temos

/J/:

portanto podemos considerar v € L'(Q). Isto significa que o operador Ty est4 bem
definido e ele aplica L?(Q) em L°(Q).

Agora provaremos a continuidade de Ty : L(Q) — L?(Q), para todo 0 < A < 1.
Para isso, considere v; = Thw; (i = 1,2) para wy, ws € L(Q) e denote V := v; — vy.
De (2.3), V satisfaz o problema

(
80_‘25/ — AV = Md(w; — wy) em @),
g—‘g =0 em S,
\ V(z,0)=0 em ),

onde d := a + b(w; + wy) + (w? + wywy + w?) € LY%(Q). Pelo Teorema 1.2, existe
C > 0 tal que

VI g < C//Q (e, £) 2 (2, £) — ws (a, £) .
Pela desigualdade de Hélder, temos
/ /Q A2y — ws Pzt < | gorrio ln — w2 o0

Mas
(wr = w2) |2y = // wi = wa|"dxdt = [lwy — ws|[75(q)-
Q

Logo [[(wy — w2)*|| por2(q) = llwr — wzHig(Q) e portanto
||V||3V2271(Q) < C||d2||L9/7(Q)||w1 - w2||%9(cg)-

Aplicando novamente o Teorema 1.1, obtemos a continuidade de T\ como um ope-

rador de L%(Q) em L?(Q), para qualquer parametro A\. Este mesmo Teorema nos

11



diz que a imersio de W2 (Q) em L°(Q) é compacta. Portanto Ty é também um
operador compacto sobre o espaco de Banach B. Além disso T) é continuo em
relacao a A para qualquer w € B. De fato, sejam 0 < A, A\s < 1 e denote
G(x,t) := (aw + bw? — w3) + g. Pelo Teorema 1.2, temos

Vilwz1q) < Clar = Aol G(x,1)[| L2(@),

donde se segue a continuidade de T em relagao a \.

Para A = 0 a equagao de (2.3) tem uma unica solu¢ao com relagao as condigoes
inicial e de fronteira correspondentes. Assim, podemos completar a prova do teorema
estimando o conjunto de todos os pontos fixos de T\ em B. Cada ponto fixo v € B

satisfaz a seguinte equagao parabolica nao-linear

%_Av:)\(av—i—va—vB)Jr)\g em Q
@ 0 em S (2.4)
on

| v(z,0) =vo(z) em )

Multiplicando a equagao em (2.4) por v e integrando em ), obtemos

/ v@dx — / vAvdr = /\/(cw2 +bv® — vt dx + )\/ vgdx
o Ot Q Q Q

ou ainda, pela desigualdade de Young e o teorema de Green,

1d A A
— v2d:1:+/ ]Vv|2d:1:+)\/(v4—bv3—av2)dx < —/v2d$+—/g2dx.

Assim, obtemos

1 1 1
5% Qv2dx + /ﬂ |Vo|*dx + )\/Q(v4 —bv® — (a+ 5)1}2)(195 < 5 /Qdex.
Seja a(z,t) = a(z,t) + 3. Como a € L>(Q), temos também que a € L>®(Q).

- 1 -

Considere C' > 0 tal que C' > max {a(x,t)gf + b(z,t)y® — §y4}. Entao

Yy
@0)EeQ

~ 1
av? + bv® — 51)4 <C

12



e portanto
1 ~
504—C§v4—bv3—a02.
Logo
L d 2d+/\V|d+>\/(1 C)d<1/2d
—— x v|“dx — — x.
2 dt 02" “=3519

Integrando em t, obtemos

/ vidr + //|Vv[2dxdt + A// vidwdt

< Culllgliizg + llvollz e (2.5)

~ 1
onde C; depende de T e de max {a(az, t)y* + b(z, t)y® — §y4},
whea
Multiplicando agora a equacao em (2.4) por e integrando em {2, obtemos

o\’ ov 5 g\ OV ov
/ﬂ(a) dr — Ot — Avdx = /\/Q(cw—i-bv —v)adx—i-/\/ﬂggdx,

ou ainda
—— dz vidx
/Q( > +2dt/|v| +4dt

v 8
—)\/Q(av%—bv )adx—l—)\/ﬂgadx.

Integrando em t,

t 2
v 1 1 A
dv drdt + = | |Vv|*dz — = ]Vv0\2d:c +7 U4dx
A\ t
—= [ vhdx = X (av + bv® —d:cdt + A 9 .

13



Usando a desigualdade de Young, o fato de a,b € L>(Q) e L*(Q) C L*(Q), temos

t 611)2 1 1 A A
— dxdt+—/ Vv2da7——/ Vv 2dx+—/v4dm——/v4dx
/O/Q(at 2 Q| | 2 Q| o 4 Jo 4 Jo°

ovl?
<l (<[5 +d@ll
L2(Q)

@2
ot

2

2

ov

- +5(9llglq)

L*(Q)

+ 55(6)Ilvlli4(Q))

+ 5(6)”1)”%4(@)) +e€

+l1bl = @) (6

L3(Q)
ov

ot

< la||z>(q) <€

L2(Q)
ov ||

ot

2

ov

It +5(6)H9H%2(Q)'

L*(Q)

+ 5<€)||U||i4(Q)> + €

416l oo (@) (E

L*(Q)

Tomando € > 0 suficientemente pequeno e usando (2.5), obtemos
t 2
0
/|VU|2dx + )\/U4dm + // <—U> dxdt
0 Q 0 Jo \ Ot
< ColllglZ2(q) + llvollzagqy + Vol 7)) (2.6)

onde C, depende de ||al|L=(q), ||b]lz=(q), de T e de Ch.
Finalmente, multiplicando a equagao em (2.4) por Av e integrando em €, obte-

1110S

/ @Avdaj — /(Av)zdac = )\/(av + bv? — ) Avdz + >\/ gAuvdz,
o Ot Q Q Q

ou ainda

1
——i/ \V”U|2d$—/(Av)Qd:E—B)\/v2|Vv|2dx

= / (av + bv?)Avdz + )\/ gAvdzx.
Q Q

Integrando em ¢,

1 1 t t
—/ |VU|2d(L’——/ |VUO|2dI+//(Av)dedt—i—?))\//UZ\VU|2dxdt
2 Ja 2 Ja 0 Ja 0 Ja
t ¢
= —A/ /(av+bv2)Avdm’dt—)\//gAvdxdt.
0 Jo 0 Ja
14



Pelos mesmos argumentos do caso anterior, obtemos

1 1 t t
—/ |Vv|2d:v——/ |Vvo|2da:+//(Av)zdxdt+3)\//112|Vv|2d:£dt
2 Q 2 Q 0 JQ 0 JQ
t t t
g//|a||v||Av|dxdt+//|b||v|2|Av|dxdt+//|g||Av|dxdt
0JQ 0JQ

< llallz=@@(e)vl12(q) + €l AvlZ2(g))

Hbll (@) (3(E) IVl L) + ellAvlIZ2(g)) + (E)llglZ2(g) + el AvlZz(g)
< llall =@ (Co(e)[vllLsq) + ell Avlliag))
HBll (@) (3(e) [Vl 1) + €llAvZ2(g)) + 3(E)llgl L2 () + el AvIL2(g).

Tomando e > 0 suficientemente pequeno, segue entao que

/|Vv]2da:~l—//]Av| dxdt—i—)\// v?|Av|*dxdt

< Cs(llgllza i) + lvollZ2() + IVvollZ2) + 1), (2.7)

com Cs dependedo de ||al|z=(q), ||b||z=(q), T e de Ci.
De (2.5), (2.6) e (2.7) obtemos

o] o) < CHUHW,E’I(Q) <,

onde C e (' sdo constantes que independem de A. Portanto podemos aplicar o
teorema de ponto fixo de Leray-Schauder que garante a existéncia de um ponto fixo
v do operador T, isto &, v = Tyv e v € L?(Q)NW3'(Q). Esta funcio é uma solucio
do problema (2.1). Resta entdo mostrar que v € W>'(Q) e satisfaz a estimativa
(2.2).

Para isso definimos G := av + bv? — v3 + ¢, analisamos os casos ¢ < 3 e ¢ > 3 e
usamos um argumento de bootstraping. Se g < 3, entao G € L(Q) e portanto pelo
Teorema 1.2, v € Wqu(Q) Se ¢ > 3, temos que G € L3*(Q) e conseqiientemente

€ T/Vg2 (Q). Pelo Teorema 1.1 podemos concluir que v € L™(Q) e portanto
G € L9Y(Q). Segue entao que v € W2 (Q). Vamos provar a desigualdade (2.2)

15



primeiro para o caso 2 < ¢ < 3. Pelo Teorema 1.2 temos

[ollp2rg) < Cllvollwz @ + 1G] L)

IN

Clllvollwz @) + Ivllzsai) + 1075y + Il Zsaq) + 19llLa@)

IN

IN

(

(
C(1+ llvollwz, ) + ||U||%3q(Q) + llglla(@))
Ot + Ivolwzion + 08 200) + sllzn@)
(

IN

C+ llvollivz @ + 1015211, + I9lLa@)-

Usamos agora as desigualdades (2.5)-(2.7) para obter a estimativa (2.2) no caso em

que 2 < ¢ < 3. Se g > 3, pelo que foi feito acima, temos

[vllwz1 gy < C(L+ llvollwz,@) + 19l za@)- (2:8)

Para ¢ > 3, v € L®(Q) e pelo Teorema 1.1, W3 (Q) € L>(Q). Assim, pelo

Teorema 1.2,

[ollp21g) < Cllvollwz @) + 1G] Le@))
< CO(llvollwz @ + ||UH3i3q(Q) + lgllze@))
< Cllwollwze) + vl + lgll @)
< Cllvollwz @) + ||U||?;V§’1(Q) +19llze@) (2.9)
De (2.8) e (2.9) segue a estimativa (2.2). O

Vamos provar agora um resultado de dependéncia continua de solugoes em rela-
¢ao ao termo fonte g da equagdo que garante unicidade do problema (2.1) como um

corolario.

Teorema 2.2 Sejam g; € LI(Q) ev; € W2(Q) (i = 1,2) solugdes correspondentes
do problema (2.1). Sob as mesmas hipdteses do Teorema 2.1, a sequinte desigualdade

de estabilidade € vdlida:

[o1 = vally21g) < Cllgr — g2llLe(@) (2.10)

onde a constante C' depende de ||vi||qu,1(Q) (1=1,2).

16



Demonstragao. Observe primeiro que v := v; — vy satisfaz o seguinte problema de

valor inicial e de fronteira:

(0
a—:—Av—Dv+( —g2) em @
2—220 em S
| v(z,0)=0 em )

(2.11)

onde escrevemos D := a + b(v; + v3) — (v? + vyvy + v2). Aplicando a desigualdade

de Young, temos

o1
D < a—|—5+§(v1+vz)2—(Uf+ﬂlv2+7}%)
_ f 1, 2\ (.2 2
= a—|—2+2(v1+2v1v2—|—02) (v] 4+ vivg + v3)
< a+ b

Logo, obtemos

max D < max(a + b?) =: B.
Q Q
Multiplicando a equacao do problema (2.11) por e~ 25!

temos

0
/6—2Btv_vdx_/B—QBtUAvdx:/e_QBtDv2dx+/6_2Btv(g1—92)d$
Q ot Q Q Q

ou ainda

1d
——/e_QBtUQd:E+B/e_QBtUde—/e_QBt|VU|2dx

:/e2BtDv2d:C—|—/eQBtv(gl—gg)dq:.
Q 0

Integrando em ¢, usando a desigualdade de Young e (2.12) obtemos

/ —2Bt 2alx—l—// e 2BV Adxdt
¢
://(D—B)e_QBtv2dxdt+//€_Bt(gl—gg)e_Btvdxdt
0Jo 0Ja
1 [ 1 [
< —//eth(gl—gg)zdxdt—l——//eZBt'UQd:L'dt.
2 JoJa 2 JoJa

17
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Pelo Lema de Gronwall,

/ —2Bt 2dac+2// e 2B\ Vo2 drdt < € // 2Bt (g — go)*dadL.

Assim, chegamos em

/ 2dx+//|Vv\ dxdt<C’//\gl go|*dxdt. (2.13)

Multiplicando a equagao em (2.11) por e integrando em 2, temos

ov ov ov
/g)(—) dx —/ 5 — Avdx /QDvad:v—f—/Q(gl—gg)adx

ou ainda, pela de&gualdade de Young

ov ov
</Dv—dx+/|g —g |2d:1:+—/ (@)de
= Jo ot MU 1), \ ot '

Integrando em t e usando a desigualdade de Hélder, segue que

t 62;)2 1 ! ov
/O/Q(at 3 J, IV | Dvt (- )y
! ov\ > 12 t 3/10 t 1/5
([ (8 o) ([ )™ (] )
0 Jo \ Ot 0 Jo o Jo
t 1 t av 2
+ — dedt+—// <_) drdt.
/0/9(91 92) 1/, )\ G

Pela definicao de D temos ainda

IDll5@) < llallzs) + 10(or +v2)ll @) + 1villLs@) + lvrvall sy + V3]s
< Cllallz@) + Cllbll L= @) ([[v1ll L10(@) + [[v2]l210(g))

+||U1||%10(Q) + lv1l[ o) l|vall o) + ||2’2||2L10
< ([l 7o) + o2l F10(gy + 1)-

Usando isso e a desigualdade de Young, chegamos em

%/Ot/Q <%) drdt + //|W| dudt
<C ( /0 t /Q (g1 — go)?dxdt + ( /0 /Q v10/3dxdt) 3/5> (2.14)

18



Multiplicando a equagao em (2.11) por Av, obtemos de maneira anéloga

¢ t
1//(AU)2dl’dt+l// |Vl dzdt
2JoJa 2JoJa
t t 3/5
<C (//(91 — go)*dxdt + (// 'Ulo/?’dxdt) > (2.15)
0Jo 0J0

Ambas constantes C' em (2.14) e (2.15) dependem de ||v1||L10¢g) € ||v2| L10(g). So-

mando as estimativas (2.13)-(2.15) acima, obtemos

||U||€V;1(Q) < O(HUIHLN(Q)a ||U2||L10(Q))(||U||2Lw/3(Q) + llgr — gQH%Q(Q))

Sendo a imersao W' (Q) em L'%3(Q) compacta, a seguinte desigualdade ¢é vélida:

[olisg) < ellolzn g, + M(Oleae)
Tomando € > 0 suficientemente pequeno e considerando (2.13), finalmente chegamos

em

”UHWZQ’I(Q) < Cllg1 - 92HL2(Q),

0 que prova o teorema no caso ¢ = 2. Para 2 < ¢ < g sabemos do Teorema 2.1

que v; € WrHQ) N LY(Q), i = 1,2. Assim, aplicando o Teorema 1.2 no problema
(2.11), obtemos

||U||WL12’1(Q) < C(1Dvllzao) + llgr = gallLa)
< C'([|Dvllpsr2g) + g1 — g2llLaq)
< (1D (1355 oy 10211755 ) + lon = g2l zec))
= C'(IDlls@llvlis@ + g — g2lle@)
< C(llvillzo), [lv2ll o)) (Ellvllyz ) + nle)llvlli2@) + llgr — g2llza@))-

Escolhendo € > 0 suficientemente pequeno e usando (2.13) novamente obtemos

||U||Wq2v1(Q) < Cllg1 — 92||Lq(Q).
Se g < g < o0, do Teorema 1.1 segue que v; € Wq?vl(Q) NL®(Q) (i =1,2). Logo

[ollz1g) < CUDv||La) + ll91 — g2llLe(@))
< CUDlz=@llvllzaq) + llgr = g2llze (@)

IN

C'(ellvllwzr g + n(Ollvllzz@) + llgr — galle@)-
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Escolhendo € > 0 suficientemente pequeno, chegamos no resultado. 0]

Corolario 2.1 A solugio do problema (2.1) € unica.

2.2 Existéncia, unicidade e regularidade de solucao

Nesta secao voltamos nossa atengao ao problema

(890

E—Agpzaw—%bgf—gﬁ—l—@ em @,
00 Op
09  0p (2.16)
o on 0 em S,
o(z,0) = po(zx) em ),
| 0(z,0) = O() em (2,

e comecamos provando o principal resultado deste capitulo.

Teorema 2.3 Suponha que a,b € L>(Q), f € L1Q) (q > 2) e Oy, 00 € WZ(Q)
9% = = 0. Além disso, suponha que | > 0 seja uma constante e €}

M |oq 00
um dominio limitado com fronteira suficientemente suave. Entao existe uma solu¢ao

(0,0) € WAHQ) x W2 Q) do problema (2.16), onde

L_2)" 2< <5
q 5 =14 2

p= (2.17)

_ 990

com

)
qualquer numero positivo se 3 <qg< oo

Mais ainda, a sequinte estimativa € vdlida:

10121y + lellp2r gy < C(L+ 160132 (@) + l0llivz @) + 1l 7a),  (2:18)

com C dependendo de ||a||L=(q), ||bllz=wq), T, [.
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Demonstracao. Aplicaremos o teorema de ponto fixo de Leray-Schauder no espaco
de Banach

B={(0,¢);0 € L’(Q),p € L(Q)}.

Para isso, consideremos o operador Ty : B — B, 0 < X < 1, que leva cada (v,v) € B

na solugao correspondente (6, ¢) do problema

(o0 B 8
E—M_A<—la+f) em Q,
Z—f—A@H@?’—wa—w):M em Q,
< 20 0 (2.19)
an o em S,
@(x,0) = @o() em (Q,
0(x,0) = by(x) em ().

\

De acordo com os resultados do Teorema 2.1 existe uma solucao ¢ € W' (Q) N
L>®(Q) da segunda equagao de (2.19). Entao para a primeira equagao de (2.19), do
fato de termos do lado direito —l%—f + f € LYQ), § = min{3,q} > 2, temos, pelo
Teorema 2.1 e o Teorema 1.1, que 6 € Wq—z’l(Q) N L°(Q). Portanto a aplicacao T
estd bem definida de B em B. Para provar a continuidade de T}, sejam (v;,1;) € B
(1=1,2) e (0;, ¢;) as solugoes correspondentes de (2.19). Pelo Teorema 2.2, sabemos

que

e do Teorema 1.2

le1 = @allyz1 ) < Cllvi = a3
9p1 _ Opn

C
‘ ot ot
< Cllvr — a3

IN

164 — 92||W32’1(Q)

L3(Q)

21



Portanto T)\ é continuo em (v, 1) para todo 0 < A < 1. Sejam agora 0 < A, Ay < 1
e (01,¢1) e (02,¢2) as solugoes correspondentes. Pelo Teorema 2.2, temos para a

segunda equagao de (2.19)

le1 = @allyz1g) < ClAr = XoflIvlL3(@)- (2:20)

Para a segunda equagao de (2.19), usando o Teorema 1.2 e (2.20), obtemos

64,01
161 = 0221 <C<H M1 A 122 at

+ A1 — >\2|Hf||L3(Q)>
Q)

64,01 61,02

MECH hrraln

@
< CA = N (Ha%

0
< A~ Xl (H o1 +|A1—A2|r|f||m>>

L3(Q)

+ [Vllzsq) + ||f||L3(Q)) . (2:21)

(@)
A continuidade de T em relacdo a A segue de (2.20) e (2.21).

Pelo Teorema 1.1 concluimos também que T é um operador compacto.
Para A = 0, (2.19) tem uma unica solucao satisfazendo as condigoes iniciais e
de fronteira. Resta agora estimar o conjunto de todos os pontos fixos de T). Seja

(0, ) € B um tal ponto fixo. Este ponto fixo ¢ uma solugao do problema

00 B Op
E—AH A(—la—i—f) em @,
E;f Ap = (ap + bp* — ©*) + N0 em Q,
00  Op (2.22)
an " an em S,
p(x,0) = po(z) em 2,
0(z,0) = by(x) em ().
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Multiplicando a primeira equagao de (2.22) por (0+ Aly) e integrando em €2 obtemos
00 00 Dy
—dzr — Afdx — Afdr = — P i
/Hatdx+)\l/ (%d:r /99 Odx )\l/go Odx )\l/ 5
a2 / @da; +A / (0 + o) fda
ou ainda
2 )‘212 2 2
—— 9d:z+)\l— 0d + — godx+ |VO|“dx
Q
—i-/\l/ VOVodr = A / 0+ ANy) fdz
Q Q

Integrando em ¢,

1 1 ¢
—/(9 + Mp)?dr — = /((90 + Mo)2dz + // |VO|*dxdt
2 Ja 2 Ja 0JQ
t t
—i—l)\// VOV pdzdt = )\//(9 + M) fdadt. (2.23)
0Ja 0/
Multiplicando agora a segunda equagao de (2.22) por ¢ e integrando em €2 obtemos

/ &de — / oApdr = /(agpQ + bp?® — o) dx + )\/ Opdx
7ot Q Q Q

ou ainda

1d

—— <p2dx+/ |Vg0|2dx—/(ago + bp? — 4)d:c—|—>\/0g0da:.
2dt Jq Q Q Q

Integrando em t,

%/ 2dac——/ da:+//|Vgo|2dxdt
t
+/ /(@4—bg03 — ap?)dzdt = )\/ / Ooddt (2.24)
0Jo 0 Jo
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Multiplicando (2.24) por A, somando com (2.23) e usando a desigualdade de Young,

obtemos

1 t
5/((0+/\lg0)2+Ag02)dm+//(|V9|2+l)\V9Vgo+A]Vgo|2)dxdt
Q 0 JQ

t 1
+// A(p* — bp® — ap?)dxdt = 3 / Agpidax
1
/(00 + Moo )2dw + )\// Abpdzdt + A // (0 + M) fdzdt
<—/ dx+ /90+>\lg00 dx+—//92dxdt+—// 2dxdt
/ / (0 + M) *dzdt + = / / fPdadt,
onde A > 0 é um namero arbitrario. Escolhendo A := 1+ $X[?, temos
1 2 Loy
- O+ Np) + |14+ N7 ) ¢ | do
2 /o 2
1 1 1.\ 1
= —6? -0+ =\l —p? | d
%L<6 +3(3—+24Q +2¢> z

1 1
_/9(6 + 59 )de

t
// (|V6\2 + NVOVp + (1 + %VF) |V<p|2) dxdt =
0

//< VP + (V0 + NV’ +|w|2> dudt

> —//(|V9!2+\V<p]2)dxdt.
2 JoJa
4

Considerando agora Cy > 0 tal que Cy > max {a(x, t)y? +b(x, t)y* — %}, obtemos
Y

(z,t)eQ
como antes

1
§<p4 - () < g04 — b<p3 - a<p2.
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Assim, temos
t t
/Q(<p2+92)dx+/0/Q(]V9|2+!V0|2)dxdt+/o/Q<p4da:dt§0(||g00\|%2(g)

t t t
+H90|yiz(m+//92dagdt+//¢2dxdt+//f2dxdt+1)
0JQ 0JQ 0JQ

Pelo Lema de Gronwall,

T
/92dx+/g02dx+/ /(\v912+|w12+¢4)dmt§a (2.25)
Q Q 0 JQ

Multiplicando agora a segunda equagao em (2.22) por 2 e integrando em 2, temos

/ 9p de - / a—spAwdx = /(ago + bp? — g03)a—(pdac + )\/ Qa—wdx

ou ainda

Oy ag Oy
/Q( )d+2dt/|V\d:c+ /(pda:—/g(ago—irbw)atdaz

Integrando em ¢ e usando a desigualdade de Young,

drdt + = | |Vl 20y 1 |V ipo|?dx + = dgy wodx
// (éh‘) / / 4/ 4/

//agp—dwdt+//b4p d:vdt—l—)\// D ddt

<ol [ [ ( (a—‘f) +n(6)902> dedi

bl [ | ( (%) + n(6)904> dod

+/0t/Q (e (g—f)2+n(e)92> dxdt.

Escolhendo e > 0 suficientemente pequeno e usando (2.25), obtemos

t 2
// (%) dxdt+/ |Vgp|2dx+/<p4dx§0. (2.26)
0JQ 13 Q Q



Multiplicando a primeira equacao de (2.22) por % 89 e integrando em {2, obtemos

00\ * 00 96 0 o0
/Q(E) dr — ot —Afdxr = =) 8 6td$ /f dx

ou ainda

00 0y 00
— —— O°dx = — —dz.
/Q( )dx+2dt/|V|x )\l/atatdx+>\/fatdx
Integrando em t e usando a desigualdade de Young, temos
// (675) dxdt + = /|V9| dx——/|V90 ?dx
:—/\l// 898% dt+)\//f0dxdt
Oy
< -7

_z/O/Q <e<at) —i—n(e)(at) >d dt

+/Ot/ﬂ (e (%)2 + n(e)f2> dxdt.

Escolhendo € > 0 suficientemente pequeno e usando (2.26), obtemos

tro(o0\?
// (—) dxdt+/|V€|2da:§C. (2.27)
0JQ ot Q

Somando (2.26) e (2.27), obtemos

/9(904 + |Vo|? + [V0)*)dz + /OT/Q ((%_ff + (gf) ) dedt <C  (2.28)

Agora, multiplicando a primeira equagao em (2.22) por Af e integrando em 2,

obtemos

00

a—A@daz—/(A&)de: —Al/ 8—¢A9+A/m9dm
Q 3 Q Q ot Q

_§E/W9’ dq:—/(AH :—)\l/ gDAeJr)\/J”AQd:c

26
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Integrando em ¢ e usando a desigualdade de Young, temos

%/Q|V0|2dx—%/Q|V00|2dm+/0t/ﬂ(A9)2dxdt
:Al/ot[)%—fdxdt—A/ot[)fAedxdt
< z/:/Q <E(A9)2+77(6) (%f)j da:dt+/Ot/ﬂ(e(AQ)Q—I—n(e)f?)dxdt

Escolhendo € > 0 suficientemente pequeno e usando (2.28), obtemos

t
/|V0|2dx+//(A9)2dxdt§O
Q 0JQ

(2.29)

Multiplicando a segunda equagao de (2.22) por Ay e integrando em {2, obtemos

/ G_gerdx — /(AQ)Qd:E = /(aap + bp? — ©*)Apdx + /\/ OApdx
o Ot Q Q Q

ou ainda

1
_Ld / V|2 - / (Ag)de — 3 / S|V ol2dz

= /(ago + bp?) Apdx + )\/ O Apdx
Q Q

Integrando em t e usando a desigualdade de Young, temos

1 1 t t
—/ |V<p|2dx——/ |Vg00|2dx+//(Agp)2dxdt+3//302]Vgo|2dxdt
2 Q 2 Q 0JQ 0JQ

t t t
= —//acpAgodwdt—//bgpQAgodxdt—)\//HAgoda:dt
0JQ 0J0 0Ja

< Jlall (o / / (D) + n(e)e?)drdt
Hblimio) [ [ (807 + nielet)dadt

v/ t [ (a0 + n(eyduae

Escolhendo € > 0 suficientemente pequeno e usando novamente (2.28), obtemos

t t
/\VwIdeJr//(A@)dedH//902!V90|2d:cdt§ C.
Q 0JQ 0JQ
27
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Somando agora (2.29) e (2.30) obtemos

T
/(|V9|2 + |Vl dz +/ /(|A0|2 + | Ap|* + 2| Ve|?)dzdt < C. (2.31)
Q 0 Ja

As possiveis constantes diferentes C' dependem de |0y |12, [[VOol|20), |0l z20),

Vol 2@ lallze@), (1l [1fllz2@) e T
Das estimativas (2.25)-(2.28), temos entao

10|21 o T ol 2 Q) = C (2.32)
2 ( 3 (Q)

Do Teorema 1.1, ja usado varias vezes, obtemos uma limitagao para todos os pontos
fixos de Ty em B independente de A. Portanto, pelo teorema do ponto fixo de

Leray-Schauder, T\ possui um ponto fixo em A = 1, isto é, existe uma solugao
(0,¢) € B de (2.16) tal que (8, ) € W2H(Q) x W' (Q). Pelo Teorema 1.1 sabemos
que 0 € L'(Q). Entao

Iz < CO+ 10130 + leolliva )
< CUH 01310+ Il ) < C.

por (2.32). Portanto ¢ € Wi3'(Q) e da segunda equacdo de (2.16) obtemos

Oy
“WwwwﬁCObz 4”Nm®+W%%®>§C

onde ¢ = min{q, 10}. Por interagao desse processo segue entao que (0, ) € VVqQ’1 (Q)x
W2H(Q), onde p satisfaz (2.17). A estimativa (2.18) é obtida desse processo de in-

teracao, somando os resultados obtidos. 0

LY(Q)

Em nosso proximo resultado provaremos dependéncia continua de solugoes em

relacao ao termo fonte f do sistema, do qual se segue unicidade.

Teorema 2.4 Sejam f; € LUQ), ¢ > 2 (i = 1,2) e (0;,¢;) as solugdes correspon-
dentes do problema (2.16). Suponha que as mesmas condi¢oes do Teorema 2.3 sejam

satisfeitas. Entao
161 = Oa2lly22 () + llo1 — @2llwzr gy < Cllft = fallza)
onde C' depende de ||9,~||W3,1(Q), ||90i||wg»1(Q) (1=1,2) e p satisfaz (2.17).
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Demonstragao. Denote 6 := 0, — 05 e ¢ := p; — @o. Estas fungoes satisfazem o

sistema
(%—l—l{;—f A0+ (f1 — f2) em @,
‘Z‘f Ap = Dy + 6 em Q,
g (2.33)
0(x,0) = ¢(x,0) =0 em §.

\

Aqui novamente escrevemos D := a + b(¢1 + @2) — (¢] + @102 + ¢3) e note que vale
a desigualdade D < maxg(a + b*) < |lal|r~() + HbHLoo . Da primeira equagao de

(2.33) obtemos
6l g < (H +||f1—f2||m<@>)

< ||90||W21 +||f1 fallza@))-

Em vista do Teorema 2.2 e da desigualdade de interpolagao

16l ze@) < €llbllwz ) + ()0l 2(@)
()

continuamos com

101wz < CllOllLo@ + 11 = fallze@)
< Clellbllyzr ) + (OOl 2@ + 11 = fallza)

e escolhendo € > 0 suficientemente pequeno obtemos
10]lwz1(q) < CUINL2@) + 11 = fallza@) (2.34)
Para a segunda equagao de (2.33) usando o Teorema 2.2 e (2.34) temos

Ielwzi) < Clfllr@) < Clellz
< C(1fllrz@) + 11 = fallz2@)- (2.35)
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Para obtermos uma estimativa para ||0||.2(g) retornamos as equagoes em (2.33) e

procedemos como no teorema anterior:

1 t t
- /Q 0+ 1p)2d + /0 /Q (VO] + IVOV ) dadt /O /Q (1 = f2)(8 + L) dudt

1 t t t
—/¢2dx+//|V<p\2dxdt://D(dea:dt+//(p@dxdt.
2 Ja 0Ja 0 Ja 0Ja

E entao

1 t
3 / (0 +1p)* + Ap*)dx + / /(|V0|2 + VOV + A|Vp|*)dvdt
Q 0 JQ

<C </Ot/9(92 + ¢®)dxdt + /Ot/g(fl — f2)2d:cdt>

onde A € R é um parametro arbitrario. Tomando A = 1 + [? e usando o Lema de

Gronwall, obtemos:

t
/(92 +¢2)dx+//(|v9\2 + V) dedt < C|lfi = fall 20 (2.36)
Q 0 Ja
Substituindo (2.36) em (2.34) e (2.35) obtemos o resultado. O

Corolario 2.2 A solugao do problema (2.16) é unica

2.3 Propriedades do operador solucao

Nesta segdo vamos estudar o operador F : LY(Q) — W>'(Q) x W>H(Q), na
qual aplica o termo fonte f € L%(Q) de (2.16) na solugao correspondente (6, ) €
W2HQ) x W2HQ). As propriedades deste operador serao tteis para o estudo do
problema de controle 6timo. Provaremos que F' é Fréchet diferenciavel. Pelo Teo-
rema 2.3 F aplica LY(Q) em W2'(Q) x W>'(Q) com p satisfazendo (2.17). Além
disso no Teorema 2.4 foi provado que F' é Lipschitz continua. Suponha f € LI(Q)
e considere h € L(Q).
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Teorema 2.5 Sejam f,h € LI(Q) com F(f) e F(f + h) sendo as solugdes corres-
pondentes de (2.16). Entao

|1F(f+h)—F(f) - F/(f)h||Wq2’1(Q)><W3’1(Q) < C”h”%q(Q) (2.37)

onde F'(f) : LYQ) — W2'(Q) x W2'(Q) € um operador linear e (6*,o*) = F'(f)h

€ a solugao do problema

( A

En +l8t =A0"+h em Q,

850; = Ap* + (a + 2bp — 3p*) " + 0" em Q,
(2.38)

88(37 = 85:] = em S,

( ¢*(z,0) = 0*(z,0) =0 em Q,

onde ¢ € a sequnda componente de F(f).

Demonstracao. Pelo que ja foi feito antes nao ¢ dificil ver que (2.38) tem uma
tinica solugao (6%, %) € W2HQ) x WPH(Q) e p satisfazendo (2.17). Pelo Teorema

2.4 sabemos que

lon — SOHWPQJ(Q) + 116 — HHWqQ’l(Q) < C|hllzaq)

Pelo Teorema 1.1, temos W'(Q) C L>(Q) e portanto

lon — @lle(@) < CllRll L) (2.39)
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Denotemos § == 6, — 6 — 0% e 0= ¢, — @ — @*. Nao é dificil ver que (5, p) satisfaz

( - ~
00  0p ~
E + E = A0 em Q,
89/5 ~ A 2
E:Agp+(a+2bgp—3gp)g&+9+f em Q,
(2.40)
00 00
—=—=0 S
o~ o em S,
\ B(x,0) = 0(z,0) =0 em (0,
onde ]/”\esté definida como
= (n— @)’ (b—=3¢) — (pn — 9)". (2.41)
De (2.39), obtemos
1fllz=(@) < Cllgn = @llz=q) < CllhlZag) (2.42)

com constantes C' dependendo de || f||ze(q) € ||h||Le(g)- Para o problema linear (2.40)

obtemos de maneira anéloga ao Teorema 2.3 a estimativa
18l @) + 1w21g) < CllMlznca)
para qualquer p € [2,00). Isto junto com (2.42) provam a desigualdade (2.37). O

Observacgao 2.1 De acordo com a definicio da derivada de Fréchet o operador
F'(f) : LYQ) — W2H(Q) x W2HQ), introduzido no Teorema 2.5 ¢ a derivada de
F.
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Capitulo 3
Um problema de controle 6timo

Neste capitulo estudaremos um problema de controle 6timo, considerando para isso
um funcional de custo associado ao sistema de campo de fases do capitulo anterior.
Comegamos provando a existéncia de um controle 6timo f,,; que minimiza o funci-
onal considerado e depois encontramos condigoes 6timas necessarias que devem ser
satisfeitas por cada controle 6timo, chamadas condi¢oes de otimalidade. Encerra-
mos este capitulo provando um resultado de unicidade para tal controle 6timo, sob

certas condigoes.

3.1 Existéncia de um controle 6timo

Considere o seguinte funcional de custo:

J0, 0. f] = %//Q 10(x,t) — Ou(z, )| *dwdt (3.1)

N
@ / / o, 1) — gl ) [2dadt + / / fla,t) > dudt,
2 JJg 2 JJq

com Oy € L?*(Q) e ¢4 € L*™(Q) fungoes dadas, a1, ay e N satisfazendo ay, ag > 0,
ar+as =1, N>1ek,m>1, com

b 1,20u3 se s=1
qualquer inteiro se s> 2
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e m € N. O problema de controle 6timo que vamos considerar é o de encontrar um
controle 6timo que minimize o funcional (3.1) associado ao sistema (2.16).

Suponha que U,4 seja um subconjunto convexo fechado e nao vazio do espago de
Banach L(@Q) com g = 2s, s € N. Denote por F' o operador solucao de (2.16) como
na Secao 2.3.

Teorema 3.1 Suponha que as mesmas afirmagoes do Teorema 2.3 sejam satisfeitas
e suponha além disso que 04 € L*(Q), vq € L*™(Q), (k,m > 1) com

k:{ 1,2 0u3 se s=1 (3.2)

qualquer inteiro se s> 2

em € N. Entdo existe um controle 6timo fope € Usq minimizando o funcional (3.1),

15to €,
J[Ha P; fopt] = fIGIZEIEd J[V7 ¢7 f]

onde (6, p) = F(fopt) € (v,9) = F(f).

Demonstracao. Seja (0, ©n; f1n), (0n, ©n) = F(f,), uma seqiiéncia minimizante.

Como J[0,, pn; fn] < C e pela estrutura particular de J obtemos

[ fallzzs @) < C

(s > 1) e em vista do Teorema 2.3 obtemos também a estimativa

16allw21 () + lenllwzgy < C,

valida para todo n > 1. Portanto podemos extrair uma subseqiiéncia de {f,} e

{(0n,0n)}, (6, on) = F(fn), que denotaremos novamente por { (0, ¢n; fn)} tal que

fn — f fracamente* em L*(Q)
0, — 60 fracamente® em Wy (Q)
ol

Q).

* 2,
©n — ¢ fracamente™ em W,
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Como L*(Q), W3 (Q) e W51 (Q) sio reflexivos (para s,m > 1), segue que

fn— f fracamente em L**(Q)
0, — 0 fracamente em WQQS’I Q)

(
v, — ¢ fracamente em sznvlb(Q)
Pelo Teorema 1.1 obtemos
0, — 0 fortemente em L?*(Q)
¢on — ¢ fortemente em L*™(Q),

onde k ¢é definido por (3.2).

Tomando a formulacao fraca do problema

( Opn ~ Aw. — 2 3
pr On = app + by~ — pp” + 0, em @,
%—Aenz—lag;”+fn em @,
88_(2: = aaf?" =0 em S,
en(@,0) = @o(z) em (2,
[ On(2,0) = Op() em €,

(3.3)

e usando as convergéncias fortes obtidas acima e o Teorema da Convergéncia Do-

minada na parte nao-linear, tomando o limite em (3.3) vemos que (0,¢) = F(f).

Além disso, como J é convexo, pela Proposi¢ao 1.1 temos

lim inf J[0,, on; fu] > J10, 5 f]-
Logo fopt := f € uma solugao 6tima de (3.1).

Observagao 3.1 Para um funcional de custo dado por

T, f] = 2 / 0(z,T) — O(x) **da

N
+%/ Iw(x,T)—wd(x)IQWd:r+—// P drdt
2 Jg 2 0
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onde 0y € L**(Q), w4 € L*™(Q) e k,m resultando do Teorema 1.1, podemos provar

também existéncia de um controle dtimo usando os mesmos métodos.

3.2 Condicoes de otimalidade para o controle 6timo

Nesta secao estabeleceremos condi¢oes de otimalidade para cada controle 6timo f,

isto é, condig¢oes necessarias que cada controle 6timo f deve satisfazer.

Teorema 3.2 Seja f um controle dtimo do funcional (3.1) associado ao sistema

(2.16). Entao existe uma quintupla de fungoes (0, ,p,q; f) satisfazendo

( 00 Oy
AT b A\
5 —i—lat 0+ f em @,
0
a—f=A<ﬁ+(aw+bw2—¢3)+9 em @,
% + Ap + q = —Oélk(tg — Hd)2k_1 em Q,
dq Op
5 + l@t + Agq
+(a+2bp — 3¢*)q = —aem(p — )™ em Q, (3.5)
o0  Odp OJp Oq
P _Z_Z1_ S
o on 9In  On e
p(x,0) = po(z) em
0(z,0) = bp(x) em §,
X p(T) =q(T)=0 em
e
// (p+ sNf* N (g — f)dzdt >0, para todo g € U,g. (3.6)
Q

36



Observacao 3.2 A condigao (3.6) nos fornece uma estimativa para o controle dtimo
fopt @ partir da fungdao de coestado p, ao se resolver o problema (3.5). As condi-
¢oes acima sao conhecidas como Principio do minimo (mdximo) de Pontryagin. Se

Uy = L*(Q), de (3.6) obtemos exatamente quem € o controle dtimo:

1 1/2s—1
fopt - (_S_Np) . (37)

Mais ainda, a condigdo (3.7) é obtida se Uyq € aberto.

Demonstracao. Seja f := for ¢ (0,¢) = F(f). Pelo Teorema 2.5 e Observagao

2.1 sabemos que F' é Fréchet diferecidvel. Portanto

d

Y JIE(f+XNg— 1) f+ Mg — f —oqk// (0 — 02)* 0" dxdt
+0z2m// 0 — pg)*™ ! *d:ndt+sN// f* Yg — f)dzdt (3.8)

onde (6%, ¢*) = F'(f)(g — f) é solugao do seguinte sistema:
( 90" 0p*
— A0+ g —
5 + 5 0 +g—f em @,
agp* * 2 * *
5 =Ap* + (a+2bp — 39" )" + 0 em Q,
¢ (3.9)
0" dp*
o= o 0 em S,
| ©*(x,0) =0*(x,0) =0 em €2

(compare com o problema (2.38)). Além disso, como f ¢ uma solugao 6tima temos

d

AP+ A= P f+ Mg =) =0

para toda g € U,q, isto é,

a k // (0 — Hd)%—l@*dxdt + agm // (¢ — SOd)Qm_lgO*dajdt
@ Q

+sN Z=l(g — Adxdt >0 3.10
s //Qf (g f)ds (3.10)
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para toda g € U,4. Vamos simplificar (3.10) introduzindo as variaveis de custo (p, q)

como solu¢ao do problema

_% — Ap —q = k(0 — )% em @,
dq . Op
] —(a+2bp = 3¢%)g = aom(p — pa)" ! em Q, (3.11)
dp  dq
8_77 — o =0 em S,
p(T) =q(T) =0 em £

\

O problema (3.11) é obtido & partir do problema (3.9) multiplicando a primeira
equacao por p, a segunda equacao por ¢ e somando o resultado. Multiplicando a
primeira equagao em (3.11) por 6* e a segunda por ¢*, usando a féormula de Green

e somando obtemos
// p(g - f)dl‘dt = // (kOél(@ - ed)%_l@* + ma2(<p - Sﬁd)m_l@*)dxdt-
Q Q

Portanto de (3.10) concluimos que

[+ snpeyig - prasa =
Q
para todo g € Uyy. O

Observacao 3.3 O problema (3.11) é um sistema linear. Ele certamente tem uma
solugao unica (p,q). Se 04,04 € L=(Q), entao (p,q) € Wil(Q) X Wi’l(Q), > 2,

22—31 se s=1
H= »
qualquer nimero positivo se s> 2

pois, para s =1, 0 € W2 (Q) e p € W' (Q), e portanto 6 € L'(Q) e ¢ € L™(Q)
pelo Teorema 1.1; e para s > 2, 0,0 € L>(Q).
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Observacao 3.4 Para o outro funcional de custo (3.4) a condig¢do dtima que deve

ser satisfeita € a sequinte:

( 00 Oy
T E A
5 —i—lat 0+ f em Q,
0
a—szwﬂerwa—sog)Jr@ em Q,
% +Ap+q=0 em @,
dq  Op o
E%—la—kAq—i—(a—l—ngp 30 )g =0 em @,
o0  Odp OJp Oq
2T _ZE_ZT_) S
on  dn On  On o
©(x,0) = po(z) em §,
6(z,0) = bp(x) em £,
p(T) = a1 k(0(T) — 64)* ! em

4(T) = aoml(p(T) — pa)*™ ' — arkl(0(T) — 05)** 1 em Q

\

// (p+sNf>*N(g— fdedt >0  para todo g € Uyg.
Q

3.3 Um resultado de unicidade

O problema de controle 6timo considerado neste capitulo nao é convexo, pois o
sistema (2.16) é nao linear. Portanto nao podemos garantir unicidade da solugao.
Entretanto em uma situagao especial podemos provar unicidade local. Vamos assu-

mir que

s=k=m=1 (3.12)
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e que
Uy = L*(Q). (3.13)

Teorema 3.3 Suponha que 04,04 € L¥(Q) e que (3.12) e (3.13) sao satisfeitos.
Entao existe um instante de tempo Ty < oo tal que para T < Ty o problema de

controle dtimo tem uma unica solugao.

Demonstragao. De acordo com a Observacao 3.2 o controle 6timo tem a forma
fopt = —%p. Substituindo esta relagdo na primeira equac¢ao do problema (3.5),
precisamos provar que as equagoes resultantes tem uma tnica solucao. Suponha

que existam duas solugoes (6;, v;, pi, ;) (i = 1,2) e denote por

0:=00—0: o=@ —@2, Di=p1—D2 € q:=q — Q.

A quadrupla (6, ¢, p, q) satisfaz
( 00 Oy 1

0

— (3 + 12+ ©3))p + 6 em @,
0
a—ZZjLAp—i-q:ozl@ em @,

dq Op 2
ot + la + Ag + (a+ 2bp; — 3¢7)q

3.14
+q2(2b — 3(1 + v2))p = agp em (), ( )

0 _op_op_oq_

8_77_877_877_817_ em 5,
o(x,0) =0 em (),

0(z,0) =0 em (2,

p(T) =q(T) =0 em



Sabemos que p; € WpQ’l(Q) para todo 2 < p < oo e pela observacao 5.2, ¢; € leo’l(Q)
(1 = 1,2). Isto significa que em qualquer caso temos @;,q; € L>(Q) (i = 1,2), pelo
Teorema 1.1. Agora multiplicando as equagoes em (3.14) por e 2540 + 1), e 2Blp,

e?Atp e €24 (q + Ip) respectivamente e usando as formulas de Green obtemos

t
L / e 2P0 + lp)*dx + / / e 2P| V0> + IVOV ) dadt
Q 0JQ

2
t
+//BeQBt(G—l—lgo)Qd:z:dt—l—g/eQBthQd:U
0Jo 2 Ja

t ¢
+a//e_QBt|Vg0|2d:L‘dt+a//Be_2Btg02dazdt
0JQ 0JQ

t
= a//(a + (1 — p2) — (%0% + p1p2 + @%))902672Btdxdt
0J/Q

t 1 t
+a//e_ZBtﬁgodxdt——//e_QBtp(H—l—lga)d:cdt
0Jo N JoJa
1

T
5 /Q A (Bp? + (¢ + Ip)*)dx + / /QeQAt(6]Vp\2 + IVpVq + |Vq|*)dxdt
t
T T
+/ / M (BAP* + Alq + Ip)?)dxdt = 6/ / M (qp — oy Op)dadt
¢ Ja ¢ Ja

T
+/ / e*Manp — (a+ 2bpr — 39%)q — q2(2b — 3(01 — ©2)) ) (q + Ip)dadt

¢t Ja

onde « e 3 sao constantes arbitrarias. Pela desigualdade de Young, temos

t
L / BG4 (o + 2))da + / / e 2BV + VOV ) dadt
Q 0J0

2
t
+ / / Be ?PY(0 + lp)*dadt
0JQ

t ¢
—|—a//e_QBt|Vg0|2dxdt—|—a//Be_2Btg02dxdt
0Ja 0Ja

t
gC’/e2Bt(662+n(e)<p2)da:+a0//e23tg02dxdt
0 0Ja

t t
+% // e_QBt(02 + @Q)dl’dt + C// €_2Bt(p2 + (9 + l¢)2)d$dt (315)
0JQ 0Ja
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1 T
5/62At(q2+(5+l2)p2)dx+/ /62At(5|Vp|2+leVq+|Vq|2)dxdt
Q t Q
T
+/ /62At(ﬁAp2+A(q+lp)2)dxdt§ C”/eQAt(éqZ—Fn(é)pQ)
Q Q
' T T
—1—60// /eZAt(q2+p2)dxdt+ﬁC'/ /ezAt(@z—i-pQ)dxdt
. t Q . t Q
e / / M 4 (g + Ip)?)dadt + C' / / (¢ 4 (g + Ip))dadt
t Q t Q

T
—i—C”/ /eQAt(g02+(q+lp)2)d:z:dt. (3.16)
i Jo

Escolhendo €, § > 0 suficientemente pequenos e A, B, «, 3 suficientemente grandes,
obtemos de (3.15) e (3.16):

t
[em@ s s [ [ 2208 + Vo) dade
Q 0JQ

t
<C / / e 2P (p® + 0°)dxdt
0JQ

T
/e%t(p2+q2)dx+/ /eQAt(|Vp|2—I—|Vq|2)dxdt
Q t Ja
t
< C// (g 4 0% 4 ?)dxdt.
0Ja
Resulta entao que
t
/(92+w2+p2+q2>dx < C1//(p2+92)dxdt
Q 0J0

+Cy /T/Q(q2 + 60 + ©*)dxdt
t
e portanto
//Q(H2 + @+ p* + ¢*)dwdt < TCs //Q(p2 +¢° + 0 + %) dadt.
Escolhendo Ty > 0 tal que
ToC5 < 1

42



obtemos

com T < Ty.
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Capitulo 4

Analise de um modelo de campo de

fases generalizado

Neste capitulo estudaremos o modelo de Morogsanu e Motreanu, que é um modelo
de campo de fases que generaliza o de Hoffman e Jiang. As técnicas utilizadas
sao as mesmas usadas no modelo matematico anterior. Obteremos resultados de
existéncia, unicidade e regularidade de solugoes. Além disso, estudaremos novamente
o operador solu¢ao A, que aplica o termo fonte f na tnica solugao (6, ) do sistema
considerado, para podermos fazer no capitulo seguinte um estudo de controle 6timo

relacionado ao modelo generalizado.

4.1 Introducao

Seja © C RY um dominio limitado com fronteira 9 suficientemente suave e 7' > 0.

Consideremos o problema parabdlico nao linear:
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(00

5 Al = —l + f em @,
dyp
s —Ap =F(x,t,p)+6 em Q,
a0 0y (4.1)
o~ an em S,
o(x,0) = po(x) em (2,
| 0(z,0) = Oo(z) em (),

onde f € LIQ), ¢ > 2, 0y, 00 € W2(Q), com %—f;) = 86—“;70 = 0 sobre 02, e l > 0
constante.

Vamos supor que a funcao F': ) x R — R satisfaz as seguintes condicoes:

1) Existe um a constante ag € R tal que

(F(z,t,21) — F(z,t,22)) (21 — 20) < ag(z1 — 2)?, V(z,t) €Q, 21,2 €R;
2) Existe uma fungao F: Q x R? — R satisfazendo as relacoes

(F(z,t,21) — F(x,t,29))* < ﬁ(ﬁ,t, 21, 20) (21 — 2)%,
V(z,t) € Q, 21,22 €R,
]ﬁ(x,t, 21, 2)| < co(1+ |21 72 + |2]?72)
V(z,t) € Q, 21,22 € R,

para constantes cg > 0 e r > 1, desde que

N +2
N -2

r< se N >2. (4.2)

3) Fz,t,2) = k(x,t,z) — h(2), Y(z,t) € Q, z € R,onde k : Q xR — R &
uma fung¢do (de Carathéodory) com k(-,-,z) mensuravel sobre @, Vz € R,
k(z,t,-) € C(R), V(z,t) € Q, k(-,-,0) € L>(Q) e h € C'(R) tal que
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(i) k(z,t,2)? < aih(z)z + as(l + 22), V(z,t) € Q, z € R,
(i) —bo < W(z) < b(1+]2""), V2 € R,
para constantes positivas aq, as, by, by.

Lema 4.1 (a) A condigdo 2) implica que F satisfaz a condigdo de crescimento

|F(z,t,2)] <a(l+|z|"), VY(z,t) €@, z€R. (4.3)
(b) A condigao 3)(i) implica as relagoes
1
k(x,t, 2)z < §h(z)z +by(1427), Y(z,t)€Q, z€R (4.4)
h(z)z > —by — by2?, Vz e R. (4.5)

(c) As fungoes k(z,t,2) e h(z) satisfazem a condi¢ao de crescimento
max{|k(z,t,2)|,|h(2)|} < CA+|2|"), Y(z,t) €Q, z€R. (4.6)
Aqui a, by, b3, by e C' sao constantes positivas.
Demonstragao. (a) Considerando z; = z e z5 = 0 obtemos de 2)
|F(x,t,2)] < |F(x,t,0)| + (F(z,t, 2,0))"?|]
< |F(x,1,0)] + 2 (1 + |27 72)V?2], VzeR.

Do fato de F(+,-,0) € L*(Q) e da desigualdade de Young, segue (4.3).

(b) A desigualdade de Young junto com a condigao 3)(i) mostram que

1
k(x,t,z)z < 2—a1k;(x,t, z)2+%z2

1
< §h(z)z +by(142%), V(x,t) €Q, z €R.

Disso obtemos (4.4). A condigao (4.5) segue de 3)(i).
(c) De 3), (4.3) e da desigualdade de Young, temos

h(2)] < |F(x,t,2)| + |k(z, 2, 2)]
< a(l+[2]") + (@l h(2)2)) 2 + [as(L + [2f*)]"2
< 2l + O+,
Logo |h(z)| < C(1 + |z|") e pela definicao de F e por (4.3), segue (4.6). O
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Observagao 4.1 Tomando N = 3, k(x,t,z) = a(z,t)z + b(x,t)2%, com a,b €
L>®(Q) e h(z) = 23, o problema (4.1) se reduz ao problema (2.16).

4.2 Problema auxiliar

Consideremos o problema de valor de fronteira paraboélico nao linear:

@—Av:F(:c,t,v)—l—g em @,
ot
@ =0 em S, (4.7)
an
| v(z,0) = vo(z) em 2,

onde g € LY(Q) , com q > 2, e vy € W2 (Q) satisfazendo %—”7;) = 0 sobre 0f2.

Teorema 4.1 Suponha 2), 3). Entao o problema (4.7) tem uma solugio v €

271 . . .
W2 Q) satisfazendo a estimativa
[ollz1q) < CA +llvollwz @) + 191Za)); (4.8)
onde C' > 0 € uma constante que depende de |2, T', q, r, a1, as, by, o, [|F'(-,,0)||zec(0)-

Demonstracao. Usaremos o Teorema de ponto fixo de Leray-Schauder. Defina o
operador nao linear 7' : LP(Q) x [0,1] — LP(Q) como

T(w,\) =v=uv(w,\), Ywe LP(Q), VA € [0,1], (4.9)

onde v é a solucao do problema linear :

% — Av = Ak(z,t,w) — h(w) + g(x, 1)) em @,

» em S, (4.10)
on

v(z,0) = vo(z) em {2

47



e com p satisfazendo

qualquer nimero positivo > 2r se N =1ou?2,

p= (4.11)

qualquer nimero positivo em [27“, Z%Vf;)) se N > 2.

Note que (4.11) faz sentido por (4.2).
Vamos verificar que T esté bem definida. De acordo com (4.3) temos F(-,-,w) €
LP"(Q), Yw € LP(Q). Entao F(-,-,w)+ g € LI(Q), onde

g = min {q,z—’} > 9. (4.12)

r
Usando agora o Teorema 1.2, existe uma tnica solugao v do problema (4.10) , com
v=uov(w,\) € W;’I(Q). (4.13)

O Teorema 1.1 garante a continuidade da inclusao

2,1
W2Q) € L(Q), (4.14)
onde
( 1 2 <0
00 se — —
g N+2
1 i > ! 2 0
— ualquer nimero e - — — =
p=y =V 7 N+2
(1 2 )1 1 2 _,
- — — se — — ,
( \¢§ N+2 g N+2
-1
2(N+2) qN+2) _ (1 2
Como “7—5~ < J(\I/+2—2§ = (5 — N—+2> , temos
p < b (4.15)

Por (4.13), (4.14) e (4.15), segue entao que v = v(w, \) € LP(Q).
Vamos verificar agora a continuidade de 7. Sejam w,, — w em LP(Q) e \, — A

em [0, 1]. Denote v)" = T(wp, A\,), vr = T(w,, A), v = T'(w, \). Por (4.9) e (4.10)

n
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%(UQ” —vn) = A(vy —vp) = (A = N (k(, £, wa) — h(w,) + g(z, 1)) em @,
(%(UQ" —v))=0 em S,
v — v =0 em ()

\

Do Teorema 1.2 obtemos a estimativa:
o — UQIIW;J(Q) < O = M([[k(z, 2, w0n) — h(wn)|za@) + 19l L7(@))-

A seqiiéncia (wy,) ¢ limitada em LP(Q), assim k(-, -, wy, ) —h(w,) ¢ limitado em LP/"(Q)
de acordo com a propriedade (4.3). Em virtude de (4.12), obtemos a limitagao de
k(- wy,) — h(w,) em L(Q). Logo, tem-se ||Jvim — UQHWEJ(Q) — 0 quando n — oo.

Novamente por (4.9) e (4.10) obtemos

(
O =)~ AW ) = MF G bw) — Fatu)) em @
%(UQ—UA) =0 em S,
\ v — vt =0 em ().

Como antes, o Teorema 1.2 implica a estimativa:
lon = 0¥ 21 gy < ClF (2.t wn) — Fa, t,w)l| -
Como p > @, por 2) temos

1F (,t,wn) = F(2,t,w0) | ag) < CINL+ Jwa] ™ + [w]™™ ) (wn — )| o(g)-

Sendo (w,) limitada, segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
que ||F(z,t,w,) — F(z,t,w)l|Laq — 0, e portanto v, — v*ng,l(Q) — 0 quando
q

n — Q.
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Agora, usando a imersao continua (4.14) (com (4.15)), obtemos a continuidade da
aplicacao T' descrita em (4.9). Além disso, a aplicagao T' dada por (4.9) é compacta.

Isto pode ser visto escrevendo a composicao
T:LP(Q) x [0,1] = W2H(Q) C L"(Q),

onde a segunda inclusdo é compacta em vista da desigualdade (4.15).
Para A = 0, (4.10) tem uma tnica solu¢ao com relagao as condigoes inicial e de
fronteira correspondentes. Resta entao estimar o conjunto de todos os pontos fixos

de T. Seja v € LP(Q) solugao do problema

% — Av = Ak(z,t,v) = h(v) + g(z,1)) em Q.

o em 5, (4.16)
n

v(x,0) = vo(x) em {2

\

Denote Q; := Q2 x (0,t), t € (0,T7.
Multiplicando a primeira equagao em (4.16) por v, integrando em @);, usando o

teorema de Green, a desigualdade de Young e (4.4),

1
§/v2dm+/ |Vv|2dxds+>\/ h(v)vdzds =
Q t t

1
= )\/ k(x,t,v)vdxds + )\/ gudzds + §/v§d9&
t t Q
2 1 2 1 2 1 2
<by | (1+v9)deds+ = | g¢g°deds+ = | vidxds+ = [ vidx,
¢ 2 ¢ 2 t 2 Ja
o que implica

1
—/v2dx+ |V7J|2dxds+)\/ h(v)vdxds
2 Jo Qi

t

< Olay, as) (1 + / t vzd:cds) (4.17)
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De (4.5) e (4.17), obtemos

1
—/v2dx—i— |Vv|2dxds—bg/ dazds—b4/ v?dxds
2 Jo Qi Qi :

< C(ay,as) (1 +/ Ule‘dS) ,
1
§/v2dx+/ \Vv|*dxds < C(T, a1, ay) <1 +/ UdedS) .
Q t t

Pela desigualdade de Gronwall,

ou

1
5 / vidr + [ |VolPdeds < C(T,a1,a,), Yt € (0,T). (4.18)
Q Q¢

Combinando com (4.17) obtemos

/ h(v)vdxds < C(T, ay, az), (4.19)

/ vidrds < C(T, ay, as). (4.20)

t

v
ot

o teorema de Green e a desigualdade de Young, obtemos

2
/ <@> dazds+l/|V1}|2dm
o, \ a1 2 /s

1 v\’ v
< 2 — — — — X
< C+/tk (z,t,v)drds + Q/Qt (0t) dxds )\/th(v) o7 deds

Usando o fato de que

Multiplicando agora a primeira equagao em (4.16) integrando sobre ();, usando

(z,s)
0 / h(7)dr = h(v(x, s))%(w, s), qtp—se€(0,T],
0

Ds
2
/ (@) dxds+1/]V'U\2dx
o \ ot 2 /s

<c+/ K2z, t v)d:cds+1/ v zdxds—A//v(z’S)h(T)@dex
= B 2 /o, \ ot ot ot T

o1
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Por 3)(i), temos
/ k*(x,t,v)dwds < al/ h(v)vdzds + ag/ (1 +v*)dxds < C(T, ay, as).

Logo, por (4.18) e (4.19),

ov\> 1 9
/ (E) dxds+§/Q|Vv\ dx
—I—)\// —deac < C(T,ay,a2), Vte (0,T]. (4.21)

Além disso, por 3)(ii), (4.19) e (4.20),

// o T)drdx < C(T,b) (/ dexds—i-/ h(v)vdmds)

< C(T,ay,as,bp)

e portanto, por (4.21),
v

S C(T, al,az,b(]). (422)
0t || 20

Finalmente, multiplicando a primeira equacao em (4.16) por Aw, integrando sobre

Q¢, usando a formula de Green e a desigualdade de Young, temos
%A\V@\Qdac—i-/t(Av)zdxds = %/Q\Vvoﬁdw — )\/t k(x,s,v)Avdzds
—I—/\/ h(v)Avdxds — )\/ gAvdzds
<C+ %/ (Av)*dxds +/ k*(xz,s,v)dxds + A/ h(v)Avdwds.
A seguinte propriedade é vélida:
V(h(v(-,t))) = h'(v(-, 1)) Vou(-,t), Vte (0,T]. (4.23)

De fato pelo teorema de imersdao de Sobolev, sabemos que W14(Q) € L7 (£2), com
¢* = 2% se N > 2. Logo v(-,t) € L7 (Q) e Vu(-,t) € (LT ()N, Vt € (0,T).
Sejam t € (0,T], p € C§° (), e w CC Q com suppy C w. Usando um resultado

de aproximacao (veja Adams [1] ou Brézis [3]), existe uma sequéncia (v,) C Cg°(RY)
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tal que v,, — v(-,t) em L7 (), q.t.p. em Q, e Vv, — Vu(-,t) em L7 (w), q.t.p. em
w. Entao paratodon >1e1 <i < N, temos

/h(vn)%dx— —/h’(vn)%npdx. (4.24)

Considerando 3)(ii), a relagdo (4.6), e que h € C*(R), podemos aplicar o Teorema

da Convergéncia Dominada de Lebesgue em (4.24), obtendo
dp . . Ov
/wh(v) o dr = — /w h (U)axi pdx,
donde segue (4.23).

De (4.23), temos entao

/h(v)Avdazds = — [ Vh(v)Vv
t Q¢

— _/ W (v)|Vv|*dxds, vt € (0,T). (4.25)

t

Assim,

1 1
—/ |Vv|2d.r+—/ (Av)*dxds
2 /g 2

t

< C’+/ k*(x,s,v)dvds — )\/ R (v)|Vv|*dxds. (4.26)

t

Usando 3)(i) podemos escrever (4.26) como

%/ ]Vv|2d:l:+%/ (Av)zdxds+)\/ B (v)|Vo|*dxds
Q t t
<C+ al/ h(v)vdzds + (12/ vidxds, Yt € (0,7).

Por (4.19) e (4.20) temos
1 2 1 2
= [ [Vu|*de + = [ (Av)*dxds
2 Jq 2 Jo,
+ )\/ B (v)|VolPdeds < C(T, a1, as), Vte€ (0,T]. (4.27)
De (4.27), 3)(ii) e (4.18) obtemos
HAU”LQ(Q) < C(T, al,ag,bo). (428)
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Aplicamos agora o Teorema 1.2 (para p = 2) no problema (4.16), obtendo

lollwzr) < Cllvollwz @ + IK(, - v) = h(v) + gll2 @)

Ov
= C <||UO||W§O(Q) + ‘ % Av ) . (4.29)
L2(Q)
Usando (4.22) e (4.28) em (4.29), obtemos
[0lly21q) < CUQ, T, a1, az, by). (4.30)

O Teorema 1.1 garante a inclusao continua W2 (Q) € LF(Q), onde

00 se N=1

o= qualquer nimero positivo se N =2

2(N +2
% se N > 2.
L _
Como, por (4.11), g = ZS]VV:“;) > p, para N > 2, temos a imersao continua
WyHQ) € L7(Q). (4.31)

De (4.30) e (4.31), segue entao que
[0l ey < C(R2, T, a1, az, bo).

Aplicando o Teorema do ponto fixo de Leray-Schauder, obtemos um ponto fixo de
Ty em A =1, isto é, Tyv = v, com v € LP(Q) N W3 (Q).

Vamos mostrar agora que v € W2 (Q). Se ¢ < B, entdo ¢ = 7 e portanto
v E Wf’l(Q). Se ¢ > £, usaremos um argumento de bootstrap. Temos F(-,-,v)+g €
LP/"(Q), logo pelo Teorema 1.2 e (4.14), temos v € W;/i(Q) C L*MQ) com p > p
(por (4.15)). Seq < &, entaow € Wf’l(Q). Se ¢ > £, aplicamos o mesmo argumento,
até chegar na condigao ¢ < 2. Assim v € W2H(Q).

Vamos mostrar agora a desigualdade (4.8). Comegamos observando que o argu-

mento anterior permite nos restringir ao caso 2 < g < g. Das estimativas (4.18),

(4.21) e (4.27), escritas com as fungoes vy e g, junto com (4.30) e (4.31), obtemos
[0l[Lo(@) < CIQU, T, a1, a2, bo, ¢, 7) (1 + [|vollwz o) + |9l Le@) (4.32)
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De (4.3), também temos
1F (@, t,0) [ ) = /|Fx Lo qfxdt</|a (1+ |o]")|"dzdt

<€ [ (0t bl ot < OO+ 1) € OO+ 19 )
< O T, co,m 1F G, - 0)l e @) (X + 10l )
Logo
1E (2, v)l|Laq) < CUQL T, co,m, [|F (- 0) |z @) (X + ([0l 2o () (4.33)
Do Teorema 1.2 aplicado em (4.7), de (4.32) e (4.33) obtemos entdo, para qualquer
solucao v € Wf’l(Q), que
[olhy21g) < CURI T, a1, az,bo, @) (loolhwz @) + 1P, 0)llzec) + lgllzece))
< C(|9Q[, T, a1, az, bo, ¢, 7)(||lvollwz (@)
CQL, T, co,r, [[F (- 0)l| (@) (1 + [vllzog) + l9llLe@)
o que conclui a demonstracao. 0

Como antes, vamos provar um resultado que garante dependéncia continua de

solugoes em relacao ao termo ¢ da equacao, donde se seguiré unicidade.

Teorema 4.2 Suponha 1) e 2) e seja M > 0. Se g1,92 € LUQ), g > 2, e v1,v3 €
W2HQ) sdo solugdes correspondentes do problema (4.7) com |[v1||e(qy, [|v2]lLr(q) <
M, entao

[o1 = vallyy21g) < Cllgr — g2llLe(@) (4.34)
onde C > 0 € uma constante que depende de ||, T, q,r,ag, M.

Demonstracao. Denote v := v; — v9. Entao v satisfaz o seguinte problema:

( Ov

E—Av-F(m,t,vl)—F(x,t,v2)+gl—gg em (),

o _, em 5, (4.35)
on

v(z,0)=0 em (2,
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Multiplicando a primeira equagao em (4.35) por v, integrando sobre @);, usando a

formula de Green e a desigualdade de Young, obtemos

1
—/dea:ds—l— |Vo|*dzds
2 Ja Q

= / (F(x,t,v1) — F(x,t,v9))vdrds + / (91 — g2)vdxds

t t

1 1
< / (F(x,t,v1) — F(x,t,v3))vdzds + 5/ (g1 — g2)*dxds + 5/ v?dxds.

Usando agora 1), obtemos

1 1
5 / vidrds + | |VolPdzds < C’(ao)/ v2drds + 5/ (g1 — go)*dxds
Q Q¢

t t

o que implica, pela desigualdade de Gronwall,

”UH%Q(Q) < C(9, T, a0)llgr — 92”%2(@ < C(19, T, ao)|lgr — gQH%q(Q)' (4.36)
A defini¢ao de p permite considerarmos p > gr. Com isso, temos v € LH(Q) C
L7(Q), o que junto com (4.3) garante que F(-,-,v1) — F(-,-,v2) € LY(Q). Podemos
entao aplicar o Teorema 1.2, obtendo a estimativa
HUH‘Q/VQQJ(Q) < C(’Q’7 T’ N)(HF(x, 2 Ul) - F(:L‘, 2 UQ)H%‘I(Q)
+lg1 — 92l 20(0))- (4.37)

Com a desigualdade p > gr podemos também fixar um ntmero p tal que

Hq
2<g< ———<p<y 4.38
Htq—qr ( )
Logo, temos a seguinte seqiéncia de imersoes:
2,1 2
Wy Q) € LMQ) € LP(Q) € LY(Q) € L7(Q). (4.39)

De 2), (4.38) e da desigualdade de Holder temos

||F<£L’,t,1)1> - F(xvtva)HLq(Q) < H(ﬁ<x?t>Ulvv?))l/2’UH|Lq(Q)

~ 1/q
= (/ (F(:Eatv”la“?))q/2|v|qdl’dt>
Q

< ([(F (0, t, v1, U2))q/2”LP/P—4(Q)”UqHLP/q(Q))l/q

" 1/a
= (/Q |F(x,t,v1,vg)|a/2> ”?}“LP(Q), (440)
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com « := quq. Os célculos acima fazem sentido pois ﬁ(:c,t,vl,vg) c L*?(Q). De

fato, levando em consideragdo a condi¢ao de crescimento em 2), F (x,t,v1,v9) €
LH2=1(Q) quando vy, vy € L*(Q) e por (4.38), temos

1
r—1

>m > 2 (4.41)
Combinando (4.37) e (4.40), temos

(I, T, N)(1F (2, t, v1,02) | iz 101 2o )

+lg1 — gQH%‘I(Q))‘ (4.42)

vl

wag) S

Pelo fato de [|v1|zi(q), [[vallzr@) < M, por 2), (4.41) e (4.42), obtemos

[0l 200y < CURL T, g, N)(L+ 20220 D) (o] 31 g

+lg1 — gQH%q(Q))' (4.43)

A desigualdade de interpolagao aplicada em (4.39) nos diz que para todo € > 0,
existe C'(€) > 0 tal que

[ollzr@) < ellvllwzg) + ClOllvll 2@ (4.44)

De (4.43), (4.44) e (4.36) temos entao

[0l5y21) < CUQL T, 7, q, N, M)(el|vf 21,
+C(e)C(1Q, T, ao)Hgl - gQH%‘I(Q) + [lg1 — 92HLq(Q))- (4.45)
Tomando € > 0 suficientemente pequeno, (4.45) implica (4.34). O

Corolario 4.1 O problema (4.7) tem solugdao unica.

4.3 Existéncia, unicidade e regularidade de solucao

Vamos provar agora o principal resultado no estudo do problema (4.1).
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Teorema 4.3 Se a fungio F : Q X R — R satisfaz 1) - 3), entdo o problema (4.1)
tem uma solugao (6, p) € W2H(Q) x WPH(Q), com p satisfazendo

(

00 se N+2—-2¢<0
u = { qualquer nimero positivo = qr se. N +2—2¢=0 (4.46)
N +2
]\C[](T_F;q se N+2—2¢>0.
\ _

Além disso, a solugao (0, ) satisfaz
10021 ) + llellwzr gy < CA+ [16ollwz @ + lvollve @) + 1/ L)), (447)
onde a constante C' depende de |, T, q,r,a1,a2,bo,co € [[F(-,+,0)||L=(0)-

Demonstracgao. Aplicaremos novamente o teorema do ponto fixo de Leray-Schauder,

desta vez no espaco de Banach

B = {(97 QP)Q NS Lq(Q)’ pEe Lp(Q)}a

com p satisfazendo (4.11).
Consideremos entao o operador 7' : B x [0,1] — B que leva cada (v,v¢) € B na

solugao (0, ¢) do problema

(%—AG:A(—Z%—?an) em @,
%_f_Agp:F(x,t,QO)jL)\l/ em (),

) g_z ) g—i i on S (4.48)
¢(x,0) = @o(z) em £},
0(x,0) = 0y(x) em (.
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Vamos mostrar que 7" estd bem definido. De acordo com o Teorema 4.1, sabemos
que existe uma solugio ¢ € W>'(Q) da segunda equagao de (4.48). Além disso,
ela é unica, pelo Teorema 4.2. O Teorema 1.1 garante a continuidade da inclusao
W2HQ) C W3 (Q) € LP(Q). Logo ¢ € LP(Q). Além disso, como —I%2 + f €
L9(Q), do Teorema 1.2, segue que a primeira equagao de (4.48) tem uma unica
solugao 0 € W2(Q) C LY(Q). Portanto T' esta bem definido.

Para provar a continuidade , consideremos primeiro (vq,1),(v2, pu2) € B e

(01, 1), (02, p2) as solugdes correspondentes. Temos entao

(0 0
§<91 —0y) — A0y — 02) = _)\ZE(% 2) em Q,
0
&(@1 _902) _A(Spl _@2) :F(%t»@l) _F(l‘7ta 902)
+A( — 1) em (),
9 9 (4.49)
%(91—92) = 8—77(%01—902) =0 em S,
(1 — @2)(2,0) =0 em €,
L (91 - 92)(1’,0) =0 em ).
Aplicando o Teorema 4.2 na segunda equagao em (4.49) obtemos
le1 = wallwza gy < Clivi — v2lLagg)- (4.50)

Aplicando agora o Teorema 1.2 na primeira equagao em (4.49), segue que existe uma

constante C' > 0 tal que

0
I~ el < | gyt )|

Desta desigualdade e (4.50) temos uma nova constante C' > 0 tal que
||01 — 92”[;1(@) S C”Vl — I/QHLq(Q). (451)

Das relagoes (4.50) e (4.51) segue entao a continuidade de 7" em relacao a (v, ).
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Considere agora A, Ay € [0,1] e (01,¢1), (62, p2) as solugdes correspondentes.

Temos
(0 B 01 02
015(01 —0y) — A0y — 0) = —1 (/\1 T — Ao—— T
+(A = A) f em @,
0
57 (01— 92) = Al —¢2) = Fla,t,01) = Fla, 1, ¢2)
+(/\1 — /\2)V em Q,
(4.52)
0 0
— (01— 0y) = —(p1 — p2) =0 S
an( 1 2) B (o1 — 2) em o,
(1 — @2)(2,0) =0 em €,
| (01— 62)(2,0) =0 em (2.
O Teorema 4.2 aplicado a segunda equacao de (4.52) nos assegura que
le1 = @allwzig) < ClAr = Aol [Vl Lo(@)- (4.53)
Do Teorema 1.2 aplicado na primeira equagao de (4.52), obtemos
1 D2
161 = Ozl 21y < C (‘ Mo A2W o + A = Xl fll Lo
0 0 0
<o (m " (H [ ufum@) O ) .
L1(Q) L1(Q)
Logo, de (4.53), obtemos a estimativa
|61 — QQHqu,l(Q) < ClA = Agl. (4.54)

A continuidade de T" em A segue entao de (4.50), (4.51) e (4.54).
Além disso, T' é um operador compacto, pelo Teorema 1.1.
Para A = 0, o problema (4.48) tem uma tunica solugdo em relagao as condigoes

iniciais e de fronteira, de acordo com o Teorema 1.2 e o Corolario 4.1. Resta entao

60



estimar o conjunto de todos os pontos fixos de T'. Seja entao (6, ¢) um ponto fixo

de T. Entao (0, ¢) satisfaz

(%—Aez)\(—l%—erf) em @,
g_f_A¢:F(x,t,w)+A9 em @,
g_z ) g—:j » s (4.55)
p(x,0) = po(z) em £,

| 0(2,0) = O (x) em €.

Multiplicando a primeira equagdo em (4.55) por 0+ A, integrando sobre ();, usando

a formula de Green e a desigualdade de Young, obtemos

% /(9 + No)idz+ | VO(VO + NV p)drds
Q Q1

<C <1 +/ (6 + 302)dxds) , Vte (0,T). (4.56)

Multiplicando a segunda equacao em (4.55) por ¢, integrando sobre @); e usando a

formula de Green, obtemos
1 1
—/de:H Vel|* = —/w%d:H/(/f(x,w) — h())edrds
2 Jq Q 2 Jq
—i—)\/ Opdxds, Yt e (0,T].
Da relagao (4.4) e da desigualdade de Young segue entdao que

1 1
§/<p2dx+/ |V¢|2dmds+§/ h(p)pdrds
Q t t

<C (1 +/ (0% + @Q)dxds> , Vte (0,7 (4.57)
e portanto, da relagao (4.5), obtemos

1
3 / ©*dr + | |V|*dvds < C <1 +/ (0> + (pQ)dxds) ,Vt € (0, 7). (4.58)
Q Q¢ t
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Multiplicando (4.58) por 4+ A?[* e somando o resultado com (4.56), obtemos

/Q (i(go? +6%) + (%9 + /\lg0>2> dx

1 1 1
+/ <§|V9|2 + §|V3 + NVp|* + 5(1 + )\2l2)|V<,0|2> drds
<C (1 +/ (6> + 902)d:vds)

1 1
—/(62+<p2)d:c+ —/ (VO] + |V P)dads

ou seja

<C (1 —|—/ (0% + @2)dxds> .Vt e (0,77. (4.59)
Pelo lema de Gronwall, chegamos em
/9(92 b )dz < C(T a1, a3), Vi € (0,T]
o que, junto com (4.59), resulta em

/(92 + @2)d:1: —l—/ (|V9]2 + |Vg0]2)dxds < C(T,ay,as), Vte (0,T]. (4.60)
Q

t

Combinando (4.57) e (4.60), obtemos

/ ©?dr + |Vg0|2d:£ds/ h(p)edrds < C(T,ay,as), YVt € (0,7].  (4.61)
Q Q1

Multiplicando agora a primeira equagao em (4.55) por (A6 + M Ayp), integrando
sobre (); e usando a féormula de Green, obtemos

1
3 / |V + NIV P dr + / (AQ)2dwds + N / AOApdrds
Q

t t

1
= 5/ V0o + MV po|*dx — )\/ (A0 + NAp) fdxds, Vt € (0,T)]. (4.62)
Q

Multiplicando a segunda equacao em (4.55) por Ay, integrando sobre @); e usando

a formula de Green, temos

1 1
5/ |Agp|2dx+/ (Aap)zdxds—/ h(p)Ap = 5/ |Vg00|2d33
Q Qt Qt Q

—/ k(m,s,gp)Agodxds—/\/ OApdxds, Yt € (0,T]. (4.63)
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Como ¢ € LP(Q), podemos usar a regra da cadeia dada pela expressao (4.25) com

v = . Por isto e (4.63), obtemos
1 1
—/ ]V(p|2dx+/ (Agp)2dxds+/ R (0)|Vp|*dzds = —/ |Vo|?dz
2 Jo Qi Qi 2 Ja
—/ k(x,s,gp)Agodxds/ )\/ 0Apdxds, Vte (0,7]. (4.64)

Multiplicando (4.64) por (1 + A\?{?), somando o resultado com (4.62) e usando a

desigualdade de Young, temos

1
3 / (\ve + ANV|? + 2(1 + AQF)\V@F) dx + / (AB)?dxds
Q

t

—I—/\l/ AOApdxds + g(l + )\212)/ (Ap)?dxds

t

+g(1 + )\2l2)/ R (¢)|V|Pdzds

1 3
< 5/ (|V90 + MV |* + 5(1 + A2l2)|v¢0|2) dw
Q)

3

1
+§(1 + )\2l2)/ (BkQ(x, s, ) + E(Agpf) dxds

(392 + %(Ag&f) dxds + / t
+ [ (s e s

+;(1 + )\2l2)/ (%f2 + %(AW) dads

t

ou seja,

1

3
5/ <|V9 + MVo|* + 5(1 + A252)|V¢|2) dx
Q

1
+ / (§(A9)2 + MAOAp + G + )\2l2> (Ag0)2> dxds

+g(1 +)\2l2)/ B (p)|Vp|*dxds

t

< O(T) (1 + /t(kQ(:c,s, o) + 92)dxds> :
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Usando agora 3)(i), (4.60) e (4.61), obtemos a limitagao

1 3
2/Q (|V«9+)\ZV30|2 (1+)\2l2)|Vg0|2> dx

2

31 4 a22) / W (0)|Vodads < O(T, ar, ag), Vt € (0,T].

+§(

Da desigualdade acima, de 3)(ii) e de (4.60) concluimos que

/ [(A0)* + (Ap)?|dzds < O(T, ay,as), WVt e (0,T). (4.65)
Finalmente, multiplicando a primeira equacao em (4.55) por 5 99 s /\l%f, integrando
sobre @); e usando a fomula de Green, obtemos
1 1
/ 90 3192\ g 1 L / IV6|2dz = / V6|
ot ot
0
—i—)\l/ AG%dmds%—A/ (gt +)\18_g0> fdxds, Yt e (0,T). (4.66)

Multiplicando a segunda equagao em (4.55) por e procedendo como em (4.66),

/ <a—gp>2d1‘ds+l/ |V9|2dx—1/ Vo |*da
0, \ Ot 2 Jq 2 ), 70

—I—/ (k(z,t,p) — h(go))%—fd:vds + )\/ QZ—fdxds, vt € (0,T].

dp o w(z,t)
h(p )8t 5 (/ h(T)dT) , (z,t) €Q,

pois h € C*(R) e ¢(z,-) € W}(0,T). Resulta entdao que

w(:vt
/ (‘Z—f) dwds + - /|V90|2 // 7)drdx
wo(z a(p
/|Vg00\ dx—i—// deJ:—i—/ k(x,t,go)adxds

—I—)\/ Qg—fdxds, vt € (0,T7. (4.67)

temos

Observe que
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Multiplicando (4.67) por 2 +4A%?, somando com (4.66) e usando a desigualdade de

Young, (4.60), (4.61) e (4.65),
a0 0000 0 (00\° | (5 \2p) (0¢)
i e 77 244
/Qt [(at) T2 T <8t et o
/\V9| dx + — ( —|—4)\2l2>/\Vgpl dx
p(z,t)
+(—+4)\2l2)// h(7)drdx
4 aJo
1 00\ 00\
< - — 22 - ).
_C+2/Qt<5’t> dwd8+(1+)\l)/t(8t) dxds, Vte (0,7
Assim, temos
1 /00\> A 100 A
/t [Z(E) + - <8t> +(§E+2>\l8t>]d1‘d8
p(z,t)
/yvm dx+—/|Vgo| dx+A// Pdrdx

S O(T, al,ag), Vt € (O,T]

dzds

Além disso, por 3)(ii), temos
/ h(r)dr > —C'(1+ ), VzeR.
0

Das relagoes (4.60), (4.68) e (4.69) chegamos na seguinte estimativa:

00\’ 00\ ) )
/ — | dzxds +/ — | dzxds+ | (|VO]° + |[Ve|7)dzds
o, \ Ot .\ Ot o

S C(T7 ai, g, bO)

(4.68)

(4.69)

(4.70)

Aplicamos agora o Teorema 1.2 nas duas primeiras equagdes de (4.55), assim

como as estimativas (4.65) e (4.70), obtendo assim as seguintes estimativas:

Pl < €U (neonw o+ 2|15k s

< C(’Q”Taal,ambo)

LQ(Q))
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dyp
lellwzrgy < CUQ) | leollwz @ + |5 — Av
2 ot 12(Q)

< C(9 T, a1, a2,bo) (4.72)

Das imersao continua (4.31) e das estimativas (4.71) e (4.72), obtemos uma limitacao
para todos os pontos fixos de T'. Logo, o teorema do ponto fixo de Leray-Schauder
garante a existéncia de um ponto fixo para T"em A\ = 1. Portanto existe uma solugao
(0,¢) € B de (4.1) tal que (6, ) € W3 (Q) x W3 (Q).

Resta agora mostrar que (6, p) € W2H(Q) x W3(Q), com p satisfazendo (4.46),

e a estimativa (4.47). Usando o Teorema 4.1 na segunda equagao de (4.1), temos

lellwzrq) < CL+ llvollwz @ + 101Le(g))- (4.73)

Aplicando o Teorema 1.2 na primeira equagao de (4.1), e combinando com as relagoes
(4.31) e (4.73), obtemos

i
1011211y < C | 16ollwz, ) + || 5~ + 1 Fllze @)
‘ Ot || Lo

< C(L+[16ollwz @ + ll@ollwz ) + 101aq) + [ f1l2e@))
< CL+[10ollwz @ + ll@ollwz ) + 101521 ) + 1 flle@) (4.74)

Notando que (4.71) pode ser escrito como
||0||W221(Q) S C(|Q|7T7 q,T, a17a27b0)(1 + ||00||W§O(Q) + ||f||L2(Q))’
obtemos de (4.74)
101121y < CA+116olliwz @) + leollvz @) + 1 za@)- (4.75)

Do Teorema 4.1 e de (4.39), temos

||90||W3v1(Q) < C(1+ ||900||7I;V§O(Q) + ||9||2H(Q)>
< O+ ol + 10020 o) (4.76)

De (4.75) e (4.76) segue que (0, ¢) € W2H(Q) x W>'(Q) e a estimativa (4.47). O
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Teorema 4.4 Suponha que 1)-3) sejam vdlidos e seja M > 0. Se (01, ¢1) € (02, ¢2)

sao solugoes de (4.1) correspondentes a f1, fo € LU(Q) respectivamente, tal que

o1l le2llinq) < M, entao
161 = Oollyy21g) + llo1 — 2l ) < Cllfr = follza), (4.77)
onde C' > 0 depende de ||, T, q,r, ag,ar,as, M.

Demonstragao. Denote 0 := 0, — 05, o := o1 — o e f := f1 — fo. Entao 0 e ¢

satisfazem o problema

(00 dp
O
E_szF(xvtagpl)_F(x7t7902)+9 emQa
(4.78)
90 Oy
Z_Zr_0 S
on o em S,
| 0(z,0) = p(x,0) =0 em (2.
Do Teorema 4.2 temos a seguinte estimativa:
lellwzrq) < CUQL T, q,7, a0, M)||0] o) (4.79)

Aplicando o Teorema 1.2 na primeira equagao de (4.78) e combinando com (4.79),

dp
e < COLTarantn) (|52 +1flune
L1(Q)

S C(|Q|7 Tv q,T, Ao, M)(H@HL‘](Q) + ||f||Lq(Q)) (48())
Temos a seguinte desigualdade de interpolacao:
101[ze(@) < €llllwz1q) + CEOl 20

Logo, escolhendo € > 0 suficientemente pequeno, segue de (4.80) que

161lwz1 ) < CUQLL T, .7, a0, M)([10]l22(Q) + | f | o(@))- (4.81)
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Aplicando o Teorema 4.2 na segunda equagao, usando (4.39) e (4.81),

IN

C(’Q’7 T,q,r,ag, M)HGHL‘*(Q)
C(|Q|’ T? q,T, ao, M)HQHW(IQJ(Q)
< C(QU T, q,r a0, M)(10]22@) + I /| 22(@))- (4.82)

|’30HW3’1(Q)

IN

Para completar a demonstragao, vamos obter uma estimativa para ||0||.2(g). Para

isso, retornamos as equagoes em (4.78) e procedemos como no teorema anterior:

%/(9—1—1@0)2(13:4—/ (|VO]* +IVOVp)dads
0

t

<C (/ (0% + ©*)dzds + dexds)

Qt
e

/302dx+/ IV|*drds —/ (F(z,t,01) — F(x,t,p9))dxds + [ Opdrds
Q t ¢ Q¢

<C (/ ©*dxds +/ 92dxds> .

1
5/((9+lgp)2+A902)dx+/ (V]2 + IVOV g + A|Vi]2)drds
Q

t

<C (/ (0 + ¢?)dxds —|—/ f2dmds) :

com A € R arbitrario. Escolhendo A = 1 + [2, e usando o Lema de Gronwall,

L@+ t+ [ (V08 + 90 < 1oy (4.8

t

1
2

Assim,

De (4.81), (4.82) e (4.83), obtemos (4.77). O

Corolario 4.2 A solugio do problema (4.1) € unica.

4.4 Propriedades do operador solucao

Como antes, vamos estudar as propriedades do operador A : LI(Q) — qu’l(Q) X

2,1 . ~
Wi Q) que aplica o termo f € L(Q) de (4.1) na solugio correspondente (0, ) €
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W2HQ) x W2H(Q). Além das hipoteses 1)-3), suponhamos que F(z,t,-) € C*(R),
V(z,t) € Q.

Teorema 4.5 Sejam f,h € LY(Q) com A(f), A(f+h) sendo as solugdes correspon-
dentes de (4.1). Entao

IACS + 1) = ACS) = A (Dhllwz w2t @) < ClRlLoq). (4.84)

onde A'(f) : LU(Q) — W2HQ) x W2H(Q) ¢ um operador linear e (0%, %) = A'(f)h

€ a solugao do problema

o00* op*

_AQF = —

BT 0 lat +h em @,

a(p* * * *

ot _AQO :Fcp(xvta@)w +9 emQ,

(4.85)

0"  dp*

o = on =0 em S,

0*(z,0) = ¢*(x,0) =0 em §2,

\

sendo ¢ a sequnda componente de A(f).

Demonstragao. Nao é dificil ver que (4.85) tem uma tnica solugao (0*,p*) €
W2HQ) x W2H(Q) e p satisfazendo (4.46). Sejam (0,¢) = A(f) e (6n,0n) =
A(f + h). Pelo Teorema 4.4, temos a estimativa de estabilidade

lpn — Sp”wg’l(cg) + [10n — QHW}l(Q) < Cllhllza@),

com p satisfazendo (4.46). Do Teorema 1.1, temos em particular

len — @llLe(@) < CllRl| L) (4.86)

Denoteg:zﬁh—ﬁ—ﬁ*e(ﬁ::gph—go—go*.
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E facil ver que (5, p) satisfaz o seguinte problema:

S~
00 ~ 0P
Z A= =2
ot ot em Q
0p . o~
5 AP =Fnto)o+0+f em @,
(4.87)
06  0p
— === S
o o em S,
\ 0(z,0) = §(x,0) =0 em €,
onde fé definido como
f = F(x>t7(ph) - F(I7t7 %0) - F@(xata(p)((ph - 90>
Por 1), temos |F,(z,t,¢)| < ag. Disso, de 2) e (4.86), obtemos
£z < Cllen = @l ) < CllhllLeg): (4.88)

com C' dependendo de || f||ze0) € [|h]lLs(q)-

Para o problema linear (4.87) obtemos de maneira semelhante & demonstragao

do Teorema 4.3 a estimativa
18l gy + 1Bz gy < Cll o

para qualquer p € [2,00). Isto junto com (4.88) prova (4.84). d
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Capitulo 5

Um problema de controle 6timo para

o modelo generalizado

Neste capitulo apresentaremos um estudo de um problema de controle 6timo analogo
ao feito no Capitulo 3, considerando para isso o mesmo funcional, porém associado
ao sistema de Morogsanu e Motreanu. Provaremos a existéncia de um controle 6timo
que minimiza o funcional considerado e condigoes 6timas que devem ser satisfeitas

por tal controle 6timo.

5.1 Existéncia de um controle 6timo

Considere novamente o funcional de custo:

J[0, 0 f] = %//Q 10(2,t) — 4, t) [P dwdt (5.1)

N
T / / o, 1) — gal )P dadt + / / e, 0)Podadt,
2 JJq 2 JJq

com 0y € L?*(Q) e ¢4 € L*™(Q) funcoes dadas, a1, ay e N satisfazendo ay, ag > 0,
ar+as=1, N>1ek,m>1, com

b 1,20u3 se s=1
qualquer inteiro se s> 2
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e m € N. O problema de controle 6timo que vamos considerar desta vez é o de
encontrar um controle 6timo que minimize o funcional (5.1) associado ao sistema
(4.1).

Suponha que U,y seja um subconjunto fechado, convexo e nao vazio do espaco

de Banach L(Q) com ¢ = 2s, s € N. Denote por A o operador solugao de (4.1).

Teorema 5.1 Suponha que as mesmas afirmagoes do Teorema 4.2 sejam satisfeitas
e suponha que 04 € L**(Q), @4 € L*™(Q), (k,m > 1) com

1,2 0u3 se s=1
k= (5.2)
qualquer inteiro se s> 2

em € N. Entao existe um controle otimo fo € Uyq minimizando o funcional de
custo (5.1), isto é,

J10,@: fop) = inf v, ]
onde (0,¢) = A(fop) € (v,¥) = A(f).

Demonstracao. Seja (0., ¢n; fn), (On, on) = A(fn), uma seqiiéncia minimizante.

Como J([0,, pn; fn] < C e pela defini¢ao de J obtemos
[fnllz2s) < €
(s > 1) e do Teorema 4.3 obtemos a estimativa

HenHWQZS;l(Q) + H‘PnHWQQ;j(Q) <C

valida para todo n > 1. Portanto podemos extrair uma subseqiiéncia de {f,} e

{(0n, 00)}, (On, 0n) = A(fn), que denotaremos novamente por {(6,, vn; fn)} tal que

fn— f fracamente® em L*(Q)

0, — 6 fracamente* em W'(Q)
©n — @ fracamente™ em W;i(@)
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Como L*(Q), W3 (Q) e W51 (Q) sio reflexivos (para s,m > 1), segue que

fn— f fracamente em L**(Q)

0, — 0 fracamente em W;'(Q)

v, — ¢ fracamente em sznvlb(Q)
Pelo Teorema 1.1 obtemos

0, — 0 fortemente em L?*(Q)

¢on — ¢ fortemente em L*™(Q),

onde k ¢é definido por (5.2).

Tomando a formulacao fraca do problema

(00, Oy
O,
5 Ap, = F(x,t,0,) + 0, em (),
90, O,
8_7] = 877 =0 em S,
©n(x,0) = () em (2,
[ On(2,0) = Oy(2) em ),

(5.3)

e usando as convergéncias fortes obtidas acima e o Teorema da Convergéncia Do-

minada de Lebesgue no termo F', tomando o limite em (5.3) obtemos a igualdade

(0,¢) = A(f). Pela Proposigao 1.1, temos também que
lim inf J (0., ¢n; fa] = J[0, @3 f].
Logo fopt := f € uma solugao 6tima de (5.1).

Observagao 5.1 Para um funcional de custo dado por

T, f] = 2 / 0(z,T) — O(x) **da

N
+%/ Iw(x,T)—wd(x)IQWd:r+—// P drdt
2 Jg 2 0
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onde 0y € L**(Q), w4 € L*™(Q) e k,m resultando do Teorema 1.1, podemos provar

também existéncia de um controle dtimo usando os mesmos métodos.

5.2 Condicoes de otimalidade para o controle 6timo

Novamente encontraremos as condi¢oes de otimalidade que devem ser satisfeitas por

cada controle 6timo f.

Teorema 5.2 Seja f um controle dtimo do funcional (5.1) associado ao sistema

(4.1). Entao eziste uma quintupla de fungoes (0, ,p,q; f) satisfazendo

( 00 Oy
T dE A
5 —i—lat 0+ f em @,
I
5 = Qe+t o) +0 em @,
% + Ap + q = —Oélk(tg — Hd)2k_1 em Q,
dq Op
5 + l@t + Agq
+F, (7,1, 0)g = —aom(p — pa)*™ ! em Q, (5.5)
o0  Odp OJp Oq
on 0On On On e
p(z,0) = po(z) em (),
0(z,0) = bp(x) em €,
\ p(T)=q(T)=0 em £
e
// (p+sNf*N(g— fdzdt >0  para todo g € Uyg. (5.6)
Q
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Demonstracao. Sejam f := f,: e (0,¢) = A(f). Pelo Teorema 4.5 e Observagao

5.1 sabemos que A é Fréchet difereciavel. Portanto
TIAG + Mg = ) f + Mg = 1] —alk// (6~ 002 6" dudt
+a2m// © — pg)Pm ! *d:cdt—l—sN// f* Yg — f)dzdt (5.7)

onde (6%, ¢*) = A'(f)(g — f) € solugao do seguinte sistema:

dA

(00" O0yp*
= Af* —
ol = A g ) em Q,
E;Dt =Ap" + Fy(z,t, )" + 07 em @,
(5.8)
o0*  dp*
= = S
o o em S,
\ ©*(x,0) =0"(x,0) =0 em ().
Além disso, como f é uma solucao 6tima temos
SIAG Mg = D) f+Ag = D] =0
para toda g € Uy, isto &,
alk// (0 — 0.)* 710" dadt 4 aom // (¢ — pa)*™ Lp*drdt
Q Q
+sN / / £ g — F)dadt > 0 (5.9)
Q

para toda g € U,q. Introduzimos as variaveis de custo (p,q) para simplificar (5.9).
Multiplicando a primeira equacao por p, a segunda por ¢, utilizando as identidades

de Green e somando o resultado, chegamos na condigdo em que o par (p,q) deve
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satisfazer o problema

_% — Ap —q = alk:(H - 0 )2k_1 €m Qv
Jq op
~5 l@ — Aq
—Fy(z,t,9)q = aom(p — pa)* " em Q, (5.10)
dp 0dq
B = o = 0 em S,
p(T)=q(T)=0 em ).

Multiplicando a primeira equagao em (5.10) por 6* e a segunda por ¢*, usando a

formula de Green e somando obtemos
// p(g — f)dzdt = // (kay (60 — ed)%—le* + mas(p — god)Qm_lgo*)dmdt.
Q Q

Portanto de (5.9) concluimos que

//Q(p +sN 2N (g — f)dedt >0

para todo g € Uyy. O
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