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Introducao

A presente dissertagao tem por fito construir a Transformada de Nahm de certos fibrados de Higgs estaveis so-
bre superficies de Riemann que nio sejam elipticas (ou CP!). Outro objetivo, j4 algo implicito na distribuigao
de tépicos, é prover uma exposicao concisa das ferramentas empregadas na construcao da Transformada —
que quicd serd 1util aos alunos que desejem ser introduzidos & area. Alguns tépicos receberam tratamento
mais detalhado (como as segoes 1.1, 1.4, 2.1, 3.3 e 4.2) enquanto outros merceram, por inépcia minha, uma
breve descrigao dos seus resultados que efetivamente empregamos na Transformada (como 3.1, 5.3, 5.4, 6.2
e 6.3).

O publico-alvo deste texto sao alunos de Matematica com alguma familiariedade com os rudimentos da
Topologia Algébrica e da Geometria Diferencial. Espero assim que ele seja acessivel a quaisquer alunos (quer
do final da graduacdo ou do inicio da pés) que porventura se interessem por este assunto com tantas, e
tamanhas, conexdes com os mais distintos ramos da Matematica, como Geometria Algébrica e problemas de
moduli, Teoria de Calibre e Fibrados Estaveis.

O conceito de fibrado de Higgs tem sua origem (simultdnea) na teoria de deformacoes de estruturas
geométricas [45] e na reducao dimensional das equagdes de Yang-Mills [21]; é esta dltima a abordagem que
damos ao assunto, e que prové o contexto do problema que nos propomos a resolver.

Fixado um fibrado Hermitiano E sobre 4-variedade Riemanniana M, podemos considerar o funcional de
Yang-Mills

V — — TI’(FV/\*Fv)
M

cujos pontos criticos sdo chamados de instantons. O caso M = R* é de particular interesse por ser o modelo
local de 4-variedades; podemos nos perguntar entao pela existéncia de instantons que sejam invariantes por
subgrupos A de R*, os quais sio da forma Z* x R*~*. Invaridncia por A nos permite reescrever as equacoes
de Euler-Lagrange para o funcional de Yang-Mills como uma equagao para uma conexao e para um campo de
endomorfismos num fibrado sobre uma k-variedade. Para cada escolha de A C R* é possivel estabelecer uma
correspondéncia entre fnstantons em R* que sdo invariantes por A e fnstantons em (R*)Y que sdo invariantes
pelo subgrupo dual AY = Hom(A, Z); esse é o principio geral da Transformada de Nahm (cf. [27] para uma
exposicao detalhada).

Essencialmente, um fibrado de Higgs £ sobre uma superficie de Riemann ¥ consiste de um fibrado
holomorfo E, munido de uma 1-forma holomorfa # a valores nos endomorfismos de E. Quando consideramos
FE munido de uma conexao unitaria que satisfaz uma determinada relagao com o campo de Higgs 6, £ pode
ser visto como uma solucao das equagoes de Hitchin, como definidas em [21], sendo assim o objeto geométrico
obtido da reducao dimensional das equagoes de anti-autodualidade para a dimensao 2.

Embora em principio a ezisténcia da Transformada de Nahm seja conhecida para qualquer subgrupo,
suas propriedades analiticas variam drasticamente com a escolha particular de A. Em [24],[25] e [26], Marcos
Jardim estudou o caso A = Z? x R2?, no qual a transformada de Nahm relaciona fnstantons duplamente
periddicos e fibrados de Higgs sobre superficies de Riemann de género 1. Nesta dissertacao, consideramos
uma generalizagao das construgoes de Jardim para superficies de Riemann de género pelo menos 2.

Como todos os objetos em questao sao algébricos, nés nos valemos de iniimeras construgoes da Geometria
Algébrica; em particular, a escolha de um ponto em ¥ permite mergulhé-la holomorficamente em seu toro
Jacobiano J. Uma observagao crucial neste ponto é a de que J admite uma descrigao natural como espaco de
moduli de fibrados de linha holomorfos e topologicamente triviais em 3. Se J¥ denota a variedade abeliana
dual a J, J também pode ser pensado como o moduli de tais fibrados em JV, e vice-versa. Esta dualidade



entre J e JV se codifica no feixe de Poincaré P — J x JV : a restricdo de P a J x {n} coincide com o
fibrado de linha 7 — J, enquanto a restrigao a {¢} x JY é o fibrado £~ — JV.
Através desse feixe nés podemos considerar uma familia de fibrados de Higgs estdveis sobre ¥ parame-
trizados pelo fibrado cotangente de JV :
T*JV 3¢~ & (1)

Fixadas estruturas spinoriais compativeis em X e J, a cada tal fibrado &£ associamos um operador diferencial
eliptico de primeira ordem D¢, que se obtém "perturbando’ o operador de Dirac canénico. Voltamo-nos entao
a uma descricao algébrico-homoldgica de estabilidade para concluir que, quando £ tem grau nulo, cada D,
¢ injetor. Esse vanishing theorem, aliado a maquinaria do Indice de Atiyah-Singer, permite concluir que o
quasi-fibrado ker(D;) é de fato um fibrado E sobre T*JV , que possui uma conexao natural V algumas de
cujas propriedades nos pomos a estudar. Mais espec1ﬁcarnente, nosso principal resultado é o seguinte :

Teorema Principal. A Transformada de Nahm de um fibrado de Higgs estdvel de grau nulo sobre uma
superficie de Riemann de género pelo menos 2 € um fibrado Hermitiano munido de uma conexdo unitdria
hiperholomorfa que nao tem fatores planos, e estende a um fibrado holomorfo sobre P (T*JY x C).

Um precedente ilustre para as consideracoes que empreendemos nesta dissertacao se encontra na tese
de doutoramento de Garcia-Prada ([12, Secao 4.4]), que pela primeira vez conjecturou que a transformada
de Nahm de uma conexao Hermitian-Einstein em ¥ deveria ser também Hermitian-Einstein, conjectura
essa que é resolvida pela primeira vez neste texto. E imprescindivel mencionar que, além da intuigao
impressionante e das idéias excelentes do Marcos, nos guiaram nesta dissertacao (e conseqliente artigo, ainda
por submeter) os trabalhos de doutoramento [24]-[26], pela inspiragdo analitica, e o trabalho recém publicado
por Bonsdorff ([7]), que é na verdade uma versdo geometrico-algébrica do presente trabalho, cujos resultados
recuperamos — com a vantagem adicional de nossa Transformada ter uma conexao natural com propriedades
que apontam, via Transformada de Fourier-Mukai como considerada por Donaldson [10, Ch. 3], para a
possibilidade de inverter essa construgao. Se isso for de fato possivel (cf. conjectura ao fim da tese), seria
imediata a demonstracao de que fibrados estdveis de grau nulo sobre uma superficie de Riemann estendem
(holomorficamente) a sua Jacobiana — o que proveria uma consideravel generalizagao da descrigao de J como
moduli simultineo de fibrados de linha holomorfos e topologicamente triviais para X e JV. Mas por ora nao
existe argumento algum que corrobore esse devaneio...

Encorajamos (eventuais) leitores que desejem discutir o conteido desta exposigdo, fazer sugestoes ou
apontar erros (que seguramente hd) a escrever para frejlich@gmail.com.
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Resumo - Abstract

Resumo

Construimos a transformada de Nahm de um fibrado de Higgs estdvel de grau nulo sobre uma superficie
de Riemann de género pelo menos 2. Para tanto, empregamos a Teoria do Indice de Atiyah-Singer e um
vanishing theorem que segue da hipdtese de estabilidade do fibrado.

O principal resultado é que o fibrado transformado é hiperholomorfo e sem fatores planos. Desse modo
nao s6 recuperamos os resultados algébricos de [7] e os de [12] para o caso # = 0 como também provamos
uma descri¢ao mais detalhada da estrutura geométrica da transformada — o que, aliada as técnicas de [10]
sugere que ela possa ser invertida.

Palavras-chave: Superficies de Riemann, Fibrados Estaveis, Teoria do I/ndice7 Transformada de Nahm,
Transformada de Fourier-Mukai, Variedades Hiper-Kéhler, Variedades Abelianas, Conexoes Hiperholomorfas.

Abstract

We construct the Nahm transform of a stable, degree-zero Higgs bundle on a Riemann surface of genus at
least 2. Atiyah-Singer’s index theorem is the basic tool employed, along with a vanishing theorem which is
due to the stability hypothesis.

Our main result is that the transformed bundle is hyperholomorphic and without flat factors. This not
only recovers the algebraic results of [7] and that of [12] for the case # = 0, but also provides a more de-
tailed description of the geometric structure of the transformed bundle. Such results suggest that this Nahm
transform can be inverted, cf. [10].

Key-words:Riemann surfaces, Stable bundles, Index Theory, Nahm Transform, Fourier-Mukai Trans-
form, Hyperkahler manifolds, Abelian varieties, Hyperholomorphic connections.
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Capitulo 1

Fibrados I : Holonomia e
Universalidade

1.1 Holonomia em Fibrados Principais

Seja G um grupo de Lie que age suave e livremente a direita numa variedade P, com quociente 7w : P —
P/G ~ M, onde M é variedade diferencial. Diremos que 7 : P — M é fibrado G-principal sobre M se

existir cobertura aberta 4 = {U,} de M e difeomorfismos G-equivariantes 7=1(U,) Yo, U, x G que cobrem
a identidade. Isto é, temos diagrama comutativo

> P
pri iw iﬂ
U, o

com

Ya(p) = (n(p), ¢(p)) (1.1)
d(pg) = ¢(p)g (1.2)

Um morfismo entre um fibrado G-principal P — M e um fibrado G’-principal P’ — M’ é uma tripla de
setasPLP’, [epmayel eMi»M’, com

F(pg) = F(p)e(g)
o F = fom

Se fixamos ¢ como a identidade de G, ganhamos Prin(G), a categoria de fibrados G-principais. Fixando

f = 17, obtemos a subcategoria Priny; (G) de fibrados G-principais sobre M. Se P L, P’ 6 um morfismo
em Priny/(G), observamos que f|p, define isomorfismo nao-natural P, ~ G ~ P, : dado py € P,, todo
p’ € P, é escrito unicamente na forma p’ = f(po)gy = f(pogy); a regra p’ — g,y é continua e portanto
p' — pogy inverte f|p,. Portanto todo morfismo em Priny (G) é isomorfismo. De modo andlogo, toda
secao global de um fibrado principal o trivializa. Um exemplo emblemédtico de fibrado principal é dado
pelo revestimento universal M de uma variedade M, que é 71 (M)-principal. Um campo vetorial X em G é
dito invariante a esquerda se a traslacdo a esquerda por qualquer elemento o preserva : Ly, X = X. Cada
tal campo é determinado por seu valor em g = 1, e portanto o subespaco linear de campos invariantes a
esquerda, L(G) C X(G), tem a mesma dimensdo de G. Se X € L(G) é o gerador infinitesimal do grupo a
1-parametro de difeomorfismos ;, entao invariancia a esquerda significa apenas que

Lyopi=pr0L,

15



16 CAPITULO 1. FIBRADOS I : HOLONOMIA E UNIVERSALIDADE
para cada t. Portanto se Y é outro campo invariante a esquerda, temos
1 1
Ly [X,Y] = Ly, (thH(l) n Y - got*Y)> = (thrr(l) n (LgsY — Lg*gpt*Y)>
1
= (lim n (LgY — cpt*Lg*Y)) =[X,Y]

de onde se conclui que [-,-] dd a L(G) uma estrutura de dlgebra de Lie. Temos a aplicagdo exponencial
exp: L(G) — G

através da qual definimos aplicacdo o : L(G) — X(P) por

d
p— S (rexp (1)),

que se vé ser linear ja que
exp (t (A + B)) — exp(tA) exp(tB)

¢ da ordem de t2. Dados p em P e X em L(G), o(X)(p) = 0 significa que p é fixado por cada exp(tX); como
supomos a a¢ao livre, isso equivale a dizer que exp(tX) = 1 para cada ¢, ou seja, que X = 0. Assim obtemos
isomorfismos lineares

0yt L(G) — T (x~" (xp))

para cada p € P. Esses isomorfismos lineares determinam isomorfismos de algebras de Lie, pela seguinte
razao : se Y é o gerador infinitesimal de v e ¢ é um difeomorfismo, entao ¢,Y é o gerador infinitesimal de
¢ o1 0 ¢~ Em particular,

P pgexp(tX)g ™! = RyRexpix) Ry
é gerado por

pr— % (peXp (t Ad(g_l)X))ti0

onde Ad(g~?') : L(G) — L(G) denota a diferencial da conjugacdo por g~', h —— g~ thg. Chamamos a
imagem de o, de subespaco vertical em p, e a atribuigdo p — 0,(L(G)) de distribuicdo vertical v. Uma
conezdo I' em um fibrado G-principal P — M é uma escolha de uma distribuicao regular (dita horizontal)
G-invariante em P que em cada ponto p seja um complemento direto a distribuicao vertical : I'), ® v, = T, P.
Essa decomposi¢ao induz decomposigao tnica de campos em P em suas componentes vertical e horizontal :
X =vX + hX. Fixada uma conexao I' em P, podemos usar os isomorfismos ¢, para definir uma 1-forma w
em P a valores em L(G), através da regra

w(X)(p) =0, (vX(p))

Observamos que (1) woo = 11y, que (2) o niicleo de w tem posto constante igual a dim M (e neste caso define
precisamente a distribuicdo I'), e que tomando w(X) = 0(4) (Rgw)(X) = (Rgww)(c(4)) = w(o(Ad(g71)A4)),
i.e., vale a relacdo (3) Rgw = Ad(g~Y)w. Reciprocamente, dada uma 1-forma w que satisfaca as condigoes
(1) — (3) listadas acima, a atribuigdo p — kerw, define uma distribuigdo suave que complementa a vertical
(por (1) e (2)), e que é G-invariante por (3). Uma terceira maneira de descrever conexdes é notando que a
restricdo de 7, a I', define um isomorfismo linear sobre T';, M, e portanto uma bijecao entre campos vetoriais
em M e campos vetoriais em P que estdo no nicleo de w (ditos horizontais). Nestes termos, uma curva
«a : I — P é dita horizontal se sua velocidade é localmente restricao de um campo horizontal em P, e
nesse caso, « se diz levantamento horizontal da curva moa comegando em «(0). Pelo Teorema Fundamental
das Equagoes Diferenciais Ordindrias, toda curva suave por partes a : (I,0) — (M, wp) possui um tnico
levantamento horizontal que principia em p. Portanto a conexao I' determina em cada p uma aplicacio’

LH, : (M, 7p)" — (P,p):0)

1 Ainda que a notacéo nio explicite, consideramos apenas curvas suaves por partes quando escrevemos exponenciais.
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cujas velocidades geram a distribuigdo I' ao variarmos p. Ressaltamos que (1) m o LH, = 1, que (2)
LH, (n(ImLH,)) = ImLH, e que (3) R; o LH, = LH,,. Novamente, uma qualquer tal aplicagdo que
verifique essas trés propriedades define uma conexao em P. Dada qualquer a € C(x) = (M,z)9, defini-
mos o transporte paralelo entre x e a(1) ao longo de a,

7(a) : 77 (z) — 7 (a(1))

por 7(a)(-) = LHy(a)(1). Se b € C(a(1)), denotamos por ab o caminho obtido ao concatenar a e b. Segue
da unicidade de curvas integrais de EDOs que

LH,(ab) = LH,(a)LH,1)(b)
e em particular que

p=LHy(aa™") = LH,(a)LHy1y(a™")
= LHy(a)"' = LH,1)(a™")

Portanto 7(a) define isomorfismo 7~ !(2) — 7~ !(a(1)) para cada escolha de a. Ao restringirmos o dominio
de 7 ao grupo de lagos em z, Q(z) = (M, z)79D temos 7(a) € Aut(r~!(z)), sendo este tltimo isomorfo
(ndo-naturalmente) a G. Podemos realizar 7(Q(x)) = ®(x) (dito grupo de holonomia em x) como subgrupo
de G através da escolha de um ponto em 7 ~1(x) (o que corresponde a fixar a unidade dessa fibra) : escrevemos
Tp para a aplicacao

Q(mp) — G

determinada por
pTp(a) = LHy(a)(1)
A escolha de outro qualquer ponto ¢ na mesma fibra de p, digamos p = R,q, implica por R, o LH,(a) =
LHp,p(a) a identidade
Tpg = Ad(g_l)Tp

Em outras palavras, construimos uma correspondéncia entre fibrados G-principais com conexao sobre M e
tipos de isomorfismo de representacoes de Q(x) em G. No que segue, analisaremos essa correspondéncia em
maior detalhe.

Um primeiro incomodo aparente da construgao apresentada é a escolha arbitraria de um ponto base z.
Dedicamo-nos a mostrar que tal escolha (assim como outras que discutiremos mais adiante) é imaterial :
suponhamos dados pontos p e ¢ sobre fibras distintas, e um caminho A entre 7p e 7gq. E evidente entdo que

Q(rq) — Q(mp)

a— dai"!

determina um isomorfismo entre esses dois grupos. Consideremos 7,(\) € 7~*(7q), que ¢ da forma qg para
algum g € G. Entao
LHP(AQAA) = QLHq(a)gil

i.e., vale

Tq = Ad(Tp()‘)_l)Tp

o que mostra que o tipo de isomorfismo de 7, é constante sobre P. Um outro tipo de invaridncia que
deverfamos ser capazes de mostrar é sobre o tipo de isomorfismo de (P, T"). Mais especificamente : se (P’,T")
é um outro fibrado G-principal com conexao sobre M, e construimos representacoes 7,7 : Q(z) — G a
partir dos dados de (P,T') e (P, T"), respectivamente, terdo 7 € 7 0 mesmo tipo de isomorfismo ? A resposta
é sim; se (F,p) : P — P’ é um isomorfismo de fibrados G-principais com conexo (i.e., além de ser um
isomorfismo de fibrados principais, (F, ¢) mapeia a distribuigdo I' sobre a distribuigdo I'') e a € C(x), é facil
ver que
LH;(p)(a) = Fo LHy(a)

e portanto

o) = $°Tp
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onde ¢ é um automorfismo de G, o que termina de mostrar que nossa correspondéncia desce a tipos de
isomorfismo de fibrados G-principais com conexao. Desejamos mostrar que essa correspondéncia é, em
realidade, biunivoca. Comecemos nossas consideragoes pela acdo 6bvia de Q(z) em C(z) :

C(z) x Qz) — C(x)
(A, a) — a '\

Essa acdo é claramente livre?, e temos

evi : C(z) — M
1: A= A(D)

que é preservada pela acao de Q(z). Trata-se de um fibrado Q(x)-principal, cf. [16]. Tomemos entdo uma
representacao (continua)
p:Qz) — G

e definamos o quociente

P,=C(z) x G/ ~
(A g) ~ (a='X, p(a)g)

onde a percorre (z). Essa é uma variedade diferencial em que G age naturalmente a direita :

P, xG— P,
([(X, 9)], h) — [(A, gh)]

Como (A, gh) = (a™'A\,p(a)g) = a =1 = h = 1, essa agao ¢ livre, com quociente P,/G precisamente M.
Observemos que se nos ¢ dado ponto [(A, g)] € 7~!(y) (e portanto A é caminho entre e y), todos os pontos de
771 (y) se atingem mediante a agao de G, e P, — M é localmente um produto G-equivariante (decorréncia
imediata de ser C(x) — M fibrado Q(x)-principal). Definimos pois fibrado G-principal P, — M, em que
podemos definir uma conexao I', determinando que levantamentos de curvas em M chamamos de horizontais.
O procedimento é o seguinte : suponhamos que vy seja curva em M ligando y a z, e fixemos um qualquer A
em C(z) que termine em y. Entao [(\, g)] determina qualquer ponto em 7~ !(y) mediante escolha adequada
de g. Se denotamos por 7; (a reparametrizacao d’) o caminho « restrito a [0,¢], se ¢ > 0, e 79 = y, definimos
LHf, () por

LH{, o (7) :t— [(A, 9)]

Essa defini¢ao claramente independe do representante [(\, g)] escolhido; dado um qualquer outro [(a=1 ), p(a)g)]
os "levantamentos horizontais’ t — [(Ayt, g)] e t — [(a=* Ay, p(a)g)] coincidem. Essa construcio de fato
determina uma conexao porque estabelece correspondéncia biunivoca entre curvas ’horizontais’ que princip-
iam num dado ponto p da fibra, e curvas quaisquer que comegam em 7p, € porque Rj o LH[‘EM])] LH[(A,gh)]
Portanto construimos, a partir de uma representacao p : Q(x) — G, um fibrado G-principal com conexao
P, — M. Uma primeira observagao importante é a de que o tipo de isomorfismo de (P,,T',) sé depende do
tipo de isomorfismo de p. Pois se ao invés de tomarmos p escolhéssemos p’ = hph™!, nossos fibrados (P,,T',)
e (Py,T',) seriam isomorfos, ja que

R C(z)XGHC( ) x G

determina aplicacao P, — P,

Y ([N 9)])a= @'\ p'(a)hgh™) = (a7 A hp(a)gh™") = ¥ ([(, g)]a)

2Existe uma questdo tecnicamente mais sofisticada quanto a essas duas variedades de dimensao infinita. Para obter uma
estrutura diferencial em C(x) precisamos identificar dois caminhos se eles diferem por reparametrizacdo, i.e., se diferem por um
homeomorfismo orientado I — I; cf. [16]
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que é evidente isomorfismo de fibrados G-principais, e que ¥ é compativel com as conexoes envolvidas por
conta da identidade :

LHY () = [ hgh ™)) = v (LHT, ) (1))

E se tivéssemos comegado com uma representacio de Q(y) ao invés de uma de Q(x) ? Poderfamos gerar
fibrados com conexao com tipo de isomorfismo distinto ? A verificacdo de que isso ndo ocorre passa pelas
constatagoes que seguem. Em primeiro lugar, concatenacao a esquerda por um caminho A entre x e y
define um difeomorfismo A : C(y) — C(z) que preserva o ponto final, e conjugacdo por A define iso-
morfismo Ad(A) : Q(y) — Q(x). Observemos que A(b~1y) = M1y = ()\b)\’l)fl Ay = A(y) (Ad(N\)b),
ie, (A,Ad(N)) : C(y) — C(x) é isomorfismo de fibrados principais sobre M. Supondo que construimos
(P,,T,) a partir de uma representacao p’ : Q(y) — G, definimos p : Q(xz) — G por

pla) = p'(A""ad)

Entao observamos que A x 1 desce a morfismo de fibrados principais P, — P,, pois

Ax [y, gly) = (M, gl,) = (((AD(A)B) ™ Ay, p(Ad(A\)b)gl,) =
=Ax 1([b"y, 0 (b)gl,)

que é compativel com as conexoes :

/

o TP
(Ax1)o LH[%g]p/ (0) = LH[M,Q];:

(A9)

de onde se infere que (P,,I',) e (Py,I',) tém o mesmo tipo de isomorfismo. Desejamos agora mostrar que as
correspondéncias que estabelecemos entre tipos de isomorfismo de fibrados G-principais com conexao sobre
M e tipos de isomorfismo de representagoes de Q(pt) — G s@o mutuamente inversas. Comecemos com
uma tal representagao p : Q(pt) — G, e construamos (P,,I',). Pelo que expusemos, é suficiente mostrar
que a holonomia de (P,,I',) num dado ponto é isomorfa a p. Fixemos entdo p = [(pt, g)] na fibra sobre pt,
tomemos lago a € (pt) e percebamos que seu levantamento horizontal é

t— [(at, 9)]
donde

pmp(a) = [(a,9)] = [(pt, p(a)g)]
= g7p(a)g™" = p(a)

e desse fato recuperamos (o tipo de isomorfismo de) p. Se comegamos com (P,T'), dele construimos a
holonomia p : Q(pt) — G e entdo geramos (P,,T',), é simples construir um isomorfismo 1 entre (P,,I',) e
(P,T). Para tanto basta fixar um ponto p em P sobre pt e impor

¢ ([(A, 9)]) = LHpg(M)(1)
A boa-defini¢do dessa aplicagdo segue de
LHypa)g(a™'A) = LHy(a™ ") LH,yp0)-1(N)pla)g
= LH,p(a)g(a " A)(1) = LHpe(N)
E evidente que ¢ define entdo sobrejecao suave sobre P, e 1 é também injetora pois se

¥ ([(\9)) =4 (N, g")])

temos que XA € Q(pt) = ¢ ([(A, 9)]) = ¥ ([(V, p(MA71)g)]) e portanto os levantamentos horizontais
de ), iniciados em pg’ e em pp(N'A71)g coincidem; i.e., ¢’ = p(MA71)g e logo [(A, g)] = [(V,¢")]. Que ¥
determina um isomorfismo de fibrados G-principais segue imediatamente da identidade

LHyg(v) = LHy(7)g
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e a compatibilidade com as conexoes envolvidas provém da relagao

¥ ([(v,9)]) = LHpg(7t)

i.e., ¥ mapeia curvas horizontais em curvas horizontais. Em resumo :

Teorema 1. Dada variedade M, existe correspondéncia biunivoca entre tipos de isomorfismo de fibrados
G-principais com conexdo sobre M, e tipos de isomorfismo de representagoes do espago de lagos Q(pt) (pt
um qualquer ponto de M) em G.1

O belo livro de Kobayashi e Nomizu [29] traz um estudo detalhado e acessivel sobre fibrados principais
e associados e suas conexdes. As questdes delicadas envolvendo a estrutura diferencial de C(z) sio
discutidas, por exemplo, no artigo de Hamilton [16].

1.2 Teoremas de Integrabilidade e Conexoes Planas

Uma distribuigao (regular) D de posto n em uma variedade (n + k)-dimensional M é uma atribui¢do suave
de subespacos n-dimensionais tangentes a M. Ou seja : para casa p € M temos um n-plano D, C T,,M,
e a regra p — D, é suave. Localmente, D é gerado por n campos vetoriais Xi,..., X,, de M, i.e., cada p
estd num aberto onde sao definidos n tais campos, e o subespaco linear que eles geram em cada q de U é
precisamente D;. Dualmente, uma distribuicdo D é sempre localmente descritivel como o ntcleo de uma
1-forma de posto constante w € T' (T*M ® V), para algum espacgo vetorial V.

Uma subvariedade N de M é dita integral para a distribuicao D se T, N = D, para cada p em N, e
integral mazimal se N nao é subvariedade propria de uma outra subvariedade integral para D. A distribuicao
se diz integrdvel se todo p € M mora numa subvariedade integral maximal.

Evidentemente, 1-distribuigoes nada mais sao que campos vetoriais suaves, e o teorema classico das EDOs
diz que, por cada ponto de uma 1-distribuicao X passa uma e uma unica subvariedade integral maximal. Em
outras palavras, toda 1-distribuicao € integravel. Outro exemplo de distribuicao sao conexoes em fibrados
principais. No entanto, a diferenca de 1-distribuigoes, distribuicoes de posto mais alto nem sempre sao
integréaveis.

Exemplo 2. Consideremos o campo vetorial X em R3, onde

Y
X(xayvz): -z
1

e D a 2-distribuicao D), = X (p)*. Entdo ndo existe variedade integral de D passando por 0, pois se N fosse
uma tal variedade, poderiamos encontrar um lago pequeno v em N que circunde o eixo de simetria z — mas
a componente z da velocidade de v deve ser positiva em cada ponto, e portanto v nao pode ’fechar’.l]

Uma condicao evidentemente necessaria para a existéncia de subvariedades integrais para uma dis-
tribui¢do D ¢é involutividade : se D é gerada por Xj,..., X, num aberto U, os colchetes de Lie [X;, X]
se devem escrever como combinacao linear dos X;’s. Na realidade, essa condigao é também suficiente para
que D seja integravel:

Proposicao 3. D ¢ integrdvel quando € involutiva, e nesse caso apenas.

Demonstracao. De fato, a propriedade de uma distribuicao ser ou nao integravel é obviamente local, e
podemos portanto nos restringir ao caso M = R"*¥, Observemos que D = Span{Xy, ..., X,,} ser integravel
num entorno da origem significa que ai existe um sistema de coordenadas x1, ..., Tpn, Tpi1, -y Ttk €M quUE
D = Span{(,)i‘%,17 e %} Supondo a distribui¢do involutiva, construiremos tais coordenadas por indugao
sobre o posto de D. O caso n = 1 é, como ja dissemos, o Teorema das EDOs. Para o caso n > 1, aplicamos o
teorema para supor que X,, = =2—. Podemos supor que a coordenada x, é constante na direcio dos campos

0Ty,
X1, ..., X1, pois do contrério corrigimos os X;’s (i < n) por meio da regra

X;— X; — Xi(x,) X, parai<n
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Segue daf que z,, é constante na direcdo de [X;, X;] sempre que i e j forem menores que n, pois [X;, X;|z, =
X (Xjzn) — X; (Xizp,). Se D' denota Span{Xj, ..., X,,_1}, concluimos que, médulo D',

[Xi, Xj] = fi; Xn
novamente para ¢,j < n; como [X;, X;lx,, = 0 segue que f;; = 0 para tais ¢,j. Portanto a distribuicao

D’ também é involutiva. Pela hipdtese indutiva, existe sistema de coordenadas 1, ..., Ynir €m que X; =
0 X 9 _ Pensando X, agora como fungdo z, = x,(y1,..., Ynt+k), a relacio X;(z,) = 0 para

Oy n=1 = 3y,
i < n implica que
ox .
" =0sei<n
y;
Escrevemos entao X, em termos das novas coordenadas :
0 0
Xn=A1—+ .. +App—
oy OYnvk

Sabemos que se i < n, [X;, X,,] = f; X, médulo D’ para alguma funcao f;; mas nas novas coordenadas

_ A0 OAn 0
Jy; Oy 0Yi  OYn+k

e de %IT? = 0 se ¢ < n segue entdo que tais f;’s sdo todos nulos. Isso significa que cada colchete [X;, X,,]
(i < n) estd em D', e portanto

dy T Oy

i.e., as fungoes A,, ..., A+ ndo dependem das coordenadas yi,...,yp—1. Nao sabemos se o mesmo ocorre
com Ay, ..., A,_1, mas se esse nao for o caso trocamos X,, por

parai <n

0 0
X! =Xy — (A= 4t A )
( 1ay1 13%—1

o que é licito ja que Span{Xjy, ..., X,,—1, X, } continua a ser D. Mas agora

0
OYntk

0
X’:L = An(Yn, ~~~7yn+k)% + oo+ Ak WYns s Ynik)
n

é um campo que nio se anula numa vizinhanca da origem em R**1 e novamente pela hipétese indutiva é
ossivel escolher sistema de coordenadas z,, ..., 2 em RFF! em que X! = -2-. Declaramos
M+ Fntk n X
n

w; =1Y; se 1< n

w; =ziseit=n

e agora nas novas coordenadas wy, ..., Wyt temos D = Span{a?U1 S ey %ﬂ}, i.e., D é integravel. m

Recorde que a derivada exterior de uma p-forma 7 pode ser expressa por

dn(Xo, ... Xp) =Y (1) Xin(Xo, ... Xi, .. X))+

+ 3 (D)X, X] Xo, o Xy ooy Xy Xp)

i<j

Em particular, dw(X,Y) = Xw(Y) — Yw(X) —w([X,Y]). Portanto, se X e Y pertencem & distribuigao D,
dw(X,Y) +w([X,Y]) =0, e a condigao de integrabilidade para D se converte em

kerw integravel <= [w(X)=0=w(Y) = dw(X,Y) =0
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Uma conexao I' num fibrado G-principal P — M é dita plana se sua 2-forma de curvatura Fr é identica-
mente nula; i.e., se

Fr(X,)Y)=dw(X,)Y)+wAw(X,)Y) =dw(X,Y) + w(X)w(Y) —w(Y)w(X)
= dw(X,Y) + [w(X),w(Y)] =0

para todos X,Y campos em P. Se tomamos X e Y campos horizontais, temos w(X) = w(Y) = 0, e
Q(X,Y) = 0 significa entdo que dw(X,Y) = 0 — ou seja, a distribuicao T' é integrével se e s6 se é plana. Seja
entao

p:Qppt) — G

a representacao associada a I'. Se H : I x I — M é uma homotopia rel 91 entre v e o caminho constante em
pt, podemos levantar v a LH,(7y) e pt a p, e a existéncia de uma variedade integral N para I' passando por
p diz que também a homotopia H pode ser levantada horizontalmente, ou seja, que a homotopia se dd em
N, e em particular 7,(y) e 7,(pt) coincidem. Isso significa que p fatora por homotopia rel 9I, e é portanto
da forma

p:m(M,pt) — G

Conseqiiéncia imediata é o

Teorema 4. Dada variedade M, existe correspondéncia biunivoca entre tipos de isomorfismo de fibrados
G-principais com conexdo plana sobre M, e tipos de isomorfismo de representacoes de mi M em G.R

A exposicao desta secdo se baseia naquela apresentada em [41], de onde também foi retirado o
exemplo.

1.3 Fibrados Universais

Consideremos um fibrado vetorial E —— M com fibra C", e seja f : M’ — M uma aplicacio de uma outra
variedade M’ em M. Definimos f*E por

*E={(e;m'ye Ex M :me= fm'}

e aplicagoes 7' : f*E — M’, F : f*E — E por restricio a f*E das projecdes E «— E x M' — M'. E
facil ver que também 7’ : f*E — M’ é um fibrado vetorial sobre M’, de mesmo posto que E — M, que

o diagrama

(B L—E

M/#M

é comutativo, e que qualquer outro fibrado vetorial E/ — M’ que torne o diagrama acima comutativo passa
unicamente por f*E — M’ :

Chamamos f*E — M’ de pullback , ou fibrado induzido, de E por f. A caracterizagao universal acima
mostra que f*E — M’ é tinico médulo isomorfismos de fibrados vetoriais sobre M’ pelos argumentos
categdricos que correm & boca pequena. Feita essa observagao, é imediato que se temos M"” — M' — M
e induzimos a partir dessa composicao um fibrado em M", ele é isomorfo ao fibrado obtido puxando E a M’
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pelo segundo mapa, e depois puxando o resultado a M" pelo segundo. E evidente também queid: M — M
puxa um fibrado £ — M para si mesmo. Em suma, temos correspondéncia

MM' N Vect(M/)Vect(M)
fr—f"

functorial contravariante. Afirmamos que :

Proposicao 5. FEssa correspondéncia fatora por MM [M', M], i.e., duas aplicagées homotdpicas
M’ — M induzem fibrados isomorfos.

Demonstrag¢do. Suponhamos entdo que H : M’ x I — M seja homotopia entre f e f'.

(A) Dado E € Vect(M), H*E € Vect(M' x I) admite cobertura trivializante por abertos da forma Uy X I.

Seja {U,} cobertura de M’ tal que, para cada a, hé cobertura do intervalo I por intervalos abertos Vg
em que H *E|U(,><V;’ é trivial. Por compacidade de I, fixado um tal a sé precisamos considerar um niimero
finito de tais f’s; digamos, Vp, V1, ..., V;,. Também é simples ver que podemos encontrar um intervalo fechado
F; dentro de cada V; que cobrem I, e que sem perda de generalidade podemos supor Fy = [0,7] e Fy = [r, 5].
Entao

Ua X Fi x C" % H*E|UQ><Fi

sao as correspondentes trivializacoes, percebemos que
o1 owy Uy x {r} xC* — U, x {r} x C"

é automorfismo do fibrado trivial, e portanto é da forma

et oo (x,1,0) — (2,7, g(2)0)
para alguma g : U, — GL,(C), e portanto é restricao de um automorfismo

¢ :Uy x[0,8] xC* — U, x[0,s] x C"

(@,7,v) — (z,7,9(x)v)
Assim, coincidem em U, x {r} as trivializacoes

w0 : Ua x [0,7] x C" — H"Ely, x[0,]
pro@: Uy x [r,8] x C" — H*El|y, xjr,s

e portanto colam a trivializagao de H* E|y, x[o,s]-

Repetindo esse procedimento com os demais F; (tomar F, que intercepta [0, s] s6 em s etc.) acabamos
por produzir trivializacdo de H*E|y_ x 1.

(B) Como M’ se supbe paracompacto, podemos tomar cobertura localmente finita {U, x I} sobre a qual
H*E se trivializa e particdo da unidade {p,} associada & cobertura {U,}. Com isso queremos dizer que :
(1) cada po : M’ — I é continua e tem suporte em U,; (2) Para cada € M’, p,(z) s6 é ndo-nulo para
um nimero finito de a’s; e (3) Y po = 1 (0 que faz sentido por conta de (2)). Em virtude de M’ ter base

[e3%

enumeravel, podemos supor que o indice « varia sobre N, o que nos permite definir

Yo =0
Yy = Z Pa
agsn

Graph (vn,) = {(z, ¢ (z)) € M' x I}
Notemos que existe aplicagao natural

Graph (wn) - Graph (wn—l)
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e que se trata de um homeomorfismo. Como também ,, coincide com t,,_1 em M'\U,, segue que

H” E|Graph (o )\Un xI = H " E|Graph (v, 1 )\Un x 1

Mas H*E|y, x1 é trivial, de modo que existe isomorfismo

H*E|Graph(s,)nUn x1 ——> H* E|Graph(s, 1)U x 1

| |

Graph (¢,) N U, x I — Graph (¢,—1) NU, x T

e portanto podemos colar

H" E|Graph(u)\Unx1 = H " E|Graph(sn_1)\U, xT

H*E|Graph(d)n)ﬂU” xI — H*E|Graph(1[)n,1)ﬂUn xTI

num unico isomorfismo

H*E‘Graph(d;n) —= H*E|Graph(wn—l)

l |

Graph (¢,) — Graph (¢,,—1)
(C) Quando M’ é compacta, 1, = 1 para algum n, e entdo h = hq o ... o h,, define isomorfismo
H*E|ppxg0y = H* ElGraph(ve) = H Elaraph(y,) = H Elar < (1}

Se M’ nao é compacta, observamos que cada seu ponto z tem uma vizinhanca V que sé intercepta um
numero finito de U,, digamos, Uy,,, ..., U,,, , € portanto

h(e) = (haslv) 0 ... 0 (ha,

V)

define h para e em fibra sobre x. ®

Definamos Grass,, (C"**), a Grassmanianna de n-planos em C"**, como a colegio dos subespacos lineares
de dimensdo n em C"** (que passam ela origem), munida da topologia induzida pelo mapa que a cada
conjunto de n vetores linearmente independentes em C"t* determina o subespaco que eles determinam.
Pomos

7" (k) = {(I,v) € Grass, (C""*) x C"** . v € 1}

e definimos 7" (k) — Grass,,(C"*¥) pela restricao da projecao no primeiro fator. Esse é o fibrado tautoldgico
sobre Grass, (C"**). Observemos as inclusdes naturais

Grass,, (C") < Grass,, (C" T+ 1)
(k) =" (k+1)

através das quais podemos definir

a que se da a topologia do limite direto.
Afirmamos que :

Proposigao 6. v* — Grass,(C) é um fibrado universal no seguinte sentido : se E — M ¢ um fibrado
vetorial complexo de posto n, entido E € isomorfo a f*(v™) para algum f : M — Grass,(C).
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Demonstracdo. Suponhamos que nos sejam dados n-fibrado vetorial E — M e aplicagao continua g : £ —
C™ que é injetora em cada fibra. Entao g(F,) € Grass,(C™). A regra f :x —— g(F,) define aplicagao
continua M — Grass,, (C™) que é recoberta por

E —4"(m—n)
E, > e— (f(x),9(e))

Podemos agora considerar f* (7" (m — n)), que é entao isomorfo a E. Portanto todos os n-fibrados vetoriais
que admitem injecdo linear fibra-a-fibra em C™ sao induzidos de 4™(m — n) por alguma aplicagdo M —
Grass,, (C™). Mostremos entao que todo n-fibrado vetorial sobre M (paracompacta) admite uma tal inje¢ao
quando tomamos m — 0.

O primeiro caso a considerar é quando F é trivial; nesse caso se obtém uma ébvia g tomando m = n.
O segundo caso é o de quando existe cobertura trivializante finita Uy, ..., Uy de E — X; uma particao da
unidade subordinada a essa cobertura permite definir g com m = nk. No caso geral, a cobertura {U;} é
infinita e g se define em @C™.

K3

Portanto
[M, Grass, (C)] o f — f*y™ € Vect(M)
é uma bijecao. Também é simples ver que se temos h : M — M’, os morfismos induzidos

Vect(M)" — Vect(M)

[M', Grass,, (C)] — [M, Grass,(C)]
se correspondem através da bijecao que definimos, de modo que se trata de uma bijecdo natural. m
Dizemos entao que v — Grass,,(C) é o fibrado de n-planos universal.
Observagao 7. O argumento permanece inalterado se, ao longo de cada passo, substituirmos C por R.
Trata-se na verdade de um fato muito mais geral. Dado um grupo de Lie G, construimos um fibrado G-
principal EG — BG com a propriedade de que todo fibrado G-principal P — M ¢ induzido de EG — BG
por uma aplicacao M — BG. Dados espacos topologicos X e Y, sua jungao X xY é
XxYxI
onde {z} xY x {0} ~ {2/} x YV x {0} e X x {y} x {1} ~ X x {y'} x {1}. A principal utilidade do produto
de jungao é a seguinte : se X e Y forem complexos CW n— e m—conexos, respectivamente, entao X =Y é
(n 4+ m + 1)-conexo. No caso de um grupo de Lie conexo G, sua n-ésima jungao G,y = G* G ... x G ¢é
(n — 1)-conexa, e possui 6bvia acdo & direita por G. Definimos EG por

EG =lim G*(n)

XxY =

que é entdo contrictil e carrega acdo natural & direita por G. Entao pomos BG = EG/G e temos fibrado
G-principal natural EG — BG. O fato que esse fibrado é universal segue da contractibilidade de EG : se
P — M é um fibrado G-principal, é possivel encontrar uma aplicacdo G-equivariante P — EG (cf. secao
sobre teoria de obstrucdo), e portanto um diagrama da forma

p—Y>Eq
M/#BG

e portanto P recobre (G-equivariantemente) f*EG, e a ele é isomorfo (ja que define isomorfismo fibra-a-
fibra). Observamos ainda que E'G ser contrictil significa que, na seqiiéncia exata longa de fibragao

.. — TG — T, EG — . BG — mp_1G — ...

temos isomorfismos 7, BG — 751G para cada k. Portanto, se G é n-conexo, BG é (n + 1)-conexo. Em
particular, se G é contractil, BG é contractil (e portanto todo fibrado G-principal é trivial).

Detalhes mais precisos podem ser encontrados em [23], [33], [46] e [32].
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1.4 Fibrado de Poincaré

Seja V um espacgo vetorial real de dimensao par (com a estrutura complexa e métrica usuais) e A um seu
reticulado maximal. Definamos o reticulado dual por AV = {n € VV :n(A) € Z},e Je JY por V/Ae VYV /AY,
de maneira que as projecdes V — J e V¥ — JV sejam isometrias locais. Claramente J ~ (S!)dim=V ~ jVv
como variedades diferenciais, e ambas tém estrutura de variedade complexa. Tome L. — J um fibrado de
linha (complexo) plano, com 1-forma de conexao w. Observemos que tanto J como JV sdo grupos de Lie e
admitem portanto uma trivializagao natural TJ ~ J x V (analogamente, TJY ~ JY x VYV e TVJ ~ J x V'V
etc) e que sob essa identificacao cada n € V'V determina 1-forma a coeficientes constantes em J (dualmente,
cada £ € V define 1-forma a coeficientes constantes em JV). J4 essas 1-formas sao holomorfas e paralelizam
T*J; por razoes dimensionais, toda 1-forma holomorfa em J é cohomdloga a uma tal forma. Cada uma dessas
1-formas determina uma estrutura holomorfa em L, como notamos acima. Os fibrados de linha holomorfos
planos sobre J sao portanto triviais com conexao da forma 77 = d+ 27in; se n e i diferem por um elemento
1 do reticulado dual AV, temos a transformacao de calibre

gu ] — U(1)
[€] — exp(—2mi < p,§ >)

de L — J que leva V" em V71#. Portanto JV parametriza fibrados de linha holomorfos planos sobre J, e
reciprocamente (pela dualidade 6bvia). Por conveniéncia, denotamos por L, — J o fibrado C x J — J
com conexao d- 2min e por LE — JV o fibrado Cx JY — J com conexdo d+27i€. Um modo conveniente
de agrupar essa informacao é o chamado fibrado de Poincaré : trata-se de um fibrado holomorfo P — J x JV
com as seguintes propriedades :

1. P|J><{[n]} ~ Lﬂ
2. Plyggy ~ L
Consideramos em C x J x VV — J x VV a 1-forma de conexao

I x VY3 ([€],n) — 2min

e a acao (livre) de AV nesse fibrado :

He ([5}77730‘) - ([5]377 +:u7g,u([§])a)

Observamos que, cada ([¢], [n]) em J x J possui vizinhanga pequena U (e.g., a imagem do produto de bolas
abertas de raio 3 de representantes pela isometria canonica V x VV — J x JV) que levanta em J x V" a
uma uniao disjunta de abertos isométricos a U,

I U,

HEAY

e a acdo de A >/ mapeia U, difeomorficamente sobre Uy, ,/. A acao é claramente compativel (nessa parte
aberta e AV-invariante) com as transigoes de cartas de Cx J x VV — J x VY 0 que mostra que o quociente
desse fibrado pela acido que acabamos de definir resulta num fibrado de linha complexo P — J x JV.
Desejamos agora constatar que também a conexao definida em C x J x VV — J x VV desce a conexao em
P — J x JV. Para isso, observamos que se (F,V) — Y x Z é um fibrado vetorial com conexao, entao V
se recupera a partir do conhecimento de V¥ = V|1, 7 e VZ = V|y (.}, para cada par (y,z) € Y x Z, pela
férmula

(Vor v)o) (y:2) = (V1,0Y) (2) + (Vis.0%) ()

Tomemos entdo se¢ao o da restrigdo de P a J x {[n]}, numa vizinhanga pequena U de [¢]. A cada tal segao
correspende uma Unica segao

0€F< H UMX{W‘FM},C)

nEAY
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com a propriedade
IuOn = Ontp

Por outro lado, como ja notamos, vale
Iy - V" = YtH

donde segue que
vn—ﬂlon-&-u = (gu : Vﬂ) 9u0n = Gu (vnan)

o que significa que a colegdo {V"0,}av determina secdo local de 1-formas com valores em P. Portanto V7
desce a VI e, nessas trivializacdes locais escolhidas,

vl = d+w,

Por outro lado, tomemos segio o da restrigao de P a {[¢]} x JV no entorno de um ponto [f] e a segao de
Cx{[g]} x VY — {[¢]} x VY. Obtemos assim colegao {04, = secao de C x {[¢]} x V¥ — {[¢]} x V¥ no
entorno de 1 + u}, relacionadas por g,,0, = 0,4,. A regra de derivagao covariante sobre {[{]} x J¥ provém
entao de

gu(€)Vo = Vg, (&)o
— V¢ =d — 27i¢

o que nos fornece a descrigao local

(Vo) ([¢], In]) = do + 2mi (n — §)
=do +2mi Y _ (n;d&; — &dn)

Vemos daf que P néo é plano (e em particular, ndo é topologicamente trivial); de fato, sua curvatura é dada
por

Fo (€], [n]) = 2mi Y (dn; A d€; — d&; A dnyy)
=dmi Y dg; A dn;

(cf. secao sobre classes de Chern).
E evidente entao que P = (P,V) — J x JV tem as propriedades que buscdvamos.
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Capitulo 2

Algebras de Clifford

2.1 Generalidades sobre Algebras de Clifford

Seja V espago vetorial sobre um corpo k munido de uma forma bilinear simétrica ¢ : V. x V — k. Por
conveniéncia notacional, p(z, x) serd escrito como (z).
Definimos a algebra de Clifford associada ao par (V, ¢) por Cl(V, ) =T(V)/Iv(p), onde

T(V)=EPver

k>0
denota a algebra tensorial de V', e Iy () é o ideal bilateral gerado por todos os elementos da forma
vRv—pv)l
onde v € V. Denotamos a imagem de v @ w € T(V) em CI(V, ) por vw; entao

Cl(V, @) x CUV,p) — CI(V,¢)
y

(z,y) — zy
da a Cl(V, ) estrutura de k-dlgebra associativa.

Observagao 8. Se v,w € V, entao
vw 4+ wu = 2p(v, w) (2.1)

Em particular, se {e1,...,en} € k-base p-ortonormal de V', entio Cl(V, ) € gerado como k-mddulo pelos
produtos e;, e, ...€;,, (1 < iy < ... <1k <n)com relagoes

eiej = —eje; sei #j
612 =1

Observemos que se f : V — A é morfismo linear para dlgebra associativa A, e f(v)? = p(v) para cada
vem V, entdo f(v)f(w) + f(w)f(v) = 2¢p(v,w) para cada par v,w em V, e portanto a extensao linear da
atribuigéo vy...vx — f(v1)...f(vg) define homomorfismo de k-dlgebras f’ : CI(V,p) — A por que f fatora,

f = f'oi, onde i denota a composi¢ao V — T(V) LN Cl(V, ). A unicidade de f’ segue do fato que seus
valores em toda a dlgebra CI(V, ¢) se determinam a partir de seus valores em V. Portanto V —— CI(V, ) é

universal no seguinte sentido : fatora por i unicamente todo morfismo k-linear f : V'— A com codominio
uma k-algebra associativa que cumpre f(v)? = ¢(v). Em linguagem de diagramas,

VvV —5ClUV, )

-
v
oo
-
~

A

29
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F(0) = o(v)
Notemos que essa caracterizagao de (V,¢) — CI(V, ¢) por uma propriedade universal garante de imediato
que : (1) Cl(V,¢) é tinica médulo isomorfismos de k-dlgebras; (2) Se f : V4 — Vol é linear e ¢o é produto
interno em V,, f induz f. : ClU(Vi, f*p2) — Cl(Va,p2) e (3) essa correspondéncia é functorial, i.e.,
(fog)s=fiogs, Li=1

As observagoes (2) e (3) acima implicam, em particular, que O(y), o grupo de automorfismos de (V; @),
estende a grupo de automorfismos de CI(V, p).

Existem dois 'morfismos’ canonicos numa &lgebra de Clifford CI(V, ). O primeiro, dito automorfismo
canénico «, é obtido pela propriedade universal tomando A = Cl(V,¢) e f = —i. O segundo, dito an-
tiautomorfismo candnico t, se obtém por A = CI(V,¢)°? e f = i (Se A é uma k-dlgebra associativa com
produto (a,b) — ab, definimos A°P, a dlgebra oposta a A, como sendo igual a A como k-médulo e definindo
o produto oposto axb = ba). No nivel de elementos fatordveis em T'(V'), « e ¢ correspondem respectivamente
as operagoes

V] @V ® ..y — (1) @3 ® ... ® vy (2.4)

V1 QU2 R ..Uy Uy @Up—1 Q... V| (25
O automorfismo « nos permite definir a paridade de elementos da dlgebra de Clifford. Definamos

CI’(V,¢) = {z € CU(V, ) : () = x}

Cl'(V,p) = {a € CU(V. ) : al) = —z}

Evidentemente, temos decomposicao CI(V, @) = CI°(V, ¢) ® C1}(V, ¢), e observamos que essa decomposicao
déd a Cl(V, p) a estrutura de k-superélgebra.
Recordamos que uma k-algebra A é dita k-superdlgebra se existe decomposicao de A em submodulos

o o A
A% @ A com A'AJ C AT (i,j € Zs), e que o produto tensorial de superdlgebras ® é definido do seguinte
modo : dadas superalgebras A° @ A', B® @ B!, pomos

(A®B)° = (4’2 B) & (A’ @ B')

(A®B) = (A2 B") & (A' © BY)
e definimos

AN AN A
A®B=(A®B)"® (A2 B)!

. . A
com (@' @ b)(a @ V') = (—1)dmadimb(a/g) @ (bb'); isso dd a A ® B estrutura de superalgebra. Notemos que
se V=V, ®V; e p(v,v2) = 0 sempre que (vy,v2) € V7 X Va, entdo o mapa

A
f:v— Cl(Vl,Lpl) ® Cl(%,@Q) (26)
(’Ul,’l]g) —— U1 ®1+1®U2 (27)

A
induz isomorfismo de superdlgebras entre CI(V, ¢) e Cl(V1, 1) ® Cl(Va, p3), onde ¢; denota a restrigdo de
¢ a V;. A verificacio dessa afirmacao é imediata : f(vy,v2)? = p1(v1) + @2(v2), f é claramente epimorfismo

linear e as dimensoes de CI(V, ¢) e Cl(V1,¢1) Q% Cl(Va, @) sdo iguais.

Suponhamos doravante que V' tem dimensao finita e ¢ é nao-degenerada. Recordemos da Algebra Linear
que se V é médulo de dimensao finita, existe base ortogonal de autovetores {eq,..,e,} de ¢, p(e;) = ey,
para \; € k. Numa tal base ¢ assume a forma ("Teorema de Lagrange’) :

T Y1 A Y1
T2 Y2 A2 Y2
I R B R ’ ; (2:8)
Tn Yn An Yn

1 Esta notagdo subentende que ¢; é forma bilinear simétrica no k-médulo V;, f : V3 — Vs é k-linear e f*pa = 1, i.e., que
f é morfismo de espagos de produto interno.
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A 1uz desse fato percebemos que

A
CliVip)~ Q) CUVi,pi) (2.9)
i€{l,...,n}

onde V; denota a reta de e; e p; = ¢|y,. Quando V' é unidimensional, é claro da defini¢ao que T'(V') ~ k|e;]
(a dlgebra polinomial livre gerada por e1) e Iy (¢) = k(e? — 1) = CI(V,¢) = kl @ ke;. Portanto é 2-
dimensional a dlgebra de Clifford associada a um espago de produto interno unidimensional. Resulta entao
do Teorema de Lagrange que dimyg V = n = dimy CI(V, p) = 2". Quando k = R, podemos tomar \; = +1,
e sabemos que os uUnicos invariantes de formas bilineares simétricas reais sdo posto e assinatura. Falamos
entao em Cl, , para nos referirmos a CI(RPT? 2% + ... + xi — xiﬂ — = xf)Jrq). Por outro lado, o dnico
invariante de formas bilineares simétricas sobre corpo algebricamente fechado é o posto, e em vista disso
denotamos por Cl,, a élgebra (C™, p) onde ¢ é qualquer forma bilinear simétrica nao-degenerada.

Observagao 9. Um cdlculo elementar mostra que temos isomorfismos de k-superdlgebras Cly g ~ C, Cly 1 ~
R x R, Cly 1 ~ Endg(R?), Clao ~ H, Cly 1 ~ Endg(R?).

Acrescendo a hipdtese de k ter caracteristica nula, para cada r a aplicacao

VxVx..xV—ClV,p) (2.10)
—_——
1
(U1, .eey Up) —> o Z SgN(0)Vg(1) Vo (2) -+ Vor(r) (2.11)
€S,

T

define aplicagdo A"V — CI(V, ¢) cuja imagem estd contida na imagem de @V@“ por II. Além disso, a

k=0
composicao
T r—1
AV —TI (@V@”“) ST (EBV@k) (2.12)
k=0 k=0
é simplesmente
r—1
v1 AUg A ... AUy — V109,00, + 11 (@V®k> (2.13)
k=0

que é evidentemente sobrejetora. Portanto temos sobrejecao linear

AV — P <H (évwf) ST <é§v®k>> ~ CIU(V, p) (2.14)

k=0 k=0

Por razoes de dimensdo, vemos que quando k é corpo de caracteristica nula e (V,¢) for espago de produto
interno finito e nao-degenerado, A*V ~ CI(V, ) . Esse isomorfismo nos leva a concluir que ndo hé outras
relagoes entre os geradores de CI(V,p) exceto e;ej + eje; = 2p(e;,e;). Dito de outro modo : Cl(V, ) € a
k-algebra associativa mais livre com essas relacoes, kle, ..., e,] /{eie; +e;e; = 2¢(e;, e;) }. Concentremo-nos
agora nos casos que nos sao mais caros; a saber, k = R ou k = C. Recorde inicialmente que v (w1 A ... A w;.)
denota a contracao de wy A ... A w, por v; explicitamente

v[(wy Ao Aw,y) = Z(—l)iwl A Ap(wi, ) A oo Awy
i
Definamos entao no espaco linear A*V um produto e definido pela férmula
ve(wi A..Aw,) =vAwA... \Nw, —v](wy A... Awy) (2.15)
para v € V. Se sabemos a expressdo para (v; A ... Avg) e (w1 A ... Aw,) para s < k, observamos que
VA Avp=ve(vaA... Avg)+v](va Ao Aug)

e entao
ve(vag Ao Avg) e (wy A Awy) + (V] (va Ao Avg)) @ (wi A Awy)

prové a expressao explicita para (vy A ... Avg) e (Wi A ... Awy).
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Proposicao 10. CI(V,p) ~ (A*,e) como dlgebras associativas.
Demonstracao. Notamos que temos
f:V—AV
F@) = vA—0]

F@Pwi Ao Awp = =0 A (v]wy Ao Aw,) — o] (VAW Ao Awy) + o] (v]wg A Awy)
= —{oA,v]}w Ao Awyp = p(V)wr Al A wy

Logo f estende a homomorfismo CI(V,¢) — (A*,e) unicamente, que se vé ndo ter nicleo; trata-se pois

de um isomorfismo de &lgebras por conta da coincidéncia de dimensoes. Portanto CI(V, ¢) é tao-somente a

algebra A*V munida do produto ’alternativo’ e, e sob o isomorfismo acima APV ~ CI°(V, ) e APV ~
CIL(V, p).

De por C1*(V, ¢) o grupo multiplicativo de unidades de CI(V, ). Definimos a representa¢io adjunta
Ad : CI*(V, ) — Autp(CL(V, ) (2.16)
Ad, :y — ayx ! (2.17)

E facil ver que se v € V N CI*(V,¢) (0 que equivale a dizer que v € V e ¢(v) # 0) entdo

—Ad,(w) =w — 2@()(01)(;}1)1)) v,weV (2.18)

ou seja, — Ad, age em V como reflexdo pelo hiperplano ker ¢(v,-); em particular Ad, deixa V invariante.
Nada mais natural entdo que definir a representacdo adjunta torcida (twisted),

TAd : CI*(V, ) — Auti(CIU(V, p)) (2.19)
TAd, : y — a(z)yz* (2.20)

que age por v € V em V como reflexao por ker p(v, ). Verificagao direta mostra que
p(Ady(w), Ady(w)) = p(w, w') (2.21)

se (v) # 0, de modo que a imagem da restricao de Ad a P(V, ), estd contida em O(p). (O mesmo para
TAd,,). Definimos T'P(V, ) como o grupo dos z € Cl*(V, ¢) cuja adjunta torcida deixa V invariante. Para
coroar a (longa) cadeia de defini¢oes, chamaremos de Pin(V,¢) o subgrupo de P(V, ) gerado pelos v com
o(v) = 1, e Spin(V, ) sua intersecgao com CI°(V, p).

Observagao 11. Tantos sao 0s nomes que nao € excesso de zelo lembrar que :
CI(V, ) 2 CI*(V,9) 2 TP(V.0) 2 P(V, ) 2 Pin(V, ) 2 Spin(V, ) (2.22)
Proposigao 12. O nicleo da restri¢ao da adjunta torcida a TP(V, p),
TAd : TP(V,¢) — Endg(V)
é so k*1.

Demonstra¢ao. Um x estd no nicleo da adjunta torcida se a(x)v = vz para todo v € V. Decompomos z
em suas partes par e impar = xp + 21 e fixamos base v, ...,v, de V com a propriedade ¢(v;,v;) =0 e
©(v;) # 0. Entao xo pode ser escrito como p 4+ v1q onde p e ¢ sdo polindémios em v, ...,v,, com p par e
g fmpar. Mas «a(zg)v = vrg com v = v; mostra que v%p = 0 e dai que p = 0; i.e., g nado contém termos
envolvendo vy. Procedemos de forma indutiva para concluir que xg nao contém termos envolvendo vs, ..., v,
e portanto é um multiplo da identidade. O mesmo argumento se emprega para xi, assim concluindo que
zek'l. m
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Concluimos que a expressao N(x) = za(z') (z em TP(V,p)) toma valores em k* (pois a(z')x estd no
nicleo da adjunta torcida). Como N(v) = ¢(v) quando v € V, de maneira que nao é de todo insensato
chamar N de norma. Observemos que nds ja sabemos que as unidades da forma vivs...v (i.e., elementos
de P(V,¢)) sdo mapeadas pela adjunta torcida em transformagdes ¢-ortogonais. Na verdade, a adjunta
torcida de todo elemento em TP (V, ) é uma transformacdo ¢-ortogonal (quando restrita a V') (basta usar
anorma N para verificar que N (TAd, v) = N(v) para z € TP(V,p) e v € V). E simples perceber também
que TAdy, = g o TAd, og™! para todo v € V e g € O(yp), do que segue que a imagem de Pin(V,p) (e
portanto de Spin(V, ¢)) pela adjunta torcida é normal em O(p). Entretanto, um resultado cldssico devido a
Cartan-Dieudonné diz que todo g € O(p) pode ser escrito como a composiGao py, © Py, ©...0p,,. de r < dim V
reflexdes (Cf. [Ar]). Portanto a restrigdo da adjunta torcida a P(V, ¢) sobrejeta em O(yp) (e assim a restrigao
a SP(V,¢) = P(V,p)NCI°(V, ) sobrejeta em SO(y)). Observamos que h& muitos exemplos em que SO(¢p)
é um grupo simples (i.e., sem subgrupos normais préprios, em cujo caso normalidade da imagem de Pin(V, )
em O(p) implica sobrejetividade : toda transformagao ortogonal é a adjunta torcida de algum ’pinor’), e,
por outro lado, escrevendo g = p,, © py, © ... © p,,_, € notando que p, = p, para todo t € k, vemos que
g = TAd, para algum z em Pin(V, ) se cada N (v;) for invertivel em k. (Nesse caso,

(Hw) (HN(m))_% € Pin(V, p)

e sua imagem é g).

Dizemos que um corpo k é spin se para cada t € k, pelo menos uma das equacdes z2 = =+t é soltivel
em k. Sao spin, por exemplo, R, C,Z, para p primo congruo a 3 mod 4. Supondo que k é R ou C, temos
seqliéncias exatas

0 — F — Spin(V,¢) — SO(V,p) — 0 (2.23)
0— F — Pin(V,p) — O(V,p) — 0 (2.24)
onde F=ZoseR=ke F =74 C=k.

A importancia fundamental de Spin em geometria se d4 por realizar Spin(n) o revestimento universal
de SO(n) se n > 2. De fato, recorde que temos fibragao 'primeira coluna’

SO,-1 — SO, — S"

que induz isomorfismos 7 (S0,,) ~ 7;_1(SO,_1) sempre que n > k, e que SO(3) ~ RP3. Portanto
m (SO,) = Zy para todo n > 2. O revestimento universal de SO,, n > 3, tem portanto duas folhas, e tais
revestimentos sao triviais se e s6 se sao desconexos. Neste caso os elementos 1 e —1 tém de estar em folhas
distintas, de modo que Spin,, serd o revestimento universal de SO,, se houver caminho em ligando 1 a —1
em Spin,. Mas

~(t) = — cos(mt) — sin(nt)ejeq

prové um tal caminho. Assim Spin,, é 1-conexo para n > 3.

2.2 Classificacao das Algebras de Clifford

Através da propriedade universal das dlgebras de Clifford, podemos construir os isomorfismos fundamentais
listados abaixo :

o Cl,q Clgﬂﬂ

Tome base ¢-ortonormal e, ..., €54 44+1 cOM

+lsel<i<p+1
ple;) = )
—lsei>p+1

identifique RPT4 com o subespaco gerado por ey, ..., ep:l, sy €pyq+1 € definamos
f:RrRrte — C°

p+1,q9
flei) = eprie;
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. Cln)o X 01072 ~ Clo)n_s_g
Se e1, ..., ent2 sa0 os geradores padréo de Cly 42, €], ..., €}, os de Cl,, o e €, e} os de Cly 2, definamos

f:R"™2 — Cl,0® Clya
flei) = ei@efefsel <i<n
e, sei>n
o Cly,, @Clag~Clpgop

(Analogo ao caso anterior)

] Cl;mq X Cll)l ~ Clp+1)q+1

N\ — (+1sei<p+2 / ’
(Tome e, ..., eptq42 base de Clyi1,g+1 por @(e;) = (713 i>p+1) e analogamente para €1, ..., €, . base de

Clp.q € €], ey base de Cly ;1. Definamos entéo
f . Rp+q+2 — Clpﬁq (9 01171

por
ei@elefsel <i<p
1e/sei=p+1
el @elelsep+2<i<p+qg+1
1Rejsei=p+q+2

flei) =

Segue imediatamente que existem isomorfismos de periodicidade

Clyptso = Cl,o®Clg (2.25)
Clo,n_;,_g ~ Cloyn ® Clo,g (226)

e, como Cl, ; g C >~ Cl, 4, (como C-dlgebra), temos também
Clpt2 = Cl,, ®c Cly (2.27)

Exerciicio 13. Mostre que Clsy = Clps = Endg(R') e que Cly = Endc(C?). Escolha também alguma
entrada da tabela abaizo para verificar :

1 2 3 4
Cln,o C H H2 EndH(H2)
Clo,n R2 EndR (R2) Endc((CQ) EndH(HQ)
cl,, C2 Endc(C?)  Endge(C2)? Ende(CH)
5 6 7 8
Clpo Endc(CY)  Endg(R®) Endg(R%)? Endg(R'©)

Cly,, Endg(H?)? Endg(H!) Endc(C®) Endg(R')
(Cln End@((C“)Q Endc(Cg) End(c((cg)Q Endc((clﬁ)

Em vista de : (1) a tabela acima; (2) os isomorfismos fundamentais de élgebras de Clifford reais e
complexas e (3) os isomorfismos Endg (R™) ® Endg(R™) ~ Endg (R™™), Endg (R™) ® k ~ Endg (k™) se k = C
ouH, C®g C~Co®C, Cog H =~ Endc(C?) e H®g H ~ Endg(R?*), percebemos que as dlgebras de Clifford
reais e complexas se reduzem a dlgebras da forma Endy (k™) ou Endy(k™)? para k = R, C ou H.

Seja K um corpo contendo k. Um homomorfismo de k-algebras

p: Cl(V,¢) — Endg (W, W) (2.28)

é dito K-representacao de Cl(V,¢), ou que W é K-mddulo de CI(V,p). W é dito irredutivel se nao cinde
como soma direta de dois K-submédulos nao-triviais de CI(V, ¢). Todo K-mdédulo de Ci(V, ¢) é soma direta
de K-submédulos irredutiveis de CI(V, ), como conseqiiéncia da seguinte observacao :
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Consideremos F o grupo livre em geradores {e1,...,e,, (—1)} e G,, seu quociente pelas relagoes e? = 1,
eie; = (—1)eje; se i # je (—1)? =1, dito grupo de Clifford . Observemos que entre a algebra do grupo G,
e a algebra Cl,, temos a relacao
B RG,

R{(-1)+ 1}

e portanto as representacoes de Cl,, sdo aquelas representagoes de RG,, onde (—1) age por —id. Como G,
é um grupo finito, podemos tomar médias sobre G,, como em [43]. Isso nos permite construir, dado um K-
médulo W de CI(V, ¢) munido de produto interno {, )y, um novo produto interno {, ) em que multiplicagao
de Clifford por vetor unitdrio é {, )-ortogonal; produtos internos em spinores serao sempre normalizados dessa
maneira. E também através desse instrumento de tomar médias que podemos encontrar submédulo comple-
mentar a qualquer submoédulo de um Cl,,-mddulo. Para nossa sorte, a tnica representagao real irredutivel
de Endg (k™) em k™ (a menos de isomorfismo) é a canoénica (Cf. [5]), e as duas dnicas representagoes reais
irredutiveis de Endg (k™) ® Endg (k™) em k™ a menos de isomorfismo agem como a representacao irredutivel
de Endg (k™) em k™ no primeiro ou no segundo fator. Se

i,

o vy 4 (resp., ) denota o niimero de tipos de isomorfismo R-médulos irredutiveis para Clp.q (resp., de
C-moédulos irredutiveis para Cl,,)

e d, (resp., d%) a dimensdo de uma representagao real (resp., complexa) irredutivel de Clyo (resp., de
Cl,)

o K, =Hse Cl, o= Cl, tem estrutura quaternioénica, K,, = C se Cl,, ndo tem estrutura quaterniénica
mas tem estrutura complexa e K, = R se Cl,, s6 possui estrutura real

2 se r+1—s=0 mod 4) VC _ (2 se n é impar
, =

1 caso contrario n 1 se n é par ) e podemos montar as

vemos da tabela anterior que v, = (
seguintes tabelas

Cl, v, d, K, Cli,, e dC

1 C 1 2 C 1 c? 2 1
2 H 1 4 H 2 Endc(C?)) 1 2
3 W2 2 4 H 3 Endc(C%)? 2 2
4 Endg(H» 1 8 H 4 Endc(C* 1 4
5 Endc(CY) 1 8 C 5 Endc(C*? 2 4
6 Endg(R®) 1 8 R 6 Endc(C® 1 8
7 Endg(R®)? 2 8 R 7 Endc(C®)? 2 8
8 Endg(R®) 1 16 R 8 Endc(Cf) 1 16

Vpn48k = Vn

VSJer = Vn

dn+8k - 24kdn

dS oy, = 28d5

Kn+8k = Kn

Seja {e1, ..., e, } base p-ortonormal de (R™,>" 22) o elemento w = ejes...e, (a forma volume real) inde-
pende da escolha do referencial ortonormal {e;}, e w? = 1 se n = 3 ou 0 mod 4. Nesses casos, w induz
decomposicio Cl,, = Cl;F @ Cl;; onde ClF = (1 4+ w)Cl,, e sob o isomorfismo A*R" ~ Cl,,, w = * = estrela
de Hodge, de modo que CI;} corresponde as formas auto-duais, e Cl,; as anti-autoduais.

Observagao 14. Se n = 3 mod 4, a imagem de w por uma representacdo real irredutivel de Cl, tem de
ser +1 ou —1. FEssas duas possibilidades ocorrem e discernem entre os dois tipos de isomorfismo distintos
de mddulos reais para Cl,. Sen = 0 mod 4, e p : Cl,, — Endgr(W) é mddulo real irredutivel de Cl,,
entio W+ = (14 p(w))W sdo irredutiveis pela agio de C10 ~ Cl,,_1, e correspondem as duas representacoes
inequivalentes de Cl,_1.

Observagao 15. Observemos que Spin, C Clg ~ (Cl,,—1. FEntao :

e Sen =3 mod 4, as duas representagoes reais irredutiveis inequivalentes restringem a mesma repre-
sentagao sobre Sping,;
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e Sen=1 ou 2 mod8, arestricio da representacao real irredutivel de Cl,, a Spin, quebra como soma
de duas representacoes irredutiveis equivalentes;

e Sen=05 ou 6 mod 8, a restricao da representacao real irredutivel de Cl, a Spin, € irredutivel;

e Sen =0 mod 4, a restricao da representacao real irredutivel de Cl,, a Spin, quebra como soma de
duas representacgoes irredutiveis inequivalentes.

Da mesma maneira que usamos a forma volume real para estudar representacoes reais irredutiveis de Cl,,,
podemos usar a forma de volume complexa w¢ para estudar representacoes irredutiveis de Cl,,. Definamos

we =il w? (2.29)

Entéo wc independe da escolha de referencial ortonormal e w? = 1 para todo n. Obtemos portanto decom-
posiciao Cl,, = CIt @ CI; (onde Cl¥ = (14 wc)Cl,). Se n é fmpar, a(CIE) = CIT, e toda representacio
complexa irredutivel de Cl,, mapeia wec em +1 ou em —1. Essas duas possibilidades ocorrem e exaurem os
diferentes tipos de representagdes complexas irredutiveis (inequivalentes) de Cl,,.

Se n é par, multiplicacdo por qualquer vetor ndo-nulo da isomorfismo CI* ~ CIF. Se p é representacio
complexa irredutivel de Cl,, em W, forme W* = (1 & p(wc))W e observemos que W= é invariante pela
agdo de CI® ~ Cl,,_;. As duas representagoes assim obtidas sdo aquelas descritas no paragrafo anterior.
Seja ent@o p : Cl,, — Endc(W) irredutivel. Se n é impar, p|spin, ¢ irredutivel. Se n é par, p|spin, quebra
como soma de duas representacoes irredutiveis inequivalentes. Concluimos que, a menos de isomorfismo,
existe uma tUnica representacdo complexa A : Spin,, — Endc W que estende a representagdo complexa
irredutivel de Cl,,. Tal representacao serd chamada de representacdo spinorial complexa A; em dimensao
fmpar, A é irredutivel; em dimensdo par, ela cinde como AT @ A~, onde AT sdo as representacoes spinoriais
inequivalentes (em codimensao 1).

Definamos agora Spin¢ como o subgrupo multiplicativo de Cl,, gerado por S*(C C c Cl,,) e por Spin,.
Observemos que os tnicos elementos centrais de Cl,, que moram em Spin,, sdao {£1}, de modo que o niicleo
do epimorfismo

Spin, x S* — Spint (2.30)
(z,y) — zy (2.31)

é exatamente Zy; logo Spiné ~ Spin, x S*/Zy. Temos o seguinte diagrama comutativo com linhas e colunas
exatas :

1
Sl
B Z’—)ZQ
1 —— Spin,© Spins, Sl 1
\ &
SO,
1

de cuja exatidao (e da 1-conexidade de Spin,,) segue que 71 (Spin¢) — 71(S*) é um isomorfismo, Também
se conclui do diagrama que o mapa z — 22 induz em grupo fundamental o mapa de multiplicacdo por 2
e que se 7 € m(50,,), 3 € m1(S!) e n € m(Spint) sdo geradores dos seus respectivos grupos, sua imagem
por m1(£°) é precisamente 5 + 7. Notemos também que a condigdo necesséria e suficiente para que uma
representacao complexa de Spin,, levante a (Unica) representagdo complexa de Spint é que mapeie —1 em
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—1. Em vista do que discutimos, se n é par,

A=ATa A~ (2.32)
= A, =AY DA, (2.33)

onde AF sdo os (tinicos) levantamentos das representacdes spinoriais irredutiveis inequivalentes de Spin,
que discutimos; ja se n é impar, o levantamento A, da representacao spinorial é irredutivel. Faz sentido
entao falar na representacao spinorial® .

Consideremos agora o 2-revestimento Spins, £, S0, x S'. Dizemos que um k-fibrado vetorial real
orientado £ — M admite estrutura spin® se existem fibrado U;-principal Py, — M e Sping-principal

Pspine — M junto com 2-revestimento Pgpine =, Pso(E) x Py, que torna comutativo e com linhas exatas
o seguinte diagrama de fibragoes :

Spint —& ~ 50, x St

e N

1—— 75 1

AN 7

Pspine —= Pso, (E) x Py,

Observemos que, associado a um fibrado SpinS-principal Pgpine temos fibrado Us-principal Pgpipe/Spin,,
que ¢é chamado de (fibrado) determinante da estrutura spin® Pgpine — Pso(E) x Py, .

Se a estrutura spin® Pgp,e é dada pelo cociclo {Uy, (ap : Us N U — Sping}, representamos (o3 por
+(hap X Zap)s bap : Ua NUg — Sping € zap : Uy NUg — S}, onde

¢aﬁ¢ﬂ’y¢'ya = ZaBZByZya € Zip

Entao a cocadeia {Ua,ziﬁ} satisfaz a condigao do cociclo, e define precisamente o fibrado U;-principal
det Pspine. Assim como no caso de estruturas spin, existe uma obtrucdo cohomolégica bem-determinada
para que um dado n-fibrado £ — M admita estrutura spin®. Temos sequéncia exata

0 — Zy — Spin;, — SO, x Uy — 0

que induz seqiiéncia exata

HY(M; Zy) — H'(M; Sping) — H'(M;50,,) & H'(M;Uy) ~>> H*(M; Zy)
0(s,t) = wa(s) + cit mod 2

portanto provém de H!(M;Spint) os pares (s,t) € H'(M;SO,) ® H*(M;U;) que verificam ws(s) +
citmod 2 = 0; i.e, que verificam wy(s) = ¢1t mod 2, pois estamos em coeficientes mod 2. Portanto a condicao
para que ' — M admita estrutura spin® é que wsFE seja reducao de uma classe cohomolégica inteira
S € H?*(M;Z). Também, (s,t) = £°(u) implica claramente (s,t) = £(u + v) para cada v € H(M;Zs).
Portanto 2H?(B; Z)® H' (B; Zy) parametriza as distintas estruturas spin® que E — M admite, caso admita
alguma.

Suponhamos agora E — M admita estrutura spin Psp;, — Pso (E). Entao existe uma estrutura
spin® canonica (para essa fiza estrutura spin) construida como

pean PSPi” X ﬂ —P U
Spin¢ — = I'Spin X2z, V1

{(pv Z) ~ (_pa _Z)}

(Notemos que, a rigor, a notagao Pgine deveria mencionar a estrutura spin especifica que € subentendida)

onde U; denota o fibrado Uj-principal trivial. Entao

Z°: [(p, 2)] — (E(p), 2%)
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é o 2-revestimento equivariante de SO,, x S'. Se a estrutura spin Psp;, — Pso (E) corresponde a uma
classe cohomolégica 7 € H(M;Zs), a estrutura spin® canonicamente associada a ela corresponde & classe
(0,7) € HX(M;Z) & H'(M;Zs). Se fixarmos um fibrado U;-principal Py, (k) cuja primeira classe de Chern
(cf. capitulo 4) é k € H?(M;Z), podemos construir a partir de Pspin a estrutura spin® que corresponde a
(1,2k) por

PSpin X PU1 (H‘)
{2) ~ (—p,—2)}

e observemos que temos acao Sping -equivariante

K
PSpinc -

= g;?nc XZs PU1 (K)

Pgpine — Pso(E) x Pu, (2r) (2.34)
[(p, 2)] — (Z°(p). =) (2.35)
(Observemos que aparece 2+ em vez de £ porque o mapa de Pgpine ao fibrado determinante é um revestimento

duplo) que chamamos de k-ésima estrutura spin® sobre 7. Um outro modo de construir essa estrutura spin®
é através da Teoria de Cech : represente a estrutura spin em E — M através de {Uq, ¢ag : Ua NUz —

Spin,}; entdo consideremos a inclusdo Spin, < Sping, e notemos que {Uy, 70 ¢og : Uy NUsg — Spint}
define estrutura spin® em FE, cujo determinante é o fibrado de linha complexo trivial. Analisemos também
neste contexto a passagem a k-ésima estrutura spin® sobre uma estrutura spin : represente o fibrado L, por
{Uq, 20 : Uy NUz — S'} e associe a ele o cociclo {Uy, Cap : Uy NUg — Spint }, onde

PSpin X Sl
b, Z) ~ (_pv _Z)}

Cap(p) = [(Pap(p); 2as(p))] € T = Spin;,
Evidentemente, o determinante da k-ésima estrutura spin® {Uy, (ag} sobre a estrutura spin {U,, pag} é
simplesmente L7 = {Ua, 223} = Lox.

Também quando (M,J) é uma variedade quasi-complexa existe uma estrutura spin® canonicamente
associada a TM — M. De fato, consideremos j : U, — Spin§,,,i : U, — SOa, x Uy construidos do
seguinte modo : Se g é unitdrio, tome A um seu autovalor e consideremos a decomposicao induzida pelo
autoespaco correspondente a A : C* = Ly @ Ly. A restri¢do de g & reta complexa Ly é unitéria, e portanto
g age af como multiplicacdo por niimero complexo unimodular, digamos, €. Aplicando o mesmo raciocinio
ao espago invariante Li‘, chegamos a forma em questao para g. Portanto para cada g € U, podemos fixar
base unitdria {eq,...,e,} de C" em que g se escreve como

eiel
e’igz
9= . (2.36)
itn
Pomos entao
n 0. 0. ;
j(g) = 1;[ <cos(2z) + sin(;)eiJ@) x ez 2l (2.37)
i(g) = (g,det g) (2.38)
de maneira que o diagrama abaixo é comutativo :
Spins,,
/
U, £
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O fibrado Sping-principal Pspinc(E) = Py, (E) x; Spin$, é a estrutura spin® canonicamente associada a
estrutura quasi-complexa J. Como de costume, esse fato é mais facil de expressar na linguagem de Cech :
tome {Uqy,tap : Us NUg — U,} = Py, (TM). Entéo {Us,jotas : Uy NUg — Spins,} define fibrado
Spin$,,-principal cujo determinante é dado pelo cociclo {Uy,dettqs : Uy NUg — S}
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Capitulo 3

Fibrados II : Feixes e sua
Hipercohomologia

3.1 Generalidades sobre feixes e sua cohomologia

Seja X um espago topolégico. Um pré-feize F em X (a valores numa categoria abeliana 2, que em geral
serd a categoria de anéis comutativos) é uma atribuigdo de objeto F(U) para cada aberto U de X, e de

morfismos (chamados restrigoes)
rJ FU) — F(V)

para cada inclusao V — U, de maneira que r‘v/vrg = r‘(,fv. Ou seja, trata-se de um functor entre a categoria

oposta a Topy e a categoria 2. Um morfismo ¢ entre os pré-feixes F' e F é uma colegao
pu : F'(U) — F(U)
com pyry =1 gy

ou, em termos mais categéricos, uma transformagdo natural entre os pré-feixes F' ¢ F. O ntcleo e o contcleo
de ¢ sao os respectivos pré-feixes

Ker (¢) (U) = ker (¢v)
Co () (U) = co(ev)

Observemos que hd morfismos naturais Ker (p) — F' ¢ F — Co ().
Os pré-feixes sobre X formam uma categoria, PShx, que também possui produtos e coprodutos.
Para cada ponto p de X definimos a fibra de F sobre p pelo limite direto

Fp= h_n}peU]: ()
onde U percorre o sistema direcionado de abertos que contém p. O suporte de um pré-feixe F é
Supp (F)={pe X : F, #0}

Uma seqiiéncia de pré-feixes
F— F —F"

é exata em F se cada seqliéncia induzida
! 1!
F F F

for exata em 2.
Um pré-feixe F é dito um feize se, dada uma colegao de abertos {U,} de X :

Localizagao Se o € F (|J, Ua) é nao-nula, alguma restricao F (|J, Ua) — F (Us) nao é nula;

41
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Globalizacao Se o, € F (U, ) e cada o, coincide com o sobre U, N Ug, entdo existe o € F (|J, Ua) cuja
restricao a U, € 0q.

Existe um feixe F canonicamente associado a cada pré-feixe F, definido assim : F (U) é o conjunto das
aplicacoes
5: U — H Fp

peU

que mapeiam cada ponto p de U na fibra F,, sobre ele, e tal que existe cobertura aberta {V;} de U e elementos
t; € F(V;) com

(ti)q = s(q) para cada ¢ € V;
F é claramente um feixe, e notamos o morfismo natural de pré-feixes
F—F

que goza da seguinte propriedade universal : por ele fatora unicamente todo morfismo de pré-feixes de F a
um feixe G :

A unicidade de F assegurada por essa propriedade universal permite chama-lo de a feizificagdo do pré-feixe
F.

Um morfismo ¢ : 7/ — F entre feixes é simplesmente um morfismo entre os pré-feixes subjacentes.
Na categoria de feixes sobre X, Shx, o nicleo de um tal morfismo (na sua acepcdo categérica, i.e., a seta
por que fatora unicamente cada morfismo de feixes G — F’ cujo produto com ¢ é nulo) coincide com o
ntcleo de ¢ na categoria de pré-feixes (percebamos que Ker (¢) é um feixe se F', F sdo feixes). No entanto,
isso ndo ocorre em geral com o contcleo de ¢ em Shx : nesse caso, Co (p) é a feixificagdo do contcleo de ¢
na categoria de pré-feixes. Por conta disso, definimos o quociente de um feixe F por um seu subfeixe F’,
denotado F/F' como o contcleo (em Shx) da inclusdo F' — F.

De qualquer modo, para verificar se um ¢ € Shx (F’',F) é mono- ou epimdrfico, basta verificar essa
propriedade em cada um dos morfismos induzidos

Fp— Fp

de modo que uma seqiiéncia de feixes é exata se é exata como seqiiéncia de pré-feixes.
Dado um anel comutativo A, definimos o feize (localmente) constante A por

A(U) ={s:U — A continuas}
onde a A é dada a topologia discreta.

Exemplo 16. Se X ¢ variedade diferencial, sao feizes (com as restri¢ées obvias) :

C¥ (U) =A% (U) = {s: U — C diferencidvel}
A (U) = {p -formas em U}
Zf( (U

L (U) = {p-formas exatas em U}

)

)

) = {p-formas fechadas em U}

)=

(U E|y) = {se¢des suaves sobre U do fibrado E — X}
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Exemplo 17. Se X € variedade complexa, sao feizes :

Exemplo 18. Sao exatas as seqiiéncias de feizes
0—7Z, —0x — 0, —0

0—>Z—>Ocexﬁi)(’)é—>0

onde Z denota o feize constante em C. Observemos também que € semiexata, mas nao exrata, a seqiéncia

0—Z— 0c(C) 2% or () — 0
Fixado um feixe de anéis O, um mddulo F sobre O é uma atribuigdo de um O (U)-médulo F (U) para

cada aberto U, junto com restrigoes
FU) — F(V)

correspondendo a cada inclusdo V' — U, compativeis com as estruturas de médulos O (U) — F (U)
e O(V) — F (V). O-médulos formam uma categoria, Modp, que claramente tem ntcleos, contcleos,
produtos e coprodutos. Definimos também F' @ F em Modp como a feixificacao do pré-feixe

Ur— F (U) ®O(U) f(U)
Um O-médulo F é dito de tipo finito se existe cobertura de X por abertos U com seqiiéncias exatas
OnU ‘U — .7:|U — 0

F é dito coerente se para cada aberto U e epimorfismo como acima, existe cobertura aberta de U por abertos
V' que participam em seqiiéncias exatas da forma

Omv|v — O"U|V — f|v

e tais modulos formam a categoria Cohe.

Um submddulo de tipo finito de um mddulo coerente é coerente, e se ¢ : F/ — F é um morfismo entre
O-mdédulos coerentes, entdao sdo coerentes os médulos Ker (¢) e Co (¢).

Um feixe F de O-mébdulos é localmente livre se cada ponto p em X tem vizinhanca U em que Fly ~ O"|y;
é simples ver que, sobre uma variedade complexa X, feixes localmente livres de Ox-mdédulos correspondem
a fibrados holomorfos.

Denotemos por I' (X, -) o functor de segdes globais de um feixe. O exemplo da seqiiéncia exponencial
acima mostra que esse functor ndo é exato, embora seja simples perceber que ele é exato a esquerda. A
cohomologia de X a valores num feixe F serd entao definida em termos dos functores derivados a direita do
functor de sec¢oes globais.

Recordemos da algebra homoldgica que uma resolu¢do de um objeto A de 2 é uma seqiiéncia exata

0—A—T1° 71— .

=0—A—1I°

Uma resolucio tem uma propriedade P=(ser injetiva, projetiva, aciclica) se cada I’ tem essa propriedade. Por
exemplo : numa categoria abeliana 2 um objeto I é injetor se é exato o functor Hom (-, I') (que normalmente
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s6 é exato — contravariantemente — & esquerda); a resolugao 0 — A — I* é entdo injetora quando cada
I7 ¢ injetor. Em todos os casos em que temos interesse (a saber, Shx e Modp) todo objeto de 2 tem uma
resolucao injetiva, que fixamos de uma vez por todas.
Se
F:oq—A

é um functor entre categorias abelianas, definimos seus functores derivados & direita como a seqiiéncia de
functores {RZF }

>0
RF: % —
R'F (A) = H" (F (I*))

onde H® (F (I*)) significa tomar a homologia em dimensio i do complexo

FI° — FI' — FI* — ...

Entéao os functores R'F sio aditivos e tais que : (1) se

0—A —A—A"—0
é exata, existem morfismos naturais

§':R'F(A") — R F(A)
que participam na seqiiéncia exata longa
ROF (A)) — R°F (A) — R°F (A") 25 R'F (A') — R'F (A) — ...

onde (2) RF ~ F e portanto (3) se F' é exato a esquerda, ¢ mono o morfismo ROF (A’) — ROF (A). A
escolha de outra resolugao injetiva
0—A—J*

determina functores derivados de F' naturalmente isomorfos a {RzF }i>0 e (4) um morfismo entre seqiiéncias
i>
exatas curtas

0—A —A—A"—0

0—B —B—B"—0
induz quadrados comutativos
RiF(A//) 451> Ri+1F(A/)
RZF(B//) i> Rz+1F(B/)

Observemos ainda que se 0 — A — J*® é uma resolugdo de A que é aciclica para F' (o que significa que
R'F (Jj ) = 0 para ¢ > 0) entdo o resultado de calcular cohomologias usando J® é naturalmente isomorfo
aos RIF(A)’s.

Definigao 19. A cohomologia de X a valores num pré-feize F € definida como
H' (X;F) := R'T (X, F)

Por um resultado de Serre ([44]), H? (X;F) = 0 sempre que i > dim X.
Um feixe é dito flicido quando seus morfismos de restricdo sdo todos sobrejetores. Dado um feixe de
anéis F, podemos construir um feixe flicido (de secdes descontinuas) A°F por

AFU)={s:U— H]—'p:s(p)e]:p
peU
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Notemos que temos monomorfismo natural de feixes F —A°F e que A° é functor aditivo; assim ganhamos
seqiiencias exatas functoriais em F :

0—F —AF S X'F—0

Definindo entao

temos resolucao flacida
0—F —AF S A'F — A2F —

dita candnica. E simples ver que a resolugdo canonica é I' (X, -)-aciclica, e portanto podemos emprega-la
para calcular H* (X; F).

3.2 Teoria de Cech e hipercohomologias

H4 duas variantes principais da teoria de Cech que desejamos descrever. A primeira é uma versio coho-
molégica feixificada, com coeficientes num dado feixe abeliano. A segunda, especialmente 1til para lidar com
problemas de redugao de grupo estrutural em fibrados principais, toma coeficientes num grupo de Lie, nao
necessariamente abeliano.
Sejam U = {U,} uma cobertura aberta de X e F um feixe em X. Para cada aberto V e inteiro k > 0,
definimos grupos
Cr (U, F) (V) = 11 F Uy NN Uqy , NV)

{ao,..,ak—1}|=k

E entdo evidente que a atribuicao
Vi— CF (U, F) (V)

determina um feixe em X, que chamamos de feixe de k-cocadeias de X com valores em F relativos a cobertura
i A regra
CF (U, F) (V) 2 v = dipv

determina entao morfismo de feixes

Cr (8, F) — CM (8, F)

onde
k .
i UagN...NUo;N.o.NUqy

k —
(dszv)U%m_ﬂU% = Z(_l)ZTUQOﬁ...ﬁUQiﬁ..f‘lUQk © (‘PV)Uaom..nﬁ;m...mUak
=0

Observamos que
kerd’ ~ F

que
00— F —C*(WUJF)

é uma resolucao de F, e que se aplicamos o functor de segoes globais T' (X, ), temos complexo de grupos
abelianos
CO(WF) — CH (W F) — C* (U, F) —

cuja homologia em dimensao ¢ denotamos por

H' (4, F)
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0 i-ésimo grupo de cohomologia de Cech de X com valores em F, relativa  cobertura ${. Em geral, H* (LU, F)
nao é isomorfo a H* (X; F); isso é claro quando, por exemplo, & = {X}. Observemos que se U refina i,
temos morfismo induzido

H' (4, F) — H' (T, F)

Denotamos entdo por H (X, F) o limite direto do sistema direcionado de aplicagdes induzidas por refina-
mentos de coberturas como acima; é facil ver que o resultado independe do modo como as coberturas sao
refinadas. Nos casos razoaveis, podemos refinar uma dada cobertura por uma outra, localmente finita e com
intersecgoes finitas contracteis. Tendo isso em mente, citamos :

Proposigao 20. [17, Ch. 3 §4] Se F € flicido, H (4, F) = 0 para cada cobertura 4 e inteiro i > 0.
Proposicao 21. [17, Ch. 8 §4] Existe morfismo functorial em F
H (X; F) — H' (4, F)
que € isomorfismo quando a cobertura 3 € aciclica para F.
Proposigao 22. [17, Ch. 3§4] O limite direto de H' (U, F) sobre refinamentos de 8 € isomorfo a H' (X; F).

Proposicao 23. ([15]) Em espagos Hausdorff paracompactos, coincidem as teorias H* (functores derivados),
H' (Cech) e H* (singular) para feizves constantes.

Exemplo 24. (Teorema de de Rham) Temos pelo lema de Poincaré resolugdo do feize R € Shx
0—R—A% L AL —L A2 —
que se decompoe como
0 — R — A% 4, Zi —0

OHZ;(HAki)Z?(—)()

0—>Z§{1—>A}71LZ§ —0

Por parti¢oes da unidade, os feizes A% sao flicidos, e portanto H (X, A% ) =0 para i > 0. Assim obtemos
isomorfismos

12

H"(X,R)~ H" ' (X, Z%) ~ ...
H(X,Z%)  Z
dHO (X,A%Y) B

H' (X, 257
(X)
(X)

S

H' (X, 2% ~

= Hir (X)

=S

de maneira que H™ (X,R) ~ H7, (X).
Exemplo 25. (Teorema de Dolbeaut) Para cada p = 0 temos pelo lema de Grothendieck resolugdo
a E)

El
0— QPO — ARO 25 AR S AR =

que se decompoe como
d 1
0— QPO — APX’0 — 2 —0

0—>Z§(’1—>A§éli>2§{’2—>0
0— Zg(’q_l — A’))(’q_1 — ZB1T— 0
que pelas mesmas razoes fornece isomorfismo (dito de Dolbeaut)
23 (X)

HI(X,Qr0) ~ ZX 2 . gPd (X
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Como uma ferramenta indispensdvel ao que se seguird, introduzimos o conceito de hipercohomologia a
valores num complexo de feixes abelianos. Se

d d d
A= {0y a2 Y
é um complexo de feixes (coerentes) sobre X, entdao podemos considerar o complexo duplo

dq

Cp(X7 Aq) Cp(Xv Aq+1)

gpi lgp

dq
CPHL(X, Ay) —2 CPHL(X, Agia)
Formamos entao o complexo total (C* (X,.A), D) onde

C (X, A) = P (X, A

p+g=n

D=6+d

A homologia desse complexo sera dita hipercohomologia de X a valores no complexo A e denotada por
H* (X;.A). Observamos que, como de costume para uma teoria cohomoldgica, uma seqiiéncia exata curta
de complexos de feixes (coerentes) induz seqiiéncia exata longa correspondente em hipercohomologias. Fi-
nalmente, observamos que se A; = 0 para ¢ > 1, entdo qualquer morfismo dy faz as vezes de diferencial do
complexo, e temos seqiiéncia exata longa induzida :

0 — HO (X;.A) — HO (X;5.A0) 2% HO (X3 A1) 2% H' (X;A4) — H' (X;5.Ag) 25 H (X3 4) 25
B2 (X A) — H2 (X5 Ag) 22 H2 (X5 A4;) — 0

Debrugemo-nos agora sobre a versao nao-abeliana da teoria de Cech.
Se temos fibrado G-principal P — M e cobrimos M por abertos ${ = {U,} sobre os quais P é trivial,
percebemos que as transigoes locais

UaﬂUﬁxG—>UaﬂUg><G
devem ser da forma (x,g) — (2, gap(z)g), onde gop : Uo N Uz — G. Evidentemente, temos as relagoes

Jaa = 1
9oB9ByGva =1

chamadas condigées de cociclo (a razdo desse nome ficard clara mais adiante), e o fibrado P se recupera
da unido disjunta dos U, x G identificando os pares (zq,9) € (z3,h) se zo = & = xg estd em U, N Ug
e h = gop(x)g. Reciprocamente, qualquer cobertura aberta 4 = {U,} de M, munida de aplicagdes gqog :
Uo NUg — G que satisfazem as condigoes de cociclo determinam um fibrado G-principal. No entanto, é
6bvio que um mesmo fibrado G-principal P pode ter diversas representagoes por cociclos (e.g., refinando a
colecdo de abertos e redefinindo as fungées de transigao por restrigdo). Gostariamos de dispor de um critério
para determinar quando duas representagdes de fibrados G-principais por cociclos, {Uy, gas} € {UL, has},
definem fibrados isomorfos. Uma primeira observacao diz respeito as coberturas que empregamos : para
comparar duas representacoes, podemos refinar as coberturas simultaneamente de modo a supor que U, =
U!,. Portanto nosso critério deve versar apenas sobre as fungoes de transi¢do gag € g, 5- Notemos agora
que dois fibrados G-principais isomorfos P e P’ podem ser vistos como o mesmo fibrado, munido de um
sistema de trivializagoes locais distintos — mas sobre a mesma cobertura. Suponhamos entao que tenhamos
trivializagoes distintas ¢, : 71U, — Uy X G € 04 : 7 U, — U, x G. Notemos que 08 gog € hag sd0
obtidos por

(Vs ") lvanus = Gag : (2,9) — (2, gap(2)g)
(050.") v, = Hap : (2,9) — (2, hap(2)g)
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No entanto, as aplicagdes 0,1t : Uy X G — U, X G sao da forma

Uo/(/)gl =Ry : (x’g) — (x,ra(a?)g)

onde r,, : Uy, — G; portanto sobre U, N Ug temos
RpGap = opty sty = opyy = 050, 0athy! = HapRa

i.e., vale 73(2)gap(®)ro () ! = hap(z) para cada x em U,NUg. Dizemos nessas circunstancias que {Uy, gos
e {Uq, hag} diferem pelo cobordo de {U,,ro}. Reciprocamente, dois cociclos que diferem por um cobordo
definem fibrados isomorfos. Essas constatacoes sugerem o seguinte formalismo : entendamos por C°(i; G) o
produto
o G) =JJ 6"
(o9

e introduzamos a relacdo {ga o ~ {9, }a <= 9,951 = glv.,, onde g : M — G é alguma funcio globalmente
definida. Dizemos entdao que as 0O-cocadeias {g,} e {g,} sdo cohomdlogas, e diferem pelo cobordo de g.
Tendo em mente o caso acima, chamamos 1-cocadeia uma colecdo de fungdes gog : Uo N Uz — G, e
denotamos por C*(4; G) o conjunto de 1-cocadeias relativas & cobertura dada. Af determinamos que {gas} ~
9.5} = 905 = ’I"agagTﬁ_l, onde {r,} € C°(4; G), e dizemos que {gas} € {9.,5} sao cohomdlogas e diferem
pelo cobordo de {r,} € C*(; G). Os simbolos H°(4; G) e H'(4; G) subentendem o quociente de C°(8; G) e
C L(4U; G) por suas respectivas relacoes de ser cohomdlogo a. Observemos que se U = {V3} refina a cobertura
U (i.e., existe fungao J com Vi C Uy(g)), ganhamos morfismo

CH;G) — CHT:G)
que desce a morfismo H'(; G) — H'(4; G) independente da escolha de .J. Pomos
HY(M;G) = limH' (4 G)

com o limite direto percorrendo os refinamentos de i, e definimos H 9(M;G) analogamente. Pelo que
expusemos, H'(M;G) se identifica naturalmente com o conjunto de tipos de isomorfismo de fibrados G-
principais em M. Ressaltamos que se G nio é comutativo, a tnica estrutura natural que H Y(M; G) possui
é a de conjunto pontuado (com ponto base o fibrado trivial). Introduzimos esse formalismo para tratar do
seguinte caso : se nos é dada seqiiéncia exata curta de grupos de Lie

1 -G —G—G"—1
é 6bvio que obtemos seqiiéncia exata (de conjuntos pontuados)
HY(M;G) — HY(M;G) — H'(M;G")

induzida por homomorfismo de coeficientes. Observemos que G’ é subgrupo de Lie de G, e se P é representado
por {gas}, a aplicagdo H'(M;G) — H'(M;G") é tao-somente dividir P pela agao de G’. Se supusermos
que G — G” é um revestimento com fibra abeliana, podemos estender a seqiiéncia acima a

HYM;G") — HY(M;G) — H'(M;G") — H*(M;G")
ainda exata, onde 5 5
6y : HY(M;G") — H*(M;G")

¢ construido da seguinte maneira : tomemos cobertura 4 = {U,} cujas intersecgoes finitas ndo-vazias sao
todas contrécteis. Tomamos representante {g// ﬁ} e levantamos g/ g agap: UaNUg — G. Pela condigao do
cociclo, a ’3-cocadeia’

JaBIByGva * U, N Ug n U7 — G

estd no nucleo do epimorfismo, e portanto fatora pela inclusao

[ .
G/ — Ga 9aBIByIva = g;ﬁ’y o1
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Entdo pomos 02{gn5} = {gns,}- A boa-definicio desse mapa é clara, jé que leva cobordos em cobordos.

Para a exatiddo no termo H'(M;G"), observamos que se {gas} define P em H'(M;G), d2(P/G’) = 0 por
definigao; reciprocamente, se d2{g, 5} = 0, i.e., s€ gapgsygya : Ua NUz NU, — G’ sdo todos identicamente
1, entdo a colegio {gap} define P em H'(M;G) com P/G’ = {g/5}.

Exemplo 26. Se G ¢ contrdctil, H'(M;G) = 0 para toda variedade M (pois por Whitehead BG também, é
contrdctil).

Exemplo 27. Consideremos a seqiiéncia exata curta

OHSOng’OnHZQHO

Entdo 6y : H'(M;0,) — H?*(M;Zy) vale zero em um P € H*(M;0,,) se e s6 se ele provém de um fibrado
SO, -principal, i.e., se e sé se P é orientavel. Portanto d2(Po(E)) = wi(E), a primeira classe de Stiefel-
Whitney de E. Outra forma de verificar esta afirmagao é checar a naturalidade da defini¢ao de w1, e que wy
assume no n-fibrado universal FO,, — BO,, valor ndo-nulo. [32, Ch. 2 §1].0

Exemplo 28. Suponhamos que exista revestimento duplo Spin, — SO, nao trivial, onde Spin, é um
grupo de Lie. Ie., suponhamos exata

0 — Zy — Spin,, — SO,, — 0

Essa seqiiéncia induz 6o : H'(M;SO,) — H?(M;Zy), com d3(Pso(E)) = wy(E), a segunda classe de
Stiefel-Whitney de E.[J

Exemplo 29. Analogamente,

0—Z—R—8'—0

induz isomorfismo 6y : H'(M;S') — H?*(M;Z), e se L — M ¢ um fibrado de linha complezo, ¢ =
d2 (Py, (L)) = ¢1(L), a primeira classe de Chern de L . Em outras palavras : ¢ classifica tipos de isomorfismo
de fibrados de linha complexos sobre M .[J

Boa parte desta secdo se encontra em textos sobre cohomologia em feixes; recomendamos em partic-
ular [17], [15], [3] ou [14]. Nossas observagoes finais sdo discutidas em maior detalhe em [53] e [32].

3.3 Jacobiana de uma superficie de Riemann

Seja M uma variedade complexa de dimensao n. Um subconjunto Z de M é dito hipersuperficie analitica
de M se para cada p € Z existe p € U C M aberto e fungao holomorfa f € Oy (U) cumprindo

fFlo=unz

dizemos que f define Z em U. Observemos que Z pode ter pontos singulares (i.e., pontos p onde dim7,Z =
n). Uma hipersuperficie analitica é dita irredutivel (SAI) se seu subespaco de pontos regulares é conexo.
Observamos que O, p ¢ UFD e que se os germes de f,g € Opn(U) em p € U s@o relativamente primos,
entao o sdo em todo um aberto que contém p (cf. [14, Ch.0]). Desse modo, se Z é SAI de M definida por
femU,ege O(U), amultiplicidade de g em p ndo muda num aberto, e portanto por ser Z irredutivel,
multiplicidade de g em qualquer ponto de Z é chamada de ordem de g sobre Z, ordz(g). Notemos que

ordz(gh) = ordz(g) + ordz(h)

de maneira que podemos estender a definigdo de ordem a M; para tanto, definamos para g, h € O(U) que

ordz : M(U) > f = % —— ordz(g) — ordz(h)
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Definimos o grupo abeliano de divisores de Weil de M, Div(M) :
Div(M) = {Z nzZ: 7% éSAl ny € Z e quase todo ny é nulo}

O grau de um divisor > nzZ é Y nz. Se f : M — CP! ¢ holomorfa, definimos um divisor (f) associado
a f através da férmula

(=3 ords(f)Z

Z SAI
Tais divisores de Weil serao ditos principais ; é simples ver que (f/g) = (f) — (g) se g ndo é identicamente
nula, e portanto divisores de Weil principais formam subgrupo PDivMde DivM. Seja enao M™* o feixe de
fungbes meromorfas nao identicamente nulas, e O* o subfeixe de fungdes holomorfas ndo identicamente nulas.

Temos seqiiéncia exata
0— 0" — M — M*/O* — 0

e portanto exatidao em
HO (MvM*) I HO (MvM*/O*) - Hl (MaO*)

Diremos que os elementos de H? (M, M* /O*) sdo divisores de Cartier de M, e que a imagem de H® (M, M*)
em H° (M, M*/O*) consiste de divisores de Cartier principais . Em termos de uma cobertura aberta {U, }
de X, um divisor de Cartier é uma colegdo de f, € M*(U,) com fzf;' = fas € O*(Uy,). Essa condigao diz
que dado uma SAI Z de M, a ordem de qualquer f, em Z é a mesma, e s6 a um numero finito de pontos é
atribuida ordem nao-nula (compacidade). Em suma, temos mapa natural

H® (M, M*/O*) — DivM

que é ébvio morfismo de grupos abelianos, e na realidade um isomorfismo pois, dado um divisor de Weil
Zi n;Z;, podemos sempre encontrar cobertura {U,} onde Z; se determina em U, por fungdo meromorfa
fai s ie, Z(fai) = Z; NU,. Entao f, = HfgZ determina divisor de Cartier {U,, fo} que é mapeado

1
precisamente no divisor de Weil de que partiramos. Portanto
H® (M, M*/O*) ~ DivM

Sob essa correspondéncia, temos H° (M, M*) ~ PDivM de maneira quase tautolégica. Por conta dessa
correspondéncia natural, referiremo-nos doravante a divisores, sem maiores qualificagoes. Observamos entao
que H'(M,O*) se identifica com o grupo abeliano de fibrados de linha holomorfos em M (claramente
isomorfo a DivM /PDivM =: PicM), e portanto o morfismo de conexao

H® (M, M*)0%) 25 HY (M, 0%)

mapeia um qualquer divisor { f, } no fibrado que tem por transi¢ées holomorfas { fap = fafa? }, e os divisores
principais no fibrado holomorficamente trivial. Mais ainda : da seqiiéncia exata da exponencial holomorfa

O—»ZHOﬂo*—»O

temos

H'(2,0%) 25 H? (3,7)

a primeira classe de Chern de um fibrado de linha holomorfo. O mergulho natural de 0 — Z — O —
O —0em0—Z— A — (AO)* — 0 com H'(X2,A% = 0 diz que é comutativo

HY(S,0%) —= HY(,A%)
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ou seja, o tipo de difeomorfismo de um fibrado de linha holomorfo é determinado por sua primeira classe de
Chern. Fixemos agora conexao unitdria V no fibrado de linha (D). Em termos de uma trivializagao {U, },
nossos dados consistem em uma colecao de (0, 1)-formas w, € A}]a com a condigao

wp — wa = —d (log fap)

A curvatura Fy se computa por
(Fv), = dwa + wa N wa = dwq

e portanto coincide com dwg em U, NUp pela férmula anterior. Desse modo podemos considerar {dw, } uma
representagao de Fy em H2,(M,R). Notemos entretanto que H2Zp(M,R) é isomorfo ao quociente

HO(X, 22)
dHO(X, A1)
onde d é induzido da seqiiéncia exata
0— 2" — A -5 220
e como A admite particio da unidade, o morfismo de conexdo

HO(M, 2?)

o1t THO(M, AY)

— HY(M, 2")

é um isomorfismo, dado por
61 ({dnaa Ua}) = {77B - naan N U,B}

Por outro lado, também é exata
0—R-—A L 21 0

e de novo obtemos isomorfismo
o : HY (M, 2" = H*(M,R)

que, de maneira explicita se escreve como
do ({dnas, Ua}) = {nap + npn + Mya, Ua NUs N UL}
A composta dy o 01 define o isomorfismo de de Rham descrito anteriormente
H2,(M,R) = H*(M,R)
e em termos dele vemos que Fy é representada em H?(M,R) por

00 001 ({dwa, Ua}) = do ({wﬁ — Wa}) =g ({—d(log faﬂ)})
= —((log fap) + (log fg) + (log fra))
= (log (foc,@fﬁ’yfva))

Mas o morfismo de conexao ¢; em
H'(M,0%) =~ H* (M, 7Z)
se escreve como
G ({faﬁa Us N Uﬁ}) = {gaﬁ + 98y + Gya; Ua N Uﬁ n U’Y}

onde gop € O(U, NUp) é um exp-levantamento de fqg3, i.e.,
fa,@ — 627Tiga[f

— &1 (o, Ua N Up}) = {5108 (fapfon fra) Ua N Us N U}
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e portanto )
& (0 ({fafa, Ua N Us})) = 500 0 b1 ({dwe, Ua})

Interessa-nos sobretudo o caso M = ¥ uma superficie de Riemann. Nesse caso, SAI’s de ¥ nada mais
s@o que pontos; seja D = p € X, e o uma trivializagao local suave de §(D). Qualquer outra segao se escreve
como ho para uma fungao suave h; em termos de ¥ = ho a (0, 1)-forma de conexdo local w se explicita por

_ dllo]?

w+w=
llor[]?

uma vez que

d||¢]]* = lo|[* (hdh + hdh) + |h|*d||o|®
Por outro lado
d||¢[|* = (V (ko) , ho) + (ho,V (ha)) =
= ||o]|* (hdh + hdh + |h|* (w + w))

Em particular
w = dlog||o]|?

e portanto

Fg = dw = 80log || fac||* = (0 +0) <417T) (0log fo + Olog fo + (0 — 9) log||o]|?) =

1 _
=d (4) (—2iImdlog fo, + (0 — 8) log||o||?)
T
de onde se conclui que

1
/ Fy = — Imlim dlog fo =
M 2 =0 /o, (p)
Ofa 1

1
—— Im lim = -
211 e—0 9B.(p) fa 211

Logo ’
6108 ({fa Ua}) = 500 0 61 ({dwa, Ua})

ou seja : #Fv representa o dual de Poincaré de p. Isso mostra que é comutativo o diagrama

HO(S, M*O*) 2—= H'(%, 0%)

deg l“
C1

H%(S,7)

sob a identificagao canonica H?(X,Z) = Z. Portanto divisores principais tém grau nulo .

Recordemos que toda 2-variedade fechada e orientada X é difeomorfa a uma esfera com g = g(X) alcas
coladas, i.e., ¢ uma esfera ou um g-toro. Representemos a 1-homologia inteira de X por a1, b1, ..., a4, by, onde
a; € curva fechada pela circunferéncia interior da i-ésima alca, e b; curva fechada pela circunferéncia exterior
da i-ésima alga. Se X =X é superficie de Riemann — e portanto automaticamente Kéhler — nés observamos
que sua primeira cohomologia em C é composta de formas holomorfas e suas conjugadas (por conta das
identidades Kihler), e portanto H(X, Ky;) tem dimensdo complexa g. Fixamos entdo base {wi,...,w,} de
H°(X, Kyx)) e definimos o reticulado de periodos A C CI por

A= {anAz —l—Zszl N, m; € Z}
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onde
fai w1 A; (wr)
A; = : =: : ey
fai Wy A; (wyg)
Jy, w1 B; (w1)
B; = =: e CY
fbi Wy Bi (wg)

Podemos supor sem perda de generalidade que A; (w;) = d;;. A é uma base R-linear de CY, pois se para

numeros reais r;, s; tivéssemos
ETi/Wj+E Si/w]‘:()
i a i bs

para cada j, entdo o funcional ) 7; fa/ +> 8 fb’_ teria de ser nulo sobre H'°(X), e portanto sobre

HY(X;C) = HY(X) @ HLO0(X), o que por dualidade de Poincaré significaria que r; = 0 = s; j& que
{a;} U{b;} é uma base da 1-homologia em ¥. Dessa feita, o quociente C9/A = .J é um toro complexo, dito
Jacobiana de ¥. Uma maneira algo mais abstrata de definir J é como o conticleo do morfismo

Hl(Z,Z) - HO(Eang)v

(e )

Fixado um ponto base p em 3, definimos o mapa de Abel Ab, : ¥ — J por

q

Jwr

p

q

onde o simbolo [w; significa integrar w; ao longo de qualquer caminho entre p e . A aplicagdo estd bem
P

definida ja que quaisquer dois tais caminhos sao homélogos a uma combinacao inteira de a;’s e b;’s, e portanto

definem o mesmo elemento em J. Por linearidade, estendemos Ab,, a atuar no grupo abeliano de divisores
de Weil de X :

Ab, : Div(X) — J

Observagao 30. Recordemos que duas métricas Riemannianas g e ¢’ numa variedade diferencial (real) M
sao ditas conformemente equivalentes se em cada ponto de M elas diferem por um escalar positivo. Desse
modo, se fitamos uma classe conforme de métricas Riemannianas G em M, podemos falar em angulo entre
campos vetoriais (ainda que o conceito de tamanho’ de um campo vetorial nao possa ser definido). Em
particular, se M € uma superficie orientada, 'rotacao por +90°° determina wma estrutura quasi-complezra
em M, que por razoes dimensionais € integrdvel; a variedade complexa assim definida denotamos por Mg. E
fdcil que se G e G’ sdo classes conformes distintas, entdo Mg e Mg nao sao holomorficamente equivalentes,
e que toda curva complexa ¥ difeomorfa a M é biholomorfa a Mg para alguma classe conforme G.

Outra observagdo relevante neste contexto é a de que a decomposi¢ao da 1-cohomologia em suas partes
(1,0) e (0, 1) valem por toda a classe conforme; fica entdo claro que a Jacobiana de uma superficie de Riemann
s6 depende de sua estrutura compleza — e portanto, fizrado um mergulho de Abel Ab, (que é holomorfo, de
acordo com o que seque), nds temos liberdade de fizar em J e 3 métricas compativeis com o mergulho e com
as respectivas estruturas complexas. Em outras palavras : a escolha de p em ¥ nos permite pensd-la como
subvariedade complera e Riemanniana de J.
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Para prosseguirmos o estudo do mapa de Abel, é necessario discorrermos sobre um resultado cléssico, a
lei de reciprocidade de Riemann :

Proposicao 31. (Reciprocidade de Riemann) Seja n 1-forma holomorfa em ¥\{x;} e que tem por singu-
laridades apenas pdlos simples nos pontos {x;}. Entdo se w é uma qualquer forma holomorfa em X, os A-
e B-periodos de 1 e de w estao relacionados por

> (Bi(w)Ai(n) — Ai(w)Bi(n)) = 2mi Z <ffw> resg, (1)

i

Demonstra¢ao. Representemos ¥ como a identificagdo de um 4g-gono A de lados al,ﬁhafl,ﬁfl, ...,ﬁ;l,
com tnica palavra de colagem [[[c, §;], onde nenhum dos z; estd em nenhum dos a;’s ou f;’s. O interior
de A é 1-conexo, e portanto se w é uma 1-forma holomorfa em ¥, sua representante w em A\JA é exata, e
escrevamos w = dm em intA. Podemos estender 7 a

7: A —C
q

q»—>fw
Po

onde pg € A\OA. Se p € «;, existe um tnico p’ em ai_l que € identificado a p na colagem que produz .
Temos entao

’ Mb; p/
wt Jwt+ [ w=
Bi biNa;*

Q

m(p') —n(p) =

S
I
oy

i(w)

T R
S
Il

"3

=
S

Analogamente, se p € f;, existe um tdnico p’ € §; 1'a que p se identifica para produzir ¥; argumento idéntico
mostra que
() —7n(p) = [w=—4;(w)
1

ay

Mas 71 também é meromorfa com singularidades nos mesmos pontos {z;}, e por teoria de residuos

j
/ 7 = 27i Z res,, (mn) = 2mi Z Jw | resy, (n)
oA 7 ' 7 \po

O truque agora é observar que o lado mais a esquerda da férmula acima pode ser calculado explicitamente :

™ = / 77174—/ ™| =
/BA Z ( Olz'+(¥;1 ﬁr‘rﬁ;l )

)

-3 B (/n) - A) (/n)

=1 > (Bi(w)A;(n) — Ai(w)Bi(n))

Assim :
. P
> (Biw)Ai(n) — Ai(w)Bi(n) = 2miy_ | [w | resp, (n)
i by Po
como desejavamos. m
Observemos que se f é fungao meromorfa em ¥ com divisor associado

(f)= > api+ > big

a; >0 bj<0
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a 1-forma

1 df
=i f

é claramente holomorfa no complemento de {p;} U{g;} em X, tem pélos simples nesses pontos, com residuos

Ui

a;
resy, (1) = 5
b
resq, (1) = 5

de modo que
Z res(n) =0

Claramente, f se recupera de 1 por

f(z) =exp (27rifz17>

Po

Sera entao na linguagem de 1-formas meromorfas com poélos simples e de grau nulo que estudaremos os
divisores principais em Y. Crucial nessa diregao é a seguinte proposigao, em que Q! (3" z;) denota o feixe
de 1-formas meromorfas em ¥ que sdo holomorfas em ¥\{z;} e tém pdlos simples nos x;’s :

Proposicao 32. Dado conjunto finito de pontos {x;} e nimeros complexos a; com soma nula, existe 1-forma
n € Q' (X ;) que tem por pdlos precisamente os x;’s, e com residuos a;; além disso, quaisquer duas tais
1-formas diferem por uma I1-forma holomorfa.

Demonstracdo. A seqiiéncia
0— Q' — ot (le) E@Cmb — 0
é exata, e portanto
H° (2,91 (Zx)) I BC,, — H' (8,0") ~ H(X,05) ~ C

é também exata, de onde segue que o conicleo de res tem dimensao no méximo 1; mas como a soma de
residuos de uma 1-forma meromorfa 7 é nula, a imagem de res tem de estar contida no hiperplano

EPCT7 < H= {Zaixi : Zai :0}

e portanto com ele coincide. m
O passo decisivo da nossa descricao da Jacobiana é a

Proposigao 33. Se o grau de ), axpx € DivE € nulo, existe uma fung¢do meromorfa f a que ), axpx €
associado se e s6 se a imagem de Yy, axpx por Aby, € nula. Em outras palavras,

Ab,, : DV'S — J
tem niucleo PDivy.
Demonstrag¢ao. Mostremos inicialmente que o divisor (f) associado a fungao
f:¥—CP!

estd no niicleo de Ab,,. Notemos que H' ((CPl; O(CPI) ~ g0 ((CPl; (C) = 0 por calculo direto da defini¢ao
de cohomologia de Cech, e portanto aplicacdoes holomorfas

@:CP' — J
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puxa cada 1-forma holomorfa em J a forma nula. Mas as 1-formas holomorfas dz; geram o espago cotangente
de J em cada ponto, e portanto toda aplicacio holomorfa ¢ de CP! num toro complexo é constante.
Consideremos entao

@:CP!' — J

[wo : wr] — Aby, (wof — w1)
que é evidentemente holomorfa. Entao
Aby, (f) =@ ([1:0]) = ¢ ([0: 1]) = Aby, (=1) =0
e portanto PDivY C ker (Aby, : Div’Y — J).

Dediquemo-nos agora a mostrar que, se um dado divisor de grau nulo D é mapeado em zero por Ab,,,
entdo D = (f) para alguma fungdo meromorfa f. Para isso observamos que se

D = Zaipi—i— ijQj:Z(pk_Qk)

a; >0 bj <0 k

existe pela proposicao anterior 7' € Q! (3 (px + qx)) com residuos

@
resp, (77) = 27;-

b.
resy; (1) = 2—;2

e definimos n € Q' (3" (px + qx)) por
n=n"=> An)w

de modo que A4; () = 0 para cada i. A expressao Ab, (D) = 0 se traduz entdo como : existem inteiros
my, ng tais que

Pk
Jn
dk
k Pk i

Jwg
dk

> ?wj =3 (miAi(w;) +niBi(w)))

k Ik i

=m; + Z TLZBZ(WJ)
i
para cada j. Pela reciprocidade de Riemann temos que

Pk
Bi(n) = Z Jwi
k 9k
e portanto

Bj(n) =m; + Z"ti:(Wj)

Dai que se definimos

E=n—-> njw;
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teremos
A (§) =4 (77 - anwj)
= —Nn;

B; (§) = B; (77 - ZW%‘)

(2

e assim £ tem A- e B-periodos inteiros. Entao
z
f(z) =exp | 2mi [
Do

define o divisor D. m
O grupo de Picard PicS = H' (Z,0*) tem um subgrupo Pic’S = ker (¢; : H (Z,0%) — Z). O que
mostramos, portanto, é que Ab,, determina injecao

Pic’s — J
O ponto final da nossa descrigao de J é o seguinte
Teorema 34. Pic"Y — J ¢ isomorfismo.
Antes, um lema auxiliar quase trivial :

Lema 35. Uma aplicacao holomorfa entre variedades complexas fechadas e coneras de mesma dimensao €
necessariamente sobrejetiva se for um biholomorfismo nalgum ponto.

Demonstracdo. De fato, se
M" L} N™

/ f*wN >0
M

onde wy é a forma volume em N; mas H?" (N\pt) = 0, e portanto se a imagem de f omite um ponto
pt €N, wN|N\{pt} ¢é exata e portanto
/ [fon =0
M

Prova do Teorema. Resta apenas mostrar que essa correspondéncia é sobrejetiva; ou seja, que dado qualquer
(a1,...,aq) em J, existe divisor de grau nulo D tal que

estd dentro das hipdteses,

jAque OM =0. m

Qg

Consideremos a acao natural do grupo de permutacdes de d elementos no produto cartesiano ¥4, com quo-
ciente ¢ 5 ¥(@ munido da topologia induzida. Os pontos de X(?) sio d-uplas nao-ordenadas {p1,..-sDa}
de elementos de X, que representamos por » ., p; € »(@, Fixado >, Pi, cada p; possui vizinhanga U; em X
(com coordenada local z;), e podemos supor que U; NU; = @ quando p; # p; e que U; = Uj e z; = z; quando
p; = p;. Consideremos entao

(U X ... x Ug) — c?

z1(q1) + ... + za(qa)
21(q1)7z2(q2) + 21(q1)23(q3) + ... + 2a—1(qa—1)24(qa)

Z%‘H

21(a1)22(g2) - 7alga)
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A independéncia algébrica dos polinémios simétricos elementares diz que essa aplicagao define coordenadas
locais em 7 (U; x ... x Uy) € (4. Tomemos entao >, Pi com p; # pj se i # j. Temos inclusao natural

y@ _, DiV'Y

sz‘ — Z (pi —po)

e a composicao com Ab,, : Div’Y — J define aplicacio holomorfa

p@ @ g
Pi
fon
Po

dori— |

% i pi
Jwg
0

Expressemos w; na coordenada local z; por w; = (wj ) dz;. Entao temos

dz;

az <7W1>
5 * \wo wl/dzi
dete|

pi wg/dz;
ai (f Wg)
Po

Quando d = g, a diferencial de u(9 em >, Di se escreve como

wifdzy - wi/dzg

we/dz1 -+ wg/dzg

De acordo com o lema precedente, tudo o que temos a fazer é mostrar que essa matriz tem posto maximo g
em algum ponto. Ou seja : desejamos reescolher > p; de modo que a diferencial de 149 nesse ponto tenha
posto maximo. Comecemos por escolher p; de modo que wi(p1) # 0 e notemos que trocar w; (i > 1) por
w; — a;wy equivale a trocar a coordenada local z1, o que nao afeta o posto da matriz em questao. Portanto
podemos supor que ws(pi1) = ... = wy(p1) = 0. Novamente, trocando a coordenada z podemos supor
que wa(p2) # 0 = ws(p2) = ... = wy(p2). Repetindo esse procedimento até z,, obtemos uma matriz em
forma triangular superior com diagonal principal sem zeros, e portanto (9 é biholomorfismo em > pi, como
desejavamos mostrar. m

Observamos que a escolha de py € ¥ define mergulho ¥ < Div’Y e que sabemos que um divisor de grau
nulo D = p — py € Div’Y é principal se e 6 se Ab,, (p) = 0. Portanto a composta

¥ — Div’Y — Div’E/PDiv’% = Pic’Y ~ J

determina mergulho de ¥ em sua Jacobiana, dito de Abel ou de Abel-Jacobi.



Capitulo 4

Fibrados III : Classes Caracteristicas

4.1 Lemas da Teoria de Obstrucao

Um espago topoldgico conexo por caminhos Y é dito n-simples se, dados quaisquer dois pontos ¥y, y1 € Y,
caminhos Mg, \1 : yo — y1 € k < n, coincidem os isomorfismos 7 (Y, yo) — 7k (Y, y1) induzidos por Ag e
A1. Em particular, sdo oo-simples (ou apenas simples) grupos topoldgicos, espaco de classes laterais de um
grupo de Lie por um subgrupo conexo, além de espagos 1-conexos.

Suponhamos que Y seja n-simples, (X, A) um complexo CW relativo e f : A — Y aplicagdo continua.
Desejamos saber quando f estende a aplicagao X — Y.

A idéia é primeiro estender f as 0-células de X'\ A, depois as 1-células, e assim por diante. Evidentemente,
estender f as 0-células do complemento de A em X significa simplesmente atribuir valores arbitrédrios a essas
células; essa regra estende ao 1-esqueleto de X se e s6 se Y é conexo.

Suponhamos entao que tenhamos estendido f ao n-esqueleto X,, de X; gostarfamos de saber em que
situacoes podemos estender f a X, 1. Para tanto, fixemos aplicagao caracteristica S™ 2, X, de uma dada
(n + 1)-célula e de X, e notemos que por simplicidade de Y a composiciao

i

s —x, Ly (4.1)

define um elemento em 7, (Y). Se e, ..., eNt" sdo as (n+1)-células de X\ A, definimos uma (n+1)-cocadeia

cr € C"H (X, A m,Y)

cp it — [fodi]

Dado que a composta ¢y o 9 (onde 9 denota a diferencial de C, (X, A;m,Y)) é nula, temos que ¢; é um
cociclo.

Recordemos agora que uma aplicacdo S™ — Y é restricio de uma aplicacdo D"t! — Y quando é
nulomotdpica, e apenas nesse caso. Assim, f:X, — Y estende X, 1 — Y se e s6 se cy é o cociclo nulo.

Observemos ainda que se f' : X,, — Y é outra aplicagdo que é homotdpica a f sobre X,,_; por uma
homotopia

h: f”Xn—l = leXn—l : (X X I)n —Y (42)
relativa a A, entdo pelo mesmo raciocinio h define cocadeia ¢, em

C""MX xLLAxLm,Y)~ Y CYX,A;7m,Y)®C/(I;n,Y)
i+j=n+1

que é um cociclo. Definimos a cocadeia de diferenca dys ¢, € C™(X, A;m,Y") por
dyprn(€f) = (=1)""ep (e x I)

59
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Entao

0= (dcp) (ef T x I) =cp (O} x TU(=1)" el x 0I) =
= (=)™ [ody (€] ) + ep (el ) —ep(ef )]

7

—— Jdﬁf/,h =Cf —Cyr

ou seja : uma homotopia (relA) em X,,_; entre as restri¢coes de duas aplicagoes X,, — Y determina uma
cocadeia por cujo cobordo diferem as obstrugoes para que essas aplicagoes sejam extensiveis a X,, ;. Convém
também observar que a cocadeia de diferenca dy ¢/, admite a seguinte descricdo geométrica (a menos de
sinal) :
dypon(el):0(el x I) = S" Ly

Desejamos agora mostrar que toda n-cocadeia se realiza como cocadeia de diferenca de alguma homotopia;
mais precisamente, que se f : X(®) — Y d € H*(X,A;7,Y) e H é homotopia (relA) com Hy = f|xm-1,
entdo existe g : X" — Y com H; = 9lxm-1 edypg.m=d.

Fixemos n-células {e'} de (X, A), e sejam

a;:0(el xI)—Y

representantes de d(el') = d;. Como K; = 0 (el x I)\ (el x {0}) é contréctil, a;|k, é homotépico a um
ponto, e portanto a f, por uma homotopia H : K; Xx I — Y. Como complexos CW relativos (Z, B) séo
cofibragoes, i.e., o seguinte diagrama se resolve para todo espago W (cf. [47]) :

BxIUZx{O}*;W

-
-
-
-

Z x 1

aplicamos esta observagao ao par (9 (el x I),el') para conseguir representante de d; que restringe a f onde
este estd definido, de modo que

0d =y, 1y, H = CH, — Cf
Resumindo temos :

Proposicao 36. Sejam Y espago topoldgico n-simples, e (X, A) um complezo CW relativo. Entdo : (1)
para cada f: X, — Y o cociclo cy € nulo se e s6 se f estende a X,,11 — Y, e € cohomdlogo a zero se e
sd se flx,_, estende a Xpy1 — Y e (2) se f,g: X, — Y sdo homotdpicos em X,,_1 por uma homotopia
h, entdo ¢y e cq sGo cohomdlogos pelo cobordo da cocadeia de diferenca ds 4 € C™(X, A;m,Y), e dada uma
qualquer n-cocadeia e f : X,, — Y, d se realiza como cocadeia de diferenca de uma homotopia de f sobre
anl.

Desejamos agora discutir brevemente a nogao de obstrugao priméria de um complexo CW (n — 1)-conexo
Y. Ela é definida da seguinte maneira : id,pt : Y,,_1 — Y s@o homotdpicos por alguma homotopia h
pela hipdtese de conexidade sobre Y; a cocadeia de diferenga dig pi,n € C™(Y;m,Y) é dita entdo obstrugdo
primdria para contrair Y a um ponto. Observemos que por conexidade de Y a homotopia especifica h é
imaterial, autorizando-nos portanto a denotar dig pi,, € C"(Y;m,Y) por dy.

Interessa-nos sobretudo o caso Y = S™; observemos entdao que uma homotopia entre id, pt :
S~ — §" estende imediatamente a uma homotopia sobre o hemisfério inferior D™ ; por definicdo,

n-1 =
dia pe,n(—) = (—1)" en(— x 1)

mas cp, (D%} x I) gera 7, 8™ ~ H"(S™;7,S8") = H"(S™;Z) ~ Z. Pelo mesmo raciocinio, se f : S — S™,
entao

dfptn = (deg f) diapt,h = 7 (did,pt,n)
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Observemos que é nulhomotépica qualquer aplicacio S"~! — S™, e que se h, h/ sdo homotopias h, h' :
J ~pt,pt ~ g:S8""! — S entdo por construgio de cp/j, temos que a cocadeia de diferenca dy 4 5/ se
escreve como

df,gh'h = dfpt,h — dpt,g,h/
=(f"—g")dsn
Portanto
[S™, 5" L% 7, ~ H™(S™; 7, S™)

conhecido como Teorema de Hopf.

4.2 Classes de Chern

Suponhamos que F LM seja um fibrado complexo, e consideremos o quociente de F — M pela relagao de
diferirem dois elementos numa mesma fibra por um escalar nao-nulo :
PE=FE—-M/~
e~ e < p(e) =p(e') e e = \e/ para A\ € C*
PE tem estrutura natural de fibrado sobre M com fibra CP™!, dito projetivizacdo de E. Essa construcio
é functorial no seguinte sentido : se f : M’ — M, sao naturalmente isomorfos Pf*E e f*PE.

Suponhamos inicialmente que F seja trivial, E ~ C" x M — M. Entdo PE ~CP" ! x M — M, e
pelo isomorfismo de Kiinneth, temos

H*(PE;Z) ~ H*(CP™47Z)® H*(M;7Z)
e é comutativo o diagrama abaixo :

H*(PE)—— H*(CP" Y)Y @ H*(M)

i 1®id
q

H*(M)
Podemos considerar o fibrado ¢*F — PFE e notar que ele contém o subfibrado de linha Lg
{(,p}e PEXE:pel} =Ly C¢'E={(l,p) e PEXE:léretaem E,}

que a inclusdo da fibra CP"~! — PF leva no fibrado tautolégico v1(r — 1) sobre CP"~!. Denotemos entao
por f a aplicagdo classificadora PE — CP* de Lg (o fibrado de linha conjugado a Lg); i.e., f*v1(1) = Lg,
e consideremos f*t = O € H? (PE;Z), onde t é o gerador livre de H* (CP*;Z) que é dual de Poincaré
do hiperplano zo = 0; entdao O% € H? (PE;Z) (onde 0 < i < r — 1) restringem a 1,¢,t%,...,t" !, geradores
livres H* ((CPT’l; Z) pelo isomorfismo de Kiinneth
H* (PE;Z) ~ H* (M;Z) ® H* (CP" !, Z)
Opr— —1®t
logo {©%}5" geram livremente o H*(M;Z)-médulo H*(PE;Z).
Definamos '
9 (M;Z2)= @ H' (M;Z)
i+2j=k
720
e observemos que $* (—;7Z) é soma direta de functores de cohomologia, e portanto admite seqiiéncias de
Meyer-Vietoris; i.e., se U,V sao abertos em M e é exata a seqiiéncia curta de complexos de cocadeias
0—C*"UUV)—C"U)aC" (V) —C*(UNV)—0
C*(UUV)3a+— (aly,alv)
C* (U) o C* (V) = (b, C) — b|UﬂV - C|UﬂV
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entdo ¢é exata a seqiiéncia longa em H* (—;Z) :

=S UNVIZ) — 9 (UUV3Z) — 5 (U Z) 99" (ViZ) — 9 (UNVZ) — -

r—1

Observemos ainda que o H*(U;Z)-médulo H*(PE|y; Z) ser gerado livremente por {©% |y }(™" significa
que os homomorfismos

oF : §* (U;Z) — H*(PE|y;Z)

Qi

— Zq*(aij)GE‘U

ag,, J

sao isomorfismos.
Se U e V sao abertos em M, e 6’[}, @"“, e @Ifmv sdo isomorfismos como acima, temos

H*NEy)® H"Y(By) — H* ! (Bynv) — H*(Eyuy) — H"(Ey) @ H*(By)
(e’gl)ea(e’&l)T~ e’“UmlvTN @’&UVT <65>@<@’5>T~

SN U) @ HFHV) ——= 9 UNV) —=HF (U UV) —— H*(U) @ H*(V)

H*YEynv) — H*(Eyuy) — H*(Ey) @ H*(Ey) — H*(Eyny)
@Z#vT: %WT (CLALEIELA T: ®5WT:

AFHUNV)—=H*U UV) 9+ (U) @ 9% (V)

SrUNV)

onde as linhas sao definidas usando a sequiéncia de Meyer-Vietoris. Pelo Lema dos 5 em Algebra Homologica,
segue da comutatividade do diagrama e da exatiddo das linhas que também os ©F, ;,’s sdo isomorfismos.
Usamos entao a compacidade de M para escolher uma cobertura trivializante para E e do argumento acima
conseguimos encontrar isomorfismos

ek . §* (M;Z) — H*(PE;Z)

e concluimos que as classes {O%};! geram liviemente H*(PE;Z).
Assim, existem tinicas classes ¢;(E) € H?'(M;Z) que satisfazem a relagao

O +ci(B)O + ..+ 1 (E)Op + ¢ (E) =0

em H*(PE;Z); dizemos que ¢;(E) é a i-ésima classe de Chern de E, e que ¢(E) = Y ¢;(F) é a classe total
i>0
de Chern de E, onde pomos c¢o(E) = 1.

Uma observagao importante neste contexto é a de que todo fibrado complexo (sobre base paracompacta)
admite métrica Hermitiana ; se uma tal métrica é escolhida em ¢*FE, podemos decompor esse fibrado como
¢*E = Lg ® Ly, onde L denota o ortogonal de Lp para a métrica considerada. Pelo que acabamos de
expor, a cohomologia de M mergulha na de PFE pela aplicagao induzida pela fibragao prépria PE — M.

Podemos entdo seguir o processo com Ly — PE}; i.e., considerar a projetivizacio q; : P (Lﬁ) — PFE, e
pelos mesmos principios discutidos anteriormente, cindir q{LJE ~ L 9 LJL- 1, com L Lt O fibrado tautolégico
determinado por L%; a cohomologia de PE mergulha na de sua fibragio prépria P (Lé), e assim por diante.
O posto de E limita o nimero de tais passos a dar até encontrar uma fibracdo prépria suave F — M, dita
splitting map, tal que

1. O fibrado induzido por F — M de FE cinde como soma de fibrados de linha complexos;

2. O morfismo induzido H*(M;Z) — H*(F;Z) é monomorfismo.
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Esse resultado é conhecido como principio do Splitting Complexo Através desse principio (e da naturali-
dade de ¢) o célculo das classes de Chern de um qualquer fibrado complexo E se d& 'cindindo’ E (médulo a
fibracdo acima descrita) numa soma de fibrados de linha.

Notemos que a restricdo de O a fibra CP"~! determina, por construcio, o gerador ¢ de sua cohomologia.
Afirmamos que O ¢ a tnica classe de cohomologia de PE com essa propriedade. De fato, seja ¥ uma
outra tal classe e construamos como acima os isomorfismos {¥%};. Como por Kiinneth as restrigoes de O
e U a aberto sobre o qual PFE ¢ trivial sao iguais, s6 precisamos mostrar que se U e V sao abertos em M
e valem as igualdades

Uy =0yp,¥y =0y, ¥yny = Ouny

entao também vale Uiy = Opuy para que concluamos que Vg = ©p pelo mesmo argumento que mostra
a existéncia de © . Mas isso segue da seguinte justaposigdo de diagramas comutativos de linhas exatas (por
Meyer-Vietoris) :

Hk’_l(PEU) D Hk_l(PEv) —— Hk_l(PEUmv) —— Hk(PEUUv) —— Hk(PEU) D Hk(PEv)

(@El)@(@*&l)Tﬁ @Zml\/T: @’BUVT (CIAEIGEH TZ
9L U) @ HFH(V) ol UNVY) sFwuv) 9FU) @9k (V)
<ﬂz’él>@<ﬂz’él>l~ W’z‘mlvl~ w’auvl <w’5>ea<w’a>l~

H*=Y(PEy)® H*Y(PEy) — H*Y(PEyny) — H¥(PEyuy) — H*(PEy) @ H*(PEy)

H"Y(PEyny) — H*(PEyvy) — H¥(PEy) @ H"(PEy) — H*(PEynv)

@’“UmlvT: @’fva <e?}>@<e€>T: @?'WT:
S UNYV) ——= 9 U UV) ———= 9F(U) @ 9F(V) ————=H* (U N V)
W?;#vi: ﬂz’awl w’f])@(w@)l: w’;‘mvl:

H*Y(PEynv) —= H"(PEyuv) —= H*(PEy) ® H*(PEy) —= H*(PEynv)

notando que @’{,‘V o (\I/"iv)_l =1id para W = U,V,U NV, e portanto também para W =U U V.

Desse modo, buscar O ou buscar uma classe de cohomologia que restrinja fibra-a-fibra ao fixo gerador
livre ¢ da 2-cohomologia da fibra sdo problemas equivalentes. Essa observacao permite concluir facilmente
que a classe © é natural, no sentido que

["Orp =0
onde f: M' — M; de fato, sejam i, : {p'} — M’e j, : {p} — M, entao
iy [TOp = (foiy) O = (jip) Op

é o gerador fixado t € H*(CP"~1;Z), do que decorre a igualdade f*Op = O p.
Em conseqiiéncia disso, sao naturais as classes de Chern :

fre(B) = e(f°E)

o que pode ser visto mais rapidamente da evidente naturalidade f*Lg = Ly+g.
Consideremos entao L — M um fibrado de linha. Entao PL ~ M canonicamente, e portanto temos
aplicacao
c1: HY(—;C*) ~ [-,CP>®] — H*(—;7)

Proposigao 37. A atribui¢do de c; em [M,CP>] estabelece correspondéncia biunivoca com H?(M;Z).

Demonstra¢ao. Ressaltamos de inicio que por Aproximacdo Celular podemos sempre supor que M é um
complexo CW, ja que c; nao sente homotopias.
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Observemos ainda que ¢1 (v'(1)) = —0,1(1) e portanto ¢1(y* (1)) gera H*(CP; Z); por naturalidade de ¢;
e universalidade de «'(1), concluimos que se os fibrados de linha classificados por funcoes f,g: M — CP>
tém mesmo c;, entdo a imagem de c;(y1(1)) pelas aplicacdes induzidas por f e g em cohomologia sio iguais.
Mas H*(CP>;Z) é polinomial em c;(v*(1)); logo

c1 (f*'yl(l)) =0 (g*’yl(l)) < f* = g* em cohomologia

O que devemos mostrar portanto é que f* = ¢g* em cohomologia se e s6 se sao homotdpicas.
Mas a fibragao de Hopf
Sl . S2n71 . CPnfl

mostra através da seqiiéncia longa exata de grupos homotopia que se n > 1 temos m,CP* ! =0se k < 2n—1
ou k < 2 e que mCP" ! = Z; assim CP> é espago de Eilenberg-McLane de tipo (Z,2).

Assim podemos supor sem perda de generalidade que f e g sdo mapas celulares e que f|a, = 9|,
denotemos por h a homotopia constante em M;. Como CP! = S?, da discussdo sobre obstrucdes primarias
vemos que dy¢gp = (f* —g*)ds2, e portanto a obstrucao para que duas aplicacdes M — CP> sejam
homotoépicas em Ms é que induzam a mesma aplicacao

H?(CP>;Z) — H? (M;Z)

Continuemos a denotar a homotopia f|y, =~ g|a, por h; se ja estendemos h a My, (onde k > 2), a obstrugao
para estender h a homotopia sobre M1 mora em H**! (M;m;,1CP>), que é nulo por conta de CP>® =
K(Z,2). Assim podemos estender a homotopia h a todo M. =

Desejamos mostrar que ¢; — que sabemos agora bijecao natural — é de fato um isomorfismo, i.e., respeita
a estrutura de grupo que induzimos em [—, CP*°] através da bije¢do natural com Vect;(—) (que é grupo
abeliano sob produto tensorial) descrita na se¢ao sobre fibrados universais. Para tanto, vamos nos valer do
isomorfismo

¢ HY(—; SY) ~ [-,CP™] = H*(—;7)
descrito na secéo sobre Teoria de Cech, que desejamos comparar a ¢;. Percebamos que, assim como c¢; (v1(1)),
a classe ¢1(y(1)) gera a 2-cohomologia de CP*°, que é livre de posto 1; portanto c;(y1(1)) = +¢é1 (v (1));
como a cohomologia de CP* distingue c¢; (v(1)) de —c;(y(1)), o sinal em observamos + pode ser determinado
comparando os valores de ¢; e ¢, sobre o fibrado tautolégico de CP!.

Proposigao 38. c;(v'(1)) = ¢ (v*(1))

Demonstracao. Recordemos que é comutativo o diagrama

HO(S, M*/0*) 22— HY(%,0%)

deg lv
é1

H%(%,7)
com ¥ = CP!; assim, se p = oo € Div ((CPl), temos a igualdade
¢10 ({fa: Ua}) [CP') = deg ({ fa, Ua})
onde ({fa,Ua}) € H® (CP'; M*/O*) representa o divisor p € CP'. Mas
degp=1

e sob o isomorfismo

Div (CP') ~ H° (CP'; M*/O¥)
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a imagem de p é representada por {fo, f1, Uy, U1} onde

Uy = CP"\ {0}
U, = CPM\{0}
forzr—1

1
frozr— -
z

o que significa que §(p) = {UO, Ui, gi; = J’f—} é o fibrado de linha que se obtém por

UO XCHUl x C

onde Uy x C 3 (z,v) ~ (2, %) € Uy x C - ou seja, 6(p) = y'(1). Logo
&1 (7'(1)) [CP] = deg (p) = +1

Por outro lado, a inclusao natural
t:CP! — CP™

classifica v1(1) — CP?, e portanto por defini¢do e naturalidade de c; vale
a (1) [CP' = ¢ (v) w[CP'] = +1

Portanto c1(y(1)) = é1(y1(1)). m

Por naturalidade de ¢; e ¢1, por terem o mesmo valor em ~!(1), e por esse fibrado ser universal para
fibrados de linha, segue que ¢;(L) = ¢ (L) para cada L — M de linha complexo, e que ¢; (L® L) =
ci(L) + e (L)

Pelo Splitting Principle e pela naturalidade das classes de Chern, podemos calcular ¢(F) de um qualquer
fibrado complexo E desde que saibamos calcular ¢(E) para fibrados complexos E que cindem como soma de
fibrados de linha. Consideremos entao .

E = EB L;
i=1

onde os L;’s sao fibrados de linha; entao sao exatas as seqiiéncias curtas de fibrados
T
O—>LE4>q*E:@q*L¢—>c0L—>O
i=1
.
0—C @ Lioly —cor@Ly —0
i=1

Se 0 € I'(PE,¢q*E ® L},) corresponde & inclusao do fibrado trivial C, escrevemos o; para sua projegao
sobre o fator ¢*L; ® LY, e V; para o maior aberto sobre o qual o; ndo se anula; assim sendo, temos

PE =V,

Como o; trivializa ¢*L; ® LY|v,, segue que
c1(¢"Li ® L) € H* (PE; Z)
levanta a uma classe relativa em H? (PE,V;;Z), que denotamos por x;. Logo
r1%9...x, € H*" (PE,|JVi;Z) =0
e portanto

l

[l (¢"Li @ L) = [1(¢"e1(Li) + er(Lg)) = 0
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Mas ¢1(LY,) = —c1(Lg) = Op; assim a relagdo acima se 1é

[1(®r +q er(Li)) =0

K2

ou seja :

ZCJ‘ (c1(L1)y .y c1(Ly)) @E—j -0

onde (; denota o j-ésimo polindmio simétrico elementar. Conseqiientemente

¢ (@Lz) = ¢ (e1(La), -y ea(Lr))

e em termos das classes totais

¢ (EBL) = [le (L)

1

do que segue que a férmula de Whitney
c(E® F)=c(FE)c(F)

para quaisquer dois fibrados complexos F e F'.
Podemos entao enunciar a seguinte

Proposicao 39. A classe de Chern c: Vect(M) — H* (M;Z) satisfaz as sequintes propriedades :
1. ¢(E) =3, ¢i(E), onde ¢o(E) =1, ¢;(E) € H* (M;Z) e ¢;(E) = 0 para i > rk E;
2. Se f: M' — M, entao f*c(E) = c(f*E);
3. ¢c(E®E') =c(E)c(E);

=~

c(v*(1)) gera a cohomologia de CP!, e é o dual de Poincaré de co € CP1.

Se ¢ : Vect(M) — H* (M;Z) é uma outra regra que cumpre as propriedades acima e E — M é um
fibrado complexo para o qual f : FF — M é um splitting map, temos

e Qe =¢ (@L) @ 1Te (L)

1

Classificamos L; — F por g; : FF — CP* e entao

[16 (L) 2 TToré (' (1) @ [Tge (v (1)) = [Te (L) = ¢ (éLi) — fre(B)
1 1 1 1 1

= ¢(E) — ¢(F) € ker f*
e portanto ¢(E) = ¢é(E) ja que f é mergulho em cohomologia. Isso mostra a

Proposigao 40. A classe de Chern ¢ € a unica regra Vect(M) — H* (M;Z) que verifica as propriedades
(1) — (4) acima.

Existe também uma descrigao de classes de Chern de um fibrado diferencial em termos da 2-forma de
curvatura de uma conexao nele definida. Facamos uma breve digressao a Algebra Linear antes de descrever
essa construcao alternativa, devida a Chern e Weyl.

Seja V um C-médulo de posto finito, V'V seu dual e definamos o operador de simetrizacao

My (V)™ — (V)"

1
(Us(p)) (v1, .y vp) = ] Z ©(Vo(1)s s Vo(r))
og€S,
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(onde S, denota o grupo de permutagoes de r elementos) e, em termos de IIy;, o espaco de r-formas simétricas
¥"VY =ImIly. Seja ainda

Pol"(V;C) ={P:V — C: P polinémio e P(av) = a"P(v) se (a,v) € Cx V}
Entao temos aplicagao linear diagonal

Y'VY —s Pol"(V;C)

pr— [vr— (v, ..., v)]
e aplicagao linear de polarizacao
Pol"(V;C) — X"VVY

(=D =y =
P |(v1,..,0p) — -k Y P Z%

r!
k=1 i1 <. <l

que sao mutuamente inversas. Além disso, a formula acima permite perceber, via definicao dos produtos
YVY x 25V — urtsyV
(s (1), s(p2)) F— Hs(p1 © ¢2)
Pol”(V;C) x Pol®(V;C) — Pol""*(V; C)
(P, Py) — PPy
que a polarizagao determina isomorfismo de dlgebras complexas entre Pol(V;C) = > Pol"(V;C) e XV =
SYVV.

Quando V = Endc¢ W, dizemos que P € Pol"(V;C) é invariante se P desce ao espago de classes de
conjugacio em W; i.e., se P(A) = P(B~'AB) para cada B € Autc W e cada A € Endc W. Polinémios
invariantes formam uma subélgebra de Pol(V; C), que denotamos por Pol(V;C). A polarizagdo de um P em
Pol"(V;C) determina um ¢ € X"V com ¢(Ay, ..., A,) = ¢(B~ 1A, B, ..., B~1 A, B) para cada escolha de A;
e B invertivel, o conjunto dos quais denotamos por X7VV.

Suponhamos agora que E — M seja um fibrado complexo de posto r sobre a n-variedade M, descrito

em termos de cociclos de Cech como {(Uy, gas)} (onde M tem atlas {(Uy, ha)}), € munido de conexdo v/.
Uma secao A de A*T*M ® End E — M se descreve entdo como uma colecao de

A% U, — A*(R")Y @ EndC"
sujeitas em U, N Ug a condigao
98a (A%(X*)) gga = AP((hghy'), X*)

onde X representa uma segao local de um k-vetor X. Da condi¢do acima vemos que se k é par (e portanto
a subdlgebra A** (R”)V é comutativa) e P um polinémio invariante homogéneo de grau r, as fungdes locais

P(A%): U, — AF" (R™)

estao sujeitas a
9pa (P(A")(X ) g5, = (P(A%)((hshg'), X))

e portanto determinam uma kr-forma P(A) € Ty (A*"T*M). Em outras palavras, P determina aplicagio

A% (EndE) x ... x A%, (End E) — A}Y

T vezes

Da polarizacao
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mais a simetria de ¢ segue que
dP(A) = rp(VA4,..., A)

Em particular, se A = Fy,, a identidade de Bianchi implica que P(Fy,) é uma 2r-forma fechada, o que nos
permite considerar sua classe de cohomologia de de Rham [P(Fy)] € H3%(M). Observemos que qualquer
outra conexao 7// em E difere de 57 por uma 1-forma globalmente definida € A};(End E). Se pomos

Vi =V +2tn
entao
%Fm =Vn+2nAn =
Portanto

0 0 0
aP(th) = ag@ (FogsonFo,) =19 <8th”""FVt> =

=rp(ven, Fo,, ... Fg,) =d(re(n, Fy,, ... Fy,))
Essa conta mostra que em cada instante ¢t da homotopia

0

aP(th) €Im(d: A3y~ — A3Y)

e portanto
t— [P (Fy,)] € Hip(M)

é constante. Isso mostra que [P (Fy,)] independe da conexao especifica envolvida.
Como

Z. I
A)y=det | —A+t1) =) t"®,(A
Qo) = det (52 +11) = 3
é invariante, @y é invariante homogéneo de grau k. Assim podemos definir classes de Chern

& (E) = [0 (Fy)]

e ¢(E) =) x(E). Notemos que é(E) = 1 e que a forma 'top’ de Q(F,) (i.e., a forma de méaxima dimensao

que ocorre em Q(Fy) e que pode ser nao-nula) tem dimenséao ﬁl‘i) =1k FE, ie., ¢(F) =0se k >rkE;

conseqiientemente, ¢ verifica a propriedade (1) acima.
Mais ainda, se 57 é conexdao em F e v/ em E’| entdo 7 @ 7' é conexdo em E & E’ e é evidente que

F:
Foog = ( v Fv’)

logo
¢(E® E'") = det (;TFV@V/ + t1> =
i i PR
det (%Fv + tl) det (271.Fv’ + tl) = ¢(E)é(E)
e portanto também a propriedade (3) é satisfeita.
Quanto a (2), observamos que se 7 é conexao em FE, podemos escolher cobertura {U,} de M em que

E={Uq,90p} ©
V|Ua =d+ wq,

onde w, sdo matrizes rkg F X rkg F¥ de 1-formas em U, satisfazendo

wp = gﬂawagﬁ_; - (dgﬁoz) 95_;
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sobre U, N Ug. Entao se hog = f*gasg = gas © f € Na = [Fwq, temos
hoanahizs = (Ahsa) W5h = £ (9awagie — (A950) g5 ) = £ (ws) =5

de modo que {f~'U,, 74} representa uma conexdo f*s7 no fibrado f*E = {f~1U,, hag}.
Quanto a curvatura, observemos que Fy,, Fy+o sao tensoriais, i.e.,

(Fv)g = 9pa (F), QE;
(Ff*v)g = hﬁa (Ff*v)a hEi

e que sobre f~'U, a 2-forma (Fj-),, se calcula por
(Ffeg), = dNa —Na A = f* (dwa — wa Awa)

ja que f* comuta com d e A; assim
Frog = f"Fy

Podemos entao mostrar a naturalidade de é(F) :

¢(f*E) = det (;Ff*v + t1> — det (Qirf*Fv + tl) = <det (2’7TFv + tl)) -
= [re(E)

Observamos que ¢é; restrito a Vect; é homomorfismo; de fato se L = {Uq, gag} e L' = {Ua,g;ﬁ} sao
fibrados de linha em M munidos das conexoes respectivas

V = {Ua)wa}
V/ = {Ua’wloz}
entdo VY ® 1 +1® v’ é conexdo em L ® L’ expressa por
VO1+10 Y = {Uswa +wy}

de modo que

e portanto

R 1 i
a(Lel)=Fyomey = 5 (Fy@1+10 k)
=¢1 (L) + ¢ (L)

Resta mostrar que ¢ satisfaz também a propriedade (4) para que saibamos que ¢ = ¢. Recordemos que
se Z € H® (M; M*/O*), temos a igualdade

1

= %[Fv} € H*(M;Z)

&1(6(2))

onde v/ é conexdo em §(Z) — M. Mas como 71(1) = § (00) temos

ammmmzf/&zmmmmﬂ

e portanto é; (71(1)) é o dual de Poincaré de co. Em suma :

Proposigao 41. Coincidem ¢ e ¢ na categoria de fibrados diferenciais.
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4.3 Classes de Stiefel-Whitney e de Pontrjagin

H4 duas outras familias de classes caracteristicas que gostariamos de discutir, ambas definidas sobre fibrados
reais : as classes de Stiefel-Whitney e as classes de Pontrjagin.

Seja entao E — X um fibrado real com rkg F = r. Como no caso complexo, definimos a projetivizacao
real de E, PrE, por

E\X

onde dois pontos sao identificados se estao na mesma fibra e diferem por um ndmero real nao-nulo. O
fibrado induzido de E sobre Pg E tem subfibrado de linha L que a inclusdo da fibra RP"~! leva no fibrado
tautolégico; seja f : PrE — RP classificador L%, e 0 a imagem por f do gerador livre da cohomologia
de RP°.

Assim como no caso das classes de Chern, e por argumentos idénticos, H* (PrE;Z2) é H* (X; Z3)-médulo
livre, gerado localmente por 1,60g, ..., 9;‘1, de maneira que a equagao

0 +wi (B0 ' 4 ... + w1 (E)0g +w,.(E) =0

admite solugao unica (w1 (E), wa(E),...,w,(E)) € H* (X;Z3) X ... x H" (X;Zs). Tais classes sdo ditas de
Stiefel-Whitney, e w(E) = 1+ wi(E) + ... + w1 (F) é a classe total de Stiefel-Whitney. A demonstracdo
da proposigao abaixo é uma versdo simplificada (por conta de +1 = —1 em Zs) daquela presente na segao
anterior :

Proposigao 42. A classe total de Stiefel-Whitney w verifica as sequintes propriedades :
1. w(E) =Y w;(E) onde wo(E) =1 e w;(E) =0 se i > rkg E;
2. ffw(E) =w (f*FE) (naturalidade);
3. w(E® E') = w(E)w(E") (Whitney);
4. w(y(1)) #1 em H* (RP';Z3) (normalizagao).

Assim como no caso complexo, temos um splitting principle real, por essencialmente os mesmos argu-
mentos.
Consideremos o fibrado
A1) x ... x 41 (1) — RP® x ... x RP®

T T

eseja f : (RP>®)" — Grass,(R>) seu classificador; ou seja, f*y" = (71(1))T. Desejamos mostrar que f é um
splitting map; para isso devemos mostrar que f é mergulho em cohomologia. Tomemos g : F' — Grass,. (R™)
algum splitting map de 7", com

gV =01 ®..® L,

e seja h; : F — RP o classificador de L;. Entéo se h = (hq, ..., h;-) temos
g =0 (v (1) x o x A1) = (fh) "

e portanto sao homotdpicas as aplicagoes g e fh; f é entao mergulho em cohomologia porque f* divide g*
a direita e g é splitting map. Isso permite mostrar a

Proposigao 43. w : Vectr(X) — H* (X;Zs) € unica a satisfazer as quatro propriedades acima.

Demonstracdo. Se E — X é um fibrado real, nés o cindimos por um splittingmap h: F — X, h*E = L1 &
. ® L, e classificamos L; por g; : F — RP>. Assim, dada outra atribuicao w : Vectg(X) — H™* (X;Z)
que verifica as propriedades (1) — (4) acima, temos

—~
~

Wi (B) 2w (Lo oo L) D T (L) 2 Tero (1) 2 [orw (v (1))
=w(l1®..®L,)=h"w(E)
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]

Observemos que wa;(v*(1)) = ¢; (v!(1)) mod 2, e portanto (universalidade + splitting) essa relagao vale
para qualquer fibrado complexo.

Para definirmos as classes de Pontrjagin de E, observamos que sdo isomorfos como fibrados complezos
a complexificagdo de E, F ® C, e seu dual, (F® (C)v. Conseqiientemente coincidem suas classes de Chern;
mas

¢ (E®C)) =(-1)'¢;(E®C)

mostra que 2¢; (E ® C) = 0 para ¢ impar; assim é nula a imagem de c2;11 (F ® C) sob o morfismo natural
H* (X;Z) — H" (X;Q)
Definimos a i-ésima classe integral de Pontrjagin de E pela regra
pi B — (=1)'cy(E)

e sua i-ésima classe racional, ¢;(E), como a imagem de p;(E) em H* (X;Q). Do axioma da soma de Whitney
para ¢ temos

pi(E®E)=(-1)cyi (EOE)®C) = (-1)) > ¢ (E®C)e (E'®C)
j+k=2i

= Z (—1)j62j (E & (C) (—1)k02k (E/ & (C) +p= Z Dpj (E)pk (El) +p
Jt+k=i Jt+k=i

onde p é produto de classes de cohomologia de periodo 2. Morta a tor¢ao ganhamos multiplicatividade das
classes de Pontrjagin racionais :
G (EQE) = Z 4 (E) qr (E")
j+k=i

4.4 Fibrados spinoriais e spinoriais®

Fixemos uma estrutura spin num fibrado £ — M. A restrigdo adjunta Ad : Cl¥ — Aut(Cl,) a Spin,
nos possibilita formar o fibrado de Clifford CI(E) = Pgpin(E) X aq Cl,,. O automorfismo candnico estende a
automorfismo do fibrado de Clifford :

a:ClFE)— CI(E) (4.3)

e conseqiientemente induz decomposicio CI(E) = CI°(E) @ CI*(E), com CI*(E) um CI°(E)-médulo. Se
p: Cl, — Endg W (resp., p : Cl,, — End¢c W) é médulo real (resp., complexo) para Cl,, o fibrado
S(E) = Pspin(E) Xp|gpin, W € dito fibrado spinorial real (resp. complero) de (E, Pspin(E),p). A descrigao
em termos de cociclos de Cech é 1til também neste caso. Fixemos um médulo complexo irredutivel S,, para
Cly, (p: Cl, — Autc(S)), e seja {Uq, tap : Uo N Uz — SO, } o cociclo que define E, supondo ainda que
interseccoes finitas de abertos da cobertura sao contracteis. Levante cada t.s a iaﬁ :Ua NUg — Sping, o
que é possivel pela hipétese sobre {U,}. Entao se definimos para cada tripla (a, 3,7) wagy = iagi,@yiw :
UaNUgNU, — Zg, entdo {Uy, wapy} representa wo(E) e é portanto nulo ja que E é spin. Portanto {U,,
tap} define o fibrado Spin,-principal Psyin(E), € {Us,potag: Uy NUg — Autce(S,)} é a representagao de
Cech de S(E).

Observagao 44. Notemos que o fibrado spinorial real (resp., complexo) é um mddulo real (resp., complexo)
sobre o fibrado de Clifford.

Observagao 45. A classificagdo dos tipos de isomorfismo de mddulos reais e complexos sobre Cl,, fornece
o numero de tipos de isomorfismo de fibrados spinoriais irredutiveis associados a cada estrutura spin fizada
em E.

Observagao 46. Observemos que as formas volume real e complexas sio globalmente definidas. As identi-
dades w? =1 (para n céngruo a 3 ou 4 mod 4) e wd =1 (para n par) fornecem decomposi¢io dos fibrados
spinoriais real e complezo, respectivamente, em suas partes positiva e negativa : S(E) = ST(E) & S~ (E).
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De maneira andloga tomamos mddulo complexo para Cl,, p : Cl, — End¢ W, e definimos o fibrado
spinorial® fundamental associado & estrutura spin® Pgpine (E) fixada no fibrado E — B e a p como S.(E) =
Pspinc(E) x, W. Quando W for irredutivel diremos que S.(E) é o fibrado spinorial® fundamental.

Observacgao 47. Vg:k = 1 = existe um unico fibrado spinorial® fundamental associado a uma estrutura spin®
num fibrado de dimensdo par. Por outro lado, V§k+1 = 2, mas as representacoes irredutiveis inequivalentes
tém a mesma restricao a Spin®. Portanto fitada uma estrutura spin® num fibrado, hd um unico fibrado
spinorial® a menos de isomorfismo.

Observagao 48. O fibrado spinorial® S.(E) é um mddulo complexo sobre o fibrado de Clifford.

Buscamos agora uma caracterizagao mais 'amigével’ do fibrado spinorial® fundamental através da lin-
guagem de Cech. S ainda denota um médulo complexo irredutivel para Cly,, p : Cl, — Autc (Sp). Fixemos
E — M com descricao de Cech é {U,, tap : Uy NUg — SO, }, onde a cobertura {U,} é aciclica. Supon-
hamos que E admita estrutura spin® Pgpine = {Uq, ap : Uy N Ug — Spint}. Recorde que os mapas cag
podem ser vistos como produto de mapas ¢ng : Uy MUz — Spin, e 245 : UoNUz — S* com a propriedade
de que é comutativo o diagrama

Spin,

IS

Ua ﬂUgHSpm <—Spm x St
St

Entao {Ua, 255} ¢ 0 cociclo que define o fibrado, e que as cocadeias {Un, ¢ap} € {Ua; 2ap} nio sio cociclos
em geral. Isso é claro ja que, por exemplo, se {Uy, das} é um cociclo entdo ele define estrutura spin em
E, ie., wy(FE) tem de ser zero, o que ndo é necessario para que E possua estrutura spin®. No entanto, o
diagrama

HL(B;S') = Cacy HL(B;S') —> HL(B;Zy)

Nl61 NlC1

AL(B;Z) 2=% AL(B;Z) —>> H.(B; Z,)

mostra que a obstrucdo para que E seja spin (ou seja, que wy(E) = 0) coincide com a obstrugdo para que
det o possua raiz quadrada det /2 globalmente definida (que é (c1(det o)) = 0, ou seja, que c¢;(det o) = 0
mod 2). Portanto, com coeficientes em Zs, wa(E)+6(c1(det o)) = 0. Conclusdo : a cocadeia {Uy, pos X 203}
¢ um cociclo independente de serem ou ndao cociclos as cocadeias {Uy, dap} € {Ua,zap}t. Em vista disso,
construimos o cociclo {Uy, pocag} = {Ua, po (9ap X zap)} que representa o fibrado spinorial® fundamental.
Suponhamos entao que Pspne seja trivial; entdo os ¢o.3 podem ser tomados identicamente 1, e segue de
S.(E) = Pspin<(E) %, S que S.(E) = S(E) ® det 0}/2. Portanto sobre aberto trivializante U, para Pspine 0
fibrado spinorial® fundamental é da forma S(FE) ®det 0/2, e é facil ver (pela unicidade de ®) que os fibrados
sobre abertos trivializantes U, e Ug coincidem em sua interseccao. Isso mostra que

S.(E) = S(E) @ det ¢*/? (4.4)

Se Pspine corresponde a (k,7) € H2(B;Z) & H'(B;Zs), observamos que deto = L,. Se Pépin"‘ é uma
outra estrutura spin® em E, representada por (k',7) € H?(B;Z) ® H'(B;Z), entdo o fibrado spinorial®
fundamental para Pg,;,. ¢ S(E) ® Ll/ , onde se passa do fibrado spinorial® fundamental S.(E)de Pspine
ao fibrado spinorial® fundamental S.(E) de Pg,;,. tensorizando S.(E) por L1/2 ® L1/2 =LY% ! Para

K —K*

LComentério ji redundante a esta altura : claro que L}@/Q n&o necessariamente existe para cada k em H?(B;Z) (a condigio
é que k = 2k para algum £'); no entanto, localmente esse fibrado sempre existe, de modo que nossa passagem se S¢(E) a
S.(E) é pelo menos localmente bem-definida.
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calcular o fibrado spinorial® fundamental, fazemos as seguintes observagoes : se V' é um espago vetorial real
de dimensao n, e J uma estrutura complexa em V', denotemos por V; o i-autoespacgo de J. Entao denotamos
por AgV; a dlgebra exterior complexa de Vi, de dimensao complexa 2. Entao V age em AfVi por

V x ALV, — ALV

(v,wg Ao Awy) — (V) Awg Ao Awyp — (V) Jwr Ao A wy

Verifica-se imediatamente que o quadrado dessa representagdo atua por multiplicagdo pelo escalar p(v),
e portanto estende a representagao de toda a Algebra de Clifford em AgVi. Uma consulta & tabela de
dimensao e nimero das representacoes irredutiveis de Cl,, mostra que a representagdo que construimos é de
fato irredutivel se ndo for trivial, o que é evidente. Isso basta para concluir que A%*V é o fibrado spinorial®
fundamental (associado & representacao spinorial complexa).

Observemos agora as seguintes proposicoes, que serao usadas no capitulo sexto.

Proposigao 49. Um fibrado orientado de posto (real) ao menos trés, sobre um complezo CW Y de dimensdo
2 é trivial se é spin. Em outras palavras, wi (F) =0 = wa(F) er =rkgE > 2 = E € trivial.

Demonstragdo. Observemos que Pso, (E) é o quociente de um fibrado Spin,-principal Pg,;,, pela agao de
Zs. Tomemos
f X — BSpin,

classificador de Pgpin,., € notemos que Spin, ¢ simplesmente conexo (j4 que r > 2), e portanto BSpin, é
2-conexo. Assim sendo, a obstrucéo para estender uma homotopia entre
fo,pt: X — BSpin,
mora em H? (3; 7w BSpin,.) = 0. Portanto
E = f*ESpin,
é trivial. m

Proposicao 50. Se ¥ ¢ superficie de Riemann, M uma variedade (real) orientada de dimensio ao menos
4, w2 (TM) =0e
f:X— M

um mergulho, entao o fibrado normal de ¥ em M € trivial.

Demonstragao. Basta notar que f*TM = TEX @ NX, e 0=w; (TE® NX) = w; (TE) + w; (NX) = w; (NX)
para0<i<3. m

Proposicao 51. Se X € superficie de Riemann de género g > 2, p um seu ponto e
Ab,: ¥ — J

o mergulho de Abel-Jacobi de ¥ baseado em p, entdo Y sempre possui uma estrutura spin compativel com a
de J.

Demonstragdo. A observacao fundamental (cf. [Ch. II, §2, Prop. 2.15]LM) é que uma subvariedade spin de
uma variedade munida de uma estrutura spin tem estrutura spin canénicamente determinada pela escolha de
uma estrutura spin em seu fibrado normal. Como o fibrado normal N¥ — ¥ é spin orientado, e portanto
(diferenciavelmente) trivial se g > 2, fica claro que nessa situacao sempre podemos doté-lo de uma estrutura
spin. No caso g = 2, notamos que ¢ (J) = 0 e portanto

0=(Ab) 1 (J) =c1 (NS BTE) = ¢1 (NZ) + ¢; (TS)

e portanto NX é diferenciavelmente equivalente ao inverso do fibrado tangente de X.
_ Recordemos entao que uma estrutura spin num fibrado U;-principal P sobre ¥ ¢ um morfismo de fibrados
P — P que é um 2-revestimento z — 22 em cada fibra. Observemos entao que se Py, (T'Y) é dado por
cociclos de Cech

gagtUaﬂUgﬁUl
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entao Py, (T E_l) tem cociclos de Cech { g;ﬂl}; uma estrutura spin
P — Py, (TX)

tem entao cociclos {h,g} com hiﬁ = ga3, € portanto {h;é} determinam estrutura spin

Q— ru, ((x)7)

Assim, a escolha de uma estrutura spin em 73 naturalmente determina uma estrutura spin em NYX. ®

4.5 Conexoes spinoriais

O objetivo desta secao é discutir em maior detalhe as conexdes que desejamos considerar nos fibrados
spinoriais. Recordemos inicialmente que, dada variedade Riemanniana munida de conexao M, munida de
conexao métrica v/, a tor¢ao de 17 se define por

T9(X.Y) =[x, Vy] — Vx| (4.5)

Esse tensor mora em A% End(T M), e a tnica conexao métrica com torgao nula é dita conexio de Levi-Civita
de M. Vamos supor que M estd munido da (tinica) conexdo em M cuja tor¢ao é nula é dita de Levi-Civita,
e suporemos nesta secao que é a conexao com que T'M é munido.

v em CI(E) Notemos inicialmente que uma conexao em Pspi,(E) é induzida de conexao em Pso(FE) ja
que Pgpin(E) — Pso(E) é um 2-revestimento. Explicitamente : em p € Pgyp;pn (E) declaramos ser horizontal
a imagem inversa do subespaco horizontal de Z(p) em Pso(E). No entanto, no caso de estrutura spin®

Pspine (E) — Pso(E) x Py, (4.6)

fixemos uma conexdo 7Vtem Py, e uma conexdo 7% em Pso(E). Declaramos horizontal em (q,u) €
Pso(E) x Py, o subespaco 7Vt x 7597 e em p € Z°7!(q, u) sua imagem inversa por Z¢. Consideremos agora
dada uma conexao 7 no fibrado Pso(E), e desejamos induzir uma conexao em CI(E). E facil verificar que
CU(E) = Pspin(E) xpa Cl,, = Pso(E) %, Cl,, onde p : SO,, — Aut(Cl,,) é a representacao

p(g)ei, €iy---€i, = (gei,)(gei,)---(gei,) (4.7

)
Observemos que a acdo SO,, x (Pso(E) x Cl,) — Pso(E) x Cl,, dada por (g, (q,z)) — (qg,p(g~!)x)
tem por quociente CI(FE), e denotamos por 7 a aplicagdo quociente. Declaremos horizontal em p = 7(q, x) €
CI(E) o subespago em que dr(q ,) mapeia o subespago horizontal 7, x T,,Cl,, de Pso(E) x Cl,, em (g, z). A
diferencial em g de SO,, — Aut(Pso(FE) x Cl,,) mapeia 7, x T,,Cl,, isomorficamente em 7,5 X T,(5-1y,Cly,
e portanto dmg ,)(7q X T:Cl,) = dm(g 2\ (Ty X Ty Cly). Temos entdo uma conexdo bona fide em CI(E).
Um ponto importante a ressaltar : p induz morfismo entre as dlgebras de Lie de SO,, e de Aut(Cl,). E
facil ver que a exponencial de uma derivagao de Cl, é um automorfismo, e, reciprocamente, caminhos por
automorfismos tém derivagdes por velocidades. Assim, L(Aut(Cl,)) = Der(Cl,). Portanto, se /¢! é a
derivacdo covariante induzida em CI(E) por derivagao covariante /¥ em E, temos que, numa trivializagao
local em que segoes se identificam a mapas U, — R",

Ve, =d+w” (4.8)

Observemos que se {Uy, ¢ap : Uy NUg — SOk g é o cociclo de Cech que define Pso(FE) — M, o fibrado
CI(E) se representa por {Uy, p 0 ¢pog : Uy NUg — Aut(Cl,)} e fica claro que

p o dap(2)pew® () = d(po dap) + pu’ ()p © Pap(x) (4.9)

dai que a cole¢ao {d+ p.w®}, define conexao bona fide em CI(E). (Verifique que ela coincide com a conexao
que descrevemos anteriormente em CI(E)). Notemos tambem que, como p,.w®(x) é uma derivacao de T, Cl,,,
temos que

v st) = v (s)t+ s v (1) (4.10)
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i.e., v age como derivacio da algebra de secdes de CI(E). Notemos também que, vendo E como subfibrado
de CI(E), a restricao de v%'a E coincide com ¥ (Explicitamente : se (ey, ..., e,) é secio local de Pso(FE),
entdo 7! (e, €4,...€1,) = > €y v¥e,...e;,). Sob o isomorfismo A*E ~ CI(E) sao preservados por 7 os
subfibrados A¥E. Mais ainda, como sempre podemos tomar uma secio local (e1, ..., e,) de Pso(FE) em que,
num ponto predeterminado p € M se tem vZ¢;(p) = 0, a forma volume w = e;es...¢,, é globalmente paralela,
7w =0, e portanto 7 preserva Ci*(E) quando n = 3 ou 4 mod 4.

Observagao 52. Usando argumentos andlogos se mostra também que a transformacdo de curvatura K, , :
E, — E, estende a derivagao da dlgebra de segoes de CI(E).

Observagao 53. Se (e1,...,en) de Pso(T'M), os operadores d =37, ej N Ve, ed” = =3, €;|Ve; nada mais
sao que o operador de diferenciacdo exterior e sua adjunta. De fato, € simples constatar que d* € adjunto a
d, e que (1) d*> =0; (2) d € diferenciacio exterior em funcoes e (3) d(n1 Ang) = dny Ang + (=1)Mmy Adng)

v°em S(E) Dada conexao 7 em Psy;,(E) (e portanto em Pso(FE)), induzimos no fibrado spinorial S(E) =
Pspin(E) x, W a conexao que declara horizontal o subespaco de T, S(E) que corresponde a 7, x T, W por
Pgpin(E) x W — Pspin(E) x, W. No entanto, sabemos que todo fibrado spinorial S(E) cinde como soma
de irredutiveis. Dada nossa classificacio prévia de representacoes de algebras de Clifford, saber que 77 age
como derivacgio de I'(CI(E)) é suficiente para afirmar que também a derivacio covariante 7° induzida num
fibrado spinorial S(E) age como derivacio em I'(S(E)), e também S*(E) sdo preservados por 7° quando
definidos.

Observagao 54. Observemos que quando E =TM, construimos uma conexdo candénica em CIl(E).

Descrigoes em Coordenadas no caso spin Em vista das nossas recentes observacoes, é suficiente
calcular em coordenadas a derivagao covariante do fibrado de Clifford de E. Para isso, teremos de analisar
em maior detalhe o morfismo induzido por = em L(Spin,,) — L(SO,,).

Notemos inicialmente que C1,, é lgebra associativa, e portanto a estrutura de dlgebra de Lie de L(Spin,,) =
T, Spin,, é dada por [a,b] = ab—ba. A variedade Spin,, reveste SO,; logo tem dimensao dim SO,, = %
Observemos que se {eq,...,e,} for base ortonormal de R", entdo e;e; € Spin, se ¢ < j, e hd exatamente
@ tais elementos com 1 < ¢ < j < n. Assim, para mostrar que {e;e;}i<; é base de L(Spin,) basta
mostrar que cada um desses elementos (claramente linearmente independentes) estd em L(Spin,), i.e., é
velocidade em 1 de uma curva por Spin,. Mas é claro que as curvas

t— 7;5(t) = (cost + sint(e;e;)) (4.11)

estdao em Spin, e tém por velocidade em 0 e;e;. Além disso, se k ¢ {1, 7},

Eoi(t)er = (cost +sint(ese;)) ey (cost + sint(eiej))_1 (4.12)
= (cost +sint(e;e;)) ey (cost — sint(eiej))_l (4.13)
=ep = d&i(eej)ey =0 (4.14)

esek=1

£ on;j(t)er = (cost +sint(e;e;))e; (cost — sint(ese;))
= (cos®t —sin®t) e; + (2sint cost)e;
= (cos2t)e; + (sin 2t)e;
= d&i(eiej)e; = —2¢;

Analogamente, d&;(e;ej)e; = 2e;, donde se conclui que &, (e;e;) = 2e; A e;. Como [e;, e;] = e;ej —eje; =
2e;e;4, segue que

1
15* [v,w] = v A w para todos v A w € A*R"™ (4.19)
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Observemos entao que se escrevemos a expressao local da conex@o em Pgo(E)

(VF)%e = Zwﬁei Nej (4.20)

i<j
entdo w;;sdo levantamentos de w;; a Pspin(E), entio d=,(v'er(z)) = diciwii(@)(v)er A ejler) =
viler(x) = (% dic wjo-‘i(a:)(v)eiej> er e portanto se sobre um aberto U, se trivializa um fibrado spino-

rial S(F) e 0 € T(S(E)|y,,) se escreve em coordenadas por

(03

0% x> (x,84(x)) onde so : Uy — W (4.21)

Portanto se V é campo vetorial em M, a se¢io (/5 )0 se escreve sobre U, como

T — (d(sa)v(w)sa(az) + % Zi<j wji(:c)(V(x))eiejsa(x)) (4.22)

Conexoes spinoriais® No caso de fibrados spinoriais®, recordamos que Pgpinc(E) — Pso(E) x Py, é
um 2-revestimento, e portanto uma 1-forma de conexdo w em Pso(FE) e uma 1l-formas de conexdo A em
Py, = det(Pspinc) induzem naturalmente conexdo em Pgpine(E) (declarando horizontal em p € Pspine(E)
o subespago (dE;)*l(TIifoéc(p) X TpUrlzogc(p)))' Fixemos entao trivializagoes {Un, ¢} de E € {Uq, zag} de
det Pspine, com

Pap X 2%2 =cap : Ua NUg — Spin;, (4.23)

Observemos que se (7750 (F)xXPui)a(e; 2)(z) = (Ziq wi(z)ei A ej, A(glc),z)7 entdo segue de

=5 (Vo) = | Yo wh@)V(@)e: Aej, Al)z (4.24)
i<j
‘ 1
(d=5) 1A =S4 (4.25)

que fixado V' campo vetorial em B, o secdo de Pgpinc(E), se trivializarmos |y, como
x— (2, 80(2)), Sq : Uy — Sping, (4.26)

~ Pspinc
a secao (17" )o se escreve sobre U, como

T — (d(sa)V(x)Soz(x) + 3A@)sa(z) + 32,05 wji(x)(V(x))eiejsa(x)> (4.27)

onde pensamos o produto A(z)ss(x) como definido através da dualidade métrica entre 1-formas e campos
vetoriais (Se n € A'(R™)* e n = g(-,V;) para V,, € R", entdo o produto de Clifford nz — z € Cl,, — é na
verdade V).

Observacgao 55. Como Cl, ~ Cl, ® C ¢ VSC(E)eileiz...eik = Zj €, ... 7 spine €i;.--€iy, SEUE que essa €
a forma geral da derivagao covariante de uma se¢ao num fibrado spinorial® munido da conexao unitdria
A eT(T*M ®iR) no determinante da estrutura spin®.

Transformacgao de Curvatura, operadores de Dirac e Identidades de Bochner E imediato das

nossas consideragoes que se 0 = dw + [w,w] é a 2-forma de curvatura em Pso(FE) entdo a curvatura da
conexao induzida num fibrado spinorial S(E) = Pspin(E) x Py,, KF) = (VS(E))(U o (v3#), é tal que

KS(E)T/} = %Z jS ® Giej’L/) (428)

1<J
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Ora,
(K (ei)seg) = Qi (4.29)
KS,(E = Zsz u,v 616J¢ (4.30)
’L<]
Z(K (e:),e5) eiejtp (4.31)
Z<j
€ a expressao
1
5 Z <KuE,v(ei)7 €j> €i€j (432)
1<j

independe da escolha de segdo (local) (eq, ..., e,) € Pso(E), e troca de sinal se trocamos u com v. Denotando-
a por KB (y,v), vemos que o produto de Clifford de K*®) (u,v) com uma secio v do fibrado spinorial
produz o mesmo valor que a transformacao de curvatura K{?(UE) aplicada a . Dado que sob o isomorfismo

Cl(TM) ~ A*TM temos

d+d* :Zej A Ve; *ZejJVeJ = (4.33)
j=1 j=1
= Z €j (/\ Ve, 7J Vej) = Z €jVe; (434)
j=1 j=1

jdque v(vi Ao Avp) =v AV Ao Avp — v (v Ao Awy), isso sugere que definamos o operador de Dirac

D : T(CUTM)) — T(CI(TM)) (4.35)
% — Z €; Ve, ¥ (4.36)

Como (d + d*)2 =dod" 4+ d* od= A = Laplaciano de Hodge, temos que D> = A. Observemos que nés
escolhemos multiplicar a se¢ao \/¢;% a esquerda por e;. Se definirmos o operador

D :T(CITM)) — T(CI(TM)) (4.37)
YD (Ve b)es (4.38)

_ _92 _
entdo uma conta mostra que D age como (—1)"(d —d*) em A"T*M, e portanto D = A = D? e DoD=DoD.
Notemos que como das defini¢oes

D2¢ = Zei Ve (ej Ve, 7;[}) = Z Ve; Ve, P+ Z 6763Kgle?M)(w) (4'39)
7,7 1<J
€ -2
D= e Ve (€ Ve ¥ Z Ve Ve 0+ Y KT (@)ejeq (4.40)
7,7 1<J

_2
a igualdade D%y = D ¢ implica que
S (KETD w)ejer — eie; KET (W) ) =0 (4.41)

i<j
Analogamente, DoDy=DoD1) implica
> eKS M (g)e; =0 (4.42)

€q,e;
1<J
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Essas duas identidades relacionando a curvatura da conexao no fibrado de Clifford e a estrutura de fibrado de
algebras de Clifford sao conhecidas por identidades de Bochner. Notemos que multiplicagao por vetor unitario
define transformagcdo ortogonal em CI(E), e como observamos anteriormente, vUE) age como derivacio
na &lgebra de segoes de CI(E). Num qualquer de médulo & esquerda para CI(T'M) munido de métrica
Riemanniana e conexao (5, gs, ) é possivel definir o operador de Dirac Dg desde que v¥aja como derivacao
da T'(Cl(T'M))-algebra I'(S) e multiplicagao de Clifford a esquerda por vetores unitérios definamos operagao
ortogonal. (S, gs, V", 255) é chamado entao de fibrado de Dirac. Perceba que se Vi,vw = VuVo = Voo,
a expressao

(V%)™ (v¥) : 1(S) — I'(S) (4.43)
P — =Tr (v>.9) (4.44)
é tal que
/ (Vv ) = / (V3e, vo0) (4.45)
B B

Em particular, se (vs)* (VS) 0 =0,|v° g2 =0, ie., ¢ estd no nicleo de (VS)* (VS) se e s6 se é
globalmente paralelo. Ora, observemos que

1
Y Z eie; K5 . (¢) (4.46)
i,
é um endomorfismo honesto do fibrado de Dirac, digamos, 7 € End(S). Além do mais,
(V) (V) v == Vi (4.47)
e portanto
" 1
Ty + v 0w =5 Y e K5 () =D Vi ¥ (4.48)
] i
e se (V) (z) =0, é ficil ver que Kfi,ej () = vzi’ejl/) — vgj)eiw e portanto
1
Ty =35> eie; (V20,0 = V2,0 ¥) (4.49)
i,
_ (o2 2
= Z €i€j (Vei,ej’(/} - V(ej,eiw) (4.50)
i<j
Logo
TY+ 95 v 6 =3 eie; (V20— V2 ¥) = D V2 ¥ (4.51)
i<j i
= eie; Vi v =Y eiej Ve, Ve,V (4.52)
i.j i.j
= D% (4.53)

Essa férmula é conhecida sob o nome de formula de Weitzenbdick.

Observagao 56. Definamos o tensor de Ricci por Ric(y) = =3, Kg%el Entao T|ryceonram) = Ric
Portanto se Ric > 0 (ou > 0 e > 0 nalgum ponto) entdo nao existern 1-formas harmonicas em M. Quando
Ric > 0, toda 1-forma harmdnica é globalmente paralela. Analogamente, se M nao tem bordo e (T1,v) = 0
e (Ty,¥)(x) > 0 em algum ponto x, entao M ndo possui p-formas harmonicas nao-nulas para nenhum
p # 0,n — e tem portanto a homologia de uma n-esfera, pelo Teorema de Hodge.



Capitulo 5

Vestigios do Grande Teorema

5.1 Seqiiéncias Multiplicativas e F-géneros

Fixemos uma série formal com coeficientes racionais f cujo termo de grau nulo é 1. Para cada inteiro positivo
n, consideremos varidveis 1, ..., , e forme f(z1)f(x2)...f(x,) : trata-se de uma série formal nas varidveis
x;, e essa série formal é obviamente simétrica nos x;’s. Dal segue que f(z1)f(x2)...f(2,) tem uma expressao
como

f@) f(@2)...f(2n) = 1+ F1(C1) + F2(C1, G2) + F3(Cr, G2, G3) + - (5.1)
onde (; é o i-ésimo polinémio simétrico, (;(t1, ..., tm) = Z ti tiy---tiy; Pela independéncia algébrica dos
11<... <1k

polinémios (;, tal expressédo deve ser inica. Obtemos assim uma seqiiéncia de polinémios {Fy (1, ..., Cx)}72
(dita segiiéncia multiplicativa associada a série caracteristica f) com as seguintes propriedades :

1. Fk(tCIatQCQa "'atkck) = thk(Cl7<27 crey Ck) para cada ta

2. F} independe do numero de varidveis; i.e., se tivéssemos fixado N > n e varidveis yi, ..., yn, posto
) fy2)-flyn) =1+ 3oy Fi(Crsoony Gi), entao Fy = Fy;

3. Fixada uma dlgebra racional R, construimos a dlgebra R de séries formais cujos elementos sdo da forma
1+ Zk>1 b, onde by, € R com o produto

T4y b | (14D 0 | =14> | D il

k>1 k>1 k>1 \1<i<k

Definamos ® : ® — R por 1+ Ek>1 by — 1+ Ek>1 Fy(by,...,br). Entdo ® é multiplicativo, i.e.
D (bc) = ®(b)P(c).

4. A série caracteristica se recupera de ® através da férmula ®(1 + z) = f(x).

Observemos de ¢(E @ E') = ¢(E)c(E") que a classe de Chern total de E, ¢(E) = 14+ ¢1(E) + ... + cn(E),

pode ser escrita como
n

H(l + c1(Ls)) (5.2)

i=1
Se denotamos por z; o elemento c;(L;) e definimos f(x) = (1 + ), entdo c(E) = f(z1)...f(xn).
Exemplo 57. Cindamos a complezificacao de um fibrado real orientado de dimensao par E — M como

soma de fibrados de 2-planos, EQC ~ L1 & Li&...® L, ® L. Como no caso anterior, (E®E') = q(F)q(E")
e portanto a classe racional total de Pontrjagin, ¢(E) =1+ q1(E) + ... + ¢.(F), se escreve como

n n

H(l + ;) (1 — ;) = H(1 —z3) (5.3)

i=1 i=1

79
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Dai que coi(E @ C) = (—1)%0;(2%, ..., 22); tomando f(z) = 1+ 22, temos de ¢;(E) = (—1)‘co;(E ® C) que

f@1).f(xn) = q(E). Assim temos“q)uei G (E) = o;(23, ..., 22)

cy Ly

Exemplo 58. Fizemos td(z) = 1=2— = 1+ 32+ $52° +.... A seqiiéncia multiplicativa {Td},};2, associada a

essa série caracteristica se chama seqiiéncia de Todd; se M é n-variedade compleza compacta, Tdy, (c1(B), ..., cn(M)) =
Td[M] é chamado de género de Todd de M. Quando M tem dimensdo complexa 1, é claro que Td[M] =
1+ ¢ (TM).

Exemplo 59. Fizemos a(z) = m\]/(i% =1— 572+ gz 2% + ... cuja seqiiéncia multiplicativa {Ak}zczl é

chamada de sequiéncia A (A-hat sequence). Dado fibrado real E sobre a variedade compacta B, denotamos
por A(E) a classe A total de E (ou classe de Atiyah), A(E) =14 A1(q1(F)) + As(q1(E), ¢2(E)) + ...

Exemplo 60. Fizemos l(z) = % =1+ 3z — ;2 + ..., cuja seqiiéncia multiplicativa {Li}72, € dita

L-seqiiéncia de Hirzebruch. Dado fibrado real E sobre a variedade compacta B, denotamos por L(E) a classe
total de Hirzebruch de E, L(E) =1+ L1(¢1(E)) + La2(q1 (E), ¢2(E)) + ...

n
Exemplo 61. Fizemos fatoragdao formal ¢(E) = H(l + x;) como acima, de maneira que a i-ésima classe
i=1
de Chern de E se escreva como ¢;(E) = (;(x1,...,x,). Definamos o cardter de Chern de E, chE, pela
expressio chE =Y. e™ =n+>, x4+ >, 27 +....0s fatores de grau k, chFE = > Tk se escrevem como
fungao dos polindémios simétricos (;, e portanto chE estd bem-definido em HP (M;Q). Observamos que se

’
n n

o(B) = [[(1+xi) ec(E") = [[(1+2)) temos c(E@E') = [[A+zi+2)) e (EQE") = [[(1+2:)(1+2),
=1 j=1 irj ij

e portanto ch(E @ E') = chE 4+ chE’ e ch(E® E’') = chE UchE’. Portanto ch determina homomorfismo

K(M) — HP(M;Q).

Observagao 62. Atiyah e Hirzebruch mostram em [1] que quando M é um complexo CW finito, a aplicag¢ao
induzida ch :K (M) ® Q — HP* (M;Q) € um isomorfismo.

5.2 Elementos de Teoria K

Seja X espago topoldgico Hausdorff compacto (mas ndo necessariamente conexo) e consideremos o semigrupo
abeliano (Vect X, ®). Definamos K(X) como o grupo abeliano livremente gerado por Vect X, Free(Vect X),
quocientado pelo subgrupo rel(X) gerado pelos elementos da forma [E & F] — [E] — [F]. Isto é, K(X)
é o mais ’livre’ grupo abeliano gerado pelos tipos de isomorfismo de fibrados vetoriais complexos sobre
X com a imposi¢do de que haja uma propriedade de cancelamento para a soma . O morfismo natural
j: Vect X — K(X), E — [E], tem portanto a seguinte propriedade : dado qualquer morfismo de
semigrupos de Vect X a grupo abeliano A, esse morfismo fatora por j. Essa propriedade universal garante
a unicidade (mddulo isomorfismos) de K(X) pelo argumento padrao.

Existe uma constru¢do com semigrupos que é util mencionar ji que caracterizamos K(X) por uma
propriedade universal. Dado um semigrupo abeliano S, a construcdo de Grothendieck de S é o morfismo
natural

S 8 xS — 8 xS/A(S) = Groth(S), A(s) = (s, s)
s+ (5,0) — (5,0) mod A(S)

Como (s,0) +(0,s) = 0 mod A(S), Groth(S) é na verdade grupo abeliano (e a composigao acima ¢é evidente-
mente morfismo de semigrupos). Portanto Vect(X) —— Groth(Vect(X)) fatora por j (digamos que 65 = )

e daf que a aplicagao induzida K (X) 2, Groth(Vect(X)) é a priori sobrejetiva. Represente um elemento de
K(X) que é mapeado em 0 € Groth(Vect(X)) pela soma formal finita Y n,Eq, € 0 reescreva como

ZnaEa— Z(—nu)Ea:]‘< a5 Ea@%@Ea)—j( fan) Ea@’?.a.@Ea>:jE+—jE_

Nna =0 ne <0 ang 20 a:neg <0
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Portanto 6 (> - noEs) =0 <= nE; = 71FE_ < (E;,E_) = (E, E) para algum E € Vect(X), i.e., se e 86

se E; = E_. Portanto K(X) 2, Groth(Vect(X)) é um isomorfismo. Passaremos entdo a representar cada
elemento de K (X) como [E] — [F], para E, F € Vect(X).

Recorde ainda que, dada a suposigao de que X é compacto, todo fibrado vetorial é subfibrado de fibrado
trivial. Portanto se [E] — [F] € K(X), tomemos F' & F’ =", onde " denota o fibrado trivial de dimensao
n. Entao

(E] - [F] = [E® P] - "] = [E'] - n

Concluimos que os elementos de K (X) tém a forma [E] — n, para algum n > 0. Se pensarmos K (X) como
Groth(Vect(X)), é claro que [E] = [E'] <= E®F = E' @ F para algum fibrado F'; se F @ F' = &" (e sempre
hd F’ cumprindo esse requerimento), temos que

E®c"=FE @&

Reciprocamente, se E @e™ = E' @ e™ para alguma escolha de n (em cujo caso se diz que F e E’ sdo fibrados
fortemente estavelmente equivalentes) , entao é evidente que [E] e [E’] representam o mesmo elemento na
K-teoria de X.

Se X,Y sao espagos Hausdorff compactos e f : X — Y, a regra VectY 3 E +—— f*E € Vect’X define
homomorfismo f': K(Y) — K(X) que s6 depende da classe de homotopia de f, como discutido na secio
sobre fibrados universais.

Dados E € Vect'X e F' € Vect'Y, formamos o produto X X Y com projecoes naturais wx,my. Entao
% E,n3 F sao fibrados sobre X x Y, e podemos portanto considerar o fibrado 7% E @ 7y, F' = E ® F em
Vect (X x Y). A comutatividade do diagrama abaixo

Vect(X) x Vect(Y) L . Vect(X xY)

J{jxxjy inxY

KX)x K(Y)——> K(X xY)

permite! definir o produto exterior de X e Y.
Quando X =Y e A denota a diagonal X — X x X, ganhamos pairing bilinear em K (X) através da

composigao do produto exterior de X consigo mesmo com K (X x X) LK (X).
A compatibilidade de soma e produto em K(X) é imediata. Desta constatagdo decorre que, de modo
explicito, o produto em K(X) entre [F1] — [F}] e [E2] — [F»] é representado por

(1 ® E2) @ (F1 ® F)] — [(Er @ F) @ (F1 ® Es)]

Torna-se claro desta representagio que a estrutura multiplicativa é preservada pelos morfismos f': K(Y) —
K (X), que sao portanto morfismos de anéis comutativos. Portanto K é functor contravariante HComp —
CRg da categoria de espacos Hausdorff compactos na categoria de anéis comutativos.

Uma observagao importante é a de que K (pt) é isomorfo ao anel dos nimeros inteiros, ji que o espago de
tipos de isomorfismo de fibrados vetoriais sobre pt tem por invariante completo sua dimensao, e a construcao
de Grothendieck de N nos devolve Z. Repare também que se pt € X, sua inclusdo em X determina em K-
teoria morfismo que se identifica com a extensao natural de dimy : Vect X — Z que determina a dimensao
da fibra sobre pt.

Definamos ainda as categorias HComp™ de espacos Hausdorff compactos X com ponto distinguido pt, e
HComp? de pares de espacos Hausdorff compactos (X,Y),onde Y C X. Entao obtemos functores covariantes
as regras

HComp? — HComp™
(X,)Y)— X/Y

LObservemos que K (X) x K(Y) ~ Groth(Vect X x VectY’) por conta das propriedades universais de Groth e de x.



82 CAPITULO 5. VESTIGIOS DO GRANDE TEOREMA

com ponto base Y/Y? e
HComp' — HComp

de ’esquecer o ponto base’ (com as ébvias definigdes sobre morfismos). Tendo definido K(—) : HComp —
CRg, iremos definir functores contravariantes K,.q(—) : HComp™ — CRg e K(—, —): HComp? — CRg.
Comecemos por K,q(—) : se X estd em HComp™, pt — X determina K(X) — K(pt), cujo niicleo

definimos ser K,.4(X). Dado morfismo de espagos pontuados (X, pt) <, (Y, pt), o diagrama abaixo fornece
(através da universalidade do niicleo) o morfismo K;.q(Y) — K, ca(X) (que por abuso de notagao seguire-
mos denotando por f') :

!

Kred(y) - £ > Ted(X)

K(X)

1 1
lpt'y lpt'x
1

7
K(pty) —— K(ptx)
Observemos ainda que o mapa X — pt determina splitting
K(X) ~ K,eq(X) ® K(pt)

que é natural em HComp™.
Debrucemo-nos agora sobre HComp? : dado par Hausdorff compacto (X,Y) onde Y é subespago de X,
definimos K (X,Y) por K,.q(X/Y).

Observagao 63. K,.i(X/Y) = K,ca(XUCY), onde a X UCY se impbe como ponto base o vértice de C'Y.

Evidentemente, K, .q(X) é o subgrupo de K(X) cujos elementos sao diferengas formais de tipos de
isomorfismos de fibrados sobre X de mesma dimensdo em pt (e portanto se supomos X conexo, de mesma
dimensao tout court).

Observemos que cada elemento de K(X) tem uma representacao da forma [E] — rkyy E. Se um mesmo
elemento de K,.q(X) tem duas representagbes dessa forma, [E] — rky E = [E'] — rkpy B/, temos que [E &
e B _[E' @e™®F] = 0 em K(X). Vendo K (X) como a construcio de Grothendieck de Vect X, isso significa
que E@e*E @ F = B/ @ e E @ F para algum F € Vect X; tomando F’ € Vect X com F @ F' ~ &" se
descobre que E @ g™ E'4r ~ B @ gtk BT, Reciprocamente, se £ @ ™ ~ E’ @ ™ para alguma escolha de
m,n, ie., se B e E' sao fibrados estavelmente equivalentes, entdo é evidente que [E] —rkyy B = [E'] —rkpy E,
i.e. que determinam o mesmo elemento na K-teoria reduzida de X. Em outras palavras : K,.q4(X) pode ser
pensado como o espago de 6rbitas de Vect X pela relagao de equivaléncia estavel.

Observagao 64. Repetindo a construcdo acima ipsis litteris para Vectg(X) obtemos o functor de K-teoria
real, KO : HComp — CRg. Notemos que olvidar a estrutura compleza define transformac¢do natural de
functores K — KO. Afirmacées andlogas valem para K Oyeq : HComp™ — CRg e KO : HComp? — CRg.

Observagao 65. Recorde também que um espaco Hausdorff Z € dito localmente compacto qualquer vizin-
hanca de qualquer seu ponto contém wm compacto. Para tais espagos estd definida a compactificagao por um
ponto Zt, obtida definindo em Z + {oo} a topologia que tem por abertos os abertos originais e também os
conjuntos da forma (Z\C)+ {oo} onde C C Z é compacto®. Definimos a K-teoria de Z a suporte compacto
por Kepi(Z) = Krea(ZT). Observemos que Kopi(Z) coincide com K(Z) quando Z é compacto, e que Kop
¢ functor da categoria de espagos Hausdorff localmente compactos (com morfismos aplica¢des proprias, i.e.,
cuja preimagem de compacto € compacta) na categoria de anéis comutativos.

E crucial saber quando um isomorfismo de fibrados sobre Y estende a isomorfismo de fibrados sobre X.
Uma condigao suficiente e estabelecida no que segue :

2Quando Y = @, definimos X/Y como X + pt com ponto base pt.
3Exercicio (cf. Bredon) : A topologia acima definida em Z+ o torna um espago Hausdorff compacto que tem Z por subespaco,
e € a nica topologia em ZT com essas propriedades.
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Lema 66. Se ¢ : Ey|y — E1|y € homotdpica por isomorfismos Eg|ly — E1l|y d restri¢ao de um isomor-
fismo ¢ : By — E; entdo ¢ estende a isomorfismo Ey — FEj.

Demonstragcao. Tomemos
Z=(YxHu(X x{0})c X xI

e denotemos por 7 a projecao X x I — X. Se H : Y x I —Y é homotopia entre ¢ e a restricao a Y de
1), temos isomorfismo

D : W*E()|Z — W*EI‘Z

com

Qly ¢y = Hy
Q| x {0y =¥

Como ®|y «s é simplesmente uma se¢ao de Hom(n*Ep|y x1, 7™ E1|y x1), ®|yx1 estende a segao
(P/ S HOI’H(W*E0|X><I,7T*E1|X><[)

Suficientemente perto de cada {y} x I a restricdo da segdo @’ deve ser um isomorfismo; portanto obtemos
U Co X com ®¥'|yy isomorfismo. Para concluir, recorde que espacos Hausdorff compactos sdo normais, e
portanto pelo Teorema de Tietze, existe funcao continua f que se anula fora de U e é identicamente 1 em
Y. Entao a regra X > x +—— ®'|(; t(2)) define extensao de ¢ a isomorfismo em X. m

7

Observagao 67. Observemos que a demonstracao permaneceria inalterada se trocdssemos ’isomorfismo
por ‘monomorfismo’.

Desejamos agora definir uma nova operacao com fibrados, colapsar um fibrado vetorial sobre X a um
fibrado vetorial sobre X/Y. Para tanto, tome E € Vect X, (X,Y) € HComp? e suponhamos que temos
trivializacdo de Ely, digamos « : E|ly ~ Y x CF. Denotemos por p : Y x C¥ — CF a projecdo natural,
e definamos a familia de espagos vetoriais sobre X/Y como o quociente de E pela seguinte relagdo de
equivaléncia :

e~ € < estao em fibras de Y e poa(e) = poale)

Que a familia de espagos vetoriais F/ ~ = E/a seja localmente trivial segue do fato que podemos estender
a a uma trivializagdo ay de E sobre uma vizinhanga U de Y (cf. lema de extensdo de isomorfismos sobre
Y), e entdao ay induz em U/Y trivializacao de E/«, que é dito colapsado de F por a.

Observemos que uma aplicacao constante X — Y fatora por X — pt, e que sua imagem de Vect pt
em Vect X sdo os fibrados triviais, de modo que induzido no semigrupo Vect X Notemos que K (X, ) =
K,ea(XT) ~ K(X). Dado (X,Y) € HComp?, ganhamos seqiiéncia

Y X — XY

que induz seqiiéncia
1

K,ed(X/Y)L red(X) -5 Kpea(Y)

onde os morfismos sdo induzidos pelas inclusées (Y, &) J, (X,2) <, (X,Y). Afirmamos que

Proposigcao 68. A seqiiéncia

.1

Krea(X)Y) 5 Kpea(X) 2 Kyea(Y)

é exata em Kreq(X).
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Demonstracdo. Observemos inicialmente que j'i' = (ij)! = 0, pois a composigdo Y — X/Y é constante;
portanto a aplicacao induzida (ij)* : VectX/Y — VectY é nula e daf que (ij)' = 0 em K e em K,.q. Por
outro lado, se £ € VectX e j'[E] = 0 em K,.q4(Y), entdo j'[E] = [j*E] = 0 em K(Y), i.e., j*FE = Ely é
estavelmente trivial. Somamos entdo a ele fibrado trivial ¥ de maneira que possamos encontrar trivializacio
a: (E@er) |y — eN|y. Colapse E @ e € VectX sobre Y através de a e observemos que é comutativo o

diagrama
E®cd— (E®)/a

L

X —X / Y

Como (E @ Ek)x — ((E @ 5”“) /Oz)x é idéntico quando z ¢ Y e (E (S5) Ek)x ~ ((E $3) Ek) /oz)y/y7 o morfismo
E®et — (E &) sk) /o é um isomorfismo em cada fibra, e portanto um isomorfismo tout court. Portanto
E @&k ¢ induzido de (E &) 5’“) /o pelo colapso X — X/Y. Portanto todo fibrado estavelmente trivial sobre
Y é estavelmente equivalente a um fibrado induzido de X/Y; passando & K-teoria, Kerj' = Imi'. m

Quando Y é contrictil, o morfismo de semigrupos Vect X/Y — Vect X é bijetor; de fato, basta mostrar
que E/a ~ E/a’ para quaisquer duas trivializagoes o, de E sobre Y. Ora, o/ o a~! é um isomorfismo
de fibrados triviais, e portanto s6 depende de uma aplicagdo ¥ — GL,(C) (para algum n), e como Y
é contréictil e GL,(C) conexo (recorde que o determinante de qualquer matriz complexa é um quadrado),
o’ o a~! é homotépico & aplicacdo constante 1. Se h; é a homotopia, definimos H; : Y x C" — Y x C"
por (y,v) — (y, ht(y)v); compomos com (')~ : Y x C* — E|y e observamos que isso é homotopia por
isomorfismos entre a~! e (a’)~!, de modo que a homotopia

E/axI— E/d
(e,t) — e se e ndo estd sobre YV

(a7 (y,v),8) = (o)1 o Hy(y, he(y)v)

que preserva fibras e em cada uma é um isomorfismo, e portanto (cf. classificacdo de fibrados vetoriais)
E/a~E/d.

Observagao 69. Notemos que o splitting natural K(X) ~ K,.q(X) ® K(pt) nos permite escrever
K(Xv Y) B red(X) B red(Y)
quando X €Y estio em HComp™ e tém o mesmo ponto base.

Seja entao « : E — F um morfismo de fibrados vetoriais sobre X. Dizemos que a é um isomorfismo de
diferenca sobre (X,Y) € HComp? se « restringe a um isomorfismo sobre Y. Dois isomorfismos de diferenca
a; : B; — F; (i = 1,2) sobre (X,Y) s@o ditos equivalentes, ou isomorfos, se existirem isomorfismos
Ey — Es e F; — F5 que tornem comutativo o diagrama de isomorfismos abaixo :

Eily —= Fi|y

L

Esly — By

Observemos que o conjunto S(X,Y") de classes de equivaléncia de isomorfismos de diferenga sobre (X,Y) é
naturalmente um semigrupo abeliano, e que um f : (X', Y’) — (X,Y) induz f*: S(X,Y) — S(X".Y").
Notemos que um isomorfismo de diferenga « : E — F em S(X,Y) equivalente a 1 : G — G evidentemente
estende a isomorfismo E — F'; reciprocamente, um tal o : E — F' que estende a isomorfismo £ — F
é equivalente a 1 : E — E. Definamos L(X,Y) como o quociente de S(X,Y) pela relacdo o : E —
Fr~d:E — F em S(X,Y) se e s6 se existem G,G' com a® 1lg =o' @ 1gr em S(X,Y). Entao ~ é
compativel com a estrutura de semigrupo em S(X,Y’), e induz portanto estrutura de semigrupo em L(X,Y)
cujo elemento neutro é representado por isomorfismos de fibrados sobre X. Denotamos por [a: E — F] a
imagem de a € S(X,Y) em L(X,Y).
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Proposicio 70. Eziste transformacio natural © entre os cofuntores L e K em HComp?.

Demonstra¢do. Notemos que L(X, @) ~ K (X) pela descrigdo de K (X) como tipos de isomorfismo de fibrados
vetoriais estavelmente equivalentes. Observemos também que podemos colapsar todo [a : E — &V]; i.e.,
podemos definir O(a) = E/a — N € Vect(X/Y). Para cada [ : E — F| é possivel encontrar G tal que
F®G =V, epordefinicio [a : E — F] = [a®1lg: E&G — V], e O(adlg) = (E®G)/(a®1g)—N.
Que essa definicio de fato desce a L(X,Y) observamos que se [ : E — V] = [o/ : B/ — &V'], entéo
a®leg=a @lg em S(X,Y); daf que G e G’ sejam estavelmente equivalentes, e portanto existem H, H'
comGeH=eM G oH =M . le, ja: E—eV]=[a:F —eV|=adl: Eq — NtM ¢
o ®1:E @M — N M G54 isomorfos como isomorfismos de diferenca, e

Ela-N=(E®) /(a®1)— (N +M)= (E’@EM’)/(a'@1)_(N'+M/):E'/a’_N'

Isso mostra que © : L(X,Y) — K(X,Y) estd bem-definido. Trata-se com efeito de um morfismo de
semigrupos, que é sobrejetor ja que todo elemento em K (X,Y') é da forma [H] — N, e todo fibrado vetorial
H sobre X/Y é isomorfo a algum fibrado em X colapsado em Y (cf. as seqiiéncias exatas acima). Também
é injetivo : se O(ja: E — eN]) = O([a/ : B/ — '), entéo existem M, M’ com

(Eae")/(a®1) ~ (EIEBEM/)/(O/EB:[)

isomorfos sobre X/Y, donde a ®1: E — eNtM — o/ @1 : B — N *M em S(X,Y) e [a: E —
eNl=[o/ : E' — &N'] em L(X,Y). Observamos por fim que se f : (X', Y’) — (X,Y), entdo f* (E/a) =
f*(E)/f* () = f([E/a]). Portanto vale

Isso conclui a demonstracao de que © define um isomorfismo entre os cofuntores K e L em HComp?. Repare
que quando Y = & (e portanto L(X,Y) se identifica com K (X)) temos © =1. m

O cofunctor © : HComp? — CRg ser4 chamado de functor de diferenca . As seguintes propriedades
seguem da discussao acima ou sao de demonstracao imediata :

Proposicao 71. O : L(—,—) — K(—, —) satisfaz :
L fO(a:E— F)=0(fa: f'E— f°F)
2. ©([a: E — F]) s6 depende da classe de homotopia de o
3.Y=0=0(a: E— F])=[E] - [F]
4. Sej:(X,2)— (X,Y), entdo j'O (ja : E — F]) = [E] — [F]
5. 0(a: E— F]) =0 & eziste G tal que a @ 1g estende a isomorfismo sobre todo X
6. 9(add EQFE — FaF)=0(a:E— F])+0(:E' — F'))

=

@([ELFLG]):@([ELF])+@([FLG])-

5.3 Operadores Fredholm

Recorde também que um operador linear entre espagos de Banach T' € Hom(V, W) é dito Fredholm se tem
nicleo e contcleo de dimenséao finita. O subconjunto de Hom(V, W) dos operadores Fredholm é denotado
por Fred(V,W). Para tais operadores, definimos seu indice ind(7") como a diferenca entre dimensoes de seu
ntcleo e de seu contcleo. Um operador T € Hom(V, W) é dito compacto se mapeia o disco unitdrio de V
num conjunto relativamente compacto de W; o subconjunto de tais operadores se denota por Comp(V, W);
trata-se evidentemente de um subespaco linear de Hom(V, W), e é claramente fechado. (De fato, tomemos
seqiiéncia de operadores compactos {7}, },n, que convergem a operador continuo T'; desejamos mostrar que
T leva seqiiéncias limitadas |z, | < 1 em seqiiéncias {T'z,}, que tém subseqiiéncia convergente no fecho da
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imagem de T, i.e., tal que {T'z,,}, seja Cauchy. Ora, Ty compacto == existe subseqiiéncia {z.}, C {x,}n
tal que {Tyx]}, converge; aplicando esse processo indutivamente ganhamos uma “filtracio’ de subseqiiéncias

que tém a propriedade que {T),2"},, converge para cada m; portanto o mesmo se pode dizer de {T,,a"},.
Resta-nos mostrar que {T'z},, é Cauchy; para tanto observemos que

| Tz — T = (T — Tp)a? + Ty (z" — ) + (T, + T)z| < (T — Tp) x| + | T (z! — 2)| + |(Ty, + T) x|

Como |(T —T,)| — 0, |2 — 2| — 0 e {|z2|}n {|T + Th|}n» sdo limitadas; daf segue a concluséo.)

Exemplos tipicos de operadores compactos sao aqueles de posto finito; é facil ver que qualquer limite de
tais operadores é compacto.

Notemos que se T é compacto que nao é de posto finito, podemos fixar sistema ortonormal {v,}22
do fecho de sua imagem, e denotamos por P, : W — W a projegao ortogonal sobre o espaco gerado
por {v,}m ;. Entado temos seqiiéncia de operadores de posto finito P,, o T' que converge a T'; de fato, se
essa seqliéncia nao convergisse a T', terfamos seqiiéncia limitada {z,,, } com | (Pp, oT —T)zm, | = a >0
para cada my, o que contradiz a convergéncia de uma subseqiiéncia que é garantida pela compacidade de
P, oT —T. Portanto operadores compactos sao limites de operadores de posto finito.

Fixemos agora T € Fred(V) e notemos que T determina isomorfismo (ker T)t — TV cuja inversa
denotamos por S’. A composicao de S’ com a proje¢ao ortogonal V' — TV nds dd operador continuo
S :V — (ker(T))"; claramente, S o T' coincide com a identidade em (ker T)J‘, que tem codimensao finita.
Também é verdade que T'oS coincide com a identidade em TV, de modo que T é invertivel médulo Comp(V).

Reciprocamente, se T' e S estao em EndV e SoT —id, T o S — id sao compactos, desejamos mostrar que
T € Fred(V). Ora, como (S o T — id) é compacto e portanto limite de operadores de posto finito, podemos
escrevé-lo como R + Ry, onde R tem posto finito e Ry é compacto de norma bastante pequena (pequena o
bastante para que (id +R;) seja invertivel). Entéo

(id+R1) ' oS)oT = (id+R1) ' o (id+Ry + R) =id+(id+ R1) ' o R

Como (id+R;)~! o R = K1, tem posto finito, vé-se que, modificando S de maneira apropriada a um Sy,
S oT —id tem posto finito.

De maneira andloga modificamos S a Sg de modo que T o Sp = id+Kpgr onde Kr tem posto finito;
segue entdo que S;, — Sgp = (SpoToSgp—SLo0KR) — (SpoToSgp—KpoSg) = Kr, 0o Sg— S, oK.
Entdo T oSy, =id+ (Kr — T o (Sp — Sgr)). Portanto, se modificarmos S a Sg, S inverte T' dos dois lados
médulo operadores de posto finito. Agora e simples ver que T deve ser Fredholm, pois ker(T") C ker(S o T'),
co(T) = (TV): € ((To8)V)*" = co(T o ) e pela Alternativa de Fredholm ker(S o T) e co(T o S) tém
dimensao finita.

Fixemos Tp € Fred(V, W), onde se supde agora que V e W sao espagos de Hilbert separdveis. Se V/ <V
tem codimensao finita e intercepta o nicleo de Ty por 0, entdo existe vizinhanga Ty € U Co Hom(V, W)
tal que T € U =>(1) ker TNV = {0}, (2) TV C; W e portanto (TpV)* ~ W/TV. De fato, observemos
que Tply é injetora, e portanto inf{Tp(v) : V 5 v, |v| = 1} > p > 0 para algum p. Se (1) nao vale, existe
{T,} € Hom(V, W) convergindo a T e seqiiéncia {v,} C V (cada v, de norma 1) com T,,(v,) = 0. Entao
fixado € > 0, existe n(e) € Ncomn > n(e) = |T;,(v)—To(v)| < £/2. Escolhae = p, v = vy (py41,7 = n(p)+1
e obtenha contradigio. Para (2), notemos que (TyV)+ &V — W dado por (v/,v) — v’ + Tv é continua
e bijetora; como W é Hilbert, aplicamos o Teorema da Aplicacdo Aberta para concluir que se trata de um
isomorfismo (que evidentemente induz isomorfismo (T,V)*+ ~ W/TV ).

Observemos ainda que se U é a vizinhanga descrita na proposigao, é localmente trivial

[[w/rv)—uv
TeU

ja que a regra
W xU > (w,T) — mpy(w)

(onde 7y : W — (TV)1) é continua. Portanto se trata de um fibrado vetorial sobre U.
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Proposicao 72. (1) Fred(V,W) € aberto em Hom(V,W), e (2) ind : Fred(V,W) — Z € continua, e por
conseguinte, fatora por wo Fred(V, W); (3) também é verdade que ind ndo assume o mesmo valor em distintas
componentes conezas de Fred(V'), de modo que ind : mg Fred(V) — Z € bijecao.

Demonstragdo. (1) Fixemos Ty € Fred(V,W), V' e U como acima. O isomorfismo (TyV)+ ~ W/TV diz
que, para cada T € U, dimker T* sao todos iguais, e portanto U CFred(V, W).

(2) Dualmente, 7§ € Fred(W*,V*) = dimker(T™*)* = dimker T é constante numa vizinhanca de 7.
Usando a dualidade canénica V' — V*, concluimos que ind é localmente constante.

(3) Suponhamos agora que Ty e 71 sejam Fredholm de mesmo indice; como ind(-*) = — ind(-), podemos
supor sem perda de generalidade que o indice de ambos nao é negativo. Isso equivale a dizer que a dimensao
do contcleo de T;, que identificamos ao complemento ortogonal de sua imagem, nao excede a dimensao (finita)

de seu niticleo; podemos portanto encontrar epimorfismos ker(7;) b co(T;); como ker(T; + 6;) C ker(T;) e
co(T; + 6;) = 0, temos que T; + 6; é também Fredholm e portanto ¢ — T; + t0; define homotopia de T; a
epimorfismo por operadores Fredholm. Supomos doravante que Ty e 177 sao epimorfismos de mesmo indice,
e mostramos que é possivel ligd-los em Fred(V).

Decomponhamos V ~ (ker(T;)) & (ker(Ti))J‘ e observemos que

T0|(ke]r(To))L : (ker(TO))L —V
TV — (ker(Ty)) "

sao isomorfismos; como tém o mesmo indice e portanto nicleos de mesma dimensao finita, podemos definir
isomorfismo (ker(Ty)) — (ker(T3)), que somado ao isomorfismo T ' o Ty : (ker(Tp))" — (ker(T}))" nos d4
um automorfismo S € Aut V', com a propriedade que T} o S = Tp. Usando o fato que Aut V' é conexo (e até
mesmo contractil, segundo o Teorema de Kuiper [30]), definimos uma homotopia ¢ — S; em Aut V entre a
identidade e S, que por sua vez nos prové homotopia t — T o Sy entre T e Ty por operadores Fredholm.
]

Proposicao 73. (1) O indice de T Fredholm ndo se altera se lhe somamos um operador compacto S. (2)
Se Tl, T, € Fred(V) entao To o1y € Fred(V) e lnd(Tg ¢} Tl) = lnd(TQ) + 1nd(T1)

Demonstragao. (1) Observemos que devemos mostrar que (T'+.5) e T se encontram na mesma componente
conexa de Fred(V). Ora, para cada 0 < t < 1 é Fredholm T' + ¢S; portanto ¢ — ind(7" + t5) é constante;
logo ind(T) = ind(T + S).

(2) Que Tz o T} seja Fredholm quando T; é Fredholm segue do fato de que dim co(Tz0T3) < dimco(T3) +
dimco(Ty) e dimker(Ty o T1) < dim K (Ty) + dim K(T}). Observemos agora que se w : V — (ker T3)*, a
homotopia t — (1 —t)Ty +t¢mo Ty nunca sai de Fred(V'), e portanto moTj e T} estdo na mesma componente
conexa de Fred(V); logo tém o mesmo indice. Notemos entao que ker(7%)+ker(moTy) = ker(Ts)@ker(mwoT)) =
ker(Th 0o Ty) e que (To oo Th) (V) = (Ta o T1)(V)*:.

Portanto ind : 7wy Fred(V) — Z é um isomorfismo. ®

Suponhamos entao que tenhamos variedades diferenciais M e Y (compacta) e fibrados de Hilbert E, FF —
M. Usando a projecio natural Y x M — M, induzimos fibrados EY, F'Y sobre Y x M. Observemos que um
morfismo T' € Hom(EY , FY) pode ser pensado como uma colecio de morfismos entre os fibrados originais
parametrizada pela variedade Y, T'= {T,, € Hom(E, F') : y € Y'}. Fazemos entao a hipétese de que cada T,
é Fredholm. Entao se for o caso de dimker T}, (ou dim coT}) ser localmente constante em Y, entao as regras

y — kerT),

y +— coly
definem fibrados vetoriais sobre Y, e portanto um elemento
[kerT] — [coT] € K(Y)

No entanto, em geral, essa atribuigao é continua inferiormente; i.e., todo ponto tem vizinhanca em que a
dimensao do niucleo nao aumenta. No entanto, um fato admiravel é que, embora nao se possa dizer no
caso geral que ker(T) e co(T) sejam fibrados, ainda assim o elemento ” [ker T'| — [co T'])”est4 bem-definido na
K-teoria de Y.
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Para convencer o leitor da veracidade dessa assergao, introduzamos o conceito de estabilizador de uma
familia £ = (T}) ey : trata-se de um subespaco linear de dimensao finita V' < F' tal que para caday € Y o
mapa linear

£y,V:E@V—>F

(w,s) — Tyw+v

¢é sobrejetor. Observemos que se T} é constante em y, entao ker(T; ) é um estabilizador para £. No caso
geral, se pode tomar yy € U C, Y suficientemente pequena de modo a que ker(TJO) estabilize a subfamilia
L|,; = (Ty)yev. Claramente, se Vq, Vo < F estabilizam £|U1,£\U2, respectivamente, entdo V; + V5 estabiliza
E\UlUUz. Assim, usando que Y é compacta, concluimos que toda familia Fredholm £ admite estabilizadores.

Denotemos por Stab(L£) a colegao de estabilizadores de £. Observamos que cada V' € Stab(L£) contém (TyE)l
para cada y € Y, e define seqiiéncia exata

0 —ker(Lyy) = EaV 2 F 0
e portanto um fibrado vetorial y — ker(L, ). Pomos entéo
ind(T) = [ker(Ly,v)] —dim V

E muito simples mostrar que esse elemento independe da escolha de V' € Stab(L); de fato, se V/ é um outro
estabilizador da familia, entdo £, vy € linearmente homotdpica por epimorfismos tanto a L, v+ quanto a
L, v, e a homotopia linear entre £, v/ e L, v+ define isomorfismo ker(L, ) ~ ker(L, ). Dai que

ker(Lyv) & gdimV gy gdim V" ker(L,.v) @ cdimV g dim V!

e portanto
[ker(Ly,v)] — dimV = [ker(L, v/)] — dim V'

Observemos que ind(T) = [ker(T")] — [co(T")] quando ker(T") e co(T") sdo fibrados.

5.4 Operadores Diferenciais e o Teorema de Atiyah-Singer

Se E,F — M sao fibrados vetoriais (reais ou complexos), um mapa linear L : I'(M,FE) — T'(M, F)
é dito um operador diferencial de ordem k se para quaisquer trivializagoes {Uy, %o} {Uq,Co} de E e F,
respectivamente, os mapas induzidos

Lo : L(Ua)]"F — [D(Ua))" " (5-4)

sao da forma

onde A, € [[(U,)]**= Fxrke B Denotamos o espago linear dos tais L por Diffy(E, F). Tomemos um operador
diferencial L de ordem k e munamos M de uma métrica Riemanniana, com B(M) e S(M) os subfibrados
de discos e de esferas de m : T*M — M determinados por essa métrica. Podemos entao pensar 7*FE e 7% F
como subespagos de B(M) x E e B(M) x F, respectivamente. Definimos morfismo de fibrados

op(L)y=71"E — 7*F
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o simbolo principal de L, da seguinte maneira : um ponto em 7*F é da forma (v, s(z)) parax € M, w(v) =z
e s uma se¢ao de E — M; tomemos f uma fungao diferencidvel em M com f(z) =0 e df (z) = v. Entao,
se consideramos coordenadas locais 1, ..., x, em M e denotamos por D% o operador

olel
Ox{t...0xp"
temos D(f*s), = 0 para |a| > k, e

Do(5s). = (0 (22) " (2L) b

Udmiwﬁ@»H*<UD%ﬁ)>

D = (—i)lel

Segue que a regra

s6 depende das coordenadas g f de df e do valor de s em x. Assim o (L) define um morfismo honesto entre

7 E e 7*F. E instrutivo ver o que isso significa em termos de um operador diferencial L de ordem k entre
fibrados triviais £ =R" x V — F = R"™ x W. Em termos de uma trivializacao global

ala
L= Ad (9:00‘

|| <k

temos que

) (Y Gdws) = Y Aala)t

|a|=k

onde £~ denota £71£52...£9m A expressao local anterior e a regra da cadeia mostram que se L' : T'(F') — T'(G)
é um operador diferencial de ordem k’, entao

Oy (Lo L) = o (L") 0 03 (L)

Dizemos que L de ordem k é eliptico se oy, (L) restringe a isomorfismo sobre S(M). A propriedade fun-
damental dos operadores diferenciais elipticos é descrita no teorema a seguir, onde L?(M, E) denota o
completamento de I'(E) sob a norma

9122 = 2:/|vv TP

i vezes

Teorema 74. Seja L : T(E) — T'(F) um operador diferencial eliptico de ordem k sobre variedade compacta
M. Entao ([32],[37]) :

1. Para cada U C, M, w € Ly(M, E), Luly € (U, F) = u|y € (U, E);
2. L tem extensdao continua Ls(M,E) — Ls_ (M, F);
3. Asnormas |- |s,g € |- |s—k, g +|L - |s—k, 7 em Ls(M,E) sdo equivalentes.

A primeira parte do teorema diz que as tUnicas solugoes fracas de uma equagao diferencial do tipo Lu = f,
f funcao suave fixada e L operador diferencial eliptico, sao as solugoes fortes, i.e., suaves fora de um conjunto
de medida nula. Se L : I'(E) — I'(F) é operador diferencial eliptico de ordem k, ker L < L?(M, E) é fechado
(regularidade eliptica diz que o nucleo da extensdo continua de L a Ls(M, E) coincide com o ntcleo de L
como operador em I'(M, E)) e localmente compacto (tome seqiiéncia limitada {u, } C ker L, |up|s—k,5 < C,
e observemos que por regularidade eliptica |u,|s,z < C’, de sorte que {u,} C ker L N L2(M, E). Como
L?(M, E) mergulha compactamente em L?(M, E) para s > 0, uma subseqiiéncia de {u,} converge em ker L
na topologia de | - |s,g.), € portanto tem dimensao finita. Da mesma maneira, ker L* ~ co L tem dimensao
finita, i.e., as extensoes L2(M,E) — L%, (M, F) sao todas Fredholm de indice independente do inteiro s.
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Um outro fato a que vale a pena atentar é que para L eliptico de ordem k, o simbolo principal o = oy, (L)
determina elemento d(E, F,c) em L(B(M),S(M)) e portanto Od(E, F, L) em K (B(M),S(M)). Através do
carater de Chern ch obtemos

chL :=ch®d(E,F,L) € H* (B(M),S(M); Q)
Definimos entdo um numero racional y(L) por
Y(L) = (chLUtdE) \[T* M]

que chamamos 7ndice topoldgico do operador L. O (fantdstico) teorema do indice de Atiyah-Singer (cf. [20])
diz que, se M é compacta e L operador eliptico, entao o indice topoldgico coincide com o indice de L; i.e.,
que

v(L) = dimker L — dimco L

Observemos que essa férmula implica, em particular, que v(L) é um ndmero inteiro. Essa é a mée dos
teoremas de integralidade em geometria diferencial. Uma generalizagao posterior devida ainda a Atiyah,
Singer e Segal diz que, se Y é espago Hausdorff compacto que parametriza (continuamente) uma familia de
operadores elipticos y — L, : I'yf(E) — T'py(F'), ent@o temos m : X = TM x Y — Y entdo coincidem
em H*(Y;Q) os elementos

n(n+1)

ch(ind L) = (—1) ™% (ch (o(L)) A(X)Q)

onde n = dim M e A denota a classe de Atiyah. Uma das conseqiiéncias desse resultado é o teorema de
Riemann-Roch-Hirzebruch :

Teorema 75. (R-R-H) Se E — M € um fibrado holomorfo sobre variedade complexa compacta M, entdo
sua caracteristica de Euler holomorfa de E (a soma alternante das dimensdes das homologias do complezo
de Dolbeaut associado a E) se calcula por T(M, E) = (chE UtdM) \[M].



Capitulo 6

Fibrados de Higgs

6.1 Funcional de Yang-Mills

Dada uma 4-variedade Riemanniana M e um fibrado SU(2)-principal P — M, consideramos Ad P =
P X sy (2) L(SU(2)) munido do produto interno induzido de

L(SU(2)) > (A,B) — —Tr(AB)

que torna Ad P ® A2T*M — M um fibrado Riemanniano sobre M. Observemos que se V € A(P), entao
sua curvatura Fy define Definimos o funcional de Yang-Mills

YM : A(P) — C

YM(V)= |Fol? = - / Tr (Fo A +Fo)
M

cujos pontos criticos sao ditos instantons. As equagoes de Euler-Lagrange desse funcional sao ditas equacoes
de Yang-Mills , e correspondem a uma versao eliptica das equagoes de Maxwell (originalmente escritas para
métricas de assinatura (+ — ——)). Explicitamente, se A € Q'(Ad P) e temos a familia a 1-parametro de
conexoes

t+— Vt = V() + tA

Notemos que
Fyia=Fy+VA+ANA

e portanto
Fy, = Fy +tVA+1?ANA

donde
YM(V,) = YM(V)+2t < Fy, VA > +o(t?)

Como os pontos criticos V se determinam por

d
S IM(V,),y =0

devemos ter

< Fyg,VA>=0
para cada A; i.e.,
V*Fy =0
Recorde no entanto que
VFy =0

91
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é a identidade de Bianchi, valida para qualquer conexdao V. Temos portanto uma versao nao-linear das
equagoes de harmonicidade de Hodge
dw=0=d"w

Como V* atua em 2-formas w por
Viw=—-%Vs*w

uma outra maneira de reescrever as equagoes de Yang-Mills é
VFy =0
V % FV =0

Isso sugere que atentemos a uma classe particular de solugoes dessas equagoes, a saber, as conexoes V que
satisfazem as condigbes de (anti-)autodualidade

xI'y = FFy

que sao solucoes por Bianchi. Evidentemente, conexoes anti-autoduais V ficam auto-duais se revertermos a
orientacdo em M, de maneira que podemos nos ater a qualquer uma das duas condi¢oes. Observemos que se
toda 2-forma se decompoe unicamente como a soma de uma forma autodual e uma forma anti-autodual, i.e.

A=A @ A%
e que a decomposi¢ao acima é ortogonal para o produto interno
A2 xA? —R
(w1, ws) —> / w1 A *wy
M
Em realidade, tais solugoes correspondem a minimos do funcional de Yang-Mills (o que é sempre interessante

em teorias fisicas...) : com efeito, se V é uma qualquer solucdo das equagoes de Yang-Mills cuja curvatura
se decompoe em suas partes anti- e autoduais

Fg =F; +Fg
entao é claro que
YM(V) =|FS ] + |Fg|?
Por outro lado, a expressao das classes de Chern
¢(E) = det (1 + va)
2w

que

)
= —TrF
2 v

Como Fy é uma 2-forma que toma valores em L(SU(2)), Fy tem a forma

[ fu fi2
(% )

e portanto ¢ (E) = 0, de onde se obtém que

c1(E)

c2(E) = # (fi1 A fi1 = fi2 A fi2)

Observemos, no entanto, que o
Tr(Fy AFy) =2 (fu A fi1 — fiz A fi2)
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ie.

1
c(E) = il (Fv A Fy)

Mas
FyANFg =FS ANFS +2FS ANFg + Fg A Fg
e o fato de F§ e Fg serem ortogonais (e M fechada) diz que Fg A Fg € d23. Logo

Tr(Fy AFg) =Tr (FS AFY) + Tr (Fg AFG)
=Tr (Fér A *Fé) —Tr (F§ A *Fg)

moédulo cobordos, e portanto
8772/ c2(E) = / (Tr (F$ A*FE) = Tr (Fg AxFg)) = [FSP? — [Fg?
M M

E claro entdo que 872 [as ¢2(E) é uma cota inferior para YM(V); notemos entao que [,, c2(E) >0, |Fg[* >

|Fg|? e YM(V) =872 [, c2(E) <= V éautodual, ese [,, c2(E) <0, |[F¢ > < |[Fg|? e YM(V) =872 [, c2(E) <>
V é anti-autodual. Quando M = R* (com a métrica usual) sabemos que todo fibrado SU(2)-principal

P — M ¢ trivial; em termos das coordenadas usuais x1, ..., x4 podemos trivializar globalmente a conexao

em P como

V=d + Aldxl + AQd(EQ + A3d$3 + A4d.’E4

e a curvatura
FV = ZF”d’I}l A d.Tj
i<j
onde

0
Fij = [V4,V,], onde V; = o nyy

Nesses termos, a condi¢ao de autodualidade de V se traduz em

Fig = F3y
Fi3 = Iy
Fiy = Fog

Suponhamos agora que R? aja em R* por traslacdo nas duas tltimas coordenadas :
R? x R* — R*
I I
a T2 | _ T2
a2 I3 r3 + ap
T4 T4 + a2

e que uma dada conexao autodual V seja invariante por essa agao. Em termos mais pedestres, supomos que
as fungbes Az e Ay s6 dependam de x1 e xa, e portanto

V =d+ Aidx1 + Asdxs

definamos uma conexao sobre R?, com campos de endomorfismos As e A4, que renomeamos ¢; € ¢z, respec-
tivamente. Entao

¢ =01 —igg

determina um campo complexo de endomorfismos do fibrado, ¢ € I'gz (Ad P ® C). Se ¢* denota

" =—¢1 —igo
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entao as equagoes de autodualidade se reescrevem como
Fo — 3il6,67] =0
[Vi+iVa, ¢l =0
Essas equacoes dependem do sistema de coordenadas escolhido; no entanto, se pomos

zZ=x1 + 19

1
0 = Loraz
= 5 Zz
elas se convertem em
Fy +[0,6]=0
Oy =0

que independem do sistema de coordenadas e sao conformemente invariantes [21]. Como nao existem solugoes
V de energia finita (i.e., com YM(V) < o0) em R?, sdo justamente essas propriedades do sistema acima que
nos permitem considerd-lo sobre superficies de Riemann ¥, que nada mais sdo que 2-variedades orientadas
munidas de uma escolha particular de classe conforme de métricas Riemannianas. O caso de X eliptica foi
tratado extensivamente em [24], [25] e [26].

Para uma versao invariante da reducao dimensional das equagoes de Yang-Mills, e a discussao de
suas propriedades, nos referimos ao artigo de Hitchin [21]. A elipticidade dessas equagdes é discutida
em detalhe no livro de Freed e Uhlenbeck [11] que discute os resultados de Donaldson. Um estudo mais
elaborado da reducao-dimensional associada a outros subgrupos de R*é empreendido por Jardim em [27].

6.2 Fibrados de Higgs

Motivados por nossas consideracoes precedentes, definimos o conceito de um fibrado de Higgs. Seja X uma
variedade Kéhler de dimensdo n, QY — X o fibrado de 1-formas holomorfas em X, E — X um fibrado
vetorial complexo e § : E — E ® Q% um morfismo de fibrados (dito campo de Higgs), dizemos que o par
(E,0) é um fibrado de Higgs se E e 6 forem holomorfos, e 8 A § = 0 (observemos que supomos a existéncia
de métrica em X — Kéahler, ainda por cima — mas ndo em E). Uma observagao preliminar é a seguinte : se
0 é a estrutura holomorfa de E, podemos definir um operador diferencial de ordem 1, D", por

D"=09+46
Evidentemente, D" satisfaz uma O-regra de Leibniz :
D"(fo)=9f @ o+ fD"(0)

onde f é uma funcao suave e o uma secao de E. D" atua também em formas a valores em FE através da
regra
D"(0 Ap) = D"(0) A+ (=1)lo A D" ()

onde |o| denota o grau da forma o. Além disso, observemos que

(@) 0+ (60) + 60 (90) + 6%

— (9)° 0+ (96) o + 6%

(D)o

Esse simples cdlculo mostra que (D”)* = 0, j& que : (1) @ define estrutura holomorfa em E se e s6 se seu
quadrado é nulo; (2) @ é holomorfa se e s6 se é anulada pela estrutura complexa de E; (3) #2 = 0 se e s6 se
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o componente (2,0) de D" se anula. Reciprocamente, se s6 supusermos ter F e 6 suaves, e tomarmos D"
operador diferencial de ordem 1, obtido da soma de um operador que leva segoes em (0, 1)-formas com um
operador algébrico 6 que leva segoes em (1, 0)-formas, entdo D" define em (F, ) a estrutura de um fibrado de
Higgs se D" satisfaz a d-regra de Leibniz ¢ (D”)* = 0 (conseqiiéncia vulgar do artigo [38] frente aos calculos
acima; veja também [10] para uma demonstracao por teoria de calibre), em cujo caso diremos que se trata de
uma estrutura de Hodge. Observemos que de acordo com o GAGA de Serre [42], quando X é uma variedade
projetiva (i.e., admite um mergulho holomorfo num espago projetivo) um fibrado holomorfo E é algébrico,
assim como campo de Higgs 6, que passam entao a morar no reino encantado da geometria algébrica. De
acordo com essas observagoes, denotaremos um fibrado de Higgs por (E, ) ou (F, D”) indistintamente. Se
introduzirmos uma métrica Hermitiana h num fibrado de Higgs (E, D"), podemos definir um operador 9y,
por

h(—,00) = Oh(—,0) — h(0—,0)

que é claramente linear, e satisfaz
Op (fo)=0f®@o+ fon (o)
Também podemos definir 6, por o
h(0—,0) = h(—,6n0)
de maneira a definir D), = 05, + 0. Notemos que

Dy = D), + D"

satisfaz a d-regra de Leibniz, e determina portanto uma conexao no fibrado E, métrica para h. Observemos
que

W@, [0n ,On]o) = 20h(0p,0) — h(00p,0) — h(D (0) ,0) =
= 20h(0p,0) — h((90) ¢,0) = 2h(p, 0,0, o)
= [0, ,0n]0 = 20,0y &
= 9, 0,=0

Analogamente, B
h(%@% o') = —Qah((p, ah U)

Tomando ¢ = 97 o e 1) = ), o temos
W, 03 o) = ~20h(,F )] = 40| 9h(n 7,00 )| =

—4(9)* WO 0,0n 7) =0

=07 =0
de maneira que (D%)Q = 0. Por conta disso, temos

F, =D; =D,D"+D"Dj,
a curvatura da conexao Dy. h é dita Yang-Mills hermitiana se
AFy, = A1

onde A denota a adjunta (com respeito & métrica em X) do produto wedge com a forma Kéahler kx, e A é

fungao apenas da inclinagio u(F) = (iigé(f)) de E, onde

deg(E) = c1(E) U kY™ 7 1[X] = / Tr(Fp) A glim X1
X

denota o grau do fibrado. Suponhamos entdo que ¢;(E) U k3™ X 7HX] = o(B) U kS X 2[(X] =0 e h é
Yang-Mills hermitiana. Entao E tem inclinagdo nula, e portanto |[Atk E| = 0 = A = 0, e a condigao de h
ser Hermitiana Yang-Mills diz apenas que

AF, =0
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(Uma métrica h que satisfaca a relacdo acima se diz harmoénica.) Segue entdo da relacdo ([45])
ca(B)U RSN 72[X] = C1| Full72 — Col[AF[[7

para certas constantes C1, Cy, que Fj, = 0. Em outras palavras, que um fibrado de Higgs (E, D") munido de
uma métrica Yang-Mills Hermitiana define (pela construcdo acima) um fibrado plano se seus dois primeiros
ntimeros de Chern deg(E) e c2(E) Ux5™ ¥ ~2[X] forem nulos. Invertamos um pouco a perspectiva, e supon-
hamos que nos é dado um fibrado complexo plano (H, V) sobre X. Decompomos V em suas partes (1,0) e
(0,1) :

v — d/ JF d//

Escolhida uma métrica Hermitiana h em H, definimos operadores dj, e dj unicamente pelas condigdes
h(—,8,0) =d"h(—,0) — h(d'—,0)
h(—,6p0) =dh(—,0) — h(d—,0)

Em outros termos, definimos dj, ¢ 0}, de modo a d’ + 6}/ e d” + ¢}, serem conexdes métricas. Em termos desses
operadores, definimos

20, = d + 5,
20, = d’ + 5,
20, = d' — 0},
2y = d" — o]
h=0n+0
h =0k = O

Observemos que (1) D} satisfaz a d-regra de Leibniz (e é portanto um candidato a estrutura de Higgs) (2)
V + Dj, =2Dj; (3) a pseudocurvatura G, de D}, se escreve como

VD, + D,V
G = (Dy)) = —"—"—

pois V2 =0 (H ¢ plano) e (D;l)2 = 0. Este tltimo dado se obtém de uma manipulagdo formal das definigbes
que esbogamos : (D})? significa que valem simultaneamente (57)* = 0 = (8,01 +68/6,) = 0 = (5;)>
Mostramos que (5;{)2 =0:

h((8))? ¢, 0) = —2d'h(p,d'c) = 2d'h(8] ¢, 0); portanto se o = (5)°

W& 6.0) = ~2d'h(d'5}p,5}0) = ~2d [ (8]0, 0) — (@) 8fp.)] = 0

= ()" =0
As identidades (65,07 +976;,) =0e (5%)2 = 0 se demonstram de maneira similar. Notemos que
V2= V(' —d)+(d —d)V=0

Como a relagao -
;L = (d” — d/) +2 (eh — 9;,)
e portanto

Gh =2V (6, — B)

A métrica h é dita harménica se AGj, = 0. Observemos que V* = i[A, D} ] pelas identidades Kéhler; portanto
'h ser harmoénica’ significa apenas que V*Gj, = 0, ja que D} G, = 0 por Bianchi. Entao

||Gh\|%2:2/ (60—, V" G) = 0
X
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Em suma : se h é uma métrica harménica no fibrado plano (H,V), a pseudocurvatura Gp, é nula. Em
conseqiiéncia disso, nosso melhor candidato a estrutura de Hodge, Dj., ¢ de fato uma estrutura de Hodge.
As correspondéncias que obtivemos entre fibrados de Higgs com ¢1(E) = 0 = c3(E) e métrica Yang-Mills
Hermitiana, por um lado, e fibrados planos com métrica harmonica sdo claramente mutuamente inversas,
e atentamos para o fato que se a métrica Yang-Mills em questao for harmonica, é a prépria estrutura de
Hodge a conexao plana que construimos.

Um morfismo entre fibrados de Higgs & = {E 2 E® Qﬁ(} e& = {E’ B Q}(} consiste em um

morfismo de fibrados ¢ : E — E’ tal que o seguinte diagrama comuta :

E—%Ecq}

¢l \Ld@id

B —%E ®0k

Um fibrado de Higgs £ = {E 2 E® Q}(} é dito trivial se E = Ox e 6 = 0. Na linguagem de operadores

diferenciais, é facil ver que a nogao de fibrado harmonico é functorial com respeito a holomorfismos no espaco
base X. Com isso queremos dizer que se f : Y — X é holomorfo, e (E, D”) um fibrado de Higgs munido
de métrica h e conexdo associada Dj, = Dj + D", entao f*h é uma métrica em f*E, que é um fibrado de
Higgs, e f*Dy = Dy+p,. Também podemos definir o produto tensorial de dois fibrados de Higgs :

(ElaD,1/7h1) ® (E2,D/2,7h2) = (El ®E27D/1,® 1+1 ®Dé/7h1 ®h2)

que satisfazem propriedades de functorialidade analogas, assim como a construgao de fibrado de Higgs dual,
(E,0,h) — (E*,—0,h*). Observagoes idénticas se aplicam ao caso de fibrados planos. Ainda néo abordamos
a questao da existéncia de métricas Yang-Mills hermitianas ou harmoénicas . Para tanto, intruduzamos
alguma nomenclatura : um fibrado de Higgs (F, 0) se diz estdvel se todo subfibrado de Higgs (i.e., subfibrados
holomorfos F com 0F C F ® QY) tem inclinagao estritamente menor que a de E; quando a igualdade pode
ocorrer chamamos (F,0) de semiestdvel . Um fibrado de Higgs que é soma de fibrados de Higgs estaveis de
mesma inclinagao se diz poliestdvel . Conceitos andlogos se aplicam a fibrados complexos planos (H, V) :
(H, V) é dito irredutivel se nao existem subfibrados préprios com (H,V) = (Hy, V1)®(Ha, Va), e corresponde
a nogao de estabilidade em fibrados de Higgs. Da mesma maneira, o conceito de poliestabilidade se converte
em semisimplicidade no caso de fibrados planos. Entao :

Teorema 76. ([9]) Um fibrado plano tem métrica harménica se e s6 se é semisimples.
Teorema 77. ([39],[49]) Um fibrado de Higgs tem métrica Yang-Mills hermitiana se e so se é poliestdvel.

Se E é um fibrado plano, denotemos por HJQ(E) o espaco de segoes paralelas de F/, e se E é um fibrado
de Higgs, escrevamos HJ(E) para denotar o nicleo da estrutura de Hodge sobre se¢des suaves. Entdo se F
possui métrica harménica, temos HY(E) = Hy(E). De fato, se o é uma segdo suave de E, D = D' 4 D"
onde D é a conexao plana e D” a estrutura de Hodge, temos

/X hD'o,D'c) = /X h(o,(D')* D'o) = / h(o,i[A,D"]D'o) =

X
= / h(o,—iAD'D"c) =0
X
= D'c=0

Analogamente, Do = 0 = Dj,0 = 0 = D"o = 0. Em particular, H}(E* ® F) = HJ(E* ® F) nos permite
concluir com o

Corolario 78. A categoria de fibrados planos semisimples € equivalente & categoria de fibrados de Higgs
poliestdveis, equivalentes, por sua vez, a categoria de fibrados harmoénicos.

Estabilidade é uma propriedade de rigidez em fibrados de Higgs sobre variedades projetivas, e em especial
em superficies de Riemann . Resumimos algumas propriedades (cf. [18]) de que faremos uso mais adiante.
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Proposicao 79. (/39]) Se E e F sao fibrados vetoriais holomorfos sobre superficie de Riemann %, e f :
E — F € um morfismo nao-nulo, entao existem fibrados holomorfos E1, F1, Es e Fy e morfismo Eo — F}
que ¢ isomorfismo sobre aberto de Zariski U de %, que determinam o sequinte diagrama comutativo com
linhas exatas

0 £y E Ey 0
ro
0 Iy F Fy 0

Demonstracdo. A demonstragao é a seguinte : temos diagrama comutativo de feixes com linhas exatas :

0 ker f E coker f ——= 0
T
0 cof F kerco f <——0

e usamos o fato que coker f é naturalmente isomorfo a kerco f. No entanto, os feixes coker f, co f e ker f
nao necessariamente sao localmente livres, e portanto podem nao corresponder a fibrados em X, mas em
todo caso sdo coerentes, ja que (X,Ox) é um esquema Noetheriano ([17, Ch. 2 Prop. 5.7]). Notemos
entrementes que se U = SpecC[t] é um aberto afim em ¥, temos Os|y = Ospeccyy, € Clt] ¢ um dominio a
ideais principais. Dada a equivaléncia

M— M

entre a categoria de C[t]-médulos de tipo finito e a categoria de feixes coerentes sobre SpecC[t] ([17, Ch. 2
Prop. 5.5]), com inversa M ——T'(SpecC|[t], M), percebemos que ker f é localmente livre, j& que corresponde
a um submédulo de C[t]-médulo livre, que é portanto livre j& que C[¢t] é um PID [31]. J4 co f corresponde a
um quociente de médulos livres, e portanto co f nao serd livre se I'(SpecC[t], co f) tiver tor¢ao. Por exemplo

0—12,—0g — 0, —0

(onde Z, é o ideal de um ponto — fechado — p € ¥) é seqiiéncia exata de feixes coerentes, Z, e Ox séo
localmente livres, mas o mesmo nao ocorre com O,. Entretanto, o suporte desse feixe estd concentrado
em um tUnico ponto, p, de modo que no complemento de p em ¥ a seqiiéncia 0 — Z, — Oy — 0
é exata. Desejamos mostrar que o mesmo fenémeno ocorre com coker f, e para isso vamos desenterrar
algumas afirmacoes da Algebra Comutativa (cf., por exemplo, [2] ou [4]). Percebamos inicialmente que C[¢]
tem dimensdo de Krull 1 e coincide com seu fecho integral em C(¢). Além disso, a localizagdo de C[t] em
cada seu ideal maximal é um dominio de valoracao discreta; i.e., C[t] é dominio de Dedekind . Mas todo
modulo de torgao sobre dominio de Dedekind A é soma direta de submédulos da forma

onde os m;’s sdo ideais maximais de A e os n;’s sdo inteiros que excedem 1. No nosso caso A = C[t], a
completude algébrica de C nos permite descrever os ideais maximais de C[t] como m; = (t — p;), para algum
ponto p; de C. Observemos entao que se

f=T1I =)

entao a tor¢ao do A¢-médulo My desaparece. Disso segue que o feixe de tor¢ao de um feixe coerente F sobre
superficie de Riemann ¥ tem suporte em {pi,...,p,}, € portanto F é localmente livre em X\{p1,...,pn},
e portanto um fibrado. Podemos estender F a toda a superficie por meio da equivaléncia de categorias
mencionada acima, considerando o médulo

I'(SpecC[t], F)
T (D(SpecC|t], F))

que define por colagem extensao localmente livre (recorde que tomar torc¢ao, T', é functor). m

Proposicao 80. Dados feizes localmente livres A, B sobre ¥ e morfismo ¢ : A — B que € isomorfismo
sobre um aberto de Zariski, vale c; (B) = ¢1 (A).
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Demonstra¢do. Suponhamos inicialmente que ambos os feixes sejam invertiveis. Observemos entao que ker ¢
é um subfeixe localmente livre de A que é concentrado num ntimero finito de pontos de ¥, e portanto é nulo.
Dai que

0—A— B—cop—0

seja exata, e portanto x(B) =x(A)+x(cop). Mas também coe tem suporte finito (em dimensao zero), e
portanto x(co¢)=dim H°(X,coy) > 0. Em suma : para feixes invertiveis sobre superficie de Riemann
compacta a existéncia de um morfismo A — B que restringe a isomorfismo num aberto de Zariski implica
xX(B) = 1 (B) = ¢1 (A) = x(A). Finalizamos a demonstragdo notando que se A é um qualquer feixe
localmente livre de posto n, entdo ¢; (A) = ¢; (A"A). m

Notemos que se £ = FE N E®Ks e F = F = F®Kjy sdo fibrados de Higgs sobre ¥, e temos morfismo
nao-trivial ¢ : £ — F, entao ¢ define morfismo de fibrados vetoriais £ — F', e tomamos o aberto de
Zariski U C ¥ em que o morfismo F3 — F; (na notagdo do Lema de Narisimhan) é isomorfismo. O niicleo
de E|y — F|y é evidentemente E|y, e por ser nicleo de ¢, F1|y é um subfibrado de Higgs de |y, i.e.

0 (E1|U) C (E1 & KZ) |U

Como ClosureU = ¥, segue que E; é um subfibrado de Higgs £ de £ em toda a curva Y. De modo andlogo,
a imagem de E|y — Fl|y é Fi|y, e o mesmo argumento mostra que F; é subfibrado de Higgs F; de F.
Notemos que sempre podemos quocientar um fibrado de Higgs por um seu subfibrado de Higgs, e assim
construimos & = £/&1, Fo = F/F1. Suponhamos agora que & e F sejam estdveis (como fibrados de Higgs)
. Entao por definicao temos as desigualdades

onde a igualdade vale em qualquer um dos casos apenas se os fibrados subjacentes coincidem. Como Fy —
F} é um isomorfismo em U vale ¢; (E3) < ¢1 (F}), e portanto

W(F) = p(Fr) = p(E) = u(€)

Dai que, necessariamente, u(F) > p(€). Se por acaso u(F) = u(€), a desigualdade acima mostra que
w(F) = p(F1) e p(€2) = u(€). Pela hipdtese de estabilidade, devemos ter £, = £ (e portanto ¢ é injetor) e
F = F1 (p é sobrejetor) — ou seja, & ~ F através de p. Em resumo :

Proposicao 81. Se & e F sdo fibrados de Higgs estdveis e u(E) >u(F), todo morfismo € — F € trivial.
Se (&) =p(F) e os fibrados de Higgs ndo sdo triviais, entdo os dnicos morfismos nao-triviais E — F tém
de ser isomorfismos.l

Em conseqiiéncia temos o seguinte

Corolario 82. Se & é um fibrado de Higgs estdvel de inclinagdo positiva, temos H?(X, £) =0. Se a inclinacdo
de € € negativa, H°(%, £) =0, e se por fim u(£) =0 e € ndo € trivial, temos H°(%, E) =0 = H3(Z, £).

Suponhamos que x(€) < 0. Entao todo morfismo Os, — &£ é trivial, e portanto H°(X, £) =0.
Se (&) > 0 entdo u(€* ® Q%) < 0 e daf que HO(Z, £* @ QL) =0. Por dualidade de Serre, segue
que

(H(, & ® QL))" =H%(%, ) =0

Por fim, se £ tem grau nulo, entdao todo Oy, — & e Oy — £* @ QL 6 trivial ou um isomorfismo;
portanto se Ox, # £ devemos ter HY(X,£) =0 = H?(X, E).M O termo fibrado de Higgs foi cunhado
por Hitchin em seu artigo seminal Self-Duality Equations on a Riemann Surface, [21], inspirado por um
artigo de P. Higgs sobre particulas elementares em fisica [19]. Por sua vez, Simpson, Deligne e Beilinson
se dedicaram ao assunto atraidos pela analogia do campo de Higgs # com o mapa de Kodaira-Spencer
na teoria de variagdo de estruturas de Hodge. A definigdo de métrica harménica coincide com aquela
empregada alhures, de que a derivada da aplicacdo classificadora da métrica seja um ponto critico do
funcional de energia (como empregado, por exemplo, em [21]). Recomendamos para mais detalhes a
exposigao fascinante [45].
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6.3 Conexoes hiperholomorfas em variedades hiper-Kahler

Todo o contetido desta se¢do se encontra em [50] ou, mais detalhadamente, em [51].
Uma estrutura hiper-Kahler em uma variedade Riemanniana (M, g) consiste em trés estruturas complexas
(integraveis) I, J, K tais que :

1. M é Kéhler com respeito a cada uma dessas estruturas complexas (i.e., sdo fechadas as 2-formas
wr :g(l'v')v wJ :g(J',') € WK :g(K'a'))

2. Como endomorfismos do fibrado tangente de M, valem as relagoes IJ = —JI = K.

Denotamos por H a algebra dos quatérnions Cls¢. Temos evidente acdo de H no fibrado tangente de
M. Identificamos SU; com o espago de quatérnions unitdrios, e consideramos a acao induzida no fibrado de
formas diferenciais

SU, x A%, — A%,

Nao é dificil perceber que essa agao é paralela (ja que cada estrutura complexa é paralela) e portanto comuta
com o laplaciano do trago, A = 7*v/.

Mas recordemos que, quando M é compacta, pela teoria de Hodge cada classe cohomolégica de M tem
um e um tnico representante A-harmonico; portanto, sob a hipétese de compacidade, a acdo de SU; em A},
induz agao

SU; x H* (M;C) — H* (M;C)

Para cada (a,b,c) € R? de norma unitdria, o endomorfismo
L=al+bJ+cK

é também uma estrutura complexa em M, que é claramente integravel, paralela e Kdhler (ou seja : wy =
g (L-,-) é fechada).

Definigao 83. L ¢ dita estrutura complexa induzida pela estrutura hiper-Kdhler em M. O conjunto de tais
estruturas complexas denotamos por R(M).

Observemos que cada L € R(M) determina uma decomposigao de Hodge

H"(M;C)= €D Hp" (M)

pt+g=n

Teorema 84. [51, Prop. 2.2] w € H?*" (M;C) € invariante pela agio de SUs se e s6 se w € HY'P (M) para
cada L € R(M).

Teorema 85. [51, Prop. 5.2] Seja H™ C H?(M;C) o subespaco de 2-formas fizadas pela acio de SUs,
e H- seu complemento ortogonal. Entdo H' € subespaco de dimensdio 3, gerado pelas formas Kdihler
Wi, wj, WK -

Corolario 86. Se w € H;"' (M) para cada L € R(M), entio w é ortogonal a cada forma de Kihler wr,
associada a estrutura complexa induzida L.

Uma conexao 7 num fibrado Hermitiano sobre uma variedade hiper-Kéhler M é dita hiperholomorfa se
sua 2-forma de curvatura Fy, tem tipo (1,1) com respeito a cada estrutura complexa induzida. De acordo
com o coroldrio anterior, se \/ ¢ hiperholomorfa, entdo a contracdo de Fy por qualquer forma de Kéhler
induzida é nula. Simbolicamente :

ALFg =0 se L € R(M)
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6.4 Nosso problema

Seja X superficie de Riemann de género g > 2 e p um seu ponto. Seguindo uma observacao da segao 3.3,
pensamos Y como subvariedade complexa e Riemanniana de J, onde ambas variedades sao munidas de
estruturas spin compativeis.

Observagao 87. Como X € subvariedade Riemanniana (com estrutura spin compativel) de J, vale a sequinte
relac@o para formas o, em J :

Aby, (¢ -5 ¥) = Aby () -5 Aby, (1)
onde os subindices J e ¥ sob - enfatizam que multiplicacao de Clifford se emprega.

Consideramos agora um fibrado holomorfo £ — ¥ munido de conexa@o unitaria 57 e um morfismo de
fibrados
0:F— E® Ky

que satisfazem as equagoes de Hitchin ([21]) :
(6.1)

Observagao 88. Observemos que como o grau de E se calcula por

degE:/Ecl(E):/ETr(FV)

Tr[0,6] =0
Portanto a condi¢ao unitdria que impusemos a V implica E ter grau nulo.

Denotando por d a conexdo parcial em E, temos o operador de Dirac associado ao complexo eliptico
fundamental torcido por E :
A(E) —2> AY(E) — 2> AVY(E)
Dirg =009 : 8% @ E:=(A’@A") (E) — (A @A) (B) =S5 0 F

O complexo acima pode ser ainda torcido por fibrados de linha holomorfos planos L, — J, seguindo a
notagao da segao sobre o fibrado de Poincaré. Denotemos por E(n) o fibrado £ ® Ly|s — ¥ com a conexao
parcial induzida, para a qual reservamos o simbolo 9,. Também ¢ pode ser torcido, definindo 6, = 0 ® id;

claramente o fibrado E(n)iE(n) ® A0 também é fibrado de Higgs estével de grau nulo. Como
9y (D(B(n) ® 55)) € T(B(n) ® S5)
0y (D(E(n) ® S5)) € T(E(n) ® S5)

consideramos os operadores

Dy : T(E(n) ® &) — I'(E(n) @ Sg)

dados por 5,, - 5:] + 6, — 0;,. Mddulo o operador algébrico 6, — 67, lidamos apenas com o operador de

Dirac canénico de variedades Hermitianas com estrutura spin®; trata-se portanto de um operador diferencial
eliptico de ordem 1, j& que termos algébricos nao contribuem para o simbolo principal dos operadores D,,.
Se ¢ é uma se¢ao holomorfa de Ky, — X, a regra

O(n.0) = Oy +idp(y) ®0
faz com que por fim tenhamos uma familia de operadores elipticos parametrizada por JV x H°(Ky) :

JY x H(Kx) 3 (1,0) = Diy,0)
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Observemos que, para cada par (1,0), a teoria de indice de operadores elipticos diz que D estende a

operador Fredholm em L2 (E(n) ® Sx), com indice bem-definido

n,0)

ind Do) = dimker D, 5y — dimcoD(;), »)

e tal que solugoes ¢ de Dy, ;)1 = ¢ para ¢ suave sao suaves. No entanto, cdlculo direto mostra que
ind D, ) ndo varia na direcao H Y(Ky) (em linguagem menos obtusa, que ind D(y,0) = ind Dy, ) para cada
n). Portanto JV x H°(Kyx) — Z dado por (1, 0) — ind Dy, fatora pela projecao J x H(Ks) — JY,
e como JV é compacto podemos usar a maquinaria geral para concluir que (7, 0) — ind D(y,0) € constante

em JY x H°(Kyx). Observemos que se E ® Alz’0 é um fibrado de Higgs estdvel de grau nulo, entao
E@ AL E @ ALY 6 estavel, e

c (E ® A%l) —a (A%l) — e (TE)=2(1—g) <0

pela hipdtese de ¢ > 1. Entao podemos interpretar o complexo duplo abaixo como um morfismo entre
fibrados de Higgs estaveis :

E—">EaAy

|

0,1 1,1
E(X)AE WE@AE

Como u(E®A%") < 0= pu(E), segue que o morfismo 8 é trivial. Portanto a cohomologia do complexo total
associado ao complexo duplo acima, com diferencial total D = 9 + 6, é isomorfa & cohomologia do complexo

E-LE @AY YR @ AL

Notemos que esse complexo (C) se escreve como soma direta dos complexos

f®id
E—2EoAY —=0 ¢ 0—=EaAL S poAll

que denotamos respectivamente por £ e £'. Observemos que é entao exata a sequéncia de complexos de dois
termos
0—&—(C)—& —0

e daf que seja exata a seqiiéncia longa induzida em hipercohomologia [14, Ch. 3] :
0— H(%,8) — H(%,(C) — H (,&) — H' (,€) — H'' (%, (C))
— H'(3,&) — H?(%,6) — H? (%,(C) — H? (%,E) — 0
Como & é nosso fibrado de Higgs estavel sem inclinagao, temos
HY (%,8) =0 =H?*(%,€)
= H*(%,(C)) =H*(%,£&)
Por outro lado, H° (X,£’) = 0 pois u (E ®A%’1) < 0, e portanto H° (3, (C)) = 0. Para mostrarmos que

também H? (3, (C)) é nula, precisamos fazer uma breve excursao as seqiiéncias espectrais; todos as referéncias
se encontram em [14, Ch. 3, §5]

Proposigao 89. H? (X,&') =0, onde £’ = {O L Eo A B A0l ALO}.

Demonstragao. Nas nossas condigoes existe seqiiéncia espectral {E,} que converge a H*(X;£’) e cujo termo
FE5 é da forma

rer (17 (€7) 22 17 (€.,
S0 1 HP (€]))

EyT =H(H" (&) =
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Entao constatamos que
EYY =0
EY' =ker (0 ®id: H? (E®A*') — H? (E @ A" @ AM0))
BY? =co(f®id: H? (E® A%') — HP (E® A @ AMY))
Lembramos também que dy tem bigrau (2, —1), e portanto o unico d5'? que pode nao ser nulo é
0,2 . 10,2 2,1
dy” : BEy® — E,

e recordamos que
EY?=co(9®id: H (E®A”!) — H® (E® A% @ A1)

Se esse espago for nulo, entao todos os db'?’s serao nulos e entao
DA _ pPd . _ pa .ol
EY?=FEP?= . = ERI =HPTI(S;E)

. 0,2
e em particular H?(X; &) = Ey“.
Entéo vejamos : nds sabemos pelo mesmissimo argumento aplicado ndo ao complexo &', mas ao fibrado

de Higgs € = {E — E® A0} que F'? = HPT9(; ), onde
FP° =ker (0: H? (E) — HP (E ® AMY))
FP' =co (0: H? (E) — HP (E® A™Y))

de modo que as diferenciais
2.9—1
dra . ppa F:U+ »q

sao todas nulas, e portanto

0=H*(%:6)= @ P =F"oF!
p+q=2
= £, =0=F"

e portanto co (0 : H° (E) — HY (E ® A?)) = 0. Como ®A"! ¢ exato & direita, isso implica que
co(f®id: H* (E® A”) — HY (E® A% @ A'?))
também é nulo, e portanto H*(3;E') =0. m

Em suma,
H (%, (C)) =0 =H*(3,(C))

ou seja, a hipercohomologia de (C) estd concentrada em grau 1. No entanto, os operadores
Do) : T (E(n) ® S5) — T (E(n) ® S5)
sao injetores se e s6 se as hipercohomologias em graus 0 e 2 dos complexos abaixo desaparecem :

D0y, On+0(n.0
E(n) —"En) © AL ¥ EMn) @ AL

e esses complexos nada mais sao que os complexos totais associados aos complexos duplos

0 o
E(n) —=" B(n) © Kx,

3, ani

B(n) @AY, —= Bln) & A}
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ja que u(E(n)) = 0 e E(n) é estdvel. Em suma : a hipGtese de E ser fibrado de Higgs estdvel de grau nulo
diz que D é injetor para todo (1, o), e portanto ker D* tem dimensao localmente constante. Observemos que
para cada 1 temos isomorfismo canénico E(n) — E obtido do isomorfismo canénico V ® C — V'; obtemos
daf isomorfismos ¢, : L? (E(n) ® S*) — L? (E® S*). Como L?*(—) nio distingue entre as conexdes no
fibrado de linha trivial, os isomorfismos naturais ¢, coincidem, e podemos portanto identificar co D* com
um subfibrado vetorial E do fibrado trivial em JY x H°(Ky) com fibra L% (E ® S7), que denotamos por
H~. De maneira similar, abreviemos o fibrado trivial

L?(E®ST) x JY x HY(Kx) — JY x H(Ky)

por H7*, e munamos H* da conexdo trivial d. E facil ver que se G, ) denota o operador de Green associado

Dy, a)D(n,o) (de modo que D0\ Pin,o) G (n,0)¥ = ¥ para cada w c Fy (H™T)), entao um projetor ortogonal

(na métrica L? hermitiana induzida em H?T) explicito para E¢

P:-H — H™
Poy =1lu;  ~ Puo)GmoPio)
Temos entao P* = P, P> = P, P|p = P|( Bt = 0. Através de P definimos conexdo em E impondo

comutatividade ao diagrama

o~ v fn
T 7y s iro () (B) —— ALy w10 (k) (B)

| |

d _
L yvsmo (k) (H™) —— Al x HO(Ksx) (H7)

O par (E V) sera chamado de transformada de Nahm do fibrado de Higgs (E, 0) Denotemos por ({,)) o

produto interno Hermitiano induzido em E de H~. Calculamos a curvatura de V : num referencial unitario
local ¥, ..., %, de E7 temos

(Fe),, = (((Pa)* i, 15 ) ) = (PAPdy:, ;) = ((dPdisi, 1)
Mas por um lado
d ((Pdii, ;) = ((dPdii, ;) — ((Pdii, dipj))
e como ((Pdi;, ;) = ((ds, ;) e d? = 0, temos também
ie.,
(Fo), ; (1:0) = ({(Ppor = 1) dti, d¢3)) = (D) Gt Dl Q0 ;) ) =
<<G(7] U)D (n,0) dw“ 77 o) d¢]>> <<G(TI7U) [Dikn,a)7d]wia [Dfn,a)vd]¢j>>
jé que 9; e 9, estdo no nicleo de D*.
Proposigao 90. O operador

Lyvsro(ks)(H™) — A1JV><H0(K>:) (HT)
¢ = [thvj,o)’dh/}

age como multiplicagdo de Clifford pela 2-forma © = (Ab, X1 vy fo(ky,))* (E — %Q'p), onde Qp € a curvatura
do fibrado de Poincaré P e Z é umaa 1-forma em HY(Kx) (que calculamos explicitamente na demonstracao).
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Demonstracao. Representemos uma se¢ao ¢ € FJ\/XHO(KZ)(H_> por ¢ = o ® A, onde
g Y x HY(Ks) — L2 (€@ (A} @ AY°))
N JY x HY(Ks) — L2(C)
e notemos que
Do) (@A) =D 0y (¢ @A) = 0@ (Aby X 1jvypro(iy))” (G — 0 — 2min) - A
Se v; sado coordenadas complexas no espago afim H 9(Ky), de maneira que as segoes holomorfas o de Ky, se

escrevem como
g = E V;0;

onde {0;}Y ¢ uma base (fixa) de H°(Ky). Como Dfy,0) certamente comuta com d, obtemos (cf. 87)

. af= 1
D, dl (¢ ® A) (n,0) = ¢ ® (Aby X L v po(ky;)) (: QQP) A

onde = denota a 1-forma

(vjdoj —v;d5 )
1

g
j=

m
Fixamos bases unitérias {yx = &ax_1 + i€ox } and {pr = Mox_1 +iner} L com k = 1,... g para C9 e (CY)",
respectivamente, e entao reescrevemos §)p nessas coordenadas :

g
Qp = 27i Z(dpk A dy, + dpy, A dyg)
k=1

En particular, Qp tem tipo (1,1) como 2-forma em J X JV, e induz portanto estrutura holomorfa em P.
Como multiplicacao de Clifford comuta com o operador de Green [8], podemos seguir nosso célculo :

1
(F9);; m:0) = 7 ((Ga.oy¥is Up A Qp - 5))
Mas
Op AQp = =42 (dpy, A dFy, + dpy, Ady) A (dps A d; + dp; A doy;) (6.2)
k.

que reescrevemos como Wy + Wo,

Wy = =872 " dpi Adpy, A dy A dFy, e
k

Wa =81 (dp Adp; A dyy, Ady; + dpy, Adp; Adyi Ady;) +
k<j

+872 3" (dpi, Adp; AdTy A dv + dpg Adpj A dyi A )
k<j

Observemos que (Ab, x 1;v)*Ws =0 j4 que ¥ tem dimensao complexa 1. Assim :

g
(Fe),,; (n,0) =87 > ((Glnoyts, vk - A7y - 1)) dpi N dpy, (6.3)
k=1

Em particular, F% tem tipo (1,1) e define portanto estrutura holomorfa em E. Em suma, provamos o :

1Ressaltamos que esta escolha corresponde a imp6r uma estrutura complexa arbitrdria



106 CAPITULO 6. FIBRADOS DE HIGGS

Teorema 91. A conezdo transformada vV é hiperholomorfa. Em particular, para cada forma Kdhler em
JV x HY(Ky), V é Hermite-Einstein com constante nula (i.e., AFg =0) .

Uma segunda observagao sobre a transformada de Nahm é que ela desce a tipos de isomorfismo de
fibrados de Higgs. Com efeito, um morfismo de fibrados de Higgs com conexao (E,V,0) — (E', V', §") é
um morfismo ¢ : (E,V) — (E', V') com (¢ ® 1) 0§ = 0" o . Dois fibrados de Higgs isomorfos podem ser
entao tomados como o mesmo fibrado £ munido de conexoes e campos de Higgs gauge-equivalentes :

(E,V,0) ~ (E'\V',0') = (E',V',0) = (E,V",0")

onde v é uma transformacao de calibre (unitdria) de E. Observemos que u ser unitdria diz que trocar calibre
por u comuta com tomar adjuntas, e aquela operagao sempre comuta com tomar componentes (0,1). Assim
que

@(*) _ (5(*)) “

9 — (0(*>)“

Portanto, se formamos DE temos que

n,0)’

(1@ 1) DYy gyt = Dfy o (W 1) 05)

/%

ie., U™t = (u®1)"" define isomorfismo natural ker D o)

— ker DZ‘U ) que independe de (7, o), no sentido

que d¥ (u®1)~" = 0. Observemos que

Doy Py Gy = ¥

diz que
?wW =UG(0) (U71¢)

e portanto
P(/n,a) = UP(mU)U_l
A
= V' = (UPU ) d¥ =

U
N
=UPd'U~! = <v>

i.e., fibrados de Higgs isomorfos resultam em fibrados tranformados isomorfos. Uma segunda caracteristica
interessante de ressaltar nessa transformada é sua aditividade; i.e., se (E,V,0) é soma de dois fibrados
de Higgs (E1,V1,01) @ (Ea, Va,02), todos eles dentro das nossas hipéteses, entao (E7%) = (El,%l) @
(E,,%7,). De fato, é evidente que sob a decomposicio I' (E(n) ® S) ~ T'(Ey(n) ® ST) @ T (Ex(n) ® S*) @
T'(Ei(n)®@8S™) @ T (E2(n) ®S™) o operador de (tipo) Dirac I'(E(n) ® S) — T'(E(n) ® S) se decompde
como

Pitn.o)

2(n,0)
Dl(mﬂ)
Ds(n,0)

* _ Df(n,a)
.e) D;(n o)

logo
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e
Conor = <G1(W) G2<w>)
= fan = (Pl(w P2<n,o>>
=V = Pyoyd™? = (61 %2>
Assim :

Teorema 92. A transformada de Nahm € aditiva : (E@g, vﬁ?vg) ~ (E\l S E\2, %1 S2) 62)

Notemos também que Ocps(1) — CPY tem por base de segdes globais as coordenadas homogéneas
20, ..., 2g em CPY. Identificamos entdo P ((C x HO (Z,Kz)) com CPY, com H° (X, Kx) correspondendo a
2o # 0, e podemos portanto definir, fixada uma base o1, ...,04 de se¢oes holomorfas de Ky, — 3, o campo
de Higgs

g
0(17,[20:...:29]) = 20 (0 & ]-L,]) + 1E(y,) ® (Z ZiO'Z'>

i=1

de maneira que O, (1:2,:...2,)) = 00,3, zi0,]) € O 0:21:..2]) = LE() @ (329, zi03). A atribuicao

é portanto holomorfa, e podemos considerar a seqiiéncia

0 0
E (n,[=]) E®A1 (n,[z]) E®A1’1

que varia de maneira holomorfa no parametro (7, [z]) € Jy x CP9. Da hipdtese de estabilidade e inclinagao
nulos temos para (1, [2]) no aberto afim Jy x H°(Kyx) C Jy x CPY

0 2
H® (3, €(n.[21) = 0 = H* (2, &, 12)))
e portanto a cohomologia do complexo acima se concentra em grau 1 para cada parametro. Como

HY (2, E 12 Loy x o (i)

A
é, pelo que foi exposto acima, justamente nossa transformada F, percebemos que
Ty x CP? — H' (3, &y 1))

coincide com E em Jy x HY(Kyx). No entanto, a hipercohomologia de E(n,z)) também se concentra em grau
1 quando (7, [2]) estd no divisor do infinito Jy x (CP9\H°(Ky)). De fato, H® (X, &, [»))) se identifica com
(segoes globais d’) o nicleo do morfismo

Em) 22 em) ® Ky

onde ¢ é uma forma holomorfa ndo-nula em ¥, tendo portanto zeros em codimenséo 1, onde ker (1 ® o) tem
suporte, e portanto é nulo HP (2, 5(71,[2]))' Por outro lado, podemos usar dualidade de Serre para identificar

H? (Z, E(n’[z])) com o dual de H° (E, 8(*77’[2,]) ® Ky ), que se identifica por sua vez com o nucleo de

Em)* @ Ky ® K3 = E(n)* 2% £()* @ Ky
cuja tnica secao global é a se¢ao nula. Desse modo
Jy x CP9 — H' (%,€)

é de fato uma extensio holomorfa de E a J x CPY.
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Observagao 93. O posto do fibrado transformado E se caleula usando a sequéncia exata
0——=H'(X;E) —= H'(S; E® Ky) —=HY (%) —= HY (S, E) —= HY (S, E® Ky) ——0
que mostra que
dim(H'(%;€)) = x(E ® Kx) — x(E) = 2(g — 1) rk(E)
por Riemann-Roch-Hirzebruch.

Observagao 94. Em wvirtude da dependéncia holomorfa de Ab, em p, construimos uma Transformada
Universal £ — X x JY x CPY, que em cada {p} x JV x CPY restringe a transformada com ponto p fizado.

Uma propriedade analitica possivelmente muito relevante para a construgao de uma transformada inversa
é a de ndo ter fatores planos. Recordamos que um fibrado com conexao se diz sem fatores planos (WFF)
se dele ao é possivel cindir um fibrado de linha plano. Essa propriedade é satisfeita nao apenas pela nossa

transformada (E, %) como também por cada (Eg, %U) induzido da inclusao JV x {o} — JY x H(Ky),

como mostramos no seguinte:

Teorema 95. (E, %) — JV x HY(Ky) é WFF, assim como todo fibrado induzido de (E, %) pela inclusdo

JY x {o} — JY x H*(Kx)

-~

Demonstragdo. Observemos que se ¢ € I' v go (k) (€) é uma secdo plana, a identidade
dip = DGD*dy

vale em JV x H(Kyx). Portanto, se decompomos 1 na soma de suas componentes (1,0)- e (0,1), 1) = 11 +1)o,
obtemos

dap[|* = [|dpr]|” + lldwa]|* + ((dapr, diba)) + ((dipa, dapn))

= ||dpn||* + [l dafa|®

= ((D*dy1, GD*dir)) + (D" dipn, GD*di)))
([D*,d] 41, G [D*,d]¢1)) + (([D*, d] ¥z, G [D*, d] 1p2))
([D*,d] 41, G [D*,d]¥1)) + ({[D*, d] 2, G [D*, d] 12))
((©-91,GO -11)) + ((© - dip2, GO - 1h2))
({07 - p1, Gip1)) + ((©% - dipa, Gaa))

But ©2 is the pullback of the form

1
*E/\Q’PWLZQP/\QP

No entanto, Z A Qp é uma 3-forma que tem tipo 1 in J; logo a multiplicagao de Clifford por uma forma de
dimensao fmpar em ¥ pelo pullback de Z A Qp para ¥ x JV fornece uma forma par em ; como o operador
de Green G preserva tipo e formas impares sdo ortogonais a formas pares, segue que

((©% -1, Giby)) = (((Aby X 1yv)" Wi -4bj, Giy))

Mas (Ab, x 1;v)" Wi leva (1,0)-formas em (0, 1)-formas e reciprocamente; concluimos entao que ||d|| = 0.
Isso significa que 1 é constante em J¥ x HY(Ky) vista como aplicacio

¥ JY x HY(Ky) — L2 (E ® (A;’O o Ago) ®Q)
Agora S€ eSCrevermos

(o) () = Do) () = (Aby, x Lyvsno(iy)) (T — 0 —2min) -
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como fizemos antes, percebemos que 1) = 0 ja que
Dy () =0 para todo (1.)

pois se supoe que v seja uma secao do fibrado transformado. Quanto aos fibrados induzidos Ea — JY,
atentamos ao fato de que eles sao descritos pelo ntcleo da familia

T2 = D)
Supondo que 1, seja uma segao plana de EU, 0 mesmo argumento empregado acima mostra que
o i Y — L2 (E ® (A;’O ® A;(’) ®Q)
¢ constante em JV, e a identidade

Dzk'r],a') (wa) - DEkO,a') (wa) = (Abp X 1Jv)* (_27{’“7) ! wo'

novamente implica ¥, =0. &
Desejamos mostrar por fim a

Proposicao 96. Se § =0, a transformada de Nahm de E é induzida de um fibrado holomorfo em JV.

Demonstra¢ao. Suponhamos que (E, 0) seja um fibrado de Higgs estdvel sem inclinagao e com 6 = 0. Entao
nossa transformada E — JV x H? (Ky) se obtém por

T*JY 5 (n,0) — ker (D(;.0))
Dy =0 =0 +1@ ¢,
onde ¢, denota a 1-forma o — o*. Dado nimero ¢t € I = [0, 1], consideremos o operador
Tnow LI (E®S) — LI (E® S)
Tn,ot) = Dnyto)

Pelo que foi demonstrado antes, T, ») ¢ Fredholm injetor para cada (n,o,t) € JY x H° (Kx) x I, de mesmo
indice que D, »). Temos entao fibrado

E; — JY x H° (Kg) x I
determinado por ker T, ;). Claramente, E prové isomorfismo de fibrados com conexao entre

Ey — JY x H° (Kx) x {0}

Ey — JY x H° (Ky) x {1}

munidos das conexoées induzidas . Observemos que F4 coincide com nossa transformada FE, enquanto Ej se
obtém por

(E)) = ker (D(y,0))
(m,0)
e portanto coincide com o pullback pela projecao

JY x HY (Ky) — JY
do fibrado S

JV9n|—>ker<8n—8n )
Isso conclui a demonstracao. m
Concluimos com a seguinte conjectura, sugerida pelos resultados de [24]-[27] e [10, Ch. 3] :

Conjectura 97. Se o campo de Higgs 0 € trivial, a transformada de Fourier-Mukai de (E, 6) (no sentido

de Donaldson) restringe a E sobre . Em particular todo fibrado estdvel de grau nulo sobre uma superficie
de Riemann estende holomorficamente a sua Jacobiana.
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