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INTRODUCAO

Nos Ultimos anos a transformada de Mellin foi wusada ,
com sucesso, em areas como Fisica, Estatistica e nesta, em proble
mas de determinacao de distribuigbes exatas de produtos e quocien
tes de variiveis aleatérias independentes, bem como de testes de
hipoteses.

Pelo que se sabe, Nair (1938) foi o primeiro a utilizar
a transformada de Mellin em Estatistica na determinacao de distri
buigoes exatas para testes de hipdteses de igualdade de variancias
de k ©populacoes normais e de igualdade de matrizes de covarian
cias de k populacoes normais bi-variadas e distribuigdes exatas
para o teste de independéncia entre a média aritmética e a razao
da media geométrica pela aritmética de amostras de uma populacao
com distribuicao gama.

Epstein (1948) utilizou a transformada de Mellin para a
determinacao do produto de duas variaveis aleatdrias independen-
tes. Neste trabalho de grande importancia, Epstein desenvolvou um
método natural para a aplicacdo da transformada de Mellin em dis-
tribuigoes continuas de variaveis aleatOrias que assumem valores
reals negativos e positivos.

Levy (1959) destacou a necessidade de uma teoria geral
para a multiplicacao de variaveis aleatorias e Zalotarev (1962)
baseado nas distribuic¢oes infinitamente divisiveis iniciou a cons
trucao de uma tal teoria, dando uma série de teoremas que mostram
semelhancas e diferencas entre esta e a teoria para adicao dessas
variavies.

Springer e Thompson (1966) generalizaram o método de
Epstein para o produto de n variaveis aleatorias independentes de
valores reais positivos e negativos obtendo distribuigoes de pro-
dutos de n variaveis aleatorias independentes de valores reais po
sitivos e negativos e de n, com n<7, variaveis aleatorias indepen
dentes normais padronizadas. Epstein havia conseguido este ultimo
resultado apenas para n=2.

Rathie e Kaufmann (1977) dao uma ampla bibliografia so-
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bre distribui¢bes de produtos e quocientes de variaveis aleatodrias
independentes.

Cordeiro e Rathie (1979) motivados por um problema de
previsao de safra, determinaram com o uso das técnicas de Epstein,
a distribuicao do produto de duas variavies aleatorias independen
tes normais com gquaisquer médias e quaisquer variancias, resulta
do este que coincidiu com o de Craig (1936), que utilizando a
transformada de Laplace e os semi-invariantes apresentou-a como
uma série de fungoes de Bessel modificadas de segundo tipo.

Neste trabalho, & determinada a distribuicao exata do
produto de n variaveis aleatorias independentes normais com quais
quer médias e quaisquer variancias, utilizando as técnicas desen-
volvidas por Epstein e generalizadas por Springer e Thompson.

Na seccao 1 sao dadas formulas para determinar a funcao
densidade de probabilidade do produto e quociente de variaveis
aleatdorias positivas, em termos da transformada de Mellin e uma
extensao da técnica de trancformar variaveis aleatorias, as quais
podem ser positivas e negativas. Usando esta técnica, na secgao 2,
€ apresentada como funcao G-de Meijer a distribuicao do produto
de n variaveis aleatorias independentes normais com quaisquer mée-
dias e quaisquer variancias hAv). E apresentado também o caso
particular para n=2 dado em termos de fungoes especiais mais sim-
ples.

Na secg¢ao 3 e apresentado o desenvolvimento para deter-
minar a fungao densidade de V numa forma computavel sendo que o re
sultado aparece em forma de um teorema.

Na seccao 4 e dada a funcao distribuicao acumulada de V

para o calculo dos pontos percentuais.



1 - A REGRA DA TRANSFORMADA DE MELLIN E CONVOLUGCAO
NA DERIVACAO DA DISTRIBUICAO DO PRODUTO

Por definigao, a transformada de Mellin M(f (x)/s) correspon

dente a uma funcao f(x), definida para x>0 é
® s-1

(1.1) M(f(x)/s) = I X f{x)dx
0

Sob certas restrigoes em f(x), M(f(x)/s) considerada fun
cao da variavel complexa s, € uma funcao do tipo exponencial e
analitica numa faixa paralela ao eixo imaginario. A largura da
faixa é determinada pela ordem de magnitude de f(x) numa vizinhan
ca da origem e para valores grandes de x. Em particular, se f (x)
decai exponencialmente, quando x+~, M(f(x)/s) & analitica em um
semiplano. Ha uma formula de inversao possibilitando passar da

transformada M(f(x)/s) para a funcao f(x):

1 JC+1°° -s

(1.2) f(x) = s X M(f(x)/s)ds ,

C—iw
para todo x, com f(x) continua e onde o contorno de integracao é
qualquer reta dentro da faixa de analiticidade de M(f(x)/s), para
lela ao eixo imaginario e orientada.

A existéncia da transformada inversa de Mellin €& garanti-
da pelo teorema 28 em Titchmarsh (1948), pg. 46, e as afirmagoes
no paragrafo logo abaixo de (1.1) decorrem do teorema 31 em Titch-
marsh (1948), pg. 47.

Sejam fl(xl),fz(xz),...,fn(xn) func¢oes densidade de proba
bilidade das variaveis aleatorias independentes positivas X11%,,
,...,Xn respectivamente.

Seja h2(z) a densidade de Z=:Xl.X2, e M(ﬁlbﬁ)/s)mufzb%)/sL
peany M(fn(xn)/s) as transformadas de Mellin &3fl(xl),f2(x2),...,
fn(xn), respectivamente.

Por métodos diretos de transformacao de variaveis, sabe-

se que



“ 1 Z ” 1 z
(1.3) h2(2) = [ ;{;‘ fl(;{‘) fZ(XZ)dXZ = J X—~ fz(;(—)fl(xl)dxl
0 2 0 1 . 1

Vale também, (vide Titchmarsh (1948), pg. 52) a relacao

oy T e ) seme, ) 76 2 5as - | e (Ee (e
. 7EE N DR s R 21 %! /8 ST %, 1k, 2 e
- 0

Esta propriedade &€ a que permite o uso da transformada de
Mellin para a determinacao de distribuic¢des de produtos de varia-
veis aleatdorias independentes e & chamada convolucao de Mellin.
Entao, por (1.3) e (1.4) tem-se que

C+iw
h,(z) = 2ﬁijc . z—SM(fl(xl)/s)M(fz(x2)/s)ds
e por (1l.1)
M(h,(z)/s) = Jozs—lhz(z)dz

mas, por (1.2)

1 C+ile S
hz(z) = 3 z~ M(hz(z)/s)ds

de onde obtém-se a seguinte relagao

1 C+iw s 1 C+i® s

51 oz M(hz(z)/s)ds =5 oz M(fl(xl)/s)M(fz(xz)/s)ds .
C—ie Cc—je

Portanto,

(1.5) M(hz(Z)/s) = M(fl(xl)/S)M(fz(xz)/S)

Novamente, por (1.3), a funcao densidade de Probabilidade

do produto V=Xl.X2.X3 e

oo

(1.6) h3(v) = J

N

v
. f3(E)h2(Z)dz

a qual em combinagao com (1.5) produz



(1.7) M(h3(v)/s)::M(fl(xl)/s) M(fz(XZ)/S) M(f3(x3)/s).

Entao, por n-1 sucessivas aplicacdes de (1.4) e (1.5) pa-
ra variaveis aleatorias independentes positivas chega-se ao resul
tado geral:

0

1 v
(1.8) hn(v)= [OEfn(E)hn—l(z) dz

e

n
(1.9) M(hn(v)/S) = I M(f; (x;)/s)

i=1

Logo, hn(v) pode ser obtido diretamente de M(fi(xi)/s) ,
usando
1 C+liw —s n

(1.10) hn(v) = 5aT v _H M(fi(xi)/s))ds

C—-ix i=1

Esta &€ a utilidade da transformada de Mellin na derivacao

do produto de variaveis aleatorias independentes positivas.

Nota: O problema da unicidade da transformada de Mellin
no conjunto das fungoOes densidade de probabilidade continuas com
suporte (0,«), foi provado por Cordeiro (1980), A.5.

Para tratar o problema mais geral do produto de variaveis
aleatorias independentes que podem assumir valores positivos e ne
gativos Springer e Thompson (1966) extenderam para o caso de n va
riaveis um procedimento desenvolvido por Epstein (1948) para o ca
so de duas variaveis. Esta extensao consiste em decompor uma fun-

cao fi(xi)’ —e<X <, i=1l,...,n, em duas componentes:
- +
fi(xi)-fi(xi)+fi(xi)
onde

fi(xi)zo se xi>0, fi(xi)zfi(xi) se xi<0



+ B + _
fi(xi)—O se xi<0, fi(xi)—

Seja Z=X, .X

f.(x.) se x.>0
i 71 i-

Sua funcao densidade de probabilidade é dada

172
por
(1.11) h,(z) = L o (Z)f, (x,)dx
- 2 2 'x 171 1
_ lx.] 1
o 1
Por substituigao direta segue que
1 z
(1.12) h2(z)= —_ {fz( ) + 2(§~)}{f (X )+f (x )}Xm '
REN *1 1
ou
1
hZ(Z)' [ ]————{ ( )fl(xl)+f Ea )f (Xl)+f ( Z) l( l)+f [ )f (x )}dx
e xl| X X
ou ainda
h,(z) = m—l—f’“(—?«)f*(x )dx. + wifﬂ ) £7 (=x. ) dx. +
2 X, 2 171 1 X, 2 ' =-x 1
1 1 1 1
0 0
1 -,z + 1 -,z -
0 0
Definindo; hz(z)=h£(z)+h;(z), onde:
- h,(z) se -=<z<0
h2(2) =
0 c.cC.
e
h,(z) se 0<z<e
h}(z) = ° -
0 c.cC.
Entao para 0<z<e
- 1 o+ ml - V4 +
h2(—2) = §~f2 Q_ )f (- Xy )dx + §T'f2(_§_)fl(xl)dxl
0 1 l 0 1 1
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(1.13)
+ _°°_1_ 1
hz(z) = l 2( )f (x )dxl-+[ §_f2( )f (-x )dxl
0 % X 0 1 X1
Portanto, h;(z) e hz(—z) estao expressadas em termos de

convolucao de pares de funcoes definidas sobre o intervalo (0,«)

cuja transformada de Mellin esta bem definida por (1.1) e

M(h z)/s) = M(fz(xz)/s M(f (—x )/s) + M( f (~x, )/s) M(fl(xl /s)
(1.14)

M(h (z)/s) = M(f /S)M(fi(xl)/s) +M(f5(—x2)/5) M(fI(—xl)/S)

5 ()

Logo por (1.2) tem-se que:

_ 1 C+iw
h2(z) = 5T _ z~ M(h (-z)/s)d
JC—1x»
e
+ 1 i -5 +
h2(z) = 5 i z M(hz(z)/s)ds
Jc-
ou
h- (-z) = E M z—SM(f+(x )/s) M(f. (-x,)/s)ds +
2 T 2wl Jooiw 272 1'7771 ,
1 C+ie _s _ N
) oy 2z M(fz(—xz)/s) M(fl(xl)/s)ds
J — [+ 0]
(1.15)
h(z) = — e 7" M(f /S)M(f (x;)/s)ds +
2 T o2mi .
JC—1l
1 C+iw -5
e s z M(f —x )/s) M(f /s)ds
J — oo

Entao atraves de n-1 sucessivas aplicag¢Oes desse procedi-
n

mento chega-se a funcao densidade de probabilidade de V= 1 Xi
i=1
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h (V) =h”(v) + h;(v)

cujas componentes sao definidas por inverter a transformada de

Mellin, e

M(by (=v) /S) =M(E] (x )/s) M(h_; (~2)/S)+M(E, (=x ) /sIM(n!_, (2)/s)

(1.16)
+ — —
M(h (v)/s) =M f (x)/s) M(hn_l(Z)/s)+M(fn(~xn)/S)M(hn_l(—z)/s)
Os deois produtos no lado direito de (1.16), quando expan-
didos em termos envolvendo f;(xi) e f;(—xi), resultam em 2n—l pro

dutos como em (1.14).
Por exemplo, seja o caso n=3, i.e., V=X.X_X, ou V=X,Z on-

17273 3
de Z= X1X2

Usando o mesmo procedimento anterior tem-se:

3(z)h (z)dz
|z]

1
(1.17) h3(v)==[ —

Por substituicao direta segue que

(1.18) h3(v):=[ 1 {fg(z) ( )}{h (Z)+h (z) }dz
ou
1 + Vo + + Vi — . - V., + -V, -

hy (v) = [ o (F GG ()45 (I () €5 b (21 5 () (2) 1
ou ainda

hy (v) = 3ZL *& n (z)dz+] L £ (~2) dz+ %fg(—;i)h;(z)dz '

0 0 0
. ;3( ) (-z)dz .

/0
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Definindo: (v)-h (v)+h (v), onde

h3(v) se —»<y<0

h, (v)=
3 0 c.c
e
h3(v) se Q<y<w
h3 (v)=
0 c.c

tem-se para O<v<eo:

(2]

(1.19)  h3(-v) = —i—f;(—\é)hg(—z)dz+[ -i—f}'(-iz’—)h;(z)dz
Jo Jo
ht (v) = w—l—f+(y—)h+(z)dz+ L (Y )hT(—z)az
3 J z -3z 72 Z 3 =2 2
0 0

Portanto hg(Aﬂ e hg(v) estao expressadas em termos de con
volucao de pares de fungoes definidas sobre o intervalo (0,~) cu-

ja transformada de Mellin esta bem definida por (1.1) e

M(hg(—v)/s = M(f] (%) /s) M(h z)/s) +M( f (—x }/s)M(h’ (z)/s)

3 3
(1.20)
M(h (v)/s) =M f3(x3)/s) M( h (z)/s) +M(f (—x )/s h (-z)/s)

Por (1.2) tem-se:

1 C+iw _
hg(—v) = 5 v M(h3(—v)/s)ds
(1.21) e
27i

1 C+iw
h;(v) = = v M (hT (v)/s)ds
c

e usando (1.20) pode-se escrever
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C+lo
h;(—v)=-2%r—i—[c_imv—s[M J)/8) M0 (=2) /5) +M(£] () /s)M(h (2) /) 1ds

(1.22)

C+iw
h (v) = 2 I v-S[M(fg(x3)/S) M(h;t(Z)/S)+M(f§(—x3)/s)M(hg(—Z)/S)]dS

onde tem-se recursivamente por (1.14), que

M(h3 (-z) /s) =M(f‘2‘(x2)/s) M(£] (=x) /8) +M(£5 (=x,)) /5) M(fI(xl)/s)

M(h;(z)/s) :M(fg(xz)/s) M(fI(x ) /8)M(£5 (=x,) /5) M(£](=x,)/s) .
Substituindo em (1.22):
1 C+le
(1.23) hg("v):=2ni v M(f )/s) M(f /s M(f (-x )/s)ds +
JCmi®
1 c+i® -8 + - +
+2“ijc_iwv M(f3(x3)/s)M(f2(—x2)/s) M(fl(xl)/s)ds+
1 C+1le _s
S v M(fg )/s) M(f y/s) M(£7 (xl)/s)ds+
JC-—l°°
1 C+ie s
s _ v M(fg )/S)M(f /s M(f (-x Vs)ds
JC"']_00
e
+ 1 ctie -s +
h3(v):=21ri v M(f3 /s)M(f /s) M(f (x )/s)ds +
JC—i°°
1 C+1lw S
+2"ijc_imv— M(f 3 x )/s)M(f (= X, y/s) M( l xl)/s)ds+
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1 C+1 5
+2ﬁi v M(f /S)M(f /5) M(fl(—xl)/s)ds+
JjCc=1c
1 C+lie
5T v M(f /S)M(f ~-x )/s)M(f /S
JC—ioo

Ve-se claramente que este procedimento & recursivo e por

tanto fazendo n-1 sucessivas aplicacgoes deste procedimento chega-

n
se a funcao densidade de probabilidade de V= I Xs

h (v) = h;(—v)+h;(v)

onde

N }/s) M(h

_ 1 C+lo s
}%ﬁ‘v)zj?f v wufn

C—iew

(1.24)

N 1 C+1 s
hn(v)zi?f .V
c—iw

(£ (x ) /s) M,

isto é:
i=1
—z)/s ) +M(f —x )/s)M(h zVs)]ds
(z)/s) +M(£ (-x_)/s)M(h__; (-2)/s)]ds



2 - A DISTRIBUICAO EXATA DO PRODUTO DE n VARIAVEIS
ALEATORIAS INDEPENDENTES NORMAIS h (v) COMO
FUNGAO G - DE MEIJER

Nesta secgao sera considerado o produto de n  variaveis
aleatdrias normais independentes com quaisquer médias e quaisquer
variancias. O objetivo proposto & achar a funcao densidade de pro

babilidade h(v) correspondente a variavel aleatdria V, onde

n
(2.1) V=1 X, e X., j=1,2,...,n tem a funcao densidade de proba
o i ¢ a
j:
bilidade dada por
1 2
—7(X.—M.)
1 ¢ ’
2.2 f. )= , —o<x, <o @ >0, j=1,...,n.
( ) ](Xj) > % 0520, 3 n
V2To. 3
Por (l.1) tem-se que
+ © s=1_+
(2.3) M(f.(x.)/s)=J x5 et (%) ax.
J 3] J J 3 J

0

e

(2.4) M(f-._(--x.)/s)=/{po xs—lff(—x.)dx.
s 0

onde 5
— (x.—-M.)
+ 1 20J J
(2.5) fj(xj)~ e . I(O,m)(xj)
Oj/jﬁ
e
- (exm
.6 f.(-x.)=
(2.6)  £5(-x) e I m



Logo as respectivas
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transformadas de Mellin sao:

~Loxmy) 2
J
1 20,
— e J dx
ojVZH

1 (x2—2M.x+M?)
: 373

o 20
= L I xs—l e ] dx
Oj/2ﬂ 0
M, .
142 322 Myx
e 293 7 s-1 ] i
= J X e e J dx
o.vzr Y
J
M.x
2
Desenvolvendo e°J em série de Taylor obtem-se :
M, M.x a.
1,79,2 1, x j
-5 (=) 55y (L)
+ J © J © 0.
(2.8) M(fj(xj)/s)ze st 1 . J
— 1
ij 0 aj 0 aj.
Pelo teorema de Fubini:
M. 2
_}_(__1)2 a. __>_(__
270y ©  M.J 207
(2.9)  M(£](x,) /) =5 p o f XS ) ax
o./2r @ :OCH Ja.r 0
J J
2 ~
Seja, y=—>— = |x| = oj/2y Entao,
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(2.11) M(f (x.)/s)=— " 5 -1

Também

- (—x—M.)2
00 20 J

(2.12) M(f.(—x.)/s)zjx ax

o] 20

——l—(x2+2M.x+M?T)
2 373

dx
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1M 2 x* M
5 (=) ~—5
05 0 -1 20%  o°
= & J x® e J e d ax
g.v2m 0
J
1 gi ij aj
AR A2 o )
e J s-1 270, 5
= j X e J o o—L — gx
g.v2m 0 a.=0 a.!
J J J
M.
557 a -1y
3 © a., M,J © sta.-1 2°0,
& Lo(=1) J———l————J X J e J dx.
o.v2m a.=0 2a. 0
J a.'o, J
J ]
X2
Seja, y="- => |x | = 0.v/2y. Entao,
20 J
J
M.
_l(_J_)Z a
a. 3 1
B o 3 ®© a. M, © 5 Sta, 1 __ o,
(2.13) M(f](-x.)/8)eo——— I (1) J—l——j 0. (2971 I ¥ J
3 c./21 a.= 2a.’0 I
J J a.lo. J (2y)
J ]
M sta.~1
__]: _12 _ sta
5 (O ) aj a] s+aj 1 > j-1
o ] © (-1) < M.- o. 2 © 2 _
— [}
2/ aj_ aj'
Assim
M sta.
_%(-1)2 a. S— '—21
e j w (1) IM.I 5. I 2 st+a.
(2.14) M(f, (~x.)/s) = 5 J I(——L)
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Portanto, usando (2.11), (2.14) e (1.15) tem-se para o

produto Xl.XZ:
12 M2 g !
-3 L (—d) a. . 2
. 0. 3 ,i=1
o j=1 3 2 M. 72 a;
h (~v) = > ) n -J - [(=1) ~ +
— — — {
(8ﬂ)2/2 Ho @ =0 a2_0 =1 aj. Oj J
j=17
a C+lim 2 2 a.
r(-1) %] == (not 2722 1 rEsdyas 1 (V) .
271 o . 2 2 (==,0)
Cc—iw j=1 =1
(2.15%5) e
2 a,
2 M. i
1 33? a. b7
2. o. J 41=1
N e j=1 7J b o 2 M.”.2 a;+a,
h, (v) = 5 IS n o | [14+(~1)
2/2 a,=0 a,=0 |j=1 4
(8m) Mmoo 1 2 a,l a,
j=1 SR
C+ieo 2 2 a
1 -1 .,-2/2_,-s S j
C—iw =1 =1

Usando (2.11), (2.14)e (1.23) tem-se, para o produto

17273
L3 M2 > 2
-5 I (=) a. i, 2
_ o 37173 © o 3 M. J 2 a
hy () = > z I3 n [(-1) ~ +
(8ﬂ)3/2 1o 2702a,=0a;=0 3=1 _ 3
j=1 -
a a a,+a,+a c+i® 3
-1 .-3/2 -
Pl 2D Peen B2 T (et 27
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3 a.
S,
- r(§+ 2)ds I(—m,O)(V)
3=1
(2.16) e
3 oM 2 5 4
—52 (—(;—) a 41 2
+ e j=1 73 @ o o 3 M) 2'" a,+a,
hy(v) = 3 £ T I no-J - (1+(=1) +
8m 2 1o, 370 3,70 a3=0 13=1 | "]
jo1 ]
al+a3 a2+a3 1 C+ieo 3 1 3/2 S 3 5
+ (-1) +(=1) = (Mo - 277"%y)™ NI+
Ti . . J . 2
C-ie =1 j=1
a.
+3 yds I(O, )(v)
Do mesmo modo que em (2.15) e (2.16), pode~se escrever,
14 M2 é 4
=1 (=3 a. . 2
2.__ ag. = J i=1 .
. J=1 73 4 M.7 2 a,
h, (-v) = £ I no - [(-1) “+
4 a/2 % a -0 Ta,-0 [5-1 a5
(81) mo. 3175 =" H= a.! o.7
=1 J 3T 73
a a a a,+a,+a a,+a,+a
b (=1) 2e(-1) Se(-n) Yeeny P2 3 P
a,+a,+a a,+a,+a
¢ (=1) 1 73 4+(—l) 2 73 4]-
C+iw 4 4 a.
l. (n o7t 2—4/3 v)7% nrE+-=bds 1
27l . . j . 22 (==,0)
C—ie =1 j=1
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(2.17) e
4 a
4 M. 2 i
1 =
= 1 (=1 a. b,
2. g, ] l:l
N o =1 3 o 4 M 2
hy (v) = 3 % . I I J (1 +
4/2 a,=0 a,=0 |j=1 5
(8m) mno. "1 4 a.!t o
521 3 3T 3
a, +a a, +a a.+a a, +a A,+a
s-1) T e P ey 2 hen b hhen 24
a.,+a d, +d,+a,+a
e (-1 3 ey P24
C+ie 4 4 a
_ _4 - :
zii (1 ot 274278 g I (3+—)ds I gw) V).
c—iw =1 J j=1 ’
e de modo geral:
Para n impar, n=2k+1, k=0,1,2,...
n a
n M. i
= (-2)? _ a, o7
j=1 %5 o w n M,J.2%7
ho(-v) =& = z L i J 3
(8n)n/2 S al=0 an=0 j=1 Al o3
j=1 ) J
a a
k n T .+ T, +. + T,
[ . . -1y 1772 23+1
j:O 11’12 ...,Izj+l=l
Ty<ly<e-<lyigg
C+iw n n . a.
21. (n ch 2_n/2v)_S 1 F(%+7%)ds I (v)
" e-ie §=1 ) j=1 (==/0)



(2.18)

e
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n a,
e T Lo
—5- po a. =1 2
=1 73 ® ® M7 27
+ e J J n .
h (v) = = ) n -J
. a.
(8")n/2 T o al:O a =0 J:l a.l o ]
=1 7 3
k n aI +aI + . +aI '
1+ ¢ z (-1) + 2 2]
321 Ty Tye Ty,
Il<12<...<I2
c+i® n n a.
s (m ot 22078 1 rSedyas 1
c-i® =1 j=1
Para n par, n=2k, k=1,2,...
n a.
n M. i
r X
_% X (_J-)2 a. 4.3 2
o 3=l 95 = w n M.J 2%7
h™ (-v) == - T % n J -
(8 )n/2 n o al:0 a =0 [3=1 a.l 0.7
=1 SR
a a
k-1 n I+ T o+...+ I,
{ 5 5 (-1) 1 2 2]+l}
j=0 Il,...,I2j+l=l
Ty<tp<e-<lysn
C+ie n n a.
Z}Ii (1 oot 27P/2g)=S I‘(;’—+—21)dsl
c-lw j=1 j=1
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(2.19) e
n a,
12 oMy I =
-5 L (55 a i=1 2
. o T3=1 73 n M.J 2°7
h (v) = - T .z n o —d S
(817)n/2 mo, 2170 ay=t =1 a.! o.J
j=1 3 3T ]
K n ayp +ap + +ap
1+ T ) (-1) + ? 23
Jj=1 Il,Iz,...,Izjzl
Il<12<...<I23
c+ie n n a.
L (1 oZt 272%0)78 ¢ r(Sidyas 1 (v)
2mi . : 22 (0,=)
c—ie j=1 j=1
Logo, a funcao densidade de V pode ser escrita:
Para n impar, n=2k+1, k=0,1,2,...
i 1 C+iw gD s ii
(2.20) hn(V) =0 I k—'z—ﬂI . (CV) .H I‘('§+2 )dS I(—W,O) (V) +
a Cc—1ie j=1
1 C+ie _ n s a.
+L 5= ' (cv) B! F(§+ 2)(35 I(O,w)(\”
C—1le, j=1
onde
1 n M. 2
-5 (=)
. 0.
e J=1 7]
(2.21) U = o '
(81r)n/2 I o.
j=1 7



(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)
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= I . ) ,
a al=0 a :O
K::K(al,az, ,an)
n a.
r X
aj i=1 a. +a. + +a
n M. 277 k n I ;R
=1 ajl o ] 1=0 I,.I, reerlpg =l |
A AR SN
L-L(al,az, ,an)
e i
a. . 2
n M.J al:]. K n Ap +ap +...+Ap
_ 7 3 1 1 b2 23
= + I X (-1)
j=1 2t o i 3=1 1,05, ..., Tp 0]
Il<12<...<Izj
C = g o—l 2~n/2
j=1 3

Fazendo uma transformacao de variavel obtéem-se:

1 C+liw 2 2 _g n a.
h (v) =U Zlk 2 == (c“ve)™% 1 T'(s+—=t)ds I (V) +
n 2 . . 2 (==,0)
a C—1e j=1
C+ie n a
1 2 2. -5 ]
+ L 2 iRl [ . (c™v™) Il F(s+7%)ds I(O’m)(v)
C—1% j=1

Esta integral converge, e pode portanto ser escrita em
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termos da funcao G-de Meijer, isto &

0 2,31 % 2h
. =U I s -, = —
(2.27)  h_(v) =U : [K 2 Gy (e T3, ) T gy (v)
n,o0 2,21 3 4
+L 2 Go,n((CV) IT' _2',...,-2—) I(O,m) (V) .

onde a funcao G-de Meijer € definida como em [Mathai e Saxena ,
(1973)1:

m n
T r'(b.+s) 1 r(l-a.-s)
ay,...,4 - J s J -
(2.28) gtz 1 Pl 2 l. J=1 =1 z"%ds
P.al |y b 2mi q p
17°""""g I Tr(l-b.-s) 0 T(a.+s)
j=m+1 3 5=n+1

onde

i=/"T, z#0 e z°=exp {s(log|z|+i arg z)}

Um produto vazio pode ser interpretado como unitario e m,n,p,q

sao inteiros com O<n<p, O<m<g. L & um contorno adequado, conten-
do os polos do integrando, e aj(j:l,...,p), bj(j:l,...,q) sao nu
meros complexos tais que aj—bh#0,1,2,... (3=1,...,n e h=1,...,m.

Os parametros sao tais que os pontos

|
n
n

(bj+v) (3=1,...,m; wv=0,1,...)

1
n
Il

(aj—v—l) (j=1,...,n;

sao separados.

Ha treés contornos L de integracao:

a) L vai de -iwa +io de tal modo que todos os polos de I‘(bj +s),

IINICAMP



c)
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j=1,...,m, fiquem a direita e todos os polos de F(l—ak—s) ’
k=1l,...,n a esquerda, de L. A integral converge se p+g<2 (mn)
e |arg z|<(m+n -(1/2)p=(1/2)q)x. Se |arg z| = (msn—(1/2)p-(1/2)q) 7 ,

a integral converge absolutamente quando p=q se Re(v)<-1; e quan

do p#q, se com s=0+it, o e T reais, ¢ é escolhido de tal modo
que para t++~, (g-p)o>Re(v)+1+(1/2)p-(1/2)q, onde V= %}%j_ %EH‘
J=1 J=1

L € um ciclo comecando e terminando em +®, no sentido anti-ho
rario, englobando todos os polos de F(bj+s), j=1,...,m, mas ne

nhum dos polos de I'(l-a,-s), k=1,...,n. A integral converge se

k
g>l e, ou p<q ou p=q e |z|<l

L € um ciclo comecando e terminando em -=, no sentido horario,
englobando todos os polos de F(l—ak—s), k=1,...,n, porém nem
um de r(b.+s), j=1,...,m. A integral converge se p>l e p>g ou

p=q e |z][>1

Da mesma forma pode ser escrita a funcao densidade de V

para n par,

1 C+iee n
(2.29) h (v) =U0 1 [K : (cv) 1
n coi .

n = 2k k

"
—
~
3]
~

onde
n M,
21 h?
L %517
(2.30) U= - ,
8m™? 1 o,
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(2.31) ©£= I ... I
a a,=0 a_ =0
n
n a;
aj iEl7 a. +a_ + +a
n M.° 27 k-1 n I I, """ "I,
(2.32) K= 1 —3—-.3—— 5 T (-1) L+ 2 23+1
3=l a3 |30 T Tpseen Ty =l
Tpely<ee<lriy
nooa,
a. .I. %
n M.d at=l K n B T SRR S
(2.33) L= 1 -J . 1+ 3 . -1) L 2 2]
j=1 a! v.) J=1 Iy,1p0e000dys=1
Il<12<“'<123
n
(2.34) Cc= 1 o-%1 p7n/2
j=1
Fazendo uma transformacao de variavel:
1 c+1 2 2 gD a.
(2.35) h_{(v) =U £ |K 2 : ( ) I T'(s+=L)ds I (v) +
n 2mi . . 2 (==,0)
a c—-ix j=1
C+ie n a
1 2 2,-8 i}
+ I 2 5T J (c"v™) ‘g I‘(s+2 )ds I(O’m)(v)

Ainda pelo mesmo argumento anterior, em termos da funcao

G-de Meijer pode ser escrito:

a a a
B n,0 271 72 n
(2.36)  h_(v) =U 2 LK 2 Gy’ ((ev) |5 =1 e e i

) I(—oo,O) (v) +



CASO ESPECIAL

Em geral a funcao G nao pode ser escrita em termos de fun
goes especiais mais simples, mas para alguns valores de n isto e

possivel. Por exemplo, para n=2 a funcao densidade de V se reduz a:

2,0 , 2.2;%1 @2
(2.37)  h,(v) =U z |:K 265", (cv | == =") T _wg) (V) +

a
2,0, 2 2,91 %2
+L 2 Gylo eV 5,5 T (V)}
ou [vide Mathai/Saxena (1973), p. 64]
M, 2 M.2
1,1 2
—5[(3—) +(g~)] . ay a,
o 1 2 ® Ml M2 al
(2.38) h, (v) = z z [(=1) ~+
a a
8 ol 02 m al=0 a2=0 Al alo l0 2
©9- 91 Y9
a al+i~ (hx: D
2 v 1
+ (=1) ‘1 4a(] 1) K I (v) +
0,0 (-=,0)
172 a.-—-a
1792
(—5—=)
a a a v
Mll M22 ay+a, v ‘Zl“““‘z2 (101021)
+ = [1+(-1) © 77 a(fo=]) K L0 W
al alo lO 2 172 arﬂz !
1° 92791
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\'

onde K e a funcao de Bessel do segundo tipo.

Este resultado coincide com o de Cordeiro e Rathie (1979)
e Craig (1936).



3 - A DISTRIBUIGCAO DE V EM FORMA COMPUTAVEL

A funcao densidade de V, comc aparece em (2.27) ou (2.36),
nao se presta para o calculo dos pontos percentuais de sua funcgao
distribuig¢ao. Para calcular a densidade de V numa forma computa-

vel, sera usado o teorema dos residuos no calculo da integral

1 C+i“(2 2,5
VEE] cv

a.
F(s+7%)ds
Cc—-1i% 3

1

(3.1) W=

=3

Esta integral pode ser resolvida pelo teorema dos resi-
duos [Ahlfors (1966), pg. 149].

Para tanto, sao considerados dois casos:

a.
1¢) - - m. , ara a. par
2 J P j P
(3.2)
) 1
29) 5 =nj+§ , Ppara aj impar.
Entao, podemos escrever
n a. P q
(3.3) it F(i%+s): NI P'(m.+s) T F(n.+%+s) ;
j=1 j=1 3 5=1

onde p+g=n

Os polos dos produtos das fun¢Oes gamas no lado direito
de (3.3) nao sao coincidentes, logo os dois casos podem ser anali
sados separadamente.

Os polos sao:

S=-—(m.+u.) , ara u.=0,1,...
(my+uy P ]
(3.4)

1
S = —(nj+§+21) , Ppara 2j=0,l,.
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19 Caso:

(3.5) Seja
]

I =g

lI‘(mj+s), com mlim2i°"imp

Entao:
Os polos de ordem 1, sao dados pela equacgao

—-m. -1,

:O,l,...,m2 1

s::—(ml+ul), para uy

Os de ordem 2, pela equacgao:

S = —(m2+u2), para u2=0,l,...,m3-m2—l.
Os de ordem 3, pela equagao:
(3.6) s::—(m3+u3), para u3=0,l,...,m4~m3—l.

Os de ordem genérica k (k=1,2,...,p-1), pela equagao

s::—(mk+uk), para u,_=0,1,..

Kk A SR R N

Os de ordem p, pela equacgao

S = —(mp+up), para up=0,1,...
2@ Caso:
.4 1
(3.7) Seja 1 r(n.+§+s), com nlinzin3i...:nq

j=1
Entdo os polos de ordem 1, sao dados pela equagao:

1
S = —(n1+§+ll), para ll—O,l,...nz—nl—l.

Os de ordem dois, por

1 _
(3.8) s==—(n2+7+22), para 12“0,1,...,n3—n2—l.

Os de ordem genérica k (k=0,1,...,q-1), por

1
S=:—(nk+§+2k), para lk_O,l,Z,...,nk+l—nk—l.

E os de ordem g, por

1
s = —(nq+§+lq), para iq—O,l,Z,...
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Usando (3.1) e (3.3), pode-se escrever

C+i® P q
(3.9) S (c?v?) 7S 1 rimg+s) T r<nj+£2L-+s)ds

c—-ic j=1 j=1

14

0 que, pelo teorema dos residuos, fornece

1 1

p-1 1™ (uy) e () g-1 M4 (1) - @)
(3.10) W= ¢ 5 Rl.3 + I Ry Py x ) qu + I R2<3
j=1  u.=0 J uw=0 P 421 e.-0 J g o
j p j q
(u.)

onde le] € o residuo do 19 caso, no polo s:—(mj+uj) de ordem j,

para uj=0,l,...,mj+l—mj—l, j=0,1,...,p-1.

O calculo do residuo em um polo de ordem n pode ser efe-

tuado como

(3.11) Res (f a)-———Qg—— lim éi:i {(s—a)nf(s)}
: el T (n=1)t n-1 !
s—+a ds

e para os polos de primeira ordem

(3.12) Res(f,a) = 1im {(s-a)f(s)}

sa
Assim,
(u.) J-1 -]
1 . d ;|
(3.13) R, .J =z lim ——— [s+m.+u.) T T'(s+m.)g(s)] ,
1 G-D1Y oh (mvu) ad™t I3 ia *
J ] S
onde
(3.14) g(s) = T F(s+n.+%)(czv2)_s
i=1 +

do que, com aplicacgao reinterada da propriedade
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(3.15) '(n+l) =nT(n), para n#0,-1,-2,... ,

obtém-se :
(u.) 5-1 P (sem.+u.+1) g(s) )
(3.16) R,.J =t lim ¢ J ]
13 0-U0 o vwy) @7 a1 . -1
J ] S 3 .j=2 M2 Mes1 kel
M (g4m,+t)5 0 1 (s+mk l+t)
t=0 J k=0 t=0 ¥ |
pois,
3 . uy-l =2 M2 M1t ol
(3.17) 1 F(s+mi)=FJ(s+m.+u.+l)/ T (s+m,+t)9 T I (s+mk l+t) .,
i=1 J t=0 ) k=0 t=0 *
ou ainda,
(u.) Jj-1
(3.18) R s lim o So ez,
3 I7H S e (mL+u.) a2~
j s
onde,
2 2 ..
(3.19) z=c v , com ¢ definido como em (2.25)
e
3 2 1
r (s+mj+u.+l) n F(s+ni+§)
(3.20)  £(s) = T3 — lj —
3 . J=2 "k+2 Tk+1 K+l
n (s+m.+t)J i Il (S+mk+l+t)
t=0 J k=0 £=0
Usando
L1 _
aJ -s __-s.d j-1.
(3.21) 5T (z "f(s)) =2 (a§+(—log z)) f(s) ,

d
S
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pelo teorema binomial

: j-1 . . 1 gJ-1-r
(3.22) (-di+(—log Z))]—lf(s) = I (:l l) (-log z)] l-r g_____ f(s)
S r Jj-1l-r
r=0 d
s
tem-se
(u.) J-1 . . j-1-r
(3.23)  Rry7 =(_tl*f)*7 tim  27%Cr O7h (og 23T S— £(s) ).
] J T ogr—(mL+ul) r=0 dj
J 3] S
Seja,
(u.) J-1¢ . .
(3.24) Ry =y lim 27 [(ngu-log z)J"l“rA@‘l-r)]
J 3= g m.+u) r=0" J
J ]
onde
A, = f(s)
(3.25) ' ] (
: k
1_A§k) = Q_ A
J gk
S
Denotando
(3.26) C. = & 1n (a.)
) J ds J
tem-se
d (1)
.26 — A. = A..C. = A.
3 : ds j SR J



k-1
(3.27)  a%) o 7 Koly plkeler) (3
] r=0 r J J
onde C;r) indica a r-ésima derivada de Cj'
Fazendo A(k): lim A?k) e C(?)- lim C?r) , O
0] ,_ J 0 ,_ J
S (m.+u.) S (m.+u.)
J ] B
residuo em (3,24) fica
(u.) m,+u. j-1 . . k-1
1 3 j-1 j-l-r k-1, . (k-1-r)~(r)
(3.28) R, 3= z L (") (-log 2) D i - co'n
1,7 (3-1)! r=0 T 0 ¥ 07 03
(u.)
Portanto, Rl % fica completamente determinado se forem
14
determinados os valores de A.., C.., C(F).
03 03 03
Se
. q Y 5-2 Mea2 a1t o1
A.:Fj(s+m.+u.+l) T I'(s+n.+=)/ 1 (s+m.+t)j 1 1 (s+mk +t) ,
J J ) i e s t=0 +1
entao
n-p
rJ N T(-m.-u.+n +l)
(1) io1 J 2
{(3.29) A = —
03 uy-t §-2 Pka2 M1t ol
T (t-u.) ! 1 (mk+l+t—m.—u.)
t=0 k=0 t=0

No calculo de Cj, utilizando a funcao psi definida como
em [Erdely (1953)1]:

(4]

(3.30) w(z)::él In T (z) = —-y+(z-1) ¢ {(S+l).(2+s}_l '
z

s=0
z£0,-1,-2,... e y=0,5772156... (constante de Euler).
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de (3.26) obtém-se:

u, -1
a .. g 1 ] 3
(3.31) C.=-=—[7J In r(s+m.+u_.+1)+ § 1In T(s+n.+=)— ¢ In(s+m.+t)--
j ds J 3 ic1 i 2 £20
5-2 Mo ML ol
- T p) ln(s+mk l+t) * ] = 3 ¢ {(s+m.+u.+1) +
k=0 t=0 + J 3
u,-1 nm - 1
q 3 . -2 "k+2 Tk+1
+ T b(sen ez T (5rm 75) ~ . " : ( — )
i=1 t=0 3 k=0 £=0 St
donde, passando ao limite,
q 1 uj“l . j-2 mk+2~mk+l—l K+l
(3.22) Ch.=Jju(l)+ £ p(-m.~u.+n.+3)— I - I )
03 i M R R T = R = R C W

Para a+s#-n, n=0,1,2,..., vale o resultado:

pe

(3.33) 1ln T (a+s) = ¢y (a+s) para k=1

Q]CL
n x

= (—l)k(k—l)! ; (k,a+s) para k>2 ,

oo

onde z(d,s) = I (d+r)~%, R(s)>0 d#0,-1,-2,...
r=0

Tem-se, portanto, para as derivadas superiores de Cj:

q
(3.34) C?r)z (—l)r+l(r)! jr (r+l;s+m.+u.+1) + % c(r+l;s+n.+l) +
i P21 i2
uy-l . j-2 M2 M1t ol
v I Tt 2 . T
+
= =0 t=0 (s+mk+l+t)
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ue assando ao limite fica:
7

(3.35) C C(r+l;—m.—u.+n.+l) +
J 1 1

2

k+1

+
r+] r+l1
(mk+l+t—mj—uj)

(r) (r)y .-

Comoos elementos Aj’ Cj’ Cj , Agj, COj’ COj ja foram

determinados, pode-~se calcular por recorrencia, com (3.27), os
- u

elementos Agl) e Aég) que sao necessarios para Rijj)

Analogamente encontra-se o valor de 1p bastan
do substituir nas expressoes de (3.11) a (3.35) o indice 3j pelo
indice p. (2.)

0 residuo szj do 29 tipo da funcgao WIK)pok)s=-4n3+%+£jL

de ordem j, para lj:O,l,...,nj+l—nj~l, j=1,2,...,9-1, & calculado

Como segue:
De (3.11) tem-se

. -1
(3.36) R..J ot lim d ~

S+—(n.+=+ L.) ds
R MR

J
[mﬂl+l+l)j nruﬂn+5HBH
12 i=1 b2

onde

(3.37) H(s) =

p 9 —_ -
i F(s+mi)(C°v2) ¥ e C esta definida por (2.25)

do que, com aplicagao reiterada da propriedade (3.15), tem-se:

3 1
(%) . dj“l r (s+nj+2+1j+l)H(s)
(3.38) R, =t  lim . S—
23~ (3-1)! S+_(n‘+%+2_)d53—l b1 L 5372 LT ol
J I (s+n.+=+ty T it (s+qk +—+l)

t:O j 2 k:o t:
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pois,
j 1
F“ (s+n.+=+%.+1)
(3.39 7o L RIS
39) 0 B Hswny +5) =9 R
i=1 j . J-2 Tk+2 k+l
1 ] 1 k+1
n (s+n.+§~+t) n 1 (S+nk l+§~+t)
=0 J k=0 =0 *
ou ainda
(2.) j-1
(3.40)  R,.) =y lim et x(s)27%1
J J S+— (nu=+2.) a’l”
2 3 S
onde z, esta definido em (3.19)
e
. 1 ;
- (s+n.+5+2.+1) I T (s+m,)
372773 750 .
(3.42)  X(s) = — e
j 1« ke27ked
3 1 k+1
I (s+n.+§+t) I (S+nk+l+§+t)
t=0 J t=0
do que, por (3.21) e (3.22) tem-se:
(2.) i-1 . . j-l-r
(3.43)  mRyJ =hoe uim 277 (07h (clog 23T S x(e
J J T sa-(n+z+L.) r=0 aJ
J2 ] s
Procedendo como anteriormente o residuo fica,
(2.) i1 . . .
(3.44) R .J =1 __ lin 2% 5 107h (clog 2) 701y
23 (-1t r J
s-»—(n4k§+-2j) r=0
J

ou ainda



(3.45)

téem-se:

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

L.
(3)

1

Ryy™ =D

Derivando os coeficientes Bj,

D. =

J

.39.

1
2ty )

-1

r=0

Tj(s+n

.+
J

(7h (-109 2)

1
7+lj+l)

D.
J

P

j-1-r

k-1
[ (
r=0

nmr
(S+mi)

i=1

)B

r "70j

d .. 1
ds (3 ln(s+nj+7+2j+l)+

k

J
T (s+n.+
J

2

l+t)]

3
k

3
r{1)

-2
I
=0

i=

n
n

t=0

(~n . —=_2

1

k+2 Tke1”

1

2

(s+n

k+1

j+mi)

+-§-+t)k+

1

J
I

t=0

z

0 t=0

j
[—2‘.

J

o= 1

k=0

52 Pre2 Pkt
In(s+n

2 Py ™ Prsn”

1

t=0

k+1 2

+£+t)

1

k+1

)
k=0

]

§-2 Mxa2 k1t
—_ ¥

= jy(s+n

.+l+1.+l)
J J

2

k+1

k-1 (k—l—r)D(r)

03

e passando ao limite, ob

+

t=0

1
(v, E43)

1}.



, p
(3.50) D!r) = (nl)r+l(r)! jg(r+l;s+n.+l+g.+l) + ¥ glr+l;s+m,) +
] 12 i=1 '
2.-1 . n -~ -1
3 5 j-2 "k+2k41 Kol
' tiO (s+n.+£+t)r+l-kk§0 tEO (s+n +£+t)r+l
i*2 k+1%2
e
i q
(3.51) T = (1T Hr) 1 |So(relil) + £ g(relioni—s-g.em,) 4
J . j 2 7] i
i=1
241 ; 52 M2yt ol
' tEO (t—l.)r+l+kio tiO (n, .+t-n.—g.)5*t
3 k+1 3 73

(r)

A formula de recorréncia (3.36) da os elementos Bj
(r)

03 ° (2 )
Analogamente € encontrado o valor de quq , bastando tro

B

car o indice j pelo indice q.

Agora esta-se em condic¢oes de apresentar a fungao densi-
dade de probabilidade do produto de n variaveis aleatorias inde-
pendentes normais com quaisquer médias e quaisquer variancias, nu

ma forma computavel.

Para n impar, n=2k+1l, k=0,1,2,...
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n M, noa
_l,z FJJZ g i
2.1 9 a. ... 2
j=l j oo o n M.:] 21:1
(3.52) h_(v)== N B B
n n/2 n a.=0 a =0 3=1 a.
(8m) Mo, 917 aoY I a.10.J
j=1 7
k n aI +aI + +aI .
=0 1,1, ""I2j+1: J
Il<12<' <I2j+l
_p—l mj+l—-mj-—l N n .
x|z L (.__iw[noflzz\,)z]J j
Jj=1 u.=0 J P 921 J
J
j 1 n n k. 1
L (] -1 522 3-l-r 5 k=l (k=1-
2 (07 (m10g( 1 o7t 2 P ?) I (o ltc iy
r=0 ]=l J =0 J j
n m _+u
> n -5 5 p pp-l
¢ 5 iy (oTh 0% EoPh x
u =0 j=1 r=0
n
n - k-1
x [-log( ot 2 A APy (fohplelme By
j—l r:o p p
q "3n n LU )
j=0  2.=0 R
3
j 1 n n k. 1
r (- -1 2 2. 3-1- k-1, (k-1- r
x T (0 fmr0g( 1 0Tt 2 20 ?)TT  (Thett oty
r=0 J=1 J r=0 J
® n 2 n +=+2
£ 1 [(n0-7122v)2]q2 a,

j=1



g-1 no_, -3 e L 1
_ {(qu)[—log( 1oL 2V)2]q 1 £y (krl)Bék 1-r) ér)]} I . o) -
r=0 =1 J r=0 4 d ’
K n aI +aI + +aI
+2E+ > 5 -1 + 2 23| x
J=1 Ilr b X IIZj"l
I<I,<...<I,

- lIH.lIn 1 n n m
Pot ] 1 1.7 2.5
X ) ol 9T 2 ) X
§=1 u.,=0 97 5=1 )
3
-1 n 2 k-1
x T {0 Th [-log( ot 2 2y 23711 1y ¢hafet ér’]} N
r:O j:l j r:O J J
n
oo n m_+u p-1 - p-l-r
2 2
c o rlin Tt 2 20 A P Py (P mlog( 1 o7l 22 X
u=0 P 4o ] r=0 j=1 J
k-1 g M+
x[ E (k;l)Aék—l—r) ér)]} + I z (.ih)| X
r=0 P P 3=l 1,20 =
n -2 n +£HL j-1 n 2
x[(1oTh 2202132 9 7 107 Mg 107t 2 T
j=1 J r=0 j=1 ]
n 1
k-1 0 n -= n_+=+4%
x[ I (k;l)Bék—l-r)Dé?)]} ‘oz 7—53774( nol 22?92 7a
=0 j 3 p oo @I
g-1 n - k-1
< I {(q;}[_log( ol 5 25291y (k;l)Bék—l—r)Déé)]}}I(o ) V)
r=0 j=1 7 r=0 E 1 .
onde Aé? 1-r) e Cég) sao calculados por (3.27) com as expressoes

(3.29) a (3.35) e sao calculados por (3.27) com

as expressoes (3.34) a (3.51).

(k=1-1r) (r)
BOj e DOj
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Para n par, n=2k, k=1,2,

noa;
_%.z (—1) a. ifl 2
j=1 ] ® o nMJ. 2"
(3.53) hn(V)— I ... L I ~1——~—2;——' X
(8m) n/2 o 1o al=O an—O j=1 alg
j=1 7
a +a + +a
k-1 n T I, """ T1,.
2
x {[ .>: z (-1) 1 23+1]
=0 Il""’I2j+l=l
I,<I.<

10255

n . -1
x [-log( 1 o7t 2 22 37Ty () plielor) ooy
j=l J r=0 ]
n n
n -5 m-m 1 n -=
1 1 pp_ o1 2,20~
+ [( Mo v) ] Z [-log( n V) ]
u O(p_l)! j=1 j=1 j
-n.-1
k-1 g 5417
k-1,  (k-1-r) (1) 1
x[ Z( )A Ca 1y + 1 I X
0 ¥ 0p Op 521 szo (3-1)!
n 1 . n
n -= n.+=+¢. J-1 n 5
x (1ot 2204 323 (37h (rlog( noTt 2 AT &
j=1 r=0 j=1
k»l 0 n _n #Lw
g (k=1-r)  (x) 1 -1,2 g2 ™q
3 L . Il
x[rzo(r) 03 DOJ]}+ NE= l),[(_lcj V) ] x
q
a-l a-1 | —% 2,g-1-r k=l g g k-1 -r) (r)
r=0 =1 r=0 %0 P0q
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3 n. ,-n.-1
k=l ) 1. (keler) (1) a I+l 3 1 o
r=0 p p 3=0  2.=0 37 421 ]

k-1, (k-1-1r)_(r)
r )BOj DOj 1Y +

~r 7 k-1, _(k-1-r)_(r)
e g

(k-=1-1)

onde AOj e CéF) sao calculados por (3.27) com as expressoes

(3.29) a (3.35) Béﬁ_l_r), Dég) sao calculados por (3.27) com

as expressoes (3.34) a (3.51).

(3.54) TEOREMA: A Funcao densidade de probabilidade de V € da
da por (3.52) se n for iImpar ou (3.53) se n for par, com -—®<y<®,



4 - FUNCAO DISTRIBUICAO ACUMULADA

Por definicdo, a funcio distribuicdo acumulada H(x) & ob-

tida integrando a densidade hn(v) de -» a x. Isto e

(4.1)

por

(4.2)

onde U,

(2.22),

ou

(4.3)

X
H(x) = J hn(v)dv , —®<X<®

Entao a funcao distribuicao acumulada para n impar e dada

X 1 Ctie 5 g D 25
H(x) = Uz [K 2 5T [(é) ] Il F(S+—§—-)d8 I(_m O(V)
—00 a C-ie jzl a
1 C+ie V.2 -S n ij_
fL2ger | e T Tiseglds Tg .y (V)Y
-] 00 j-l

I, K, L, C, estao definidas, respectivamente, por (2.21),
a
(2.23), (2.24) e {2.25)

it

c
1
=
]

H(x)

[ ()] 2 F(s+ii)ds dv +
C [ 2

o}
Q
|
-
8
-

-0

o}}

X q (C+iw 2 _g D a.
+U£L2.J . [(=)7] HF(S+—21)ds dv ,

para x>0, e

(4.4)

a.
F(s+7%)ds dv
1

H(x)

1
c

X C+lie
IK 2 L (2T
. C-iw 3

[ =]

para x<0, do que podemos escrever ainda



(0 1 C+le v, 2 ~5S n a.
(4.5) H(x)=UTI K 2 [(X)°T° 1 r(s+=l)ds dv +
2mi , C 2
a o C—1e j:]_
C+ie n a 0 -S
JUL L 2 ae N T(s+—) | [(¥) av ds ,
2ni . . 2 C
a c—ie j=1
X
para x>0, e
x 1 Ct+ie Vv, 2,-S n a.
(4.6) H(x) =U £ K 2 J LEl [ (o) T> n r(s+——21)ds dv
para x<0, onde
1 1
X c2s (=) rls+3) o og
()% av = (%)
v 3
0 2F(S+§)
Logo

1 C+le (x v -s n a,
(4.7) UzIlL?2 . J [ ()] ) F(s+i%)dv ds =

a 2mi c-ie ‘0 j=1
1 n a.
Criow _g T(s+3) 1 r(s+=dds
- UL 2(-1)2 e =1
} 2% 2 AT 3
a c—iw F(s+§)
B P 3/2

x " "1l,n+l} " C

a 1 1/2, al/2, a2/2,...,an/2

e como hn(v) é uma fungao par, temos que:

a.
F(s+7%)ds dv =

[N ]
¢ 1

0
(4.8) I-= J U L K2
=0 c—-1i= J

1 YT v2 s
VEE

o= B



a 2wi c—1i% j=1
1
1,72
Seja v =t =»> dv=§t dt Logo
"
9 7—1 1 C+i® g B a.
(4.9) ITI-Uz:fKZ% |t : (—)° I TI'(s+=l) ds at
2 2ni . 2
a 0 c-1° C j=1

que, [vide Luke (1969) pg. 157, Caso 2]

n a.
(4.10) T=Ucf KC T r(s+—21)

Portanto,

3
n 2 1,0] x2 2
(4.11) H(x) =UZ KC T T (s+g)+0Z LTI 2
a j=1 a s 1 i; 2 EQ
20 3 g
para x>0, e
n 3
(4.12) H(x)=UZ KC T r(s+—1)-U P XEg Lyl O 2 2
1,n+1|C a a a
a j=1 L1 "2 _n
20 3 T 2

para x<0.
A fungao distribuicao acumulada para n par, € a mesma com

K e L definidos como em (2.32) e (2.33).
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