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Resumo

Sejam F e F espagos de Banach complexos, e seja U um aberto em E. Neste trabalho estudamos
os subespacos Hyu(U; F), Hy(U; F), Huwse(U; F) e Hyo(U; F) de H(U; F). Mais especificamente,
se U é aberto equilibrado caracterizamos fung¢oes destes subespacgos em termos de condic¢oes de
equicontinuidade dos polindmios da série de Taylor. Estudamos sob que condicoes estes subespacos
coincidem, estendendo assim os resultados dados em Aron, Herves e Valdivia [2] ao caso de abertos
equilibrados.

Se F tem uma base contratil e incondicional, e U é uma bola aberta em E mostramos que cada
funcao holomorfa f : U — F que é limitada nos conjuntos fracamente compactos U-limitados é

limitada nos conjuntos U-limitados. Consequentemente, H,,(U; F') = Hyy(U; F).

vil



Abstract

Let E and F' be complex Banach spaces, and let U be an open set in E. In this work we study
the subspaces Hy (U; F), Hy(U; F), Hyse(U; F) and Hyo(U; F) of H(U; F'). More specifically, if
U is a balanced open set we characterize functions of these subespaces in terms of equicontinuity
conditions of the polynomials in the Taylor series. We study under which conditions these subspaces
coincide, and then we extend the results given in Aron, Herves and Valdivia [2]| to the case of
balanced open sets.

If F has a shrinking and unconditional basis, and U is an open ball in £ we show that each
holomorphic function f : U — F' that is bounded on weakly compact U-bounded sets is bounded
on U-bounded sets. Consequently, H,,(U; F') = Hyu(U; F).
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Lista de Simbolos

o N

o C

o I F
.BE

o U

o H(U; F)

o Hyu(U; F)
o H,(U; F)
.stc(U;F)
.ch<U;F)
o Hy(U; F)
Oku(U;F)

o conjunto dos niimeros naturais,

o corpo dos niimeros complexos,

espagos de Banach complexos,

a bola aberta de centro 0 e raio 1 em F,

um aberto de F,

o espaco das aplicagoes holomorfas de U em F',

o subespago das f € H(U;F) que s@o fracamente uniformemente
continuas nos U-limitados,

o subespago das f € H(U;F) que sdo fracamente continuas nos
U-limitados,

o subespago das f € H(U; F') que levam seqiiéncias fracamente conver-

gentes U-limitadas em seqiiéncias convergentes em F',

o subespago das f € H(U; F) que levam seqiiéncias fracamente Cauchy

U-limitadas em seqiiéncias de Cauchy em F',

o subespago das f € H(U; F) que sao limitadas nos U-limitados,

o subespago das f € H(U; F') que sao limitadas nos conjuntos fracamente

compactos U-limitados,



Lista de Sitmbolos

e P("E; F) o espacgo dos polinomios n-homogéneos de £ em F,

e Puu("E;F) o subespaco dos P € P("E;F) que sdo fracamente uniformemente

continuos nos limitados,

o P,("E; F) o subespaco dos P € P("E;F) que sdo fracamente continuos nos

limitados,

o Puo("E;F) 0 subespago dos P € P("E; F) que sao fracamente sequencialmente

continuos,

wc("EyF) 0 subespago dos P € P("E; F') que levam seqiiéncias fracamente Cauchy

em seqiiéncias de Cauchy em F',

e Cuse(E; F) o espago das aplicagoes continuas de E em F' que sao fracamente

sequencialmente continuas,

o Cy(E; F) o espaco das aplicagoes continuas de E em F' que levam seqiiéncias

fracamente Cauchy em seqiiéncias de Cauchy em F,
e cq(B) a envoltoria equilibrada de um subconjunto B C F,

e P"f(0) o n-ésimo polindbmio homogéneo da série de Taylor de f € H(U; F) em

torno da origem,

e wouo(FE,E") atopologia fraca de E,

o I, o espago de Banach F munido com a topologia fraca, i.e., (E,o(E, E')),
o A a constante basica,

e " q, as projecoes candnicas,

o A a aplicac@o n-linear simétrica associada a P € P("E; F),

o cl,AouA” aaderéncia fraca de um subconjunto A C E,

MY, N, T : = PN AN n .
o Pl a modificagdo de um polinémio P € P("E; F).



Introducao

Sejam E e F espagos de Banach complexos, seja U um subconjunto aberto de E, e seja H(U; F)
o espago de todas as fung¢oes holomorfas f : U — F. Seja H,(U; F) (resp. Huu(U; F)) o
subespago de todas as f € H(U; F') que sao fracamente continuas (resp. fracamente uniformemente
continuas) nos conjuntos U- limitados.

A inclusao Hyo(U; F) C H,(U; F) é sempre verdadeira, e a questao de se a igualdade se
cumpre foi proposta por Aron, Hervés e Valdivia [2] em 1983, e continua aberta. Claramente
Huu(E; F) = Hy(E; F) se E é reflexivo, e Dineen [11] provou que Hy(co; F)) = Hu(co; F).

Em 2002 Carrion (8] afirmou que Hyy(E; F)) = Hy(E; F) se E tem uma base contratil. Desafor-
tunadamente Manuel Valdivia encontrou recentemente uma falha na prova do resultado principal
de Carrién, e nao esté claro se a prova de Carridén podera ser consertada.

Nesta tese mostramos que Hyy, (U; F)) = H,,(U; F') se U é uma bola aberta em um espaco de
Banach E com uma base contratil e incondicional. No caso onde U = F, este resultado ja tinha
sido obtido por Carrién [7].

A seguir explicamos com mais detalhe o que é apresentado em cada capitulo deste texto.

O trabalho se divide em tres capitulos. A seguir descreveremos os assuntos

No capitulo 1, introduzimos os subespa¢os H,.(U; F'), Hyw(U; F), Huse(U; F), Huwe(U; F),
Hy(U; F) e Hye(U; F) de H(U; F) e apresentamos algumas propriedades desses subespagos. Neste
capitulo reunimos também alguns resultados sobre polindémios e fungoes holomorfas que serao
usados posteriormente.

No capitulo 2, seguimos estudando os subespagos introduzidos no capitulo 1. Mais especifica-
mente, caracterizamos as fungoes que pertencem a estes subespagos em termos dos polindémios da
sua série de Taylor. Finalmente, estendemos os resultados sobre fungoes inteiras de Aron, Hervés
e Valdivia [2]| ao caso de fungoes definidas em abertos equilibrados.

No capitulo 3, definimos a nocao de modificagao de um polindmio, que sera muito importante

para este trabalho. Na Nota 3.2.3 damos uma breve explicacao da falha existente na prova do
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resultado principal de Carrion [8]. A maior parte deste capitulo é dedicada a mostrar o seguinte

resultado: se F tem uma base contratil e incondicional, e U é uma bola aberta em FE entao

Ho(U; F) = H,(U; F). Em consequencia, H,,(U; F) = Hyu(U; F).

Campinas, marco de 2007

Sonia Sarita Berrios Yana



Capitulo 1

Preliminares

Nesta tese todos os espagos de Banach sdo complexos e nao triviais, ou seja, distintos de {0}.
Bp denota a bola aberta de centro na origem e raio 1. N e C denotam o conjunto dos ntmeros

naturais e dos niimeros complexos, respectivamente.

1.1 Funcoes holomorfas num aberto

Sejam FE e F' espacos de Banach e U C E aberto. Um subconjunto A de E é U-limitado se A C U
é limitado em F e existe r > 0 tal que A+ rBgr C U. Uma seqiiéncia (zy), em E é U-limitada se
(xk)r € limitada e existe 7 > 0 tal que {z} : k € N} + rBg C U.

Um exemplo de uma seqiiéncia fracamente convergente que nao ¢ U-limitada foi sugerida por

Maéario Matos, como segue:

Exemplo 1.1.1 Considere By a bola unitariaem £,, 1 < p < coouem ¢j. Se e; denota a seqiiéncia
(0,...,0,1,0,...), com 1 na j-ésima posigao, a seqiiéncia ((1 —1/j)e;)32; converge fracamente a

0. Mas, esta seqiiéncia nao é Bg-limitada, ja que ||((1 —1/j)e;)|| =1 —1/j tende a 1.

Este mesmo exemplo da um exemplo de um conjunto fracamente compacto que nao é U-limitado.
Denotaremos por H(U; F') o espago das aplicagoes holomorfas de U em F. Se F = C entao
escreveremos H(U) no lugar de H(U, C).

Denotaremos por:

1. Hy(U; F) o subespago das f € H(U; F) que sao fracamente continuas nos U-limitados.

2. Hyu(U; F) o subespago das f € H(U; F') que sao fracamente uniformemente continuas nos

U-limitados.
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3. Huwse(U; F') o subespago das f € H(U; F) tais que: se (xx) ¢ uma seqiiéncia U-limitada que

converge fracamente a x € U entdo (f(zy)) converge a f(z).

4. Huc(U; F) o subespago das f € H(U; F) tais que: se (xp) é uma seqiiéncia fracamente
Cauchy U-limitada entao (f(xy)) converge em F.

Observe que se U = FE entao U-limitado significa limitado. Denotaremos por P("E; F) o
espago de polindmios n-homogéneos continuos de £ em F'. Por definigao, Py("E; F) = He(E; F)N
P("E; F) para 6 = w, wu, wC,wsc. Ver Dineen [10],[12] ou Mujica [18| para maiores informagoes
sobre funcoes holomorfas em espagos de dimensao infinita.

A seguinte proposi¢ao da uma relagao entre os subespagos de H(U; F') definidos acima. Poste-

riormente, no Capitulo 2 estudaremos sob que condig¢oes estas inclusoes chegam a ser igualdades.

Proposicao 1.1.2 Para quaisquer espagos de Banach complexos E e F e U C E aberto, tem-se

as sequintes inclusoes:
(a) Huwu(U; F) C Ho(Us F) C Huse(U; F) C H(U; F)
(b) Huwu(U; F) C Hywe(U; F) C Hupse(U; F)

Demonstragao. (a) E claro.

(b) Provemos a primeira inclusao . Seja f € H,,(U; F) e sejam (x) C U fracamente Cauchy
U-limitada e € > 0. Note que B = {z) : k € N} é U-limitado. Logo existe V vizinhanga fraca de
0 tal que se x,y € B satisfaz x — y € V entao

1 (z) = f)ll <e

Observe que para algum M, x; — z; € V para cada k,j > M , pois (z) é fracamente Cauchy.
Logo || f(zx) — f(z;)| < € para cada k,j > M. Isto &, f € Hyc(U; F).
Para a outra inclusao, suponha existe f € Hyo(U; F)\Huse(U; F). Logo existe (x) C U

seqiiéncia U-limitada tal que x, — = € U fracamente e para algum € > 0,

1f(@r) = f(@)] =€
para cada k € N. Considere a seqiiéncia (y;) definida por
Yor = Tk e Yok+1 =

A seqiiéncia (y;) C U é uma seqiiéncia fracamente Cauchy U-limitada. Como f € H,c(U; F),

(f(y;)) converge em F. Como toda subseqiiéncia de uma seqiiéncia convergente converge para
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o mesmo limite e (f(yary1)) converge para f(z), é claro que (f(yax)) converge para f(x). Logo
(f(zg)) converge para f(z), uma contradigao. Portanto, Hyc(U; F) C Hyse(U; F).
U

Dizemos que um subconjunto B C E de um espaco de Banach é equilibrado se Ax € B para
todo x € B e A € C, com |A\| < 1. Denotaremos por eq(B) a interse¢ao de todos os subconjuntos
equilibrados de E que contém B. Diremos que eq(B) é a envoltdria equilibrada de B.

As seguintes proposicoes dao algumas propriedades dos conjuntos U-limitados, que serao usadas

freqiientemente em todo o trabalho.
Proposigao 1.1.3 [6/ Se U C E € um aberto arbitrdrio e B é U-limitado temos:
(a) Existe r > 1 tal que rB é U-limitado.

(b) Se U é aberto equilibrado, entao eq(B) € U-limitado.

Proposicao 1.1.4 Sejam B limitado em E e U C E um aberto de E. Entao para cada a € U
existe s > 0 tal que a + sB € U-limitado.

Demonstracao. Sejam B limitado em E e a € U. Como U é aberto existe rBg bola em E tal

que a +rBg C U. Como B ¢ limitado existe s > 0 tal que sB C §Bg. Logo
r r r
CL+SB+§BE Ca+§BE+§BE Ca+rBgCU.
Portanto a + sB ¢é U-limitado. 0

Denotaremos por Hy(U; F') (resp. Hp(U; F)) o subespago das f € H(U; F') que sao limitadas
nos U-limitados (resp. nos conjuntos fracamente compactos U-limitados). A seguir apresentamos

propriedades destes conjuntos que serao usadas no Capitulo 3.

Teorema 1.1.5 Sejam E e F espacos de Banach, seja U C E aberto equilibrado. Seja P, €
P("E; F), para cada n € N. Entao :

(a) f=> P,€H(U;F) se e so selimsup ||Pn||}(/n < 1 para cada conjunto compacto K C U.
(b) f=>.P, € Hy(U; F) se e sd selimsup HPan" < 1 para cada conjunto U-limitado B.

(c) f=> P, € Hy(U;F) se e s6 selimsup HPnHI%n < 1 para cada conjunto fracamente com-
pacto U-limitado W'
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Demonstracao. (a) (=) Seja f € H(U; F). Seja K C U compacto. Considere A = eq(K),
seja r > 1 tal que rA C U. Como K é compacto, rA é compacto. Logo f(rA) é compacto e

portanto, f é limitada em rA.
Pela Desigualdade de Cauchy [18, Corolério 7.4,

1
122 (@) < = sup [|£(£L)]]
jgl=r

para cada t € K. Seja s, 1 < s < r. Logo

oo oo oo

S\ r
S 1Plae = 32 s 1Pl D7 (3) I lla = == fllea < o0
n=0 n=0 n=0

Portanto, > >° ;|| Pyllsk < oo para todo s,1 < s < r. Observe que

00 00
S APl <D s"[Pallk < 00
n=0 n=0

para cada 0 < |[A] <'s. Logo 1 <r < R onde R ¢ o raio de convergéncia da série >~ A"|| P, -

Pela Formula de Cauchy Hadamard, lim sup ||Pn||}</n = + < 1, que ¢ o que queriamos.

(<=) Suponha lim sup HPnH%n < 1 para cada conjunto compacto K C U. Entao

o0

D AP < oo

n=0

para cada 0 < |[A| < r < R onde R ¢ o raio de convergéncia da série >~ A\"||P,|/x, ou seja,
L —limsup || P,[[}/" < 1.

Assim, aserie )~ A" P, converge uniformemente sobre cada K C U compacto a uma aplicagao
fr € H(U; F) para cada 0 < |A] <r < R. Como 1 < R, tome r tal que 1 < r < R. Logo para
A =1 temos o que queriamos.

Considere a mesma demostracao de (a) para as partes (b) e (¢), tendo em conta que H,(U; F)
( resp. Hu(U; F) ) é completo para a topologia da convergéncia uniforme sobre os conjuntos

U-limitados ( resp. sobre os conjuntos fracamente compactos e U-limitados). O

1.2 Resultados sobre polindmios e funcoes holomorfas

Nesta secao reunimos vérios resultados sobre polindmios e fungoes inteiras que serao usados pos-

teriormente neste trabalho.

Teorema 1.2.1 [2] Sejam E e F espagos de Banach e n € N. Entao :
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1. Po("E; F) = Pu.("E; F)
2. ch(nE, F) = Pwsc(nE; F)

Proposicao 1.2.2 [2/ Sejam E e F' espagos de Banach complezos e n € N. Entao Pys("E; F) é

o espago dos P € P("E; F) que sao fracamente continuos nos subconjuntos fracamente compactos

de E.

Teorema 1.2.3 [1}] Sejam E e F espagos de Banach. Sao equivalentes:
(a) E nao contém copia de (.
(b) Para cada F' en € N, Py ("E; F) = P,("E; F).
(¢) Existe F' tal que para cada n € N, Pys.("E; F) = Py("E; F).
(d) Para algum F e algum n € N com n > 2, Pys.("E; F) = Py("E; F).
(e) Para algum n € N com n > 2, Pys.("E) = Pu("E).

Teorema 1.2.4 (Pelczynski) [11, Proposition 2] Para cadan € N, P("cy) = Puse("co).

Teorema 1.2.5 [1}] Sejam E e F espagos de Banach. Sao equivalentes:
(a) E nao contém copia de {;.
(b) Para cada F, Cypse(E; F) = Cy(E; F).
(¢) Para cada F, Hys.(E; F) = Hy(E; F).
(d) Eziste F', Hyse(E; F) = Hy(E; F).
(¢) Huse(E) = Hu(E).
Teorema 1.2.6 [17, Theorem 1] Seja E espago de Banach. Sao equivalentes:
(a) E nao contém uma cdpia de 1.
(b) Huc(E; F) C Hy(E; F), para cada espago de Banach F.
(¢) Huc(E) C Hy(E).

Proposicao 1.2.7 [2] Se H,,({1) = Huyu(l) entao Hy(E; F) = Hyu(E; F), para cada E e F

espacos de Banach.
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Proposigao 1.2.8 [6] Seja U C E aberto equilibrado e seja f € H(U; F). Entio f € Hywu(U; F)
seesose feH,(U;F)eP'f(0) € Pyu("E; F) para cada n € N.

Um espaco topologico E é chamado angelical se cada subconjunto A C E relativamente

enumeravelmente compacto satisfaz:
(a) A é relativamente compacto.

(b) Para cada = € A existe uma seqiiéncia em A que converge a x.

Proposicao 1.2.9 [13, p. 39, (1)] Seja E um espago de Banach, e seja E, = (E,o(E,E")).

Entao E,, € angelical.

A seguir apresentamos resultados variados que serao usados posteriormente.

Proposicao 1.2.10 /13, p. 38/ Se E é um espago localmente convexo metrizdvel, e A C E, entdo

para cada x € A" existe D C A enumerdvel com © € D" .

Proposigao 1.2.11 [19/ Seja E espago de Banach separdvel. Sao equivalentes:
(a) E nao contém copia de (;.
(b) Cada B C E limitado € fracamente seqiiencialmente denso em sua aderérencia fraca.

Teorema 1.2.12 (Eberlein-Smulian)[9, p. 18] Seja E um espago de Banach, e seja A C
E. Entio A € relativamente fracamente compacto se e so se cada seqiiéncia em A admite uma

subseqiiéncia que converge fracamente a um ponto de E.

Seja A C E um subconjunto. Denotamos por cl,A a adérencia fraca de A em E. Freqiientemente

usaremos o Teorema de Eberlein na seguinte forma

Teorema 1.2.13 ( Eberlein) Seja E um espago de Banach, e seja K C E tal que cada seqiiéncia

em K tem uma subseqiéncia que converge fracamente em E. Entdo
(a) cly,K € fracamente compacto.

(b) Para cada x € cl,K existe uma seqiéncia (x,) C K que converge fracamente a x.
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1.3 Bases contrateis e incondicionais

Uma base de Schauder (e,,), em um espago de Banach F é dita incondicional se para cada x € F

a série x =Y ° | aye, converge incondicionalmente; isto ¢, para toda permutacao 7 em N a série
(o.)

Y ome i Qip, €r, CONVErge a .

Uma base de Schauder (e,),, em um espago de Banach F ¢ dita contrdtil se para cada ¢ € E’
Tim [[6], ] = 0.

onde F, é a aderéncia do subespago gerado por (€;)isn-
Se (e;)i>1 € base de Schauder de um espago de Banach E, denotamos por ¢" a proje¢io ¢" :

E — F definida por

qn(z aie;) = Z Q€5
i=1

i>1
As projegoes ¢" sao operadores lineares limitados e sup,, ||¢"|| < co. O nimero A = sup,, ||¢"|| > 1
¢ chamado de constante bdsica.
Se I = Idg, definamos paracadam <nem N, ¢, =1 —q¢" e ¢, =q¢" — ¢" = ¢ — .
Observe que ||¢” (z)]| < 2A para todo = € Bg.

E imediato da definicdo de base contratil que

Proposicao 1.3.1 /8] Seja E espaco de Banach com base contrdtil.

(a) Se A C E € limitado, entdo para cada ¢ € E’
lim {| ][4, (4) = 0
(b) Se (x,) C E € limitada, entao q,(x,) converge fracamente a 0.

O proximo Lema renorma o espago E com uma norma equivalente, porém mais util (ver |16,

p. 38]).
Lema 1.3.2 Seja E um espago de Banach com uma base incondicional (e,,). Entao:

(a) A aplicagao bilinear ® : I, X E — E definida por

(I)((ﬁn)7 Z Oénen) = Z ﬂnanen
n=1 n=1

€ bem definida e continua.
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(b) A norma
Il Zanenm = Sup{z Brnamen i (Bn) € B, }

€ equivalente a norma original sobre E.

O seguinte Lema é conhecido (ver |10, Lema 4.36] ).

Lema 1.3.3 Seja E um espago de Banach com uma base incondicional (e,), com a norma do
Lema 1.3.2. Seja Q) C E limitado e (¢;) € Be,. Defina

(€,) @ Q= {Z €00 Zaiei € Q}.
i=1 i=1
Entao:
(a) (Zle €i;e;)g>1 converge a 0 quando k — oo.
(b) O congunto (e,) ® Q € relativamente compacto.

(¢) SeU € uma bola em E centrada na origem e Q) € U- limitado, entio (e,) @€ € relativamente

compacto e U-limitado.



Capitulo 2

Funcoes holomorfas fracamente continuas

2.1 Funcoes holomorfas e equicontinuidade

Nesta segao caracterizamos fungoes em Hose(U; F'), Hy (U; F') € Hyu(U; F) em termos de equicon-

tinuidade dos polinémios da série de Taylor.

Proposicao 2.1.1 Sejam E e F espagos de Banach, U C E aberto equilibrado e f € H(U; F).

Sao equivalentes:
(a) f € Hupse(U; F).

(b) A seqiéncia (P™f(0)) satisfaz a sequinte condi¢do : Dados (xy) seqiéncia U-limitada tal que
z, — x € U fracamente e € > 0 existe M € N tal que ||P™f(0)(x) — P"f(0)(x)| < € para
cadan € N e k> M. Em particular, P"f(0) € Pys.("E; F) para cada n € N.

Demonstracao. (a) = (b) Seja (zx) seqiiéncia U-limitada tal que xy — x € U fracamente.

Afirmamos que, dado € > 0, existe M € N tal que
If(Aze) = fQ)| <e (Al =1k = M).

Caso contrario, para infinitos k£ € N, existe |A\g| = 1 tal que ||f(Apxr) — f(Ax)]| > €. Como
A ={): |\ = 1} é compacto, existe (\,) subseqiiéncia de (\g) tal que A\, — A, |A| = 1 Logo,

Ak, T, — Az fracamente e A\, — Az.

14
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Considere B = {z} : k € N} U {x} U-limitado. Entao A = eq(B) ¢ U-limitado. Observe que
(A, x;) C Ae (Ax) C A. Logo sdo U-limitadas. Como f € Hys(U; F') temos que

1f k) = )| < W f W) = FOD) + [[f (A2) = f (A2 ]| — 0,

contradicao .
Pela Formula Integral de Cauchy, para £ > M e n € N temos que

0w — 0w
|| /|

271 Antl

[P (0) (k) — P f(O) ()| =

dA[| < sup{[[f(Azy) = f(Az)[[} <.

IAl=1

Agora, provemos que cada P"f(0) € Pys("E; F) para cada n € N. Dado n € N | sejam
(x) C E seqiiéncia que converge fracamente a z e € > 0. Pela Proposicao 1.1.4, (szy) é U-limitado
para algum s > 0. Segue dai que existe M € N tal que ||P"f(0)(sxr) — P"f(0)(sz)|| < es™ para
cada k > M. Logo

12" f(0) () = P f(O) ()| = S%I!P”f(())(%k) — P f(0)(sz)]| < e

para cada k > M. Ou seja, P"f(0) € Pys.("E; F).

(b) = (a) Seja (xy) seqiiéncia U-limitada tal que z;, — x € U fracamente. Considere
B = {x} : k € N} U {2z} U-limitado. Pela Proposi¢ao 1.1.3, rB é U-limitado para algum r > 1.
Por (b), dado € > 0 existe M € N tal que ||[P"f(0)(rzx) — P"f(0)(rz)|| < € para cada n € N e

k > M. Consequentemente

1 (o) = F@)] = 1D (P F0) () = P FO) ()] <D TinHP"f(O)(mk) = PrA0)(ra)]| < i G
para cada k > M. Portanto, f € Hys.(U; F).
]

Proposicao 2.1.2 Sejam E e F espagos de Banach, U C E aberto equilibrado e f € H(U; F).

Sao equivalentes:
(a) f € Hy(U; F).

(b) A seqiiéncia (P"f(0)) satisfaz a sequinte condi¢ao : Dados B U-limitado, (x;);c; C B uma
rede tal que v; — x € B fracamente e ¢ > 0, existe M € I tal que ||P"f(0)(x;) —
P"f(0)(z)|| < € para cada n € N e i > M. Em particular, P"f(0) € P,("E;F) para
cada n € N.
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Demonstracao. (a) = (b)

Seja B U-limitado e seja (x;);e; C B rede tal que x; — = € B fracamente. Considere
A = eq(B). Como B é U-limitado, segue da Proposi¢cao 1.1.3 que A é U-limitado. Afirmamos
que dado € > 0 existe M € [ tal que

1f(Azi) — fFAr)[| <€ (Al =1,i > M).

Caso contrario, para infinitos i € I, existe |\;| = 1 tal que ||f(Niz;) — f(\x)]| > €. Como
A = {X: |A| = 1} é compacto, existe (A4(;)) subrede de (A;) tal que Ag;y) — A, |A| = 1 Logo,
As(j)Tg(j) — Ax fracamente e Ay(jyz — Az.

Como A é U-limitado e f € H,,(U; F) temos que

1f Qo) zsi)) — FRoin@) I < Lf Rspzo)) — FAZ)|| + 1 f(Ax) = fF(Asn@)l| — O

contradicao .

Pela Formula Integral de Cauchy, para ¢ > M e n € N temos que

P - PO = I [ FE B v < oo o) — sl < ¢

[Al=1

Segue dai que P"f(0) € P,("E; F) paracadan € N. A demonstragao é andloga & demonstracao
da proposicao anterior.

(b) = (a) Seja B U-limitado, e seja (z;) C B rede tal que z; — x € B fracamente. Segue
da Proposi¢ao 1.1.3 que rB é U-limitado para algum r > 1. Por (b), dado € > 0 existe M € I tal
que | P f(0)(rz;) — P"f(0)(rz)| < € para cadan € N e i > M. Logo

I te:) = |—HZP”f - P |<Z—\|P”f (ra;) = PMf(O)(ra)l| < ——e

para i > M. Portanto, f € H,(U; F).
O

Proposicao 2.1.3 Sejam E e F espagos de Banach, U C E aberto equilibrado e f € H(U; F).

Consideremos as afirmagoes :
(a) [ € Huo(U; F).
(b) P"f(0) € Pyuc("E; F) para cada n € N.

(¢) A seqiiéncia (P™f(0)) satisfaz a sequinte condi¢ao : Dados (xy) seqiiéncia fracamente Cauchy
U-limitada e € > 0 existe M € N tal que ||P™f(0)(zx) — P"f(0)(z;)| < € para cadan € N e
k.j =M.
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Entio (a) = (b) ¢ (c) = (a)

Demonstracao. (a) = (b) Seja f € Hyc(U; F). Como Hye(U; F) C Huyse(U; F), P*f(0) €
Puse("E; F) para cada n € N, pela Proposicao 2.1.1. Logo P"f(0) € P,c("E; F) para cada
n € N, pelo Teorema 1.2.1. .

(c) = (a) Seja (x)) sequéncia fracamente Cauchy U-limitada. Logo (rxy) é fracamente
Cauchy U-limitada para algum r > 1. Por (c), dado € > 0 existe M € N tal que ||P"f(0)(rzy) —
P"f(0)(rx;)|| < € para cadan € Ne k,j > M. Daqui

r

1 (@) =f ()] = 1 Y (P fO) (@) =P fO) ()| < D TinHP”f(O)(mk)—P”f(O)(mj)H <€

para k,j > M. Portanto, f € Hyc(U; F).
0

Nao sabemos se valem as implicagoes (b) = (a) e (a) = (c) na Proposi¢ao 2.1.3, ou caso

contrério, se existem contraexemplos mostrando que tais implicagoes sao falsas.

Proposicao 2.1.4 Sejam E e F espagos de Banach, U C E aberto equilibrado e f € H(U; F).

Sao equivalentes:
(a) [ € Huu(U; F).

(b) A seqiiéncia (P"f(0)) satisfaz a seguinte condicao : Dados B U-limitado e € > 0 existe
V' wizinhanga fraca de 0 tal que se x,y € B satisfaz x —y € V entao para cada n € N,
|P™f(0)(x) — P*f(0)(y)|| <e. Em particular, P"f(0) € Pyu("E; F) para cada n € N.

Demonstracao. (a) = (b) Seja B U-limitado. Considere A = eq(B). Da Proposi¢ao 1.1.3
segue que A é U-limitado. Por hipotese f € H,wu(U; F'). Logo dado € > 0 existe V' vizinhanga
fraca de 0 tal que se x,y € A satisfaz x —y € V entao

1 (z) = f)ll <e

Sejam z,y € B tal que x —y € V, pela Formula Integral de Cauchy;,
1 f(Az) — f(Ay)

27 [A=1 )\n—l—l

1P f0)(x) — P"fO) () = |l dA|| < &1'131{\\]”(%%) — )} <e

para cada n € N.

(b) = (a) Seja B U-limitado. Logo rB ¢ U-limitado para algum r > 1 pela Proposigao
1.1.3. Por (b), dado € > 0, existe V' = Vy, 4,. 4.0 Vizinhanga fraca de 0 tal que se z,w € rB com
z—w € V entao ||P"f(0)(z) — P"f(0)(w)|| < € para cadan € N .
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Agora, sejam x,y € B tal que x —y € Vy, 4, 4,:6/r- Logo 72,7y € B com rx —ry € V e assim
|P"f(0)(rz) — P*f(0)(ry)|| < € para cadan € N .

Logo
1 () = f)ll = 1D _(P"F(0)(x) = P"FO) )l < Y TinHP"f(U)(m) = Pr0)ry)ll < - - 1€
Portanto, f € Hyu(U; F).
0

Observacao 2.1.5 A uniformidade em (b) na Proposi¢do 2.1.2 é necessaria. De fato, Gutierrez
[14, Theorem 3| exibe uma funcdo f € H(E)\H,(E) tal que P"f(0) € P,("FE; F) para cada
n € N. Este mesmo exemplo mostra que a condigao de uniformidade em (b) na proposi¢ao anterior

também é necesséaria.

2.2 Funcoes holomorfas fracamente continuas em espacos nao

contendo uma cépia de /;

Os resultados desta se¢ao foram obtidos por Aron, Hervés e Valdivia [2| para fungoes inteiras.

Estenderemos estes resultados para abertos equilibrados.

Lema 2.2.1 Sejam E e F espagos de Banach e seja U C E aberto. Seja f € H(U; F) e seja
S equilibrado tal que || f|.s = sup{||f(z)|| : = € S C U} < oo, para algum r > 1. Entao
f(z) =>]P"f(0)(x) uniformemente em S.

Demonstragiao. Seja x € S. Como S é equilibrado, para cada ¢ € A(0,r) temos que
0+ ¢éx=¢éx =€z erS c U
Pela Desigualdade de Cauchy,

1P £ < = sup | F(En)]

€l=r
Logo
IO < 3 su lF(E)] < Wl D o < o0
n=0 n=0 = n=0
Portanto, f(z) = > P"f(0)(x) uniformemente para x € S. 0

O teorema seguinte é essencialmente uma reformulagao da Proposicao 1.2.8.
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Teorema 2.2.2 Sejam E e F espagos de Banach e seja U C E aberto e equilibrado. Entao,
Huwu(U; F) = Ho(U; F) N Hy(U; F)

Demonstracao. Seja f € H,(U; F)NHy(U; F). Agora, seja B U-limitado. Pelo Lema 1.1.3,
existe 7 > 1 tal que r - eq(B) é U-limitado. Logo f é limitada em req(B), pois f € Hy(U; F).
Pelo Lema 2.2.1, f(z) = > P"f(0)(z) uniformemente em eq(B). Como B C eq(B) temos que
f(z) =>_ P"f(0)(z) uniformemente sobre os U-limitados.

Como [ € H,(U; F) segue da Proposicao 2.1.2 que P"f(0) € P,("E; F) para cada n € N.
Assim, P"f(0) € Pyu("E; F) para cada n € N pela Proposigao 1.2.1.

Como H,,(U; F) é completo com a topologia da convergencia uniforme sobre os U-limitados,

temos f € Hyu(U; F). A outra inclusiao segue da Proposicao 1.2.8. O
Seja E um espago de Banach. Denotemos por F,, = (E,o(E, E')).

Proposigao 2.2.3 Seja E espago de Banach e U C E aberto. Entao Hys(U; F) € o espago das

f € H(U; F) que sao fracamente continuas sobre cada K fracamente compacto e U-limitado.

Demonstracao. (<=) Seja (z,,) seqliéncia U-limitada tal que x,, — x € U fracamente. Observe
que K :={x, : n € N} U{z} C U é fracamente compacto e U-limitado. Logo f|x é fracamente
continua. Dai segue que f(z,) converge a f(z) em F. Isto é f € Hys(U; F).

(=) Dados f € Huse(U; F) e K C U fracamente compacto U-limitado. Seja A € K ez € A".

Como F,, é Hausdorff, K ¢ fracamente fechado. Logo
A"cK'=KcU

e assim A" é fracamente compacto. Como E,, é angelical ( ver Proposicao 1.2.9), existe (z,,) C A

que converge fracamente a x € U. Como K é U-limitado temos que (x,) é U-limitada. Logo
f € Huse(U; F) implica que f(z,) converge a f(z) em F. Assim, f(A") € f(A). Segue dai que

f|x € fracamente continua. O

A proposicao seguinte foi provada em [14, Theorem 3| para fungoes inteiras. Aqui nos esten-

demos para um aberto arbitrario.
Proposigao 2.2.4 Seja E espaco de Banach. Sao equivalentes:
(a) E nao contém uma cdpia de .

(b) Huse(U; F) = Hy(U; F) para cada espago de Banach F' e para cada U C E aberto.
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(¢) Huwse(U) = Hy(U) para algum U C E aberto.

Demonstragdo. (a) = (b) E claro que H,(U; F) C Hys(U; F). Provemos a outra inclusio.
Seja f € Huse(U; F) e seja B U-limitado. Seja A € Bez € A" N B. Pela Proposicio 1.2.10,
existe D C A enumeravel tal que z € D"

Considere Ey = m espaco de Banach separavel que nao contém copia de ¢;. Logo D limitado
implica que existe (z,) C D tal que (z,,) é o(Ey, E,) - convergente a x, pela Proposicao 1.2.11.
Logo (z,) é o(FE, E')- convergente a . Como B é U-limitado segue que (z,) é U-limitada.

Mas f € Huys(U; F) implica f(z,) — f(z) em F. Assim, f(A" N B) C f(A) logo f ¢
fracamente continua sobre B. Portanto f € H,(U; F).

(b) = (c) E claro.

(c) = (a) Suponha que E contém copia de ;. Pelo Teorema 1.2.5 temos que H,(E) #
Husc(E), ou seja, existe f € Huyse(F)\Hy(F). Seja B limitado de E tal que f|p nao seja fracamente
continua.

Seja a € U. Pela Proposicao 1.1.4, existe s > 0 tal que B’ = a + sB ¢ U-limitado.

Seja g(z) = fohot(x) para cada x € U onde

t:xeE—tlx)=r—a€FE

h:z€Ew— hiz)=s"'v€kE.

Provemos que g € Hyse(U). Seja (z,) seqiiéncia U-limitada tal que z,, converge fracamente a
xz € U. Como h ¢ linear e continua, h(z, —a) converge fracamente a h(x —a). Logo g(x,) converge
a g(x) em F pois f € Hyse(F).

Observe que hot(B') = B logo g(B') = f(B). Observe que h : B, — E,et: E, — E,
sao homeomorfismos. Como f nao é fracamente continua sobre B, existe (z;) C B rede tal que
x; — x fracamente mas f(x;) nao converge a f(x). Defina (y;) := ((hot)™!(x;)) rede em B’ e

y:= (hot) ' (x) € B'. Logo y; — y fracamente. Note que,

f(zi)=fo(hot)o(ho t)il(l'i) = g(vi)

e do mesmo modo f(z) = ¢(y), logo g(y;) nao converge a g(y). Assim, g nao é fracamente continua
sobre B'. onde B’ ¢ U- limitado. Portanto, g € Hus(U)\Hy(U). A implicacao (c) = (a) segue

por contraposicao . O

O Teorema seguinte foi provada em Moraes [17, Theorem 1| para fungdes inteiras. Aqui nos

estendemos para um aberto arbitrario.
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Teorema 2.2.5 Seja E espaco de Banach. Sao equivalentes:
(a) E nao contém uma copia de ;.
(b) Huo(U; F) C Hy(U; F) para cada espago de Banach F' e para cada U C E aberto.

(¢) Huwe(U) C Hy(U) para algum U C E aberto.

Demonstracao. (a) = (b) Seja f € Hyo(U; F). Entao f € Hys(U; F) pela Proposigao
1.1.2 e f € H,(U; F) pela Proposigao anterior. Provemos que f € H,(U; F). Por absurdo,
suponha que exista B U-limitado tal que f(B) nao seja limitado. Daqui, existe (z,) C B tal que
| f(x,)|| > n para cadan € N. Como E nao contém copia de ¢; pela Proposicao 1.2.11, existe (x,, )
subseqiiéncia fracamente de Cauchy de (z,). Logo, f(z,,) é¢ Cauchy em F pois f € Hy,c(U; F).
Segue que (f(zy,)) ¢ limitada em F', contradigao . Portanto f € H,(U; F).

(b) = (c) E 6bvio.

(¢) = (a) Suponha que E contenha copia de ¢;. Pelo Teorema 1.2.6 temos que Hyo(E) €
Hy(E), ou seja, existe f € Hyo(E)\Hy(F). Seja B limitado de E tal que f|p nao seja limitado.

Seja a € U. Pela Proposi¢ao 1.1.4 existe s > 0 tal que B’ = a + sB é U-limitado. Sejam h e t
definidas como na Proposicao anterior. Definamos g(z) = f o hot(x) para cada z € U.

Provemos que g € Hyo(U). Seja (z,) seqiiéncia fracamente Cauchy U-limitada. Como h é
linear e continua, h(x,) é fracamente Cauchy. Logo g(z,) é Cauchy pois f € Hyc(E).

Observe que hot(B') = B logo g(B') = f(B). Observe que h : E,, — E, et: E, — E, sao
homeomorfismos. Como f néo é limitada sobre B, existe (z,,) C B seqiiéncia tal que || f(z,)| > n

para cada n € N. Defina (y,,) := ((hot)"*(x,)) seqiiéncia em B’ Note que,

flan)=fo(hot)o(hot) (zn) = g(yn),

logo ¢(y,) ndo é limitada. Assim, g ndo é limitada sobre B’, onde B’ é U- limitado. Portanto,
9 € Huwc(U)\H,(U). A implicagao (¢) = (a) segue por contraposigao .
O

Corolario 2.2.6 Seja E espaco de Banach. Sao equivalentes:
(a) E nao contém uma cdpia de (.

(b) Huo(U; F) = Hyu(U; F) para cada espago de Banach complezo F' e para cada U C E aberto

e equilibrado.

(¢) Hwc(U) = Hyu(U) para algum U C E aberto e equilibrado.
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Demonstracao. (a) = (b) Pelo Teorema 2.2.5, H,c(U; F) C Hy(U; F). Logo Hyc(U; F) C
Huwse(Us; F)NHy(U; F). Pela Proposicao 2.2.4 Hys(U; F') = Ho(U; F) pois E nao contém copia de
;. Logo pelo Teorema 2.2.2, H,o(U; F) C Hy(U; F) NHy(U; F) = Howo(U; F). A outra inclusao
segue da Proposicao 1.1.2.

(b) = (c) E 6bvio.

(c) = (a) Como H,e(U) = Hyu(U) C Hyp(U) entao pelo Teorema 2.2.5, E' ndo contém copia
de /.

0

As duas proposigoes a seguir foram provadas por Aron, Hervés e Valdivia [2] para fungoes

inteiras, aqui estendemos para abertos equilibrados.
Proposicao 2.2.7 Seja U C ¢ aberto, equilibrado. Entao :
(a) Huo(U) = Huwu(U) = Hy(U)

(0) Huse(U) = Huw(U) = Hu(U)

Demonstracao. (a) Pelo Corolario 2.2.6, Hyc(U) = Hywu(U). Para a segunda igualdade, seja
f € Hy(U), isto & , f é limitado nos U- limitados. Seja B U-limitado. Considere A := eq(B).
Como U aberto e equilibrado, pelo Lema 1.1.3 temos que A é U-limitado e que existe r > 1 tal que
rA é U-limitado. Logo, f ¢ limitada em rA. Pelo Lema 2.2.1, f(x) = )_ P"f(0)(z) uniformemente
em A. Como B C A, f(z) =>_ P"f(0)(x) uniformemente sobre os U-limitados.

Pelo Teorema de Pelczynski 1.2.4, P"f(0) € Pysc("co) para cada n € N. Assim, P"f(0) €
Puwu("co) para cada n € N pelo Teorema 1.2.3 e Teorema 1.2.1.

Como My (U) é completo com a topologia da convergencia uniforme sobre os U-limitados,
f € Huu(U). A outra inclusao segue do Teorema 2.2.2.

(b) Pelo Teorema 2.2.4, Hys(U) = H,(U). Para a segunda igualdade, seja f € Hyse(U) €
suponha f nao limitada em algum K C U fracamente compacto e U-limitado. Ou seja, existe
(x,) C K tal que || f(z,)]| > n para cada n € N. Como K fracamente compacto, pelo Teorema de
Eberlein-Smulian 1.2.12, existe (z,,) subseqiiéncia de (x,) fracamente convergente a um x € U.
Mas, (z,,) é U-limitada e f € Hys(U; F) logo f(x,,) converge a f(x). Dai, f(z,,) ¢ limitada,
contradigao .

Para a outra inclusdo , seja f € Hu(U), ou seja, f é limitada sobre conjuntos fracamente
compactos e U-limitados. Seja B fracamente compacto U-limitado. Considere A := eq(B). Como
U aberto e equilibrado, pelo Lema 1.1.3 temos que A é U-limitado e que existe r > 1 tal que rA é

U-limitado. Mas, B fracamente compacto implica r A fracamente compacto. Como antes se mostra
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que, f(z) = > P"f(0)(x) uniformemente para cada z € A. Como B C A, f(z) = > P"f(0)(x)
uniformemente sobre os fracamente compactos U-limitados.

Pelo Teorema de Pelczynski 1.2.4, P™f(0) € Pysc("co) para cada n € N. Segue da Proposigao
1.2.2 que cada P™f(0) é fracamente continua nos conjuntos fracamente compactos, e portanto nos

fracamente compactos U-limitados. Pela Proposi¢ao 2.2.3, f € Hyse(U). O

Proposicao 2.2.8 Seja U C 41 aberto. Se Hy,(U) = Hyu(U) entio Hy(E; F) = Hyu(E; F) para
cada E e F espacos de Banach.

Demonstragao. Por absurdo, suponha que para algum F e F' Banach, H,,(F; F') # Hyu(E; F).
Pelo Exemplo 1.2.7, H,(¢1) # Huypu(l1). Dai, existe f € Hyp(l1)\Huwu(f1). Seja B limitado de ¢4
tal que f|p nao seja fracamente uniformemente continua.

Seja a € U. Pela Proposicao 1.1.4 existe s > 0 tal que B’ = a + sB ¢ U-limitado.

Sejam h e t definidas como nas proposigoes anteriores. Definamos g(z) = fohot(x) para cada
rxeU.

Provemos que g € H,(U). Dado B U-limitado, seja (z;) C B rede tal que x; converge
fracamente a © € B. Como h ¢é linear e continua, h(z; — a) converge fracamente a h(x — a). Logo
g(z;) converge a g(z) em F pois f € H, ().

Observe que hot(B') = B logo g(B') = f(B). Como h: ({1)y — ({1)w et : ({1)y — ({1)w
sa0 homeomorfismos, segue que g nao é fracamente uniformemente continua sobre B’ onde B’ é
U- limitado. Portanto, g € H,(U)\Huwu(U), 0 que contraria a hipotese H,,(U) = Hyu(U). O



Capitulo 3

Funcoes holomorfas em espacos de Banach
com uma base contratil e

incondicional

3.1 Modificacoes de polindmios

Comegamos esta segao apresentando o conceito de modifica¢do de um polinémio P € P("E; F).
As modificagoes sao fortemente usadas na demonstracao do Teorema principal deste capitulo. A
partir da segao 3.2 deste capitulo, suporemos que F possui uma base de Schauder. Denotaremos
por ¢" e g, as projecoes candnicas definidas na se¢do 1.3. Citamos Lindenstrauss e Tzafriri [15]
para a terminologia da teoria de espacos de Banach.

Seja E um espago de Banach com base de Schauder (e;);>1. Seja P € P("E; F) e seja A sua
forma n-linear simétrica associada. Seja (m;)°, uma seqiiéncia estritamente crescente de inteiros

positivos. Seja k = (ki, k2,...,kj41) com ZJH ki =mnek! = klk!l ... kji1!. Entao para cada

P m1,M2,..., m;
kl k‘2 ----- ]+1

x € F definimos a aplicagao : E — F por

PI::}I;ZQV,k;TlJ( ) = il A( ( )kl .. 'q%@l (I)kamj (x)kj“)

)

A segumte 1gua1dade, que sera usada posteriormente, segue da formula de Leibniz [18, Teorema
1.§]

24
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J+1

m17m27 Mg § Pm17m27 5TG, MG 41 (31)

k1,/€27 ki1 k1,ko,...kj i,k 41 —1

3.2 A igualdade Hy,(U; F') = Hy(U; F)

Se E tem uma base contratil e incondicional e U é uma bola aberta de E, o objetivo desta secao
é mostrar a igualdade Hy,(U; F) = Hy(U; F). Supondo Hy(U; F) € Hy(U; F) encontraremos
polinébmios com certas propriedades e conseguiremos achar uma seqiiéncia de nimeros positivos
(0;)i>1 em £1. A existéncia desta seqiiéncia nos levara a uma contradigao .

Na Nota 3.2.3 damos uma breve explicagao da falha existente na prova do resultado principal
de Carrion [8].

Comecgemos esta se¢ao com o seguinte Lema.

Lema 3.2.1 Seja U um subconjunto aberto e equilibrado de E. Se Hy,(U; F) € Hy(U; F), entao
eziste [ = > P, € Hu(U; F)\Hy(U; F) e (7,) C N, com P, € P("E; F) para cada n, e existe

uma sequéncia U-limitada (z,,) tal que

(a)
1< HPn(In)Hl/%

para cadan > 1 e,

(b)

Yn
- >
log(yn +1) —

para cada n > 1.

Demonstragao. Como Hy(U; F) € Hy(U; F) existe g € Hy(U; F)\Hp(U; F). Seja Y. Q, a
série de Taylor de g na origem, e seja R seu raio de convergéncia. Pelo Teorema 1.1.5, existe um
conjunto B U-limitado tal que

1/n
limsup [|Q, ||

Observe que o Teorema 1.1.5 implica que existe um conjunto B equilibrado e U-limitado tal que
1/n l/n
limsup [|@n[ 5 5
Observe que g € H(U; F) implica que R > 0, e ¢ ¢ H,(U; F) implica que R < co. Como

> 1. Mas existe p > 1 tal que pB é também U-limitado. Logo limsup ||@,,

podemos supor que eBrp C B C rBg for 0 < e <1 < r, segue que

0 < L = limsup ||Qn]|" < oo.
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Podemos achar uma seqiiéncia estritamente crescente (n;) C N tal que L = lim ||@,, H}S/m

Seja e = (L — 1)/2 . Entao existe [y € N tal que
1< L—e< [[Qullf™
para todo [ > [y. Para cada [ > [, existe x; € B tal que

1< [|Qu, () 1" (3.2)

Por outro lado,
ny

lim———— =
I}Tl log(nl + 1) >

Para cada ¢ € N existe [; € N tal que

ny,

My
log(nli + 1) N

Definamos P; := @y, , f := > @y, . Segue de (3.2) e Teorema 1.1.5 que f ¢ H,(U; F). Como
(Qn,) C (Qn) e g € Hyx(U; F) segue do Teorema 1.1.5 que para cada conjunto W fracamente

compacto e U-limitado:

lim sup [|Qu, 117" < Tim sup [|Qu[4" < 1

Assim, f € Hy(U; F).
Definamos v; = ny,, entdo f =Y P € Hy(U; F)\Hy(U; F) satisfaz o Lema. O

Note que, a parte (b) do Lema anterior implica que
1 S 1
Gut D7 = ¢

para cada 1 < r < n.

Lema 3.2.2 [8, Lema 6] Sejam (P,), (7,) € (z,) as seqiéncias dadas pelo Lema 3.2.1. Entao
para cada seqiéncia estritamente crescente de inteiros positivos (m;)2,, existe uma seqiiéncia de

inteiros (Jnmyme,..mi)n>1, © = 1,2, ... tais que

(a)

%
O S Z.jn,ml,mz,...,ms S Vn

s=1

para cada v > 1 en > 1.
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(b) Se ’Vn,z' - ’777, - Z;:l jn,ml,mQ 77777 ms s entdO

1
1
|| (P );:Lzlmr?zjn 77,7.71nzn2 7777 Jn,mq,ma,..., m;yYn,i (l‘n)H /Am Z (’Yn + ]-)Z/'Yn

para cada v > 1 en > 1.

Demonstragao. Seja A, a aplicagao v,-linear associada com P,. Por indugao sobre 7.

Para i = 1.

[Pa(zn)ll = [[An(za) ™| = [|An(g"™ (#n) + Gy ()™ |

Tn
f)/n! ) iy
Y A (0™ () g ()
I S ™ o)
- ”Z ]'Vn] ‘
< ZH )ion—i (@)

Escolha um inteiro j, m, , 0 < jpm, < v tal que

[P g ()l = s (P, )
para cada n > 1. Entao
[Pa(@a)ll = (v + DB rn—ju e, @)l

Assim, pelo Lema 3.2.1 temos que

1

1
m 1/vn 1/’Yn
(O S € ) T D ([P ()

~ (DY

para cada n > 1.
Para i = 2. Usando a relagdo (3.1) e a notagao v,1 = Vo — Jjnm, temos que
Tn,1

1Pty i (@) = IIZ )i it —3 ()

Tn,1

= Z 1)y v =3 (@)
Escolha um inteiro jp mims > 0 < Jnmime < Yl = Yn — Jnm, tal que

()G - (@)l = max ([(F)75"% ()]

"/ gn,myJn,my,mo¥Yn,1=In,my,mq 0<j<Yn.1 JnmysJyn,1—
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para cada n > 1.

Definamos V.2 = Y — Jnymi — Jnymi,me- ENtao

Tn,1

1P e @ S D NPTy ()]
7=0
= O + DI 5 g 2 (@)
< A DIEYE
Portanto
1(Fn)5,0 (@) > ;H(P ), () |17
n jn,m17j7L,m1,m27'Yn,2 Ln - (,yn _|_ 1)1/’}% n jn,mla"/n,l Tn
1 1 1

(Yn + D)V (y, + D)V (y, + 1)2/m

para cada n > 1.

Procedendo indutivamente obtemos o Lema. O

Nota 3.2.3 Em [8, Lemma 6|, para cada seqiiéncia estritamente crescente (m;);>; de inteiros
positivos, Carrién encontra seqiiéncias de inteiros (j,m,)n>i com certas propriedades. Manuel
Valdivia observou que quando ¢ > 2 o inteiro j,,,, depende nao s6 de n e m;, mas também de
M1, Mo, ...y Mi—1. A N0taGa0 jy, ., ¢ infeliz, e é a origem da falha na prova de [8, Teorema 11]. De

fato em [8, p. 512| Carrién afirma que

jng,mg(sl) > inf jng,mg(s)
Yng 8 Tng
Veremos que esta afirmagao nao esta justificada. Seguindo a sugestao de Valdivia denotamos

:O'2>O.

Jnsm; DOL Jnmyms...m; N0 Lema 3.2.2. Com esta notacao |8, Lemma 10| garante a existéncia de
ny > 2 tal que

jng,ml(l),mg(s)

o9 = Inf > 0.

521 Tno
Por outro lado, na prova de 8, Theorem 11| Carrién acha uma seqiiéncia (s;) tal que ||gp, (s,)(@n,)|| <
27!/72 Entao os calculos na prova de [8, Theorem 11| mostram que, para provar o Teorema serd

suficiente provar a desigualdade

jng,ml(sl),mg(sl) jng,ml(l),mg(s)

> inf
Tno 521 Tna

Infelizmente nao esté claro que esta desigualdade seja verdadeira, pois a seqiiéncia do lado

:O'2>O.

esquerdo nao é necessariamente uma subseqiiéncia da seqiiéncia do lado direito.
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De agora em diante E denotara um espaco de Banach com uma base contratil e incondicional,
e U serd uma bola centrada na origem. Sempre que E tenha base incondicional, suporemos que F
tem a norma dada no Lema 1.3.2(b).

Para 2 C E definamos o conjunto

ml z O {Z elqm 1 +6J+1Qmj( ) YIS Q? |9”L| - 1}7

por convencao mg = 0. Para cada [ € N com [ > m;

Q((mi)_y, 1) = {Ze g (2) + 05410h, (7) + 0 (x) : © € Q;|6:] = 1}

Observe que Q((mi)fzo, m;) = Q((mi)gzo).

Lema 3.2.4 Seja E um espago de Banach com uma base contrdtil e incondicional, e seja U uma

bola centrada na origem. Seja 2 C E fracamente compacto e U-limitado. Entao:

(a) Para cada j fixo,

U 2(mi. )

lij

¢ fracamente compacto e U-limitado.

(b) Seja f=3_, P € Hu(U; F)

mi,ma,...mj,l | 1/’7711

Hmsup [[ (P, ) g, ey s 1

Demonstracao. (a) [8, Lemma 3| afirma que o conjunto
U Q((ml)z:()?l)
l>m]'

é relativamente fracamente compacto. Mas um exame da prova de [8, Lemma 3| mostra que o

U 2(mii. )

lij

conjunto

é fracamente compacto.
Agora, suponha que U = rBg. Como Q é U-limitado entdo ¢ = d(Q,0U) > 0 assim 2 C
(r —e/2)Bg C U. A hipotese de base incondicional com a norma dada no Lema 1.3.2 implica que
Q((mi))_y,1) C (r — €/2) B para cada | > m;. Assim
U Qm)ie ) C (r—€/2)Be U

lZTI‘Lj



3.2 A igualdade Hy,(U; F) = Hy(U; F) 30

Portanto |y, Q((ms)_y, 1)) é U-limitado.
(b) Por (a) e Teorema 1.1.5 temos que

ma, Anl/vn 1/vn
lim sup [|(Fo )iy, o ™ < Mimsup [Pl ™ <L
>m; 1)i=0>1

Lema 3.2.5 1. Existe l; € N tal que

lim inf Inly >0
n>l

2. Existem 61 > 0 e uma seqiiéncia estritamente crescente (ri(n)) de inteiros positivos tal que

(a) (1) =1
(b) lim,, 2220 = 5,

r1(n)

(¢) Para cadan>1, % < jgl("() il < 207.
rip(n

(d) 0 < <1

Demonstracao. 1. Suponhamos que lim 1nfn>1 = 0 para todo [ € N. Assim para cada [ € N

existe n; € N tal que ‘
Yy

Passando a uma subseqiiéncia podemos assumir que (n;) ¢ estritamente crescente. Temos dois

<1
;-

casos:
Caso 1. Para infinitos indices ny, j,,; = 0. Podemos supor sem perda de generalidade que

Jn,1 = 0 para todo [ € N. Entao pelo Lema 3.2.2 temos que

1
o D < NP5, 9 = @) 170 = (P, (@) [
ny

= (1P (a7

para todo [ € N. Assim
lim inf ||Pnl(QZ(xnz))||l/%l > 1

Por outro lado, desde que E tem uma base contratil, a seqiiéncia (g;(x,,)) converge fracamente a
0, daqui W = {q(x,,) : | € N} U {0} ¢é fracamente compacto. Como (x,,) é U-limitado e £ tem

base incondicional, segue que W é U- limitado. Portanto, pelo Lema 3.2.4(b), temos que

lim sup || P, (qu(2,))[| /7" < limsup || P[5 < 1,



3.2 A igualdade Hy,(U; F) = Hy(U; F) 31

contradigao.
Caso 2. Para infinitos indices ny, j,,; > 0. Podemos supor sem perda de generalidade que

Jn;n > 0 para todo [ € N. Se definimos a; = exp (—1 /%), entdo 0 < oy < 1, (a)ien € o €
ny,
lim a?”l’l/%’ =1 quando | — oo.

Seja y; = g (w,,) + qi(xy,). Entao

||(Pnl)§‘nl’l{7nl _jnl,l(yl)”l/%” = ||(Pnl)§nl’l{7nl _jnl,l<alql(xnl) + ql(l.m>>||1/"/nl
Iyl
= & B g @)1
Iny,l
> a:Tll 1

- (g + 1)1/ 101

para todo [ € N. Assim
lim inf ||(P,); ()7 > 1.

jnl,l:'Ynl*jnl,l
Por outro lado, como E tem uma base contratil temos que (y;) converge fracamente a 0. Assim
W = {y : I € N} U{0} ¢ fracamente compacto. Agora, (x,) U-limitada e £ com uma base

incondicional implica que W é um conjunto U- limitado. Pelo Lema 3.2.4 temos que

. . 1/vn
lim sup || ()" ()| < limsup || (Py,)" 7 <1

jnl,lvpynl*jnl,l jnl,l"‘Ynl 7jnl,l

contradigao. Isto prova 1.

Jn,ly
Tn
(r1(n)) de inteiros positivos com as propriedades (a), (b) e (c).

2. Definamos 4; := liminf, > . Claramente existe uma seqiiéncia estritamente crescente

Provemos (d), ou seja, d; < 1. Suponha que

liminf 228 — 1.
n /yn

. A . Jng :
Assim podemos encontrar uma subseqiiéncia (ny) tal que limy % = 1. Temos dois casos.
TLk
Caso 1. Para infinitos indices k, jn, 1, = Vn,. Podemos supor sem perda de generalidade que
Jneds = n, Para cada k.

Seja yn, = ¢"*(zn, ). Entdo pelo Lema 3.2.2 temos que

(P )5 a7 = 1Py )5, 0(@ (@n )]0

jnk,ll 77’nk

1
(Y + 1)

= || nk)é’ilk,ll,'ynk(Ink)”l/%k >

para cada k. Portanto
liminf [|(7,)7} (Y ) 17 > 1.

jnk,ll Iy
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Por outro lado, o conjunto W = {¢*(z,,) : k > 1}"'” ¢ compacto e esta contido em U pois [; é

fixo e (zy,) ¢ U-limitado. Pelo Lema 3.2.4 temos que

limsup [|(P)2  (yu )| < limsup [|(Pp, )" [ <1,

jnk 15 ]nk 151

contradigao.
Caso 2. Para infinitos indices k, jn, 1, < Vn,. Podemos supor sem perda de generalidade que
Jnpts < Tn, DPara cada k. Se definimos oy, = exp <— %—,’“), entdo 0 < ag < 1, (ag) € ¢g €

Tng —JIng,ly
g _j"kvll

lima, ™ =1 quando k — oo.

Seja yr = ¢"(zn,) + arq, (2, ). Entdo

P G = PR (6 (o) o (o )
Tk gy l
v
g ~Ingly
Z ak Ty, 1

(’Ynk + 1)1/’Ynk

Portanto
Hminf [|(P,)E eIV > 1

]nk Iy

Por outro lado, o conjunto W = {yx : k > 1} U {¢"(zp,) : k > 1}|| I'¢ um conjunto compacto

contido em U pois [; ¢é fixo e lim axq, (z,,) = 0. Pelo Lema 3.2.4 segue que

. 1/vn
limsup [[(Po)? (g |7 < limsup |(Bo )2 [l <

Jnk 15 ]nk I

contradigao. Isto prova (d). O

Lema 3.2.6 Seja l; € N dado pelo Lema 3.2.5. Entao

1. FExiste ly € N, Iy > 1y, tal que

f j”Jl,lQ

lim in >0

n>1 Yn

2. Ezistem 09 > 0 e uma subseqiiéncia estritamente crescente (ro(n)) C (ri1(n)) tal que

(a) m9(2) > 2
(b) lim, Iratmiyly = 0,.

Yro(n)
(¢) Para cada n > 1 temos que
@ < Jra(n),alo

< 252
2 Vra(n)
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(d)0<(51+52<1

Demonstracao. 1. Suponha que para todo [ > [; temos que liminf, >, ]”“l = 0. Entao para

cada [ > [, existe n; € N tal que .
Il 1

< J—
’)/”l l
Passando a uma subseqiiéncia podemos assumir que (n;) ¢ estritamente crescente. Assim

Inpily

lim; = 0. Temos dois casos:

ny
Caso 1. Para infinitos indices 7y, jy, 1,1 = 0. Podemos supor sem perda de generalidade que

Jnyii0 = 0 para todo [ > [;. Entao pelo Lema 3.2.2 temos que

! hl 1/7n Il ™
g g < M @) 177 = (Pt 0, ()Y

]nl llv.]nl l1,0:Yng,2
Il
NP o (6 () + @)

para todo [ > [j.

Assim
lim inf || (P, )" (0" (@) + @u(@n,)|M " > 1,

‘7"l l1707’7’nl ]nl 151

Por outro lado, como lim ¢;(x,,) converge fracamente a 0 e [; é fixo, segue que

W = {qll(:cm) +q(zy) 1> LYU{¢"(zy,) : 1 > ll}”'H

¢ fracamente compacto. Agora, (z,,) U-limitada e E com base incondicional implica que W é

U-limitado. Pelo Lema 3.2.4 segue que

Il " . Il 1/~
lim sup ||< )Jll 11500 =Jny 1y (qll (xm) + QZ<xnz))”1M ! S lim sup H(Pnl)]lnl 11500 =Jny 1y H "
contradicao.
Caso 2. Para infinitos indices ny, jy, 1,1 > 0. Podemos supor sem perda de generalidade que
Jniiig > 0 para todo [ > [;. Se definimos o = exp (— j%;l l), entdo 0 < oy < 1, ()ien € o €
nysly,
Ing,ly,l
lima, ™ =1 quando [ — oo.
Seja y; = ¢ (z,) + alqlll(xm) + qi(x,,). Entéo
Il n lh, n
H(P”l>j1nl,ll:jnl,ll,l,’mla (yl)Hl/’y b= ||( nl)];l 1 sdngdq 0y, 2(ql1 (xnl) + alCIlll (xnl) + Ql(xnl))Hl/Fy !
Jnl 1q,l
n Ih,l n
= al o ||< nl)jlnl,l17jnz,l1,la"/nl,2('Inl)Hl/fyl
Ing,ly L 1

Tny

Vv
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para todo [ > [;. Assim
lim inf [|(£,,)}1" ()| > 1,

]nl llvjnl 11,0
Por outro lado, como (z,,) é U-limitado, cuq] (zn,) + q(x,,) converge fracamente a 0, e o
|

Lema 3.2.4(a) implica que W = {y; : | > L} U {¢"(z,,): k> 1}"'H ¢ fracamente compacto e

U-limitado. Pelo Lema 3.2.4 (b) segue que

limsup || (P} ()17 < Timsup [|(Py,)3! Iy <

Jngoly dng,lq,00mg,2 Jngsly sdng,lq 1Yy 2

contradicao. Isto prova 1.

2. Como (r1(n)) C (n)n>1 temos por (a) que

0< hm mf It o < lim inf M

Tn nzl o Yri(n)

.. j . . .
Definamos 9, := liminf,,~ ”WL(’”? Claramente existe uma subseqiiéncia estritamente crescente
- 7‘1 n

(ra(n)) C (r1(n)) com as propriedades (a), (b) e (c).
Provemos (d). Pela defini¢ao de d; e (r2(n)) C (r1(n)) temos que

51 _ 11 .]7‘1( ), _ 1 jrg(n),ll .
n>1 Vri(n) n>1 ’Yrg(n)

Como 0 < jni, < Yo — Jniy e Para cada n > 2 temos que

M +jn,l1,l2 <1
Tn Tn

Logo

jrg(n),ll +jr2(n),l1,lg S 1,
77"2(71) rYrg(n)

para cada n > 2, e portanto

.77‘2 ) + lim Jra(n),ly,la <1.

Vra(n) Vra(n)

0<51+52—1

Provemos que d; + 6, < 1. Suponha que 6; + 2 = 1, ou seja, lim j;ﬂ% + lim “2(”% =1.
T2 n T2 n

Para simplificar a notacao escreveremos (n) no lugar de (ry(n)). Entao
. In,ly Inlyla
IITILH{T + T} =1
Temos dois casos:
Caso 1. Para infinitos indices n, jn i, + Jniy 1, = Vn- Podemos assumir sem perda de generali-
dade que jn i, + Jnii 1, = Yo Para todo n.
Seja y, = ¢"*(z,). Entdo pelo Lema 3.2.2 temos que
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11, 11,0
||(Pn)j2’l21 7jn,l1,l277n,2 (yn>||1/7" = ||(Pn)]1n’121 7jn,l1,l270(ql2 (xn>>||1/7n

(o2t (@) [V >

Ty sdn,lq,lgs

1
(711 + 1)2/%

para cada n, onde ¥, 2 = Vn — Jniy — Jniil,- Portanto

liminf (P52 5 og (@)Y > 1

Jnylq dnlq\lg o

Por outro lado, o conjunto W = {¢*2(z,,) : n > 1} & compacto e esta contido em U, uma vez

que Iy é fixo. Pelo Lema 3.2.4 segue que

1/
<,

timsup (P 5 o@D < IR

jn,l17jn,l1,127 jn,llvjn,ll,lgv

contradigao.

Caso 2. Para infinitos indices n, jp 1, +Jn 1, 1, < Vn- Podemos supor, sem perda de generalidade,

que Jni, + Jniiie < Yo para cada n. Se definimos oy, = exp (— J—"2>, entdo 0 < o, < 1, () € g

Tn,2
e lima,™ =1 quando n — oo.

Seja yn = ¢2(z,) + anq, (z,). Entdo

1, Iy,
WP, = IR (¢ (@) + and @)
2 Il 1/ In.2 1
= O‘lm H(Pn)jiz’,li7jnl,l1,l27’7n,2(xn)H >

(yn + 1)2/m

para cada n, onde v, 92 = Vn — Jniy — Iniils- Assim

lim inf ||(P, )" () || > 1.

Jnlysdn,lq Lo Yn,2

II-1
N 2

Por outro lado, W = {y, : n > 1} U{¢”(z,) : n > 1} é um conjunto compacto contido em

U, pois I é fixo e (ay,) € ¢g. Pelo Lema 3.2.4 segue que

lim sup || (P,)""2 (ya) |0 < ||(B)" i <1,

jn,l17jn,l1,l27’yn,2 Jn,llmjn,ll,lgfyn,?
contradic¢do. Isto prova (d). O
Lema 3.2.7 Suponha que Iy < ly <l3 < ... < l_1 sejam tais que

.. Jnyiy,lolg,. iy
1. liminf,~; % > 0.
- n
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36
2. Existem 6; > 0 para i =1,2....k — 1 e subseqiiéncias estritamente crescentes
(rp—1(n)) C ... C (r2(n)) C (r1(n))
tais que
(a) r_1(k—1)>k—1.
. jr' n),l1,lo,.. 0.
(b) Jim, R =
(¢) Para cada n > 1 temos que % < W < 20;.
(d) 0< Yl < 1.
Entao:
1. Euxiste Iy > l._1 tal que .
lim inf Inula farebu-1.be > 0.
nzl Tn
2. Existem o > 0 e uma subseqiiéncia estritamente crescente
(ri(n)) C (re-1(n)) C ... C (ra(n)) C (ri(n))
tais que
(a) re(k) > k.
(¢) Para cada n > 1 temos que % < W# < 20y
’l'k. n
(d) 0<SF 6 <1.
Demonstracao. 1. Suponha que para todo [ > [;_; temos que liminf,>; Iy dzdg il 1l 0.

Tn
Entao para cada [ > [, existe n; € N tal que

Ingla o ls,.ole—1,l

Ty

<

~| =

Passando a uma subseqiiéncia podemos supor que (n;) é estritamente crescente. Assim

) TR SR CY PR
hm _—
! Ty

=0.

Temos dois casos:
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Caso 1. Para infinitos indices ny, Jn, ., 1. ; = 0. Podemos supor sem perda de generalidade

~7lk71)

que Jn, iy o, in11 = 0 para todo [ > l;_;. Entao pelo Lema 3.2.2 temos que

1

I doydy_1,l .
e S IR EMIEE
ny

Jngsly sdng,lqslg e dn,ly ol sl 1,0 gk

. H( )l17l27---lk—17l (l‘ )
TS Jng g 5Tng 015k 00 n0q kg el — 1005 Yny ke VT TH

o1l _ n
= (P 250 07m (07 (@) + () [0

Jngoly dng,lqslg e dn,lq loslgslp_ 1>

||1/"/nl

para todo [ > [, _;. Assim

lim inf ||(P,, )12tk (g% (2n) + @)V > 1.

Ingsly dng iy ,lg resdngly lgls ol 1 050y k

Por outro lado, como F tem uma base contratil e [,_; é fixo, temos que

W = {g" () + q(xn,) : 1 > 1} U{gh—1 () : 1 > 1}

¢ fracamente compacto. £ com uma base incondicional e (x,,) U-limitada implica que W é U-

limitado. Pelo Lema 3.2.4 segue que

. l1,lo, 1,0 _
hm sup ||(Pnl)jlnljlJ:z,lll,lz7---7jn,l1,l2,l3,..,lk71701"/nl,k (qlk ' (I‘nl) + qi ('Tnl)) ||1/'Ynl
. llo,lp_1,l 1/v

S 11m Sup ||(Pnl)jnl,ll7j:l,l11,12""7jn7l11121l3’“7lk—1’07’Ynl’k||W " < 1’

contradicao.

Caso 2. Para infinitos indices ny, jp,, du_1i > 0. Podemos supor sem perda de genera-

l1,l2,l3,..

lidade que Jjn, 1,005,054 > O para todo [ > l;_;. Se definimos a; = exp <_\/sz+)’
ny,l1,02,03,. k—1-

Ing gz, 1.l

entdo 0 < a; < 1, (y)en € co e lim; oy e

= 1 quando | — oc.

Seja yy = ¢ (xn,) + uq), (2y,) + @(xn,). Entao

jnlylplzmqlkfpl

Il lg—1,0 U102, 0lk—1,0
H(P"l);n’lj;7-7-7kjnll,’zl,12,“,1,671,1,%”,1@<yl>”1/ynl = % " ”(P”l>j1n’l,21’17-j-f€jnl1,’zl,12,.4,lk,1,zﬁnl,k(‘r”l>H1/an

> o M VT
- (Y, + 1M
para todo | > [;_;. Assim
liminf || (P,,)3% 0 ()7 = 1.

Jng g sdngly g sdng iy lo,lg, .l 1,0 ng k

Por outro lado, como E tem uma base contratil, entao lim oyq)  (#n,) + q(n,) converge fra-
II-1

camente a 0, e agora lx_; fixo implica que W = {y, : | € N} U {¢"*(z,,) : 1 > 1}~ & fracamente
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compacto. Como que F tem uma base incondicional e (x,,) ¢ U-limitada, temos que W & U-
limitado. Pelo Lema 3.2.4 segue que

lim sup ||(B,, )"t IRE

Tng,lysdng ly g eodnglylo,dg, .l 1,0 ng k
I/Wnl

< limsup || (Pnl)ll’lz’""l'“’l’l

Ing iy sdng iy g odngly i, ol 1,0 ng k HW

<1

contradicao. Isto prova 1.

(2.) Como (r4-1(n)) C (n)) temos por (a) que

... e o T () el
0 < liminf Inlals < liminf Iri—1(n),1,l2, o le—1
= Tn nz1 Vrie—1(n)

jrk—l(")ll,lz,...,lk_l
Trg—1(n) ’
crescente (ry(n)) C (rx—1(n)) com as propriedades (a), (b) e (c).

Definamos ¢, := liminf, >, Claramente existe uma subseqiiéncia estritamente

Provemos (d). Seja ¢ < k. Pela definigao de 0; e (ri(n)) C (r;(n)) temos que

51' — lim Jri(m),l,. 0l — lim T (n),l1,.0l .
N LI (N0

Como 0 < jngy ot < Yo — Zi.:ll Jniys,..1; Para cada n > 1 entao

k
Z] l; <1
=1

.n,l1,l2 -----
Tn

Segue dai que

k.
Z ]rk(n),h,...,li S 1

i=1 Vri(n)

para cada n > 1, e portanto

k k .
0<3 6 =3 lim 2t o
i=1 i=1 Tri(n)

k k . , k . J 1y i
Provemos que ;6 < 1. Suponha que ), §; = 1, isto &, > ;" lim rk(vn) l<1) =
’I‘k n

Para simplificar a notagdo escreveremos n em lugar de 7,(n). Assim

k

ZlimM:L

i=1 Tn

Temos dois casos.
Caso 1. Para infinitos indices 1, Y ;| Juiis,ts = Y, OU S€jA, 751 = 0. Podemos supor sem

perda de generalidade que v, , = 0 para cada n.
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Seja ¥, = ¢"*(x,). Entdo pelo Lema 3.2.2 temos que

Loyl 1ol
||(Pn)j2’l21 7jn,;€1,l27”-77n,k (yn>||1/’y” = ||(PTL)]1n’l21 ’jnﬂfl’ZQ""”ynﬂk (qlk (xn))Hl/’Y”

1
2,0l
= NPT ) [ >

(Y + 1)/

k . .
para todo n, onde Yk = Yo — D_;_ Jniiy s, ;- ASSim

lim inf [| (B, )37 (" (@) IV > 1.

Jnlq sdn,lqlg eI,k

Por outro lado, W = {¢%(z,) : n > 1}“’” ¢ um conjunto compacto contido em U, pois [y é fixo.

Pelo Lema 3.2.4 temos que

lim | (P2t ()P

jn,ll 7jn,l1,l2 sees YLk

S H(Pn>l1,l2,...,lk 1/vn

12,0 <1
Jn,llajn,ll,lQM-'u’Yn,kHW )

contradicao.

. . , . k . . .
Caso 2. Para infinitos indices n, > . | jniyio,ts < Yo, i5t0 €, 7 > 0. Podemos supor

(3

sem perda de generalidade que v, > 0 para cada n. Se definimos «,, = exp (—‘ /J—"k), entao

Ik
0<a, <1, (an) € ¢ € lim, a,™ = 1.

Seja y, = ¢'(x,) + anqy, (7,). Entdo

oy -
P2t s W7 = W) (6 () + gy, ()
Tk lidol 1/ ek 1
Z an’yn ||(Pn)jlnilgljv.j;:,fl,lg7"'77”,]6 (xn)” o Z an’yn

(’Yn + 1)k/’y"

k. .
para cada n, onde Y, = Yo — D _iq Jndis,..di- Assim

lim inf ||(P, )42t (yn) || > 1.

jn,ll 7jn,ll,l2 see YLk

I-1
-1,

Por outro lado, o conjunto W = {y,, : n > 1} U {¢"*(z,) : n > 1}~ & compacto, pois I}, é fixo e

() € ¢g. Como (z,) € U-limitado, W é U-limitado. Assim pelo Lema 3.2.4 segue que

: Iz, 112,00 1
llm H (Pn).]ln,li 7jn,;€1,l27“'77n,k (yn> Hl/’yn S H (Pn>‘711,l21 7jn,;€1,l27""7n,k HVI//'YH < 1’
contradigao. Isto prova (d). O

Resumindo temos
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Corolario 3.2.8 Existem uma seqiiéncia estritamente crescente (1;);>1 C N, uma seqiéncia de

nimeros positivos (0;) e seqiéncias estritamente crescentes (r;(n)),>1 de inteiros positivos

(ri(n)) C (ri-1(n)) C ... C (r2(n)) C (ri1(n))
tais que

1. re(k) > k para cada k > 1.

Teluleenle — 5 para cada k> 1

2. lim
n Yri,(n)

3. Para cadan >1 ek > 1 temos que % < % < 20%.
T‘k”l

4o 200 <1

5. Eziste uma seqiéncia (s,) tal que %’“ < an;# < 20, para cada k =1,2,...,n.

Demonstragao. Os items 1,2, 3,4 segue dos Lemas anteriores. Provemos (5). Seja 1 < k < n.
Entao (r,(7));>1 C (1x(j));j>1 assim r,(n) = r4(j) para algum j € N, ou seja,

Jrn(n),d1,02,.l _ JruG)dadz,els
Vrn(n) Vri(5)

Portanto por (3) temos que

5 .7‘ n
% Immliterle o5
2 Vro(n)

Entao defina s, := r,(n) a seqiiéncia diagonal. Assim (s,) é a seqiiéncia desejada.

O

Seja (x,) uma seqiiéncia em E, (¢;) € ¢g e (p;) uma seqiiéncia de nimeros positivos para cada

J, definamos

(1) @ ((wn), (Mo, (p)20) = D ebiat () + Oj1qm, (x5) = 16:] = pi}

=1

onde |g|p; < 1paral <i<j epjq <1

Lema 3.2.9 Seja E um espago de Banach com uma base contrdtil e incondicional (e,), e a norma

satisfazendo a condigcao do Lema 1.5.2.

(a) Seja (x,) uma seqiéncia U-limitada e seja (¢;) € ¢y com |e1| > 1 e |e;| <1 parai > 2. Entao

existem jo € N e uma seqiiéncia de nimeros positivos (p;) tal que

Cly (U (62) ® ((xn)v (mz)zzm (pz)gi_ll)>

€ fracamente compacto e U-limitado.
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(b) Seja f =3, P, € Huw(U; F) e (6) € co com |e1]| > 1 e le| <1 parai > 2. Se (z,) €
U-limitado e (a,) € definida por

- Zesqms (@0) + G, ().

Entao

lim sup [|(£)3 02 5 (an) [0 < 1

~ L 1
Demonstracao. (a) Como (¢;) € ¢y entao existe jo € N tal que |e;,| < —. Definamos

|€1|

I =1, Jo
pi = €]
1 i 7é 17 jO
Provemos que cada seqiiéncia em (J;; (&) @ ((zn), (ms)?_o, (p:))2]) tem uma subseqiiéncia que
converge fracamente.
Seja (an) C U, (6) @ ((zn), (ms)_y, (p:i))2]). Passando a uma subseqiiéncia, se necessario,
temos os seguintes casos:

Caso 1. Existe um j > jy tal que

an € () @ ((@n), (ma)lg, (pi)151)

para cada n > 1. Como (&) @ ((z,,), (m4)_y, (pi))2]) é compacto, existe uma subseqiiéncia de (ay,)

que converge a a € (&) @ ((x,), (mz)l 0 (pz)frll)

Caso 2. Podemos supor sem perda de generalidade que

kj
Clj - Z 6195 szfl (xkj) + 9:113]'4,_1 quj (‘Tkj>
i=1
com (k;) estritamente crescente.
Seja
> .
@ = D et (@)

i=1

Pelo Lema 1.3.3 o conjunto W = {@; : j > 1} é relativamente compacto e U-limitado. Passando
a uma subseqiiéncia, se necessario, podemos supor que existe lima; = a € clgW.

Por outro lado,
o

a_j - a’] = Z Elequz 1( g) - 0‘]7{]'4,1 quj ('Ikg)

i=kj+1
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Como E tem uma base contratil temos que 0y, 1@y, (7x;) converge fracamente a 0 quando
j — oo. Pelo Lema 1.3.3, Zz?ikj—f—l e0iqp  (xx;) converge a 0 quando j — oo.

Assim @; — a; converge fracamente a 0. Como a; —a = a; —a; +a; — a temos que (aj) converge
fracamente a a.

Pelos casos 1 e 2 segue que ;s (€) ® ((zn), (ms)_y, (p))21)) & relativamente fracamente
compacto.

Portanto

Clu (U (e) @ ((za), (ma)]_ 07(/)@)5*11))
Jj=jo

¢ fracamente compacto, e o Teorema 1.2.13 implica que

Clu <U(ei)®(($n) (ma)] o>(ﬂz)i+11)) c U (@) @ (@), (mi)lg, (pi)21) U clp(W).

J=jo J=jo
Agora, suponha que U = rBg. Como (x,) é U- limitado entdo existe 0 < s < r tal que

(x,) C sBg. A hipotese de base incondicional implica que

() ® ((xn), (Ma)l_g, (p)I11) C sBg C U.
Segue dai que
() ® (), (Mg, (p:)I21)

é U-limitado. Como clgW é U-limitado temos que

U (1) ® ((zn), (m1>7, =0 (pz)l 1)) UclgW

Jj>jo

é U-limitado. Portanto a primeira parte do Lema esté provada.

(b) Como
i sup | (P05 (a7
p k1 k2o hin 1 \ A0
. = m Jm
< limsup sup HPn(Z €iliqm: () + Ops1qn ()|

k kjo /v
n

. . /n
< dimsup || P> e, () + O, (2) ]|
=1
< limsup|| P, Hl/’yn 1
= (U, 5 1 ()@ (@) o (o))

o Lema segue de (a) e Teorema 1.1.5. O

Lema 3.2.10 [7, Lema 2.6] Dados (6;) € {1 com 6; > 0 e a > 0 existe uma seqiiéncia estritamente

crescente (1;) de numeros positivos tal que
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(a) lim;¢; = oo
(b) > i =a

Demonstragao. Para cada k € N existe p, € N tal que Zfipk 8 < 47k,
Podemos supor que p; < ps < ... < pp < ...

Agora

o.] o o

s = Z a2¥ Z Oom | < Za2k4_k = ZaQ‘k =a

k=1 PL<m<pri1 k=1 k=1

Definamos
s 1<i<
wi — Z?i1 ' 9j B h
a2k Pe <1< pry1,k>1

O

Teorema 3.2.11 Sejam E e F espagos de Banach, E com uma base contrdtil e incondicional.

Seja U uma bola aberta em E centrada no origem. Entao
Ho(U; F) = H,(U; F)
para cada espago de Banach F .

Demonstragdo. E obvio que H,(U; F) C Hy(U; F). Suponha que Hy,(U; F) € Hy(U; F). Seja
f=> P, € Huw(U; F)\ Hp(U; F) e (x,) dados pelo Lema 3.2.1. Considere as seqiiéncias (I;)%2;,
(0;) € (sn)n>1 dadas pelo Corolario 3.2.8.

Pelo Lema 3.2.10 existe (¢)52, com ¢, > 0 e ¢, — oo tal que Y -, 205, = log 2.

Seja €, = exp(—) para cada k > 2. Entdo 0 < ¢, < 1, (&) € g, €

- 1
log(e3™ ... e)n) = — Z 20k > —log(2) = 10g<§)-
k=2

Daqui
1
26 26,
€ ... €6 2> 3
para todo n > 2.
Se €, = exp(%), entao 6(151/2 = e?. Assim

61/2 26 e?
e 2 >
2
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para todo n € N.

Considere a seqiiéncia (y,,) definida por

n

y?’l - Z ESqll:_l (xSn) + qn(x5n>

s=1

Sendo (xg,) uma seqiiéncia U-limitada, o Lema 3.2.9 implica que

lim sup || (P, )2l (y) ||/ < 1.

jsn,ll 7jsn,ll,l2 7"'7jsn,l1,l2,l3p“,ln sYsn,n

Por outro lado, pelo Lema 3.2.2 e os comentarios que seguem ao Lema 3.2.1 temos que

(P, )5 () [/

jsn,ll 7"'7jsn,l1,l2,l3,“‘,ln77577,,71

Isp,ly Isp,lylo,lg, . in _—

_ Vsn Vsn 150255l 1/7s
= 6" € 1(Fs,,); : (@s,)[|/7on
1 n S/ s by oo Jsn b1 la g, sl " Ysm,n N ST
Jsn,ly Tsn, 1,500,053, ln 1

Ysn Ysn
Z " (o T 1)
Sn
IVSn )
Jsn,lq Isn, 11,500,053, ln 1
s s
Z 61 o .. .€n o -
e

para todo n > 1.

Pelo Corolério 3.2.8, %’“ < ]";1—”“ < 20 for every k = 1,2,..,n. Comoe; >1e0<¢ <1

sn

para k > 2, segue que

Fsp,ly Tsm,l1,09,03,ln 2
61/2 2 €
El’st En Ysn > 611/ 62(52 ”21671 Z E
Assim
10,00 / e’ €
15025 05tn 1 Vsn _ =
1CPs ) g ety ity o W) 7 2 50 = 5
Portanto
. . l1,02,.ln 1/'st
lim inf H(Psn)jsn,zlan,zl,lg7--~7jsn,11,12,13 ..... InsYsn,n (yn)H > 1,
contradicao. Portanto Hy,(U; F)) = Hy(U; F). O

O teorema seguinte foi provada por Carrion |7| para fungoes inteiras, aqui ndés provamos o

teorema para bolas centradas na origem.

Teorema 3.2.12 Seja E um espag¢o de Banach com base incondicional. Seja U uma bola em E

centrado na origem. Se E nao contém uma copia de €1 entdao
Howu(U; F) = Hy (U F) = Hypse(U; F)

para cada espago de Banach F .
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Demonstragao. Sabemos que se E tem uma base incondicional, entao E nao contém uma copia
de 1 se e s6 se a base de F ¢ contratil (ver [15, Teorema 1.¢.9] ). Portanto o Teorema 3.2.11 implica
que Hu(U; F) = Hyp(U; F). Como Hyse(U; F) C Ho(U; F) temos que Hyse(Us F) C Hy(U; F).
Entao o Teorema 2.2.4 e a Proposi¢ao 2.2.2, implicam que Hyse(U; F)) = Ho(U; F) = Hy(U; F)N
Hy(U; F) = Hoo(U; F). O

A hipotese de base incondicional foi importante neste trabalho, principalmente para provar o
Teorema 3.2.11. E também para que os conjuntos considerados no saiam da bola centrada na
origem U. Seria interessante mostrar o teorema para abertos arbitrarios. Mas ainda eliminar esta

hipotese de incondicionalidade neste teorema, corrigindo assim o [8, Theorem 11].



Referéncias Bibliograficas

1]

2l

3]

4]

[5]

(6]

17l

8]

9]

[10]

[11]

R. ARON, Weakly uniformly continuous and weakly sequentially continuous entire functions.
Advances in Holomorphy, J. A. Barroso (ed.) North-Holland Math. Stud. 34, North-Holland,
Amsterdam, 1979.

R. ARON, C. HERVES, AND M. VALDIVIA, Weakly continuous mappings on Banach spaces.
J. Funct. Anal. 52 (1983), 189-204.

R. ARON AND J. PROLLA Polynomial approximation of differentiable functions on Banach
spaces. J. Reine Angew. Math. 313 (1980), 195-216.

S. BERRIOS, Fungoes holomorfas fracamente continuas em espacos de Banach. 620 Seminario

Brasileiro de Analise, 2005, Rio de Janeiro. Atas 620 Seminéario Brasileiro de Analise,2005.

S. BERRIOS, Weakly continuous holomorphic functions on Banach spaces with a shrinking

and unconditional basis. 2006 (Artigo Submetido).

P. A. BURLANDY AND L. A. MORAES, The spectrum of an algebra of weakly continuous
holomorphic mappings. Indag. Math. N. S. 11 (2000), 525-532.

H. CARRION, Funcoes inteiras em espagos de Banach com dual separdvel. Tese de Doutorado,
Universidade Estadual de Campinas, Brasil, 2002.

H. CARRION, Entire functions on Banach spaces with a separable dual. J. Funct. Anal. 189.
(2002), 496-514.

J. DIESTEL, Sequences and Series in Banach Spaces. Springer, New York 1984.

S. DINEEN, Complex Analysis in Locally Convex Spaces. North-Holland Math. Stud. 57,
North-Holland, Amsterdam, 1981.

S. DINEEN, Entire functions on cy. J. Funct. Anal. 52 (1983), 205-283.

46



Referéncias Bibliogrdficas 47

[12] S. DINEEN, Complex Analysis on Infinite Dimensional Spaces. Springer, London, 1999.
[13] K. FLORET, Weakly Compact Sets. Lectures Notes in Math. 801, Springer, Berlin, 1980.

[14] J. GUTIERREZ, Weakly continuous functions on Banach spaces not containing l;. Proc. Amer.
Math. Soc. 119 (1993), 147-152.

[15] J. LINDENSTRAUSS AND L. TZAFRIRI, Classical Banach Spaces I. Springer, New York, 1977.
[16] J. MARTI, Introduction to the Theory of Bases. Springer, New York, 1969.

[17] L. A. MORAES, Weakly continuous holomorphic mappings. Proc. Royal Irish Academy 97A
(1997), 139-144.

[18] J. MuuyicA, Complex Analysis in Banach Spaces. North-Holland Math. Stud. 120. North-
Holland, Amsterdam, 1986.

[19] H. P. ROSENTHAL, Some recent discoveries in the isomorphic theory of Banach spaces. Bull.
Amer. Math. Soc. 84 (1978), 803-831



