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Resumo

Neste trabalho, o principal interesse é estudar as medidas de distancia genética para
loci de microsatélites baseadas nos desvios absolutos e quadraticos sob o modelo de mu-
tagao “stepwise”.

Os estudos em microsatélites tém sido cada vez mais freqiientes devido a sua im-
portancia na aplicacao em mapeamento genético. Desta forma, surgeriu-se um modelo
para explicar a mutagao nas seqiiéncias de repeticoes nos loci de microsatélites, que é
conhecido por modelo de mutagao “stepwise’. Nesse modelo supoe-se que a cada geragao,
cada alelo pode sofrer mutacao para outra classe alélica. Na sua forma mais simples,
que é o modelo mutacional de um passo o alelo pode sofrer mutacao, aumentando ou
diminuindo em um estado com probabilidade 3. Vamos assumir o modelo de mutacao
“stepwise” de um passo para desenvolver as medidas de distancia baseadas nos desvios
absolutos e quadraticos.

Propoe-se dois testes de homogeneidade, um baseado na medida de distancia dos
desvios quadraticos e outro na dos devios absolutos. Suas distribuicoes assintoticas sao
estudadas utilizando-se a teoria de Estatistica U.

Para verificar os resultados analiticos com respeito a distribuicao assintotica, um mod-
elo de simulagao foi aplicado baseado no modelo de mutacao “stepwise” de um passo e na
teoria de coalescéncia.

Os testes de homogeneidade sao aplicados a dados reais com o interesse de verificar
se existe ou nao diferenca na variacao do niimero de repeticoes para os grupos definidos

pela etnia e o indice de alcolismo (ALDX1) em um determinado locus.
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Abstract

In this work, the main interest is to study the measures of genetic distance for mi-
crosatellite loci based on the absolute and the quadratic differences under the “it stepwise”
mutation model.

The study in microsatellite has become the mainstay due to its importance to develop
genetic map. Therefore, one suggests a model to explain the mutation that occurs in
the repeated sequence (microsatellite loci), called “stepwise’” mutation model. The model
assumes that in each generation, each allele can mutate to another allelic class. In the
simplest case, which we call the “one-step model”, ones assumes that the allele can increase
or decrease by one unit with probability 5. We assume the one-step model to develop the
measures of genetic distance based on absolute and quadratic differences.

We suggest two types of homogeneity tests, one based in the measure of quadratic
distance and the other based in the absolute distance. Its asymptotic distributions are
going to be study using U-statistics theory.

In order to certify the analytical results about the asymptotic distribution, a simulation
study based on one-step mutation model and coalescence theory was employed.

An application using real microsatellite data was performed in order to verify if there
are differences in the distribution in the repeat sequence among groups defined by ethnicity

and alcoholism index (ALDX1) in a determined locus using the homogeneity tests.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

Um dos objetivos em estudos genéticos é descrever a quantidade de variacao genética entre
os individuos dentre e entre populagoes. As medidas de variacao genética devem refletir
mudancas temporal e espacial, por exemplo, mutacoes que ocorrem ao longo do tempo
e mutagoes que ocorrem devido ao meio ambiente. Além disso, segundo Chakraborty
et al. (1991), essas medidas devem estar fortemente relacionadas com diferentes fatores
evolucionarios, como mutacao e selecao natural.

Duas classes de medidas sao consideradas:
e variabilidade genética dentre populagoes;
e variabilidade genética entre populacoes.

Antes da descoberta de métodos sorologicos para detectar variabilidade genética, va-
riacao morfologica era a maneira mais popular de se avaliar a variabilidade em quase
todos os organismos. Embora a variagao morfoldgica seja a maneira mais conveniente de
se identificar diferengas entre individuos, segundo Chakraborty et al. (1991), o principal

problema de medir variagao dessa maneira é que nao temos certeza sobre o que é realmente



2 CAPITULO 1. INTRODUCAO

variabilidade genética. Isso se d& devido a fatores ambientais que tém papel importante

na variagao morfoloégica e esta variacao ¢ dificil de quantificar.

Com o advento de métodos bioquimicos, e com a descoberta de tecnologia de DNA re-
combinante, as dificuldades apresentadas anteriormente foram superadas, pois a variacao

genética pode ser detectada a nivel molecular.

A origem de estudos sobre distancia genética predata da descoberta de marcadores

genéticos e a observacao de diferencas nas freqiiéncias dos alelos.

Com a descoberta de polimorfismo em microsatélites (VNTR-variable number of tan-
dem repeat), medidas de distancia genética foram sugeridas por diversos autores para a
andlise de variacao genética com base no ntimero de repeticoes. Os microsatélites, tam-
bém denominados de repeticoes de seqiiéncias simples, compreendem uma classe de DNA
repetitivo composto de dois a seis pares de base e encontram-se dispersos no genoma da
grande maioria dos organismos estudados (Freimer & Slatkin, 1996). O polimorfismo gera
variabilidade genética. Fondon & Garner (2004) sugerem por meio de estudos compara-
tivos entre a morfologia e o genoma que a variacao do tamanho de loci de microsatélites
sdo a maior fonte de variagdo morfologica. Os locus (ou no plural loci) é um local onde se
encontra uma seqiiéncia de repeti¢ao (mais detalhes ver Se¢ao 1.2). Esses locisao definidos
pelas seqiiéncias que os flanqueiam, essas seqiiéncias estao dispostas no cromossomo antes
e depois de cada locus de microsatélites. Dependendo da técnica laboratorial utilizada, o
tamanho alélico inclui, além do comprimento das unidades de repeticao, o comprimento
das seqiiéncias flanqueadoras. Os alelos sao definidos pelo niimero de repeticoes de nu-

cleotideos, que é o material genético que compoe o DNA (mais detalhes ver Secao 1.2).

A alta taxa de mutac¢ao dos loci de microsatélites, comparado com outras regioes do
DNA (como as regives SNP “single nucleotide polymorphism”), gera uma grande variagao
genética. O SNP é uma variacdo na seqiiéncia de DNA que ocorre quando um tnico
nucleodideo (A, T, C ou G) no genoma difere entre membros de uma espécie ou entre
pares de cromossomos no individuo. Por exemplo, duas seqiiéncias de fragmentos de DNA

de diferentes individuos, AAGCCTA e AAGCTTA, contem uma diferenca em um tnico
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nucleotideo. Neste caso é o C e T.

Os loci de microsatélites podem ser mais informativos em estudos da relagao entre
espécies mais proximamente relacionadas, como também entre subpopulacoes de uma
tinica espécie (Goldstein et al., 1995), ou seja, estes detectam pequena variagio existente
entre espécies. Embora os microsatélites sejam muito tteis para determinar a estrutura
populacional e as relagoes entre espécies mais proximamente relacionadas, eles podem ser
menos informativos para relacao entre espécies mais distantes geneticamente. Isso se deve

ao fato da variagdo nos nimeros de repetigoes ser muito grande (Goldstein et al., 1995).

A instabilidade genética que ocorre em certas repeticoes pode implicar na heranca
de certas doencas congénitas como, por exemplo, a distrofia spino-bulbo muscular e a
Sindrome do retardamento mental. O mecanismo para instabilidade das repetigcoes é

desconhecido, estudos sugerem que a instabilidade aumenta com o tamanho do alelo

(Valdes & Slatkin, 1993).

O processo de mutacao nesses loci nao apresenta falta de memoria, ou seja, quando
uma mutacao ocorre, o novo alelo tem informacao sobre o estado do alelo ancestral.
Neste caso, a diferenca no comprimento entre alelos contém informacao filogenética. As
estatisticas desenvolvidas por Goldstein et al.(1995) e por Slatkin (1995) incluem essa

informagao e sao equivalentes.

Um grande nimero de medidas de distancia genética pode ser aplicado aos micro-
satélites, mas existem poucos estudos tedricos e inferenciais sobre a confiabilidade dos

resultados obtidos.

Alelos de muitos desses loct podem estar envolvidos pelo processo de mutacao “step-
wise’, pelo qual os alelos sofrem mutacao para mais ou menos uma ou duas unidades de
repeticao. O modelo de mutacao de um passo, pelo qual os alelos sofrem mudanca em
uma unidade de repetigao, é freqiientemente mais utilizado. Embora Valdes (1993) tenha
mostrado que esse modelo de mutacao é consistente com a distribuicao dos alelos nos loci
de microsatélites, Di Rienzo et al. (1994) fornece evidéncias de que este pode nao ser

suficiente para modelar a distribuicao das freqiiéncias alélicas nos loci de microsatélites.
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Essa é uma questao aberta e mais estudos sobre esse modelo devem ser feitos.

O objetivo da dissertacao é estudar as medidas de distancia genética para loci de
microsatélites baseadas nos desvios absolutos e quadraticos sob o modelo de mutacao
“stepwise’. Para isso, na Se¢ao 1.2 é feita uma introducgao de conceitos basicos de biologia
molecular e genética populacional, para melhor entendimento do texto, como também
introduziremos medidas de distancia muito utilizadas em genética populacional, e que sao
importantes para o estudo de variabilidade dentre e entre populagoes. Na Secao 1.3 é
introduzida a teoria de Processo de coalescéncia, pois esta serd importante para o estudo

de medidas de distancia genética baseada em [oci de microsatélites.

No Capitulo 2 é feita uma revisao do modelo de mutacao “stepwise”’ aplicados a loci
de microsatélites. Sob este modelo, a distribuicao das freqiiéncias alélicas nao apresenta
distribuicao limite e desta forma é necesséario ser desenvolvida uma outra estatistica para
trabalhar com esse modelo. Uma alternativa é utilizar o momento das freqiiéncias alélicas,
que ¢é a probabilidade de que dois genes, que sao aleatoriamente amostrados na populacao,

se diferenciem de j unidades de repetigao.

No Capitulo 3 faz-se uma extensao da teoria de coalescéncia introduzida na Secao
1.3 para loci de microsatélites, a fim de estudar os estimadores das medidas de distancia

genética desenvolvidas por Slatkin (1995) e encontrar suas distribuicoes.

No Capitulo 4 propomos medidas de distancia genética dentre e entre populagoes
baseadas na medida desenvolvida por Shriver et al. (1995). Propomos essas medidas
como forma de encontrar medidas mais robustas do que as medidas propostas por Slatkin

(1995).

No Capitulo 5 fazemos a aplicacao a dados reais das medidas propostas. Fazemos

também um modelo de simulagao para verificar os resultados teoricos obtidos.



1.2. CONCEITOS BASICOS DE BIOLOGIA MOLECULAR 5

1.2 Conceitos basicos de biologia molecular

Os estudos genéticos tornaram-se de grande importancia nos dias de hoje. Através deles
foi possivel detectar diferencas genéticas entre os organismos e mesmo entre as mesmas
espécies. Atualmente, diferencas genéticas entre organismos sao freqiientemente encon-
tradas diretamente da analise molecular do DNA ou das proteinas. A anélise genética
é possivel em qualquer organismo. Por esse motivo, os conceitos e experimentos em
genética populacional tém se tornado importantes para toda area da biologia moderna
(Hartl, 2000).

A genética populacional é o estudo da ocorréncia natural de diferencas genéticas entre
organismos. Diferencas genéticas que sao comuns entre organismos da mesma espécie sao
chamadas em genética de polimorfismo, enquanto que diferencas genéticas que acumu-
lam entre espécies sao chamadas de divergéncia genética (Hartl, 2000).

Gene ¢ um termo geral para uma entidade fisica transmitida dos pais para os seus des-
cendentes durante um processo de reproducao, que influencia a caracteristica hereditaria.
O conjunto de genes presente num individuo constitui o seu gendétipo. A expressao fisica
do genotipo é chamada de fenétipo.

Os genes podem existir em diferentes formas e estados e essas formas alternativas do
gene sao chamadas de alelos. Do ponto de vista bioquimico, no organismo eucarionte,
no qual o material genético esta envolto por uma membrana (envoltorio nuclear), o gene
corresponde a uma seqiiéncia especifica de nucleotideos ao longo da molécula de DNA.
Diferentes seqiiéncias de nucleotideos que ocorrem no gene representam os alelos. O DNA
é o material genético e existem 4 tipos de nucleotideos no DNA, que sao reconhecidos de
acordo com as bases de nitrogenadas, Adenina (A), Citosina (C), Guanina (G) e
Timina (T). No caso de microsatélites, os alelos sao definidos pelo nimero de repetigoes
de pares de bases de nitrogénio.

O DNA (4cido desoxiribonucléico) é o responsavel pelo armazenamento e transmissao
da informagao genética (Junqueira & Carneiro, 1991). A molécula de DNA consiste em

duas cadeias de nucleotideos dispostas em hélice. Ao contrario do DNA, a molécula de
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RNA (4cido ribonucléico) é um filamento tinico. No entanto, o RNA passa a informagao
genética do DNA para as proteinas celulares.

As tecnologias de analise molecular da variabilidade do DNA permitem determinar
pontos de referéncia nos cromossomos, tecnicamente denominados marcadores mole-
culares. Por marcador molecular define-se todo e qualquer fen6tipo molecular oriundo
de um gene expresso ou de um segmento especifico de DNA.

No texto fazemos a distin¢ao entre locus (loci no plural) e sitio. Em ambos os casos
sao locais marcados no cromossomo. No entanto, consideramos que o sitio determina um
local com uma base de nitrogénio e o locus determina uma seqiiéncia de repeticao. O

esquema a seguir ilustra esse fato.

A CTACTACTACT

~—~—
Sitio

Figura 1.1: Esquema ilustrando a diferenca entre locu e sitio.

Para uma identificacao do gendtipo existem diversas técnicas e uma delas é conhecida
por eletroforese, que é a separacao da carga da molécula em campo elétrico. Fragmen-
tos de DNA de tamanhos diferentes se movem no gel em resposta a uma carga elétrica
em diferentes taxas e cada fragmento migra numa distancia proporcional ao logaritmo
do seu tamanho. A posicao de cada tamanho do fragmento pode ser localizada no gel
visualizando-o sob a luz ultravioleta, onde a concentragao de cada tamanho do fragmento
produz uma banda fluorescente através do gel (Hartl, 2000).

Um dos atributos universais da populagao natural é a diversidade fenotipica. Para
muitas caracteristicas, muitos fenotipos diferentes podem ser encontrados entre individuos
de uma mesma populacao. Entre os homens, por exemplo, existem diversidades com

respeito ao peso, a cor do cabelo, a cor de pele, etc. A genética populacional deve saber
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lidar com as diversidades fenotipicas, especialmente com a porcao da diversidade que é
causada por diferencas no genodtipo entre individuos. Variacao genética, na forma de alelos
miultiplos em muitos genes, existe na maioria da populagao natural.

Um gene polimérfico é tipicamente definido como sendo um gene para o qual existe
uma probabilidade maior que 99% de observar mais que um alelo numa amostra de 100
genes (50 individuos diploides). De outra forma, um gene monomorfico é aquele que
nao é polimoérfico, mais detalhes na Secao 1.2.1.

Alelos na populacao natural usualmente diferem em freqiiéncia de um alelo para outro.
A freqiiéncia alélica de um dado alelo entre um grupo de individuos é definida como sendo
a proporcao de todos os alelos no locus que sao de um dado tipo. A proporcao de um
dado alelo na amostra é igual a 2 vezes o nimero de gen6tipos homozigoticos para o
alelo (porque cada homozigoto carrega 2 copias do alelo) mais o nimero de genétipos
heterozigoticos por alelo (pois cada heterozigoto carrega uma copia), dividido por duas
vezes o tamanho populacional na amostra (pois cada individuo diploide carrega dois alelos
no locus), como pode ser visto pela relagdo abaixo

2na4 + Naq
pa=——o—.
2n

Em genética populacional, a palavra popula¢cao nao se refere a espécie como um todo
e sim a um grupo de individuos de uma mesma espécie vivendo numa area geografica, de
forma que cada membro pode potencialmente se acasalar com qualquer outro membro.
No caso, a populagao a ser considerada, serd aquela que tem a capacidade de deixar
descendentes. Desta forma, sera considerado o tamanho populacional efetivo, Ne, ou seja,
o tamanho da populacao de individuos que tem capacidade de deixar descendentes. Uma
hipotese freqiiente nos modelos de estatistica genética é que a populagao seja panmitica,
aquela em que nao se admite migragao e na qual o acasalamento é aleatorio.

Recombinacao genética é um fenémeno que esté intimamente ligado com a meiose
celular, que é um processo de divisao celular pelo qual as células dipléides de linhagem
germinativa dao origem a gametas haploides. Uma das causas do aumento da variabilidade

genética é a ocorréncia de recombinacao genética.
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Novas variacoes genéticas sao geradas por mutagoes no material genético. Assim, a
mutacao é a fonte fundamental de variagao genética. O termo mutagao é utilizado no
sentido de todas as mudancas genéticas, incluindo substituicoes de bases na molécula de
DNA, mudancas na localizacao de elementos genéticos e reorganizacao dos cromossomos.
A mutacao seletivamente neutra é uma situacao na qual diferentes tipos de alelos de um

determinado gene conferem a mesma chance de sofrerem mutagao.

1.2.1 Modelos evolutivos

Um modelo, em geral, é uma simplificagao intencional de uma situagdo complexa (Hartl,
2000). Em genética populacional, fatores como tamanho populacional, distribuigao geo-
grafica dos individuos, mutagao, selecao natural devem ser levados em consideracao. Em-
bora tenhamos interesse em entender e relacionar esses fatores, eles se interagem de uma
forma tao complexa, que se torna dificil avalid-los simultaneamente.

Um modelo muito utilizado em genética populacional é o modelo matematico, o qual é
um conjunto de hipdteses que especifica relacoes matematicas entre medidas e quantidades
ditas como parametros que caracterizam uma populagao. Modelos matematicos sao mais
simples do que a situacao real para a qual eles sao construidos. Muitas caracteristicas do
sistema real sao propositadamente deixadas de fora do modelo, porque se incluirmos todos
os aspectos do sistema no modelo, poderemos deixi-lo muito complexo. Em condicoes
ideais, um modelo matematico deve incluir todas as caracteristicas essenciais ao sistema
e excluir aquelas que nao sao essenciais.

Dois modelos sao muito utilizados em teoria evolutiva, o modelo de sitios infinitos
e modelo de Wright-Fisher. Kimura (1969) formulou o modelo de sitios infinitos, no
qual se considera que o numero total de sitios em uma seqiiéncia de DNA é muito grande
e a taxa de mutagdo por sitio é muito pequena. Kimura (1968) sugeriu que parte da
variagdo observada em nivel molecular é seletivamente neutra. Fisher (1930) e Wright

(1931) desenvolveram o modelo de Wright-Fisher, com as seguintes suposicoes:

1. Acasalamentos aleatorios;
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2. Tamanho populacional grande e constante;
3. Nao ha migracao entre populagoes;
4. Nao h& mutacao genética;
5. Nao ha efeito de selecao natural e
6. Presenca de neutralidade, ou seja, nao existe diferencas seletivas entre os alelos.

As suposicoes do modelo de sitios infinitos nao sao razoaveis para o o desenvolvimento
de medidas de distancia em loci de microsatélites, pois estamos analisando o que acontece
locus a locus. No entanto, algumas suposi¢oes do modelo de Wright-Fisher serao utilizadas,

que correspondem aquelas do equilibrio de Hardy-Weinberg:
1. Acasalamentos aleatorios;
2. Tamanho populacional grande;
3. Nao ha migragao entre populagoes;
4. Nao h& mutagao genética e
5. Nao héa efeito de selecao natural.

A suposicao 4 sera deixada de lado, pois supomos que ocorre mutacao genética e que esta

é seletivamente neutra.

1.2.2 Medidas de distancia genética dentre uma populagao

Quando falamos em genética de populacoes uma questao importante surge, a existéncia
de estrutura populacional. Uma populacao pode ser definida como sendo um grupo de
individuos que vivem juntos no tempo e no espaco. Quando existem vérios segmentos
em uma mesma populagao isso indica que existe uma estrutura populacional. Para esse

proposito, em genética populacional considera-se que dentro da populacao os individuos



10 CAPITULO 1. INTRODUCAO

estao aleatoriamente distribuidos e, entao, cada membro tem igual chance de acasalar com
o outro. Esse conceito é de uma populacao ideal, freqiientemente chamado de acasala-
mento aleatoério ou populagao panmitica.

As medidas utilizadas em genética populacional para encontrar variacao genética den-

tre populagao sao:

1. Propor¢ao de Loci polimdrficos. Segundo Chakraborty et al. (1991), uma definigdo
mais geral para polimorfismo é a probabilidade do alelo mais comum menor ou
igual a um valor fracionario escolhido arbitrariamente (¢ < 1), geralmente ¢ = 0.99
ou ¢ = 0.995 é tomado como critério de polimorfismo. A proporcao de loci satis-
fazendo esse critério é chamada de propor¢ao de loci polimoérficos (P) e fornece uma
medida de variacao genética na populacao. Se todos individuos sao idénticos, em
particular homozigotos num mesmo alelo em um determinado locus, este é chamado
de monomorfico, sendo assim pouca variacao é encontrada. Um problema dessa
medida é que o valor ¢ nao estd totalmente independente do tamanho amostral.
Por exemplo, numa amostra de n individuos diploides, n pequeno, qualquer alelo
com probabilidade P (0 < P < 1) tem a probabilidade de (1 — P)** de nao ser

representado na amostra.

2. Diversidade Génica. E uma medida alternativa de variacdo genética e é definida pela
probabilidade de dois genes de um mesmo locus, escolhidos aleatoriamente a partir
de uma populagao, serem dissimilares geneticamente. Se p1, ps, ..., pr representam a
verdadeira proporcao de k alelos segregantes, ou seja, k alelos que sao diferentes num

k

mesmo locus, a diversidade génica no locus é definida por h =1 — 5 p. Em uma
i=1
populacao com acasalamento aleatorio, isso é equivalente a probabilidade de indivi-

duos heterozigotos. Originalmente, essa medida foi sugerida por Gini (1912) e rein-
k

ventada por Simpson (1949) para estudos ecologicos. Nei (1972) definiu J = pr
i=1
como identidade génica e em certas situacoes tem implicacao bioldgica interessante.

Por exemplo, em uma populagao com acasalamento aleatorio essa medida é equiva-
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lente & homozigosidade na populacao. A quantidade h é sempre nao negativa. O
valor minimo (zero) é atingido quando existe um perfeito monomorfismo (p; = 1
para um anico i e zero para os outros k—1). O valor maximo esté ligado ao niimero
de alelos segregantes na populagao, (kK — 1)/k. A diversidade génica méaxima ¢é
atingida quando todos os alelos segregantes tém probabilidade igual de ocorréncia

na populagao. O valor maximo se aproxima de 1 quando k£ — oc.

Indice de informacio de Shannon. E uma outra medida de diversidade muito

utilizada no contexto de estudos evolucionarios e ecologicos. Esta é definida por

k
hy == pilnp;.
=1

. Numero de alelos. Embora a diversidade génica e indice de informagao de Shannon

tenham recebido o maximo de atencao para medir variagao genética dentre popu-
lacoes, uma caracteristica perturbadora dessas medidas é que suas magnitudes nao
sao sensiveis ao nimero de alelos presentes em baixa proporcao na populacao. Por
exemplo, mesmo se a diversidade alélica é muito grande num mesmo locus na po-
pulacao, ou seja, k — oo, se uma ou algumas delas sao predominantes e as outras
raras, a diversidade génica pelo indice de Shannon sera pequena. Conseqiientemente,
uma medida alternativa de variacao genética pode ser simplesmente o ntimero de
diferentes tipos alélicos no locus, desconsiderando suas propor¢oes. Um fator ruim
para essa medida é que desconsidera a propor¢ao com que ocorrem os varios alelos
na populacao. Além disso, o numero esperado de alelos distintos na amostra de-
pende do tamanho amostral. Com a descoberta de polimorfismo em microsatélites
(VNTR-variable number of tandem repeat), essa medida tornou-se uma estatistica

util e informativa na variacao genética da populagao.

Medidas de diversidade unificadas. E uma tentativa de unificar as medidas de diver-
sidade sob um tnico método matemético. Rao (1982a), considerou um unico locus
com k alelos diferentes, ocorrendo com proporc¢oes pi, po, . .., pr na populacao. De-

notou h(p) = h(p1,pe,...,pr) a medida de diversidade e assumiu que esta satisfaz
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os seguintes postulados:

i) h(p) é simétrica com respeito aos componentes do vetor p e tem valor maximo
no vetor e = (1/k,1/k,...,1/k), ou seja, quando todo os k alelos tém a mesma

proporcgao de ocorréncia na populacao.

ii) h(p) admite derivadas parciais até segunda ordem para as k — 1 componentes

independentes e h”(p) ¢ a matriz de derivadas de segunda ordem, h"(p) = [h;(p)]
0”h(p)
OpiOp;
iii) h(p +e) = 1/2[h(p) + h(e)] = c[h(e) — h(p)] em que ¢ é constante. Entao h(p)

para i,j =1,2,...,k —1 com hj;(p) = continua e nao nula em p = e.

tem que ser da forma

h(p) = a[l — pr] +b,

em que a > 0 e b sao constantes.

Rao (1982b) e Rao & Boudreau (1984) indicaram medidas de diversidades. Entre

elas estao:

e a-ordem entropia de Havrda e Charavat, definida por

ha(p) =[1 — pr‘][Z"_l —1] para «a >0 ea#1;

entropia de Shannon pareada, definida por

hp(p) = — Zpilnpi - 2(1 — p)in(l —p;);

a graus de entropia de Renyi, definida por

he(p) = (1 — Oz)_lln(Zp?) para 0 < a < 1;

funcao y-entropia, definida por

hyp)=[1-0O_p")V)/1-27" para v>0 e y#1L
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Todas essas medidas satisfazem duas condigoes:

C1: h(p) = 0 se somente se todas componentes do vetor p sao zeros exceto uma, isto
é, p; = 1 para um 1.

C2: h[Ap + (1 — N)q] > Aha(p) + (1 — A)h(q), com igualdade se somente se p = q

(propriedade de concavidade).

1.2.3 Medidas de distancia genética entre populacgoes

Supoe-se que dois individuos sao escolhidos aleatoriamente, um de cada populagao. O
conceito de distancia entre duas populacoes esta ligado a magnitude de diversidade entre
elas, corrigido pela variacao dentro da populagao.

Seja D;; a distancia entre a populacao i e j. Essa distancia deve satisfazer as seguintes
propriedades matematicas:

i) D;; > 0 com igualdade se e somente se i = j;

ii) desigualdade triangular, isto é, para 3 populacdes ¢, j e k devemos ter D;; <
Dix + Djp.

As duas condicoes implicam que as populacoes podem ser consideradas como pontos
distintos no espaco euclidiano e suas distancias medidas como a distancia geométrica entre
0s pontos.

Os indices de distancia genética podem ser classificados em 2 classes:

i) aqueles que tém o objetivo de classificar a populagao;

ii) aqueles que tém o objetivo de estudar a evolugao.

Nei (1987) classificou no 1° grupo distancias como a Métrica de Manhattan (Sneath &
Sokal, 1973), distancia de Mahalanobis (Mahalanobis, 1936), distancia de Bhattacharyya
(Bhattacharyya, 1946) entre outras, que sao muito utilizadas em andlise discriminante.
Ele também agrupou na segunda categoria as distancias baseadas em indices de Wright
Fsr, Morton’s Kinship (Morton, 1975) e sua propria distancia (Nei, 1972).

Seja a populagao « e suas respectivas freqiiéncias alélicas (pa1, Pa2; - - - » Pak) de k alelos

no mesmo locus. Se V é a matriz de variancia e covariancia entre os alelos de um mesmo
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locus, entdo ela é uma matriz quadrada simétrica de posto k — 1 tal que o elemento (i, j),

v;5, ¢ definido por

pai(l _pai)a para Z:]:]-a 27 RIS k— 17

Uz‘j =
—DPailaj, para i # j=1,2, ..., k— 1.

Entdo a inversa da matriz V~! = [(v¥)] é dada por

1/pai + 1/par, parai=j=1,2, ..., k—1;

1/Dak, para ¢ # j=1,2, ..., k— 1.

Uij

Para duas populacoes « e (3, se definirmos as suas distancias em termos da distancia
de Mahalanobis, calculadas nos k — 1 primeiros termos do vetor de freqiiéncias alélicas,

temos

kol

-1 k-1

Diy = (Pai = P3:)S ™" (Paj — Pps); (1.2.2)
1 1

e

ﬂ.
<.
Il

em que S é a matriz de variancia e covariancia baseada nas freqiiéncias alélicas das duas

populagoes definida por %(pai + pg;) para i = 1, 2, ..., k. Com simplificagoes algébricas
em (1.2.2) e utilizando (1.2.1), temos
k
D3y = (pai — p51)°/12(Pai + i)
i=1

Quando duas populacoes, a e 3, nao sao muito dissimilares nas freqiiéncias alélicas, o
indice D3, ¢ equivalente a distancia de Bhattacharyya, @?, em que cosw =Y, \/Pailpi-
Isso é verdade, porque

k

1
cosw = Z VPaiPpi = 5 Z[(pai +pﬂi)2 — (Pai — pﬁi)Q]l/Q

i=1

k 1/2 k 9

1 (Pm‘ - pﬁz‘)2 1 (poci - pﬁi)
= = (pai+pi)|:1_— ~1—— - -7
2 ,Zl ’ (Pai + Dpi)? 4 ZZ1 (Pai + Dpi)?

obtido por expansao em séries da raiz quadrada.

Assim, quando duas populacoes sao geneticamente proximas, as distancias de Maha-

lanobis (1936) e Bhattacharyya (1946) sao iguais.



1.3. TEORIA DE PROCESSO DE COALESCENCIA 15

Na anélise genética de multiplas populagdes (mais de duas), a matriz de variancia
e covariancia, S, tem que ser definida sob todas as populagoes (baseado na hipotese de
que a variancia genética dentre populagoes é homogénea). As distancias entre populagoes
dependem de quais “outras” populagoes sao incluidas no estudo. Na distancia genética de

Nei, um peso igual é dado para todas as freqiiéncias alélicas entre populagoes da forma
k

que D, = 5 Z(pai — pﬁi)Q, e esta é a distancia genética minima entre as populagoes « e

=1
[B. A distancia de Nei padrao pode ser definida por

Ja
D= —n |22 ).
V Jaadpp
em que Jo3 = Zle DaiPpi € a probabilidade de dois genes escolhidos 1 de cada populacao
a e ( serem idénticos e J, o = Zle P2, Jop = Zlep%i sao medidas de variacao dentro
das populagoes a e 3, respectivamente.

Segundo Chakraborty et al. (1991), em estudos empiricos mostrou-se que em popula-

¢oes ou organismos mais proximos, as medidas de distancia sao equivalentes.

1.3 Teoria de Processo de Coalescéncia

Quando uma colecao de seqiiéncias de DNA homologos é comparada para um mesmo [ocus,
a similaridade entre diferentes seqiiéncias tipicamente contém informacoes sobre a historia
evolucionaria destas seqiiéncias. Sob ampla variedade de circunstancias, seqiiéncias de
dados fornecem informacoes sobre quais seqiiéncias estao intimamente relacionadas entre
si, e sobre como o mais recente ancestral comum ocorreu no passado. Se as seqiiéncias
sao obtidas de diferentes espécies, entao a informacao é freqiientemente arranjada em
forma de arvore filogenética, que pode representar a relacao evolutiva de uma espécie da
qual as seqiiéncias foram amostradas. Se as seqiiéncias sao de diferentes individuos de
uma mesma espécie, a informagao ¢ genealogica e, neste caso, arvores de genes podem ser

feitas.
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Arvores de genes mostram quais seqiiéncias amostradas estao mais intimamente rela-
cionadas entre si e talvez o tempo em que o mais recente ancestral comum de diferentes
seqiiéncias ocorreu. Na auséncia de recombinacgao genética, cada seqiiéncia tem um tnico
ancestral em geracoes anteriores. Uma arvore de genes hipotética, isto é, a genealogia de

5 seqiiéncias amostradas, ¢ apresentada na Figura 1.2.

Passado

A

_.
G —<— B ——>

=

q—

5=
=

G—g—<—

Presente

Figura 1.2: Um exemplo de genealogia de uma amostra de 5 alelos em um mesmo locus,
mostrando o intervalo de tempo entre os eventos de coalescéncia. Nesta Figura, os in-
tervalos 7'(7), sdo mostrados com comprimentos proporcional aos seus valores esperados

dados pela equagao (1.3.2).

1.3.1 Propriedades de genealogia

As propriedades de genealogia serao apresentadas considerando o modelo de mutagao se-
letivamente neutro definido na Secao 1.2.1. Algumas propriedades serao avaliadas em
amostras relativamente pequenas. As propriedades estatisticas de genealogia dependem
de fatores como tamanho populacional, estrutura geografica e presenca ou auséncia de
recombinacao genética. Essas propriedades devem depender, também, das condigoes de-

mograficas pois, a atual genealogia vai depender de quem tem descendéncia ou nao, de
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quem migra e para onde e quais descendentes nascem com mutagoes seletivamente impor-
tantes. As mutacoes seletivamente neutras nao devem afetar a genealogia. Isso se deve
ao fato de que as mutacoes seletivamente neutras nao afetam o niimero de descendentes
ou a tendéncia de migracao de um individuo nascido com essas mutacoes. E claro que, as
propriedades estatisticas sobre o processo genealdgico dependem fortemente do processo
de mutagao. Por exemplo, se a taxa de mutacao é muito baixa, todas as seqiiéncias na
amostra podem ser idénticas e podemos, assim, nao ter informacao sobre a genealogia da

amostra.

Considere a variavel aletoria N (t) representando o niimero de mutag¢oes em um mesmo
locus. A média do nimero de mutacoes, i, é assumida como constante, independente do
geno6tipo, tamanho populacional e do tempo. Assume-se que as mutacoes ocorrem inde-
pendentemente dos individuos e das geracoes. Seja T, a variavel aletatoria, representando
o tempo desde o mais recente ancestral comum de duas amostras de seqiiéncias homologas,
em um mesmo locus. Dado t, seja N (t), o nimero de mutagoes ocorridas em duas seqiién-
cias de descendentes no intervalo (0,¢) desde o mais recente ancestral comum. Assume-se
que as mutacoes ocorrem de acordo com um processo de Poisson com uma taxa p. As-
sim, N(t) | T =t ~ Poisson com média 2ut. A média e varidncia marginais de N (t)
sao determinadas pelo momento de 7' assumindo um processo de mutacao neutro com
taxa de mutacao constante. A distribuicao exata de T" depende do modelo biologico a ser

considerado.

Para enfatizar esse ponto, considere uma populagao em que no tempo 0 esta é com-
pletamente homozigoto no locus e somente mutacao seletivamente neutra ocorre. Apos
t geracoes de evolugao, é examinada a seqiiéncia no locus em um tunico individuo sele-
cionado aleatoriamente. Sob o processo de mutacao descrito anteriormente, o nimero de
mutacoes que ocorreu para distinguir o individuo amostrado dos individuos na populacao

no tempo 0 é somente o nimero de mutacgoes que ocorreu ao longo do tempo t.

Seja Ti, a soma do comprimento dos ramos numa amostra genealogica. Como vimos,

N(t) é o nimero de mutagoes na genealogia dado T;,; = t tem distribuigao Poisson com
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média 2ut.  Os dois primeiros momentos marginais de N(¢) podem facilmente serem

obtidos, utilizando o seguinte fato

E(N(t)) = E(E(N()|Twt)) = 21E(Tior) e,
Var(N(t)) = EVar(N(t) | Tiot)) + Var(E(N(t) | Tiot))

= 2uE(Tip) + 42V ar (Tyer).- (1.3.1)

Hudson (1990) propoe a utilizagdo do modelo de Wright-Fisher, cujas suposigoes estao
na Secao 1.2. Considerando a versao haploide, n individuos haploides de uma geragao
descendente sao obtidos pela amostragem com reposicao n vezes, da geragao do pai e da
mae (genitores). Na versao seletivamente neutra, todos os individuos tém chances iguais
de serem genitores de cada um dos n descendentes haploides. A descricao detalhada deste
modelo esté contida em Ewens (1979).

Para um estudo mais detalhado do processo de coalescéncia, nas Secoes 1.3.2 e 1.3.3

serao introduzidos conceitos mais especificos sobre este.

1.3.2 Processo de coalescéncia sem mutagao e sem recombinacao
genética

Considere uma espécie haploide de uma populacao, sem recombinacgao, sem estrutura
geografica e sem mutacao. Suponha que queremos examinar propriedades genealdgicas
de uma amostra aleatoria de n individuos haploides a partir dessa populacao. Vamos
considerar a populacao a partir da qual a amostra é retirada, de geracao 0. A populacao
ancestral t geracoes atras serd referida por geracao t. A propriedade basica de uma
amostra retirada dessa populacao é baseada na probabilidade P(n), que é a probabilidade
de que os n individuos haploides amostrados tenham diferentes ancestrais na geracao
precedente.

Assim, considere uma primeira amostra de 2 individuos haploides. A probabilidade
de que o segundo individuo amostrado tenha o mesmo ancestral que o primeiro é 1/N,,

lembrando que N, representa o tamanho populacional efetivo. Assim, P(2) = 1—1/N,. Se
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3 individuos sao amostrados, a probabilidade de que os 3 tenham diferentes ancestrais na
geragao anterior é a probabilidade de que os dois primeiros sejam ancestrais distintos vezes
a probabilidade de que o ancestral do terceiro individuo seja distinto dos dois primeiros.
A probabilidade de que o terceiro tenha ancestrais distintos dos dois primeiros, dado que
os dois primeiros tém dois ancestrais diferentes é (V. — 2)/N, =1 — 2/N,. Assim, temos
1 2
PB)=(1—-—)(1—-——).
®) ( Ne) < Ne)

Em geral, a probabilidade de que n individuos haploides amostrados tenham n ances-

trais distintos na geracao anterior é
7

P(n) = ﬁ(l——) :1—Nie(\1+2+...+n—11)+o(]v€—2)

; N, ~
i=1 (n—1)(n—1+1)
2

n

2

Ne

Qual seria a probabilidade de que eles tenham n diferentes ancestrais uma geracao
mais cedo? E também P(n). Isso significa que a probabilidade de que n individuos

amostrados tenham n ancestrais distintos em cada uma das t geracoes precedentes e que

na geracao ¢t + 1 dois ou mais individuos amostrados tenham ancestral comum é

t - -

n n n n
. 2 2 2 2
(1 — P(TL))P(TL) ~ Te 1-— Te ~ Tee:vp _Tet

A aproximacao da distribuicao geométrica pela distribuicao exponencial é obtida, para
|z| < 1, como sera demonstrado.

Demonstracao:

1
=l-z4+22-2"+... = /( )dx:ln(1+x).

1+2x 1+«
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Assim, temos

Sex = —

magao que se segue (n(1 + x)

= exp

1'2

2

X

3

(t)In

3

x . ~
=r— ==+ —=— T + ...~ z. Essa aproximagao pode ser

feita, considerando o fato que o tamanho populacional efetivo, N, — oo. Entao, o erro

R A

\)

que cometemos por essa aproximacao ¢ pequeno, na ordem de

para N, — oo. Sendo assim, usando esse fato,
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/Ne, em que seu valor absoluto é menor que 1, podemos fazer a aproxi-

_ . - . ;
2 2
exp |(t)in | 1— N ~ exp || — N
Desta forma, a distribuicao aproximada ¢ dada por,
n [ n\ |
2 2 n(n —1) n(n —1)
1— P(n))P(n) ~ — t| = ———= - t|.
(1= P@)P)! ~ S Leap |~ ey |2

0

Em palavras, quando considero uma espécie haploide de uma populacao sem mutagao,
sem recombinagao genética, sem migracao e para N, — 00, 0 tempo até a primeira
ocorréncia de um ancestral comum tem distribuicao geométrica e pode ser aproximado

por uma distribui¢do exponencial com média 2N, /n(n — 1). Para N, — oo e n — 0,
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a probabilidade de que mais de dois individuos, na amostra, tenham ancestral comum
numa unica geracao é muito pequena e serd ignorada. Assim, com alta probabilidade,
nossa amostra consiste de ¢ geracoes na qual n linhagens distintas existem e entao na
geracao t + 1 um unico par de linhagem coalesce no mais recente ancestral comum de
dois individuos amostrados. Cada um dos n(n — 1)/2 possiveis pares de linhagem tem
chances iguais para formar os pares coalescentes. Note que nas geracoes precedentes, se
um par coalesce, vai existir n — 1 ancestrais ou linhagens a seguir. A probabilidade de que
em cada geracao todos os individuos tenham ancestrais distintos na geracao precedente é
P(n—1). Entao, o tempo para a proxima coalescéncia tem distribui¢ao aproximadamente
exponencial com média 2N, /(n—1)(n—2). Nessa coalescéncia, cada um dos (n—1)(n—2)/2
possiveis pares de linhagens tem chances iguais de coalescerem. Podemos continuar dessa
forma até que todas as linhagens tenham coalescido em uma tunica linhagem, ou seja,
tenham um tnico ancestral comum de uma amostra inteira de n individuos. Um exemplo
de genealogia da amostra de 5 alelos estd mostrado na Figura 1.2. Assim, o processo
estocastico que gera a genealogia é referido como processo de coalescéncia e pode ser
resumido brevemente. Desta forma, considere o tempo 7'(j), durante o qual existem j
linhagens distintas com distribui¢ao aproximadamente exponencial e se o tempo é medido

em unidades de N, geragoes, a média de T'(j) é

ET()] =
J
2

(1.3.2)

As duas linhagens que coalescem no né na genealogia, dita geracao t + 1, sao duas li-
nhagens escolhidas aleatoriamente a partir da geracao t. Note que os intervalos entre
as coalescéncias, T'(j)’s, sdo estatisticamente independentes entre si. Para genealogias
de amostras pequenas, é importante notar que as partes mais altas da genealogia sao
idénticas em propriedades estatisticas. Por exemplo, a parte da genealogia de tamanho
amostral n é distribuida exatamente como a parte da genealogia de tamanho n — 1.

Considerando uma populacao de individuos diploides, para um tamanho populacional
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efetivo grande, N, — oo , sob a hipdtese do modelo de Wright-Fisher com acasalamento
aleatorio, sem recombinacao e sem mutacao, os resultados sao os mesmos, exceto que
N, é substituido por 2N, e n é substituido por 2n, pois sao n individuos diploides. A
genealogia, neste caso, deve ser pensada como a genealogia de loci especificos no qual

nenhuma recombinacao ocorre.

1.3.3 Processo de coalescéncia com mutacao

Dada as propriedades de genealogia descritas anteriormente, assume-se uma taxa cons-
tante de mutacao seletivamente neutra, na qual cada gameta descendente difere do seu
ancestral por uma média p de mutacoes. Além disso, assume-se o modelo de sitios in-
finitos. Sob esse modelo, os loci sao compostos de muitos sitios, por isso, nao mais do
que uma mutacao ocorre em qualquer sitio na genealogia da nossa amostra. Para nosso
proposito o modelo de sitios infinitos e alelos infinitos, no qual assume-se que a cada

mutacao produz-se um novo alelo, sao essencialmente os mesmos.

A primeira propriedade a ser considerada diz respeito a distribuicdo do nimero de
mutacgoes que ocorre nos ramos da genealogia na amostra. Sob o modelo de sitios infinitos,
o numero de mutacoes é idéntico ao nimero de sitios de nucleotideos que podem ser
polimérficos na amostra. O nimero de sitios polimorficos na amostra, denotado por S, é
freqiientemente chamado de ntiimeros de sitios segregantes na amostra, ou seja, é a soma
de todos os sitios onde encontramos diferenca entre os nucleotideos nas seqiiéncias. Defina
S; o nimero de sitios segregantes na geracao j = 2,...,n. Entao, S = Sy +S3+ ...+ 5,.
Temos que o ntmero de sitios segregantes depende exclusivamente da taxa de mutagao do
gene. Logo, dado Ti,; = t, assume-se que a distribui¢ao de S é Poisson com parametro put.
Na Tabela 1.1, apresentam-se 5 seqiiéncias com 16 sitios polimérficos e um nao polimorfico
correspondendo & coluna 17.

Assim, E[S | Tiot) = pTiot = E[S| = pE[Tit]. Segue, a partir da definicao de T'(j),

que a soma dos comprimentos dos ramos da genealogia é T = > ., iT(i). Entao, pela
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Tabela 1.1: Sitios segregantes.

Seqliéncias {1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
a T ¢CTACCTOCCT C G G T T A C
b T ¢ c¢cTACCOCTCOCT G G T T T C
c cTc¢ccccoeccoecTCT T T G C T A C
d ¢c T CCccccocTTOCT G A C T T C
e ¢cTcCccCccoecTcoecTTT T G G C C A C

equagao (1.3.2) e usando o fato de ser um individuo dipléide (2/N.), segue-se que

n

6 1 1
E(S)=E[E(S | Tiot)] = y iE(T i—— =0)> -, (1.3.3)
o) Z 52 i ; Z

i=2

2
em que 0 = 4N .u, que é interpretado como sendo o nimero esperado de mutacdes por
sitio por geracao. A variancia do tempo total é também obtida facilmente e utilizando as

equagoes (1.3.1) e (1.3.3), obtém-se

Var(S)=260 nZi ! + 62 ”z_i 1

il i=1 5
De fato, qualquer momento de S pode ser expresso em termos do momento de 7'(7).
Com isso, podemos obter os momentos de S. No entanto, considere a probabilidade de
S =0, para uma amostra de tamanho 2. Para que dois alelos amostrados sejam idénticos,
sob 0 modelo de sitios infinitos (ou modelo de alelos infinitos), nenhuma mutagao deve
ocorrer nas linhagens que descendem dos seus mais recentes ancestrais comuns. Dado ¢, o
numero de geragoes até o mais recente ancestral comum, a probabilidade de que nenhuma

20t Tsso se deve &

mutacao tenha ocorrido nos descendentes na amostra dos alelos é e~
hipotese da distribuicao do niimero de mutacoes ser Poisson. Entao, se calcularmos a
esperanca de e 2T considerando a distribuicao de T, que é exponencial com média 2N,

no modelo dipléide (para uma amostra de tamanho n = 2), temos que

oo e—t/QNe 1 oo )
Ele™T) = / e gt = —/ A= (a2t} gy
. 2N, 2N, J,
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1 1 !
2N \2u+5- ) 146

Utilizando esse fato, podemos derivar a distribuicao do nimero de mutacoes que ocor-

reram desde o mais recente ancestral comum em uma amostra de tamanho 2. A proba-
bilidade P»(j) de que j mutagdes ocorrem nas linhagens desde o mais recente ancestral
comum, é a probabilidade de que os j primeiros eventos sejam mutagoes e (j + 1)-ésimo

evento seja um ancestral comum. Assim, temos

0 \’' 1
Py(j) = (m) 150
Utilizando um argumento similar, podemos obter a probabilidade Q,(j), em que j
mutacoes ocorrem no tempo no qual existem n linhagens ancestrais. Para se ter j mu-
tacoes durante esse tempo, os primeiros j eventos, durante o tempo que existe n linhagens,

devem ser mutagoes, e o (j + 1)-ésimo evento deve ser um ancestral comum. Entao, essa

probabilidade é

n
2 J
N nu N, B 0 n—1
Qn(j) = - N _(9+n—1) 0+n—1
2 2

np+ —ox i+ =N
em que 6 = 4N u. Segue que P,(j), a probabilidade de que j mutagoes ocorreram numa
amostra de tamanho n, pode ser escrita por
J

Pu(4) = Paca(j — 0)Qu(d).

=0



Capitulo 2

Modelo de mutacao “stepwise”

2.1 Introducao

O modelo de mutagao “stepwise” foi introduzido por Ohta & Kimura (1973) e Wehrnahn
(1975). Tanto Otha & Kimura (1973) como Wehrnahn (1975) sugerem que existem regu-
laridades na distribui¢do das freqiiéncias alélicas dentre locus. Bulmer (1971) notou que
em muitos [oci existia um alelo comum com mobilidade intermediaria e outros menos co-
muns distribuidos com mobilidade simétrica sobre o alelo comum. Bulmer (1971) sugeriu
que essas observacoes eram consistentes com o modelo de mutacao em que os alelos pode-
riam aumentar ou diminuir em uma ou duas unidades de repeticao. Sob essa hipotese,
os alelos com a mesma mobilidade nao necessariamente seriam idénticos por descendén-
cia, mas idénticos por estado. Define-se idéntico por descendéncia, alelos que sao copias
idénticas de um alelo derivado de uma replicacao de um ancestral comum. Idéntico por
estado é quando os alelos sao idénticos em termos da composicao e funcao de DNA, mas
sem considerar a ancestralidade (Andrade & Pinheiro, 2002).

O modelo de mutacao “stepwise” supoe que ha uma populacao de individuos diploides
de tamanho efetivo N, que equivale a 2N, gametas, e considera um tnico locus em cada
alelo distinguido por um inteiro ¢, ¢ = 0,41, +2,..., que indica o nimero de unidades

repetidas no locus, ou a carga (estado). Supoe-se que todos os alelos nesse locus sao

25
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seletivamente equivalentes e ha o acasalamento aleatoério na populagao e que, a cada
geragao, cada alelo pode sofrer mutacao para outra classe alélica. No caso mais simples
supoe-se que ¢ pode aumentar ou diminuir de uma unidade de repeticao com probabilidade
(/2 por geracao e por locus, e continuar no estado ¢ com probabilidade o = (1 — 3). Esse
modelo é conhecido por “modelo de um passo” ou “one-step model”. No modelo de dois
passos o numero de unidades repetidas do estado ¢ pode aumentar ou diminuir de uma
ou duas unidades com probabilidade 5/2 e /2, respectivamente, e continuar no estado i

com probabilidade a = (1 — 3 — 7).

2.2 Distribuicao das freqiiéncias alélicas

Seja p;(t) a proporgao do alelo A; na populagao no tempo ¢ (alelo A com um nimero inteiro
de unidades de repeticao i ou de carga i), ou seja, é a freqiiéncia alélica de i. Uma forma de
indexar as freqiiéncias alélicas observadas é ..., p_o(t), p_1(t), po(t), pr1(t), pia(t),..., de
acordo com a sua mobilidade. Podemos fazer o produto cruzado das freqiiéncias alélicas

observadas, definido por

Cj = Zﬁi(t)ﬁi-f—j(t)v i=...,-2,-1,0,1,2,...

Como j = ...,—2,-1,0,1,2,... e C; = C_;, considera-se as quantidades {2C;;j =
1,2,...} correspondentes as propor¢oes esperadas de heterozigotos cujos alelos diferem de
J unidades de carga sob a hipo6tese de acasalamento aleatério. Para uma populagao de

tamanho NV,

o0

> pi(t) =1 (2.2.1)

i=—o00

Os alelos sao considerados seletivamente neutros e afetados por mutagao com uma
taxa p por locus por geracao. Assim, se temos o modelo de mutacao de um passo, p = (3
e se de dois passos ;1 = § + 7. Dado ¢, Moran (1975) mostrou que a seqiiéncia {p;(t)},

1=0,%£1,£2 ... nao tém distribuicao limite sob o modelo de mutacao de um passo.
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Seja S;(t) a variavel aleatoria representando a freqiiéncia de gametas na populagiao
com alelo A;, alelo de tamanho (estado) i no tempo ¢ e p;(t) = S;(t)/2N,, em que 2N, é
o tamanho populacional efetivo. Moran (1975) considerou o modelo de mutagio de um
passo em que cada geracao de gametas do tipo ¢ é suposta ser capaz de mutar para os
estados (i — 1) ou (i + 1) com probabilidade 3/2 cada e o restante continuar no estado @
com probabilidade (1 — ). Seja o vetor de freqiiéncias S(¢ + 1) no tempo (¢ + 1), com
distribuigdo multinomial com total 2N, e a probabilidade do estado i igual a m;(t + 1).
Considere W (t 4+ 1) a variavel aleatoria representando o tamanho do alelo no tempo
t + 1. A probabilidade do alelo ter tamanho ¢ no tempo t, m;(t + 1), é definida por
mi(t+1) = P(W(t+ 1) = i), ou seja, é igual a probabilidade do tamanho alélico ser igual
a ¢ no tempo t + 1. Pelo Teorema da probabilidade total essa probabilidade é igual a

i+1

mt+1) = > PW(t+1) =i, W(t) =)
= Z PW(t+1) =i W(t)=j)P(W(t) = j).

A probabilidade condicional P(W(t+ 1) =i | W(t) = j) é a probabilidade de transigao
de um estado para o outro, e a probabilidade P(W (t) = i) pode ser estimada por p;(t) =
n;(t) /2N, que é a propor¢ao do estado 7 na popula¢ao no tempo ¢, que pode ser conhecida

ou observada, assim 7;(¢t + 1) é obtido por

Ft+1) = leve {(1  Bymat) + gni_l(t) + gniﬂ(t)} (2.2.2)
= (L= Bl + Sha () + Shn ()

que equivale na pratica a

mi(t + 1) = (a probabilidade de continuar no estado ¢ multiplicada pela proporg¢ao do
estado ¢ na populagdo no tempo t) + (a probabilidade de aumentar de uma unidade a
partir do estado ¢« — 1 multiplicada pela proporcao do estado ? — 1 na populacao no tempo
t) + (a probabilidade de diminuir de uma unidade o estado ¢ multiplicada pela proporgao

do estado 7 4+ 1 na populac¢ao no tempo t).
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A cada geracao, o conjunto de quantidades n;(t) forma a distribui¢do empirica das
freqiiéncias alélicas dos estados. Nao importa o tamanho de N, se t — oo, a distribuicao
empirica de S;(t) ndo converge para uma distribui¢do limite e, consequentemente, as
quantidades p;(t) também nao, o que vai ser ilustrado a seguir.

Suponha n;(0) fixo no tempo 0 e defina

Mi(t) = (2Ne)™ Y imilt) = D ipi(t) (2.2.3)
ME(t) = (2N dgni(t)n;(t) =Y ijpi(t)p;(t)

.3 .3

My(t) = (2N " iPni(t) = > i%pi(t),

i i
em que M;(t) e My(t) sdo os primeiro e segundo momentos amostrais da distribui¢ao das
freqiiéncias S;(t) na geracao t, respectivamente. Considere FE(-) a esperang¢a condicional
no t-ésimo tempo dada o tempo ¢t — 1 e F; denota a esperanca condicional do estado
da populacao dado t=0 e FEy a esperanca da situacao estacionaria, isto é, o limite da
esperanca de Fj, se essa existir.

Para encontrar o valor esperado de M;(t) devemos considerar a variavel aleatoria

S;(t) ~ Binomial(2N,, m;(t)) e probabilidade 7;(t) definida anteriormente. Entao

E[M(t)] = (2N.)7! ZiE[Si(t)] = Zm@)
= (2N,)7! Z@ {(1 —B)ni(t —1) + gni_l(t —-1)+ gn + 1(t — 1)}

i

Entao Ey[M;(t)] = M;(0). Temos também que

E[M{(t)] = (2Ne)’2zijE[Sz’(t)5j(t)]

= (1= (2No) )Mt — 1) + (2Ne) ' Ma(t — 1) + B(2N,) ',

cuja demonstracao se encontra em Apéndice A nimero 1.



2.3. MOMENTO DAS FREQUENCIAS ALELICAS 29

Se My(t — 1) > M(t — 1), entao E[M}(t)] > MP(t — 1)+ 3(2N.)~" e quando ¢ — oo,
ME(t) — oo e assim, E) [ME(t)] — oco. E, desta forma, o segundo momento da distribuigao
empirica das freqiiéncias alélicas condicionada ao tempo ¢ = 0 nao existe.

Entao as quantidades S;(t) nao convergem ou nao se aproximam de uma distribuigao

limite e, conseqiientemente, p;(t) também nao.

2.3 Momento das freqiiéncias alélicas

Como p;(t) ndo tem distribui¢ao limite, podemos trabalhar com o momento das freqiién-
cias alélicas. Desta forma, considerando a seqiiéncia {p;(¢)} na populagdo, o momento

das freqiiéncias alélicas {C;} é definido por

C;=C_; = EC)=E ( > ﬁi(t)ﬁiﬂ(t)) e (2.3.1)

1=—00

Co+2) C; = 1, 0<Cj<1, (2.3.2)
j=1

em que a soma é sobre todos os estados alélicos na populagao em um locus. O valor C; é a
probabilidade de que dois genes, aleatoriamente amostrados da populacao, se diferenciem
de exatamente j repeticoes. Note que Cy é o valor esperado da soma dos quadrados das
freqiiéncias alélicas. Assim, ele nos da a média de homozigotos sob acasalamento aleatoério.
A correlacao entre freqiiéncias dos alelos que estao j passos separados pode ser dada por
C;/Co.

Ohta & Kimura (1973) consideraram o modelo de mutagdo de um passo para obter
um conjunto de equacoes, dada a taxa de mutacao por gene e por geracao p, resolvendo

equagoes de geratriz de momentos. Essas equagoes tomam a seguinte forma

d

S Bl = E{LIfC)I} (2.3.3)

em que L é o operador diferencial da equacao “backward” de Kolmogorov definido por

22O 15, (£)) + Moy £ (pil1)), (2.3.4)
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f(-) é uma funcao continua arbitraria da seqiiéncia p;(t) e dp;(t) é o incremento na fre-

qiiéncia alélica p; durante um curto periodo de tempo entre ¢ e ¢t + dt. Entao,

pi(t +6t) = pi(t) +pi(t) e Opi(t) = —pupi(t) + g[Pz;l(t) +pip1(t)] + &,

em que &; representa a mudanca devido a amostra aleatoria dos gametas, ou seja, o erro
aleatorio, e E(&;) = 0, Var(&§) = pi(t)(1 — pi(t))/2Ne e cov(&;, §;) = —pi(t)p;(t) /2Ne.

Considere o valor esperado

E{f1pi(t +00)]} = B Bs{f[pi(t) + 0pi(D)]}, (2.3.5)

em que Ej5 é o operador esperanca com respeito a mudanga 0p;(t) e E; é o operador
esperanga com respeito a distribui¢ao da freqiiéncia alélica p;(t) no tempo t.
Expandindo em série de Taylor o lado direito da equagao (2.3.5) em termos de 0p;(t)

e desconsiderando os termos de terceira ordem e ordem superior, tém-se

B{fpt+50)) = Bul {f[ﬁz-(t)] RO (0] + Wi(t)]Qf”(ﬁi(t))}

2!
BOPAOL s}

_ E¢{ TT5:(0)) + Eslps (0L i (0)] + —%

e

EXfTpi(t + 00)]} — BEo{f(0:(8))} _ E, {Ea[m(t)] 1 Es[opi(t))?

2 ot

5t s 1 Bt + f//(ﬁi(t))} :

Considerando E,; = E, no limite de 6t — 0, obtém-se
d “ ‘/;Sﬁz(t) 1"/ A I (A
SR (1)} = BL 20 P ((0) + Mo P (1)

em que Msp, ) € Vip, 1) sdo, respectivamente, a média e a variancia do incremento da

freqiiéncia alélica e sao aproximagcoes para

o {BOBOLY - (B0

6t—0 ot ot—0 ot

respectivamente.
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A extensdo da equacao (2.3.4) para o caso multivariado, considera f = f(p1,D2,...,Dn)
para n estados alélicos. Da mesma forma, utiliza-se a expansao em Taylor de ordem 2

que, para duas variaveis, ¢ dada por

_ af(xa y) (9f(x, y) 1 282f(x7y) an(l’7y)
flx+hy+k) = f(z,y)+h o +h o 2 h 2 +2hk—axay +
*f(z,y)
2 9
+ k Dy

e para o caso multivariado, é a extensao dessa equacao.
Aplicando o valor esperado na expansao em Taylor para o caso multivariado, da mesma
maneira que anteriormente e aplicando o limite (0t — 0), obtém-se o seguinte operador

diferencial L

Z%p’(t) aA2 +Z 5pz (t)6p; t)a 3A +ZMM g y (2.3.6)

i>7 pi
em que W 55 ) = cov[6p;(t), 6p;(t)].
Supondo que os alelos sao seletivamente neutros, a média (M), a variancia (V) e a
covariancia (WW*) da freqiiéncia dp;(t) do gene por geracdo para populagdo de tamanho

N, (2N, gametas) sao, respectivamente

Hopi()] = My = Slpica(t) +pia (8)] = imi(8),
Var[5ﬁ,~(t)] _ Vé@(t) _ pi(t)g];epi(t))’
cov(0pi(t), 0p;(t)) = Wiswap,0 = —% (1 #J)

e, seja f = p?(t), nas equagdes (2.3.3) e (2.3.4) entdo

%E[ HOIEE E{,u (i1 () + Piga ()] Ps(t) — 2up2(t) + ﬁi(t)(;];eﬁi(t))} ot
dctz* Elp;(t)] = E{2Nep[pioa(t) + pica ()] pi(t) — [ANep + 1 p7 (1) + pi(t) }

em que t* = t/2N, é a medida de tempo na unidade de 2NV, geracoes. Somando essa

equagao para todo 4, e levando em consideracao as relagoes (2.2.1) e (2.3.1) e que E(-) é
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um operador linear, obtém-se

d

%CO = —(14+4N.u)Co+ 4N uCy + 1 (2.3.7)

= —(14+0)Cy+0C; +1,

em que, pela Secao 1.3.3, sabemos que 6§ = 4N . é o nimero esperado de mutagoes por
sitio por geracao. No contexto de microsatélites, esse parametro serd interpretado como
sendo o nimero esperado de mutagoes por locus por geracao, para o modelo de mutacao
de um passo.

Similarmente, considerando f = p;(t)p;+,(t), substituindo na equacao (2.3.3) e (2.3.6)

obtém-se
SB35 ) = B{E5r(t) + Do (1) — 20:0)pres 0+
b Bl 0) + agin(t) ~ 2y (0lte) - ORI
L B 0pes ] = BNt (t) + pra(t) — 26:(0)] pios 1) +

+ Nepr[Pigj—1(t) + Pigjr () — 2Pi45(0)]0: (t) — i ()D;(8) }.

Assim, somando para todo 7, e com as mesmas relacoes utilizadas anteriormente, tem-se

que
d .
%C] = 2N€MCJ’,1 - (1 -+ 4N€/L)C] + QNBIUC]‘+1, (] Z 1) (238)
d 0 0 :
%Cj = §Cj,1 - (1 + G)C] + §Cj+1> (] 2 1)

A populacao atinge o estado de equilibrio quando as freqiiéncias alélicas permanecem
contantes com o passar do tempo. No estado de equilibrio, tem-se que dC;/dt = 0 para
todo j. Igualando as equagoes (2.3.7) e (2.3.8) a zero, obtém-se as seguintes solugoes para

C;

; 1+60—+v1+426
Cj = al)\jl, )\1 = + 0 +
! (2.3.9)
b VT+20

e
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Brown et al. (1975) mostraram, para o modelo de mutagao de dois passos, que o valor

esperado de C; tem valores no equilibrio na forma
Cj=aaN +a), j=01,2.. (2.3.10)

em que a,, e \,, para m = 1,2, sdo constantes que dependem de 4N.G e 4N,y com a
condigao de que |A,,| < 1. Considerando o mesmo raciocinio de Ohta & Kimura (1973)

para o modelo de dois passos, o valor esperado de 0p;(t) é dado por

Elops(t)] = Msp,)

= S pica(t) + i ()] + % [Di—2(t) + pita(t)] — (B + ¥)pi(t). (2.3.11)

Assim, o operador diferencial L para f = p2(t) é

RO B0
2N,

% E[p2(t)] = E{QE[éﬁi(t)]ﬁi(t) -
d

E[pi(t)] = BE{2N.(B+ 7)[pi-2(t) + Pi-1(t) + Pis1(t) + Dira(t)]pi(t)

— [AN(B+7) + 1p7 (1) + pi(t)}

em que t* = t/2N,. Somando essa equagao para todo i, com as mesmas condi¢oes do

modelo de um passo, obtém-se

d
dt*

Co = —(1+4Ney +4N3)Co + 4N FCL + ANACy + 1 (2.3.12)

= —(142u+2v)Cy+ 2uCy +2vCs + 1,

em que u = 2N.3 e 2u é o nimero esperado de mutacoes de uma unidade de repeticao
por locus por geragao e v = 2N,y e 2v é o nimero esperado de mutagoes de duas unidades
de repeticao por locus por geracao. Com isso, § = 4N.u = 2u + 2v, para o modelo de
mutagao de dois passos. Como no equilibrio (dCy/dt = 0) entao por (2.3.12), a relacao
fica Cy(1 + 2u + 2v) = 1 + 2uCy + 2vC5.

Da mesma forma, para obter C; para o modelo de dois passos considera-se o operador

diferencial L definido na equagao (2.3.6) para f = p;(¢)pi+;(t), o valor esperado definido



34 CAPITULO 2. MODELO DE MUTACAO “STEPWISE”

em (2.3.11) e, somando para todo i, a seguinte relagao é valida

d

%Cj 2NACji_g 4+ 2N Cj_1 — (1 + 4N+ 4N.y)C; + 2N 5C} 41 4+ 2N yCjto

= UC]'_Q + qu_l — (1 + 2u + QU)C]' + UCj.H + ’UOj+2.

Da mesma forma, no equilibrio iguala-se essa equacao a zero e obtém-se a seguinte relacao

de recorréncia entre os C;’s
(1 + 2u + QU)Cj = UCJ;Q + Uijl + UCj+1 + UC]‘+2 j = 1, 2, 3, e
Entao, no modelo de mutacao de dois passos, as seguintes relacoes sao validas

(14+2u+20)Cy = 14 2uC; + 200
(1 + 2u + 27])01 = o0y + UCO +uCy + ’003

(14+2u+2v)C; = vC0j_s+uCj_1 +uCjy +vCie  j=2,3,.... (2.3.13)
Devido a relacao (2.3.13), segundo Li (1955) é possivel escrever
Cj = al)\{ + &2)\% + ag)\é + a4)\i.

Para obter \,, (m = 1,2,3 e 4) substituimos C; = a\ na relagio (2.3.13) e temos

1 1]?
[1+2u+2v]:u[/\+x} —i—v[)\—i—x] — 20,

cuja demonstracao se encontra em Apéndice A numero 2.

Substituindo k = X + % e resolvendo a equacao

vk* +uk — [1+4v+2u] =0,

tém-se
k:uj:\/u2+4v(1+4v+2u) v £0.
2v
De k =X+ % tém-se as seguintes equacoes

PR
N AL1—0 e Ao FEVE-4



2.3. MOMENTO DAS FREQUENCIAS ALELICAS 35

Definindo S = y/u? + 4v(1 + 4v + 2u) as quatro possiveis raizes, sio

S —u— /(S —u)?— (4v)?

At
4v
" -5 —u-— \/(:Lf —u)? — (4v)?
N S —u+ /(S —u)? — (4v)?
4v
N —S—u+\/(—S—u)2—(4v)2‘
4v

Pode ser mostrado que A\; = A\;* e que Ay = \;' (ver Apéndice A niimero 3).

Desta forma como 0 < C; < 1 para todo inteiro j e Ay < =1 <Ay <0< A\ <1< A,

segue que az = a4 = 0. Os valores A\3 e A4 sao apropriados para as quantidades simétricas

C_;, que numericamente ¢ igual a Cj.

Entao, o valor esperado C; pode ser encontrado pela relacao (2.3.10) , em que os

parametros A; e Ay devem ser estimados a partir dos dados. Da relacao (2.3.2), segue que

14+ X\ 14+ A

Gy, TRy, T

—1, (2.3.14)

enquanto que a relagdo de recorréncia (2.3.13) nos da

1— )\ 1—)\2
1+CL2 2:

0 231
" ™ , (2.3.15)

ver demonstracao no Apéndice A nimero 4.

Utilizando as relagoes (2.3.14) e (2.3.15), podemos encontrar uma solu¢do para a; e

a2

A(1 = X)) (1= Ag)?

ap =

T+ ) — )1 — M)
. —>\2<1 — )\2)(1 — /\1)2
T T 00— A= M)

Utilizando esses valores para a; e ag, o C; pode ser escrito como

o (1—=M)(1 = Ap)
T A (LX) (AL = A (1 — A )

(=2 = (1= ADN].
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Uma vez que os \’s foram estimados, os parametros de mutacao, u = 2N .5 e v = 2N,7,

podem ser dados por

(A1 4+ A2)(1+ A Az)

(1 —X1)%(1— A2)?
—A1 A2

(1—X)%2(1 — X2)?

A magnitude relativa do peso da mutacao de um e dois passos /v ou u/v, segue

diretamente de A\; e Ay, sem o conhecimento do tamanho populacional N,.

2.4 Momentos dos tamanhos alélicos

Considere uma populacao de individuos diploides de tamanho efetivo V.. Seja a variavel
aleatoria Y;(t) representando o tamanho alélicos, ou o ntmero de repetigoes da i-ésima
copia (i = 1,2...2n) no tempo ¢ e que tenha distribuigdo com média n = > ip;(t) e
variancia o®. Brown et al. (1975) encontraram os momentos centrais da variavel aletoria

Y;i(t), considerando o modelo de mutagao de 2 passos,

m = E(Yi(t) —n) =0;

pa = E[Yi(t)—n® = 0% = 2N.(6 + 47);
ps = E[Yi(t) —n’ =0
pe = E[Y;(t) —n* = 3[2N.(6 + 47)]° + 2N (8 + 167) /4.

Assim, todos os momentos centrais impares sao zeros.

Brown et al. (1975) derivaram essas formulas utilizando um mesmo método que sera
exemplificado utilizando 4. Assim, considere que o incremento na quantidade K =
>"pi(t)(i — n)* numa geracao devido ao modelo de mutagao “stepwise” de dois passos é

g gl .
AK = ) {(1 =B =Dpit) + 5 (i (t) + pica (8) + 5 (i) + pia(t)) | (=)' +

)

— Y (i —n)'pi(t)

i
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= — Z(i =n)'pilt) = B = n)pilt) + g > (=) (i (t) + pia(t) +

+ ”Zz— (pisa(t) + pioa(t))
= Y- - 56— )+

+ 62(2 +1—0)pia(t) +2+ Z(Z —1—n)*pi1(t) + 62(@ —1—n)pi ()| +

D i+ 1=n) 'pia(t)+

%

g . .
+ §[Z(z+2— Ipia(t +24Zz+2— pi+2(t)+32+Z(z—2_n)4pi_2(t)+

)

+ 24 Z(z —2—1n)%pia(t)

= —K — K + 8K +68V + 3+ vK + 247V + 16+,

Vo= Z(Z —n)’pi(t) = Z(l +1=0)pia(t) = Z(Z —1=n)’pia(t) e

K = ) (i—=n)'p(t) =) (i +1—=n)'pua(t) =) (i =1 —=n)"pia(t).

Logo, AK = 6(3 + 47)V + (8 + 167).

Existe, além dessa fonte de variacdo em K um outro efeito que gera mudancas em
pi(t), é & conforme definido por Ohta & Kimura (1973), representa a mudanca devido a
amostra aleatoéria dos gametas, o que gera mudancas em 4. Assim, considere

AKe = (pi(t) + &) —1 sz = ) + &) =)' - K,

em que 7' é a média devido essa variacao em p;(t), ou seja n' = i(pi(t) +&). Assim,

D (pilt) + &) =)t =D (milt) + &) Zy@]
—sz +@{ n)' = 4G =)t D g + 6= )’ (Zj@) +

() (29)]
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2 4
=K —4Y pi(t)(i—n)*)  j&+6V (Zj@) + (Zjﬁ) +> &Gli—n)'+
i J J J (
2 3
—4Y &= jg+6) &I —n)’ (Zm) —4> &i—n) (Z@) +
) 7 [ 7 [ 7

4

+Zfz’ (Z]fj) :

Os momentos de §; sdo dados conforme anteriormente, ou seja, Ee(&;) =0, Ee(&€;) =
—pipj/2N, (para i # j) e Ee(§}) = pi(1 — pi)/2N,. Os momentos de ordem maior que

2 de & sao da ordem de 2N 2 e entdo serdo desconsiderados do calculo (Kimura, 1955).

Entao, temos

3?2 n . 772 1 )
Ee[AKe] =~ vt ) (J—n)pj+—2N ~ 5N § Jopi(t) +
e e ] e e .

- ZZ:JJPJ )i ——(Zw—n i ()(1 = p;(t)+
- 222 j—n)’i'ps(t (t)>

_ 3]‘\22 + 273\7@ _ 2Ne ;Z 73'p;()py (t) — % <;j(j —n)°p;(t)+
- Y- QZZ;J— Si'pi(t (ﬂ)

- B 2@1 - (2};0 = )'nit) + 1 30 =0+

-2 Zj/(j —n)’p;(t)py (t))
_ 3}‘\?—%(2(]-77 +nzj—n py(t —nZ(j—n)3pj(t)>

J
3V? 2K
N, N,

Quando as freqiiéncias alélicas permanecem constantes com o passar do tempo, a
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mudanca total em K é zero se AK + AK = 0. Entao

2
K = % + 6]2\7‘3 (8 + 4y)v + Y5 +169) ; 167)
_OBRNL(B4 491 | 32N(B+4y)]* | 2N(6 + 167)
B 2 * 2 * 4
= N3+ 4y + 2O

Wehrhahn (1975) usou fungao geradora de probabilidades e o modelo de mutagao
“stepwise’ para mostrar que para 2 alelos, denotados por 1 e 2, amostrados aleatoriamente
de uma populagiao, em que Y;(t) e Ya(t) representam seus respectivos tamanhos alélicos
no tempo ¢, a esperanca de (Y1(t) — Y5(t))? é 4N (3 + 4).

Primeiramente, supondo o modelo de mutagao “stepwise” de um passo, de forma que
os alelos podem mutar de um passo para direita com probabilidade (3; e um passo para
esquerda com probabilidade $_1, por locus por geracao. Considere dois alelos 1 e 2, cujos
os tamanhos alélicos sao representados por Yi(t) e Y5(t), respectivamente. Seja Py () a
probabilidade de que o alelo 1 ocupe o estado de k£ passos a direita do alelo 2 no tempo
t. Assim, P} (t) = P*[Yi(t) — Ya(t) = k | T =t]. A diferenca entre os alelos 1 e 2 & k no
tempo t, entao no tempo ¢t — 1 a diferenca deve ser k—1, k ou k+1. Se for k—1, ocorreu a
mutagao do alelo 2 para direita (com probabilidade /3;) ou a mutagao de 1 para esquerda
(com probabilidade 8_1). Se a diferenca entre 1 e 2 for £+ 1, a mutagao do alelo 2 para
esquerda ou a mutacao do alelo 1 para direita deve ter ocorrido (com probabilidade [_;

e 1, respectivamente). Entao

Pit) = (1=20_1=2B0)P;(t—1)+ (51 +01) P_,(t—1)+

+ (B +B) Pt —1). (2.4.1)
Seja f_1 = /2 = (1. Entao a equacao (2.4.1) pode ser reescrita na forma

Pi(t) = (1 =28)P(t = 1) + BB, (t = 1) + fP,(t = 1).

A fungdo geratriz de probabilidades é obtida por H(z;t) = E [V} (t)_YQ(t)] = Z KPP,

k=—00
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Logo,
H(zt) = Y 2F[(1=28)Pr(t = 1)+ B8R (t = 1) + BPL,(t — 1)]
k=—o00
= (1-28)) Pr(t—1)2"+ 82> Pry(t— 1" 487> Pyt — 1)
k k—1 k+1

= H(zt—1)[1-26+82+02"=(1-28+ 824051

Para z perto de 1 temos a seguinte aproximacao In(1 + z) ~ z. Utilizando esse fato, a

funcao geratriz de probabilidades para o tempo continuo para z ~ 1 é
H(z;t) ~ exp [t (1 — 28+ Bz + ﬁz‘l)} . (2.4.2)

A equagao (2.4.2) pode ser generalizada para o caso em que tanto a mutagao de um
passo ocorre como também a de dois passos. Seja y_ e 7, as probabilidades de um
alelo mutar 2 passos para esquerda e direita por geracao, respectivamente. Considere

V-2 = 7/2 = 75. Entdo, generalizando (2.4.2), obtém-se
H(zt)mexp{t[1 —=2(B+7) +vz2 + 27" + Bz +72%] }. (2.4.3)

Denote F’(t) a probabilidade de dois alelos numa populacao finita serem obtidos por
replicagao de um gene no tempo t. Se todos os genes sao idénticos em estado ha t,
geracoes, entao a probabilidade de aleatoriamente escolher dois alelos k passos a frente

dos outros é
Bt) = PIG(E) ~ vt =K = [ FOR @+ - FU)F )

Conseqilientemente, a funcao geratriz de probabilidades para populagao finita, cujos

membros eram inicialmente idénticos em estado é

[e.9]

G<Z;to) = Z Pk(to)Zk

k=—o00

— f: /tOF’(t)P,;“dt+[1—F(to)]PE(to)Zk

k=—o00
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— /to F'(t) { i P,;*Z’“} dt +[1 — F(t,)|H(Z; to)

k=—o00

_ /  FOH(Z: 0t + 1 — F(t.)|H(Z: o). (2.4.4)

Wehrhahn (1975) considerou F(t) como tendo distribui¢ao exponencial com parametro

1/2N,, ou seja, F(t) = 1 — e~ */?Ne ¢ entdo

o—t/2Ne
F'(t) = : 2.4.5
=S5 (2.45)
Neste ponto é conveniente considerar
a(Z) = —1/2N.=2(B+7) +7Z72+ BZ7 + BZ + 727 e
WZ) = =28+ +yZ >+ B2 +BZ+~2%

G(Z:t)) = /0 "(1/2N, )eaplta( Z2))dt + [1 — F(t)|eap[b(Z)t.)
ea(Z)to 1

ON.a(Z) 2N.a(Z)

Por propridade da fungao geratriz de probabilidades, temos que

Bl (r) Vi) = TR
Assim,
0G(Z; 1) 1 [d(Z) | e"Dd(Z)(a(Z)te = 1)) | azte,
07 2N, Lz(z + 2(2) } el (2)
0?G(Z;t,) _ 1 [a”(Z)a(Z) — Qa/(Z)_I_
022 2N, B(2)
- "Dt (a'(Z))*(a(2)ts — 12;226;(2)“@”(2)(@(2)% —1)] aZ)
[e“(Z)t"a’(Z)] toa(Z) — 22 (o (Z))*(a(Z)t, — 1)
+ B(7) +

+ ea(Z)tO(a/<Z))2(to)2—i—ea(z)totoa”(Z).
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Derivando a(Z) com respeito a Z, temos,

d(Z) = =292 —BZ A+ B+297

d'(Z) = 6yZ *+2BZ7% +2y

e calculando o valor em Z = 1, temos

a(l)=—=1/2N, d'(1)=0 e d"(1) =8y +20. (2.4.6)
Com isso,
0G(Z;t,) 0
0Z  |,o
’G(Z;to)| 1 |d"(Wa() | [e"Vea"(D)(aWte = D] all) | | oy, »
oz | T [ 2D + 20 + e®Witot g (1),

substituindo pelos valores das derivadas de a(Z) calculadas em Z = 1, conforme (2.4.6),
temos

0?G(Z;t,)
072

1 t
- 4N? 283) — 4N2eto/2Ne 26) (1 °
S [N+ 28) = ante (s v 2) (14 e )|+

+ TNt (8y + 26)

to _
— 2Ne(8fy+26) |:1 _ e—to/?Ne (1+ ):| +6 to/2N6t0(87+26)

2N,

to _
= (8y+283) |2N, — 2N, e t/?Ne (1 4 + toeto/2Ne
7 2N,

= AN (B+4y) [1 — e to/2Ne]

Entao, a esperanca da diferenca dos tamanhos alélicos ao quadrado para populacao finita
é

0?G(Z;t,)

072 R ANL(B + dy) (1 — e7/2N),

Z=1

E[(Yi(ts) = Ya(to))?!] =

Quando t, — o0, o valor esperado aproxima-se de um valor estével de E[(Y;(t,) —
Ya(to))?] ~ 4N.(8 + 47). A taxa de aproximagao para esse valor ¢ independente da taxa

de mutacao.
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Para o modelo de mutagio “stepwise’” de um passo E[(Yi(t,) — Ya(t,))?] ~ 4N.3 =
6. No Capitulo 3, vamos mostrar de outra maneira esse resultado, utilizando teoria de
coalescéncia para loci de microsatélites.

Podemos ver que

E[(Yi(to) = Ya(to))’] = E[(Yi(to) —n+n — Ya(to))’]
= B[(Yi(to) —n)*] + E[(Ya(to) — n)’] + 2E[(Yi(to) — 1) (Ya(te) — )]
= o0l 405 = 207 = 4N,(B+ 47).

Note que E[(Yi(t.) — n)(Ya(to) — n)] = 0, pois assume-se que os alelos sdo indepen-
dentes, assim a variancia esperada do nimero de repeticoes por alelo, é aproximadamente
02 = 2N (B + 47).

No Capitulo 3 mostraremos que a aproximacao ¢ valida para o modelo de mutagao
“stepwise’” de um passo. Observe que esse parametro é somente a variancia na mudanca
no namero de repeti¢oes em uma geracao (5 + 4v) multiplicada pelo nimero esperado
de geragoes (2N.). Se v = 0, tem-se o modelo de um passo e entdo 6% é um estimador
de 2N.3 = 60/2. Considerando a aproximacao obtida por Brown et al. (1975), o% é

aproximadamente u 4 4v para o modelo de mutacao de 2 passos.
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Capitulo 3

Distancia genética para loc: de
microsatélites baseada nos desvios

quadraticos

3.1 Introducao

O processo mutacional em [oci de microsatélites pode ser modelado pelo modelo de mu-
tagdo “stepwise”, que foi proposto por Ohta & Kimura (1973), descrito no Capitulo 2.
Nos loci de microsatélites, o novo alelo gerado de uma mutagao depende do comprimento
do alelo que sofreu mutagao. Segundo Valdes et al. (1993), os estudos em humanos
mostraram que essa dependéncia é de uma a duas unidades de repeticao. Neste Capitulo
consideraremos o modelo de mutagao “stepwise’” de um passo, para estudar medidas de
distancia genética em loci de microsatélites.

O processo mutacional “stepwise’” nao apaga informacao sobre o estado ancestral. Se-
gundo Pritchard & Feldman (1996), a teoria geral de genética populacional nao é imedi-
atamente aplicavel a dados de microsatélites, devido a esse modelo de mutacao proposto.

Geralmente, o processo de coalescéncia é aplicado, principalmente, para modelos de

sitios infinitos, que supoe que a cada mutagao surge um novo alelo, que nao é encontrado

45
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na populagao, resultando num niimero infinito de alelos. As suposi¢oes deste modelo nao
sao razoaveis para loci de microsatélites, pois temos variacao diferente em cada locus e,
desta forma, avaliamos o que acontece locus a locus.

Neste Capitulo, faremos uma extensao da teoria de processo de coalescéncia & teoria
aplicada a dados de microsatélites, ou seja, ao modelo de mutacao “stepwise’.

Com a descoberta de polimorfismo em microsatélites (VNTR-variable number of tan-
dem repeat), medidas de distancia genética foram sugeridas por diversos autores para a
andlise de variacao genética com base no nimero de repeticoes. Introduziremos medidas
de distancia baseada no processo de coalescéncia, definidas por Goldstein et al. (1995) e
Slatkin (1995), levando em conta o modelo de mutagao “stepwise”.

Uma area de aplicacao da analise de distancia genética é para comparacao entre po-
pulacoes. Sugeriremos um teste de homogeneidade, para avaliar se ha diferengas entre
os tamanhos de repeticoes entre populagoes, ou seja, verificaremos se ha homogeneidade

entre populacoes em termos de microsatélites.

3.2 Modelo de coalescéncia para comparacao de duas
sequéncias

Primeiramente, considere uma tnica populacao com acasalamento aleatério composta de
individuos diploides de tamanho efetivo N., o que equivale & 2N¢ cromossomos. Assume-
se 0 modelo de mutagao “stepwise” de um passo, pelo qual pode-se mutar em uma unidade
de repetigao com probabilidade /2, por geragao e por locus. Além disso, assume-se que
a média p de mutacoes ¢ constante por locus e por geracao, independente do gendtipo
e tamanho populacional. Assume-se que as mutacgoes ocorrem independentemente em
diferentes individuos e diferentes geracoes.

A diferenca em nimero de repeticoes entre duas seqiiéncias, que serd denotada por
A(t), depende de trés variaveis aleatorias, denotadas por T, N(t) e Y, (t). De forma

analoga ao Capitulo 2, a variavel aleatoria Yy, (¢) representa o nimero de unidades de
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repeticoes da i-ésima copia, g-ésima populacao no [-ésimo locus no tempo t.
Podemos definir, T" como sendo a variavel aleatoria que representa o tempo desde o

mais recente ancestral comum destas duas seqiiéncias. Com isso,

o T ~exp(1/2N,.) (1/2N, é a probabilidade de que 2 seqiiéncias tenham um ancestral
comum num mesmo [ocus na geracdo anterior numa popula¢ao com acasalamento

aleatorio).

Seja N(t) o nimero de mutagoes que ocorreram em duas seqiiéncias no tempo ¢ desde
0 mais recente ancestral comum. Como no processo de coalescéncia, assume-se que as
mutacoes ocorrem de acordo com um processo de Poisson com média 2ut, em que p é a
taxa de mutacao por locus e por geracao e 2t é duas vezes o tempo de coalescéncia entre

essas duas seqiiéncias. Entao,
e N(t)|T =t ~ Poisson (2ut).

Defini¢ao 3.1. 1. Seja Ayy(t) = Yiy(t) — Y (t) a diferenga em nimero de repetigoes
entre duas seqiiéncias, i e i em uma tunica populacao sem estrutura populacional,

ou seja, supoe-se que so existe essa populacao, no locus [ no tempo t.

2. Seja Niirggi(t) = Yig(t) — Yiu(t) a diferenca em nimero de repetigoes entre duas

seqiiéncias, i e i, numa mesma populacao g no locus | no tempo t.

3. Seja Niirggn(t) = Yig(t) — Yigu(t) a diferenca em nimero de repeticées entre duas

seqiiéncias, i e i', nas populacoes g e ¢, respectivamente, no locus [ no tempo t.

Dado N(t) = a, as diferengas em ntimero de repetigoes entre duas sequéncias sao repre-
sentadas como um passeio aleatorio simétrico em 0 com « passos, com igual probabilidade
de ir para direita ou para esquerda em cada passo.

Assim,

o Nin(t)| T =t,N(t) = «a, é um passeio aleatorio simétrico em 0 com « passos e
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o Niyggi(t) | T =1t,N(t) = a, para g,¢ = 1,...,G é um passeio aleatorio simétrico

em 0 com a passos.

Proposicao 3.1. (James (2004))(Principio da substitui¢cdo para distribuicao condi-
ctonal.) Sejam X e Y waridveis aleatorias em (Q,A,P), o(x,y) uma funcao. Se a dis-

tribuicao condicional de X dado 'Y €
P(X € B|Y=y), Be B, y € R,
entao a distribui¢ao condicional para o(X,Y) dado Y é
Ple(X,Y) € B|Y=y)=Ple(X,y) € B[Y=y), y e R

Essa proposicao é importante pois estamos trabalhando com distribui¢oes condicionais.

Vamos admitir verdadeiro esse principio para os futuros céalculos.

Definicao 3.2. Sejam Z, Zs, ... varidveis aleatorias independentes com distribuicao des-
conhecida e comum f, com média 0 e varidncia w?, para i = 1,2,..., . Seja Xo uma
varidvel aleatoria, representando um valor inteiro independente de Z;’s e X, = Xo+ Z1+

Zoy+ ...+ Zy. A seqiiencia X,, o > 1 € um passeio aleatorio de o passos.

Teorema 3.1. (Révész (1990)) Considere um passeio aleatorio simétrico em 0, que move
um passo para direita com probabilidade 1/2 e um passo para esquerda com probabilidade

1/2, durante uma unidade de tempo. A distribuicao exata desse passeio aleatdrio com 2«

Passos €
2c )
P[X5, = 2k] = 27, (3.2.1)
a—k
em que k= —a,—a+1,...,a; a=1,2,..., epara 2a+1 ¢é
200+ 1
PlXony1 =2k +1] = PR (3.2.2)

a—k
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em que k=—a—1,—a,...,a; a=1,2,.... De (3.2.1) e (3.2.2), temos

«
. 27 sek=a (mod 2);
PIX, =k = Bl
\ 0, caso contrdrio,
em que k = —a,—a+1,...,a; a = 1,2,.... Entao, para algum o« = 1,2,...,57 € R

temos,

E[X.] =0, E[X}]=a e Eleap(tXs)] = (et*‘;t)a,

em que Elexp(tX,)] = Mx,(t) € a funcao geratriz de momentos de X,

A demonstracao deste teorema se encontra no Apéndice A nimero 5.

Considere as variaveis aleatorias Y;(t) e Yo (t) representando o nimero de unidades
de repeticoes da copia 1 e 2, respectivamente, no [-ésimo [ocus no tempo t. Logo, pela
Definigao 3.1, Aq9(t) = Yy (t) — Yy (t). Definido Z;’s como as variaveis aleatorias in-
dependentes e identicamente distribuidas, com média 0 e variancia w?, independente do
nimero de repeti¢oes, com Xy = 0, temos que Aqy(t) = Zf‘:(tl) Z;. Considerando o modelo
de mutacao “stepwise’ de um passo, temos que w? = 1.

Pelo Teorema 3.1, a funcao geratriz de momentos para A num passeio aleatorio
simétrico de o passos é Ma(z) = E(e*?) = (M

2
esperado de A™ diferenciando a expressao acima m vezes com respeito a z e avaliando

(0%
) . Assim, podemos calcular o valor

em x = 0. Desta forma, temos que

E[Ag(t) | Nt)=a, T =1t] = 0,

EALt) [Nt =a,T=1] = a,

E[AS,(t) | Nt)=a,T=t] = 0 e

EAL,(H) | N(t) =a, T =1t = 3a*-2aq, (3.2.3)

mais detalhes ver Apéndice A ntmero 6.



50 CAPITULO 3. DISTANCIA GENETICA - DESVIOS QUADRATICOS

Para obtermos os momentos de Ajq(t) precisamos do primeiro e segundo momentos
de N(t), que tem distribuicao de Poisson com média 2ut e de T, que tem distribuigao
exponencial com parametro 1/2N,, conforme foi descrito no inicio desta Se¢ao. Admite-se

que a taxa de mutacao é igual para toda populacao. Assim,

E[Am()] = /O h f: Z SP[Ay(t) =0 | N(t) = a, T = t]P[N(t) = a | T = t]fr(t)dt

a=0d=—a

= /Ooo i E[A(t) | N(t) = o, T = t]P[N(t) = o | T = t] for(t)dt = 0,

E[Aly(1)] = /OOOZ Z 0?P[Ary(t) =6 | N(t) = a, T = t]P[N(t) = o | T = t] fr(t)dt

a=0d=—a

= [ S EALO NG = o T = 4PN =a | T = fr(0)a

_ /DOO iaP[N(t) — | T = f]fr(t)dt
a=0
_ /O TEING) | T = ffr(t)dt /O T 2utfr(t)dt = ET] = 4uN..
Da mesma forma que o primeiro momento,
E[AT,(t)] = o

Além disso, o quarto momento de Ajy(t) é

E[AL, ()] = /0 h >3 8*P[Aw(t) =0 | N(t) = o, T =t|P[N(t) = a | T = t] fr(t)dt

a=0d=—a

= [ BAL@ | N®) =T = APV =a | T = (0t

_ OOO S (302 = 20)PIN(t) = a | T = 1] fr(t)dt
— [ BN I T =0 - 28N | T = e )
= /OO(S(ZILLt + 4pPt?) — dpt) fr(t)dt

= / (1208 4 2ut) fr(t)dt = 12p*E[T?] + 2uE[T] = 96u>N? + 4uN,,
0
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em que

EIN(t) | T =t] = 2ut;
Var[N(t) | T =t] = 2ut = EIN(t)* | T =t]+ (E[N(t) | T = t])%
E[T)=2N, e E[T?] =8N’

Sabemos que 0 = 4N, u, como definido no Capitulo 2. Logo
E[Aly(0)] =0 e BlAp(t)] = 66°+0. (3.2.4)

Com isso, Var[A2,(t)] = E[AL ()] — (E[AZ,;(1)])* = 562 + 6.

Usando o mesmo argumento para uma tnica populacao, considere que temos G popu-
lacoes independentes e que nao ocorra migragao entre estas populagoes. Cada populacao
é constituida de N, individuos diploides e com acasalamento aleatorio. Supoe-se que nao
haja coalescéncia entre as populagoes e que 17, € o tempo desde o mais recente ancestral
comum de duas seqiiéncias somado ao tempo de uma possivel divergéncia populacional,
isto &, T% , = T+ Ty, em que T,y € 0 parametro que denota o tempo que essa populagao
pode sofrer divergéncia e T representa o tempo desde o mais recente ancestral comum
destas duas seqiiéncias e tem distribui¢do exponencial com média 2N, (mais detalhes ver
Figura 3.1). Considere as variaveis aleatorias Y7,(t) e Ya,(t) representando o nimero de
unidades de repeti¢oes da copia 1 e 2, respectivamente, na g-ésima populagao, no [-ésimo
locus no tempo t. Logo, pela Definigao 3.1, Aqgy0(t) = Yi(t) — Yo (t). O nimero de mu-
tagoes num intervalo, N(t), tem distribui¢ao Poisson, com média 2ut, em que p refere-se

a taxa de mutacao.

Temos que

ET.,,) =2Nc+ T4 ¢ E[T} ] =8N+ 4N.Tyq + 7oy
Logo,

E[A%Zggl(tﬂ = QNE[Tngz] = 2u(2Ne + Tyq) = 0+ 2uTyy;

ElAlyyq(t)] = 12p°B[T7 | + 2pE[T;,,]
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= 12u*(8N? + AN Toq + 7'929[) + 20(2N, + Ty41)

= 60 + 120ut,q + 12,u27'9291 + 0+ 2u1hq,
em que 6 = 4N . Definimos pyq = 2447,4 como o desvio no niimero esperado de mutagoes
no locus [ na populacao g provocado pelo tempo 7,,. Note que, 6 é o niimero esperado de

mutagoes por locus por geracao, pgq ¢ um desvio nesse nimero quando temos variacoes

dentro da populacao e pyg > 0. Assim, temos

E[A%2ggl<t)] =40 + Pygls
E[ALy(8)] = 667 +60pgq + 3p2y + 0 + pgg = 3(0 4 pggt)? + 367 + 0 + pgi;
VaT[A%2ggl(t)] = 2(0+ pggl>2 +30°+ 0+ Pyggl-

A Passado

Presente

Figura 3.1: Desenho esquematico representando os tempos.

A Figura 3.1 representa um desenho esquemético dos tempos que sao considerados
para uma populacao. O tempo 71 refere-se a um tempo fixo em que se esperaria a
divergéncia populacional mas esta nao ocorre.

Agora, considere duas populagoes que divergiram de uma tnica populacao ancestral,
sem a ocorréncia de migracao depois da divergéncia. Cada populacao é composta de in-

dividuos diploides com tamanho efetivo N, e com acasalamento aleatorio. A populacao
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ancestral também tem tamanho efetivo N.. O tempo de coalescéncia entre as duas po-
pulacoes é computado antes da divergéncia. Suponha que o tempo de coalescéncia entre
duas populagoes é 7,4, em que Ty é 0 parametro que denota o tempo de coalescéncia
entre as populacoes g e ¢', devido ao locus . Supoe-se que a divisdo das duas popula-
¢oes ocorreu devido a divergéncia fisica, ou seja, separacao das populagoes por motivo
de mudanca comportamental ou geografica, que possam ser geradas ou gerar mudancas
em fatores genéticos associados a mutagoes em loci de microsatélites. Assim, o tempo de
coalescéncia para comparacao entre duas populacoes num mesmo locus [, Tngw é uma
variavel aleatoria com distribuicao exponencial, Tng,l =T + 7441, em que T' representa o
tempo desde o mais recente ancestral comum de duas seqiiéncias na populagao ancestral
e tem distribuicao exponencial com média 2N,. Da mesma forma, o nimero de mutacoes
num intervalo, N(t), tem distribui¢do Poisson, com média 2ut, em que p refere-se a taxa
de mutagao. Considere as variaveis aleatorias Yi,(t) e Yoy (t) representando o nimero de
unidades de repeticoes da copia 1 na populacao g e da copia 2 na populacao ¢', respectiva-
mente, no [-ésimo locus no tempo ¢t. Conforme a Defini¢ao 3.1, Aygy(t) = Yigi(t) —Yag(t)
tem a mesma distribui¢ao de Aqggy(%).

Assim, utilizando os momentos da relagao (3.2.3) e os momentos de 17, 00

E[Tng/z] = 2Ne + Tyq1 € E[Tég/l] = 8Ne2 + 4NeTggn + T;y’l'
temos

B[Ny ()] = 2uE[T;, ] = 202N, + Tygn) = 0+ 2umygn;

E[A%Zgg’l(t)] = 12M2E[ngg,l] + 2ME[TTQQIZ]

= 12u*(8N? + 4N 7yy; + 7'929/1) + 2u(2Ne + Tygn).

Com 0 = 4N . Definimos pyg = 217441 como o desvio no niimero esperado de mutagoes
no locus | por geracao devido a divergéncia entre duas populagoes g e ¢’, considerando
o modelo de mutacao “stepwise’” de um passo. Note que, # é o numero esperado de

mutagoes por locus por geragao da populacao ancestral, pgy; ¢ um desvio nesse ntimero
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quando temos duas populagoes e pyqn > 0. Temos que

E[A%QQQ’l@-)] = 0+ pyg1;
‘/ajwlx%Zgg%(t)] = 2(9‘+'pggﬂ)2‘+'392 + 0+ pgg-

A Figura 3.2 representa um desenho esquemaético da divisao de uma populacao ances-
tral em duas populacoes. O tempo 75 refere-se ao tempo desde o mais recente ancestral
comum para cada populacao 1 e 2 e T' 4 715 é o tempo desde o mais recente ancestral

comum na populagao ancestral.

A A Passado

Pop. ancestral

Presente

Figura 3.2: Desenho esquematico representando a divisao populacional.

Uma quantidade adicional de interesse é a probabilidade 7 de que dois cromossomos
amostrados aleatoriamente de uma populacao nao tenham o mesmo nimero de repeticoes
num mesmo locus [. Essa quantidade é analoga a heterozigosidade de um gene. Clara-
mente, temos que ™™ = P[Ay(t) # 0]. Observe que podemos ter A5 (t) = 0 quando «,
o numero de mutagoes, é par. Para que a seja par, temos que ter o mesmo nimero de

passos (i) para direita e para esquerda. A probabilidade de ter i passos para direita e
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para esquerda com « = 27 mutacgoes, num passeio aleatorio é

P[A15(t) =0 | N(t) =2i,T =t] = Z.Z' <%)2Z )

A probabilidade de ter exatamente 2¢ mutagoes numa Poisson é

(2ut)2’

Entao,

7T* == [Algl ) # 0] =1- P[Algl(t) == 0]

- 1_/ ZP[Am(t)zo|N(t):Qz‘,T:t]P[N(t):Qi\T:t]fT(t)dt

oo 0 2 1\ % (2ut)%e2rt 1
= 1-/ > = Nt
/0 | (2) 201 2N,°
=0

- 1- (ave 20t dt_l—/ — (a2t 1 (28 dt
/0 e Z . v o(2pt)dt,

em que Ip(z) é a fungao de Bessel modificada definida por

(3.2.5)

o (@)
[D(z):2(4> .

— (a!)2
Definicao 3.3. A func¢do de Bessel modificada € obtida pela solugio em w da equagao

diferencial

d2 dw 5 o
) —I—ZE—(Z + v )w =0,

em que z =T+ 1y, T ey sao reais, o que faz de z uma varidvel complexa e v um niumero

real (Abramowitz € Stegqun, 1972).

Segundo Abramowitz & Stegun (1972), I,(z) é solugao dessa equagao diferencial, em
particular, y(z) é solugdo para v = 0, com a restri¢ao de que Iy(2) seja limitada quando

z — 0. No nosso caso, z ¢ um ntimero real e [y é igual a 1 quando z = 0.
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Se s =2u + 1/2N,. Entao,

M (s) = /o e 5 Iy(2ut)dt

é a transformada de Laplace ou funcao geratriz de momentos da fungao de Bessel mod-

ificada. Temos que a funcao geratriz de momentos da fungao de Bessel modificada, na

forma, In(avt? — k*)u(t — k), em que

.
0 set<O;
u(t) = %, se t=0;
1, t>0;
\
é dada por
o—kVeT—a?

No nosso caso, k =0, a =2pu e u(t) = 1, pois t > 0. Com isso,

1

Vst — (20?2

M, (S> -
Substituindo s por 2u + 1/2N,, temos,

1 1 L
™ = 1———M;(2u+1/2N.) =1—
2Ne Io( 12 / ) 2Ne \/(2/1‘ -+ 1/2Ne>2 - (2/1‘)2
1 1

= 1_\/(9—#1)2—(9)2:1_\/?? =1—a, a de(2.3.9).

Na Figura 3.3, podemos ver que essa probabilidade tem crescimento, aproximadamente
logaritmico para diferentes taxas de mutacoes, variando de 107> a 1072, com tamanhos
populacionais efetivos de 5000 e 10000. Além disso, quanto maior a taxa de mutacao

maior a heterozigosidade e quanto menor a taxa de mutacao, mais proxima ela fica de 0.
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Heterozigosidade para um tamanho efefivo=5000 Heterozigosidade para um tamanho efetivo=10000
T T T T T
T T T T T

4 1 I 1 1 I 1 1 1 1 y . . . . . . . . .
0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01 0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005  0.006 0.007 0.008  0.009 0.01
Taxa de mutagao Taxa de mutagéo

Figura 3.3: Heterozigosidade para diferentes taxas de mutagao com tamanhos popula-

cionais efetivos de 5000 e 10000, respectivamente.
3.3 Medidas de distancia dentre e entre populacoes

Suponha G populagoes independentes, cada uma com tamanho efetivo 2/N,. Considere
que essas populagoes satisfacam as suposicoes da teoria de coalescéncia introduzida na
Se¢ao 3.2. Assim, seja uma amostra de n individuos de cada populacao e Yy (t) o nimero
de repetigoes da i-ésima copia (i = 1,2,...,2n) na g-ésima populagao (¢ =1,2,...,G) no
l-ésimo locus (I = 1,2,..., L) no tempo t. Assume-se que as cOpias sejam independentes
umas das outras. Slatkin (1995) propos como medida de distancia dentre populagao a
soma de quadrado das diferencas no nimero de repeticoes para a populacao g no [-ésimo

locus no tempo t, isto é,

ggl Z Z Azz ggl

i=1 i'>1
em que Ayyga(t) = (Yig(t) —Yiu(t)). Entao, define-se a distancia média para a populagao

g por
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a
A soma de quadrados dentre populagoes pode ser definida por Sy (¢ Z Dyyu(t) e o
g=1

quadrado médio dentre populagoes é dado por

G
QMya(t) = —2210 LS~ p .
G

Para estimar a soma de quadrados das diferencas entre os pares de copias em diferentes

populagoes, Slatkin (1995) propos como medida de distancia entre populagao,

2n  2n
gg’l E E A’L’L gg’l

i=1 ¢/=1
em que Ayiggn(t) = (Yig(t) — Yigu(t)). Entdo, a distincia média entre as populacoes g e

g’ no l-ésimo locus no tempo t é

_ D,y (t)
Dygn(t) = =22,
99 l( ) (2n)2
A soma de quadrados entre populagoes, denotada por Sp(t Z Dgygi(t) e o quadrado
g9<g’
médio entre populacoes é dado por
Sgi(t
QMp(t) = L()_
G
(2n)?
2

Essas duas medidas sdo equivalentes aquelas introduzidas por Goldstein et al. (1995).

A soma de quadrados total é Sz (t) = Swi(t) + Spi(t) e o quadrado médio total é

Stou(t
QMp(t) = —2renlt)
2nG
2
Note que, ignorando os grupos, temos que
2nG
Stou(t) = Z AZ,(t), com comparacoes, (3.3.1)

1<i<i! <2nG 2
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em que Ayy(t) = (Ya(t) — Yiu(t)), pois

[ G G 2n  2n
St = |33 S W0) = Vw0 £ 35S S 1) — Vo <t>>2]
Lg=1 i=1 i'>i g=1 g’>g =1 i'=1
2n  2n G 2n  2n
=SS e v 2+§ZZZZ ) =Yoo
L g=1 i=1 =1 g=1 g'#g i=1 /=1

2n  2n
— [Z Z Z Z ial(t) — Y (t))2] ignorando os grupos,

g=1 ¢'=1 i=1 i'=1

- [z - >],

=1 />4
entao
¢ 2n
STOtl (t) = Z ggl _'_ Z Z 2n gg/l e
g=1 2 9=1g'>g
2n —1 2n (G )
QMrou(t) G — 1@ My (t) + mQMBl( ). (3.3.2)

Pode-se mostrar que QMy,(t) é 2 vezes a média das variancias amostrais do nimero

de repeticoes dentro de cada populagao no tempo ¢, ou seja,

5 G
Q My (t :Ez

em que S5 ( 2n — Z 2ty —2nYi(t)| e Yu(t) = — Z Yigi(t), ouseja, S (t)

e Yy (t) sdo os estlmadores da média e da variancia do ntimero de repetl(;oes na g-ésima

populacao, no l-ésimo locus, no tempo t, respectivamente (demonstragao em Apéndice A
ntmero 7).
Da mesma forma, pode-se mostrar que QMr.y(t) é 2 vezes a variancia amostral do

niimero de repeti¢des na colecao de populacdes. Portanto, QMg (t) = 2S7(t), em que

S2(t) = 2nG—1 ZZ 2 () — mgV2(t)| e Vi(t) = QnGZZYM

g=1 =1 g=1 =1
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ou seja, Y;(t) e S?(t) sdo os estimadores da média e variancia do niimero de repetigoes no
l-ésimo locus e no tempo ¢, respectivamente (demonstra¢ao no Apéndice A niimero 8.
Para encontrar o valor esperado e a variancia de Q My, (t), teremos que utilizar a teoria

de coalescéncia da Secao 3.2. Assim, temos que

G

FlQMw (1)) = é Z 2n(2n — 1) Z D BlAGg(t

=1 i'>1

Foi visto, na Segao 3.2 que E[AZ%, ggl( )] = 0 + pyg. Utilizando as mesmas suposi¢oes

feitas na Secao anterior temos que
EQMw:(t)] =0+ Z Pygl-

Definindo py; = 25:1 Pggt/G, como o desvio médio no nimero esperado de mutagoes
dentre G populagoes, entdo, QMyy,(t) é um estimador nao viesado para 6 + py;. A

variancia de QMyyy,(t) é

1 2
Varl@Mw(t)] = Var G ; m@n 1) ; ; Afga(t)
1 G 4 2n
- > g; [2n<2n _ 1)]2 ZZI ; Var[Azz’ggl(t)]a

assumindo que no tempo t as populacoes sao independentes e as copias também o sao.

Foi visto que Var[AZ, (£)] = 2(0 + pgg)* + 36* + 0 + pyg. Com isso,

it ggl
G
VarlQMp(t)] = Z Tl =T QZZ (0 + pggr)* + 36° + 6 + pyq]
g=1 i=1 />4
< 66>
- 2nG2 ;9”5’“ TG 1)

G
2
+ me + b

Para calcular o valor esperado de QQMp(t), considere que o tempo de coalescéncia

entre a populagdo g e ¢’ seja 7,4 geracoes no locus I. Entao, defina a variavel aleatoria
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Tl = T + 7441, em que T' tem distribui¢ao exponencial com média 2/N.. Assim, temos

que

BOM®) = G2 @ £ 9) LIS

=1 i'=1
1 2n 2n
T GG- Z @n)? ;;9”‘”"9’5
= _1 Zpgg’l
g<9
= 9‘1‘/3317

ou seja, é um estimador nao viesado para 6 4 pp;, em que pg; é o desvio médio no niimero
esperado de mutacoes no locus [ por geragoes em G populagoes, com pgqy > 0. Ou seja,
ppi1 € o desvio médio em 6 no locus [, provocado pela divergéncia populacional.

A variancia é dada por

Var(QMp(t)) = [G(Gl— 1)]22 ZZV@T irga(t))

9<g’ =1 /=1
4
T GG - 1)) D (200 + o)’ + 367 + 0+ pyg]
9<g’
8 602
- 0 0)?
2nG(G — 1)]? g;g/( + pgg)” + (2n)°G(G = 1) +
4
- [2nG(G — 1)]? Zw + Pagit);
9<g’

assumindo que Aji40(t)’s sejam nao correlacionados.
Podemos calcular o valor esperado de QMr,u(t), utilizando a relacao (3.3.2). Desta
forma,

2n—1 _ +2n(G—1)7
mG — 1" g —1 PP

Podemos definir QMy;(t) e QMp(t) para diferentes tamanhos amostrais entre as

E[QMrou(t)] =0 +

populagoes, ou seja, 2n, para g =1,...,G. Assim,

2ng

Dggl Z Z Azz ggl

=1 i'>1
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Entao a distancia média para a populacao g no [-ésimo locus no tempo t é

D l _ ggl )
99

G
A soma de quadrados dentre populagoes é Sy (t) = Z Dyg(t) e o quadrado médio dentre

g=1
populacoes é

G
QM(t) = = 3" Dya)

Da mesma forma podemos definir QMp(t),

Qng 27’L /

gg/l E : E :Au gg/l

=1 i'=1

Entao, a distancia média entre as populacoes g e ¢’ no l-ésimo locus no tempo t é

_ D,y (t)
Dygn(t) = =22,
99 l< ) 2n92ng/
A soma de quadrados entre populagoes é Sp;(t) Z Dgyg1(t) e 0 quadrado médio entre
g<g’
populacoes é
QMBZ Z Dgg/l
G\ g>9
2
Da mesma forma, para amostras nao balanceadas (ny,no, ..., ng), temos

-1

ZgG:l 2n, ¢ 2n,
QMTotl(t) - Z ggl + Z Z 2n92ng/Dgg/l )
g=1

2 9=1g'>g

Note que

E[QMWl(t)] =04+ PW1 e E[QMBl(t)] =0+ PBI-
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Além disso,
S on R 2n ¢
ElQMron(t)] =0 + o Z ! Pggl + Z Z 2ng2n4 Pggi
2 g=1 2 g=1g'>g
Na préatica, ver aplicacao Capitulo 5, para cada populacao podemos ter tamanhos
amostrais muito distintos. A populacao com tamanho amostral pequeno é menos infor-
mativa que as outras. Desta forma, define-se pesos para cada populacao, w, g =1,...,G,

para diminuir a influéncia desta populagdo na estatistica QM (t). Assim, seja n, o

tamanho amostral da populacao g, sendo assim, temos 2n, copias. Define-se

G
2n _
Wy = ——— ¢ QMPy,(t) = E Wy Dygi(1), (3.3.3)
Zg:l Qng g=1

em que QM Py,(t) é o quadrado médio ponderado. Note que Zg wy = 1. Desta forma,

G
E[QM Py (1)] = ng(g + pgg) = 0+ ppwi-

g=1

Para estudar a distribui¢do de QM (t) e QMp(t) introduzimos a definicao de Es-

tatistica U, suas propriedades e teoria assintética.

3.4 Estatistica U

Nesta Secao vamos considerar uma classe de estatisticas que foi introduzida por Hoeffding
(1948).

Primeiramente, considere a estatistica U de uma amostra. Sejam Xy, Xs, ..., varidveis
aleatorias independentes com distribui¢do F'. Considere uma fungao paramétrica 6 = 6(F)
para a qual existe um estimador nao viesado, h(Xq,...,X,,). Ou seja, 0(F) pode ser

representado por

0(F) = Ep[h(Xy,..., Xn)] :/.../h(azl,...,xm)dF(xl)...dF(:cm),
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em que a funcao h(xy,...,r,) chamaremos de kernel. Sem perda de generalidade, pode-
mos assumir que h é simétrico. Para o caso que nao seja, devemos substituir por um

kernel simétrico

1
% Zh(wil, RN ,Zl}im),

em que ) denota a soma sobre todas as m! permutagoes {i1,...,7,} de {1,...,m}.

Definicao 3.4. (Estatistica U). Para algum kernel h, a estatistica U correspondente a
estimar 0 baseado na amostra Xy, ..., X, de tamanho n > m € obtida fazendo a média

do kernel h, simetricamente, sobre todas as observacoes. Assim,

U, =U(Xy,...,X,) = ;Zh(Xh, LX),
n c
m
em que Y, denota a soma sobre as combinagoes de m elementos distintos {iy,...,im} @
partir de {1,...,n}. Claramente U, é um estimador nao viesado para 6.

Exemplos.
(i) (Estatistica U de grau 1) 0(F)=média de F' = u(F) = [xdF(z). Para o kernel

h(z) = z, a estatistica U correspondente é
1 _
U(Xy,....X,) =— X, =X,
( 1, ) ) n Z

que é a média amostral.
(ii) (Estatistica U de grau 2) 6(F) = p*(F) = [ mdF(x)]z. Para o kernel h(xq,z5) =
r1%9, a estatistica U correspondente é
UXy,...,X,) = ﬁ 1<Z X X;.
<i<j<n
(iii) (Estatistica U de grau 2) 0(F)=variancia de F' = 0*(F) = [(x — p)*dF(z). Para
o kernel

2?2+ 22— 2nx 1
h(xq,z2) = ! 22 =2 = 5(931 —$2)2>




3.4. ESTATISTICA U 65

a estatistica U correspondente é

2
UXy,....X,,) = —— E h(X;, X;
( 1, ) ) n(n—l) = ( J)
1 - _
= § X? —nX?)| =62
n_1<i=1 ' ! > S’

que é a variancia amostral.
(iv) (Estatistica U de grau 1) 0(F) = F(ty) = ff(;o dF(z) = Pp(X; < ty). Para o

kernel h(z) = I(x < ty), a estatistica U correspondente é
1 n
UXy, . X)) = =S I(X; < to) = Fy(to),
(X1, Xn) = ; ( 0) (o)

em que F), denota a funcao distribuicao amostral.
(v) (Estatistica U de grau 2) 0(F) = Er|X; — X3|. Para o kernel h(xy, z2) = |21 — 22,
a estatistica U correspondente é
UXeyo X)) = > Ix-Xjl,

n(n —1) 1<i<j<n

estatistica conhecida por “diferenca média de Gini”.

A extensdo para o caso de varios grupos foi obtida por Lehmann (1951) e Dwass

(1956).

Defini¢ao 3.5. (Estatistica U generalizada) Considere k grupos independentes com ob-
servacoes independentes

{X{l), Xél), .. } ey {X{k), Xék), . .}, obtidas das distribuicoes FV, ... F®)  respecti-
vamente. Seja a fun¢ao paramétrica 0 = 0 (F(l), cee F(k)), da qual existe um estimador

nao viesado. Ou seja,

m

ezE[h(ﬂ”wnyxm,.ﬁxﬁluwxxgy

em que, sem perda de generalidade h € simétrico dentro de cada um dos k grupos de

argumentos. Para esse kernel h, assumindo que ny > my,...,ng > myg, a estatistica U
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para estimar 0 € definida por

1
m) (1) 1 . . v (k) (k)
[m _ Zh(Xm,...,Xilml,...,XikQ,...,Xikmk> ,
k nj c
I
m;
em que m = (my, My, ..., My) € {ij,...,0m;} denota um conjunto de m; elementos dis-
tintos do conjunto {1,2,...,n;},1 < j <k e} . denota a soma sobre todas combinagaes.

Exemplo. (Estatistica U generalizada de grau (1,1)) Estatistica de Wilcoxon para 2
grupos. Seja {X1,..., Xn1}e{Y1, ..., Y2} observagdes independentes de uma distribuigao
F e G, respectivamente. Entao, o estimador nao viesado de

ny n2

e(F,G):/FdG:P(XgY) ¢ U= SN X <Y).

3.4.1 Propriedades da Estatistica U

A estatistica U pode ser representada como o resultado “de condicionar” o kernel nas
estatisticas de ordem. Isto ¢, para o kernel h(xq,...,2,,) e uma amostra X1, ..., X,,, para

n > m, a estatistica U correspondente pode ser representada por
Uy, =E[MX1,...,Xn) | X4,

em que X(,) = (X(l), e ,X(n)), o vetor ordenado das varidveis aleatorias. Uma implicagao
dessa representacao é que alguma estatistica S = S (X7, ..., X,,) para um estimador nao

viesado de 6 = 6(F') pode melhorar a estatistica U condicionando no vetor de estatistica

de ordem.
Teorema 3.2. Seja S = S(X1,...,X,) um estimador nao viesado de O(F) baseado na
amostra X1, ..., X, de distribuicao F. A estatistica U correspondente € também nao

viesada e Varp(U) < Varp(S) com igualdade se somente se Pr(U = S) = 1.

A prova deste Teorema se encontra em Apéndice A nimero 9.
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A estatistica de ordem é suficiente e completa para alguma familia § de distribuicoes,
contendo F', a estatistica U é um resultado do condicionamento numa estatistica sufi-
ciente. O resultado precedente é um caso especial do Teorema de Rao-Blackwell (Casella

& Berger, 2002).

Variancia da estatistica U e Propriedades assintdticas

Considere um Kernel simétrico h(x1, . . ., z,) satisfazendo E[h*(X,, ..., X,,)] < co. Chamare-

mos h,, =he,paral <c<m-—1,

hc(SCl, Ce ,xc) = E[h(ml, Ce ’xc,XCJrl’ e 7Xm)]7

eh=h—0,h.=h.—0 (1<c<m),emqued =06(F)=Ep[h(X1,...,Xy)], e que, para

1<e<m—1,
he(z1, ..o 2e) = Blheyi (21,0, e, Xeya)]-
Note que
Eplhe(Xy,...,X)]=0, 1<c<m.
Defina (; =0 e, para 1 < ¢ < m,

(.= Varplh(Xy,...,X,)] = Ep[h?(X4,..., X.)].

Entao, temos 0 =(y < (1 < ... < (pn = Varp(h) < oo.
Exemplo A. 0(F) = ¢*(F). Escrevendo p = u(F), 0> = 0*(F) e pg = ua(F) (o

quarto momento de F), temos

1 1
h(l’l, 1‘2) = 5(1’% + Zlfg — 21‘1112) = 5(1’1 — 1‘2)2,
ﬁ(xl,xg) = h(zy,x9) — a2,
1
In(w) = S+ 0"+ = 2up),

n(e) = a0+~ 2ap) = f(z — ) — 0%,
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ER?*) = SE{{(Xi—p) — (Xo — )]}

D (=D E(Xy — p)]E[(Xa — p)*]

=0

N BNy B

(2u4 + 60*),  lembrando que E[X; — u] =0
1
G = E) o' = (it o)

Go= BB = Vars((Xo = p) = 3 — o).

Considere dois conjuntos {aq,...,an}t e {b1,...,b,} de m distintos elementos de
{1,...,m} e seja ¢ o namero de inteiros comum para os dois conjuntos. Segue, por
simetria de h e por independéncia de X,..., X, que

Ep h(Xal,...,Xam)ﬁ(Xbl,...,Xbm)] _ .

Note, também que o niimero de escolhas distintas para que os dois conjuntos tenham

; n m n—m
exatamente c elementos em comum é
m c m—c

Com essas suposicoes, podemos obter a variancia da estatistica U, escrevendo

-1
n ~
U, — 0 = > WX, X,

m

temos
Varp(U,) = Ep[(U, —0)?]

n ~ ~
= DY Eplh(Xay, . Xo WXy, X))
(c)

m c

—2
n

n n m n—m
= Z CC7

m —0 \ m c m—c

em que o nimero de termos em Z(C) ¢ igual ao numero de escolhas para que os dois

conjuntos tenham exatamente ¢ elementos em comum. Assim, temos o seguinte lema.
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Lema 3.1. A varidincia de U, € dada por

-1
n

n m n—m
Varp(U,) = > Ce
m —1 \ ¢ m—c
e satisfaz
()21 < Varp(Us) < 26m;
(i) (n+ 1)Varp(Uy1) < nVarp(U,);
(iii) Varg(U,) = ™% 4+ O(n™2),
Exemplo B. (continuac¢ao do exemplo A).
-1
n 4G 2¢ 4G
Varp(S?) = 2n — 2 - 5t _
a'TF( ) 9 [ (n )Cl + CQ] n + n(n — 1) n<n — 1)
4 4 4
My —oO 20 _ MHa—O )
= - +n(n—1) = — + O(n™7).

Entdo, se E[h?] < oo e (; > 0,
n'2(U, — 6) = N(0,m*,).
Teorema 3.3. (Hoeffding, 1948) Se E[h?] < 0o e (; > 0, entdo

n'2(U, — 0) = N(0,m*¢,).

. . m2C1
Isto é U, € assintoticamente N |0, )
n

Exemplo C. (continuagio do exemplo B). §(F) = o*(F) e

1 _
U, = 5% = n_lz(Xi—X)Q.
=1

Assumindo que é tal que 0% < p4 < 0o e entao E[h?] < oo e ¢; > 0, obtemos que

n'?(S* = 0%) =5 N (0,14 — o),

69
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4
—0
e pelo teorema S? ~ N (aQ, Ha )
n
Considere a estatistica U generalizada, conforme Definicao 3.5, faz-se a extensao da
teoria assintdtica para esse caso. Para isso, considere d;, tal que 0 < d; <m;, 1 < j <k,

sejad = (dy,...,dg) e

mm(%@P, ,,,,, x?@§j§k>:E%@@w ()waangﬂgjgmy
entdao Vg = O(F), pois h <X1(j), o ,X(]) 1<5< k) ¢ um estimador nao viesado para
O(F) e Ym = h, com m = (my, ma, ..., mg). Entao,

Ca=F[vy(xX, xPi1<j<h)| - (), 0<d<m,

J

com (g = 0. Entao, para todo n > m

Var ( Zn 1+ O(ng )],

emqueno:min{nl,...,nk}ea?:m?((;jl ,,,,, 5;,,J=1,...,kcom 0,5 =10ou0lsea=_,

k’
ou nao.

Entao, se E[h?] < oo,

vk (O ) 25 N(0, 1),

quando ng = min{ny,...,ng} — 0o, em que
2
2 _ ij6J1 ~~~~~ 9j),
’Ynl ..... ng
- n;
J=1

Com isso, a estatistica U generalizada tem distribui¢ao assintoticamente normal com
média 6 e variancia 772,

Exemplo. A estatistica U para 2 grupos de grau (m;,ms), o kernel é definido por

X1,y X3 Y, Y,) e

n n
U(mhmz) = ! 2 Z h(Xz117" X(l) Y(Q) ,Y§2) )7
n’

i1mi1? il
my ma (



3.4. ESTATISTICA U 71

em que Z(n,m) estende sobre todos 1 < i, < ... < ijm; < ny, j = 1,2. A estatistica

Umm2) & um estimador nio viesado de §(FM ),

\de1d2(x17"‘7xd17y17“'7yd2) - E[h(x17"'7xd17Xd1+17"‘JXm1;y17'"7yd27yd2+17"‘7Y7nQ]7

Chay = BE[V3 (X1, Xa Y, Yy,)] — 2(FU FO),
para dy =0,...,my, dy =0,...,ma. ((oo = 0). Entéo, se E[h?] < oo,

-1 (U(ml’m2) —0 (F(l), F(2))) D, N(O, 1)’

Tnins
2 2
m
2 My p
em que 7, . = . Cio + - Cot-

A covariancia de duas estatisticas U para uma amostra

Considere um conjunto de g estatisticas U,

-1
U, = DKy Xaw ) =100,
M) c

em que cada U, é funcao da mesma amostra independente, identicamente distribuida
de tamanho n do vetor Xi,...,X,. Assume-se que a funcio h(?) é simétrica nos M)

argumentos v =1,...,g. Sejam

EU)) = ERO(Xy,... Xp )] =07,  y=1,...4
¢ (21, . .. y Tng,y) = A (x4, ... ,xmw)) — 60,
gbﬁ”)(xl,...,xc) = E[gﬁ(”)(xl,...,xc,Xc+1,... X)), e=1,..0,m;

? M)
) = Elo0(Xy, ..., X)W (X1,...,X)], vv=1,...,9.
Em particular, se v = v, entao escrevemos,
€ =07 = B0 (Xy,..., X0,

Seja,

o(Uy, Up) = E[(Uy = ) (U — )]
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a covariancia entre U, e U,,.
Se myy) < myy), da mesma forma que para a variancia, encontra-se que,

-1

M(y)
n m(v) n — m(v) v
U(Uw UU) - Z é’ﬁ% )'
M) e=1 ¢ My) —C

Para v = v, 0(U,,U,) é a variancia de U,. Segundo Hoeffding (1948),

lim na(Uv, Uv) = m(w)m(v)fp’v).

n—oo
Assim, conforme o Lema 3.1 para a variancia podemos fazer a seguinte aproximacao

e\ v _
(7) ()5{% )‘l'O(TL 2)‘

o(U,,Uy,) ~ n

3.5 Teste de homogeneidade

Nosso interesse é encontrar evidéncias de que existe divergéncia populacional provocada
por mudancas de fatores genéticos associados a mutagoes em loci de microsatélite.

No nosso caso, o teste de homogeneidade se traduziria em testar se existem dife-
rencas entre as variacoes entre e dentre populagoes. Desta forma, gostariamos que
Pag'l = Pggl = Pg'g1 = 0, ou seja, que o desvio no nimero esperado de mutagoes provocado
pela divergéncia populacional no locus [ seja igual ao desvio no ntimero de mutacoes no

locus | dentre populacoes e que estes sejam zero e, assim,

ElQMrou(t)] = 6.

Entao, sob Hy : pggn1 = pgg = Pgg1 = p = O paratodo g =1,...,G e g’ > g. Desta forma,
sob Hy : E(QMreu(t)) = 6, ou seja, ha homogeneidade populacional.

Assim, temos que

Hy : pgg1=0 paratodog, ¢ =1,...,G

Hy : pggr >0 paraalgum g # ¢'.
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A hipdtese alternativa implica que existe alguma diferenca em pelo menos duas popu-
lacoes.

Para esse proposito, define-se a estatistica

QMp-wy(t) = QMpi(t) — QM (1), (3.5.1)

que é a distancia entre a variacao média entre e dentre populacoes.

Utilizando a teoria de estatistica U podemos encontrar a distribuicao assintética de
QM (t) e de QMp(t). Na Se¢ao 3.5.1 encontraremos a distribui¢ao dessas duas estatis-
ticas para amostras de tamanhos iguais (balanceadas) e na Se¢ao 3.5.2 para tamanhos de

amostras diferentes.

3.5.1 Distribuicao de QMy,(t) e QMp(t) para amostras balancea-

das

Primeiramente, encontraremos a distribuicao de QMy(t). Sabemos que, para o caso de

tamanho amostral para cada populagao igual a n,

G
QMini(t) = > Dyt

em que

Dggl(t) 2 27’L . 1 Z Z Azz ggl

i=1 />3
e Niiggi(t) = Yigi(t) — Yig(t). Além disso, E[AZ,,,i(t)] = 0 4 pggr. Se A, i(t) € o kernel
para o parametro 0(F) e Yig(t),. .., Yonq(t), (¢ = 1,2,...,G) sao independentes com
distribui¢do comum F, com E(Y;gl(t)) = n, e variancia 0® = (8 + pgq1)/2 pois,

BAY (D) = BlYigu(t) = Yog (1))
—  BYigu(t) = 1t + Nt — Yirgt (£)]?
= EYigu(t) =yl + Bl — Yo (1))

= 202 =0+pyy =o0’= 5
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como também foi visto no Capitulo 2 (Secdo 2.4). Entao temos que, Dyyu(t) é uma
estatistica U de grau m = 2 com kernel igual & A2, e com E[Dgg(t)] = 0 + pggi, ou seja,
é um estimador nao viesado para 6 + pyg.

Se 04 pgqi < 00, 0 que € muito razoavel pois, o niumero médio de mutagoes é da ordem

de 1072 a 107 e espera-se que T,y seja pequeno, entao E[AL, (t)] = 302 +3(0 + pya)* +

i/ ggl

0 + pgqr < 00. Aplicando a teoria de estatistica U, temos que para ¢ = 1

hi(z) = 2% —2an,+ 0’ + 7731

= x2_2xngl+w+n§l,
hi(z) = hi—0— peg
= (:c—ngz)Q—%.

Entao,

¢ = B[] =k <Y—ngz>4—<Y—ngl>2<9+pggl>+(%ﬂ

_ (0 + pggl>2 (0 + pggl>2 - (0 + pggl)2
= U4 5 + A = 4 A ;

em que /14 é 0 quarto momento central de Y, (t). Utilizando a teoria de coalescéncia deste

Capitulo, podemos encontrar 4. Sabemos que
B[AGrgq(D)] = 367 +3(0+ pygt)* + 0 + pygt-
Denotamos py = E[Yig(t) — ny]*. Entao, podemos reescrever
E[Afa®)] = El(Yig(t) = ng) + (ng — Y ()]
E[(Yig(t) — 7791)4 + 4(Yig(?) — 7791)3(}/1"91(15) — Ng1) +
6(Yig(t) — ngl)Q(Yi’gl<t) - 7791)2 + 4(Yigi(t) — ng) (Yirgi(t) — ngl)3 +

(191 = Yirar(t))']

241 + 6 E[(Yigi(t) — ngt)*| E[(Yig(t) — ngt)”]-

+ 4+
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Logo, s = [60% 4+ 3(0 + pggr)* + 2(pger + 0)]/4. Com isso,

g 602 + 3(‘9 + pggl)2 + 2(pggl + 8) (8 + pggl)2
30% + (6 + pggl)2 + Pggt + 0 >

2

0, (3.5.2)
satisfazendo as duas condi¢oes do Teorema 3.3. Assim,

m(Dggl(t) — 0 — pyg) 2, N(0,4¢7).

’ 2n

Desta forma, Dy (t), Daa(t),. .., Dgai(t) sdo assintoticamente N <9 ﬁ), com Dy (t)
assintoticamente independente de Dy ,(t) (g # ¢'). Utilizando a teoria de estatistica U,

encontramos a covariancia entre (Y;y(t) — Yirg(t))* € (Yigy — Yirgn)?, com g # ¢'. Assim,

/

99 = Blg8(Yigr(t) ¢ (Yign(t))]

co1m

1(y) = E[h]—0— pyyl

= E[(Yig(t) = Yig(t))® = 0 = pgg | Yig = ]
0 + pgi

= (y—ngq)?— 5

Da mesma forma

{(x) = Eh] —0—pyy]
0 —+ !l
Entao
9,9’ s O+ pggl o O+ pygn
1 = B (i) — ) — | | Vigalt) — ) - 2

= 0,

pois assume-se que as coOpias e as populagoes sao independentes. Logo,

g (Dggl(t)a Dg’g’l<t)) = 0.
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Em situacao de normalidade, covariancia zero implica em independéncia. Assim,
_ D .
V2nG (QMyy(t) — 0 — pwi) — N (0,4(7),

em que

o3 1 & 1 < )
G = o + ﬁ (9 + Pogt) + 20 2(9 + Pggl)” (3.5.3)
g=1

Considerando a estatistica U generalizada podemos encontrar a distribui¢ao assintotica

de

2 _
QMp(t) = ———— 5" Dyut),
o 5
em que
Dgg’l 2 Z Z Al gg’l
=1 =1

[§] Aii’gg’l(t) = (Y;gl(t) —Y;'/g/l(t)) com F [Azzz gg’l( )] 9+pgg/l =0*. Se A” gg’l( ) é o kernel
para o parametro 0*(F@ F(9)) para duas amostras independentes {Y1,(t), ..., Yona(t)}

e {Yigu(t), ..., Yongu(t)} com g # ¢ =1,2,...,G. Temos

2n  2n
_ 1
Dygn(t) = Z Z A?i/gg’l(t)

2n 2n i=1 i'=1
1 1
- (2n) om)2 Z Z Ay gg’l
=1 i'=1

¢ uma estatistica U de 2 amostras de grau m = (1,1) com kernel igual a A%, ,(t) e
E [Dggi(t)] = 0 + pggn = 0%, ou seja, & ndo viesado para 6*. Temos E[A}, . (t)] =
30+ 3(0 + pyg1)® + 0 + pggn < 00, 0 que é razodvel considerando que o niimero médio de

mutacoes ¢ da ordem de 1072 a 107°. Assim,

Uip(z) = E[(Yiglt) — Yogu(t)? | Yig(t) = «]
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0+ pyror
—Zpggl+n§,l
0+ pyg

\Ij()l(y) = F [(Y;gl(t) - Y;’g’l(t))Q | Y;l'g’l(t) = y]
0 + pygi

5 4 7721

0+ Pggl

—

= 2’ — 2xng; +

=y’ —2yng +
= (y—na)+
Além disso,
E[(Yia(t) = Yogu()*] = 0+ pggn
= E[(Yig(t) = 1g)* + (g — Yirgu(t))*+
+  2(ng — Yigu(t)) (g1 — Yigi(t))]
0+ pogt

— st E (g1 = Yirgn(1))?]

0 —
— F [(ngl - Y;;lg/l(t))2i| = % + Pgq'l e (354)

E [(Y;gl(t) - Y;’g’l(t))ﬂ = 30°+ 300 + pgy’l>2 + 6+ pggi
E(Yig(t) — ng)* + 6E (Yigr(t) — 1)’ E(Yign(t) — ng)’ +

+ E()/i’g’l@) - 7791)4
66° + 3(6 + pgg1)” + 2(6 + pyg) 4

4
0 — Pggl 4
4+ 3(0 4 pggr) 5 + pggi | + E Yigi(t) —ng)
367 3(0 + 2 0+
= E [(Y;’g’l(t) - 77gl)4} = 5 +3(0 + pggn)’ — % 0+ pyg1 — ( 2:%gl) i
0 —
- 3(9 + ngl) < QPQQZ + pgg/l>
9&2 + 20 P p 2
= T @D [ 58 (- )

resultado obtido considerando que E[(Yigi(t) — ng)] = E[(Yigi(t) — ng)]> = 0, visto na
Secao 2.4. Entao,

G = EB[U5(Yig(t)] - (6")
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= B|0l0) — )"+ 60+ poa) Vo8 = + P (o2

962 + 20 2
= TG00 [ — | 43 (o - )+
0 — pygi 0 + pya)?
+ (0 + ngl) ( 9 % 4 ng’l) + % —(0+ pgy’l)z
s Pggl Pggl 2 ngl
= 20"+ -+20 (pgg/l — —> + Pggt — 5+ 2\ Pyt — PoglPggt + — -
2 2 2 4
0 2
= 20>+ B +(20+1) (pgg/l — %) +2 (pgg/l — %) , (3.5.5)

e analogamente,

Cio E [0}, (Yia(t)] — (67)°

0 /g’ o\ 2
= 2&2 + 5 + (2‘9 + 1) (ng'l — pg2gl) + 2 (pgg’l — pg29l> . (356)

A condigao para que (o1 e (jp sejam maiores que zero é que

0 2
COl — 292 + 5 + (20 + ].) (ng’l — @> + 2 <ng’l — @> > ()

2 2
9 10 1o\ 2
Go = 20°+ B} + (20 +1) (ng’l - pg2gl> +2 (pgg’l - %) >0

desta forma,

0 2
6 4542 (P = 7 ) > (204 1) (o~ 55

0 ! Al 2 ! Al
20° + 5 +2 <pgg,l _ —'0929 l) > (20 +1) <pgg/l _ pg;’ l) .

Se pggt > Pggi/2 € pggt > Pygi/2, a relacao de desigualdade é verdadeira sempre pois,

6 > 0. Assim, vale a extensao do Teorema 3.3 para a estatistica U generalizada, e
~lds D
2n (Dgg’l(t) —0— ng’l) — N (0, G0 + Con) -

Agora, se pggi < Pggi/2 OU pegi < Pgrgi/2, a extensdo do Teorema 3.3 s6 é vélida se

2] 2
292 + =42 (pgg/l — %) > (29 + 1) (% — ng/l) e

2
0 a1\ 2 gl
292 + 5 + 2 <pgg’l - ;0929 l) > (29 + 1) <pg291 - pgg’l> .
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Note que sob Hj essa condigao é verdadeira.

Queremos encontrar a distribuicao de

G
QMBl( Z Z gg’l

Temos que

Var

Z Z Dygn(t) ] Z Z Z Z cov (Dggn(t), Diwni(t)) -

g=1 g'>g g=1 ¢g'>g k=1 k'>k

Note que

1. quando k = g e k' = ¢/, temos a variancia, ou seja,

E :2 :COV gg1(t gg’l § :E :Var gg1(t

g=1g'>g 9=1 g'>g

2. cov (Dgg/l(t), Dyt (t)) = 0 para g # ¢ # k # Kk, pois assume-se que as populagoes

sao independentes;

3. quando g = k, temos

Z Z Z COV gg’l ng’l(t>) ou Z Z Z COV gg’l ng’l<t)) ,

9=1g'>gk'>g’ 9=1 k'>k g' >k’

4. quando ¢’ = k', temos

ZZZCOV 0t (t), Dign(t)) 0w Y N> "cov (Dygu(t), Digu(t)) ;

g=1 k>g ¢'>k k=1 g>k ¢'>k

5. quando ¢’ = k, temos

Z Z Z COV Dygi(t), D ’k’l(t)) )

g=1 g'>g k'>k

6. quando g = k', corresponde ao caso em que ¢’ = k.
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Caso particular é para G = 2. Neste caso, temos que
cov(Dig(t), Di9i(t)) = Var(Di(t)).
Tomemos os exemplos para G = 3 e G = 5. Para G = 3, temos
cov <D12l< )+ Dyai(t) + Dagy(t), Digg(t) + Disi(t) + D23l(t)) =
= Z Z Var[Dgg(t)] + 2cov (D12(t), Disi(t)) + 2cov (Dia(t), Dagi(t)) +
g=1g'>g

+2cov (Dlgl (t), Dggl(t)> .

Para G = 5, temos

cov <Z Z Dyggn(t) Z Z Dy (t) ) . Z Z Var[Dgg(t)]+

9=1g'>g k=1 g=1g'>g
T Z > > cov (Dggult), Dyu(t)) + Z D> cov (Dygu(t), Dyu(t)) +
9= 1g>gk>g 9= 1k>gg>k
+ Z Z Z COV gg/l Dkg’l + Z Z Z COV gg’l Dkg’l( )) +
glk>gg>k k1g>kg>g
+ Z Z Z COV gkl Dk,’g’l ‘|‘ Z Z Z COV gg’l Dkgl( ))
g=1 k>g ¢'>k k=1 g>k g'>g
4
= Z Z V(M’[Dgg/l + 2 Z Z Z COV gg’l gkl(t)) +
g—lg>g 9=1 g'>g k>g'
+2 Z Z Z COV gg’l Dkg’l —|— 2 Z Z Z COV gkl Dkg/l( ))
g=1 k>g g'>k g=1 k>qg g'>k

Para o caso 1, temos

G G
> 1 ! q’
Z Z VGT’[Dgg/l(t)] = % Z Z |:492 + 0+ 2(29 4 1)ng/l o (29 + 1) (pggl —;pggl) +

g=1g'>g 9=1 g'>g
2 N
+ 2 (pgg/l - @> + 2 (pgg/l - M) .
2 2
Por definicao, temos

cov(X,Y) = E(XY) — B(X)E(Y).
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Utilizando essa definicao, calculemos a covariancia expressa no caso 3, ou seja

cov (Dyggn(t), Dgri(t)) = E (Dggu(t) Dgin(t)) — E (Dggu(t)) E (Dgrn(t)) -

Temos que E (Dgg/l(t)) = O0+pgge E (ng,l(t)) = O+pgin. Falta calcular £ (Dgg/l(t)l_)gk/l(t)).

Desta forma,

E(Dgg’l(t)[)gk’l( 16n4 (ZZ zgl Yig ZZ 1gl — Y (2 ))2>

Z Z in(t) = Yugu(t))” =2n Z 'Lgl —2 Z Z Yigr(t)Yirgn(t) + 2n Z }/i?g’l(t>

da mesma forma,

Z Z 19l Ylk/l =2n Z zgl -2 Z Z Y;gl Y’k:’l + 2n Z Y’k’l

Assim, temos que

16n*E (Dggn(t)Dgin(t)) =

— An’E (Z 2t )2 — 4nE (Z 2. Zzngm,k,,(t)>+

+4n’E (Z 2 ) (Zy,k,, ) — 4nE (Z 2 Zanm,g,,(t)) +

B (ZZ OV )T Y Voot ) o <Z )3 Y Vatt )
+4n E(Z ol ) (Z 2 ) — 4nE (Z ol ZanlYilk/l(t)> +

+4n’E (Z Y2t ) (Z 2 )

com

(Z 2. )] ZE ) +2) S E(Y(1) E (YR, 1),

T />0
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(Z il ZZY;le;’kl ) (Z ngY;gl ) (ka/l(t)>
- Z Yialt +2ZZE () Yoq(t ZE vk (t

L ¢ i i'>q
- Z zgl +2ZZE zgl zgl ZE

L 4 % i/ >1

0D BT 3 B )
B o)

o[(r) |- (Sros e s o)

ioi'>1

B0 £( 330 - S E030) T B0

)

Além disso,

EYig(t)) = ng,

0+
E(Yi(t) = —nggl + 115
3ng1(0 + pgqr)
E(Y, (1) = %Jﬂl;z,
302 3(0+ pgar)? 0+p
E(Y;‘;l(t)) — 7+ ( . 991) +( 2ggl) +37721(9+ng1)+77317

367 (0 + pygt) 2
R R U

gl»
pois, sabemos que

E(Yig(t) — 7791)3 =0

E(Ygz( )) = 37791E(ngl( )) 37791E(ngl( ) + 7731



3.5. TESTE DE HOMOGENEIDADE

3ng1(60 + pggt)

- g T
362 3(0+ pgu)® (0 +
E(Y;!]l(t) - ngl)4 = 7 + ( 4ngl) + ( 2ngl)
30° | 3(0+ pga)® | (0 +0p
S E(Kél( )) = 7 + ( . gg) —+ ( : ggl) + 37731(9 +pggl) + n;l'

Logo,

302 0+ Pagal 0 + pggi 2
E (Z il ) —2n<2 + 299—27)3[ +4n(n+1)('r]§l—|— 2gg) ,
E }: )Y Yig > Yow(t) | =2 OF Poal 2 ) g
igl igl Z wk(t) | = 2nmen | 6nng 5 + Ny | — 4nng+

0+ pyg 0 + pggi
+ 2n(2n — 1)ny ( 5 9 4 7731 = 8n*neing | (n+ 1) ng + n;l — 7731 ,

0 +
E (Z Z Yigi(t)Yirgn(t) Z Z YEgl(t)Yi'k/l(t)) = 4’1y {271 nggl + 4”27721}

i

2

6—|—p 6—|—p1/
(0] () o (22 ) (222 ).

Assim,

= 8n g { + 27”“7;5} :

16n4E(Dgg/l( )ng’l( )) =

30° 0+ o+ 2
g3 ( : " % _ 2?731) + 16n3(n—|— 1) (% _|_77§l) + 32n37}k/17731+

0+ 0+ 0 + prryr
=320 g (n + 1) <% + 7731) + 160 <% + 7721) (% + 7713/1) +

0+
—32n ng/mgl(n + 1) < 2ngl

_|_
+ Pk Py’ gt 0+ pggi
—32n4ngmg/z ( + k'l) ( g9l | ?73;) < ngg + 77;) +

+ / 0+ o
— 32 ( + Pyg L ( PE'KL i UZ/1> ( PK'k Ly )

0+ pgql
> + 3213 ng/mgl + 32n3 Ng' 1Mkl ( 5 29+ 2m)§l +

83
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Para o caso 4, da mesma forma que para o caso 3, temos que E[Dyg(t)] = 0 + pyg1,

E[Dygn(t)] = 0 + prgu e

16n* E[Dyyn(t) Dygn(t)] =
= an* 32 B[R] 32 B VR0 ~ 1on'mangs 3D B[V 0] +
+4m? ZE zgl ZE zg’l — 16n ngmg/lZE w®)] +

§ :Y;/g/l E : zg’l
,L'/
E :Yvi/gll E : zg’l
Z‘/

2
+16n277gmk1E (Z Yi,g/l(t)) - 8n27791E

+4n? ZE ()] ZE[}gi,(t)} — 8n’nuE

2
+4n°E <Z ol >

0+ 0+ 0+
— 16”4 ( 2pggl + n§l> ( 2pkkl _|_ T]zl) o 32n4ng’l77kl ( 2pggl + n;l) +

9+p 1 9+p//l 0+pk‘kl
+16n* (ng + 7731 % + 773/1 - 327147791779/1 Y + 77121 +

6 + ! ot 0 —|— p 'q'l
+32n° g (% + 27“7;/1) — 320°ngng(n + 1) (% + 0 |+ 320 nn,+

0 + 7 ol 0 + 9 + 7 !
+16n’ (% + nj/l) ( s nil) — 320 g (n + 1) (% + né/l) +

392 9 —|‘ !a’ 9 —|— /i 2
+320° nny, + 80 <7 + % - 2773/1) +16n(n + 1) (% + 1) -

E, para o caso 5, temos E[D,y1(t)] = 0 + pyg1, E[Dyin(t)] = 0 + pgin e

16n" E[Dyyi(t) Dyrin(t)] =

=102 Y B V0] Y B[V (0)] — $nn B

PRPIOPIMEAG

— 160 ngumen ZE ()] +
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+16n°ngne B — 8’ B

2 Yigt®) 3 Vo) 2 Vi (®) ) Vit
+4n? Z E[Yi(t) Z E[Y2,(1)] — 160 ngmg. Z E[Yyen(t)®] +
+4n Z E i g’l Z E Y;/Qk/l t
9 + p 1 0 + !l 9 + 1l
= 16”4 <—2 99 + 7’]31 —2pg g + 7]311 - 32n3ngmg/l (’I’L + 1) —2pg gl + 7]311 +

392 6 + ! al 9 + /) 2
+32n°ngm), + 8n® ( 5+ % - 2773/1) +16n°(n + 1) (% + n;,l) +

0 + 0+ pyy
—32n4ng/mk/z (% + 7735) + 32n3ngmk/l <# + 2n77§,l> +

0 + p !
—32n377k/l779/l(n +1) (ngl + ng,l> + 32n377k/m§’,l+

9 + v Q ‘I— 9 + k!
+16n* (# + 77,%/[) (% + n§l> — 32n477gﬂ7g/z (# + 771%/1) +

9 —+ !l 9 —+ /et
+16n (% + nj,l) (% + n,@,) .

Finalmente, temos que

(QMp(t) — (0 + pr)) — N (0,9° + o) ,

em que
9? = ;i2{492+9+(2e+1){2 (M)%
MG (G 1) & = Pagt 2
+ 2 (ot - %) +2 (py - %)2} . (3.5.7)
e para G > 3,

0= { D DD E[Dygi(®) Daa(t)] — (0 + pog) (0 + prwn) +

g=k=1g'>gk'>g’

T Z Z Z Dyt () D (L )] — (04 pgg) (0 + pran)+

9=1 k>g g'=k'>k
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e
- Z Z Z E [Dygi(t) Dign(t)] — (0 + pgn) (0 + pkk’l)} -

9=1 g'=k>g k'>k

Note que, em ambos os casos a variancia é assintotica e nao sao necessariamente iguais
as obtidas na Secao 3.3. Pois, nesta Secao, supomos que a seqiiéncia de variaveis formada

por Ajiggn(t) para ¢ > g com g =1,..., G, eram nao correlacionadas.

3.5.2 Distribuicao de QMy,(t) e QMp(t) para amostras nao ba-

lanceadas

Para tamanhos amostrais diferentes, da mesma forma que na Secao 3.5.1 vamos encontrar

a distribuigao de Q My, (1),

G
QM (t) ZD

em que

2ng

Dggl(t) = Z Z Am ggl

2ng =1 i'>1

2

Da mesma forma que no caso anterior, A%, (t) é o kernel para 0(F). Assim, a estatistica

i’ ggl

U é dada por

Dggl(t) Z Z An ggl

27’Lg =1 i'>1

2

Da mesma forma, E [A}, gal(t )] =302 +3(0+ pggr)* +0+ pgu < o0 e ¢f é dado pela equagio
(3.5.2). Com isso,
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Assim,

G
430 2nglY
G 3
(Z5La2m)

Podemos utilizar a teoria de estatistica U generalizada para encontrar a distribuicao

de QMBl(t),

(QM Py (t) — 0 — ppwn) 2N 0,

QMpi(t) = ZZ g1 (t

em que
2ng 2n /

Dggll (t) = Z Z Au gg’l

2n,2n
9 gzlz/l

Da mesma maneira que no caso de amostras balanceadas, A2, (1) é o kernel para 0*.

i/ gg’l
Assim, D,y (t) é uma estatistica U generalizada de grau m = (1, 1). Com isso, utilizando

os resultados de Hoeffding (1948),

V/ 2ng2ny (Dgg’l(t) —0— ng’l) 2N (0,2n4Cro + 2n4Cn) ,

em que (o1 e i sao dados conforme as equagoes (3.5.5) e (3.5.6). Esse resultado é valido
com a mesma restricao feita para amostras balanceadas.

Desta forma,

(QMpi(t) — 0 — ppr) — N (0,2% +5),

em que
G
Co1 Cw
o= 3.5.8
oL (o o 359
g=1 g’>g g’ g
e ¢ é a covariancia entre as estatisticas Dyy(t) ¢ > g para g = 1,...,G, que pode ser

obtida da mesma forma que a covariancia de amostras balanceadas.
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3.5.3 Distribuicao da estatistica do teste

Considerando a estatistica do teste QMp;(t) — Q My (t), devemos encontrar a distribuigao
dessa estatistica sob Hy para podermos executar o teste de homogeneidade proposto. A
hipotese nula é definida por pgyyy = 0, para todo g, ¢’ =1,...,G, com pyg; > 0. Temos
que E[QMpg(t) — QMw(t)] = psi — pwi- As distribuicoes de QMp(t) e Q My, (t) foram
encontradas para amostras balanceadas e nao balanceadas. Primeiramente, considere a

estatistica do teste para amostras balanceadas. Sabemos que

1. A distribuigao de QMyy,(t) é assintoticamente N <9 + pwi, %), em que ¢} é dado

pela relagao (3.5.3),

2. A distribui¢ao de QMp(t) é assintoticamente N (6 + pg;, 9% + ), em que 92 é dado

pela relagao (3.5.7), sob a restri¢ao

para pgg < Pgg, 9 =1,2,...,G com g # ¢'.

A variancia da estatistica do teste é dada por

Var[QMp(t) — QMw,(t)] = Var[QMp(t)] + Var[QMw(t)] — 2cov(Q Mg (t), QMu(t))

- 2cov(QMpi(t), QMw(1)),

= 92
+Q+2nG’

em que

o (QMi(), QMa(1) = cov | ——— S Dyn(t), = 3 Dyua(t)

G\ s=1g>g k=1
2
1 G G 3 _
_ Z Z Z cov (Dygn(t), Dini(t))
G ) g=1g>gk=1
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Para encontrar a covariancia entre QMp;(t) e QMy,(t), vamos separar nos seguintes

Casos

1. Se k = g, entao

cov (Dggn(t), Dyt
1 2n  2n
— (0)% (Zl Zl Zgl ’ Zl Z zgl Y;’gl )) >
(2n) ( o i'>1
= 1 , [COV (2%2 zgl ZZ zgl Y;'Ql )) ) +
(2n)? ( 2?1 ) o

— 4cov (iiﬁgl Yirg ZZ igl(t) = Yig(t)) )] )

i=1 /=1 =1 i'>1

cov (2712 Zgl ZZ ial(t) — Yig(t)) ) —

=1 i'>3
2n  2n

_QHZZZCOV ng , @gz()—m/gl(t)f)

J=1 1=1 />

=203 > cov (Vi(t), (Vigu(t) = Yeq (1)) +
23D cov (Vi) (Vi (t) = Yeu(£)?)

cov (Yip(t), (Yigi(t) = Yiu(t))?) = Var [Yig(t)] — 2 [E[Yig () E[Yya(t)]+
— BV (O] EYiu(t)]EYig(t)]]
em que

Var [Y2(0] = EVA®] - (EVA )’

30 | 0+ pygi s | 04 pgg ’ 4 + Pygl 2
= 7 5 +3 7791 + 9 27791 - 2 + gl
362 0+ pyg 0+ pgg )
= b + 7 99 1.9 7731 + 5 = 277;11-
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Logo,
3N (0 +
cov (Y2(0), (Yig(t) — Yon(§)?) = Var [Y2,(1)] - 2{(ﬂﬁ——@ﬂww@)%w

2
0 + pygl
- (P ) )
367 + 0 + pgg + (0 +ngl)2
5 .

Da mesma forma, temos

36% + 0+ pag + (0 + pyut)®
cov (1/;/291 (t)7 (Sfigl (t) - }/%/gl (t))Z) = 992 g9 '

Temos também,

cov (Z ZYW Yig Z Z igt(t) = Yaq(t)) )

=1 /=1 =1 i'>1

2n 2n  2n

=3NNS cov (Vi) Yagu (1), (Yiar(t) = Yy (£))?)

i=1 =1 j=1 j'>j

— ZZZCOV il () Yign(t), (Yig(t) — Yz"gl(t)y) +

7'=11=1 i!>i
2n  2n

333 cov (Vi)Y (t), (Yigu(t) = Yo (1))?)

§'=1i=1 i’'>i

Temos, por definicao

cov (Yig (1) Yyrgn(t), (Yigr(t) = Yiqu(t))?) = B [Yigt(8)Yirga (8) Yigr (t) — Yiear ()] +
—E[Yig(t)Yygu(t)] E [(Yi(t) = Yiea(t))]
=191 { E [Yigi(t) (Yigr(t) = Yorga(t))*] = 162(0 + pggr) }
= g { E [V, (t) = 2Y2 ()Y (t) + Yig(£)Y7, ()] — ngi(0 + pggt) }

31g1(0 + pggr) 0+ pyqi
=Ny (%4_77;_27791 ng — 21+

0 + pygl
+1g1 ( 5 2 ) + 7731 — g (0 + pggl))

0+ pygi 0+ pyqi
= Ng'l (7791 (ng _7731+779l ng +77§l_779l(0+10991) =0.
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Da mesma forma,
cov (Yog(t)Ygn(t), (Yia(t) — You(t))?) = 0.
Com isso,

cov (Dyggu(t), Dygi(t)) = Z ZCOV 1gl ) (Yigi(t) = Yoa(t))?) +

=1 i/>1
2n
2
© S0 cor (VA0 (i)~ Vo))
=1 i/>1
_ 307 + 0 + pggi + (0 + pgg1)®
- 2n '

2. Se k = ¢’, da mesma maneira que o caso anterior, temos

= — 382+8+p1/l+(9+p111)2
cov (Dgg’l(t)> Dy (t)) = gg2n e

3. Sek # ¢ ek # g, temos cov (Dgg/l(zﬁ), Dkkl(t)) = 0, pois assume-se que as populagoes

sao independentes.

Assim,

cov(QMp(t), QMWl( )

:G G
Z Z Z cov (Dggnlt Dkkl(t))

9=1 g'>g k=1

G
2

7 N\ (Z Z cov (Dgg’l(t>a Dggl(t)) + Z Z cov (Dgg’l(t)7 Dg’g’l(t)))

2.2 o +




92 CAPITULO 3. DISTANCIA GENETICA - DESVIOS QUADRATICOS

G
302 + 0+ pygi + (0 + pygn)?
DM " )

9=1g'>g

66 + 20 1 ¢ Pggl + (0 + ngl)2 + Pyl t+ (9 + pg’g’l)2
G + G [Z Z 2n
G

9=1g'>g

2

Seja T = Var[QMp(t) — QMw,(t)], desta forma

ACE 1207 + 40 2 = Pggt + (0 + pogt)?+
T — 92 1 _ 99 99
tet 2nG 2nG G Z Z 2n
9=1g'>g
G
2
i oyt + (0 + pygn)®
2n
Proposicao 3.2. Sejam Xy, Xo,..., e X varidveis aleatorias e g : R — R uma funcao

continua. Entio X, — X = 9(Xn) 2, g9(X).

A estatistica do teste dada por (3.5.1) é combinacao linear de variaveis aleatorias

assintoticamente Normais, entao, conforme a Proposicao 3.2

(Q@Ms_wy(t) — (psr — pw1)) D
o~ LN (0,1).

Sob Hy, temos que py = 0, para todo g, ¢ = 1,2,...,G. Se pyyn = 0, para

g # ¢ implica que 7, = 0, indicando que nao houve divisao populacional, ou seja,
homogeneidade entre populacoes. Com isso e supondo o processo de coalescéncia proposto
neste Capitulo, as populacgoes descendem de um mesmo locus ancestral. Com isso, sob H,
podemos intuitivamente considerar 7y = 7;. Neste Capitulo, na Sec¢ao 3.5.1, j4 mostramos

que

0 — pgql
E [(7791 - Y;/g/l(t))Z] = ng + Pgg'l-

Desta forma,

0 — pygi
E [(ngl - Y;"g’l(t))ﬂ = 77§l - 27791E[Yi’9’l(t)] + E[Yi’g’l(t)z] = 5 4+ Pgg'l
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0+ pg g 2 0 — pggi
T + ngll - 2

= 7721 — 2Mgg1 + + Pggl

Pggl + Pg'g'l

= Pgg'l — 5 = (g1 — 77g’l>2

€ S€ Pogil = Pggt = Pgg = 0 para g # ¢', entao ng = 1.

Entao,

862 20 86?2 20

Vare[QMp(t) — QMy,y(t)] = 2nG(G — 1) T 2nG(G — 1) G 2nG

_|_

para G > 3. A demonstracao deste resultado pode ser visto no Apéndice A nimero 10.

Note que essa variancia depende do parametro, entao podemos estima-la através da
estimacao do parametro 6. O estimador para 6 pode ser encontrado sob Hy por 6 =
QMrou(obs)(t), em que

2nG

1 1
QMTotl(obs) <t> = —STotl(obs) (t) = 7~ Z Z(yzl<t> - yi’l(t))27
2nG 2nG \ =1 i>i
2 2

em que y;(t) e yin(t) sdo os valores observados do tamanho alélico da i e i’-ésima copia,
desconsiderando a populagao.

Desta forma, sob Hy,

QMpi(t) — QMy(t) »
e N0, 1),

Agora, considere a estatistica para amostras nao balanceadas. Definimos a estatistica

QM p-wy(t) = QMp(t) — QMw;(t). Sabemos que

1. A distribuigao de QMyy,(t) é assintoticamente N (9 + pwi, % Ele %), em que

¢} é dado pela relagao (3.5.2),

2. A distribuicao de QMp(t) é assintoticamente N (6 + pp;, A2 + <), em que A% é dado

pela relagao (3.5.8) e ¢ é a covariancia.
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A variancia da estatistica do teste é dada por

Var[@Mp(t) — QM (t)] = N + <+ — Z U ocon (QMp(t), QM (1) .

em que

cov(QMp(t), QM (t)) = ZZZCOV 991(), Dira (1)) -

g9=1 g'>g k=1
G
2

Para esse caso, da mesma forma para amostras balanceadas, para encontrar a covariancia

entre QMp(t) e QMy,(t), vamos separar nos seguintes casos

1. Se k = g, entao

8 - 36% + 0 + pggr + (6 + pygr)’
cov (Dgg’l(t)a Dggl(t» = g2gn o,
g

cujo o calculo segue o mesmo raciocinio para amostras balanceadas.

2. Se k = ¢’ temos

= = 367 + 0+ pygi + (0 + pygn)?
cov (Dgg’l(t)aDg’g’l(t)) = 27 e

2ny
3. Se k# ¢ ek +# g, temos
cov (Dgg/l(t), Dkkl(t)) =0,
pois assume-se que as populagoes sao independentes.

Assim,

2 2
cov (@ (0. QM) — —— 3" 5 (Etottyt O ol

9=1 g'>g 2ng
G
2

302 + 0 + pygi + (0 + pyg1)°
2ng/ .
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Chamaremos Var[QMp(t) — QM (t)] de T*. Desta forma,
T = N +c+ 4ZG: ! 2 1 ZG:Z 302+9+p99l+(‘9+ngl)2+
B T 2n, 2n
g=1 G = > 9
G
2
392 + Q + pg’g’l —|— (9 —|— pg/gll)2
2ng/ .

Temos que a estatistica do teste é combinacao linear de variaveis aleatorias Normais,

com 1isso,

(@M_wy(t) — (ps1 — Pw1)) D
T — N (0,1).

Sob Hy, temos que
X = %gx (%4‘2;9/)7
o ﬁ{z

353 ) 31 ¥l

9=1g'>gk'>g’

0
o= 20"+ -
Cl +27

cuja demonstracao se encontra no Apéndice A nimero 11.

(3.5.9)

Agora, considere a estatistica do teste QMp_pwy(t) = QMpi(t) — QM Py (t). Sabe-

mos que

¢l
(QMPy(t) — 0 — pw1) — N <0,4szgf) ;

g=1

em que ¢} é dado pela relagao (3.5.2). Temos que, sob Hy

covo(QMp(t), QM Py, (t)) = Wy ZZ <2ng

g=1g'>g Mg’
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_ 46 EG: 3 ( 2 )

- G \ g=19'>g Zf:l 2n,
2

86 + 20

ZgG:l 2ng'

Além disso, temos que sob Hy,

D 4G
(QM Py, (t) —0) — N (0, ZG—Qng> ,

g9=1

0
em que (; = 26% + —.

2
Chamaremos Var[QMpg(t) — QM Py, (t)] de 1. Com isso
80% + 20
Yo =N +0— —=— (3.5.12)
29:1 2ny

em que A3 e gy sdo dados pelas relagoes (3.5.10) e (3.5.11), respectivamente.

Da mesma forma que (3.5.9), temos sob H,

QM p—pwy(t)
Vibo

O p-valor para o teste de homogeneidade é obtido da seguinte maneira

L, N(0,1).

M- ¢ PBi(obs) — P 0bs OBi(obs) — P obs
p—valor:P(Q (B PW)Z() P Bl (obs) le(b)>:1_(I)<pBl(b) le(b)>7

>
Vo Yobs)l Yobs)l

em que, sob Hy

M- t D(obs Mp- t D(obs
QM p—pwy(t) 2LN@O.1) e @ (P( b )z) _p QM s—pwy(t) < Pl ’
V ¢0 77D(obs)l V 1/}0 1/}(obs)l

com sy dado pela relagao (3.5.12), ou seja, considerando H, verdadeira.

Com isso, definimos a distribuicao da estatistica do teste para amostras balanceadas

e nao balanceadas.



Capitulo 4

Distancia genética para loc: de
microsatélites baseada nos desvios

absolutos

4.1 Introducao

Shriver et al. (1995) consideraram o modelo de mutagao “stepwise” para desenvolver uma
medida de distancia genética que fosse linear com respeito ao tempo.

Duas medidas, que sao muito utilizadas em estatistica genética, serao introduzidas
neste Capitulo, a distincia genética minima (D,;) e a distancia genética padrao (Dyg),
introduzidas por Nei (1972). Segundo Li (1976), essas duas medidas nao sao lineares
com relacao ao tempo de divergéncia entre duas populacoes, quando a taxa de mutacao
é alta. Sendo assim, Shriver et al. (1995) propuzeram uma nova medida de distancia
genética, Dgys, que ¢ mais apropriada para loci com altas taxas de mutacao, envolvido
com o processo de mutacgao “stepwise’.

Na Secao 4.2, introduziremos as medidas de distancia de Shriver et al. (1995) e de Nei
(1972). A medida de distancia desenvolvida por Shriver et al. (1995) sera chamada de

medida de distancia de Shriver. Adaptamos essa medida de distancia para construir uma

97
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medida a qual podemos utilizar, de forma anéloga, a teoria desenvolvida no Capitulo 3
(na Secao 3.2).
Na Secao 4.3.1, vamos encontrar a distribuicao das medidas estudadas em 4.2, uti-

lizando a teoria de Estatistica U.

4.2 Medidas de heterozigosidade e de distancia

Shriver et al. (1993) consideram a medida de heterozigosidade numa tinica populagao por
1 — 3", p?, que é a medida de diversidade génica, definida no Capitulo 1 (na Se¢ao 1.2).

Seja pgi € pyiv as proporgdes dos alelos ¢ e 7 num determinado locus nas populacoes g
e ¢, respectivamente. Seja,

2n

Wg = Zngipgi/

i=1 i/

2n
wg/ = E E pg/ipg’i’

i=1 i'#i

2

Weg' = Z Zpgipg’i/a

=1 il
em que a soma ¢ sobre todas as combinacoes de diferentes alelos i # ¢’ num mesmo locus.
Note que as quantidades wgy, wy e wyy podem ser interpretadas como as probabilidades
de que dois alelos sejam diferentes quando amostrados aleatoriamente de duas populacoes
diferentes, wyy, ou de uma mesma populagao, wy e wy.

A distancia genética minima de Nei (1972), Dy, e a distancia padrao de Nei (1972),

Dg, sao definidas por,

Wy + Wy

Dy = wgg,_%
log(1 — log(1 — w,
DS _ —10g(1—wgg/)+ Og( w9)+ Og( wg).

2

A medida de distancia utilizada por Shriver, Dg,, é uma extensao de D,;, que foi

primeiramente sugerida por Rao (1982¢). Considerando um locus envolvido com o pro-
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cesso de mutagao “stepwise’, descrito no Capitulo 2, wgy, wy e wyy podem ser ponderados

pelo valor absoluto da diferenca do niimero de repeticoes entre dois alelos. Ou seja,

2n

Wgw = Z Z 0%pgipgr  medida dentro da populagio g
i=1 i'#£i

2n
Wy = Z Z 5fi/,pg/ipg/i/ medida dentro da populacao ¢’
i=1 i'#£i

o
Wygrw = Z Zéfﬂlpgipgw medida entre as populacoes g e ¢,
i=1 il i
em que 0% = |Yiy — Yi,l, 52// =Yy — Yig|e (5?1.?/ = |Yi;, — Yiy| com Yj, representado o
numero de repeticoes do alelo ¢ na populacao g.
Assim, Shriver et al. (1995) sugerem Dg,, como uma medida de distancia geral entre
populacoes

Dgy = wggrw — W%.
Note que se Dg, > 0, a variabilidade entre as populagoes g e ¢’ € maior do que a média
entre as variabilidades dentro de g e ¢'.

Vamos utilizar a distancia genética entre o nimero de repeticoes entre dois alelos, e
aplicar a teoria introduzida na Secao 3.2 do Capitulo 3. Para isso, considere a mesma
medida Ajirgp(t) = Yig(t) =Yy (t), em que Yy (t), o nimero de repetigoes da i-ésima copia
(t=1,2,...,2n) na g-ésima populacdo (¢ =1,2,...,G) no l-ésimo locus (I =1,2,...,L)
no tempo t. Podemos definir a soma dos desvios absolutos na g-ésima populagao para o

[-ésimo locus por

Dggl(t) = Z Z ‘Aii’ggl(t)‘

i=1 i/>i
e a distancia média absoluta na populagao g é dada por
Dggl(t)
2n
2

Dggl (t) =
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A distancia média absoluta dentre populacoes é dada por

AMyy(t) :52 gt (4.2.1)

que é equivalente a Q) Myy,(t), descrita no Capitulo 3.
Podemos também definir uma medida de distancia entre populagoes. Para isso, con-

sidere a soma dos desvios absolutos entre o ntumero de repeticoes da populacao g e ¢/,

n TL
gg’l § E |Au gg’l

=1 /=1
em que Njiggn(t) = Yiu(t) — Yigu(t). A distancia média absoluta entre a populacdo g e ¢’

no [-ésimo locus no tempo t é dada por

Dgg/l (t) = [()2921)(:) :

A distancia média absoluta entre populacoes é dada por

AMp(t) Z Z D,y (t)

9=1g'>g

2

que é equivalente a QMp(t), descrita no Capitulo 3.

Com isso a soma absoluta total é dada por

G
2n _
ASTotl Z Z 2” gg’l + Z Dggl (t)
9=1g'>g g=1 2
e a sua média é
AStou(t
AMypoy(t) = T—“()
2nG
2
B 2n(G — 1) 2n —1
= Sag 1 Me) + 5 m 7 AMw()
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Para encontrarmos o primeiro momento de |Ajirg(t)| ou de |Ajgyi(t)| devemos uti-
lizar a teoria da Secao 3.2. Primeiramente, vamos encontrar o primeiro momento de
|A;in ()| = |Yu(t) — Yin(t)]. Considerando o Teorema de Révész (Teorema 3.1), sabemos
que a distribui¢ao de Ay(t) | [T = ¢, N(t) = ], é um passeio aleatério simétrico em 0
com « passos. Assim, considere a variavel aleatoria X, representando o passeio aleatério
simétrico em zero com « passos. Podemos encontrar a esperanca de |X,|, ou seja,

1 — a

BX =5 S| )

k=—« D)
lembrando que se «a é par, k assume somente valores pares e, se « é impar, k assume

somente valores impares. Assim, para « qualquer k € {—n,—n+2,—n+4,... n—4 n—

2,n}. Essa soma pode ser reescrita da seguinte maneira,

1 a 1 & « a—k
= =N Ja-2 - .
5 |k| - P |ov — 2ul com u 5

k=—a 2 u

Por exemplo, consideremos a = 3, entao

1< 3
EIX;3 = o K|
2 3—k
k=—3 =
1 3 3 3 3 3
= - |3 + + +3 —°
8 3 p) 1 0 2

e para =14
4
1 4
BX| = 5 > I M)
k=—4 P}

1 4
= — |4 +2
16 4

Para a = m qualquer, temos,

E[X,| = 27™)  |m — 2k|
k=0
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-m - |m_2k| m
= m2"Yy y
k=0

(. /
~"

Cm

Mostraremos que c¢,, < 1, para m > 1. Para isso, vamos considerar um resultado de

relacao de ordem dos niimeros reais. Esse resultado consiste no seguinte fato:
e Seja a seqiiéncia de ntimeros reais, tal que, a; < by, a0 < by, ..., a4y, < by,.
e Seditalquea; < b;parai=1,2,...,m, entdao a;+as+...+a,, < bi+by+...+by,.

Considere

— 2k
am:M e b,=1 paratodom=1,2,...,.
m

Para m = 1, temos que

1—2k = 1, se k=0

1—2k] = 1, se k=1,

nao valendo a condicao do resultado.

Para m > 1, temos,

— 2k
M =1, se k=0
m
— 2k
M < 1, para 0<k<m
m
— 2k
M =1, se k=m,
m
satifazendo a condicao do resultado.
Entao, para m > 1
o m =2k [ m o[ m
e =2y 2K <oy =
= " k k=0 \ K
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em que a ultima igualdade se deve ao binomio de Newton. Assim, ¢, < 1 para todo

m > 1. Para encontrar c,,, devemos encontrar o resultado de

o m =2k [ m
2-m _—
2 |,
k=0
Considere a seguinte identidade
m m! m
= = (4.2.2)
k (m — k)k! m— k
Separaremos os casos de m par e m fmpar.
Para m par temos,
ok [ m = —2k [ m
G =277 m — Z m
_kZO m k k:%+1 m k
E m 9 B m m m 5
SER o (B o B B ol B R o
| k=0 ( k = ( k k=211 \ K k=141 k
-%_1 5 m
m m m—1 m
_k:() kf m/2 k=1 k’ -1 k:%-i-l k’
i m—1 |
+ 2 )
k=21 \ F—1
-1 31 m
m m m—1 m
k=0 k m/2 1=0 l k=241 k
m—1 m— 1
+ 2 )

Utilizando o resultado (4.2.2), temos que

m_
21

S(") - 2

=0 \ K k=1 \ K

3

22 = 2
=0

l = l
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m
Logo, para m par ¢,, =2~ . Para m impar, temos
2
=
m—2k [ m " om =2k [ m
m 2™ -
= k) D
| k=0 k="
[ et
m 2 m T m 2 < m
T R o B FE o
N N A S L A s AN
rm—1 m—1 —_
2 m 2 m—1 e m 7 m—1
. Sy (")
m;l m;l 1 1 m m—1 1
m m — m m —
=2 —2 - > +2 ) -
=0 \ K =0 l pmmgt \ K =\
m—1
+ 2 )
m+
R
.1 -1 m—1 .
Utilizando o resultado (4.2.2) temos que para m impar ¢, = 2" » . Assim,
mrl_—1
2

m m ,
N . se m é par;
2
E’Xm‘ =
-1
ST , se m é impar.
nt
\
Com isso,
o
2o , se a é par;
(0%
2
El[Aun()] [ N() = o, T = 1] =
a—1
AT , se « é impar.
atl _ q
2
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Como N(t) | T =t ~ Poisson(2ut). Entao,
EE[Aum@| | N@), T =1 [T =1] =
=Y EllAum(®)| | N(t) =k T =] P[N(t) =k | T =]

k=0
k k
— Z S PINt)=Fk|T =t]+
ke{0,2,...} 2
k k—1
+ Z 2k1(u1 [N(t) =k | T =t]
ke{1,3,...} 2
Assim,
N(t)
E[E[|Azz’l(t)| | N(t)aT = t] | T= t] =k ON(2)
2

N(t) N(t)—1
ON(t)-1 NO+1

+E

Calculando as esperancas, temos

N(t) N(t) k k (QMt)k eXp{—Qut}
v | e | N@par [T =t = S \
2 ke{0,2,4,...} 3

_ k (2ut)* exp{—2put}
- Z ok k|
ke{24,..} 2°2°

ke{2,4,...} 2

k kE_1
2ut\ 2 (2ut\ 2 exp{—2ut}
— ot il il b Sl i §
« > (5)(5) w5

ke{2/4,...}
k /ot 2\ exp{—2ut}

=0
00 21
(2pt)’ (%)
= —-——— —2 —
5 epi-2ut} lz:; NI+ 1)!

N(t) N(t)—1
ON(t)-1 NO+1L g
SO+

, N(t) impar | T =t| =
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k k—1 2ut)* exp{—2ut
_ (2pt)" exp{—2ut}

k-1 k+1 1 k!
ke{1,3,...} 2

2ut\ " exp{—2ut}
- 2 (F) Ee

ke{1,3,..} "\ 2

kE—1 > 2ut\ P exp{—2ut}
(fazendo [ = T) = Z[LtlZ:; (7) T
00 (M)ﬂ

o . 2

A funcao generalizada de Bessel modificada (veja Abramowitz & Stegun (1972)) é
dada por
22 k
(%)

I(2) = <§>Z KIT(v+k+ 1)

k=0

No Capitulo 3, introduzimos a definicao dessa funcao e utilizamos esta quando v = 0.

Para v = 1, temos

k
22
2 = (I)
I == S A
() =32 Kk + 1)
k=0
Neste caso,
N(t) [ N()
o | ove |0 N (t)par [T'=t| = (2ut)exp{—2ut}h(2ut).

Quando v = 0, a funcdo é dada por (3.2.5). Com isso, temos

N(t) N(t)—1

IN(t)—-1 N()+1
2

E

, N(t) impar | T =t | = (2ut) exp{—2ut } Io(2ut).

Logo,

EE[Auw@) | N@),T =t] | T =1] = (2ut)exp{—2ut}]1(2ut) +

+(2ut) exp{—2utHo(2ut) = (2ut) exp{—2ut}(Lo(2ut) + [(2ut)).
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Com isso,

ElAin(t)] = EB[E[E[|Auwm®)] | N@),T) | T]]
= E[2uT) exp{—=2uT}(Io(2pT) + L(24T))]

- / " 2ut) exp{ =200} (o(21) + 1, (200) - ex0 {— a8 } i

o 2p [ 1
= N /0 texp{ (2,u+ 2Ne) t} (Io(2ut) + I, (2ut))dt,

lembrando que T ~ exp(1/2N,).

Assim, temos que calcular

[ o (s 25) i+ e

Segundo Abramowitz & Stegun (1972), a tranformada de Laplace, definida por

M(s) = £{f(0} = [ e o
para funcio f(t) dada por
exp {—gt} {IO (a ; bt) s <a ; bt)]
1

é M(s) = " ~. Em particular, se s = 1/2N,, a = 4p e b = 0, entao,
(s+a)z(s+b)

Njw

M(1/2N,) = /Oooexp{— <2]1Ve>t}texp(—?,ut)([o(Zut)+Il(2,ut))dt

B 1 o @eN) (22
P \:  (L+8Nu):  (1+20)3
(o) () SNt (v20)
para 0 = 4N, u. Temos,
2 2N,)? 0 X
Baum)] = e BN o)

2N (1420)z (14 26)2

De acordo com E|A(t)], obtemos E|Asgq(t)|, no entanto temos que 77 , é uma

varidvel aleatoria com distribuigao exponencial, T; , = T'+744, em que T' tem distribuigao
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exponencial com média 2N, e pyq = 247,44, definidos no Capitulo 3. Com isso,

E| Aii’ggl (t) |

E[E[E[[Awga(t)] | N(8), T]| T1]

E[(2pT) exp{—=2uT} (1o (2uT) + L, (2uT))]

& 1 t—
|ty exp{-2ut}tozut) + 1zt 5 exp{— QNW}H(t)(w,oo)dt
e 1 t—Tl
2 —2ut Y (1o(2 L(2 — 99 8 dt
/w< pt) exp{ =2t (To(2pt) + T (2p0) 1 exp{ = }

Tggl

211 exp {

2N, } R
— / texp{—2ut} (Io(241t) + I, (2ut)) exp
e Tggl

{_215

Em particular, se a = 4p, b=0, s = 1/2N, e k = 7,4, temos

E| Aii’ggl (t) |

em que

Assim,

E| Aii’ggl (t) |

24
2N,
21
2N,

/koo exp{—s(t — k)}texp {—%t} [Io (gt) + 1 ( t)] dt

;
| esptste=kpres =5} [10 (51) + 1 (5) e =

set < k;

u(t — k)

N[

, set=k;

1, set>k.

ou [F
2N, Jo

2

exp{—s(t — k) }texp {—gt} [IO <gt) +1 (gtﬂ dt +

2

J/

2
2N,

/koo exp{—s(t — k)}texp {—gt} [[0 <gt

Zero

2

{22 ) 0

) + 1 (gtﬂ dt

= W :/000 exp{—st}texp {—gt} []0 (gt) +1 (gtﬂ dt}
_ 2puexp{sk} [ 1 B 0 exp {;g_léi}
B 2N, _(s—l—a);sg] o (1+26)2
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0
em que f*(0) = ——.
e IO = g
Isso implica que
1T 1 & 1< T
_ _ g 99!
E[AMy,(t)] = a Z 7\ Z Z B Airgqi(t)] = f (‘9)5 Z exp {2]\7@ } .
g=1 2n i=1 i'>1 g=1
2
A variancia de AMy,(t) é dada por
1 G 1 2n
Var[AMy (1)) = = d 3D VarlAug()],
=1 [ 2n i=1 i'>i

assumindo que no tempo t as populagoes sejam independentes e as coOpias também o sao.

E, Var|Aiygq(t)| ¢ dada por

Var|Divga(t)| = ElDiga(t)]* — (Bl Ajrgq(t)])’
= E[AY (1)) = (Bl Ajigq(t)])?

92 Tagqgl 2
- 9+pggl_(1+29) <eXp{2?\’} }) '

Da mesma maneira que E|A;;,,(t)|, podemos calcular E|A;;4,(t)]. Lembre-se que

o tempo de coalescéncia para comparagao entre duas populagées (g e ¢, g # ¢'), nggw
é uma variavel aleatéria com distribuicao exponencial, Tng,l =T + Tggn, em que T' tem
distribuigao exponencial com média 2N, e pgn = 2u7y,, definidos no Capitulo 3. Com

E[Aivggu(t)] = EE[E[[Aiggn(t)] | N@),T] | T1]
= Bl2uT) exp{=2uT}(lo(2uT) + L (2pT))]

© 1 t— Ty0
= /0 (2pat) exp{=2ut}(Io(2ut) + 1 (2p1t)) 555 exp{— QNQQZ}H(t)ugwoo)dt

> 1 t— Ty
= / (2pt) exp{—2ut }(1o(2u1) + Il(2ut))2Ne exp {_ 2Nig l } dt

Tgg'l

211 exp { A

— Q—Ne} /TOO/ texp{—2ut}(Io(2ut) + I, (2ut)) exp {—2;\/_6 } dt.

gg'l
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Em particular, se a = 4p, b =0, s = 1/2N, e k = 7,44, temos

2 o a a a
Birgn(t)] = 3 ]‘V’: [ el ~ B)}tesp {—575} [10 (525) + 1 (?ﬂ dt
2u [ a a a
A exp{—s(t — k) }texp {—515} [IO <§t> + 1 (525)} u(t — k)dt,
em que
)
0, set<k;
u(t—k)=1q 1 set=k;
\ 1, set>k.
Assim,
ou " a a a
Biggt)] = g | exwls(i - k)}texp{—§t} [10 <§t> + 1 (525)] dt +
Zero

+ 22;\;6 /koo exp{—s(t — k)}texp {—gt} [Io (gt) + 4L (gt)] dt
= 2B [T opstpren {~5} [10(51) + 1 (51)

2p exp{sk} i 1 ] B Qexp{ng""Z}

2N. | (s+a)7s? (1+20)2
Trntl
- e {2} o),
em que f*(0) = 0
d (1+20)2
Isso implica que
1 G 1 2n  2n
EAMp(t)] = > e D) ElAiggn(t)]
G\ g=1g>g =1 i'=1
2
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A variancia de AMp(t) é dada por

G 2n  2n
Var[AMp(t)] Z Z )i Z Z Var|Aiigqni(t)],

=1 /=1

2

assumindo que no tempo ¢ as populacoes sejam independentes e as copias também o sao,

com Ajyg01(t) ndo correlacionados. A Var|A;y,41(t)| € dada por

VaT|Aii’gg’l(t)| = E|Aii’gg’l<t)|2 - (E|Aii’gg’l(t)‘)2

= E[AZ,0 ()] = (Bl Auggn(t)])?

(92 Taqg'l 2
_ o 99’
= 0% pn = g (ep{QN })

Podemos definir AMyy,(t) e AMp(t) para diferentes tamanhos amostrais entre as po-

pulacoes, ou seja, 2ngy para g = 1,...,G. Assim,
2ng
ggl E E :’Au ggl
i=1 i'>1

Entao a distancia média absoluta para a populacao g no [-ésimo locus no tempo t é

- Dyq(t)
Dggl(t) = 2
2ng
2

A distancia média absoluta dentre populacoes é dada por

AMwi(t) = = Z Dygr(t)

Da mesma forma podemos definir AMpg,(t). Seja

2ng 2ng/

Dgg’l(t) = ZZ|Aii’gg’l(t)

i=1 /=1
Entao, a distancia média absoluta entre as populacoes g e ¢’ no l-ésimo locus no tempo t
é

S Dygr1(t)
Dgg’l(t) - ﬁ
g g
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A distancia média absoluta entre populacoes é dada por

1 _
AMp(t) = ——— Z Dyggi(t).
G 9'>g
2

Define-se a estatistica AM Py,(t) como a distancia média absoluta ponderada pelo

tamanho amostral das populacoes. Isto é,

G
AMPy(t) =Y wy Dyg(t), (4.2.3)
g=1
2
em que w, = GL g=1,...,G. Note que y w, = L.
29:1 2ng

4.3 Teste de homogeneidade

Como ja foi discutido, o teste de homogeneidade se traduziria em testar se existem dife-
rencas entre as variacoes entre e dentre populacoes. Da mesma forma, o teste de homo-

geneidade é Hy : pye; = 0 para todo g, ¢’ =1,...,G. Isso implica que sob Hy,

A hipoétese alternativa é Hy @ pgy > 0, para algum ¢’ # g, ou seja, existe alguma diferenca
em pelo menos duas populagoes.

Entao, sob Hy : pgg1 = pgg = pgg1 = p = 0 para todo g ,¢' =1,...,G. Desta forma,
sob Hy : E(AMpou(t)) = f*(0), ou seja, tenho homogeneidade populacional.

Para esse proposito, define-se a estatistica do teste
AM p_wy(t) = AMp(t) — AMy,(t), (4.3.1)

que é a diferenca dos desvios absolutos entre populacoes e dentre populacoes.
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4.3.1 Distribuicao de AMy(t) e AMp(t)

Para encontrar a distribuigao de AMyy,(t) e AMpg(t), utilizaremos a teoria de estatistica
U, estudada na Secao 3.4. Primeiramente, estudaremos as distribui¢oes destas estatisticas
para amostras balanceadas. Considere a estatistica, AMy/(t), ja definido na equagio
(4.2.1), temos que |Ajirgq(t)] € o kernel para o parametro f*(6) exp {;979;} A estatistica

U correspondente é

1
Dygi (t)=——+ Z |Aii’ggl<t)|a
2n p

2

em que Zp é a soma sobre todas combinagoes duas a duas das copias {1,2,...,2n} e é

igual a diferenga média de Gini (ver Segao 3.4). Logo Dy, (t) é um estimador nio viesado
para f*(6) exp {;"T"i}

Primeiramente, temos

ElYiq(t) = Yia®)| = ElYig(t) = ng +ng — Yia(t)|
< E|Y;u(t) —ng| + Elng — Yia(t)] desigualdade triangular
f(0) Tggl
= E|Yiu(t) —ng| > XD 29—]\2 : (4.3.2)

Além disso, Y, (t) — 1y € integravel, se somente se, E|Y;,(t) — ny| < oco. Temos que

EY;,(t) — ng) = 0, entdo o primeiro momento de Y;y(t) — 1y existe, logo

f*(0) Tggl
0< o exXp 29_]\973 < ElYq(t) — ng| < oco.

Se 6 < 00 e pgg < 00, entdo E[hZ,,,(t)] = E[A;

i1ga1()] = 0 + pggr < 00. Aplicando a

teoria para estatistica U, temos que para c =1
hi(z) = E[[Yia(t) = Yia(t)| | Yoq(t) = 2]
= ElYiu(t) —zf,
lembrando que Yiy(t), ..., Yonu(t), (9 = 1,2,...,G) sdo independentes com distribui¢ao

comum F', com média 7, e variancia 0® = (6 + py,)/2. Entao

hi(z) = ElYig(t) — 2|
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= ElYigt) —ng +ng — x| > |E[(Yig(t) — ng) + (ng — )]| (4.3.3)

= |ngl_'r’7

em que a relagdo (4.3.3) se deve a Desigualdade de Jensen, Defini¢do A.1. Com isso,

hl (.73')

Entao

i =

A%

Logo,

¢t

v

Se a funcao

)
= = O e { 2 2 - ol - PO { 72

2
> (= nq)* = 2f() eXP{;—jg\’;l } Mgt — x| + (f*(Q) exp {%}) :

B[l (Yigr(t))] = Var[h (Yig(t))] = E(Yig(t) — ng)* +

2
21*(0) exp 4~ \ Blng — Yig(®)] + ( £5(0) exp { 122
2N, 2N,

e

0 + pyqi 92 £*(9 Tggl E V(1 (0 Tggl ’
Lt g @) exp { 32 B — Vi) + 5@ e { T )

2
e o @) e { 72} Blng — Va0 + (£ @ { 211

5o+ (7(0) = Elng = Yig(D)])* = (Blng: — Yig()[)*.

o(x) = |z|P, com p > 1, entao E|Y|? > |EY|? pois, fazendo X = |Y] e

aplicando a desigualdade de Jensen, obtemos E[X]" > (EX)P. Assim,

EYP = (E[Y])" = [E(Y)[, (4.3.4)

em que a tultima desigualdade se deve ao fato de que E|Y| > |EY|. Se p = 2 e aplicando

esse fato, temos

g >

0+ * 7 :
Pt (@) { 22| Bl — Y0 — (B~ V)7

0"’,0 * 7, :
— g9l | (f (0) exp {ﬁ} — Elng — Y%gl(t”) — Elng — Yigl(t)|2

2
(r@ew {2 - B - vutol) 2o
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¢ = 0, se e somente se f*(¢ )exp{ 9"’} Elng — Yig(t)]. Assim a distribuicao da

estatistica U sera degenerada. Se ¢{ > 0 e E[h2,

igq1(t)] < 00, satisfazem as duas condigdes

do Teorema 3.3 do Capitulo 3. Portanto, para m = 2

V2n <Dggl(t) — F*(0) exp {%l}) 2, N(0,4¢Y).

2
Nao sabemos qual é o valor de (7, somente que (] > <f*(6) exp { ;—?\gfl } Elng — lgl(t)|)

e que depende da populacao. Assim, temos
VonG | AM = ; LT LR ye
( wi(t Zexp{ })—wv(o,@Z@),
g=1 g=1
pois considera-se que no tempo t as populacoes sejam independentes.

Agora, consideremos |A;;,41(t)| 0 kernel para o parametro exp{ ggl}f*(&). A es-

tatistica U correspondente é

Dgg/l t 2n Z Z |Au gg’l

=1 i'=1

a qual é um estimador nao viesado para f*(#) exp { et } Assim, Dy, (t) é uma estatistica
U generalizada de grau m = (1,1).

Aplicando a teoria de estatistica U, temos que F [A“ gg’l( )] = 0+ pggn < 00, 0 que
é razoavel considerando que o niimero médio de mutacoes é na ordem de 1072 a 1075,

Assim,

Voi(r) = E[Yig(t) =Yg (@O)] | Yigu(t) = 2]
= ElYia(t) = z[] = BllYia(t) = 19 + 0 — 2]

> |E[(Yig(t) = ng) + (ng — x)] = |ng — x| conforme a relacao (4.3.3).

Logo, Woi(Yirgu(t)) = |ng — Yirgu(t)]. Da mesma forma, Wio(Yigi(t)) = [Yig(t) — 11| Com

isso,

(w = E [\1101(3/21911(15)) - (exp{ % } - (9))}2
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= B0 (Yigu(t) — 20 (Yign(t) (exp {%} f*(9)> + (exp {%} f*(e))2

> BYialt) i~ 2600~ ({220 ) ) + (e {20 ) )

Sabemos que pela relagao (3.5.4),

0 — p a1
E(Y;gl@) - 77g’l)2 = % + Pgg'l-
Assim,
0 — pyan Tyq'l N Tgg'l ¥ ?
o > % + pggrt — 2E|Yigi(t) — ngul <exp{29]5\]f f7(0) ) + | exp ﬁ fr(0)

6 — p a1 T 1 « 2
= % + Pggr + (exp {ﬁ fH0) = ElYig(t) —ngnl | — (E|Yig(t) — 779’1‘)2

e utilizando a desigualdade (4.3.4), temos

6 — p ! ot Tonl % 2
= Tt (oxp {29 0) = BYin) = ) = (B () = )
>
- 2
Taq'l 2
> (e {1} 50 - BVt ) 20

com igualdade se somente se exp {M} f7(0) = E|Y;u(t) — ngu|. Da mesma forma

9 — p ! ol Trnl % 2
S + Pggit + (eXp {Qg_jg\yfl} f (9) - E|Y;gl(t) - ng’l‘) - E|Y;gl(t) - ng’l‘2

2N,

2
Tag' %
o = ({22} 10 - B¥o - il 20
Usando os resultados de Hoeffding (1948), temos que para (g; > 0, (19 > 0e E [A“ gg,l(t)] =

0 + pgg1 < 00, vale a extensao do Teorema 3.3 para a estatistica U generalizada, e

Von ([_)gg/l(t) — exp {%} f*(e)) 2N (0, Cio + Co1) -

Para encontrar a distribui¢do de AMp(t), temos que encontrar a covariancia entre
D,y1(t) e Dywi(t), que na sera calculada. Temos que

Z Z Dggi(t) Z Z Z Z COV D,g1(t), Dy (t ))

g=1 g'>g g=1 g'>g k=1 k'>k

Var

Conforme visto na Secao 3.5.1, temos as seguintes situagoes:
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1. quando k = g e k' = ¢/, temos a variancia, ou seja,

Z Z COV gg’l D ’l = Z Z VCLT’ gg’l

9=1 g'>g 9=1g'>g

que é dada em termos de (o1 e Cio;

2. cov (Dgg/l(t), f)kk/l(t)) = 0 para g # ¢ # k # K, pois assume-se que as populagoes

sao independentes;

3. quando g = k, temos

G
Z Z Z COV gg’l ng’l ou Z Z Z (610)% Dgg/l(t), ng/l<t)> 3

g=1 g'>gk'>g’ 9=1k'>g g'>k

4. quando ¢’ = K/, temos

Z D> cov (Dggi(t), Drga(t)) ou Y ¥ "> cov (Dyggu(t), Digu(t)) ;

g=1 k>g g'>k k=1 g>k g'>k

5. quando ¢ = k, temos

ZZZCOV gg’l ’k’l(t)) 3

g=1 g'>g k'>k
6. quando g = k', corresponde ao caso em que ¢’ = k.

Com isso,

em que x representa a covariancia para amostras balanceadas.



118 CAPITULO 4. DISTANCIA GENETICA - DESVIOS ABSOLUTOS

Para amostras nao balanceadas, os mesmos resultados valem, ou seja, se ¢ > 0 e

E[h

i’ ggl( )] < o0,

g (Dggl(t) — () exp {2%9’}) DN (0,4¢Y),

caso contrario, se ({ = 0, esta sera degenerada. Com isso,

% G - > G i]
(0105 oo {72 25 (0. 655

9=1

Como também, temos que se (o1 > 0, (1o > 0 e E[A, gg,l(t)] =0+ pggn <0 e

(Dgg,l@ — exp {%} f*(9)> 2N (o, 2% v 2%1/) .

Além disso,

- () | 2

G 9=1g'>g
2

a C1o Co1

Vomrm I () ),

em que " representa a covariancia para amostras nao balanceadas.
Para a estatistica AM Py,(t), temos

f(0) 2 Tggl D c 2 49
AM Pwi(t) — = > exp ] N 0,4 wii |

g=1

Note que niao encontramos os valores de ({, (o1 e (109, somente mostramos que estes
sao maiores ou iguais a zero. Para estudos futuros é interessante encontrar formas de
estimar esses valores. Sen (1960) e Arvesen (1969) utilizaram o estimador jackknife para
encontrar a variancia de estatisticas U baseado em uma amostra, ou no nosso caso, uma

populacao. Considere a estatistica U, a variancia estimada é dada por

-2

— n—1 m

Var(U,) = n?(n—1) > (en —m?)S,, (4.3.5)
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em que Sc = Z o (X1, Xi2) ¢ (X3, X44) para alguma reamostra {i1,is, 13,44} de {1,...,n}
de forma que tenhamos c indices coincidentes; ¢ = 1, ..., m, ou seja, por exemplo, se ¢ = 0
entdo nao temos nenhum indice coincidente. Pinheiro et al. (2006) aplicaram essa varian-
cia para uma determinada estatistica U para um tamanho de seqiiéncia n = 48. No caso
de nossa aplicagao, o tamanho da amostra é igual & 3228 (ver Capitulo 5), o que exigiria
um esforco e um tempo computacional muito grande para fazer todas as combinagoes. No
entanto, se o tamanho da amostra fosse menor, poderiamos utilizar esse estimador para
encontrar a variancia da estatistica do teste sob Hy, pois sob essa hipotese nao teriamos
divisao populacional.

A estatistica do teste, AMp_wy(t), dada por (4.3.1) é combinacao linear de varidveis
aleatorias assintoticamente Normais, com as restri¢ao de que ¢ > 0, (10 > 0 e (o1 > 0,
entao esta terd também distribuicao Normal, conforme Proposicao 3.2.

Conforme ja foi discutido no Capitulo 3, sob H,, temos que p,y = 0 para g,¢9" =

1,2,...,G e ng =m. Com isso, sob Hy, ({ =(; e
G > (f7(0) = Elm = Ya())* > 0.
Se (; > 0, entao
V2nG (AMyyi(t) — f*(8)) = N (0,4¢,).

O mesmo para a estatistica AMy,(t) definida para amostras ndo balanceadas e para

AM Py, (t), ou seja,
- G
g=1
Temos, também,
Gor =Co = (f7(0) — EYi(t) —ml|)* > 0.
Se (o1 > 0, vale

(AMBl(t> — f*(9>> i) N (0, % +X0) ,
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em que Yo representa a covariancia para amostras balanceadas sob H,. Esse resultado
vale para AMp(t) definido para amostras nao balanceadas.

Como a distribuicao da estatistica do teste é combinacao linear de estatisticas com
distribui¢oes assintoticas Normais, entao, sob Hy, AMp_w)(t) tem distribuicdo assintot-

icamente Normal conforme Proposicao 3.2.



Capitulo 5

Simulacao e Aplicacao

5.1 Simulacao

Através de simulacao iremos mostrar o comportamento da distribuicao da estatistica do
teste, verificando sua convergéncia para a distribui¢ao Normal padrao (com média 0 e
variancia 1) de acordo com diferentes tamanhos de amostra. Esse resultado foi demons-
trado analiticamente nas Segoes 3.5.3 e 4.3.1. Utilizaremos a simulacao descrita a seguir,
cujos programas foram feitos no MATLAB versao 6.5.

Primeiramente, simularemos um processo de coalescéncia com mutacao para microsatélites
sob o modelo de mutacao “stepwise’ de um passo. Shriver et al. (1993) utilizaram o
tamanho populacional efetivo (Ve) igual & 5000. Entdo a populagdo tem 10000 (2NV,)
cromossomos com um tamanho alélico fixado de maneira arbitraria, com isso nenhum
limite foi imposto no nimero de repeticoes. Uma geracao consiste de uma amostragem
aleatoria com reposicao de 2N, cromossomos da populacao da geragao precedente. Para
cada alelo, um ntimero aleatorio é gerado com distribui¢do Uniforme (0,1) para identificar
se esse alelo sofrerda mutacao ou nao. Dados uma taxa de mutagao g e um ntmero, z,

gerado com distribui¢ao Uniforme (0,1):

e se x < u/2, entdao o alelo torna-se uma unidade maior,

121
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e se x> 1— /2, entao o alelo torna-se uma unidade menor e

e caso contrario, o alelo continua do mesmo tamanho.

A reamostra da populac¢ao continua para 20000 (4N,) geracoes, ou seja, repetimos esse
processo 20000 vezes. Vamos considerar 19 taxas de mutacio variando no intervalo 1072
a 1075, Utilizando essa simulacdo vamos constituir a populacao sob Hy, ou seja, sob essa
hipo6tese temos uma tinica populagao.

Na Figura 5.1 podemos ver a distribuicao dos niimeros distintos de tamanhos alélicos
conforme a taxa de mutagao. Vemos que, conforme aumenta a taxa, o niimero de tamanhos
alélicos distintos aumenta, conforme podemos ver também na Figura 3.3. Assim, para
continuar a simulacdo consideremos as seguintes taxas de mutacao 1072, 0,0005 e 1075,
em que temos 36, 16 e 3 tamanhos alélicos distintos, respectivamente. Para a taxa de
mutacgao igual a 0,01 temos 6 = 200, ou seja, o namero esperado de mutacoes por locus
por geracao é 200. Da mesma forma, para as taxas de mutacoes 0,0005 e 107°, temos

0 =10 e 6 = 0,2, respectivamente.

60—

501

N
S

namero de tamanhos alélicos distintos
n @
=3 =]
T
*

taxa de mutagao x107°

Figura 5.1: Numero de tamanhos alélicos distintos para taxas de mutagoes variando de

1072 a 1075.

Suponha que fixamos o tamanho amostral em n individuos com N, igual a 5000.

Simularemos 1000 amostras, cada uma de tamanho n e sem reposicao das populacoes
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Figura 5.2: Q-Q Normal da estatistica QM p_wy/(t) para 6 = 200,10 e 0,2 e n = 300,

respectivamente.

constituidas pelas taxas de mutacao 1072, 0,0005 e 10~°. Consideramos que temos 3
populacoes distintas. Para cada uma das 1000 amostras definimos os tamanhos amostrais
de cada populagao ny, ny € ng e calculamos os valores das estatisticas QM(B,W)l(t) =
QMp(t) — QMwi(t) e AMp_wy(t) = AMp(t) — AMy,(t), para amostras balanceadas
e QMp_pwy(t) = QMp(t) — QM Py, (t) e AMp_pwy(t) = AMp(t) — AM Py,(t), para
amostras nao balanceadas. Ao final, para cada estatistica subtraimos a sua média e
dividimos pelo seu desvio padrao e comparamos com a distribuicao Normal padrao através
de um grafico Q-Q Normal.

Primeiramente, considere amostras balanceadas e n = 300. Os graficos de Q-QQ Normal
de QM p_w)(t) podem ser vistos na Figura 5.2, para § = 200, 10 e 0,2. O comportamento
com respeito a normalidade é razoavel para essa estatistica para todos 0’s. Apesar disso,

para 6 = 200 e 10, temos um leve desvio nas caudas, mas é pequeno.
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Figura 5.3: Q-Q Normal da estatistica AMg_wy(t) para 6 = 200,10 e 0,2 e n = 300,

respectivamente.

Os gréficos Q-Q Normal para a estatistica do teste baseada nos desvio absolutos,
AMp_w)(t), podem ser observados na Figura 5.3. Para 6 = 200 e 10, temos maiores
desvios nas caudas. No entanto, temos um comportamento razoavel com respeito a nor-
malidade.

Comparando as duas Figuras 5.2 e 5.3, temos que os resultados para normalidade das
estatistica AMp_w)(t) e QMp_w)(t) sdo razoaveis para n = 300 e sdo melhores para
0=0,2.

Para amostras nao balanceadas, fixemos 3 tamanhos amostrais n = 300, n = 400 e
n = 500. Para n = 300, temos no total 600 cromossomos, sendo que n; = 100, ny = 125
e ng = 75. Para n = 400, no total sao 800 cromossomos, sendo que n; = 150, no = 175 e
ng = 75. Para n = 500, no total sao 1000 cromossomos, sendo que n; = 200, ny = 250 e

ng = 50.
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5.1. SIMULACAO
Na Figura 5.4, vemos os gréaficos Q-Q Normal da estatistica do teste baseada nos

desvios quadraticos para # = 200. No primeiro grafico, para n = 300, vemos um desvio da

reta de distribuicao Normal padrao, o que indica caudas pesadas. Conforme aumentamos

o tamanho amostral esse desvio desaparece.

Figura 5.4: Q-Q Normal da estatistica QM(B_pW)l(t) para 6 = 200 e tamanhos amostrais

300, 400 e 500, respectivamente.
Os graficos Q-Q Normal da estatistica do teste baseada nos desvios absolutos podem

ser observados na Figura 5.5, para 8 = 200. Assim como a estatistica baseada nos desvios

quadraticos, para n = 300 temos um desvio maior da reta de distribuicao Normal padrao,

o que indica caudas pesadas.
Note que, para esse valor de # a distribuicao da estatistica QM g_pwy(t) se aproxima
melhor da distribui¢do Normal do que a distribui¢do de AMp_pwy(t), principalmente
quando o tamanho amostral é igual a 300. Para ambas estatisticas temos desvios nas

caudas, que sao mais acentuados quando o tamanho amostral é igual a 300. Em ambos
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AM g pw)(os)
o

AM @ pw)(obs)

Figura 5.5: Q-Q Normal da estatistica AMp_pwy(t) para = 200 e tamanhos amostrais

300, 400 e 500, respectivamente.

0s casos, para o tamanho amostral de 300, as caudas das distribuicoes das estatisticas
do teste sao mais pesadas do que as caudas da distribuicao Normal padrao. Isso diminui
quando o tamanho amostral aumenta.

Na Figura 5.6, observamos os graficos Q-Q Normal da estatistica do teste baseada nos
desvios quadraticos para o valor de # = 10. No primeiro gréafico, para n = 300, vemos um
desvio da reta de distribuicao Normal padrao, indicando caudas pesadas. Para n = 400
esse desvio diminui, mas continua. Para n = 500, podemos ver um leve desvio na cauda
a esquerda.

Os graficos Q-Q Normal da estatistica do teste baseada nos desvios absolutos para 6 =
10 encontram-se na Figura 5.7. Semelhante a estatistica baseada nos desvios quadraticos,
paran = 300 e n = 400 temos um desvio da reta de distribuicao Normal padrao, indicando

caudas pesadas. Para n = 500 esse desvio diminui.
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QM g pw)(obs)
o

Figura 5.6: Q-Q Normal da estatistica QM g_pw)(t) para @ = 10 e tamanhos amostrais
300, 400 e 500, respectivamente.

Para § = 10, similarmente a § = 200, a distribuicdo da estatistica QM _pwy(t)
se aproxima melhor da distribuicdo Normal do que a distribuicao de AMp_pwy(t). Os
desvios sao maiores para n = 300 e n = 400, em que ambos o0s casos, as caudas sao mais
pesadas do que as caudas da distribuicao Normal padrao. Para n = 500, o desvio diminui,
mas ainda ocorre.

Na Figura 5.8, encontram-se os gréaficos Q-Q Normal da estatistica do teste baseada
nos desvios quadraticos para o valor de § = 0, 2. Nos dois primeiros graficos, para n = 300
e n = 400, respectivamente, vemos um leve desvio da reta de distribuicao Normal padrao,
o que indica caudas levemente pesadas. Para n = 500, esse desvio é muito pequeno.

Os graficos Q-Q Normal da estatistica do teste baseada nos desvios absolutos podem
ser vistos na Figura 5.9, para # = 0,2. Nos dois primeiros graficos, para n = 300 e n = 400,

respectivamente, hd um desvio da reta de distribuicao Normal padrao, indicando caudas
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AM g by obs)
AM (B-PW)(obs)

Figura 5.7: Q-Q Normal da estatistica AMp_pwy(t) para § = 10 e tamanhos amostrais
300, 400 e 500, respectivamente.

pesadas. Esse desvio é um pouco maior comparado com a estatistica baseada nos desvios
quadraticos. Para n = 500, esse desvio diminui.

Similarmente a § = 200 e a § = 10, a distribuicdo da estatistica QMp_pwy(t) se
aproxima melhor da distribuicdo Normal do que a distribuicao de AMp_pwy(t). Para
a estatistica QM(B,pW)l(t) temos um leve desvio na cauda a direita, quando o tamanho
amostral ¢ 300 e 400. Quando consideramos a estatistica AM(B,pW)l(t) as caudas sao
mais pesadas do que as caudas da distribuicao Normal padrao.

No geral, os resultados com relacao a normalidade para ¢ = 0,2 foram melhores do
que os resultados obtidos para 8 = 200 e # = 10, tanto para a amostra balanceadas com
para amostras nao balanceadas.

Os resultados com respeito a normalidade para amostras balanceadas sao razoaveis

para n = 300, tanto para QM g_w)(t) como AMg_wy(t).
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~

QM g pw)(obs)
o

o

QM g pwyiobs)

Figura 5.8: Q-Q Normal da estatistica QM g_pwy(t) para § = 0,2 e tamanhos amostrais

300, 400 e 500, respectivamente.

Considerando amostras nao balanceadas, a estatistica QM p_ pW)l(t) se aproxima me-
lhor de uma Normal padrao do que AM(B_pW)l(t), sendo que o melhor resultado foi
obtido para € = 0,2 com respeito & normalidade, para o tamanho amostral 300. Quando
considero a estatistica QM p_pwy(t) e o tamanho amostral igual a 500, os resultados
obtidos sao equivalentes para os trés 6’s.

Como a estatistica AMp_pwy(t) teve piores resultados com respeito a normalidade,
repetimos o processo para n = 600 e para § = 200, 10 e 0,2. Desta forma, temos 1200
cromossomos com n; = 300, ny = 100 e n3 = 200. Na Figura 5.10, vemos os graficos Q-Q
Normal da estatistica do teste baseada nos desvios absolutos.

Para todos os valores de 6, a situacao parece a mesma daquela obtida quando n = 500.
Nas caudas temos um leve desvio da reta de distribuicao Normal padrao.

Podemos aplicar o teste de Kolmogorov-Smirnov (KS) para verificar se as estatisticas
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AM g pw)(os)

AM @ pw)(obs)

Figura 5.9: Q-Q Normal da estatistica AM(p_pwy(t) para 8 = 0,2 e tamanhos amostrais

300, 400 e 500, respectivamente.

do teste para amostras nao balanceadas tém distribuicao Normal padrao. A hipotese nula
do teste de Kolmogorov-Smirnov é que as estatisticas tém distribuicaio Normal padrao e
a alternativa é que nao tem.

Seja x;, © = 1,..., 1000 valores da estatistica contida nos dados simulados. Para cada
valor z;, o teste de Kolmogorov-Smirnov compara a proporcao de valores menores ou
iguais a z; com a propor¢ao esperada de uma distribuicao Normal padrao. A estatistica
do teste é o maximo da diferenca sobre todos x. Matematicamente, temos

max(|F(z;) — G(xi)]),

(2

em que F(z;) é a propor¢ao de valores de X menores ou iguais a x; e G(z;) é a fungao
distribuicao acumulada de uma Normal padrao avaliada em x;.

A Tabela 5.1 mostra os resultados dos testes de Kolmogorov-Smirnov e os p-valores.
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AM g pw)(os)

Figura 5.10: Q-Q Normal da estatistica AMp_pwy(t) para § = 0,2,10 e 200 e tamanho

amostral 600, respectivamente.

Para a estatistica QM p_pwy(t) e para todos valores de 6, nao rejeitamos Ho, ou seja,
temos evidéncia de que os dados tém distribuicao Normal padrao, a um nivel de significan-
cia de 5%. No entanto, pelos graficos Q-Q Normal, para n = 300 e # = 10 e 200 temos
caudas levemente pesadas. Sendo assim, para n > 300 temos melhores resultados com
respeito a normalidade.

Para a estatistica AM(B_pW)l(t) temos uma situacao diferente. Para # = 0,2 nao
rejeitamos Hy, ou seja, temos evidéncia que os dados tém distribuigao Normal padrao para
todos os tamanhos amostrais, considerando um nivel de significancia em 5%. Para 6 =
200, rejeitamos Hy para n = 300 e para € = 10, rejeitamos H, para n = 400. Avaliando
os graficos, vimos que para n > 400 temos melhores resultados quanto a normalidade.

Considere um tamanho efetivo populacional menor, ou seja, N, = 1000. Construire-

mos populagoes com esse tamanho efetivo e simularemos 1000 amostras dessa populacao,
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Tabela 5.1: Teste Kolmogorov-Smirnov para os dados simulados

Estatistica 0 n | Estatistica KS | p-valor
QM s—_pwy(t) | 200 | 300 0,0334 0,215
400 0,0167 0,9443

500 0,0181 0,899

10 | 300 0,0274 0,439

400 0,0342 0,193

500 0,0252 0,548

0,2 | 300 0.0172 0,928

400 0,0224 0,698

500 0,016 0,959

AMg_pwy(t) | 200 | 300 0,0543 0,006
400 0,0293 0,356

500 0,024 0,613

600 0,0271 0,455

10 | 300 0,0407 0,0728

400 0,0451 0,0343

500 0,0293 0,389

600 0,0333 0,217

0,2 | 300 0,0403 0,0782

400 0,0357 0,155

500 0,0191 0,859

600 0,0181 0,899

para as taxas de mutacdo 0,01, 0,0005 e 10~°, considerando amostras nao balanceadas.

Para a taxa de mutacdo 10~° nao houve variacao nos tamanhos alélicos e desta forma

nao foi possivel calcular o valor da estatistica do teste.

Para a taxa de mutacao 0,01, temos # = 40. Fixemos o tamanho amostral em 600



5.1. SIMULACAO 133

AM g pw)(obs)
o

Figura 5.11: Q-Q Normal das estatisticas QMp—_pwy(t) e AMp_pwy(t) para 6 = 40 e

tamanho amostral 600, respectivamente.

com n; = 300, no = 100 e n3 = 200. A Figura 5.11 mostra os graficos Q-Q Normal das
estatisticas do teste baseadas nos desvios quadraticos e absolutos, respectivamente.
A Figura 5.12 mostra os graficos Q-Q Normal das estatisticas baseadas nos desvios

quadréticos e absolutos, respectivamente, para § = 2 (taxa de mutagao 0, 0005).

QM g.pw)(obs)

Figura 5.12: Q-Q Normal das estatisticas QMp_pwy(t) e AMp_pwy(t) para § = 2 e

tamanho amostral 600, respectivamente.

Apesar de leves desvios nas caudas, nao ha porque nao acreditar que as estatisticas
QM —pwy(t) e AMp_pwy(t) tenham distribuicdo Normal para 6 = 2 e 40.
Um fato interessante da simulacao é que para 6 = 0,2 o resultado para normalidade

¢ melhor do que para valores de 6 maiores. Para esse valor de # temos pouca variacao
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do tamanho alélico na populacao, pois s6 temos 3 tamanhos alélicos distintos. Como
resultado, os desvios nas caudas da distribuigao das estatisticas do teste (baseadas nos
desvios absolutos e quadraticos) com relagao a distribuigao Normal padrao sao menores
quando comparados com os desvios obtidos para os outros 6’s.

Outro resultado é o fato da estatistica do teste baseada nos desvios quadraticos,
QMp_pwy(t) = QMp(t) — QM Py,(t), ter um comportamento melhor com relagao a
normalidade que a estatistica baseada em desvios absolutos, AMp_pwy(t) = AMp(t) —
AM Py, (t). No entanto, esse resultado nao é tao evidente quando considero amostras

balanceadas, pois os comportamentos sao semelhantes.

5.2 Aplicacao a dados reais

Os dados, que foram analisados nesta dissertacao de mestrado, tratam-se de um estudo
feito pelo COGA (Collaborative Study on the Genetics of Alcoholism). Estes dados estao
disponiveis através do GAW (Genetic Analysis Workshop) niimero 14 e podem ser obtidos
pelo site www.niaaa.nih.gov/ResearchInformation /ExtramuralResearch /SharedResources
/projcoga.htm (Mais informagoes sobre esses dados ver Edenberg et al. (2005)). O
interesse deste estudo é aprender mais sobre como o alcoolismo é transmitido de geracao
para geragao. Desta forma, a proposta é verificar caracteristicas hereditarias que poderiam
aumentar o risco de desenvolver o alcoolismo.

Mais de 2000 individuos participaram desse estudo, a partir de 366 familias afetadas

ou nao pelo alcoolismo. A inclusao do individuo no estudo seguia certas regras como:

e nao estar tomando nenhum medicamento que afete o funcionamento mental ou que

seja prejudicial a satide;
e nao estar tomando alcool pelo menos 5 dias antes dos testes;

e 1nao estar fazendo uso de drogas ilicitas pelo menos 5 dias antes dos testes.
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Foram feitos vérios testes com os pacientes selecionados, como testes cognitivos, teste
de urina, teste de onda cerebral e teste do movimento dos olhos. Uma amostra de sangue
foi colhida para a anéalise genética. O conteido genético foi retirado das células brancas

do sangue.

Tabela 5.2: Freqiiéncias étnicas dos individuos em estudo

etnia freqiiéncia | %
Branca nao hispanica 1074 66,5
Negra nao hispanica 191 11,9
Branca hispanica 78 49
Negra hispanica 14 0,9
Indio americano 12 0,7
Polinésios 4 0,2
Outro 12 0,7
Sem informacao 229 14,2
Total 2000

Para contextualizacao, destes 2000 individuos estudados, s6 h& informacao de 1614.
Destes 1614, 788 eram do sexo feminino e 826 do sexo masculino. A média de idade dos
individuos no estudo é aproximadamente 34 anos e um desvio padrao de 20.

Nosso principal interesse sao os dados genéticos, que se apresentam com 23 pares
de cromossomos homologos, dos quais em cada cromossomo ha uma anélise de diversos
marcadores para 1614 individuos. Desta forma, cada cromossomo apresenta um certo
numero de marcadores de microsatélites e em cada marcador estima-se a freqiiéncia do
tamanho alélico. No total sao 388 loci de microsatélites que se tem informacao neste
estudo. Os marcadores baseados em microsatélites sao altamente polimorficos e, segundo
Valdes et al. (1993), tém se tornado o estudo principal para o desenvolvimento de mapas
genéticos. Esses marcadores “marcam” a regiao com seqiiéncia repetida (microsatélites).

Biologicamente, os marcadores baseados em microsatélites identificam um tnico locus de
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maneira aleatoria (Griffiths et al. (2004)).

A informacao sobre a etnia foi coletada e pode-se notar pela Tabela 5.2, que a maioria
(66,5%) dos individuos sdo brancos nao hispanicos.

Outra informacao importante deste estudo é o nimero de individuos afetados pelo
alcoolismo. Neste estudo foi utilizado um indice para classificar os individuos em quatro
categorias, chamado de ALDX1. As categorias sao: Afetado, nao afetado (com alguns
sintomas de alcoolismo), puramente nao afetado e nunca bebeu. Na Tabela 5.3, podemos

ver a distribuicao de freqiiéncia para este indice.

Tabela 5.3: Freqiiéncias de ALDX1 dos individuos em estudo

ALDX1 freqiiéncia | %
Afetado 643 39,8
Nao afetado (com alguns sintomas) 431 26,7
Puramente nao afetado 285 17,7
Nunca bebeu 29 1,8

Sem informacao 226 14

No Capitulo 3 e 4 definimos duas estatisticas para aplicar o teste de homogeneidade,
uma baseada nos desvios quadraticos e outra baseada nos desvios absolutos. Assim,
podemos verificar se os grupos definidos pela etnia e pelo indice ALDX1 sao ou nao
homogéneos em um determinado locus. Para isso, na etnia desconsideramos os grupos sem
informagcao, polinésios e outros, por haver pouca informagao sobre eles. Assim, tém-se 5
grupos: Branco nao-hispanico, Negro nao hispanico, Branco hispanico, Negro hispanico e
Indio americano.

No caso do indice ALDX1, desconsideramos os grupos sem informacao e juntaremos
os grupos “Puramente nao afetado” e “Nunca bebeu”, pois entendemos que esses dois
grupos nao apresentam individuos afetados pelo alcoolismo. Desta forma, 3 grupos serao
avaliados: Puramente nao Afetado/Nunca bebeu, Nao afetado (com alguns sintomas) e

Afetado.
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Para aplicar o teste de homogeneidade utilizando as estatisticas definidas nos Capitulos
3 e 4, estamos supondo que as populagao estao bem definidas e que nao h& migracao entre
elas. Apesar de se tratar de dados de familia, vamos supor, também, que os individuos

sao independentes.

Podemos nos perguntar: Por que nao utilizar a andlise de variancia para um critério de
classificagao (ANOVA)? O fato é que Yiyu(t) (i=1,....2n,g=1,...,Gel=1,...,L) ¢
uma variavel aleatoria quantitativa discreta, entao esse modelo nao se aplica diretamente,
pois a suposi¢ao de normalidade de Y;,(t) nao é razoavel. Segundo Valdes et al. (1993)

a distribuigao de Yj;(t) é irregular, podendo ser bimodal ou trimodal.

Outra consideracao que deve ser feita previamente é que os loci considerados para o
teste sao aqueles que apresentam nimero de tamanhos alélicos distintos maiores que 8 e
amplitude entre o valor minimo e o maximo de tamanho alélico na populacao maior que
20 unidades de repeticao. Isso reduz o nimero de loci que iremos analisar. Temos, entao,

219 loci para aplicar o teste de homogeneidade.

Vamos utilizar o método Bootstrap para encontrar o nivel de significancia para cada
loci dos testes de homogeneidade definidos para as estatisticas baseadas nos desvios
quadraticos e absolutos. Sendo assim, na Secao 5.2.1 introduzimos esse método, enfatizando-

0 no proposito de encontrar o nivel de significancia.

Como temos 219 loci, temos 219 testes de hipoteses. Queremos obter uma visao global
sobre o que acontece nos grupos levando em consideracao esses 219 testes. Desta forma, os
p-valores obtidos devem ser corrigidos para comparacoes miiltiplas. Para isso, vamos as-
sumir que os loci sao independentes. Pode-se argumentar que para os loci de microsatélites
Nnos mMesmos cromossomos, a suposicao de independéncia é muito forte. Essa suposicao é
considerada mais forte em regioes codantes cuja ordem de nucleotideos é importante para
a codificacao de proteinas. Como 5% do genoma humano codificam proteinas, (Hartl
2000), e os loci de microsatélites estao dispersos aleatoriamente no genoma, poucos destes
loci estarao em regiao codante. Além disso, a maneira de indentificar essas estruturas é

aleatoria. Com isso, a suposicao de independéncia é razoavel.
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Na Se¢ao 5.2.2, iremos introduzir um método chamado FDR (“false discovery rate”)
para corregao dos p-valores quando temos testes multiplos, Benjamini & Hochberg (1995).
Em todas as analises rejeitamos Hy a um nivel de significancia de 5%.

Na Secao 5.2.3, iremos aplicar a medida de distancia baseada nos desvios quadréticos
estudada no Capitulo 3 e na Secao 5.2.4, iremos aplicar a medida de distancia baseada

nos desvios absolutos, estudada no Capitulo 4.

5.2.1 Teste de hipétese com o método bootstrap

O Bootstrap foi introduzido em 1979 como um método computacional para estimar erro
padrao de um estimador cuja a distribuicao ¢ desconhecida (Efron & Tibshirani (1993)).
O método Bootstrap depende da nocao de amostra Bootstrap. Considere Fa distribuicao
empirica, seja 1/n a probabilidade de observar os valores z;, ¢ = 1,2,...,n, uma amostra
aleatoria cuja fungio de probabilidade é desconhecida (F') e cujo parametro 6 desejamos
estimar. A amostra Bootstrap é definida por uma amostra aleatoria de tamanho n retirada

de F, ou seja

r * ok *

F— (23,23,...,2).
O vetor x* = (x}, x5, ..., %) representa a reamostra do vetor x observado na amostra. Ou
seja, os dados z7, 25, ...,z sao amostras aleatorias de tamanho n retiradas com reposicao
da amostra (1, s, ..., 2,) de uma populagao.

Suponha que temos duas populagoes e temos amostras z (de tamanho n) e y (de
tamanho m) supostamente com distribui¢oes diferentes F' e F°. Suponha que o inte-
resse é testar a seguinte hipotese nula Hy : F' = F°. O teste de hipotese Bootstrap é
baseado em uma estatistica de teste, que denotamos por ¢(-). Procuramos encontrar o
p-valor = Pp,[t(x") > t(x)]. A quantidade t(x) é o valor observado da estatistica do teste
na amostra e x* tem distribuicao especificada sob Hj.

Considere o algoritmo para testar F' = F°.

1. Faga B amostras de tamanho n + m com reposicao de x, em que x é o vetor com
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os valores de z e y misturados. Chame as n primeiras observacoes de z** e os m

restantes de y**, parab=1,2,..., 5.

2. Calcule a estatistica t(-) para cada amostra b=1,2,..., B.

*

3. Calcule o p-valory,,; da seguinte maneira

¢ *b > to <
p'valorboot = Ij{ (X ) = }7

B

em que t.ps = t(x) é o valor observado da estatistica do teste.

5.2.2 Correcao dos p-valores para comparacgoes multiplas
Suponha que temos o seguinte teste:
Hy:0€0© vs Hy:0¢ 0,

baseado na estatistica 7(X). Para uma dada regidao de rejeicao I', rejeitamos Hy quando
T(X) € I'. O erro tipo I ocorre quando T'(X) € I', mas Hy é verdadeira. O erro tipo II
ocorre quando T'(X) ¢ T', mas H; é verdadeira. Para escolha de I, fixamos o erro tipo
I em «, ou seja, controlamos a probabilidade do erro tipo I para encontrar a regiao de
rejeicao.

Nos testes de hipotese multiplos temos uma situacao muito mais complicada que em
testes simples, pois em cada teste temos erros tipo I e tipo II e desta forma, nao fica claro
como devemos medir a taxa de erro total. Suponha que, por exemplo, estejamos fazendo
10 testes de hipoteses com nivel de significancia 5% e assumimos que a distribuicao dos p-
valores para esses testes seja Uniforme (0,1) e que os testes sejam independentes. Assim,
seja R a variavel aleatoria representando o ntmero de testes significantes dentre 10 e
seja X1, Xo,..., X9 varidveis aleatorias independendentes e identicamente distribuidas
Uniforme (0,1). A probabilidade de declarar um teste significante sob a hipotese nula é
0,05, mas a probabilidade de declarar pelo menos um teste significante dentre os 10 é

P(R>1) :1—Pm:m:1—PG%&>Q%0

i=1
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10
= 1-J[P(Xi>0,05 =1-(0,95)" =0,401.

i=1

A primeira medida para a taxa de erro foi FWER (“familywise error rate”), que é a
probabilidade de cometer um ou mais erros do tipo I dentre todas as hipoteses. Ao invés
de fixar a probabilidade do erro tipo I para cada teste de hipotese no nivel «, a medida
FWER é controlada no nivel a. Assim, « é escolhido de maneira que FWER< « e a
regiao de rejeicao I' é obtida de maneira que o nivel o ¢ mantido.

Em um trabalho pioneiro, Benjamini & Hochberg (1995) introduziram uma medida
de erro para testes de hipoteses multiplos chamada “false discovery rate’ (FDR). Essa
quandidade é a proporcao esperada de falsos positivos encontrada em todas as hipoteses
rejeitadas (ou seja, a proporc¢ao esperada de rejeitar Hy quando esta é verdadeira). Em
véarias situagoes o FWER ¢ mais restrito, especialmente quando o ntmero de testes é
grande, o que nao acontece com o FDR.

A Tabela 5.4 representa situagoes que podem ocorrer quando testamos m hipoteses.
Seja Ry a variavel aleatoria representando o ntmero de resultados falsos positivos ou de
erros tipo I. Assim, FWER é definido por P(Ry > 1). Em geral, quando o nimero de

testes aumenta, o poder decresce quando controlamos o FWER. O FDR é definido por

Ry
FDR=FE( —
(%

R>O> P(R > 0),

em que R é a variavel aleatoria representando o nimero de testes rejeitados dentre todos
os testes. Isto é, FDR ¢é a proporcao esperada de falsos positivos encontrada sobre todas
as hipoteses rejeitadas vezes a probabilidade de se fazer pelo menos uma rejeicao. Na
pratica, os valores de r e b, representados na Tabela 5.4, sao observados e por isso estao
assim representados.

Benjamini & Hochberg (1995) e Benjamini & Liu (1999) introduziram um método
que fornece uma seqiiéncia de p-valores controlando o FDR. Este método utiliza os dados
observados, estima a regiao de rejeicao de forma que na média FDR< « para algum «
escolhido. Com isso, o método sequencial de p-valores nos permite fixar uma taxa de erro

de antemao e estimar a regiao de rejeicao.
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Tabela 5.4: Testes multiplos

Hipotese nao rejeita rejeita | Total
H, é verdadeira By Ry M,
H; é verdadeira B; R M,
b r m

Para fazer a correcao dos p-valores, utilizaremos o PROC MULTTEST do SAS system

versao 9.1 controlando FDR com o nivel de significancia definido em 0,05.

5.2.3 Aplicacao da medida de distancia baseada nos desvios quadrati-
COSs
Primeiramente considere a medida de distancia ponderada da relagao (3.3.3), QM Pyyy(obs) (1).

Utilizaremos esta, pois o tamanho amostral de cada grupo é muito diferente. Adaptamos

esta medida, da seguinte maneira

G 2ng
2
QMPWl(obs) Z 92n 27L — 1 Z Z yzgl yi’gl(t)) nyigz(t)nyi/gl(t)a
= 9 =1 i/>i
em que ny, ) € a freqiiéncia do tamanho alélico yrg(t) (P =1,....2n,6,9g=1,...,G) e

. < : €
wy & a ponderagao, ou seja, wy = 2n,/ >~ 2n,. Da mesma forma,

2ng 2n g
QMpi(obs) (t) = Z Z on, 2n ) Z Z Yigi(t yi’g’l(t))2 Toyign(8) Tyir gy ()5
g=1 g’>g i=1 /=1

em que 7y, (1) € Ny, ) sao as freqiiéncias dos tamanhos alélicos Yigt(t) € yiugu(t), nas
populagoes g e ¢’, respectivamente.

Utilizando QM Py,(t) reduzimos a informagdo contida em amostras de tamanhos
menores, por serem menos informativas e aumentamos a informacao das populagoes de

amostras maiores.
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Sob Hy, podemos encontrar a estimativa de 6 = 4Ny, o nimero esperado de mutagoes

por locus por geracao, para o modelo de mutagao de um passo, encontrando Q Mro(obs)
a

supondo que nao haja divisao populacional. Assim, suponha que Z ng = N,
g=1

QMTotl(obs)(t) = ZZ yzl yz’l )) Ty () Ty, ()5 (521)

em que 7y, € Ny, ¢ sao0 as freqiiéncias dos tamanhos alélicos y;(t) e yu(t), descon-
siderando os grupos.

Aplicaremos o método Bootstrap definido na Secao 5.2.1 para encontrar os p-valores
dos 219 testes. Para cada locus faremos 1000 e 10000 reamostras Bootstrap, ou seja,
B =1000 e B = 10000.

Comegamos com a andlise avaliando a etnia. Seja dops = QMpobsy — QM Py (obs)i-

Para cada locus, o algoritmo consiste em

1. Fazer B = 1000 e B = 10000 amostras dos 1369 individuos com reposi¢cao. Desta
5

forma, teremos Z 2ngy = 2738 tamanhos alélicos. Para b =1,2,..., B, defina:
g=1

ny = 1074 individuos como pertencentes ao grupo Branco nao-hispanico,

ne = 191 individuos como pertencentes ao grupo Negro nao-hispanico,

ng = 78 individuos como pertencentes ao grupo Branco hispanico,

ny = 14 individuos como pertencentes ao grupo Negro hispanico e

ns = 12 individuos como pertencentes ao grupo Indio americano.

2. Calcule a estatistica do teste d** = QM*bobs QMP*b W (obs)l PATA cada amostra
(b=1,2,...,B).

3. Calcule o p-valory,,; da seguinte maneira

H{d**) > dobs}
I .

p- Valorboot =
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Figura 5.13: Distribuigao da estatistica do teste para o locus D451558 da anélise de etnia
(B=1000 e B=10000, respectivamente).
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Figura 5.14: Distribuicao da estatistica do teste para o locus D252283 da anélise de etnia
(B=1000 e B=10000, respectivamente).

Pela Figura 5.13, vemos a distribuicao da estatistica do teste para amostras Bootstrap
(B=1000 e B=10000, respectivamente) para o locus D451558, cujo p-valor, sem correcao,
deu significativo (p-valor<0,05). O valor da estatistica observado na amostra é 3 e a
estimativa de 0, sob Hy, dada pela relagao (5.2.1), é 7,7. Para esse locus rejeitamos H,
ou seja, existe evidéncia de diferencas significativas em pelo menos dois grupos de etnias
(valor de p sem correcdo igual & 0,001 para B=10000). Analisando a distribui¢do dos
tamanhos alélicos, Figura 5.15, e a matriz de distancias, tem-se que as diferencas estao

nas distribuicoes dos grupos negros nao hispanicos e Negros hispanicos, comparadas com
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Tamanhos alélicos Tamanbosaléicos 7T T T T ramanho aiélcos

10) H
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Figura 5.15: Distribuicao dos tamanhos alélicos do locus D4S1558 para os grupos de
etnia: indio americano, negros nao hispanicos, negros hispanicos, brancos nao hispanicos

e brancos hispanicos, respectivamente.

a dos outros grupos. Apesar das distribui¢des por grupo terem a mesma moda, para esses
dois grupos, elas se diferenciam principalmente pela dispersao.

Pela Figura 5.14, vemos a distribuicao da estatistica do teste para amostras Bootstrap
(B=1000 e B=10000, respectivamente) para o locus D252283, cujo p-valor, sem correcao,
nao deu significativo (p-valor>0,05). O valor da estatistica observado na amostra é -5,43
e a estimativa de 6, sob Hy, é 27,98. Para esse locus nao ha evidéncia para rejeitar Hy, ou
seja, nao ha evidéncia significativa de diferencas nas distribui¢oes dos tamanhos alélicos
nos 5 grupos de etnias (valor de p sem corregao igual a 0,99 para B=10000). Assim, neste
locus ha evidéncia de homogeneidade populacional.

Vamos analisar somente os p-valores obtidos para B = 10000. Na Figura 5.16 podemos
ver o histograma dos 219 p-valores e o grafico Q-Q Uniforme comparando a distribuicao

dos 219 p-valores com a distribuicao Uniforme em que t = 1 =1,...,219. Os

1
219’
p-valores estao mais concentrados no intervalo de 0 a 0,1. Pelo grafico Q-Q Uniforme

fica claro que a distribuicao dos p-valores nao se assemelha a distribuigao Uniforme. Nos
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Figura 5.16: P-valores Bootstrap para 219 testes relacionados a etnia com t = 310’ 1=

1,...,219.

valores maiores que 0,9 a distribuicao estd um pouco acima da distribuicao Uniforme,
ou seja, os p-valores obtidos sao maiores que os esperados pela distribuicao Uniforme.
Nos valores menores que 0,9 a distribuicao dos p-valores esta bem abaixo da distribuicao

Uniforme, ou seja, os p-valores obtidos sao menores que os esperados pela distribuicao

Uniforme.
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Figura 5.17: P-valores Bootstrap corrigidos para 219 testes relacionados a etnia com

1
t= L i—1.....219.
org0 [T 29

Como ja foi discutido, devemos corrigir os p-valores para controlar o erro tipo I. A

correcao foi feita utilizando PROC MULTTEST do SAS system e controlando FDR.
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A distribuicao dos 219 p-valores corrigidos pode ser vista na Figura 5.17 e o grafico
Q-Q Uniforme comparando a distribui¢ao dos 219 p-valores corrigidos com a distribuicao
Uniforme. O ntimero de p-valores que estavam mais concentrados no intervalo de 0 a
0,1 diminuiu. A distribuicao dos p-valores ficou mais proxima da distribuicao Uniforme
e além disso, no grafico Q-Q Uniforme podemos ver que dimimuiram os valores que se
encontravam abaixo da distribuicao Uniforme. Nos valores maiores que 0,7 a distribui¢ao
estd um pouco acima da distribuicao Uniforme, ou seja, aumentou o nimero de p-valores
maiores que os esperados pela distribuicao Uniforme. E abaixo de 0,7, a distribuicao
dos p-valores esta abaixo da distribuicao Uniforme, mas nao tao abaixo como antes da

aplicagao da correcao.

p-valor B=10000
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Figura 5.18: Comparacao dos p-valores da estatistica do teste baseada nos desvios
i

quadraticos relacionados a etnia com t = 219’ 1=1,...,219.

A comparacao das distribui¢bes dos p-valores (sem corre¢ao e corrigidos) versus a
distribuicao Uniforme pode ser vista na Figura 5.18. Realmente a distribuicao dos p-
valores corrigidos estd acima da distribuicao dos p-valores sem correcao e a distribuicao
dos p-valores corrigidos se aproxima mais da distribuicao Uniforme. Considerando um

nivel de significancia de 5%, para B = 1000, temos 72 testes significativos dos 219, ou

seja, 72 loci apresentaram evidéncia de diferencas significativas em pelo menos dois grupos
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e para B = 10000, 70 testes significativos. Com a correcao, para B = 1000, em 45 testes
ou loci rejeitamos Hy, ou seja, encontramos evidéncia de diferencas significativas em pelo
menos dois grupos de etnias. Para B = 10000, em 46 testes ou loci encontramos evidéncia
para rejeitar Hy.

Para verificar em que grupos encontramos diferencas significativas, vamos analisar a
forma da distribuicao dos tamanhos alélicos entre grupos quanto as suas média, moda
e dispersao e a matriz de distancias. Considerando os p-valores corrigidos, pela Tabela
5.5, temos o numero de loci e quais diferencas encontradas entre os grupos (NH=néo
hispanicos, H=hispanicos, IA—=indio americano e ~ significa que a distribuicao de um
grupo é semelhante a do outro grupo). Na maioria dos testes encontramos diferengas nas
distribuicoes de todos os grupos. Em alguns casos encontramos semelhangas entre negros
hispanicos e nao hispanicos e como também entre brancos hispanicos e nao hispanicos.
Em dois loci encontramos semelhancas entre hispanicos brancos e negros e como também
entre nao hispanicos brancos e negros.

No Capitulo 3, encontramos a distribuicao da estatistica do teste e discutimos que
podemos encontrar a variancia sob H,. Desta forma, podemos aplicd-la e encontrar os
219 p-valores e também corrigi-los para comparacoes miltiplas. A variancia da estatistica
é encontrada sob Hy. Utilizaremos a estimativa de 6 sob Hy e a variancia é dada pela

relacao (3.5.12). Para G = 5, temos

402+ 6) [ 1 1 3 [0 ¢
)\2 — ( - - - _ _ .
"7 50 ; <2ng * 2ng,> © 0= 1L, T,

g=1

Podemos ver, na Figura 5.19, o histograma dos 219 p-valores obtidos pela distribuicao

assintotica e o grafico Q-Q Uniforme comparando a distribuicao dos 219 p-valores com a

distribuicao Uniforme. A distribuicao dos p-valores fica abaixo da distribui¢ao Uniforme.
Os p-valores estao mais concentrados no intervalo de 0 a 0,2 e de 0,4 a 0,5.

Na Figura 5.20 podemos ver a distribuicao dos p-valores corrigidos e a sua comparagao

com a distribui¢ao dos p-valores antes da corre¢ao. No intervalo de 0,15 a 0,7 os p-valores

ficaram acima da distribuicao Uniforme, indicando que aumentaram o valor dos p-valores
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Tabela 5.5: Diferencas entre grupos de etnias para a estatistica baseada nos desvios

quadraticos

Grupos n° de loci
Negros NH # Negros H # Brancos NH # Brancos H # [A
Negros NH ~ Negros H # Brancos NH ~ Brancos H ~ TA
Negros NH ~ Negros H # Brancos NH # Brancos H # TA
Negros NH ~ Negros H ~ Al # Brancos NH ~ Brancos H
Negros NH # Negros H ~ Brancos NH ~ Brancos H ~ TA
Negros NH # Negros H # Brancos NH # Brancos H ~ [A
Negros H # Negros NH ~ Brancos NH ~ Brancos H ~ TA
Negros NH ~ Al # Negros H ~ Brancos NH ~ Brancos H
Negros H # Negros NH # Brancos NH ~ Brancos H ~ [A
Negros H ~ Brancos H # Negros NH ~ Brancos NH # TA
Negros NH # Negros H ~ Brancos H # Brancos NH ~ TA
Negros NH ~ Brancos NH # Negros H ~ Brancos H ~ TA
Negros NH ~ Al # Negros H # Brancos NH ~ Brancos H 1
Negros NH ~ Negros H # Brancos NH ~ Brancos H # TA 1
Negros NH # Negros H # Brancos NH ~ Brancos H # 1A 1
Negros NH # Negros H ~ Al # Brancos NH ~ Brancos H 1

—_
—_

N NN W W R R ot

corrigidos, pois antes estes estavam todos abaixos da distribuicao Uniforme.

Considerando um nivel de significancia de 5%, temos 38 testes significativos dos 219, ou
seja, 38 loci apresentaram evidéncia de diferencas significativas em pelo menos dois grupos.
Com a correcao, em 18 testes ou loci rejeitamos Hy, ou seja, encontramos evidéncia de
diferencas significativas em pelo menos dois grupos de etnias. Apesar de encontrar menos
loci significativos comparado com o método Bootstrap, apenas 2 loci que encontramos
evidéncia de diferencas significativas utilizando a distribuicao assintotica nao apresenta

diferenca significativa pelo método Bootstrap, os loci sao D5S1473 e D6S1052.
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Figura 5.19: P-valores obtidos utilizando a distribuicao assintdtica relacionados a etnia
i

comt=—, 1=1,...,219.
219 ) Y )

No locus D5S1473, as distribuicoes dos tamanhos alélicos apresentam diferencas entre
todos os grupos. Na Secao 5.3 discutiremos mais sobre isso. No locus D6S1052, temos que
os grupos Negros (hispanicos e nao hispanicos) apresentam diferengas quando comparados
com os outros grupos de etnia, no entanto eles sao semelhantes entre si.

Considerando o indice ALDX1 e o mesmo algoritmo do método Bootstrap utilizado

para a etnia, com as seguintes modificagoes:

5
1. sao 1388 individuos, ou seja, Z 2ng = 2776 tamanhos alélicos e,
g=1

2. my = 643 individuos como pertencentes ao grupo Afetado, no = 431 individuos como
pertencentes ao grupo Nao afetado (com alguns sintomas) e ng = 314 individuos

como pertencentes ao grupo Puramente nao afetado e Nunca bebeu.

Pela Figura 5.21, vemos a distribuigao da estatistica do teste para amostras Bootstrap
(B=1000 e B=10000, respectivamente) para o locus D551473, cujo p-valor, sem correcao,
deu significativo. O valor da estatistica observado na amostra é 21,39 e a estimativa de
0 sob Hy é 92,03. Para esse locus rejeitamos Hy, ou seja, existe evidéncia de diferenca
significativa em pelo menos dois grupos (valor de p sem corre¢ao igual a 0,0002 para

B=10000). Mais adiante, identificamos os grupos que apresentam essas diferengas através
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Figura 5.20: P-valores corrigidos e a comparagao entre os p-valores relacionados a etnia

1 . .
com t = 279’ 1=1,...,219, respectivamente.
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Figura 5.21: Distribuicao da estatistica do teste para o locus D5S1473 da anédlise de
ALDX1 (B=1000 e B=10000, respectivamente).

da analise empirica da distribuicao dos tamanhos alélicos.

Para o locus D20S448, cujo p-valor, sem correcao, nao deu significativo, temos a dis-
tribuicdo da estatistica do teste para amostra Bootstrap (B=1000 e B10000, respectiva-
mente) na Figura 5.22. O valor da estatistica observado na amostra ¢ -0,05 e a estimativa
de 6 sob Hy é 76,82. Para esse locus nao ha evidéncia para rejeitar Hy, ou seja, nao ha
evidéncia significativa de diferencas nas distribuicoes dos tamanhos alélicos nos 3 grupos.
Assim, neste locus ha evidéncia de homogeneidade populacional (valor de p sem corregao

igual & 0,5121 para B=10000).
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Figura 5.22: Distribuicao da estatistica do teste para o locus D205448 da anélise de
ALDX1 (B=1000 e B=10000, respectivamente).
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Figura 5.23: P-valores Bootstrap para 219 testes relacionados a ALDX1 com ¢ = 2ZT9,
1=1,...,219.

Conforme fizemos para analisar a etnia, vamos estudar somente os resultados obtidos
para B = 10000. Na Figura 5.23 podemos ver os histogramas dos 219 p-valores e o grafico
Q-Q Uniforme comparando a distribuicao dos 219 p-valores com a distribuicao Uniforme.
Os p-valores estao ligeiramente mais concentrados no intervalo de 0 a 0,3 e de 0,4 a 0,5. A
distribuicao dos p-valores esta toda abaixo da distribuicao Uniforme, ou seja, os p-valores

obtidos sao menores que os esperados pela distribuicao Uniforme.

Apos a correcao, vemos pela Figura 5.24, que a distribuicao dos p-valores ficou mais

distante da distribuicao Uniforme. Podemos ver, também, que a distribuicao dos p-valores
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Figura 5.24: P-valores Bootstrap corrigidos para 219 testes relacionados & ALDX1 com
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corrigidos estd toda acima da distribuicao Uniforme. Assim, os p-valores corrigidos sao

maiores que os esperados pela distribuicao Uniforme. Pelo histograma, vemos que os p-

valores corrigidos estao mais concentrados nos intervalos de 0,5 a 0,6 e acima dos valores

0,7.
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Figura 5.25: Comparacao dos p-valores da estatistica do teste

quadréaticos relacionados & ALDX1 com t =

i
219’

i=1,...,210.

baseada nos desvios

A Figura 5.25 mostra a comparagao das distribui¢oes dos p-valores (sem corregao e
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corrigidos) versus a distribui¢do Uniforme. A distribui¢do dos p-valores corrigidos esta
acima da distribuicao dos p-valores sem correcao, que se aproxima mais da distribuicao
Uniforme, enquanto que com a correcao a distribuicao se distancia completamente da
distribuicao Uniforme. A distribuicao mudou completamente, estava abaixo da linha da
distribuicao Uniforme e passou para cima.

Considerando um nivel de significancia de 5%, para B = 1000, temos 19 testes sig-
nificativos dos 219 e para B = 10000, 17 testes significativos. Com a correcao, para
B = 1000, em 1 teste ou locus rejeitamos Hy, ou seja, encontramos evidéncia de diferen-
cas significativas em pelo menos dois grupos. Da mesma forma, para B = 10000, em 1
teste ou locus rejeitamos Hy. O tnico locus que deu significativo foi D5S1473.

Analisando as distribui¢oes dos tamanhos alélicos por grupos e suas respectivas ma-
trizes de distancia, temos diferengas em todos os grupos: Puramente nao afetado/Nunca
bebeu, afetado com alguns sintomas e afetado (mais detalhes ver Se¢ao 5.3).

Da mesma forma que foi feito para etnia, podemos aplicar o teste utilizando a dis-
tribuicao assintotica e encontrar os 219 p-valores e também corrigi-los para comparagoes
multiplas. Para G = 3, a estimativa da variancia é dada pela relagdo (3.5.12), em que

seus componentes podem ser encontrados por

407 4+ 6) o~ [ 1 1 2 [~ 602 0
)\2 _ ( —— _ - .
0 sy (2ng * 2ng,) R P i,

g=1

Na Figura 5.26 podemos ver o histograma dos 219 p-valores obtidos pela distribuicao
assintotica e o grafico Q-Q Uniforme comparando a distribui¢ao dos 219 p-valores com
a distribuicao Uniforme. Os valores maiores que 0,4 a distribuicao estd abaixo da dis-
tribuicao Uniforme, ou seja, os p-valores obtidos sao menores que os esperados pela dis-
tribuicao Uniforme. Abaixo de 0,4, a distribuicao dos p-valores esta acima da distribuicao
Uniforme, ou seja, os p-valores obtidos sao maiores que os esperados pela distribuicao Uni-
forme.

A distribuicao dos p-valores corrigidos pode ser vista na Figura 5.27, como também

a sua comparacao com a distribuicdo dos p-valores antes da correcao. Apo6s a correcao,
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Figura 5.26: P-valores obtidos utilizando a distribuigao assintotica relacionados & ALDX1

com t = 1=1,...,219.

i
219’
no intervalo de 0 a 0,7 os p-valores ficaram acima da distribuicao Uniforme, indicando
que aumentaram o valor dos p-valores corrigidos. Além disso, antes da correcao, a dis-
tribuicao dos p-valores cruzava a reta da distribuigao Uniforme em 0,3. Com a correcao,
a distribuicao cruza em 0,7. Excluindo valores perto do 1, os p-valores corrigidos sao

maiores que os p-valores sem correcao.
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Figura 5.27: P-valores corrigidos e a comparagao entre os p-valores relacionados & ALDX1
?
comt=— 1=1,...,219, respectivamente.
219
Considerando um nivel de significancia de 5%, antes da corregao, temos 4 testes sig-

nificativos dos 219. Com a correcao, em apenas 1 teste ou locus rejeitamos Hj, ou seja,
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encontramos evidéncia de diferencas significativas em pelo menos dois grupos. O tnico

locus que deu significativo foi D551473, que é o mesmo obtido pelo método Bootstrap.

5.2.4 Aplicagao da medida de distancia baseada nos desvios ab-

solutos

Da mesma maneira que a Secao anterior, considere a medida de distancia ponderada

definida pela relagao (4.2.3), AM Py(ops)(t). Adaptamos esta medida, da seguinte maneira

2ng
AMPWl(obs) (t) = Z g2n 2n — 1 Z Z |yzgl yi’gl(t>| nyigl(t)nyilgl(t)7
g g 9 =1 />3

em que 7y, () € a freqiiéncia do tamanho alélico y;(t) e w, é a ponderagao, ou seja,

_ G
wy = 2ny/ > 2ny. Da mesma forma,

2ng 2n /
AMBl obs)( - Z Z m, 2TL . Z Z |yzgl — Yirg'l (t)| nyigl(t)nyilg/l(t)7
g9=1g'>g g =1 i'=1

2
em que Ny, € Ny, (1) SA0 as freqiiéncias dos tamanhos alélicos v;u(t) e virgu(t), nas

populacoes g e ¢’ respectivamente.

Sob Hy, podemos encontrar a estimativa de f*(6) = (1—29 encontrando AM o (obs)
+
G
e supondo que nao haja divisao populacional. Assim, suponha que Z ng = N,

g=1

AMTotl(obs) (t> Z Z |yzl y,/l )| Ty () Ty, () 5 (522)
=1 i'>1
2

em que 7y, € Ny, S0 as freqiiéncias dos tamanhos alélicos y;(t) e yu(t), descon-
siderando os grupos.

Aplicamos também os algoritmos para etnia e ALDX1 definidos na Secao anterior
para encontrar os p-valores dos 219 testes. Para cada locus faremos 10000 reamostras

Bootstrap, ou seja, B = 10000. Além disso, temos que dops = AMp(obsyy — AM Py (obs)i-
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Figura 5.28: Distribuicao da estatistica do teste para o locus D4S1558 e D252283 da

analise de etnia, respectivamente).

Primeiramente, consideremos a etnia. Pela Figura 5.28, vemos as distribuic¢oes da
estatistica do teste para amostra Bootstrap para o locus D4S1558, cujo p-valor, sem
correcao, deu significativo e para o locus D252283, cujo p-valor, sem corre¢ao, nao deu
significativo. Para o locus D4S1558, o valor da estatistica observado na amostra é 0,42 e
a estimativa de f*(0) sob Hy, dada pela relagao (5.2.2), é 1,91. Para esse locus rejeitamos
Hy, ou seja, existe evidéncia de diferencas significativas em pelo menos dois grupos de
etnias (valor de p sem correcado igual a 0,003). Neste mesmo locus, diferencas significativas
foram encontradas no teste pela estatistica baseada nos desvios quadraticos e na Figura

5.15 temos a distribuicao dos tamanhos alélicos por grupos.

Para o locus D252283, o valor da estatistica observado na amostra é -0,33 e a estimativa
de f*(0) sob Hy é 4,09. Para esse locus nao hé evidéncia para rejeitar Hy, ou seja, nao ha
evidéncia significativa de diferencas nas distribuigoes dos tamanhos alélicos nos 5 grupos
de populagdes (valor de p sem corregao igual a 0,9607).

Na Figura 5.29 podemos ver a comparagao das distribui¢oes dos p-valores (sem cor-

regao e corrigidos) versus a distribui¢ao Uniforme, em que ¢t = i=1,...,219. A

i
219’
distribuicao dos p-valores corrigidos se assemelha aquela obtida pelos p-valores sem a
correcao. Em ambos os casos, a distribuicao estd praticamente abaixo da distribuicao

Uniforme. No entanto, a distribuicao dos p-valores corrigidos estd acima da distribuicao
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Figura 5.29: Comparacao dos p-valores para 219 testes da estatistica do teste baseada

i
nos desvios absolutos relacionados a etnia com t = 319 1=1,...,219.

dos p-valores sem correcao.

Considerando um nivel de significancia de 5%, temos 86 testes significativos dos 219.
Com a correcao, em 55 testes ou loci rejeitamos Hy. Comparando o resultado obtido pela
estatistica baseada nos desvios quadraticos, tivemos mais testes significativos, mas foram
os mesmos loci. Da mesma maneira que fizemos na Secao anterior, considere os p-valores
corrigidos. Pela Tabela 5.6, pode-se ver que na maioria dos testes encontramos diferencas
nas distribui¢oes de todos grupos e aumentou o nimero de loci com diferengas entre
brancos e negros. Nota-se que em véarios [oci temos semelhancas entre o indio americano

e o branco hispanico.

Agora, consideremos os grupos definidos pelo indice ALDX1. Pela Figura 5.30, vemos
as distribuicoes da estatistica do teste para amostra Bootstrap para o locus D551473,
cujo p-valor, sem correcao, deu significativo e para o locus D205S448, cujo p-valor, sem
correcao, nao deu significativo. Para o locus D551473, o valor da estatistica observado na
amostra ¢ 0,36 e a estimativa de f*(0) sob Hy, dada pela relagao (5.2.2), é 5,65. Para esse
locus rejeitamos Hy, ou seja, existe evidéncia de diferencas significativas em pelo menos

dois grupos (valor de p sem corregao igual & 0,0001). Nesse mesmo locus encontramos o
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Tabela 5.6: Diferencas entre grupos de etnias para a estatistica baseada nos desvios

absolutos

Grupos n° de loci
Negros NH # Negros H # Brancos NH # Brancos H # A
Negros NH ~ Negros H # Brancos NH ~ Brancos H ~ TA
Negros NH ~ Negros H # Brancos NH # Brancos H # TA
Negros NH ~ Negros H ~ Al # Brancos NH ~ Brancos H
Negros NH # Negros H ~ Brancos NH ~ Brancos H ~ TA
Negros NH # Negros H # Brancos NH # Brancos H ~ TA
Negros H # Negros NH ~ Brancos NH ~ Brancos H ~ IA
Negros NH ~ Al # Negros H ~ Brancos NH ~ Brancos H
Negros H # Negros NH # Brancos NH ~ Brancos H ~ TA
Negros H ~ Brancos H # Negros NH ~ Brancos NH # TA
Negros NH # Negros H ~ Brancos H # Brancos NH ~ [A
Negros NH ~ Brancos NH # Negros H ~ Brancos H ~ TA
Negros NH ~ AI # Negros H # Brancos NH ~ Brancos H
Negros NH ~ Negros H # Brancos NH ~ Brancos H # IA
Negros NH # Negros H # Brancos NH ~ Brancos H # IA
Negros NH # Negros H ~ AI # Brancos NH ~ Brancos H

—_
ot

— = =W NN R W R e ot O

— =W

teste significativo pela estatistica baseada nos desvios quadraticos.

Para o locus D20S448, o valor da estatistica observado na amostra é 0,015 e a estimativa
de f*(0) sob Hy é 6,7. Para esse locus nao ha evidéncia para rejeitar Hy, ou seja, ndo héa
evidéncia significativa de diferencas nas distribuigoes dos tamanhos alélicos nos 3 grupos

(valor de p sem corre¢ao igual a 0,3227).
A comparagao dos p-valores (sem correcao e corrigidos) versus a distribui¢ao Uniforme,

pode ser vista na Figura 5.31. A distribuicdo dos p-valores corrigidos nao se assemelha

aquela obtida pelos p-valores sem a correcao. A distribuicao dos p-valores corrigidos estéa
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Figura 5.30: Distribuicao da estatistica do teste para o locus D551473 e D20S448 da

analise de ALDX1, respectivamente).

bem acima da distribui¢ao dos p-valores sem correcao. Essa mesma inversao ocorreu para
a estatistica do teste baseada nos desvios quadraticos.

Considerando um nivel de significancia de 5%, temos 16 testes significativos dos 219.
Com a corregao, em 2 testes ou loci rejeitamos Hy, ou seja, encontramos evidéncia de
diferencas significativas em pelo menos dois grupos de populagoes. Encontramos dife-
rencas significativas nos loct D551473 e GATA62F03. Conforme ja discutimos, no locus
D5S1473, encontramos diferenga na distribuicao de todos os grupos. Através da andlise
da distribui¢ao dos tamanhos alélicos, no locus GATA62F03, encontramos diferencas no
grupo Afetado (mais detalhes na Se¢ao 5.3). Na estatistica do teste baseada em desvios

quadraticos encontramos diferencas significativas somente no locus D551473.

5.3 Discussao

Nesta dissertacao de mestrado, nosso interesse foi estudar as medidas de distancia genética
para loci de microsatélites baseadas nos desvios absolutos e quadraticos sob o modelo de
mutacao “stepwise”. Foram também propostos dois testes de homogeneidade, um baseado
na estatistica do teste dos desvios quadraticos (Capitulo 3) e outro na dos devios absolutos

(Capitulo 4). Aplicamos esses testes a dados reais, em que o interesse é verificar se existe
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Figura 5.31: Comparacao dos p-valores para 219 testes da estatistica do teste baseada

nos desvios absolutos relacionados a ALDX1 com t = ﬁ 1=1,...,219.

ou nao diferenca na variacao do nimero de repeticoes para os grupos definidos pela etnia
e o indice de alcoolismo (ALDX1) em um determinado locus. Para encontrar o nivel de

significancia do teste, aplicamos o método Bootstrap.

No Apéndice B, nas Figuras B.1, B.2 e B.3, podemos ver os graficos das posicoes dos
loci no DNA para cada cromossomo versus o p-valor corrigido obtido pela distribuicao
assintotica para etnia. A linha em 0,05 representa o ponto de corte, ou seja, abaixo desta
linha os testes sao considerados significativos. Nao foi feito os graficos dos cromossomos
17, 18 e 22, pois estes apresentavam 1 a 2 loci e nao apresentaram [oci significativos.
Para todos cromossomos analisados vemos variacao do p-valor corrigido com relagao a
posicao do locus no DNA. Para os grupos do indice ALDX nao foram feito esses graficos,
pois os p-valores corrigidos apresentavam pouca variagao. No entanto, no cromossomo 5
essa variacao ocorreu, sendo que esta é na posicao do locus que encontramos diferencas

significativas, conforme pode ser observado na Figura 5.32.
Pela Figura B.1 (Apéndice B), vemos que nos cromossomos 3 e 4 ndo encontramos
diferencas significativas. No cromossomo 2 pode-se ver 4 loci que apresentam diferencas

significativas entre os grupos de etnia. Nos cromossomos 1, 2, 5 e 6, os p-valores variam
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Figura 5.32: Posigao no DNA versus o p-valor corrigido obtido pela distribui¢ao assintdtica

para ALDX1, cromossomo 5.

bastante, sendo que no cromossomo 5 a variacao é mais acentuada na posicao 2. Na
Figura B.2 podemos observar que os cromossomos 10, 11, 14 e 15 nao apresentam [oci
estatisticamente significantes. Os cromossomos 8, 12 e 13 apresentam variagdes nos p-
valores mais acentuadas em determinadas posicoes, por exemplo, no cromossomo 12 e nas
posicoes 1 a 7 os p-valores variam pouco e na posicao 8 o p-valor descresce muito. Nos
cromossomos 7 e 8, as variagoes nao sao especificas a um determinado locus, ou seja, os
p-valores aumentam e diminuem ao longo dos loci. Da mesma forma, podemos analisar a
Figura B.3, em que os cromossomos 16 e 19 nao apresentam loci com diferencas, entre os

grupos de etnia, significativas.

Na Secao 5.2.3, considerando os p-valores corrigidos para comparagoes multiplas, vi-
mos que em 46 testes ou loci rejeitamos Hy com um nivel de significancia 5% para o grupo

etnia. Para o indice ALDX1, temos que, para a mesma situacao, em 1 locus rejeitamos

Hy.

Na Secao 5.2.4, considerando os p-valores corrigidos para comparacoes miltiplas,
temos que em 55 testes rejeitamos Hy ao nivel de 5% para a etnia. Para o indice ALDX1,

temos que, para a mesma situagao, em 2 testes rejeitamos Hy.
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Asssim, tanto para etnia como para o indice ALDX1, a estatistica do teste baseada
em desvios absolutos obteve mais testes que rejeitam Hy do que a estatistica do teste
baseada em desvios quadraticos. Para os grupos da etnia, todos testes significativos para
estatistica do teste baseada nos desvios quadraticos foram significativos para a estatistica
baseada nos desvios absolutos.

Para ALDXI, a estatistica do teste baseada em desvios absolutos obteve um locus a
mais que rejeita Hy do que a estatistica do teste baseada em desvios quadréticos, ou seja,
a diferenca foi pequena. O locus D5S1473 foi encontrada evidéncia de diferencas significa-
tivas nas distribuicoes de pelos menos dois grupos, para as duas estatisticas. Analisando
as distribui¢oes dos tamanhos alélicos por grupos, a diferenca esta nas distribuicoes dos
grupos Puramente ndo afetado/Nunca bebeu e os outros dois grupos (Afetados e Nao
afetado (com alguns sintomas)), conforme pode ser visto na Figura 5.33. Além disso,
pode-se ver diferengas nas distribui¢oes dos grupos Afetados e Nao afetados (com alguns
sintomas). Entao, vemos diferencas nas distribui¢oes dos 3 grupos, sendo que estas sao
maiores entre os grupos Puramente ndo afetado/Nunca bebeu e os outros dois (Afetados

e Nao afetado (com alguns sintomas)).

2 a0

100
) —L 1
260 270 280 2 300 310 320 230 240 250 260 270 260 290 300 310 240 250 260 270 260
Tamanhos aéi

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa

Figura 5.33: Distribuicao dos tamanhos alélicos do locus D5S1473 para o indice ALDX1,
grupos: Puramente nao Afetado/Nunca Bebeu, Nao afetado com alguns sintomas e Afe-

tado, respectivamente.

Na Figura 5.34, vemos os histogramas para o locus GATA62F03, que deu diferenca
significativa na estatistica do teste baseada nos desvios absolutos e nao deu diferenca na

estatistica do teste baseada nos desvios quadraticos para o indice ALDX1. Note que, no
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grupo afetado temos uma pequena diferenca na distribuicao com relacao aos outros dois
grupos. Nos grupos Puramente nao afetado/Nunca bebeu e Nao afetado (com alguns
sintomas) vemos que a distribuicdo é bimodal, enquanto que esta deixa de ser quando

consideramos a distribui¢ao do grupo Afetado.

Frequéncia
Frequéncia

= i 1o i

270 E3 260 205 300 ES 270 Ed 260 25 300 205 270 EQ 260 205 300 305

265 290 28 290 2 %0
Tamanhos aléicos Tamanhos alélicos Tamanhos allicos

Figura 5.34: Distribuicao dos tamanhos alélicos do locus GATA62F03 para o indice
ALDX1, grupos: Puramente ndo Afetado/Nunca Bebeu, Nao afetado com alguns sin-

tomas e Afetado, respectivamente.

24 250 252 254 256 258 260 262 264 250 260 270 280 290 300 310 320 2a  2s0 25 o254 256 258 260 262 264 266 268
Tamanhos alélicos Tamanhos alélicos Tamanhos alélcos

240 245 250 255 260 265 270 251 253 255 257 259 261 263 265 267 269
‘Tamanhos alélicos Tamanhos alélicos

Figura 5.35: Distribuigao dos tamanhos alélicos do locus D5S1473 para os grupos de
etnia: indio americano, negros nao hispanicos, negros hispanicos, brancos nao hispanicos

e brancos hispanicos, respectivamente.
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Desta forma, considerando o método Bootstrap e o niimero de testes que foram signi-
ficativos, o teste baseado nos desvios absolutos foi mais sensivel para detectar diferencas

na variacao do nimero de repeticoes entre os grupos, principalmente nos grupos da etnia.

No Capitulo 3 encontramos a distribuicao da estatistica do teste baseada nos desvios
quadraticos. Para essa estatistica, aplicamos o teste de homogeneidade baseado na dis-
tribuicao assintotica. Na Secao 5.2.3 vimos que, para etnia, em 18 testes rejeitamos Hy e
para ALDXI1, em apenas 1 teste rejeitamos Hy. O tnico locus significativo para o indice
ALDXI1 foi D55S1473, que coincide com o resultado obtido pelo método Bootstrap para as
estatisticas dos desvios quadraticos e absolutos. Porém, conforme ja foi discutido, um locus
a mais foi considerado significativo pela medida de desvios absolutos. Dos 18 loci que en-
contramos evidéncia de diferencas significativas para os grupos de etnia, nos loci D551473
e D6S1052 nao encontramos evidéncia de diferencas, cujos p-valores foram encontrados
utilizando o método Bootstrap devido a estatistica baseada nos desvios quadraticos. Para

a estatistica baseada nos desvios absolutos, somente no locus D551473 nao rejeitamos Hy.

A distribuicao dos tamanhos alélicos, para o locus D5S1473, por grupos pode ser
vista pela Figura 5.35. Todas elas diferem com relagao a moda e a dispersao. Assim,
as distribuicoes sao bem distintas, entao encontramos diferencas em todos os grupos
de etnias. Neste locus, dentro de cada grupo temos bastante variacao, além de grande
variagao entre grupos. O fato do método Bootstrap nao detectar diferenca significativa
neste locus poder ser explicado por isso, pois por esse método as 5 populacoes distintas sao
misturadas com isso pode-se obter valores da estatistica do teste muito grandes e ocultar
diferencas significativas. A Figura 5.36 corrobora esse fato, pois podemos ver que a
distribuicao Bootstrap da estatistica do teste baseada nos desvios absolutos e quadraticos
tem valores com amplitude grande, para os grupos de etnia (o valor da estatistica do teste
baseada nos desvios quadraticos é 46,01 e da estatistica baseada nos desvios absolutos é

1,29).

Na simulagao foi visto que a estatistica do teste baseada em desvios quadraticos,

QMp—pwy(t) = QMpi(t) — QM Py;(t), tem um comportamento melhor com relacao a
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Figura 5.36: Distribuicao Bootstrap para o locus D5S1473 para a estatistica baseada nos

desvios quadréticos e absolutos, respectivamente.
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Figura 5.37: Comparagao dos p-valores corrigidos obtidos pela distribuicao assintotica
Normal, pelo Bootstrap para a estatistica do teste baseada nos desvios qudraticos-Q e

absolutos-A e t = t=1,...,219 para etnia.

7
219
normalidade que a estatistica baseada em desvios absolutos, AMp_pwy(t) = AMp(t) —
AM Py, (t), quando considero amostras nao balanceadas. Para amostras balanceadas,
os comportamentos com respeito a normalidade sao semelhantes para QMp_wy(t) =

QMBl<t) — QMWl(t) e AM(B—W)l<t) = AMBl(t) - AMWl(t) e razoaveis para n = 300.

Para amostras nao balanceadas, para atingir normalidade é necessario um tamanho
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Figura 5.38: Comparacao dos p-valores corrigidos obtidos pela distribuicao assintotica
Normal, pelo Bootstrap para a estatistica do teste baseada nos desvios qudraticos-Q e

absolutos-A e t = 2% t=1,...,219 para ALDXI.

amostral menor para QM _pwy(t), n > 300, comparado com o tamanho amostral
necessario para AMp_pwy(t), pois precisamos que o tamanho amostral seja maior que

400. Desta forma, os resultados obtidos pela distribuicao assintotica sao validos.

Em geral, pela simulacao, obervamos que o comportamento com respeito a normali-
dade foi melhor quando considero amostras balanceadas, pois com um tamanho amostral
menor (n = 300) obtemos resultados melhores, tanto para a estatistica do teste baseada

nos desvios quadraticos com a baseada nos desvios absolutos.

Nas Figuras 5.37 e 5.38 vemos os graficos de comparacao dos p-valores obtidos pela
distribuigao assintotica (p-valor Normal em rosa), pelo Bootstrap para a estatistica do
teste baseada nos desvios quadraticos (p-valor Q em azul) e absolutos (p-valor A em
verde), para etnia e o indice ALDX1, respectivamente. Observando as Figuras, vemos
que os p-valores Bootstrap obtidos pelas estatisticas baseadas nos desvios absolutos e
quadraticos apresentam a mesma forma de distribuicao, sendo que a distribuicao dos p-
valores baseados na estatistica dos desvios quadraticos apresentam valores maiores que o0s

obtidos pela estatistica baseada nos desvios absolutos. A distribuicao dos p-valores obtidos
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pela distribuicao assintotica da estatistica do teste baseada nos desvios quadréaticos difere
das outras duas distribuicoes. Esta apresenta valores maiores para p-valor maior que 0,7
e menores para o outro comparado com as outras duas distribuicoes, tanto para etnia

como para ALDXT.

Nao aplicamos o teste de homogeneidade utilizando a distribui¢ao assintotica da es-
tatistica do teste baseada nos desvios absolutos e a estimativa da variancia de estatistica
U por Jackknife, definida na equacao (4.3.5), devido ao tamanho da amostra muito ele-
vado e as dificuldades computacionais. Sendo assim, se faz necessario mais estudos para

essa estatistica.

Quando utilizamos o Bootstrap para fazer testes de comparagoes de 3 ou mais grupos
podemos ter uma situacao complicada. Suponhamos que temos 3 grupos, dois grupos
homogéneos entre si e um outro bem heterogéneo e diferente dos outros dois. Quando
fazemos as reamostras Bootstrap da mistura dos trés grupos podemos ter os trés grupos
bem homogéneos entre si e heterogéneos dentre eles, o que aumentaria a variacao dentre
grupos e diminuiria a variagao entre. Isso provocaria a subestimagao do p-valor (mais
detalhes ver referéncia Pinheiro et al. (2007)). Isso poderia ser uma explica¢cdo dos
p-valores obtidos pelo Bootstrap serem menores quando comparados com os p-valores

obtidos pela distribuicao assintotica, para o p-valor<0,7.

Uma solugao proposta pelo artigo Pinheiro et al. (2007) é aplicar o método Jackknife.
No entanto, para o estudo de 219 loci esse método seria mais trabalhoso computacional-

mente, entao nao foi aplicado.

Devido aos dois problemas levantados, os resultados obtidos pela distribuicao assin-
totica da estatistica do teste baseada nos desvios quadraticos sao razoaveis e melhores
que os obtidos pelo método Bootstrap, pois possivelmente os p-valores Bootstrap estao
subestimados. Esses problemas sao mais criticos quando estudamos os grupos da etnia,

pois possivelmente, estes sao mais heterogéneos entre si.

Para a estatistica do teste baseada nos desvios absolutos a tinica opcao é o método

Bootstrap, pois nao foi possivel fazer o teste utilizando a distribuicao assintotica devido



168 CAPITULO 5. SIMULACAO E APLICACAO

as dificuldades computacionais.



Apéndice A
Demonstracoes

1. Demonstracao:

B[MI®)] = (2N ) ijEIS:(0)S;(0)] + (2Ne) Y B [S7(1)] -
i#j i
Visto que S;(t) ~ Binomial(2N,,m;(t)), entao

B[SI(®)] = Var[$:)] + (B[S:(1)))’
= 2N.mi(t)(1 — mi(t)) + (2N,) 7 (t)?

e o vetor S(t) segue uma distribui¢do multinomial, entao E[S;(t)S;(t)] = 2N.(2N, —
)m;(t)m;(t), pois cov[S;(t), S;(t)] = —2Nm;(t)m;(t) e assim

E[Si(1)S5()] = cov[Si(t), 5;(1)] + E[Si(t)] E[S;(¢)),

desta forma

E[M}H)] = (1 - 2]1V ) > igmit)mi(t) + (1 - %) PR EACE:
€7 it L
+ 2J1Ve 2wl

i

_ (1_

) Z igms () (t) + 2]1V€ Z 2mi(t),

169

1
2N,
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substituindo 7;(t) por seu estimador dado pela expressao (2.2.2) e omitindo o (¢t—1),

tém-se
s 1 I\ - B .

Zzyﬁi(t)wj(t) = AL (1-7) anmj + 5(1 ) Zzyniﬂnj—i—
i,j € ij i,j

B, ’ 5, ’ 8 ’
+§( —B) Z Lnin;—1 + 5( —B) Z LJninj1 + 5( ) Z LJNi—171+

i,J (] i,J

i - I - i - i -

+Z ; YN 1M1 + i ; YN 1M1 + T ; 1JMip1nj—1 + T ; TN N1

= (1= B)*(My(t —1))* + 26(1 = B)(Mu(t — 1))* + B*(Mi(t - 1)),

resultado obtido com algumas manipulagoes algébricas e considerando que ) . n;(t—

1) = 2N,. Assim, Y ija;(t)7;(t) = (My(t — 1))* e

/[:7j

9 p g
ZZZWi(t) = 2N [ nz+2nz 1+2nz+1

e

- <1—@>M2<t—1>+2
= (1_ﬁ)M2(t_1 +L{ﬁzz_1 n;— 1+ﬂ22_1n1 1+

- gZ(Z +1)%nig1 + BZ(Z + D + 5 ZniJrl t3 an1}
= (1=0)My(t — 1) + BMs(t — 1) + BMi(t — 1) + 5 — BMi(t — 1)
— My(t—1)+ 4.

Finalmente,
BMIM] = (1= @N)™) D igm(im(t) + (2Ne) ™ Y i mi(1)

(1= (2N) M~ 1) + (2N) Mot — 1) + B
= (1= (2N) )Mt — 1)+ (2N.) "Mt — 1) + B(2N,) ™
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2. Demonstracao: Temos que
[T+ 2u+2vjaN = avN 72 +auN "'+ auN ™ + a2,
cancelando os a’s, e colocando v e u em evidéncia, tém-se
[T+2u+20 N = v [N 24 NP2 4o N4+ N,

cancelando os M, tém-se

1 1
1+2u+2v] = v [F+>\+2} +u [X+/\]
e desta forma, completando o quadrado tém-se
1 ? 1
1+2u+2v] = v {X—i_}\} —20+4u {X—l—)\} :
O
3. Demonstracao: Temos que
r 4v
A1 S —u—+/(S—u)?— (4v)?’
multiplicando o denominador por S — u + /(S — u)? — (4v)?, tem-se
1 4w [S—u+/(S—u?— ()]
A (S —u)?2— (S —u)?+ (4v)?
B S —u+ /(S —u)? — (4v)? )
- A — N3
0 MeSmo ocorre com A, - = M. 0J

4. Demonstracio: E fato que

C’o+2ZC’j:1 entao a1+a2—i—2z [alx\{—i-az)\%]:l,

i=1 =1

utilizando soma infinita de PG, como —1 < A3 < 0 < A\; < 1, essa soma converge.

Logo

CL1+CL2+2

oo oo
alz/\{—i—azZ)\%] = 1,
=1 =1

A Ao
2 = 1
ay + as + {a11_)\1+a21_)\2} ;
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1+X 1+ Ay

1_—)\1+a21_)\2:1évélido. O

entao o resultado aq

Demonstragao ( Teorema Révész (1990)): Vamos provar que

Eleap(tX.)] = <6t il €t>a .

2

Sabemos que,

X0l _ th « —a
E[e }— Z e - 27

k=—a 5
Note que, se a é impar entao k é impar e se « é par entao k é par. Seja o = n, entao
—n < k<mn,assim, k € {-n,—n+2,—n+4,....,n—4,n—2,n}. Por exemplo,

para a = 3, temos

Elexp(tX3)] = 273 Z etk

Elexp(tXy)] = 27* Z etk

4 4 4 4 4
= 274 e~ + e 2 + + e* + e
4 3 2 1 0
4
- 2742 e(4—2k)t
k=0 \ K
Assim,
" n
_ —-n tk
Elexp(tX,)] = 27" ) e L

4t
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— 9n n et + n e(—n+2)t 4+
n n—1

+ ) (n—2)t ent
n n

— 9 (n—2k)t __ —9n Z e(n—Zk:)t
k=0 k

— zfnent 6 —2t)k —9-n nt(€72t 4 1>n’

k=0 k

em que a ultima igualdade se deve ao binomio de Newton, ou seja,

n

Z S (1+2)"™

m=0 m
—2t 1 n t —t\ "N
Assim, My, (t) = Elexp(tX,)] = ™ (e 2+ ) = (e —;e ) :
Para obtermos E[X,] = 0 e E[X2] = «, basta encontrar a primeira e segunda

derivadas de My, (t) para t = 0, respectivamente. Ou seja,

2
t
E[Xa] _ aMXa (t) E[XC%] — a M)(Qoz( )
CLZ P ot =0
Assim,
OMx, (t a (et +et\*! 3
0?Mx, (1) ala—1) fet+e N\ et +e\" ,
52 = 1 ( 5 ) (e"—e )+Oz( 5 ) , com isso
OMx,(t)| 0 PMx, (t)] N
oty o |,

. Demonstracao: Por propriedade temos que

EIAT,(t) | N(t) =, T = ] = {_
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Segue do resultado do Teorema 3.1 que

ElA(t) [N(t) =a, T =1 =0 e E[Aly(t) [ N(t) =

a, T =t = a.

Derivando M (z) com respeito a x, para obter os terceiro e quarto momentos, temos

OM (z)
ox

0*M ()
0x?

O3 M (z)
Ox?

O*M (z)
Oxt

+

_|_

a e +e T\
2 2

ala —1) (ex - e—x)“‘Q (o

o (S5 D (252

o (€5 +e ™\
o (—2 ) |

Avaliando em = = 0 segue o resultado de (3.2.3).

7. Demonstracao: Temos que,

Q My (1)

QI'—‘

G
; (2n —1)
1 G
EZ (2n — 1)
1 < 1
522 (2n —1)
g=1
1

Ql-
Mm

«2n(2n—1) |

Q
Il

S S i

=1 i'>1

ii Zgl

i=1 /=1

QnZ Zgl
2(2n) Z 1gl

YZ’gl ))

. ex_+>e—x a‘
)+a(—2 ) :

et —e ")+

2Yig1 (1) Yiqu(t) + Vi (1))

2n 2n
-2 Z Yig(t) Y Yiq(t) +2n) Yo, (t)
) =1 i'=1

—2(2n)’Y;2,

(t)
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1= g=1
O
8. Demonstracao: Sabemos que,
QMru(t) - (Swlt) + Sm(t)
Totl G (2nG — 1) Wi Bilt))-
Utilizando o resultado de (3.3.1), temos que
1 2n  2n
T z > ; z )= Yo'
1 G G 2n G 2n
2nG(2nG — 1) 2 Z Z Yiglt)” —2 Z Z Yilt) Z Z Yot
g=1 i=1 g=1 i=1 g'=1i'=1
277/G Z Z i g’l
g'=1v=1
9 G  2n
v 277 (112
s [P0 - @i
2nG — ZZle — 2nG)Yi(1)?] = 282(1).
g=1 =1
[
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9. Para a prova do Teorema 3.2 precisamos da definicao de Desigualdade de Jensen,

dada a seguir.

Definicao A.1. Desigualdade de Jensen. Seja ® uma fun¢ao convera. Entao

E[0(X)| Y] > (E[X]|Y]).

Demonstracao: O kernel associado a S é — E S(zi, ..., %xn) N0 qual, neste caso,

quando n = m ¢é a estatistica U associada com ela mesma. Isso significa que a

estatistica de ordem pode ser expressa por U = F [S(X) | X(.)}, pois consideramos
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que queremos encontrar a distribuigao condicional de X = (X7, ..., X,,) dadas as es-
tatistica de ordem X,y = (X(l), .. ,X(n)). Sabemos que, por construcao Xi,..., X,
sao independentes e identicamente distribuidas. Suponha que F' seja continua. Seja
X() = (T(1), -, Ty, em que Ty < T(zy < ... < T(n). B evidente que X, = x(,
se, e somente se, X é permutacao de x(,). Pelo principio de preservacao de chances
relativas, temos que antes da observacao da estatistica de ordem, toda permutagao
de x(, tinha a mesma chance relativa de ser o valor de X, pois X;’s sao indepen-
dentes e identicamente distribuidas. Por exemplo, suponha que n = 2 e que o valor
observado de X, foi (z(1),7(2)). Entao, X = (r1,22) ou X = (22,21) e os dois
valores tinham a priori, isto é, antes da observacao de X;, a mesma chance de serem
escolhidos (pois (X1, X2) ~ (X2, X1), ou seja, os dois vetores possuem a mesma

distribuigao). Logo é natural pensar que

P(X = (z1,29) | X() = (21), 7)) = P(X = (22, 71) | Xy = (2(1), 7)) = %
Entao, o nosso candidato para n geral sera

PX = (Zns -5 2m) | Xy = (1), - -1 Tm))) = %, Ty < Ty < ... < T,
em que {m,...,m,} é uma permutagao de {1,...,n}. Mais detalhes, ver James

(2004). Logo,

E[S(X) | X()] n‘ZS

Entao,
Er [U%) = B [F(S(X) | X())] < Br [B(S*(X) | X())] = Br(S*(X)),

em que, a desigualdade é valida por Jensen, pois a funcao quadratica é convexa.
A igualdade Ep [U?] = Ep[S?*(X)] s6 ocorre se, e somente se E[S(X) | Xy] é de-
generada e igual a S(X) com probabilidade 1. Como Ep(U) = Ep(S) a prova esta
completa. 0
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10. Demonstra¢ao: Temos que, sob Hy,

867 + 20
2 _ 2 —
v 2nG2 —1)2 Z Z (46" + C2nG(G - 1)

9=1g'>g

resultado obtido pela equacdo (3.5.7). Para o, temos que, sob Hy, pgy1 = pgg1 =

Pggt = 0 € g = 1gn = M para g # ¢', entdo

0o = { Z Z Z Dggr1(t) Dyt (t )} +

g=k=1g'>gk'>g’

+ Z Z gg’l Dkk’l +Z Z ZE gg’l Dkk/l —6292}

g=1 k>g g'=k'>k g=1 g'=k>g k'>k
o |G
em que 5 = E , ou seja, é a soma sobre a combinacao , para G > 3.
¢ 1<g<g'<k<G 3

o= o E w5 ) s ()

1<g<g’'<k'<G

An? 9 gt 2 L, (0 0 0 2
- #(n+1)<5+m2)+—l+nm (§+2mﬁ)—4?7?(§+77?)+3(§+77?

0 L\ 2 (0 o 2 5 (0 2
+ Z 3 5 T — 4n; o T ) 5“'2”7% +

1<g<k<g’' <G

An; 0 At 1 (36> 0 n+1) (0 5\’
_ 1 Zhoy 2 (2T 9 roz

n(+)<2+n)+n+2n o T )T\

0 L,\°  4n? o L\ 4, 1 /36> 6 _,
~ - - b — (42 -2
+ > 3(2+m) ) (Gl ) ol o (g 2 )+

1<g<k<k'<G

2 ,(0 (n+1) [0 2 0
+ En?<§+2nm2>+ - <§+77?) —477?<§+77?)

8 >, 0 2 ¢
—m{ S (Feeen)r ¥ (Freeg)

1<g<g'<k' <G 1<g<k<g’' <G

+ ) (9—2+02+i)—3292
n in .

1<g<k<k' <G

_|_

_|_
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11.

APENDICE A. DEMONSTRACOES

24G(G — 1)(G — 2) (62+02 0 _92) 4G —2) (9_2+ 9)

6G2(G — 1) an n ' 4n

Sob Hy, temos

862 4 20
2nG

Cik = 20* +g = VCLTo(QMWl(t)) =

9 2
covo(Q@Mwi(t), QMpi(t)) = i +9+ = ZZQ_

2nG . a pr s 2n
2

6602 + 26 262 860% + 20
N 2nG + onG  2nG Vare(QMw(t)).

Com isso,

Ty =

8° 420 A(G-2) 92+ 0\ 86%+20
2nG(G—-1) G(G-1) 4n 2nG

Demonstracao: A demonstracao consiste em encontrar ¢ sob H.

Sob Hy, temos que pgyy = 0 e ny = para g, ¢ =1,...,G. Para o caso, em que

g = k, temos

16ngngmu B (Dygn(t) Dgrn(t)) =

= dngnyE (Z 2, ) —dngE (Z al Z Z K-gz(t)mn(t)> +

+Angng E (Z 2 Zy,k,l) — dnpE (Z ;ZZ Gt > +

+4E (Z Z Yigt()Yirgn(t) Z Z Yig (t)Yz-fkfz(ﬂ) +

—4n,E (Z Z Vgt () Yirgn (t Z > + dngny E (Z 2 Z Yﬁg,l(t)> +
—4nyE (Z Z ol (1) Yo (t Z ol ) +4n’E <Z Pl Z V2t >
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0 2
= 8ng’nk’ng < 5 —+ 5 — 27]l> + 16ngng/nk/(ng —+ 1) (5 + 7]12) +

0 2
—32ng/nk/ngnl —I— Ng ( + 7’][2):| + 16n§ng/nk/ (5 + 77[2) +

0
_32ng,ngnklnl [ <2 + 7712)} + 32ng/ngnkznl2 (5 + 2ng77l2) +

0 ? 0
_32n§ng/nk/nl + ) + 16n? gk g (5 + 7712) — 32n§ng/nk/n? (5 + ?712) +

—|—16n§ng/nk/ (5 + 77[2 )

A = 302 0 4 0 ) 2 9 )
E(Dgg’l(t)ng'l<t>) = m 7—1-5—2771 +4 5—1—77[ _|_n_ —+n

g
m? (0 0 0
|+ (5 vamt) i (502 -

ng  4ng

47712 0 0 9
ng |:2+ng (2+7]1

_ _ ik 0
— COVy (Dgg/l<t)a ng/l<t)) = n— + —4n .
g g

Da mesma forma seguem os outros dois casos.

Assim,

Ty = %?Z(%ﬁg;)+G2(G8—1)2{§:QZZ(
+ ZG: 2(9_2 4n/>+§:zz(s_2/+4zg' }+

g=1 k>g g'>k g

802+ 20) o~ 1 (86 +20) 1
Sy LRSS (L)
G

~~

g=1g'>g
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Figuras
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Figura B.1: Graficos da posi¢ao no DNA versus o p-valor corrigido obtido pela distribui¢ao

assintotica para etnia, cromossomos 1 a 6.
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Figura B.2: Graficos da posi¢ao no DNA versus o p-valor corrigido obtido pela distribui¢ao

assintética para etnia, cromossomos 7 a 15.
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Figura B.3: Graficos da posi¢ao no DNA versus o p-valor corrigido obtido pela distribui¢ao

assintotica para etnia, cromossomos 16, 19 a 21 e 23.
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