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Resumo

Em inferéncia bayesiana lidamos com informacdes provenientes dos dados e com infor-
macdes a priori. Eventualmente, um ou mais outliers podem causar um conflito entre as
fontes de informacdo. Basicamente, resolver um conflito entre as fontes de informagdes
implica em encontrar um conjunto de restricoes tais que uma das fontes domine, em certo
sentido, as demais. Tém-se utilizado na literatura distribui¢ées amplamente aceitas como
sendo de cauda pesada para este fim. Neste trabalho, mostramos as relagbes existen-
tes entre alguns resultados da teoria de conflitos e as distribui¢cbes de caudas pesadas.
Também mostramos como podemos resolver conflitos no caso locacio utilizando modelos
subexponenciais e como utilizar a medida credence para resclver problemas no caso escala.

Palavras-Chave: inferéncia bayesiana, conflitos de informacao, distribui¢des de caudas
pesadas



Abstract

In bayesian inference we deal with information proceeding from the data and prior in-
formation. Eventunally, one or more outliers can cause a conflict between the sources
information. Basically, to decide a conflict between the sources of information implies in
finding a set of restrictions such that one of the sources dominates, in certain sense, the
outher. Widely distributions have been used in literature as being of heavy tailed for this
end. In this work, we show the relations between some results of the theory of conflicts
and the heavy tailed distributions. Also we show how we can decide a conflicts in the
location case using subexponential models and how to use the measure credence to decide
problems in the scale case.

Keywords: bayesian inference, conflict of information, heavy tailed distributions
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Fontes de informacao

Inicialmente, devemos deixar clare o que estamos considerando como sendo uma fonte de
informacdo. Para tanto, seria necessaria uma defini¢ao formal sobre o que ¢ informag3o.
Contudo, tal definicio ndo existe. O seguinte conceito, apresentado por Basu (1975),
parece ser o que melhor descreve o que se entende por informacdo {ver Pereira [37]).

“Informacao & o que ela faz por vocé, muda a sua opinido.”

O carater subjetivo deste conceito estd no individuo que estd tentando obter informa-
¢&o: um conjunto de observagdes poderia ndo alterar o conhecimento de um individuo,
mas este mesmo conjunto poderia ser de grande valia para um outro com um paradigma
diferente.

A informagio que desejamos obter ¢ sobre uma varidvel aleatoria, aqui representada
por © e descrita por sua funcéo de distribuigio. Esta distribuicéio é baseada em avaliagoes
probabilisticas, levando em conta informacdes culturais e experimentais.

(Quando realizamos um experimento, cujo resultado & z, estamos retirando informacio
sobre © através da funcio de verossimilhanca f(x|6). Em conjunto com a informacao sobre



© que tinhamos anteriormente, extrairemos via teorema de Bayes uma nova informagéo
sobre ©, representada pela distribuicao a posteriori.

O teorema de Bayes & um processo natural de atualizacio de informagio, onde com-
binamos a nossa informacao prévia ao experimento com a informacéo entregue por este.
Diremos portanto que temos duas fontes de informagio (sobre ©): a distribuicdo a priori
e a fungio de verossimilhanca.

1.2 Conflitos de informacao

Para introduzirmos o que é um conflito de informagéo, suponhamos que para um dado
problema verificamos uma tinica observacio da varidvel X8 cuja distribuicio é N{4,1)
com © tendo distribui¢ie N(0,1). Entdo temos que a posteriori, Ofz, terd distribuicio
N(x/2,1/2). Sendo que observamos z, é razoavel supormos que verossimilhanga sugere
que & estd proximo do valor z observado, uma vez que E{X|6) = . Por outro lado,
também ¢é bastante razoavel supor que a priori sugere que 8 estd préximo de zero, pois
E(©) = 0. Notemos que F(O|z) sugere que ¢ estd entre as informacdes dadas pelas
duas fontes (exatamente no ponto médio). De fato, dado que X |0 possui distribuigdo
normal, ndo esperamos que |z seja muito elevado e entdo a posteriori concilia de maneira
satisfatoria as informagdes de ambas as fontes. Contudo, se supormos que |z| observado
tem um valor muito elevado, temos que as fontes se desacreditarao, pois ambas dizem que
f estd em vizinhancas distintas e muito distantes uma da outra. Notemos que, quando
escolhemos um modelo normal para os dados, ndo esperamos observar um valor t3o elevado
para |z|, ou ainda, acreditamos fortemente que o valor |z| estara em torno de sua moda.
De maneira aniloga, a escolka de uma distribuicio N{(0,1) para © sugere a nossa forte
crenga de que O estd proximo de zero. A posteriori por sua vez nao consegue dar maior
crédito para uma fonte do que para outra. Como resultado disto temos que a posteriori
¢ fortemente influenciada pelo outlier, o que resulta em E(f[zr) = z/2 — oo quando
x — co. Alternativamente poderiamos ter realizado uma outra escolha de distribui¢oes
para as fontes. Por exemplo, suponhamos que X|4 tenha distribui¢ido t-Student com
31 graus de liberdade com parametro de locagio 6 e que © tenha distribuigdo N(0,1).
Neste caso, ainda temos que para um valor atipico de = as fontes de informacdo sugerem
vizinhancas distintas para ©, mas temos que F{f|z) — E(0) = 0 quando z — oo. Isto
ocoTTe porque neste caso a posteriori converge para a priori, ou seja, a posteriori rejeita
completamente o outlier, dando mais crédito 4 informagdo a priori (ver abaixo). Dizemos
neste caso que o conflito foi resolvido a favor da informacao a priori. Com esta motivagao,



damos a seguinte definicio.

Definicdo 1.1 (Conflitos de Informacio). Dizemos que eziste um conflito entre as fontes
de informagdo se, por algum motive, as informagbes entregues pelas fontes se contradizem.

A principio, um conflito ocorre quando as fontes de informacéo se afastam. No exem-
plo, tinhamos que as modas das fontes se afastavam a medida em que o valor de |z|
aumentava. Contudo, ainda nao existe uma medida que nos diga o quao afastadas estdo
as fontes a ponto de entrarem em conflito, 0 gue dificulta a deteccdo de um conflito.
Entretanto, existern alguns indices que podem nos auxiliar nesta questdo (ver Secdo 3.1).

Embora existam esfor¢os para tentar explicar a ocorréncia de conflitos entre as fontes
de informacgéo, a maior parte da literatura estd voltada em resolver um possivel conflito.

Definicio 1.2 (Resclugdo de Conflitos). Dizemos que um possivel conflito enire as fontes
de informacdo estd resolvido se, de alguma forma, a posteriori se baseie mais em uma
das fontes de informacio

Embora a definicdo acima seja bastante vaga, ela se enquadra bem nos resultados
encontrados na literatura. Em geral, em um estudo de conflitos de informagio, procuramos
por condi¢des suficiente para que a posteriori se baseie mais na fonte que depositamos
maior credibilidade. Contudo, credibilidade é um termo bastante vago e subjetivo. A
nocdo que adotaremos aqui serd a seguinte: uma fonte tem maior credibilidade que a
outra se ela depositar menos peso em suas caudas. A motivacdo para tal é que uma
distribuicdo com candas mais pesadas tende a dar maior peso para eventos mais distantes
da moda. Discutiremos mais sobre distribui¢oes de caudas pesadas no Capitulo 2. Esta
noc¢io de credibilidade estd de acordo com a dada em (Q’Hagan [36].

Notemos que o conflito no exemplo dado foi causado pela presenga de uma observagio
de valor elevado considerando os modelos propostos para as fontes. Embora existam outros
motivos para a ocorréncia de conflitos de informacgao, neste trabalho focaremos apenas
0s casos em que estes sdo causados por este tipo de observagdo, na qual passaremos a
considerar como outliers. Veremos no Capitulo 2 que as distribuigdes de caudas pesadas
SA0 propensas a gerarem outliers.

Existem diversas publicagdes sobre conflitos de informacdo. Contudo, é interessante
comentar que o conflito de informacdo muitas vezes estd mergulhado em outros contextos,
¢ dentre esses destacamos o tratamento de ouiliers em inferéncia bayesiana e a robustez
bayesiana. A seguir, damos algumas referéncias que se encaixam no contexto de conflitos
de informacao.



*

(1961) - de Finetti [14] comenta, sem demonstragdes, como um outlier poderia ser
rejeitado de maneira natural no escopo bayesiano. E tido como o predecessor do
estudos sobre a rejeicio de outliers em inferéncia bayesiana.

(1968) - Lindley, em resposta a uma discussao em [29], exemplifica, com uma versio
do exemplo acima, como podemos fazer escolhas de modelos de tal forma que uma
das fontes seja beneficiada na presenca de outliers na amostra.

(1973) - pensando na discussdo apresentada em [29], Dawid [13] deu condigdes su-
ficientes para que um conflito de informagtes fosse resolvido a favor de uma das
fontes de informagio. '

(1979) - inspirado nas defini¢Ges sobre distribuig@es propensas e resistentes a outliers
de Neyman e Scott [32], com posterior discussio de Green em [26] e [25], O’'Hagan
define em [33] distribuicGes propensas e resistentes a outliers em inferéncia bayesiana.
Neste mesmo trabalho, o autor sugere condicdes suficientes para as condicdes dadas
por Dawid [13].

{1983) - Goldstein [24] da condigtes para que a posteriori seja limitada pela priori no
caso de distribuicbes simétricas e fortemente unimodais, tidas como sendo resistentes
a outliers no sentide bayesiano.

(1990) - O’Hagan [36] define uma medida de cauda, credence, que auxilia na reso-
lugio de conflitos de informagao.

(1993) - Lucas [30] d4 condi¢bes para que, quando £ — oo, a posteriori convirja
para a distribui¢do normal, trabalhando com distribui¢des na familia Box ¢ Jenkins.

(1995) - Pericchi e Sans6 [40] apresentam outras condigGes para resolver conflitos
entre as fontes de informagao.

(1999) - Haro-Lopéz e Smith [27] ddo condigdes para que um conflito seja resolvido
utilizando distribuigbes v-esféricas.

(2004) Foster e O’Hagan [35] discutem sobre o que origina um conflito e quando
uma posteriori falha em resolvé-lo.

(2006) Andrade e O’Hagan [2] estudam o caso em que uma das fontes pertence a
familia escala e tem distribuicio pertencente & classe de fungces de variagio regular.



1.3 Outliers

O outlier ¢ um dos temas mais antigos entre os estatisticos. Segundo Anscombe [3], um
outlier € uma observacio com residuo anormalmente alto. A presenca de outliers em uma
amostra pode influenciar alguns estimadores, como os de minimos quadrados. Como estes
estimadores foram por muito tempo os mais utilizados, diversas técnicas foram criadas
para detectar outliers, em geral com o intuito de exclui-los. Com o avango da estatistica
e da ciéncia, um foco diferente foi sendo dado ao outlier. Em alguns casos, eles sio o que
existe de mais representativo na amostra, como por exemplo em estudos de catéstrofes
naturais. A partir dai nascem ramos para lidar com este tipo de observacio, como a
estatistica robusta e a teoria de valores extremos.

Uma maneira, comum de se modelar outliers é através de mistura de modelos. Duas
modelagens sdo bastante comuns. Na primeira, temos n observagbes independentes onde
n — k& sdo centradas em g e k sa0 centradas em g+, ¢ = 1,..., k. Na segunda, temos n
observagoes independentes com n — k com variancia o2 e as k observagdes restantes com
varidncias Mo? com ¢ =1,...,k.

Neyman e Scott {32] levantaram a hip6tese de que algumas familias de distribui¢des
podem produzir outliers mais comumente. Posteriormente Green [25] definiu essa propen-
sdo natural para distribuigdes individualmente, denominando-as “distribui¢ées propensas
a outliers”. Este assunto serd discutido posteriormente na Se¢ao 2.2.

Neste trabalho estaremos considerando que o ouilier € proveniente da estrutura gera-
dora dos dados, independente da distribui¢io das fontes ser propensa ou nio a outliers.

E bastante natural pensarmos que um outlier pode ser gerado pela verossimilhanga se
esta tiver uma distribui¢do propensa a outliers. Contudo, no contexto bayesiano, podemos
ter que a propensao da distribuigdo a priori pode justificar um outlier. Para entendermos
melhor esta no¢éo, considere que X |8 ~ N(8, a}, com a pequeno, e que © ~ Cauchy(0,1).
A verossimilhanca nos diz que o valor de x observado deveria estar bastante préximo de 4.
Entretanto, a priori esperamos qualquer valor para ©. Assim, nfo estarfamos surpresos
em observar um possivel outlier, que neste caso seria visto como uma observagido T em
torno de um # elevado em valor absoluto.




1.4 Por que distribuicoes de cauda pesada?

As distribuigoes ditas de cauda leve dao maior peso para valores proximos de suas modas,
0 que sugere maior crédito sobre a informacdo entregue por elas. Por ountro lado, as
distribui¢des de cauda pesada atribuem maior probabilidade aos eventos que ocorrem em
suas caudas. Assim, a credibilidade entre as fontes poderia ser representada em termos
de peso de caudas: a fonte a qual atribuimos mais crédito deve ter cauda mais leve.

Na literatura pesquisada observamos que, sob condigdes razoaveis, a distribuigao a
posteriori, em caso de conflito entre as fontes, tende a dar maior credibilidade a fonte de
menor peso nas caudas. Assim, se acreditamos que a informagio proveniente dos dados
pode de alguma forma se distanciar da informacdo a priori, representamocs essa opinido
escolhendo uma distribuicdo para a verossimilhanga com caudas mais pesadas do que a
escolhida para a priori. Neste caso, gostariamos de dar restrighes razodveis para que, em
caso de conflito, a informacdo dos dados fosse rejeitada a favor da informacio a priori, ou
ainda, que as inferéncias a posteriori fossem baseadas na priori.

Por outro lado, se acreditamos que a informagao a priori pode de alguma forma se
distanciar dos dados, refletimos isto escolhendo para a priori uma, distribuicdo com caudas
mais pesadas do que as caudas da distribuicdo dos dados. Neste caso, gostariamos que
um eventual conflito entre as fontes de informago fosse resolvido a favor dos dados e,
como consequéncia, que inferéncias a posteriori fossem mais influenciadas pela verossimi-
lhanga. Esta situacgio seria interessante, por exemplo, em situagdes onde o pesquisador
tem uma vaga no¢ao sobre ©, mas nao se surpreenderia caso os dados lhe revelassem uma
informagao diferente.

1.5 Organizacao

A utilizacéo de distribuigdes de cauda pesada para a resolugdo de conflitos de informagéo
tem aparecido esporadicamente na literatura, de modo direto ou indireto. Com o obje-
tivo de discutir e apresentar tais utilizagdes da literatura, bem como apresentar nossos
resultados para o mesmo fim, organizamos este trabalho em trés grandes partes.

Na primeira parte, que compreende o Capitulo 2, procuramos mostrar quais as classes
de distribuigtes de cauda pesada mais utilizadas na literatura em geral. Isto se torna im-
portante, uma vez que existem diversas defini¢des para o que seria o termo “distribuicoes



de cauda pesada”. Para tais classes, apresentamos algumas propriedades. As seguintes
classes foram estudadas: cauda longa, variagio dominada, subexponencial e variagio re-
gular. Neste capitulo também apresentamos as distribuicées propensas e resistentes a
outliers apresentadas por Green [25]. Aqui apresentamos nosso primeiro resultado deste
trabalho, mostrando gue é possivel enfraquecer os teoremas de [25] e que por consequén-
cia mostrando que as distribuicdes de cauda pesada apresentadas sao subclasses destas
distribuicdes.

Na segunda parte, no Capitulo 3, dedicamo-nos ao estudo de conflites de informacao.
Comegamos com uma breve discussio na Segdo 3.1 sobre a terminologia aplicada neste
trabalho, bem como uma melhor caracterizacio sobre conflitos de informaciao. No restante
deste capitulo apresentamos alguns resultados bastante citados na literatura que estio
relacionados com distribuicdes de cauda pesada. Na Secdo 3.2, apresentamos o teorema
de Dawid, que da condicbes suficientes para que um possivel conflito de informacao seja
resolvido em favor de uma das fontes de informacdo. Na Secdo 3.3 apresentamos o teorema
de Pericchi e Sansd, que da outras condicdes suficientes para a resolugio de confliitos. Na
Secao 3.4 apresentamos as no¢oes de credence de densidade, uma medida atil para resolver
conflitos de informacdo. Na Secdo 3.5 discutimos como utilizar distribuicbes de variacdo
regular para resolver conflitos.

Na terceira parte, no Capitulo 4, apresentamos nossas considerag¢des sobre a relacgio
entre distribuicdes de cauda pesada e conflitos de informacfo. Na Secdo 4.1, discutimos
o teorema de Dawid apresentado anteriormente, dando énfase a sua relagdo com as dis-
tribuicoes de cauda longa. Na Secao 4.2 discutimos a relacdo entre o teorema de Pericchi
¢ Sanso e as distribuicdes propensas a outliers, e a relacio deste resultado com o obtido
por Dawid. Na Sec¢fo 4.3 apresentamos nosso segundo resultado, onde conjuntamente
com a suposicdo de que uma das fontes pertence 4 classe ST (uma subclasse da classe
subexponencial), damos condigGes suficientes para um posstvel conflito de informacao seja
resolvido. Na Secdo 4.4 caracterizamos a medida credence, mostrando que se uma distri-
buicdo possui credence, entdo deve pertencer a classe de variagao regular estendida. Por
altimo, na Secfo 4.5 apresentamos nosso iltimo resultado, o Teorema 4.10, para resol-
ver conflitos de informacdo utilizando credence no caso em que uma das fontes possui
distribuigdo pertencente 4 familia escala.



Capitulo 2

Distribuicoes de cauda pesada

O termo distribuicio de cauda pesada nio tem definicdc universalmente aceita, ficando
muitas vezes a critério da modelagem. Por exemplo alguns definem uma distribui¢do como
sendo de cauda pesada se o decaimento de suas caudas for mais lento que um decaimento
exponencial, enquanto outros exigem que certos limites ou propriedades assintoticas este-
jam satisfeitos.

Neste capitulo revisamos algumas classes de distribuicdo que tém sido amplamente
utilizadas como distribui¢des de cauda pesada em diversos ramos da estatistica. Na Secao
2.1 discutimos as principais classes utilizadas neste trabalho. Na Sec¢fo 2.1.5 mostramos
a relacdo entre iais classes. Na Secio 2.1.6 apresentamos uma importante subclasse da
classe subexponencial, voltada para densidades.

Para complementar a discusso sobre as distribui¢des de cauda pesada, apresentamos
na Se¢do 2.2 as distribuigdes propensas e resistentes a outliers, apresentadas por Neyman
e Scott [32] e discutidas por Green [26],[25]. As distribuigbes propensas a outliers apre-
sentam valores observados elevados como uma caracteristica natural. Para perceber essa,
propensdo natural para gerar outliers, o leitor pode simular algumas amostras de uma
distribuigdo Cauchy e comparar os miximos e minimos com os quantis amostrais.

Uma vez que gostariamos de caracterizar as distribuicoes de candas pesadas apresen-
tadas como propensas a gerar outliers, dedicamos parte deste trabalho na elaboragio de
proposicoes que mostrassem esta relacdo. O resultado deste estudo é mostrado na Segéo
2.3, onde enfraquecemos os Teoremas 2.28 e 2.29 sobre distribui¢Ges propensas a outliers



€ mostramos ao longo da referida se¢do que as distribui¢tes de cauda pesada apresentadas
na Secdo 2.1 sdo um subconjunto destas distribuicges.

2.1 Classes de distribuicoes de cauda pesada

Nesta secio apresentamos as principais classes de distribuigbes que sdo consideradas na
literatura como sendo de cauda pesada. Sdo estas: a classe de cauda longa, a classe
subexponencial, a classe de variacdo regular e a classe de variacdo dominada. As trés
primeiras classes citadas também sdo conhecidas como distribuicbes de cauda longa, uma
vez que a classe de cauda longa contém ambas (ver Se¢do 2.1.5). A classe com a maior
aplicabilidade na literatura ¢ a classe subexponencial, ¢ dentre seus membros destacamos
as distribui¢Oes t-Student, Pareto, Weibul, lognormal, a-estiveis truncadas, loggama,
Burr e Benktander tipos I e IL.

Ao longo desta segao, temos que F' & funcdo de distribuicio com F{z) < 1V z
finito e F{oc) = 1. Consideramos também F(z) = 1 — F(z). Convém notarmos que
todos os resultados estdo definidos apenas para a cauda direita. Isto porqué podemos ter
distribuigoes com diferentes comportamentos em cada cauda. Contudo, todas as definicoes
sdo validas para ambas as caudas.

2.1.1 A classe de cauda longa

A primeira classe de distribuices de cauda pesada que apresentaremos é definida a segair.

Definicao 2.1. Dizemos que F € de couda longa se

him M
i T )

=1, Yy€R. (2.1)

Denotamos por L a familie de distribuicdes que verificam (2.1).

Alguns autores, como Teugels [42], denotam distribuictes em L como distribuicdes de
variagdo lenta quando z — oo. Outros, como Baltrunas, Omey e Van Gulk [4], consi-
deram £ como uma classe de fun¢bes mensuriveis que satisfazem (2.1). Esta classe é
a malor das classes de interesse que serfo discutidas nesta secdo. Uma vez que, como
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discutido anteriormente, o termo “distribui¢ées de cauda pesada” ndo tem uma defini¢io
universalmente aceita, o termo distribui¢des de cauda longa pode vir a ser utilizado para
este fim. De fato, muitas das distribui¢des que sio consideradas de canda pesada perten-
cem a esta classe. Veremos adiante, no Capitulo 4, que diversos resultados sobre conflitos
de informacio estdo relacionados com esta classe.

2.1.2 A classe de variacao dominada

A proxima classe de distribuigbes em estudo é definida a seguir.

Definigdo 2.2. Dizemos que F' tem variacGo dominada se

lim sup %%i—? < 00. (2.2)

A classe DV destas distribuicdes é conhecide como classe de distribuicdes de variacdo
domineda.

Esta classe bastante conhecida apresenta subclasses interessantes para o estudo sobre
confiitos de informacdo. A mais importante delas é a de variacfo regular, a ser discutida
na Secio 2.1.4. As subclasses mais conhecidas da classe DV, bem como todas as relacdes
entre classes serao discutidas na Secdo 2.1.5.

A seguinte proposi¢ao descreve um limitante para o limite superior da razdo na Defi-
nigao 2.2.

Proposicdo 2.3. Se F' € DV enido existem constantes A e p iais gue para todo = > xp

e para todo 8 > 1, )
Flz/6) 1~
Fo <4(5) )

Demonstra¢do. Sabemos que, se F' € DV entdo exitem B > 1 e z, tais que, para todo
T > xg, F{z/2)/F(z) < B. Tomando p = log, B, podemos reescrever F(z/2)/F(z) < 27.

Notemos que _ ~ _
FE:U/4) _ Ii‘(z/d;) FE::/Q) < (l) —%p
F(z) Flz/2) Flz) — \2
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e por inducdo,

{o—n ny —p
e 85
Flz) —[\2
Seja # > 1 e n; 0 menor inteiro tal que & < 2™, Seja A = (§/2™)7?, Entio

FE&:/&) < F(2™z) _ F(Aj”i":r:/ﬁ) <A (1)_;"

é

Flz) = Fz) F(z)
[l

Uma anélise mais detalhada sobre esta classe pode ser encontrada em Feller [19] e [20].

2.1.3 A classe subexponencial

Dadas duas functes H,(z), Hz(x), definimos a relagio H,(x) ~ Ha(z) como

lim =1

E—~00 Hg(l‘

e

Observagao: notemos que também estamos utilizando “~” para denotar a distribui¢ao de
uma variavel aleatodria, acreditando que o leitor nao terd dificuldades em identificar os
dois usos.

Sejam X, X1, X5, ... varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas.
Suponhamos que

P(S, > z) ~ nP(X > z) ~ P(M, > ) (2.4)

onde S, = X +...+ X, e M,, = max;_; _,X;. Uma interpretagdo intuitiva para (2.4)
¢ que 0 maximo M, de Xy, ... X, da a maior contribuicao para a soma destas. Assim, o
excesso da soma S, acima de um alto limiar estabelecido é devido ao maior valor desta
amostra. Esta interpretacio sugere uma maneira de definir distribuicdes de cauda pesada:
a cauda da soma ¢ essencialmente determinada pela cauda do maximo. Esta abordagem
intuitiva nos conduz a uma classe rica de distribuigdes.
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Definicao 2.4. Sejam X1, X» vaeridveis aleatdrias independentes e identicamente distri-
buidas. Seja F® = FxF, isto é, a convolucio de F consigo mesma. Dizemos que F € S
se _
. FO(z)
lim ~—=
A @)

A classe S € denominade classe subezponencial.

=2, (2.5)

A classe S foi introduzida por Chistyakov [11] e Chover, Ney e Wainger [12] no contexto
de processos de ramificacdo. Aplicagdes podem ser encontradas em teoria das filas, passeio
aleatorio, teoria de risco, matematica financeira e teoria de probabilidade aplicada. O
nome subexponencial se refere ac decaimento das caudas, que ¢ sempre mais lento que
um decaimento exponencial (a prova deste fato pode ser encontrada em Teugels [42]).

Antes de continuarmos a discussao de resultados relacionados A classe &, consideremos
a seguinte definicio.

Definigao 2.5. Dizemos que F' e G sdo fracamente assintoticamente equivalentes, deno-
tado por F == G, se existirem m e M pertencentes & (0,00) tais quem < G(z)/F(z) < M
para todo z € (0, 00).

Esta definicdo nos ajuda a classificar a relacdo entre as caudas de duas distribuicoes.
Com esta definigdo enunciamos um resultado interessante que utilizaremos na Secgéo 4.4.

Teorema 2.6. Suponhamos que = G e que G€ L. Entio Fe S < G € S.

Demonstragdo. Sejam m, M € (0,00) tais que m < G(z)/F(z) < M ¥V z € (0,00).
Suponhamos que F € 8. Para v > 0 fixado e para z > 2v temos

PXi+Xo>12) = PXi+Xo >, X <)+ P(X1+ Xo> 1,0 < X1 <z —v)
+ PXi+Xe>2, X1 Sv)+PXi>z~v,X;>v)

r—=v

= 2 f:é(wﬁwdc(w Gz — y)dGy) + Gz ~ v)G()

portanto
G{(z) _ "Gz —y) = Gz ~y) Gz —v) = ,
oy = 2 fo T dGly) + / R dGly) + =5~ & Gw).  (2.6)
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Como a integral de Stieljes ¢ linear no integrador, temos que
Gz —y) M (7 F(z —y) Mz/”F(m y)
——0d( < = —ld < — dF

| Tegtew < o f Faraew < - [ gty

e como I € § temos que
lim lim sup / F—
Notemos agora que ~ ~
Glz—y) < Gz —v)

para todo y € (0,v). Assim, pela suposicao de que G € £ temos que

"Gz —y)
/(; ——é(x) dG(y) — 1

por convergéncia dominada e que

G(z —v)
—G( }~+0
G(z)
quando z — oo. Portanto (2.6) converge para 2, o que implica que G € S. d

Com o Teorema 2.6 nos mostra que se G € S e se F' =¥ G, entao F' também pertence
a &, uma vez que & C £ (ver Se¢do 2.1.5). Para utilizagdo posterior na Secdo 4.4,
elaboramos a seguinte proposicio.

Proposicdo 2.7. Suponha que F(z) < 1 e G{z} <« 1, pare todo z € (0,00) tenham
densidades f e g respectivamente. Suponha ainda que g € £. Uma condi¢do suficiente
para que I* =% G € gue eristam constantes m e M pertencentes a (0,00) tais que m <
f(@)/g(x) £ M VY z>0eglz)#0. Neste caso diremos que f =% g

Demonstracdo. Basta notarmos que para todo z

553; <M = mgz) < flz) < Mg(z)

'1‘j|

(z)
()<M.

= m/ t)dt</ f(ta’t<M/ g(t)dt = m <

C)l

O

Outros resultados e maiores detalhes sobre a classe $ podem ser encontrados em
Embrechts, Goldie e Veraverbeke [16], Kluppelberg [28], Embrechts e Omey [18], Murphree
[31] e Goldie [23].
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2.1.4 A classe de variagao regular

A seguir, enunciaremos e discutiremos alguns resultados importantes das fungdes de va-
riagdo regular. O primeiro teorema, dado em Feller [20] é enunciado a seguir.

Teorema 2.8. Seja U uma fungdo mondiona positiva em (0,00) tal que

Ultz)

Jim 0w g(z) (2.7)
em um congunto denso de pontos. Entdo
g(z) =z” (2.8)
onde —o0 < p < 0o.
Observacéo: o sentido de £ ou £~ & apenas a extensic do teorema para toda p.
Demonstragdo. Notemos que
Ulzyzat Ulz122t) Ulzat
(@imst) _ Ulerzat) Ulzat) 29)

Uy Ul U(Y)

nos mostra que se existe um limite finito e positivo em (2.7) para z = z; ¢ para z = 75,
entdo também exite um para z = 122 ¢

a(z12) = g(z1)a(s) (2.10)

Notemos que, por inducio ¢(z7) = [g(z:)]™. Assim, se g(z1) = oo, temos que ¢(z]) = oo
e g(z7") = 0. Basta mostrar entdo o teorema para um g finito. Pela monotonicidade
assumida, podemos definir ¢ em toda a parte por continuidade & direita, e por isso,
(2.10) vale para todo 2, e x5. Agora, fazendo z = € e g(e°) = u(e) temos que (2.10) &
equivalente a u(e; + g2) = u(e1)u(e,). E fato bem conhecido que todas as solugdes desta
equacio estao limitadas em intervalos finitos ¢ sdo da forma u(e) = €. Mas iste é o
mesmo que g(z) = 2P, concluindo a prova. ]

Funcgbes cujo comportamento sdo como no Teorema 2.8 sdo denominadas fungdes de
variacao regular. Uma vez que U & funcio monétona nfo crescente podemos definir dire-
tamente distribui¢des de varia¢ao regular. Contudo, fun¢oes de variacdo regular podem
ser definidas em termos mais gerails, como pode ser visto na defini¢io a seguir.
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Definicao 2.9. Dizemos que uma funcio mensurdvel f € de veriacdo regular ao infinito
com fndice {ordem) p ( fERV,), sepER e

lim 202 _ (2.11)

z—o0 f(x)
para todo A > 0.

As densidades de variacdo regular foram utilizadas por Andrade e O'Hagan [2] para
resolver conflitos de informagéo quando o parametro em questioc é de escala. Estes resul-
tados serdo discutidos na Segio 3.5.

Os dois resultados abaixo serao utilizados posteriormente na Segdo 3.5.

Lema 2.10. Se f € RV, entdo para quaisquer A > 1 e d > 0 eziste X = X (A, 0} tal que

£ emm{(E" )7 v w2xean

Proposicao 2.11. Suponhamos que f € RV, e que g € RV,. Enido b € RVpy, onde
h=fg.

Demonstracdo. Temos que

h{zA) _ flaA)g(zA) — \Pte
h(z) f{z)g(z)

quando z — co. 0

A seguir, definimos uma classe ligeiramente maior que RV.

Definicio 2.12. Dizemos que uma distribuicio ¢ de variacdo reqular estendida (f €
ERV(—qa,—0)) se para constantes 0 < a0 < 8 < 00 temos que

- . F (zy) X F (zy) -
2 L —_ _ e @
Y halsn inf @) Iu;n sup Flo)

pare qualquer y > 1.

A classe ERV sera utilizada nas Secbes 4.4 e 4.5.
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2.1.5 Relacoes entre as classes de distribui¢gées de cauda pesada

Discutiremos a seguir as relacoes existentes entre as classes de distribui¢Ges apresentadas
anteriormente. Estas relagGes tornam-se importantes para uma melhor compreensio da
abrangéncia de certos resultados que serfo discutidos nos capitulos posteriores.

Proposigao 2.13. Se F € § entdo F € L.

Demonstragdo. Sejam X, e X varidveis aleatorias positivas independentes com distribui-
cao F € 8. Para z > y > 0, temos que

F@(z) 1-PXi+ X, <o) _ 1= [y PG <z — 81Xy = 1)dF(Y)

F(z) F(z) F(z)
1= [JF@-t)dPE)  [TdF(t) - f§ Flz - t)dF(t)
B F(z) o F(x)
_ [2dF@) + {1 — F(z — t)]dF(t) 14 Is Fz — t)dF(t)
F(z) F(z)

- 1+]0 F;’(m) e =8 ip) + /ng( )t)dF()

> 1+ﬁr (x)dF(t)+/z Mdf‘(t)

() F(z)
= 1+ £+ S5 F ) - Fy)

)

e Tl
by

assim, para z grande o suficiente tal que F(z) — F(y) # 0, temos que .

Fle—y) _ (F9) 1 V.
N S(Fm 1= F (y’) (F(z)wF(y)) !

quando z — oo, portanto & C £. O

Proposicao 2.14. Se F € LNDV, entdo F € S.

Demonstracdo. Sejam X, X, varidveis aleatorias positivas independentes com distribui-
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cao F. Entdo, para x > 0,

_ 1
FOz) = PX1+Xy>z)=P (X1 + X, >2,X < 5:1:)

1 1 1
+ P(X1+X2>$,X2S§$)+P<X1>§$}X2>§$)

— 9 / " Flz — y)dF(y) + [Flz/2)P
assim,

) 2/§I Fla-y) — ) apy) + Fio
0

Fa) ~ F(z)
Como F € DV, temos que

# Pz -y) F(z/2) (7
./0 —mdF(y)g 7o) )y dF(y) < .

Logo, por convergéncia dominada, temos que

FO)(z) 3 Flz - y) - _
lim —= =2Iim/ —— L dF(y) + lim [F(z/2)]PF(z
T—00 F(;‘g) z—00 fy F(:B) (y) :c—»oo[ ( / )] ( )
*.. Flz-y)
2 lim ——=~dF{y) =2
| im =gtarw
portanto temos que LNDYV C S. O

Proposigao 2.15. Se F € RV,, com p >0 ex >0, entdo F € S.

Demonstracdo. Sejam X,, X, variaveis aleatérias independentes com distribuicio F €
RV_,. Notemos que de {X; + X3 >z} D {X1 > 2} U {X2 > z} temos que

P(X1+4+ X, > 2) > P(X) > )+ P(Xy > ) — P(X, > 2)P(X; > z) = 2F (z) — F(2)*
Agora, tome 0 < 6 < 1/2. Entéo de
{Xi+Xo>ztc{Xi>(1—-0z}U{Xe > (1 -8zt U{Xs > bz, X, > éz}
segue que

PXi+X,>1) < P(Xy>(1-6)z)+P(Xs > (1~ 6)z) + PO > 67)P(X, > 6z)
2B ((1 — 8)z) + F(6z)?
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entio temos que

- FO(z) F((1-98)z) F(éz) 5
2— F(x) < ) <2 ) + F((z) F(éx)
e que
810 w0 F(x)
portanto RV C S. 0

Proposigdo 2.16. Se F € RV_,, comp >0 ez > 0, entéo F' € DV.

Demonstracdo. Basta notar que

F(xt)

im ) P s | T g
;}Ln;, F2) illzﬁ.sogp Flo) 7P < o0
3
Proposicao 2.17. FRV C DV.
Demonstracao. Segue imediatamente da Proposicio 2.3. 0
L
S
Dy
ERV{ RY

Figura 2.1: Diagrama das relacOes entre as classes apresentadas

As relages apresentadas nesta se¢do estdo sumarizadas na Figura 2.1. A seguir, damos
alguns exemplos de distribui¢es pertencentes as classes apresentadas.
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Exemplo 2.1. Sao exemplos de distribuictes em RV:

Pareto: f(z) = BaPz=8-1 com o, 8 > 0

Cauchy: f(z) = [x(1+ z%)]™*

Burr: F(z) = &%(k+27)7% com a, 5,7 >

o-Estavel Truncada: F(z) = P{|X| > z) onde X & a-Estével com 1 <o < 2

e Loggama: f(z)} o (logz)? 127! com a, 5 > 0
Exemplo 2.2 (Peter e Paul). A seguinte distribuicdo pertence 4 DV mas ndo pertence
48
P(X =2)=2%parak=1,2,...
Exemplo 2.3. A seguinte distribuicdo pertence & £ N DV mas nao pertence a RV
F(z) ~ 711 + asin(2rlog z))
para a pegueno.

Exemplo 2.4. Além das distribuictes nos Exemplos 2.1 e 2.3 temos que as seguintes
distribuicGes pertencem a4 &

e Weibull: F'(z) =exp{—cz"}comc>0e0<7<1

» Lognormal: f(z) x z texp{—(logz — 1)?/20?} com o >0epu € R |

o Benktander Tipo I: (1 +2(8/¢c)log z) exp{~B(logz)* — (o + 1) log z} com @, 8 > 0
¢ Bernktander Tipo IT: exp{a/Bte~ (0~ exp{—az?/8} coma>0e0< B <1

Exemplo 2.5. Para exemplos de distribui¢Ges que pertencem 4 £ mas ndo pertence a S,
citamos Embrecths ¢ Goldie [15] e Pitman [38].
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2.1.6 A classe de densidades SD

Uma das dificuidades que encontramos para relacionar conflitos de informagio com dis-
tribuigbes de caudas pesadas é a falta de definigoes para densidades de caudas pesadas.
Em algumas situacoes isto € facilmente remediado impondo condigoes suficientes em uma
densidade que impliquem que a referida distribuicio pertenca a classe em questdo. Em
outras situagdes, as defini¢hes para qualquer fungao mensurdvel ji existem, como nas
classes L e RV,

Discutimos anteriormente que a classe de distribuictes subexponenciais possui muitos
membros famosos na literatura, conhecidos por serem de cauda pesada. Por este motivo,
gostariamos de definir densidades em S. Para tanto, definimos primeiramente a taxa
de risco ¢ como sendo g(z) = f(z)/F(z). Se supormos que F & absolutamente conti-
nua com densidade f, podemos utilizar a taxa de risco para dar o seguinte teorema de
caracterizagao.

Teorema 2.18. Suponha que F' € absolutamente continua com densidade f e que a taza
de risco g(x) certamente decresce para 0. Entéo

1. F €8 se e somente se .
lim [ ¥ f(y)dy = 1. (2.12)

o0 0

2. Se a fung¢do x — exp{zq(z)}f(z) for integrdvel em [0, 00} entdo F' € S.
Demonsira¢io. Ver Embrechts, Kluppelberg e Mikosh [17]. O

O Teorema 2.18 caracteriza densidades em &. Entretanto, gostariamos de lidar apenas
com as densidades de & que preservam as mesmas propriedades de suas caudas. Estas
suclasse de densidades de S ¢ definida a seguir.

Definigdo 2.19. Dizemos que f € 8D se as seguintes condicbes estdo satisfeitas:

s fEL.

* %T—)—Qsex—»oo onde f@

Lema 2.20. Se f € S entdo F € S e f™(z) ~ nf{z).
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Temos entdoc que as densidades em SD preservam as carateristicas de suas caudas.
Além disso essa classe é bastante rica, tendo todas as densidades dos Exemplos 2.1 e 2.4
como membros. Mals detalhes sobre classe SD e demais referéncias podem ser encontradas
em Baltrunas, Omey e Van Gulk [4].

2.2 Distribuicoes resistentes e propensas a outliers

Neyman e Scott [32] levanta a hipétese de que certas familias de distribui¢des poderiam
produzir outliers mais comumente. Tais familias foram denominadas propensas a outliers.
Posteriormente Green [25] mostrou que as definicbes dadas em [32] ndo se aplicavam &
distribui¢oes individualmente. Neste mesmo trabalho ele deu defini¢Ges de distribuices
propensas e distribuigoes resistentes a ouiliers individvalmente, Nesta secio apresentare-
mos e discutiremos estas definigcdes e seus subsequentes resultados.

Consideraremos ao longo desta se¢fo que sio satisfeitas as seguintes suposigdes:

1. Fleo) =1

2. F(z) < 1 para todo « finito

Dada uma amostra X, ..., X, de varidveis aleatérias independentes ¢ identicamente
distribuidas, as estatisticas de ordem serdo denotadas por Xy, ..., X(n).

2.2.1 Distribuicées resistentes a outliers

Iniciaremos nossa discussdo pelas distribuicdes resistentes a outliers (RO).

Definicao 2.21. Uma distribuicdo F' serd chamada de absolutamente resistente a outliers
(ARQ) se, para todo € > 0, tivermos

P(Xn) — Xn-1) > ) = 0 quando n — co. (2.13)

Definigao 2.22. Uma distribuigéo F' serd chamada de relativamente resistente a outliers
{(RRO) se, para todo k > 1, tivermos

P(Xny/Xmn—1y > k) — 0 guando n — oc. (2.14)

22



As defini¢des acima nos dizem que para uma amostra suficientemente grande, espe-
ramos que as observacbes mais elevadas provenientes de distribui¢des RO estejam cada
vez mais préximas entre si a medida que aumentamos o tamanho da amostra e portanto,
intuitivamente, nio esperamos cutliers.

Exemplo 2.6. A distribuigfo normal é tanto absoluta quanto relativamente resistente a
outliers. A Figura 2.2 mostra valores estimados através da func¢do de distribuicao empirica,
para as probabilidades (2.13) e (2.14) considerando a varidvel X com distribuigo normal
padrio, £ = 1 e k£ = 1,5 para diversos tamanhos de amostra.

0.20 0.30
1

10

o.ao
[

0 sa 100 150
Tamanho dz Amasia
wo
=
T _|
S
o g
fa )
]
[=]
; .,
I I I I
a 50 108 150
Tamanho tda Amosira

Figura 2.2: Acima: estimativas para P{Xpy) — Xn—y > 1}; Abaixo: estimativas para
P(X(n)/X(n-1y > 1.5). Em ambos os gréficos, temos que X ~ N(0,1)

O

Teorema 2.23. Sob as suposicoes 1 e 3, a distribuigcdo F serd ARO se e somente se para
todo £ > 0, _
F{z +¢)
1‘ T — = . .
e e (2:19)
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Teorema 2.24. Sob as suposigies 1 e 2, a distribuigdo F serd RRO se e somente se para
todo k > 1,

. Flkx)
| — ={. 2.16
Demonstragdo. ver Green [25] para discussdo e construgdo das demonstragdes. i

Os dois teoremas apresentados acima tornam mais facil verificar se uma distribuigao é
resistente a outliers uma vez que ndo precisamos encontrar a distribuicdo de Xy — Xn—1)-
Contudo, em muitos casos a fun¢io de densidade é mais utilizada do que a funcio de
distribuigdc da varidvel. O seguinte teorema nos di condigdes suficientes para lidar com
densidades.

Teorema 2.25. Se as Suposicdes I e 2 estao verificadas e se a densidade f(z) existe
entdo as condicoes

1. flz+e)/f(z) = 0 quando = — oo para tedo € > 0
2. f(kz)/ f{z) — O quande £ — oo para todo k > 1

sdo suficientes para F' ser absoluta e relativamente resitente a outliers, respectivamente.
Estas condicoes também sco necessdrias se adicionarmos a hipdiese de que a densidade
tem cauda diretta mondiona.

Demonstragéo. Ver Green [26]. O

Exemplo 2.7. Para a distribuicio normal N(0, ¢%) temos que

quando z — 0o. Temos também que

[9) _ o f G 22)_ o f Ho1)

F(z) 202 257

quando z — oo e k > 1. Portanto a distribuicio normal é tanto ARO quanto RRO.
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2.2.2 Distribuicoes propensas a outliers

Definigao 2.26. Uma distribuicdo F serd chamada de absolutamente propensa a outliers
(APQO) se ezistirem constantes € > 0, § > 0 e um inietro ng tais que

P(X(n) - X(n—l} > E) >4 (217)
para todo inteiro n > nyg.

Definicao 2.27. Uma disiribuicio F serd chamade de relativamente propensa a outliers
(RPQO) se eristirem constantes k > 1, 6 > 0 e um inteiro ng tais que

P(X(ﬂ)/X(n_l] > k) P ) (2.18)

pera todo tnteiro n 2 ng.

Ambas as defini¢des refletem que, para amostras suficientemente grandes de varidveis
aleatorias com distribui¢des propensas a outliers (PO), sempre existe uma probabilidade
ndc nula de que o valor observado mais elevado supere os demais valores em termos
absolutos. Portanto, podemos esperar que eventualmente a distribuicdo gere um valor
afastado dos demais e deste fato vem a denominagao de distribuices propensas a outliers.
Tal propriedade serd de grande interesse neste trabalho pois esta reflete a opinido de que
uma das fontes de informacéao pode eventualmente se distanciar da outra através do outlier.

Exemplo 2.8. A distribuicdo gama é APO ¢ RRO. Na Figura 2.3 temos estimativas,
utilizando a funcdo de distribui¢do empirica, para as probabilidades (2.17) e (2.18) com
e =1ek=1,5 para diversos tamanhos de amostra considerando X ~ Gama(3,1/2}.

Exemplo 2.9. A distribui¢cdo Cauchy é tanto APO quanto RPO. Na Figura 2.9 temos
estimativas para as probabilidades (2.17) e {2.18) com € = 1 e k£ = 1,5 para diversos
tamanhos de amostra considerando X ~ Cauchy(0, 1).

Teorema 2.28. Sob as hipdieses 1 e 2, a distribuicdo F' serd absolutamente propensa o
outliers se e somente se existirem constantes o > 0 ¢ § > 0 tais que

Flz+ 8)
o) =

(2.19)

para tode T finito.

25




w2

2

=1
T i T T
8 =1 108 150

Tamanha da Amostra

]

=

«

=

0.1

T I I f
0 50 190 150

Tamanho da Amostra

Figura 2.3: Acima: estimativas para P(X(n) — X(n—1) > 1); Abaixo: estimativas para
P(Xmy/Xn-1y > 1,5). Em ambos os graficos, temos que X ~ Gama(3,1/2)

Teorema 2.29. Sob as hipdteses 1 ¢ 2, a distribuicido F serd relativamente propensa a
outliers se e somente se existirem constantes k > 1 e § > 0 tais gue

e § (2.20)

para todo T finito.
Demonstrago. As demonstragdes podem ser encontradas em Green [25]. O
Como posteriormente trabalharemos apenas com densidades, damos as seguintes con-

di¢des suficientes para lidarmos com densidades no lugar de funcdes de distribuigao.

Teorema 2.30. Sob as hipdieses I e 2, se a densidade f existe, enido as seguintes condi-
¢bes sdo suficientes para que a distribuicdo seja absolutamente ou relativamente propensa
a outliers.
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Figura 2.4: Acima: estimativas para P(Xy) — Xm—1y > 1); Abaixo: estimativas para
P(Xmy/Xn-1) > 1.5). Em ambos os graficos, temos que X ~ Cauchy{0,1)

e Ezistem constanies € >0, § > 0, zy tais que

flz+¢) > 5

flz) —

para todo T = Zg.

e Existem constanies k > 1, é > 0, o tais que

flkw) |
f=z)
para todo T > Tp.
Demonstracéo. A demonstracio pode ser encontrada em Green [25]. |

Exemplo 2.10. As distribui¢Ges gama, logistica e exponencial dupla sao AFPO e RRO.
De fato,
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» para a distribuigio Gama(w, 5) temos que
F(z+¢)
F(z)
F(kz)

) ~ exp{—zB(k— 1)} — 0

= exp{—B¢c}

quandoz — e k > 1.

s para a distribuicdo exponencial dupla temos que

flz+e) (;‘f(;"f) = exp{~A(|z +&] + |2])} > exp{—Ae}
e
%ﬁ‘;) = exp{~Alz|(k — 1)} — 0

quandoz — oo e k > 1.

¢ para a distribuicao logistica, temos que
F 1 - -
(z+e) — exp{—c) + exp{—z} > exp{—¢} '
F(z) I +exp{—(z+¢e)} 1+ exp{—¢}
Exemplo 2.11. A distribuicao t-Student é tanto APO quanto RPO. De fato, pelo Lema
3.7 temos que existem constantes A e B tais que

flz+e) _ {v+($+e)2}

f(zx) v+ 22

> A

- )

¢ o resultado segue via Teorema 2.30.

2.2.3 Classes de distribuigio segundo suas propriedades relacio-
nadas a outliers

E possivel classificar uma distribuicdo utilizando as propriedades relacionadas a outliers
vistas nas se¢oes anteriores. Existem seis classificagbes possiveis utilizando tais proprie-
dades, considerando apenas a cauda direita. Estas cia.smﬁcagoes sao dadas a seguir. Para
informacdes adicionais ver Green [25].

28



Classe I: distribui¢Ges que sdo absolutamente resistentes a outliers. Estas distribui-
¢Oes também sao relativamente resistentes a outliers. A distribui¢ao normal pertence
a esta classe;

Classe IT: distribui¢Ges que sdo relativamente resistentes a outliers mas nao sdo nem
absolutamente resistenies nem absolutamente propensas a outliers. A distribuigfo
Poisson pertence a esta classe;

Classe IIT: distribui¢des que sdo absolutamente propensas e relativamente resistentes
a outliers. A distribuicdo gama pertence a esta classe;

Classe I'V: distribuicfes que sdo absolutamente propensas a outliers mas nao sio
nem relativamente resistentes a outliers nem relativamente propensas a outliers.
Temos que X pertence a Classe IV, onde

PX = fE) =27 k=123,...

com
flk) = 10les2®] 4 f __ gllogz A

Classe V: distribuigtes que sdo relativamente propensas a outliers. Tais distribuigdes
também sdo absolutamente propensas a outliers. A distribuicdo Cauchy pertence a
esta classe;

Classe VI. distribuicdes que nfo sdo nem absolutamente nem relativamente propen-
sas a outliers. Temos que Y pertence 4 classe VI, onde

—Ayk

A
T 3> 0, k=012,

e

Py =2% =

2.3 Relacgoes entre distribuigoes PO e as distribuicgoes

de cauda pesada

Apesar de nao termos encontrado referéncias sobre a relagdo entre distribuicdes propen-
sas a outliers ¢ distribuices de cauda pesada, parece bastante razodvel supor que haja
uma relacdo entre ambas. Devido a esta lacuna na literatura, parte deste trabalho foi
dedicada para mostrar que esta relagfo existe de fato, mostrando o que era intuitivo: que
distribuicdes de caudas pesadas sBo propensas a gerar oulliers. Mostramos entretanto
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Classe VI

AFPO
Classe IV

RPO
Classe V

Figura 2.5: Classes segundo suas propriedades relacionadas a outliers. Em cinza temos
as distribuigées RRO.

que as distribuicfes de cauda pesada apresentadas anteriormente sio uma subclasse das
distribuictes propensas a outliers, motivo pelo qual optamos por nos restringir apenas a
relacionar as distribui¢des de cauda pesada com conflitos de informagio (salvo o resuitado
de Pericchi e Sans6, visto na Se¢éo 3.3 e discutido na Segdo 4.2).

Discutiremos primeiramente a rela¢io existente entre as distribuigoes relativamente
propensas a outliers e as distribuicoes de variagdo dominada. Para este fim, comecgaremos
mostrando que o Teorema 2.29 pode ser escrito de uma maneira mais geral, como mostra
a proposicao abaixo.

Proposicao 2.31. Se o desigualdade (2.20) for vdlida para algum k > 1 e §, entdo para
todo k' > 1 emiste §' tal que ~

F(k'z)

— >4,

F(z) '

para todo x finito

Demonstra¢io. Suponha que as condigdes do Teorema (2.29) estao satisfeitas. Notemos
primeiramente que '

F (k%)

( Fk*z) Fkz) | o
Fa) - ) Fl) =°
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e analogamente mostramos que
F(kz)
F(z)
Agora, escolha qualquer & > 1 e tome ng como sendo ¢ menor natural tal que no >
log &'/ log k. Temos entdo que

> 6",

F(vz) _ F(k™z) _ .
o) = F@) =0

e fazendo 0™ = & obtemos o resultado desejado. O

Proposicdo 2.32. F ¢ RPO se e somente se F' € DV.

Demonstragdo. Notemos primeiramente que, fazendo y = z6, temos que

F(at) Fly/o) _
P 20 Ry <3

supondo ¢ > 0. Agora, suponha que F' é RP(Q. Entdo, pela Proposi¢do 2.31, temos que
para todo & > 1 existe um §* finito tal que

Fly/k) _ .. Fy/k) _ ., Fly/k) _ .
Fly) 0 =P TRy <9 Fy) S0 <eo

para todo ¥ finito, onde &* = {1/§). Entao temos que F ser RPO implica que F € DV.

Eiuponha_agora que F € DV. Entéao existem y ¢ B tais que para todo y > 4 temos que
F(y/k)/F(y) < B. Disto temos que

< oo = lim sup

Fly/k) _ Fly/k) F(y/k)
F(y) - F(y) I( Ooyo( )+ F( ) I(‘yo oo)(y)
o0 u F(y/k) o0
< F(y0)+B< ==>Syp ) <
e portanto F' € DV implica em F ser RPO. ' a

Portanto, temos que F' ser RPQ & equivalente a termos F' € DY. Disto temos que
a classe DV estd intimamente relacionada com ocutliers, no sentido de Neyman e Scott,
mesmo a parte que ndo esta contida em L.

A seguir discutiremos a relacao entre distribui¢bes APQ e distribuigdes em £. Come-
caremos enfraquecendo o Teorema 2.28, como mostra a proposigao abaixo.

31



Proposicio 2.33. Se ¢ desigualdade (2.19) estiver verificada para clgum § e o > 0,
entdo pare qualquer 8' € R eziste um o > 0 tal que (2.19) ¢ verdadeira.

Demonstragdo. Suponha que a desigualdade (2.19) é vélida e considere que §' < . Entao,

Flz+8) _ Flz+8) _
Fo) = F@ =°

e neste caso basta tomar o' = «r. Agora suponha que 3’ > 5. Notemos que

Flz+28) F+20)F(+06)
F(z) .F(:r+ﬁ) Flzy —

e de maneira andloga temos que

F(z +nf) >
F(z) _
Tome 1y como sendo qualquer inteiro que satisfaca §° < ngf. Temos entdo que

Flz+8) > F(z + nof) > g
Flz)y = Flz) ~

e o resultado segue fazendo o’ = ™. O

Com a proposi¢do acima mostramos que uma distribuicio é absolutamente propensa
a outliers se 7 '
inf -—(:f +5)
= F(z)
para qualquer # € R. Isto motiva a proposicio a seguir.

>0

Proposicdo 2.34. Uma distribuicdo € APO se e somente se

limsup M <

nSUP—F 00, (2.21)

pare tods B € R

Demonstragido. Notemos que, fazendo z = y + 5,

Fly+f) ,_ Fa=8) _

F() Fz) =
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Logo, supondo que F' é APQ e utilizando a Proposigao 2.33, temos que

supw < Q0 :limsupw <

. Flz) P TRy %

e portanto F' ser APQ implica a desigualdade (2.21). Agora, suponha que (2.21) esta ve-
rificada. Entdo temos que existem z, € A tais que para todo z > zy, F'{z — 8)/F(z) < A.
Assim ‘

— B Ple —
M = %@If—m,xo](m)+%£jﬁi)f(iorm)($)

F(z) F
1
< = + A<
T F(@)
portanto _
Flz—p)
sgp Fz) < 0o
e I é APO, o

A proposi¢do acima caracteriza as distribuicoes APO como sendo todas as distribui-

coes tais que .
F —_
lhmn-»soglp (;(:z:)ﬁ)_
analogamente & definicdo da classe DV, Uma subclasse das distribuices APQ interessante
¢ aquela na qual o limite _
F(z - f)

lim ——=

g—oo  F(x)
existe. Este limite é bastante conhecido na literatura e uma de suas utilidades na teoria
de valores extremos é caracterizar as distribuicdes que pertencem ao dominio de atragao
da distribui¢io Gumbel. O seguinte lema mostra que se esse limite existe, ele é da forma

exp{az}.
Lema 2.35. Se’

< 0o

. Flz-y)
::1523 e é(y) < oo (2.22)

pare todo y € R entdo ¢(y) = exp{h(y)} onde h é um operador linear.
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Demonstragdo. Supondo que o limite em {2.22) existe, temos que

Flz—2y) Fle-29)Flz—y) ., .
Fa) ~ Faoy F W

e analogamente mostramos que

F(Q’J - ny) - n
—FTG:)—"” = ¢(y)
mas por (2.22) temos que )
Flz—ny)
logo, temos que ¢(y)™ = ¢(ny). Com um raciocinio semelhante, mostramos que
F (x — Y - y2) _

e de maneira similar, temos que

¢ (2:;9) = (Jﬁ[}¢(y¢))-

A solugdo para as relagbes acima é dada por ¢(y) = e*¥) ¢ disto temos que A{3 .7 ) =
>0 h{y:) e h{ny) = nh{y), portanto A é linear. Além disso, como ¢(0) = 1 = A(0) =0
temos que h(y) = ay. O

Assim, podemos relacionar as distribuicdes APQ com as distribuicdes em £ como
segue:

Corolario 2.36. Seja A o conjunto de todas as distribuicdes APQO. Enido temos que
LCA

Demonstracdo. Basta notar que, se ¥ € £ entio

. Flz—p) . _
xlirgo_ﬁ'(x-j_ = 1 = exp{0}

e portanto F € A. D
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Com estes resultados, podemos classificar as distribuicdes propensas a outliers nas
seguintes classes:

e A: como definida anteriormente, é a classe que coniém as distribui¢des absoluta-
mente propensas a outliers;

e DV: como definida anteriormente, é a classe de distribuigdes de variagdo dominada;

e G: diremos que F € G se _
. Flz—y)
TR

existe;

¢ £: como definida anteriormente, é a classe de distribui¢oes de cauda longa;

As relagdes entre as classes apresentadas estdo representadas na Figura 2.3. Quase
todas ja foram discutidas, com excecdo da apresentada na proposicdo abaixo.

Proposigao 2.37. GNLNDV =g

Demonstra¢go. Suponha que F € G N L. Temos entdo que para qualquer 8 € R

. Flz—0)
Jlim. “Fa) exp{36}

com 3 > 0. Seja L{z) = F(z) exp{z} ¢ suponha que & > 1. Temos entdo que

F - e ()

Notemos que a equagio acima s6 tera limite superior finito se L{z/8)/L{z) tender a zero
mais rapido do que exp{—=z(1/6 — 1}} tende ao infinito, e neste caso

. F(ze/0)
S TF@

Suponha que a relagao acima é verdadeira. Como § > 1 temos que z — 8 > (z — 6*)/6 e
entao

Flz—-8) _ Fz-02)/8) _F(z—6%/0)F(z/6)

L — — = =
0< Flz) F(z) F(z/8) F(z)
quando z — o0, o que & absurdo, uma vez que F(z —8)/F(z) — exp (683) quando z — co.
Portanto temos que F ¢ DV e GNLNDY = . |
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Seguem abaixo alguns exemplos de distribuices propensas a outliers segundo as classes
apresentadas nesta secfo:

¢ Distribuigdo em AN {G UDV}%

flz) = %(2 + sinz) exp{—z}

o Distribui¢bes em G N £ gama, exponencial dupla, logistica
e Distribuicées em DV N G*:

— Distribuigdo de Peter ¢ Paul
- fle)=(1/7) x (2 + sinz)/(1 + z%)

DY

Figura 2.6: Outra possivel classificacdo para as distribuigdes PO
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Capitulo 3

Alguns estudos sobre conflitos de
informacao

Neste capitulo apresentamos resultados da literatura de conflitos de informacao. Esta, por
sua vez, esta intimamente relacionada com o tratamento de outliers em inferéncia bayesi-
ana. Dos diversos resultados, selecionamos aqueles que atribuem, direta ou indiretamente,
distribuicfes de cauda pesada para pelo menocs uma das fontes de informacao.

Na Secdo 3.1 discutimos o que € um conflito de informacio e o que significa resolvé-
lo. Na Secdo 3.2 discutimos o teorema de Dawid - resultado muito citado na literatura
revisada. Apresentamos também ¢ conjunto das condigées de O'Hagan, que implicam o
teorema de Dawid. Na Secdo 3.3 apresentamos os resultados obtidos em Pericchi e Sanso
{40] para resolucio de conflitos entre as fontes. Na Se¢éo 3.4 discutimos a medida credence
¢ sua utilizagdo em conflitos de informacgio quando as fontes possuem uma estrutura de
locagdo. Por ultimo, na Se¢do 3.5 discutimos o uso de distribuicdes de variacio regular
no estudo de conflitos de informacéo.

3.1 Mais sobre conflitos de informacao

Suponhamos que estamos interessados em realizar inferéncias sobre a varidvel aleatdria
@. Com a funcdo de verossimilhanca, podemos obter informacgses sobre © através dos
dados, enquanto que a. priori reflete uma opinido prévia sobre este. Essas duas fontes de

37



informagdo sdao combinadas para gerar inferéncias a posteriori sobre ©. Eventualmente,
na presenca de um outlier, uma das fontes pode gerar uma informacio que desacredite a
outra, gerando um conflito entre as fontes.

Contudo, o interesse maior nos estudos de conflitos entre as fontes de informacdo ndo
estd em identificar um conflito, mas sim em dar suporte para que um possivel conflito seja,
resolvido. Dizemos que um conflito de informacéo esta resolvido se, de alguma forma,
uma das fontes de informacio domina as demais. Verificamos isto via o comportamento
assintético da distribuigao a posteriori. Considere que f e ¢ sao as densidades das fontes de
informagao e seja p a densidade a postertori para um determinado problema. Seja * uma
observacdo. Na literatura estudada, predominam quatro tipos de situacbes especificas
relacionadas aos conflitos de informacgao:

1. Rejeicac Completa: neste caso temos que » — f quando [z] — oco. A fonte de
informagao g € ignorada e inferéncias a posteriori sdo baseadas unicamente em f.

2. Rejeicdo Parcial: neste caso temos que p — ¥ f quando |z| — oo. A fonte de
informacao g ndo foi totalmente rejeitada, estando toda esta condensada em .
Diz-se entdo que g se tornou pouco informativa.

3. Dominéancia: neste caso, existem constantes K > & > 0 tais que para todo |z|
suficientemente grande £f < p < K f. A posterior & limitada por maltiplos positivos
de f, e dizemos que f domina g.

4. Falha: a distribuicdo a posteriori falha em conseguir conciliar as informagGes em
uma Unica moda.

Notemos que deixamos em aberto a escolha entre f e g para a priori e verossimilhanca.
O motivo disto é que podemos ter mais credibilidade na informagdo proveniente dos dados
do que na informacdo a priori, resolvendo um possivel conflito a favor dos dados. O
contrario também ¢ valido: podemos ter mais credibilidade na informacéo a priori do que
nos dados, e neste caso, quando as fontes conflitarem, optaremos pela informac&o a priori.

Com o intuito de explicitarmos melhor quando a posteriori ndo consegue resolver um
conflito, consideremos f(z|f) a funcdo de verossimilhanca, 7(f) a densidade a priori e
p(f|z) a densidade a posteriori. Do teorema de Bayes temos

Hze)n(8) _ falo)n(6)
JF@leym@)ds ~ ~ miz)

p{flz) = (3.1)
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onde m(z) = [ f(z|8)7(0)df. Notemos que m(zx) serd pequena sempre que o produto
f{z|6)w(6) for pequeno para todo 8. Isto caracteriza um conflito de informacio que a
posteriori ndo consegue resolver, uma vez gue para todo & no qual a verossimilhanca ¢é
alta a priori é baixa e sempre que a densidade a priori é alta a verossimilhanca de ¢ é
baixa, de modo que a forma da densidade a posteriori pode mudar dramaticamente em
resposta a qualquer mudanca nos valores das caudas de f(z|8) ou 7(8).

Contudo, nio existe medida absoluta para o quio pequeno deveria ser m(z}, a ponto
de caracterizar um conflito entre as fontes de informacao. Trés possiveis indices, chamados
de indices de surpresa, apresentados em O'Hagan e Foster [35], sio dados a seguir:

8
1. supgeg —{EEL))

2 sup, miz)

m{x)

3. fy m(y)dy onde ¥ = {y : m{y) < m(z)}

O primeiro mensura, em certo sentido, o quao “surpreso” estariamos com relacio ao
valor de z observado de acordo com a priori. A Figura 3.1 mostra a razao entre o indice
de surpresa 1 de uma verossimilhanga N(8,1} e o de uma verossimilhanca t(3; ¢, ambas
com priori N(0,1}. Notemos que a razio aumenta a medida que nos afastamos de zero,
implicando que estamos mais “surpresos” em observar um valor abscluto elevado no caso
em que a distribuigdo ¢ normal em comparacdo com a t-Student. O segundo indice tenta,
mensurar a surpresa para outros valores de x considerando a priori utilizada, enquanio
que o terceiro analisa a probabilidade de observar um dado com densidade marginal menor
ou igual ao valor de m(z) para o dado observado. Notemos que os dois Gltimos indices
violam o principio da verossimilhanca, uma vez que se referem a dados que ndo foram
observados.

A seguir, analisamos dois exemplos. No primeiro, consideramos o exemplo iniciado na
introducdo. No segundo consideramos o caso no qual o pardmetro de interesse € de escala
e mostramos que a posteriori consegue resolver o conflito parcialmente.

Exemplo 3.1. Consideremos que para um determinado problema tenhamos que X |8 tem
distribuigdo N(6,1) e que © tem distribuicdo N(0,1). Suponha que observamos z = 8,
que neste caso é um valor atipico. Dissemos anteriormente que a posteriori falhava em
resolver o conflito, uma vez que esta era fortemente influenciada pelo outlier. De fato, se
observarmos a Figura 3.2, notaremos que a posteriori se encontra em uma regido afastada
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das modas das fontes e sua regido de mais alta densidade corresponde 4 regido das caudas
das fontes. Podemos ver, na Figura 4.1, que 0 mesmo nao acontece quando uma das fontes
tem distribuicdo t-Student.

Ainda na introducdo, discutimos que a escolha da distribuig¢do dos dados como sendo
uma t-Student faria com que a posteriori convergisse para a priori quando |z| — co. Na
secdo seguinte mostraremos que isto € verdadeiro com a utilizagdo do teorema de Dawid.

Exemplo 3.2. Consideremos agora que f(z{0) = 262273115 o0y € que 7{8) = e o0y().
Notemos que E(X|0) = 26 e que F(©) = 1. Assim, para um valor z observado, temos
que a verossimilhanca sugere que © esteja proximo de z/2 enquanto que a priori sugere
que © esteja proximo de 1. Temos que se £ — oo as fontes entrardo em conflito. Neste
caso,

926_91(0,&-}(9) 1

1
lim p(d]z) = li ~ —9%? = -6
Jim p(flz) = lim —— (1) 30 ¢ Loy (0) = 6 (0)

Observemos que a informacdo proveniente dos dados ndo foi completamente rejeitada.
Pode-se dizer que o termo 6% contém toda a informacio do outlier. Este comportamento,
onde a posteriori é proporcional & fonte dominante vezes um polindémio é caracteristico
das distribuicoes de variacdo regular, como sera discutido na Secdo 3.5.

3.2 O teorema de Dawid

Na secdo anterior vimos exemplos de situacOes de conflito entre as fontes de informacao.
Vimos que a escolha de certas distribuicdes acarreta decisoes capazes de resolver o conflito,
no sentido de que uma das fontes de informacao sera mais privilegiada que as demais. A-
presentamos nesta secdo um resultado bastante referenciado na literatura pesquisada, que
nos permite dar condi¢oes suficientes para escolher distribuicdes com as quais um conflito
estara resolvido em favor de uma das fontes. Considere um problema com verossimilhanca
g{z|6) = f(x — &) conhecida. Temos entdo o seguinte teorema:

Teorema 3.1 {Condices de Dawid). Sejem g a verossimilhance tal que g(z|theta) =
flz — 8), @ a densidade a priori para © e suponha que a esperanca a priori de M(©)
seja finite. Entdo as sequintes condigdes sdo suficientes para que ¢ esperanca a posterior:
E{M(®)|X = z} convirje para a esperance a priori E.{M(©)} quando z — o
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Figura 3.1: Razdo entre os indices de surpresa 1 de uma verossimithanga N{f,1) e uma
t(s1,8), ambas considerando uma priori N(0,1).
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Figura 3.2: Priori, Verossimilhanca e Posteriori em fung¢io de ¢ com z =8
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1. Dados € > 0, ¥ > 0 existe o tal que para todo T > xp
|f(2) — fz)| < ef(z)
sempre que |2' —z| < ¥,
2. Para algumas constanies B, C, _
0 < flz') < Cflw)
sempre que ' > x > B.

8. {(a) [TERO)T(0)dI < o0
() [ 1M O)k(6)7(6)d8 < oo
onde k(8) = sup,{(z — 6)/7(z)}

Demonstmg&o. Suponha que valem as trés condices do teorema. Sejam

n(z) = [ M) f(z — 0)m(8)dd e m(z) = fm f(z — 6)m{6)}df. Temos que
BM(O))x = o} — InONE - InOE_ nlo),
Entéo
n{z) _ [ MO)f@=0)r(6) _
{28 onen) - [ MO0 ygynio)as

- /M(E)) (9){f(‘”( ; }d@.

Suponha que z > B. Entao, para & > 0,

([ = [7)wom@ {12 -1fa

[ premo | 22 rfan+ [“iaatomo) |50 -

< /_ : M (0)]7(8) (f (J“’f(z)g) +1) 4 + /h M) (0) (f (z = = )+1) b

(C+1) /_ M(8)|(6)d0 + /;; M@ (8)(k(0) + 1)d6,

A

‘dﬁ'

A
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que tende a zero quando h tende ao infinito em virtude de (3)(&) e pela existéncia de
E.{M(©)}. Além disso, para h fixado, temos que

VRM(e)ﬂ(H){f(}r( ) )_1} d8’ fM(S (k(8) + 1)d8 < oo,

logo, pela condicdo (1)

]: M(O)n(6) {f(;f(;)g) _ 1} d8 = 0

quando x — oo. Assim, fazendo h — oo e £ — 00, temos que

fRM(Q)ﬂ'(é) {—f—(;:(x;)m - l}dﬂ -0

WD) o

quando z — co. Agora, fazendo M(9) = 1, temos que

¢ portanto

m(x)
flz)

quando = — oo. Portanto, temos que

nz) _nla) f)
mz)  flz)m(z)

quando T — oo. ' O

— 1

E{M(O)|X =z} = EAM(©)}

Agora, seja A 0 espaco paramétrico. Tomemos M{A) = I(A), onde 4 C A. Temos
entdo que E{M(A)} = [,#(6)df e, desde que as condigies do Teorema 3.1 estejam
verificadas, temos que

E{M(A)|X=x}=Ap(9|a:)d€—>—/‘q7r(6')d9

quando £ — oo. O resultado acima mostra que, quando satisfeitas as condi¢des de
Dawid, a distribuicao a posteriori converge para a distribuigéo a priori. Temos entéo uma
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completa rejeicdo do outlier, ou ainda, temos que os dados se tornam pouco informativos.
Neste caso dizemos que o conflito foi resolvido a favor da distribuigdo a priori.

Agora, suponhamos que g{x|8) = f(z — 8} é a verossimilhanga e que w(8) é a priori.
Se tomarmos & = X — © teremos que g{¢ + 8|8) = F($) e que 7{f) = w(z — ¢) e disto
temos que

fm f(z — 8)m(6)d8 = /R @)z — ¢)d = m(z).

Portanto podemos enunciar o Teorema 3.1 impondo as mesmas condigdes sobre a densi-
dade da distribuigio a priori w(#). Assim, se as condicdes estiverem satisfeitas,

Jo M(z —0)f(z — 8)m(8)dd
m(z)

Jo M($)f($)7(z — ¢)do

E{Mz-0)X =z} =

— Ey{M{¢)}

quando T — oo, onde E(.) representa a esperanca com relacdo a densidade f. Neste
caso temos que a informacdo a priori foi rejeitada e a informacio a posteriori é baseada
na verossimilhanca.

Podemos agora concluir o Exemplo 3.1 Notemos que para a distribuicdo t-Student
com v graus de liberdade, temos que

k(z) o {g + (c+ f;)l,fg}vﬂ

que se comporta como z”*! no infinito. Assim, o teorema sera valido sempre que E{Z"*!)
existir. Se assumirmos que X|@ tem distribuicio t-Student com parametro de locagio ¢
¢ com v graus de liberdade e que © tem distribuicdo normal, teremos que a posteriori
©|x ird convergir para a distribuigio normal quando z — 0. Contudo, se assumirmos
que X|# tem distribuicdo N(6,0?) e que © tem distribuigio ¢, teremos que a posteriori
convergird para a distribuicio N(z,0?) e portante E(6|z) ~ z — 0 quando z — oa.

P!

3.2.1 As condicées de O’Hagan

O’Hagan em [33] estabeleceu um conjunto alternativo de condigBes suficientes para as
condi¢des de Dawid. Este conjunto é dado a seguir:
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Teorema 3.2. As sequinies condigdes sdo suficientes para que E{M{8)|z} — E.(M(8))
quando T — o0

1. Dados e >0, i > 0 existe xy tal que para todo > xo

|f(z) ~ f(2)} < ef (@)
sempre que |’ — x| <y’

2. (a) f(y) € continua e positive pare todo y € R
(b) Eziste B tal que para todo y > B,

i. f(y) € decrescente em y,
. bly) = dlog f(y)/dy existe e € crescente em y.

(c) Eziste um C < B tal que, para todo y < C, f(y) € crescente em y.

3. (a} [ F(6)'r(8)df < o0
(b) [1M(©)|f(6) " n(6)df < oo

Demonstracdo. Notemos primeiramente que as condigdes (1) e (2)(b)(¢) de O’Hagan im-
plicam, respectivamente, as condicbes (1) e (2) de Dawid. Mostraremos que, dado este
novo conjunto de condicoes, vale a terceira condicdo de Dawid. Demonstraremos isto em
{rés partes:

Parte 1: Mostraremos que existe um zo < ¢ tal que se § > B — x4 teremos que k{4) é
atingido no intervalo C+8 < z < B+6. Primeiramente facamos r(z,8) = f(z —8)/f(z).
Temos entdo que

[z —6)
- fl=)

& decrescente em 6 > 0 e z > B + & por (2)(b)(éi).

log (=, 6) = log — log(f(z — 0)) — log(#())

Se z < C, temos que r(z,8) < 1. Como existem valores de r(z,8) > 1 o supremo de
r(x|0) é atingido em z > C. Agora, por (2)(a) e (2){c) e pelo fato de que f é densidade,
existe uma constante zp < C tal que f(zo) < infoe.<p f(z) < f(z), para C <z < B, ¢
8>B—-z5eC <7< B, temos que T — 0 <z, f(z —0) <infecaecp f(2) < fl2), €
entdo r(z|8) < 1. O supremo de r(z,6) deve portanto ser atingido em z > B.

DgrE=van

i o bt =

TG e 1 e T




Finalmente, se § > B — x5 e B < £ < C + & o numerador em r(z,8) é crescente e o
denominador é decrescente. Assim, neste conjunto, r{z, 8) é fungdo crescente. O supremo
deve portanto ser atingido em z > C + 4.

Parte 2: Mostraremos que existern 2 > 0 e & > 0 tais que gse 8 > 8" teremos que
k(6) < D[f(8)]"!. Para tanto, notemos da Parte I que se § > B — zo entdo k{8) =
F(=(8))/f(8 + 2(8)), onde C < 2(8) < B. Tomando fi = SUPpc,«p f{Z) temos que se
8 > B — Zo, k() < f1/F(8 + 2(8)) e entdo, de (2)(b)(z), F(8)/Ff(8 + B) < 1 + ¢. Disto,
basta tomar D = f;(1 +¢).

Parte 3: Nas partes 1 e 2 mostramos que k(#) é atingido ¢ majorado por D[f{8)]".
Portanto a condigdo (3) de Dawid estara satisfeita se a condigio (3) de O’'Hagan o estiver.
O

Uma caracteristica interessante deste teorema é troca da condigio (3)(a) de Dawid
pela condigdo (3)(a) de O’Hagan.

Exemplo 3.3. Suponha que X dado © tenha distribui¢ao Box e Tiao

exp{—|z — 9|ﬁ3}
3
2T (%2)

f(zl8) =

com z € R, § > 1. Suponha ainda que © tenha distribui¢do N(0,1). Mostraremos,
utilizando as condi¢oes de O'Hagan que em caso de conflito a esperanca a posterior
tender4 para a esperanga a priori. Notemos primeiramente que

f(;(—;){}) = e:<;p{—[m——t:'v‘]ﬁE +I$]T%} -1

quando |z| — oo, estando satisfeita a primeira condi¢io. Notemos agora que

e f € continua
¢ f(y) é decrescente para todo y > 0

s Para todo y > 0, temos que

2 1;
1
1+ﬁy

Th

o

d
=1 S
3y 1% f)

é crescente em y
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e f(y) é decrescente para todo y < 0

e portanto a segunda condi¢do de O’Hagan esta satisfeita. Por dltimo, notemos que
/ exp{—02/2 + |z — Bl?i_ﬁ}dt? < 00
R

estando satisfeita a terceira condi¢do de O'Hagan. Portanto
E{Qjz) — 0

quando x — oc.

3.3 O teorema de Pericchi e Sansé

As condigbes de Dawid e as de O’Hagan conduzem-nos, no caso de uma Gnica observagio,
ao problema no qual a distribuigdo a posteriori para um parametro de locagdo converge
para a priori quando a observagdo converge para o infinito. Em tais casos, a informagio
da observacdo € perdida, no sentido de que a verossimilhanga converge para a densidade
(imprépria) uniforme na reta. Entretanto, o resultado a seguir, enunciado por Pericchi e
Sans6 em [40|, mostra que é possivel que uma das fontes de informagdo convirja para outra
densidade (também impropria). Nesta secio, considere uma verossimilhanca g{(z|8) =
f(z — 8) e uma densidade a priori 7{#). Enunciamos a seguir os resultados principais de
[40]:

Teorema 3.3. Seja f(z — 8) a verossimilhanga de uma observagdo z, onde 6 é um pa-
rémeiro de locacdo, e seja w(0) ¢ densidade a priori para 8 tal que w(0) > 0 para todo
8 € R. Defina

o k(t) =sup, n(z — t)/w(z)

e h(t) = lim;—o m{z — t)/7(x)
onde assumimos que o limite existe para todo t € R. Enido se pero todo t € R,

1. [tk f(t)dt < oo
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2. [k(t)f(t)dt < oo, f(t)> 0, para todotec R

temos que limy o p{x — 0 € Alz) = Q(A) para qualquer A mensurdvel, onde Q@ ¢ uma
fungéo de distribuigdo com densidade proporcional a e* f(t) para X = logh(1) > 0. Disto
temos que E(O|r) — x € limitado para z € R.

Demonstracdo. Temos que

Jare™(O) f(z —6)d8
(@) flz — 6)do
Julrz = t)/x(e)} fe)dt [, h(f)f(t)dt

- Jrimlz — tim(z)} f(t)dt fR Rt f = Q(4)

por convergéncia dominada. O limite A(t) & 0 mesmo dado no Lema 2.35 sendo portanto
tgual a A(t) = e e como 7 é densidade, temos que A > 0. Assim,  é proporcional a
e f(¢). Para mostrar que a esperanca é limitada, observemos que

IAH — z)n(6)f(z — )do

p(6 —x € Alz)

POl =2 o~ 010
Ludr(e —t)/m(@)}ef(ydt _ [en@)f)d "
fm{W z—t)r(z)}f (t)df YO
terminando a demonstracao. O

Neste caso, temos que a influéncia a priori sobre a posteriori é limitada. Intuitivamente
podemos dizer que toda a informagdo a priori sobre o outlier-estd condensada em h(t) =
e*, ocorrendo uma rejeicio parcial da fonte informacio conflitante.

Corolario 3.4. Se F' € siméirica em torno de zero, entdo
lim F(Qlz) —z=0
I =+ On

se e somente se A =10

Corolario 3.5. Se ¢ verossimilhanca é normal com média 8 e varidnecia o? entdo

lim B(Olz) -z = ~Ad?
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O Teorema 3.3 pode ser reformulado sem maiores dificuldades para o caso em que
desejamos rejeitar a informacdo proveniente dos dados, de maneira aniloga ao que foi
feito com as condigbes de Dawid.

Exemplo 3.4. Primeiramente suponha que X dado © = ¢ tenha distribuicio N(8,1) e

que O tenha distribuicido exponencial dupla. Neste caso, temos que

wlz—t)

o k(1) = sup, L5 = exp{—|z — t| + |z} = ¢

o h{t) = limzso % =ét

e as integrais

o [rexp{t —%/2}dt
o [pltlexp{t—?/2}dt

so finitas e portanto sdo vélidas as condigbes do Teorema 3.3, Além disso, pelc Corolaric
3.5, temos que
lim F(Q|z) —x = -1

E—o0

Agora, se supormos que X dado © = 4 tem distribui¢io normal N(4,0?%) e que © tem
distribuicdo logistica, teremos que k(t) = h{t) = €' e portanto poderemos realizar uma
analise analoga a feita no caso anterior.

3.4 Credence

3.4.1 Definicoes e propriedades basicas

Criada por O’Hagan em [36], a credence é uma medida de cauda que pode auxiliar na
resolucdo de um possivel conflito de informacio. Damos a definicdo a seguir:

Definicdo 3.6. Uma densidede f em R tem credence ¢, denotado por cred(f) = ¢, se
ezistirem K > k > 0 tais que para todo z € R

k< (1+2)fla) < K. . (3.2)
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Dada uma varidvel aleatdria X, dizemos que cred(X) = ¢ se a distribuicdo de X possuir
uma densidade com credence c.

A definigéio anterior foi motivada pelo uso da distribui¢do #-Student em problemas de
conflitos de informacao. Notemos que uma t com d graus de liberdade tem credence 1+d.
No entanto, uma densidade com credence nao necessariamente satisfaz qualquer condicéo
de regularidade, como monotonicidade e continuidade nas candas. Notemos ainda que
credence nao & uma medida geral para o peso de caudas € que cred(.) nao esta definida
para varias densidades. Se cred(.) estd definido, entdo esta é Gnica.

Lema 3.7. Para quaisquer a # 0 e b, existem L > 1 > 0 tais que pare todo z € R

2
Z<l+(a:c+b) <
- 1422 -

Demonstra¢io. A demonstragao deste lema sera construida em trés partes.

Parte 1: Mostraremos que para qualquer a 7 0 existem L, > [, > 0 tais que

<Lt (az)?

lp < < L,.

1+22 —

Seja

1+ (az)?
1+22

Entdo, temos que lim; . 0(z), = M., 0(z)s = a2, que

U(x)cx =

_ 2%z 2
T 1+ (ax)? 1+ 32

—logo{z)g (3.3)

dz

e que

a2 20%(1 — a?2?) 2(1 - 1)

——logo(r). = - .
dz [1+ (az)?] [1+ z?)?

Fazendo (3.3) igual a zero, encontramos o ponto critico £ = 0. Substituindo este ponto
em (3.4) temos que:

(3.4)

e 0 ponto critico serd ponto de méximo se @ € (—1,1). Neste caso a® < o(z), < 1
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» 0 ponto critico sera ponto de minimo se a € {—o00,—1) U (1,00). Neste caso 1 <
o(z), < a?

& o ponto critico sera ponto de inflexdo se a € {—1,1} e o(z}, = 1 para qualquer
r€R

Faga I, = min{1,a?} e L, = max{1,a*}. Entdo l, < 0(z), < L,, completando esta parte
da demonstragéo.

Parte 2: Mostraremos que para qualquer b existem Ly > {; > 0 tais que

1+ {z + b)?
I < —mMM—~ 3.
ST e T (3.5)
Tome
o(z)y = 1+ (z +b)?
T T e
Notemos que limg o 0{z) = limy_,_o o{z)y = 1, que
d . 2(x + b} 2x
Z o8k = (z+02 1+ a2 (3.6)
e que
2 —2(z+b? 2-22°
— ] = — . 3.
277 1989k = T T G2y 37)

Fazendo (3.6) igual a zero, temos
(z—b)(1+28) —r-a(c+0)°=0 = -2 —br+1=0
assim, temos os seguintes pontos criticos

bV

-2

Para nio carregar a notacdo, tomemos A = v/b? +4. Aplicando em (3.7) os pontos
criticos encontrados temos que

1—{z' + by 1—2z7?

1+ {4+ (d+a272)2

553 logo(z') «
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Notemos que

2 32
1—(z'+8)? = 1—(9f—&+b> =L2i—Ezé
4+ 52+ A? F 2A\? A? T AN ?
iy AV — —

2

2 2 2 2 2
14y (4+b +4A :I:2bA) ~ (A :;bA)

2 _ 12
1— 22 = 1_(b_i_2£) :ﬂ

entao temos que

2

3‘% logo(z') oo (ALb)(—p*£bA) — (A TFH)(=b TbA)
o £(bA% — BPA) = +4bA

portanto, para & # 0, teremos que i dos pontos criticos serd de maximo e o outro sera
de minimo, dependendo do sinal de b. As possibilidades sao:

e Se b < 0, entdo —(b + A)}/2 sera ponto de maximo e —(b — A)/2 sera ponto de
minimo. Neste caso, Ly = (A —8)/(A+8) e [ = (A +8)/(A - b)

o Se b > 0, entio —(b + A)/2 serd ponto de minimo ¢ —(b — A)/2 serd ponto de
maximo. Neste caso, Ly = (A+b)/(A-b)ely=(A-b)}/(A+b)

¢ Se b= 0, entdo ambos os pontos sero de inflexdo e, neste caso, { =L =1
Assim, concluimos esta parte da demonstracio tomando

o Iy =min{(A +b)/(A = b), (A —b)/(A +b)}
o Ly, =max{(A +5)/{A —b), (A~ b)/(A +b)}.

Parte 3: Para concluirmos a demonstragio, notemos que

1+ (ax+b)° 1+4(az+b)21+(az)® 1+ (y+5? 1+%?
1+22 l+(azx)? 1422 1+¢% 1+(y/a)?
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onde y = ar. Sabemos que das partes 1 e 2 existem Iy /,,, L1/, ¢ Ly tais que

2
Iy S1+(a$+b2) Sﬁ
Lijs = 1+ /a) hye

assim, basta tomarmos | = lp/ L1/, € L = Ly/ly/a. O

Teorema 3.8 (Invariancia). Seja X umae veridvel aleatoria com distribuicdo conitinua.
Se cred(X) = ¢, entéo para quaisquer a € b,

cred(aX +b) =c.

Demonstracéo. Seja f a densidade de X e seja ¢ a densidade de aX +b. Entao g(z|a,b) =
a~fla Y (z — b)). Assim
2ve/2 1 Nnef2e [ LT b 1 2ve/2
(14 2°)9%g(z) = 5(1+:r) f — :E(1+(a’y+b)) fly)

1/1 B2\ %
= (BT aearni)

onde y = a~'{z — b). Utilizando o Lema 3.7 e o fato de que f possui credence, temos que

KLc/2
a

klc/2

<1+ fy) <

portanto, cred(g) = c. O

O Lema 3.7 estabelece diretamente que a distribuicdo t-Student padrdo com d graus
de liberdade possui credence d + 1. De fato, supondo que f é uma densidade t-Student
com pardmetros de locacdo e escala, temos gque

h{d+ 1) -4

- < (14 F falpo)

= (1+2)Thid+ l)é {H (%ﬁ)zl

d4-1

T AT e
23

Em geral, credence independe de locagio e escala.
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Teorema 3.9 (Convolugéo). Sejam X ¢ Y wvaridveis aleatorias independentes com dis-
tribuicdes continuas, tais que cred(X) = c e cred(Y) = . Entdo

cred{X + Y} = min{¢, ¢}, (3.8)

Demonstragéo. Sejam f a densidade de X e g a densidade de Y. Sejam ¢* = min{c,c'} e
seja m(z) a densidade de X +V, isto &, m(z) = [, flz—y)g(y)dy. Como X e ¥ possuem
credence existem constantes Ky > ky > 0 e Ky = k, > 0 tais que

ky < (14 (@ — y)")*f(z —y) < K;

e que _
k, < (1+2)"%4(y) < K,.

Para o limitante inferior, notemos que

fle—vow) = fe-e) { %ﬁ{—g—}’ t ty }cﬂ |

Tomemos € > 0. Se supormos que y € [0,¢], teremos
Fla—ygy) 2 kekg(L+2)2(1 4+ )7 > 0.
Agora, se supormos que y € [z — £, z, teremos
Fle—ugly) 2 keky(1+2°)" (14777 > 0.
Portanto
1+ [ flo= oy 2 kn>0

onde ky, = ksk,(1 + £2)7"/2. Para o limitante superior, observemos que

m(z) = /f(x—y)g(y)dy
< (L) (e ()

g/“ Ko@)+ (= yPy Py + [ Kyfa - y)(1+5) " dy

z/2

—6/2 z/2 2 —cf2 00
k(10 Z) [ s a3 1) £~ 3)dy

w/2

2N —C7 /2
. K+ K,

IA

VAN
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onde Ky = (K;+ K, 9)2"'. Assim, tomando £ suficientemente pequeno teremos que K, >
by > 0. (]

O conceito de credence é facilmente estendido para o caso em que temos varias fontes
de informag¢ao. Suponhamos que Xi,..., X, sfo independentemente distribuidas dado
© = 8 e que a densidade de X; seja g;(z; — 8). Com isto, temos o seguinte teorema.

Teorema 3.10 (Agrupamento). Parai=1,...,m, seja cred(g;) = ¢, Seja
) = H gi{z: + 1)
i=1
Entao cred(f) =510, ai.

Demonstracde. Suponhamos que o teorema é valido parat=1,...,m — 1. Temos entio
que existem constantes K > k > 0 e K, > k,, > 0 tais que

m—1
k< (142X e/ H gi{zi+1) < K
=1
e que .
Em < (1+ 9 2g, (2 + 1) < Kpn.

Disto temos que

(1+2)E=sliy = (1+)%52 ] gz +1)

i=1

m—1 .
= {(1 + )2/ I gulas + t)} (1 + ) g (@ + 1)

i=1
portanto temos que
kky, < (1 +2)X=e/28(8) < KK,
e portanto cred(f) =Y .., ¢/2. O

Defini¢do 3.11 (Credence Infinita). Dizemos que uma densidade possui eredence infinita
se para quaisquer ¢ € k > 0 ezistir um A tal que para todo |z| > A tenhamos

(14 2% f(z) < k. (3.9)
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Neste caso, podemos considerar a distribuicdo normal e a familia Box-Tiao com den-
sidades proporcionais a exp(—{z|?) como tendo credence infinita.

Veremos posteriormente, na Segdo 4.4, que a medida credence esta relacionada com a
classe ERV .

3.4.2 O uso de credence em conflitos de informacgao

Utilizando-se a credence das fontes de informagio, O’Hagan [36] criou um novo conceito
de rejeicdo de outliers para o caso onde uma das fontes (ou ambas) pertencem i familia
locacdo. Neste conceito, temos que uma das fontes domina a outra, no sentido de que
a posteriori estd limitada por multiplos positivos da fonte dominante para |z| suficiente-
mente grande. Neste caso dizemos que um conflito é resolvido a favor da fonte com maior
credence (como sera mostrado mais adiante no Teorema 3.13). Nesta secdo discutiremos
este conceito e apresentaremos seus principais resuitados.

Consideremos que foi realizada uma observagao de X com densidade g(z[6) = f(z—9).
Suponhamos que a densidade para © & dada por m(68) e que a densidade a posteriori
& dada por p{f|x). Sejam cred(f) = ¢, cred(m) = c e cred(m) = ¢*, onde m{z) =
Jo f(z — 8)w(0)d. Assim, sabemos que existem constantes K > k; > 0 tais que

kp < (14 (2 =07 f(e - 0) < Ky,
existern constantes K, > k, > 0 tais que
k. < (1+6*¥?n(8) < K.,
e existem constantes K, > k,, > 0 tais que
b < (1422 Pmz) < K,
onde ¢* = min{c, ¢'}.

Teorema 3.12 (Credence da Posteriori). Para tods =, cred(p) =c+¢.

Demonstragao. Como m(z) nao depende de #, notemos primeiramente que
e f(z = B)m(8)

c-{—cIr

1+6%)F p(blz) = (1+6%)

m ()
- et flz —0)m(f) [1+ (x — 5)2 dI2 g g2y
= {1469 " m(x) {1+(3;_.9)2} {1+92} :
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Portanto, utilizando o fato de que f e m possuem credence temos que

- "f2

2y eel KiK. [1+{z-68217° KiKn,_o12

< <

(1+65)77 p(flz) < (z) { T < m(:r)l
e de maneira aniloga,

keky

m(z)

onde L e I sio dados pelo Lema 3.7. _ O

L—c’;’2

(1+62)%p(0lz) >

Teorema 3.13 (Rejeigdo). Se c > ¢ entédo:

1. para quaisquer d > 0 e £ > 0 dados, eziste um zo tal que para todo {x| > g € para
todo 16| < d,

%(1 ~eym(0) < p(flz) < %—f(l +e)m(0) (3.10)

2. para toda t : Rt — R™ tal que t(x) — oo quando z — oo,

lim (0] > #{Ja])|z) = 0 (3.11)

Demonstracéo. Notemos que

P(91$) _ f(:I‘ - 9)(1 + (’.L‘ — 9)2)6{"2 { 1+ (x _ 6;)2 }—c’z'?
7(6) m{z)(1 + 22)¢ /2 11 22 .

Como f e m possuem credence, temos que

pllz) _ K; {M}—c’ﬁ

(@) = km | 1+22

€ que

02) , by f1ele= 00"

n(6) T Kg 1+ 22 '
Notemos agora que o termo entre chaves nas dltimas duas inequagbes converge para 1
guando |z| — oo, logo para qualquer ¢ > 0 existe um zg tal que para todo |z| > xq

}éu —&)n(8) < p(flz) < f—ﬂi(l + e)m(6)
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concluindo a demonstragio de (1). Para demonstrar (2) consideraremos, por simetria,
sorente o caso onde = > 0. Temos que

PO < —i{a)jz) = / O fa - om(0)

e f(:crf(z))w(e) L (z— 0P\ (1442
/. m(z) {1+(x-9)2} {H—m} v

Ky 2y¢' /2 e =<2
< 1+ 7(0)(1+ (z — 6)2)~/2d9

Fom oo
K: (1 i 2y —C/2  p-t{z)
< B flrlotiz) / #(6)ds — 0

km 1+ T2 o

quando z — co. Agora, consideremos que @ > 0. Temos entdo que

-8 _ .
PO >al) = [ LE=08) 4 f flo—az—pinlaz +p)

- m(z)

< Be a2y [ - an - s
-~ 0
K

S k_’*’-"(l + $2)—C’/2(1 o+~ a2x2)—cj,/2 — 0
It

quando z — oo. Esta demonstracdo é suficiente para completar a prova no caso em que
t{z) — oo mais rapido que az para algum a. Em caso contrario, calculemos

P(t(z) < © < az|z) = “ M

Hz) m{zx)
2.2y /2 rax
< &{1_“ ‘;)m} / 7(6)d6 — 0
ke l1+z )

pois o termo antes da integral converge para (1 — a)” e a integral converge para 0 quando
t(x) — oo, completando a demonstracio. - O

Antes de interpretar o teorema acima, convém discutir o caso onde f e ¢ sdo densidades
normais. Neste caso a posteriori também serd normal, sua varidncia independera de z
e sua média sera az, onde 0 < @ < 1. Quando |z| cresce, notemos primeiramente que
nas vizinhangas de = e 0 a probabilidade a posteriori tende a 0, ignorando o fato de que
sdo nestas duas vizinhancas que as fontes de informacio sugerem onde © deveria estar.
Em vez disso, a probabilidade a posteriori se concentra em torno de azx. Em contraste,
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no fenémeno de rejeicdo de outliers, quando |z| — oo uma fonte de informacio domina
a outra e a probabilidade a posteriori se concentra em torno da informacio dominante,
tendendo a zero em qualquer outra parte. O resultado (1) do teorema acima nos diz
que as probabilidades a posteriori para qualquer ¢ fixados estdo limitadas por miiltiplos
positivos da priori. Assim, a fonte de informacao que possuir a maior ¢rendece dominara
a outra. O resultado (2} diz que as probabilidades a posteriori aplicadas em uma funcio
de = convergem para zero em qualquer parte quando z tende ao infinito. Em particular,
a sugestdo da verossimilhanca de que © esta préoximo da vizinhancga de z é ignorada no
limite. No mais, ndo hd nenhuma probabilidade a posteriori na vizinhanca de az, o que
contrasta com o caso normal.

O teorema ainda é valido quando uma das fontes possui credence finita e a outra nio,
mas ele ndo necessariamente serd verdadeiro se ambas possuirem credence infinita {temos
que ter uma credence maior gue ¢ outra). Como ja discutimos, a rejeigdo ndo ocorre
no caso de distribuigdes normais. E interessante motarmos que a rejeicio ocorre nas
distribuicées Box-Tiao {f(y) x exp(—|y|>#+1)) com 8 > 1, mesmo esta tendo credence
infinita.

3.5 Resolvendo conflitos de informacao em RV

Muito se tem discutido na literatura sobre condicdes suficientes para resolver conflitos de
informagdo quando uma das fontes assume uma estrutura de locacfio. Contudo, sdo poucos
os resultados que se preocuparam com outras estruturas. Nesta secao apresentaremos os
resultados obtidos por Andrade e O'Hagan [2] supondo que pelo menos uma das fontes de
informacao possui distribuico de variacio regular, assumindo ou uma estrutura de escala
ou uma de locacgdo. '

3.5.1 Estrutura parametro de escala
Rejeitando a informacio .dos dados

Considere um modelo escala puro, ou seja, f(z|f) = (1/8)h(z/6), e apenas uma observa-
¢do. O seguinte resultado da condi¢des para que um conflito possa ser resolvido em favor
da, priori.
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Teorema 3.14. Seja X|0 ~ g tel que g é da forma ¢(x|0) = (1/8)f(z/0) e ©@ ~ 7. Se
para alguns 0 < 6 < p

1 fERV_,,
2. [0+ m(8)df < oo

Entdo

%7 (8)
p(blz) — T, 77 (6)dd

gquando T — 00.

Demonstracio. A distribuicao a posteriori ¢ dada por
sOl) = o IEHOTE) __(1/8)7(z/)x()
Jo 9(z|8)m(8)d8 Jo(1/6) f(x/0)m(6)d8

Dividindo o numerador € o denominador por f(z} e tomando o limite de p(f|z) quando
z — 00, temos

. img.oo(1/6) f(z/6)m(8)/ f(z)
Iim p(f|z) = - 3.12
F—co (Olz) hmx_,mfe(l/é')f(x/é)?r(e)dé'/f(x) ( )
supondo que os dois limites existam e o denominador seja nao nulo. Notemos que o

numerador em (3.12) é §*n(6). Para encontrar o limite do dencminador, observemos do
Lema 2.10 que para qualquer ¢ > 1 e § > 0 ¢ para todo z suficientemente grande

%fﬁi?w(é‘) < %w(ﬁ') max{fP+i—¢ getitoy

Agora, notemos que _ _
/ow S max{070, @) () = /0 l.max{s*’-5= 67+ ym(8)d6
+ /1 " max{6°~%, 6*+}x(0)dh
- /D ' grin(6)d0 + /1 " gt (9)ds

I o
< f 7(8)d8 + f 67+ p(8)db
0 1
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que é finito pela condigdo 2. Disto, podemos utilizar o teorema da convergéncia dominada
na integral em (3.12) e obter
0P ()
Blz) - ———
pl6lz) T, 6°(6)d0

quando z — o© O

O teorema acima nos.diz que se escolhermos uma distribui¢do de variacdo regular
para os dados e uma distribuicdo com a cauda mais leve para a distribuigao a priori, a
distribuicdo a posteriori se tornara independente do outlier quando este estiver suficien-
temente afastado da distribuicdo a priori. Notemos que, diferente dos resultados obtidos
por Dawid [13] e O’Hagan[33], ndo existe uma completa rejei¢do do outlier. Apesar da
distribuicdo a posteriori limite ndo depender de z, esta & uma combinacao entre 67 ¢ a
distribuicdo a priori. Pode-se pensar em 67 como uma distribuicdo impropria para os da-
dos que carrega pouca informacao sobre estes, ou mais formalmente podemos dizer que os
dados se tornam pouco informativos. Neste caso, dizemos que houve uma rejei¢o parcial
do outlier.

Varias observagoes

O teorema 3.14 pode ser generalizado para o caso onde temos varias observacdes. Neste
caso podemos ter um ou mais outliers na amostra. Para nossos propésitos considere que
o grupo de outliers estd concentrado em torno de um centro afastado dos demais dados.
Isto é equivalente a pensar que o z-ésimo outlier é da forma z; = = + ¢;, para algum |g;]
fixado.

Para mostrar que o teorema 3.14 se aplica para varias obervacoes, suponhamos que
Z1,...,%, € amostra aleatoria independente distribufda de acordo com
gi(z;|0) = (1/8)fi(z;/9), com ¢ = {1,...,n}. Assim, teremos que a distribui¢io con-
junta dos dados sera g(x|8) = (1/8)" x [[i-, ¢(=:|#). Suponhamos também que 6 te-
nha distribui¢do 7{¢). Suponhamos ainda que as observagGes z; com 7 € I sdo ou-
tliers onde J U I° = {1,...,n}. Assim, podemos escrever a verossimilhanca como sendo
g(x|z) = (1/8)* %[ L;ey F{z+e5)/0)x L epe Fz;/8)X7(B). Supondo que cada f; € RV_,,
temos pela Proposicao 2.11 que [ [;¢; f((z+€;)/6) € RV_x 4, Assim, pelo teorema 3.14,
teremos que se estiverem satisfeitas as condicoes

1. Hjejr flz+¢g;/8) € RV -5 ypi-1
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2. [o 07 x [T;ere 9(z;16) x 7(8)df < oo para algum § > 0

entio temos que
B2ieiPi x Hjefc 9(z;]10) x =(6)d6

Jo 655407 x Ty 9(a516) (6

p(O]x) —

quando z — .

3.5.2 Rejeitando a informacao a priori

Os resultados vistos anteriormente nesta se¢do lidam com o caso no qual estamos inte-
ressados em resolver conflitos a favor da distribui¢go a priori. Consideraremos agora o
caso em que temos condigdes suficientes para rejeitar a informagdo a priori a favor da
distribuicdo dos dados em caso de conflito entre as fontes. Neste caso, acreditamos que,
de alguma forma, a informacao dispenivel para a formulagéo da distribuicio a priori pode
produzir uma densidade que discorde dos dados.

Considere a transformacio de © para ® = |Y|/©. Utilizando o métode do Jacobiano,
obtemos que

(1/)f o/ Iyl (lyl/¢)
Jo(1/0) f(wo/lyim(|yl/@)do

(1/0) f(sgn{y}o)n(|yl/d)
Js(1/0) f(sgn(y)d)m(|yl/¢)do

onde sgn(y) =1sey > 0esgn(y) = —1sey <0

pa(¢ly)

Notemos que ps(fly) € a distribuigdo a posteriori de um parametro de escala, onde
fsgn{y)¢) e qlyl¢) = (1/¢) x n(ly|/¢) fazem o papel de priori e verossimilhanca res-
pectivamente. Assim, supondo que f tem a cauda mais leve que a de m e m € RV_(o41y
{p > 0), podemos aplicar o teorema 3.14 e obter

# f(sgn(y)9)
Jo ¢ 1 (sgn(y)0)dd

|yl[1_£n°o Ps (¢’l y) =

Em outras palavras, se escothermos uma distribui¢io de variagao regular para a priori
e uma distribui¢do com a cauda mais leve para os dados, a distribuigdo a posteriori se
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tornaréd aproximadamente independente da informagio a priori se esta estiver distante dos
dados, ¢ entdo a distribui¢do a posteriori serd baseada principalmente na verossimithanca.
Entretanto, ndo ocorrer uma completa rejeicdo da informagio a priori. Notemos que as
estimativas a posteriori serdc baseadas na informagdo proveniente dos dados.

3.5.3 Estrutura locacao

Mostraremos aqui que as condigbes, no caso locagio, estabelecidas por Dawid {13]e O’Hagan
[33] podem ser simplificadas pela utilizagio de distribui¢des de variagio regular. Para o

caso escala, podemos garantir a existéncia da distribuigdo limite da posteriori lidando

com o peso das caudas das distribui¢ées envolvidas. Isto ndo & possivel no caso locagao,

uma vez que a integragao é feita sobre todo R e néo temos como garantir o bom compor-

tamento da distribuigdo dos dados. Para tanto, Andrade e O'Hagan [2] combinaram as

distribui¢des de variagdo regular com algumas suposigdes comportamentais para estabe-

lecer novas condi¢oes para o casc locag@o. Estas condigdes sdo apresentadas no teorema

abaixo.

Teorema 3.15. Seja X|8 com densidade f(z — 0) e @ ~ 7 tal que

1. fERV, (p>0)
2. f >0 € continua em R

3. existem C; < Cy > C tais que f(x) € decrescente para x > Cs e crescente em
z < Cy. Também, dlog f(x)/dx existe e € crescente para x > Cs.

4 TERVour €ERV_comec>p+1

entdo
p(f|z) — w(0).

Demonstracdo. Ver Andrade e O’Hagan [2]. O

Basicamente, temos que as condigdes do Teorema 3.15 implicam nas condigdes de
O’Hagan. Diferente do casa escala, aqui temos uma rejeicdo completa do outlier e o
conflito é resolvido a favor da priori.
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Capitulo 4

Discussoes e Resultados

Neste capitulo apresentamos os nossos resultados obtidos ao longo deste estudo no que
se refere a relacdo entre distribuicGes de cauda pesada e conflitos de informagéo em in-
feréncia bayesiana. Na Secdo 4.1 discutimos sobre a relagao do teorema de Dawid ¢ as
distribui¢des de cauda longa. Na Secdo 4.2 discutimos a reiagéo entre o teorema de Peric-
chi e Sansé entre as distribuicdes em G, além da sua relacdo com o teorema de Dawid. Na
Secdo 4.3 damos condicdes suficientes para que um conflito entre as fontes de informagao
seja resolvido quando utilizamos distribui¢des pertencentes A classe SD. Na Secdo 4.4
caracterizamos a medida credence, mostrande que se uma distribuigdo tem credence entdo
esta pertence a ERV. Por ultimo, na Se¢ao 4.5 mostramos como a medida credence pode
ser utilizada para resolver conflitos assumindo uma estrutura de pardmetro de escala.

4.1 O Teorema de Dawid e distribuigoes em L

Como foi visto anteriormente, o teorema de Dawid foi um dos primeiros envolvidos na
resolucdo de conflitos de informacgdo. Nesta secdo discutiremos a sua relagdo com as
distribui¢oes de cauda longa.

Proposicao 4.1. Se f € £ entio f satisfoz a condigdo (1) de Dawid.

Demonstracio. Suponhamos que f € £. Entdo para € > 0 fixo, existe zo tal que para
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todo z > 2¢

7 =) - F(z)| < ef(z) 1)

para todoy € R. Sgja ¥ € R. Tomando y < ¢ e 2’ =z — y temos que
|F (=) = flz)] <ef(z), Yo >z (4.2)
onde z’ é tal que |z — 2’| < ¥ < ¥/, 0 que implica na condigio (1). - a

Com isto, temos um perfil do tipo de distribuicdo para a qual vale o teorema de
Dawid, uma vez que as densidades em L satisfazem a condicfio (1) e portanto estas séo
bons candidatos a obedecerem as demais condigdes.

De posse deste resultado, seria bastante 1til se a condig¢do (3)(a) de Dawid fosse vilida
para qualquer distribuicio em L. Infelizmente isto néo é verdade como podemos ver no
seguinte exemplo.

Exemplo 4.1. Suponhamos que g(x|6) = (z — 8) 2l (g11,:)(x) e que m{8) = 021 1,50)(6)

sejam respectivamente verossimilhanca e priori para um determinado problema. Notemos

que, para todo #, \
lim flz—-6) _ lim (Le) —1

&—oa f(.l?) z—o0 \ T —

para todo ¥ € R, portanto temos que f € £. Agora, notemos que

k(6) = sup %C(—;ﬂ = sup (-;f—g) Tgs1.00)(T) = (0 + 1)

Assim,

z—1 2 .
fk(@)w(&)dﬂ:/ (Q—il) dh=z—1- —— 42log(z — 1) = 00
<) 1 9 z—1

quando z — oo. Portanto néo satisfaz a condigéo (3){a) de Dawid.

O exemplo acima nos mostra que nem todas as distribuicdes em £ satisfazem a con-
digdo (3)(a) de Dawid. O teorema seguinte ilustra uma situacdo especial na qual, para
densidades em SD, o teorema de Dawid ndo pode ser empregado.

Teorema 4.2. Suponhamos gque g(z|6) = f(z — 9)'3 f(8) sejam respectivamente veros-
stmilhanga e priori para um problema, com f € 8D. Entdo temos que o condicao (3){a)
do teorema de Dawid nao é vdlida.

66



Demonsiragdo. Suponhamos que [ k(6) f(9)dd seja finita. Neste caso, pelo teorema da
convergéncia dominada, teremos que

%) . flz—10) : {f(fc—f’)}
1 = 1 2 f(8)df = e dg
e TR R A A= R I A
- /f(ﬁ)d9=17£2
2
0 que contraria a hipétese de que f € §. Portanto k(¢) néo & integravel em 6. O

Com isto, podemos ver que o teorema de Dawid nio se aplica naturalmente a qualquer
distribui¢do em L.

4.2 Uma nota sobre o teorema de Pericchi e Sansé

Na Secéo 3.3 apresentamos os resultados em Pericchi e Sanso {40]. Nesta secio discutire-
mos a relagic entre o Teorema 3.3 ¢ a classe G bem como sua relagdo com o teorema de
Dawid.

Primeiramente, notemos que uma. dag exigéncias do Teorema 3.3 & que

lim —-—ﬂ-(m k)

i S = exp{At}.

Ja vimos, pelo Lema 2.35, que se F'(z —t)/F(z) — ¢(t) quando z — oo, entdio este limite
¢ da forma exp{At}. Notemos entretanto que néo utilizamos nenhuma propriedade de
F para a demonstracio do lema. De fato, podemos demonstrar que o lema também &
verdadeiro trocando F por f. Damos entdo a seguinte proposicao.

Proposicao 4.3. Se w(x —t)/7(z) — exp{ it} quando z — oo, entdo Fr € G, onde F ¢
a funcio de distribuicdo de ©.

Demonstragdo. Sabemos que, dado € > 0 existe zy tal que para todo = > zg,

‘M —M<e = |n(z-t)—eMn(z)| < w(z)e

m(x)
= |Frlz —t) — M Fr(a)] € Frpme
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portanto ~
n(z—1) At

E@ °
G O

quando x — oo, implicando em F; €

Assim, notemos que esta condicdo do tecrema de Pericchi e Sansé tem forte relagio
com distribuicdes propensas a outliers, em especial com a classe G. Sabemos que a classe
de distribui¢des de cauda longa esté contida em G. Assim, um corolério interessante surge
quando ™ &€ L.

Corolario 4.4. Suponha satisfeitas as condi¢des do Teorema 3.8. Suponha também que
n € L. Entdo as condi¢des do Teorema 3.3 implicam no teorema de Dawid (Teorema
3.1).

Demonstracdo. Basta fazer A = 1 na demonstracao do Teorema 3.3. O

Assim, a condi¢do (2) do teorema de Dawid serad desnecessaria sempre que © € L.
Contudo, nao podemos afirmar que o teorema de Pericchi e Sansé implica no tecrema de
Dawid. Sabemos que a classe de densidades que atendem a condi¢do (1) de Dawid contém
£ mas nao temos certeza se todas essas densidades estdo em G.

4.3 Lidando com conflitos utilizando densidades em ST

Vimos anteriormente que a classe ST & uma vasta classe bastante utilizada em diversos
ramos da estatistica. Neste secdo mostraremos como, sob certas condi¢des, podemaos
utilizar distribuigdes nesta clagse para resolver conflitos entre as fontes de informacdo,
supondo uma estrutura de locagéo.

4.3.1 Rejeitando a informacao dos dados para uma tinica obser-
vacao '

A seguir enunciamos o principal resultado desta secéo.
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Teorema 4.5. Suponha que pare um determinado problema temos que g(z18) = f{z —8),
() e p(0|x) sejam, respectivamente, verossimilhanca, priori e posteriori, onde f e«
possuem formas distintas. Suponha ainda que

1. fe8D
2. A(m) C A(f), onde A(.) € o suporte da distribuicdo.
3. 1/2 < supyn(8)/F(8) < oco.

Enido temos que
lim p{f|z) = = (#) (4.3)

o 0

Demonstra¢izo. Primeiramente, suponha que ambas as fontes de informacdo possuem ¢
mesmo suporte. Sabemos que

g(z|8)(6) flz - ) (6)
Jo 9(x|0)m(0)df fe 0)n{G)do

Dividindo ambos numerador ¢ denominador por f(z) teremos

lim, oo £ = 0)m(8)/£(2)
iMoo Jo F (@ — 0)7(0)d0/ F(z)

desde que os dois limites acima existam e que o denominador seja nao nulo. Para o
numerador observemos que, pelo fato de f € L,

p(flz) =

lim p(8|z) =

im flz - e)ﬂ =7
Jim S5 (6) = (o)

restando apenas mostrar que o limite do denominador existe ¢ é nio nulo. Notemos
que pela condigio (2) do teorema temos que supy {0}/ f(6) = M, com 1/2 < M < co,
Portanto, pela suposi¢do (1) temos que

S 0r0) ;[ fle= 07O x(6) =670,
/ @) = o T@ @Y M i@ v

quando # — oo. Logo, pelo teorema da convergéncia dominada, temos que

flz-6) f(:c - 6) [ B
i [ H2S T ()it = [ Jim BBty - [ nioras -1
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e portanto
p(flz) — 7(6)

quando z — oo. Agora suponha que A{7) C A(f). Teremos entdo que

fla— ) (6)

plflz) = Tm @ — 6)(6)d0
Notemos agora que
f(m—f?)ﬂ flz=6)
o T < M [ 7 f6)d8
flz -
< i F @) f(f’)df?’

logo podemos utilizar o teorema da convergéncia dominada e o resultado segue como visto
no casc anterior. O

O resultado acima nos da condicdes suficientes para que um conflito seja resolvido a
favor da priori. A condigio (3) pede que o supremo da razdo entre a priori e a verossi-
milhanca, sob 0 mesmo suporte, seja finito. Isto é bastante razodvel se supormos que a
priori tem caudas mais leves que a verossimilhanca, o que pode evitar que o denominador
decresca rapido demais, fazendo a referida razdo tender ao infinito. A suposicdo de que
essa razao é maior que 1/2 serve apenas para garantir que a posteriori convergird para
uma densidade. A exigéncia de que f e 7 tenham formas distintas também serve para ga-
rantir que a posteriori convergird para uma densidade (se as duas fontes tiverem a mesma
densidade h, entdo a posteriori convergira para h/2).

O teorema acima é adaptavel para o caso no qual existam condicdes para descartarmos
a informacdo a priori. Para tanto basta trocar os papéis da verossimilhanca e da priori.
A seguir damos alguns exemplos onde conflitos séo resolvidos empregando o teorema 4.5.

Exemplo 4.2. O caso no qual X dado © tem distribuigdo t-Student com v graus de
liberdade ¢ © possui distribui¢do normal é facilmente tratado & luz do Teorema 4.5.
Primeiramente, notemos que a distribuicio t-Student pertence & familia subexponencial
e que possui 0 mesmo suporte da normal, satisfazendo portanto os itens 1 e 2 do referido
teorema. Em seguida, basta notar que o supremo pedido no item 3 existe para qualquer
v, uma vez que a distribuicdo normal concentra mais massa ao redor de sma moda e
suas caudas tém decaimento mais rapido do que a distribui¢do t-Student. Na Figura 4.2,
mostramos a razao entre a distribui¢do normal padrio e a distribuicao t-Student com 31
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graus de liberdade e nesta podemos notar que o referido supremo € finito e maior que
meio. Na Figura 4.1, temos dois graficos mostrando a densidade a priori e a posteriori e
a funcao de verossimilhanca, com z = 3 e £ = 10, respectivamente. Notemos que com o
aumento de z a distribuicdo a posteriori tende a se aproximar da distribui¢do a priori.

Exemplo 4.3. Suponha que para um determinado problema temos que

F(z]6) = Yz — 6) /2 exp{ - =17}

T8

w(6) = irarg (1) ()

Notemos que neste caso depositamos forte credibilidade na informagao a priori, represen-
tada pela distribui¢io beta com parametros de forma a = 2 ¢ # = 3 e com suporte entre
2 e 10. Em particular, temos que E{(©) = 5,2. Para a distribuicfo dos dados temos uma
Weibull com pardmetro de forma igual a 1/2. Com estes modelos, podemos esperar que
eventualmente uma observagio entre em desacordo com as demais devido a natureza da
distribuicdo dos dados. Para mostrar que esta modelagem descarta a informacdo dos da-
dos em caso de conflito, basta notarmos que estao satisfeitas as trés condigdes do teorema
4.5, isto é&:

e fes
e (2,10) C (0,0)

e o supremo da razao n{8)/ f(6) é finito e maior que meio, como mostra a Figura 4.3.

Com isto mostramos que, quando a observacdo z tende ao infinito, a distribuicdo a
posteriori tende a priori, descartando a informacéo conflitante. A Figura 4.5 mostra essa
aproximacao supondo z = 20. A Figura 4.4 mostra a esperanca a posteriori para diversos
valores de .

Exemplo 4.4. Mostraremos um exemplo no qual as condigGes de Dawid nédo se aplicam
mas a convergéncia das distribuicdes é garantida pelo teorema 4.5. Suponha que X dado
@ tem distribuicao Cauchy e que © seja parametro de locagao com densidade Pareto dada
por 7{(f) = 87211 00y (6). Notemos que, pelo Lema 3.7 temos que

sup_f(m_6)=sup Lot =m+9>9
= flz) 2 1+{z—0)? E+4i-6 "
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Figura 4.1: Priori, verossimilhanca e posteriori para as densidades no Exemplo 4.2, com



Figura 4.2: Razao entre a distribui¢ao normal padréo e a distribuicio t-Student com 31

graus de liberdade

a 4
e
= -

Figura 4.3: Razdo entre a densidade Beta(2, 3,2, 10) e a densidade Weibull com paradmetro

de forma igual a 1/2
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Figura 4.4: Esperanca a posteriori para diversos valores de z, onde X |0 ~ Weibull(1/2,0)
e © ~ Beta(2,3,2,10)

para todo ¢ > 1. Assim, temos que

fle=8) o
/esgp ) (Q)d{?Z/; edﬂ

e portanto a terceira condigdo de Dawid néo esta satisfeita. Entretanto, é imediato que
as condigbes 1 e 2 do teorema 4.5 estdo satisfeitas. Observemos agora que

logo

< sup fg; < 27

e portanto a terceira condicdo do Teorema 4.5 também esté satisfeita, logo temos que em
caso de conflito entre as fontes de informacao, a distribui¢zo a posteriori deveria convergir

74



0.20
I

013
]

D.10
|

0.05
1

0.00
]

valores de Teta

Figura 4.5: Linha sé6lida: posteriori para o Exemplo 4.3, supondo = = 20. Linha ponti-
lhada: densidade a priori

para a distribui¢do a priori. De fato, temos que

I+22 1 /°° 142> 1. -
1+(z—60)280\), 1+(z—0)2¢ )
Temos que, para o numerador da expressaoc acima,

1+z22 1 . 1
1+{x—0)262 02
quando z — oo. Para o denocminador, notemos que
o] 1 2
/ __tf_idg
1 1+{z—0)26°
2 — 7+ (2+7)2* — 2(z? — 1) arctan{l — z) + 2z log[2 + (z — 2)z]
2(1 + x2)

— 1
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quando z — oo, € portanto
lim p(8|z) = #(6),
=00

conforme o esperado.

Exemplo 4.5. Consideremos uma observa¢io = e que estamos interessados em um para-
metro de locagéo 6. Dois modelos sdo propostos a seguir:

¢ Modelo I: g{z|6) x (x — ) exp{—2.4z} e w(6) x fexp{—0}
e Modelo IE: g(z|0) o (z — 8)! exp{—(log(z —~ §))?/0.5} e 7(#) x #exp{—8}

O Modelo I considera a distribui¢do gama, de cauda leve. O Modelo II considera uma
lognormal que possui densidade satisfazendo a condicdo 1 do teorema 4.5. Notemos que as
condicGes 2 e 3 também estfo satisfeitas. Caleulamos para ambos a esperanga a posteriori.
Para o Modelo 1, obtivemos uma esperanca a posteriori sempre crescente com o aumento
de z enquanto que para o Modelo II, esta se aproximou cada vez mais da esperanca a
priori, como pode ser visto na Figura 4.6

100

a
1
3%
]

1]
I
25 an
1 ]

zn
|

15

Figura 4.6: Esperancas de § a posteriori com o crescimento de z para os modelos I e II
respectivamente
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4.3.2 Rejeitando varias observacoes

Suponha que Xi,... X, sejam varidveis aleatérias independentes e identicamente distri-
buidas dado ©, com funcdo densidade f € SD. Seja m a funcdo densidade a priori.
Mostraremos como o Teorema 4.5 pode ser utilizado para o caso em que temos um grupo
de observacoes outliers.

Suponha gue observamos x = {z1,...,%Zn}. Considere que as observacdes z;,, com
i € I, sejam outliers, onde [ = {1,...,n,}. Suponha ainda que

e sup,m(d)/f(8) = M <
e supg f(z; - 0) =C <>
o A(n) C A(f), onde A(.} é o suporte da distribuicio

Inicialmente, suponha que temos apenas um outlier, identificado por zy,. Temos que

p(6]%) = F|0)w(6)/ f(z,,) [T, f(mil6)(6)/ f (@)

Jo Fx|0)7(8)d6/ f(zs) — [o F{Iliy FlzlO)m(6)d6/ flzs,)
Como f € 8D, temos que .

Hf(x;:lg (]f{ 1)9)Hf(z 6)— [ flz:i—8)

i1 i)

quando x5, — oo. Também temos que -

N f = 0)(0) f(z ~ 8)1(8) x(0)
fA(w) 11 = /A(n pale @

fa) - T'Jl) 7 (&)
flezn — )
T Jap flen) L=t g fla;—6)Mds

< o [ L8 g L apsem,
ALF) (zn

Notemos agora que

/ H Flz; — ) (8)d8 < ch 7(6)df = L.
Alm)

Afrr) i=1
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Portanto, desde que M > 1/2, teremos que

: ¥ fle-o)r(g) flz; — 8)n(6)
= H _f-(;.}:“j_dﬁ - -/ I~-}11"’°"3 H f(x.h TFaa)

TJy—oa A('ﬂ') i=1
- / ;— 9)n(6)d8
A(?T) 1__,.:__‘]1

o que implica em

[Liys, flme— 6)m(8)
fA(ﬂ‘) [Ties, flz:— G)m (8)dd

Suponha agora que temos dois outliers, 5, e Tj5,. De maneira analoga ao que foi feito
acima, teremos que

p(6]x) —

lim lm p(f|x)= lim p(6]z:,i# J1) = p(Blz; # Ji, J2)
IJ2—~DO le 2—*00

e a extensdo segue naturalmente para todos os outliers. Assim, desde que as condigdes

do Teorema 4.5 estejam satisfeitas para uma Gnica observacao, teremos que

p(Blx) — p(b]z;,1 € I)
quando x; — oo, para todo j € 1.

Exemplo 4.6. Para ilustrar a utilizacdo do Teorema 4.5, suponha que para um determi-
nado problema observamos X, ..., X,, uma amostra de varidveis aleatérias independentes
identicamente distribuidas dado ©. Suponha que © & parametro de locagdo com distri-
buicdo Beta(a, 5, a,b), onde o e J s2o os pardmetros de forma e a e b sfio os de locagdo,
com seus respectivos valores sendo 3,3, —3 ¢ 3. Para fins de comparagdo, propomos duas
distribuicdes para os dados:

o X;|0 ~ N(6,1) neste caso ndo esperamos que a informagdo gerada pelos dados
possa discordar com a informacao a priori e portanto outliers ndo sio esperados;
» X;i|8 ~ (31,6 neste caso suspeitamos que a informagdo dos dados pode discordar

da informacio a priori;

Suponha que achamos a distribuicdo t-Student com 31 graus de liberdade apropriada para
a situacio e gostariamos de saber se, em caso de conflito, a inferéncia a posteriori sera
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influenciada pelas observacdes discrepantes. Notemos que as condi¢des 1 e 2 do Teorema
4.5 s&o de verificacdo imediata. Para mostrar que a condigdo 3 é verdadeira, podemos
mostrar que

{Hsgp Jlz - 9)} Sl;p% < 0.

jel

Suponha que [ {enha ng elementos. Temos entao que

HSt;p flz; —8) = f(0)™ < o0

el

Como a razio w(8)/f(6) é finita no suporte de & temos que sup, 7(0)/ f(§) < oo e portanto
o Teorema 4.5 pode ser aplicado. Assim, na ocorréncia de outliers teremos que a inferéncia
a posteriori dard malor peso para a nossa crenga a priorl. Para ilustrarmos a aplicagao,
considere X e Y independentes e identicamente distribuidos dado ©. As Figuras 4.7 e
4.8 mostram a esperanca a posteriori para diversos valores de X e Y assumindo que ©
é parametro de locaco com distribuicio Beta(3,3,—3,3), com X e Y tendo distribuigdo
N(8,1) e t31,9. Observemos que para a distribuicdo normal, pequenas variagGes de X
e Y fazem com que a esperanca a posteriori se aproxime de —3 ou 3, sugerindo que ¢
deveria estar proximo dos extremos da ditribuicdo a priori, causando um conflito entre as
fontes. Contudo, para a distribuicdo t-Student temos que a posteriori tende a rejeitar a
informacéo conflitante 4 medida que esta aumenta em valor absoluto.
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Figura 4.7: Esperanca a posteriori para valores de X e Y entre -10 e 10, supondo que os
dados possuem distribuicdo N(8,1)}
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Figura 4.8: Esperanca a posteriori para valores de X e Y entre 0 e 50, supondo que os
dados possuem distribuicio ¢ g
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4.3.3 Rejeitando a informagao a priori

Suponha agora que acreditamos que a informagdo a priori pode, eventualmente, se dis-
tanciar da informagao proveniente dos dados. Mais especificamente, suponha que X dado
© tenha densidade g(z|f) = f(z — #) e que © tenha densidade 7(#) com 7 € SD. Temos
entao que

po(f|z) & fz — B)m(6).
Sejam @ = X —© e Y = X. Entdo teremos que

po(dly)  f(g)n(z — ¢)

Assim, se supormos que A(f} C A(7) e que

poderemos aplicar o Teorema 4.5 para mostrar que

po(@ly) — fl9)

quando y — oo, rejeitando completamente a informagio a priorl.

4.4 Caracterizacao de credence

Discutimos na Secéio 3.4 sobre a medida denominada credence, utilizada para a resolugio
de conflitos de informagdo. O autor comenta que muitas distribui¢ées de caudas pesadas
comportam-se de maneira semelhante. Nesta se¢do mostraremos que se uma densidade
possul credence entdo ela pertence & FRV. Em seguida mostraremos a relagic desta
medida com a distribui¢ao t-Student.

Proposicdo 4.6. Se f possui credence enlgo F € ERV

Demonstracéo. Suponhamos que g{z|f) = (1/68) x f(z/0). Veremos mais adiante, na
Proposicao 4.9 que paratodoz € R
kmin{l, 6} < g(x|8) < K max{1, 6°}
6K -~ = fl@) - 6k
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Facamos m(@) = (k/K) x min{1,6°} e M(§) = (K/k) x max{1,6°}. Agora, notemos que
para todo z € R

m(e) _ glal) _ M(6) .

< I < B = mo)(e) < fa/0) < M)

- ﬂé@ f " pdt < f -f(t/9)dt<—~— f f(t)dt

me) . F(xz/8) . M(8)
8 — F(z) g

= <

e para todo & teremos que

F(z/0) _ K
F(z:) k

logo F' € ERV. 0

X min{ot g1y < 20 ax{01, 651

K

Com base nisto, seria interessante que todas as distribuigdes de variagio regular ti-
vessem credence. Infelizmente isto ndo é sempre verdade, uma vez que as distribuigdes
de variagio regular ndo precisam estar definidas em toda a reta, nem precisam possuir
densidade para todo z. Podemos notar, por exemplo, que a distribuicdo Pareto pertence
a RV, mas sua credence é infinita, recebendo portanto a mesma classificacio que uma
distribuicdo normal.

A medida credence foi idealizada a partir do comportamento da distribuicio t-Student.
De fato, se supormos que ¢ tem distribuigio t-Student e portanto

g(z) & (v + g?) "2+

e se supormos que cred(f) = v + 1, teremos que

f(z) _ f(z) - {v+x2 }_%(”H) f(:r) h(v ){v+x2}‘%(v+1)

(14 22)~2(+D) h (v+z2)2 14 z? g(z) 1+ z2

onde g{x) = A(v)(v+22)~ 2. Pelo fato de f possuir credence e por existirem constantes
b > a > 0 que limitam o termo entre chaves na altima igualdade acima, temos que g ~* f.
Em especial, pelo Lema 2.6, se f € £, entdo F € §.

Portanto, concluimos nossa caraterizacdo de credence em termos de caudas pesadas:
se f possui credence, entdo f € ERV e, se supormos ainda que f € L entdo F € S,
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4.5 Utilizando credence para problemas de escala

Vimos anteriormente que a medida credence poderia ser utilizada para resolver conflitos
entre as fontes de informacéo no caso onde pelo menos uma das fontes tinha uma estrutura
de locacdo. Neste caso um conflito estaria resolvido a favor da fonte que possuisse major
credence. Nesta se¢io discutiremos como essa mesma medida pode ser utilizada para
resolver conflitos de informag¢io quando uma das fontes assume a estrutura escala.

Neste momento se torna oportuno recordar o Lema 3.7. Este dizia que para quaisquer
a#0eb exitem L > >0 tais que paratodoz € R

2
< 1+ (az +b)

{
- 1+ 2

<L

Notemos que as constantes [ € L dadas pelo Lema 3.7 sdo fungdes de @ € 5. De
posse deste resultado, podemos caracterizar melhor as constantes dadas no teorema da
invariineia, como sugere a seguinte proposicao.

Proposicao 4.7. Seja g{xla,b) = (1/a) x f({x — b)/a) e seja cred(f) = c. Entdo para
quatsquer a e b existem Kap) = Kap) > 0 tais que

k(a,b} < {1+ $2)C9($|9) < K(a.b)‘ (4.4)

Demonstra¢éo. Da demonstragio do teorema da invaridncia temos que

cf2 ef2
5 < (142 (al6) <

onde ! e L sao obtidos pelo Lema 3.7. Mas isto implica em
klap) < (1 + 2%)g(z]a,b) < Ky

onde kg sy = (k/a)x(lp/L1ja)? € Koy = (K/a)x (Ly/l170)/? concluindo 2 demonstragio.
(Ml

Corolario 4.8. Suponhamos que g(z|6) = (1/6) x f(x/8) onde cred(f) = c. Entao

kmin{87},6°7'} < (1 + 23)?g(z|8) < K max{67},6°'}. (4.5)
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Demonstra¢do. Da demonstracio anterior temos que

koo < (14287 g(x16) < Ko, 0)

pois ndo temos o pardmetro de locagio. Assim, Ly = [y = 1 e portanto ko =
kmin{1,6°}/8 ¢ Ko = Kmax{1,6°/9. |
Proposigao 4.9. Seja g(z|#) = (1/8) f(z/8). Enido existemn x2(0) > 51(8) > 0 tais que
g9(zl0)
r1(0 a8
() < ==~ Fo) S < Ka(8).

Demonstragdo. Pelo teorema da invaridncia, sabemos que g também possui credence e
portanto,

glzl6)  g{z]0)(1 + z2)/* < K max{1,0°}

@ T i@ S ek

Por outro lado

o(zl6) _ g(z[8)(1+27)* _ kmin{l,6°)
fz) ~ Tl ieare T 6K

portanto
kmin{1,6°} < g{x)8) < K max{1, 6}

6K - flz) — 6k
Agora, basta tomar £1(8) = (k/K) min{#71,8°} e xp(8) = (K/k) max{8~1,07'}. O

Teorema 4.10. Sejem g{z|8) = (1/6)f(x/8) e verossimilhanga, w{8) > 0 a distribui¢do
¢ priori e p(6|z) a distribuigéo a posteriori para um determinado problema. Suponhamos
que

1. cred(f) =cfc > 1)
2. [50°m(8)df < o0

ent@o, para todo x € R temos que

k1(8)m(8) Kk {8)m(0)
I Ke(0)m(6)d fo_ K1 (B)(8)do

e que E(B|x) < 00, onde x1{6) e ku(8) sdo como na Proposicio 4. 8.

9_p(9| r) <
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Demonstragaoc. Temos que

olclom(6)  _  glalo)n(®)/f(z)
Js g(zlo)m(8)ds [ {g(zi0)n(6)/f(x)}db’

Para o numerador, temos que para todo z € R,

g(z|6)
flz)

p(6lz) =

k(B)m(8) <

{6} < Ko(B)7(8).

Agora, notemos que

* * K -1 ge—1
/0 ko (O)mw(6)d8 = ‘é —;-C—max{S 85 Y (8)dd
1 o
= .[; %max{ﬁ_l,ﬁc_l}w(é?)dﬁ-i—/; %max{ﬁvl,t?c“]}w(f?)d@

1 o0
_ X / 01 (6)d6 + 1o / 6° L (8)df
k Jo k Ji

que £ finito pela condigdio (2). Notemos também que
(v v) A0 k
/ ki (B)m(@)de = / — min{6™, 8 1 }x(0)dd
0 1] K

1 k o0
- f X min{0, 6 m(0)d0 + f £ min{6mt, 05" Yn(6)d0
0 1 K

k 1 k o0
= — [ gt 9+ g1
: fo r(0)d0+ fl r(0)d8 > 0

assim, temos que para todo z € R,

e . < gl=lf) % (B -
0< /0 w@r) < [ Lm0 < /ﬂ A(8)m(8)d8 <

portanto (9) (9) (9) (6)
! m Ry s
Jo~ k(@) (8)df < plfle) < [ 5, (@) (6)d6”

Para mostrar que a esperanca a posteriori ¢ limitada, note que

_ Iy (89(=10)x(8)/ f()}db
Is {g(=z|0)n(6)/ f(z)}de

E(6|z)
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J4 vimos que o denominador da razdo acima ¢ limitado e ndo nulo. Para o numerador,
observe que

e i K =1 ne—1
/0 Bra(O)m(0)d0 = /0 97 max{s~, 6 ym(0)ds

LK © K
- / 6o max{67, 67"} (6)df + f 6 max{g~, 6" }m(8)d0
0 1

1 K o0
. / 7(8)do + — f 9°m(6)do
k o k 1

que ¢ finito pela condi¢io (2) portanto

I3 Oro(0)m(8)de

B(flz) < [P @ @)do

terminando a prova. O

Assim, se as condicoes deste teorema forem satisfeitas, podemos determinar a maior
influéncia que um valor de z ter4 sobre a a posteriori. Este resultado mostra que a fonte
de informagdo proveniente dos dados se torna pouco informativa, mas nac ha rejeig¢ao
completa desta. Podemos dizer que toda a informagio do outlier esta contida em #1(8) e
ko(#) e que a informacio a priori domina a informagio entregue pelos dados.

Exemplo 4.7. Podemos observar que os Teoremas 4.10 ¢ 3.14 se aplicam em situagGes
parecidas. Neste exemplo mostraremos umna situa¢do na gqual o teorema 3.14 ndo pode ser
aplicado. Assim, para um determinado problema suponhamos que a densidade dos dados
seja

I'(¢) 1 2+sin(z/9)
gT(*5) 2y {1 + (2/0)2}7*

e que a distribuicdo a priori seja Gama(3,2). Temos que F(X|0) = 0,2105128 (para
v > 2) e que KO = 1,5. Notemos que o teorema 3.14 ndo pode ser aplicado uma vez
que a densidade de g ndo & de variagio regular para todo # (observemos contudoe que g
pertence & ERV). Notemos que

o(el6) = 5/ (/) =

+ f possui credence ignal a v

o [Z6°n(8)d0 = T3 +v)/(2°T(3)) < o0
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¢ portanto podemos aplicar o teorema 4.10. Assim, damos condicées suficientes para
que um possivel conflito seja resolvido a favor da priori. A informacio outlier ndo sera
completamente rejeitada mas exercera pouca influéncia sobre a posteriori. Em especial
podemos garantir que a esperanca a posteriori sera finita.

Podemos ainda calcular o limitante superior da esperanca a posteriori. Para tanto,
suponhamos, por comodidade, que v € igual a 3. Entdo temos que:

k=0,25e K = 0,75 sio as constantes encontradas através da defini¢éo de credence

[3° 51 (6)m()d9 = 0, 187988
% Ka(0)m(6)d6 = 10,3081

L ]

[ 8r9(0)(8)df = 23,0073

portanto, para z suficientemente grande, temos que
E(f|z) < 122,866

Com este intervalo podemos afirmar que, na presenca de um outlier, a esperanca da
posteriori sera menor que 122, 866. Contudo, para valores observados muito elevados, a
esperanca a posteriori apresenta oscilagdes bem inferiores ao limitante superior dado em
fungao de #,(8) e x2{), como pode ser visto na Figura 4.9.

Na Figura 4.10 mostramos ¢ grafico das fontes de informacgao e da posteriori sobre 8
em duas situa¢bes. Na primeira. fixamos z = 5. Notemos que a posteriori se concentra
proxima das regies de maitor densidade de ambas as fontes. Na segunda situagio, fixa-
mos z = 25. Notemos que neste caso, a verossimilhanga pouco influencia a posteriori.
Entretanto, a posteriori oscila, ndo se aproximando perfeitamente da priori. Apesar de
ndo haver convergéncia para a priori, sabemos, pelo teorema 4.10, que existem miiltiplos
positivos da priori que dominam a posteriori. Neste caso dizemos que a informacio a
priori domina a informagio dos dados e portanto o conflito é resolvido a favor da priori.
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Figura 4.9: Esperanca de ¢ a posteriori para x entre 0 e 100, considerando as distribuicdes

dadas no Exemplo 4.7
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Figura 4.10: Priori, verossimilhanca e posteriori referentes ao Exerplo 4.7 graficadas

sobre 8. Acima fixamos £ = 5 e abaixo fixamos x = 25.
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Capitulo 5

Consideracoes finais

Ao longo deste discutimos os conceitos bésicos de conflitos de informagfo, bem como
algumas possiveis agdes que evitam que a posteriori seja influenciada pelo agente causador
do conflito, que neste caso é o outlier. Dentre estas possivels agbes, destacamos em especial
o uso de distribui¢oes de cauda pesada. Assim, atribuindo-se distribuicGes com pesos
diferentes para as fontes de informacio, vimos que em caso de conflito a posteriori, sob
certas condigdes, rejeitava a informacdo com a cauda mais pesada. Vimos também os
diferentes tipos de rejeicdo encontrados na literatura.

No Capitulo 2, vimos que as distribui¢cées de cauda longa sfo um subconjunto da
classe G, que por sua vez é um subconjunto da classe de distribuigdes propensas a ou-
tliers. Embora ndo tenhamos discutido muitos resultados sobre resolugéo de conflitos de
informacao utilizando distribuigbes que nio fossem de canda pesada, nao descartamos a
hipttese de que outras distribuigdes propensas a outliers nao possam ser utilizadas para
tal fim. Desde que utilizamos o peso da cauda da distribuicio como um dos critérios-para
resclver conflitos, ou ainda, a propensio da distribuigcao para gerar outliers, a distribuiges
propensas a outliers podem refletir nossa opinido sobre a credibilidade da fonte.

No Capitulo 3, mostramos diversos resultados da literatura sobe conflitos de informa-
¢Ao, muitos deles classicos. Como dissemos anteriormente, algum destes resultados estdo
mergulhados em contextos diferentes. O-teorema de Dawid, por exemplo, simplesmente
tenta dar condigdes suficientes para a conjectura de Lindley [29], sobre como a escolha
de distribui¢cdes pode tornara posteriori mais ou menos sensivel a4 outliers. Neste ponto,
temos que muitos resultados que surgiram a partir de Dawid [13] estdo relacionados com
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analise de sensibilidade em inferéncia bayesiana, ou mesmo em apenas dar condicoes sufi-
ciente para que a esperanga a posteriori ndo seja influenciada por um outlier, como vimos
na Se¢do 3.3 que trata dos resultados obtidos por Pericchi e Sansé [40] e em Haro-Lopéz
e Smith [27] que elaboraram um resultado analogo ao de Dawid utilizando distribui¢Ges
v-esféricas. Contudo, os jargdes da teoria de conflitos de informagao foram, aparente-
mente, introduzido por O’Hagan [33]. De fato, muitos dos trabalhos que lidam conflitos
de informacdo de fato tém [33] entre as suas referéncias. Dentre estes trabalhos, citamos
Lucas [30], Goldstein {24], O’Hagan [34], [36] ¢ Andrade e O’Hagan [2]. Em especial,
Andrade ¢ O’'Hagan {2| e O'Hagan [36] trazem boas discussdes sobre o que é um conflito
e o que significa resolvé-lo.

No Capitulo 4 discutimos sobre a relacio entre as distribuictes de cauda pesada e
conflitos de informacdo em inferéncia bayesiana. Para o teorema de Dawid, mostramos
que existe uma relagio entre sua primeira condicio e as distribui¢bes de canda longa.
Apresentamos ainda duas pequenas discussoes. A primeira dizia sobre como resultado e
Pericchi e Sansé esta relacionado com a classe G e com o teorema de Dawid e a segunda
sobre como a medida credence esta relacionada com a classe ERV. Também demonstramos
que a medida credence poderia ser aplicada para resolver conflitos nos quais uma das
fontes assumem uma estrutura de escala (Teorema 4.10). Embora este resultado possa
ser utilizado em situacSes analogas as do Teorema 3.14, discutimos e exemplificamos
situacdes onde o Teorema 3.14 ndo poderia ser aplicado.

Ainda no Capitulo 4, apresentamos o Teorema 4.5. Se comparado aos resultados de
Dawid [13] e Pericchi e Sanso [40], o Teorema 4.5 é aplicado a uma classe menor de
distribuigées (a classe SD). Contudo, esta classe ¢ bastante utilizada na pritica. Além
disso, as condicbes do Teorema 4.5 sdo mais faceis de serem verificadas do que as dos
Teorema 3.1 e 3.3, uma vez que trocamos os cilculos de integrais de supremos por um
grafico da razao entre as fontes.

Por ultimo, para trabalhos posteriores, gostariamos de sugerir:

¢ estudar como as distribui¢bes propensas a outliers podem refletir diferentes graus
de credibilidade para as fontes;

e verificar se existe uma relagdo entre as distribuicfes propensas a outliers multiva-
riadas apresentadas em Barme-Delcorix e Gather [6] e conflitos de informacg@o em
inferéncia bayesiana;

s verificar as relagdes entre conflitos de informagdo e distribuices multivariadas su-
bexponenciais e de variacao regular;
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