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INTRODUCAO

O espirito deste trabalho foi inspirado no artigo de W. Fenchel [Fenchel] de 1951.
Neste o autor faz uma coletanea ¢ correspondente andlise de resuitados até entdo ohtidos
sobre propriedades globais de curvas no espago. Nosso proposito ao longo de todo este
texto foi apresentar o protétipo do que seria uma versao atualizada do trabalho de W.
Fenchel, guardadas as devidas proporgdes e sem a pretensao de ser completo. Assim, além
de ser uma abordagem aprofundada da mestranda neste tépico de pesquisa, é tambeém
uma primeira etapa de um trabalho conjunto com a orientadora visando um texto didatico
e de divulgacao sobre o tema.

Podemos considerar como marco inicial para o estudo das propriedades globais de
curvas fechadas o Teorema dos Quatro Vértices provado por Mukopadhaya (1909} e Kneser
(1912), que estabelece que toda curva fechada no plano que nao tenha auto-intersecgdes
possul pelo menos 4 vértices, isto é, 4 pontos de exiremo para sua curvatura. Diferentes
versdes e extensdes para este teorema tém sido apresentadas desde entdo, inclusive unia
reciproca provada por H. Gluck em 1971 [Gluck]. Comentamos em 11.3 duas versées mais
recentes; a de R. Osserman, de 1985, “Teorema dos Quatre ou Mais Vértices” {Osser-
man|, da qual fizemos um estudo detalhado e a de U. Pinkall (1987), para curvas planas
com auto-interseccao mas que sao bordo de uma superficie imersa [Pinkall]. Mencionamos
também o analogo deste teorema para curvas convexas no espago, isto €, curvas que estdo
contidas no bordo de seu fecho convexo. Tais curvas possuem pelo menos guatro pontos
de torg¢do nula (I11.3).

Quando Fenchel escreveu o artigo mencionado, Fary e Milnor acabavam de provar o
resultado cldssico que estabelece uma condigdo necessdria para que wma curva tenha né
— sua curvatura total tem que ser maior que 4%. Neste trabalho analisamos o teorema de
Fary—Milnor com duas diferentes abordagens comentando um resultado correlato recente
apresentado por M. Freedman, Z.X. He e Z. Wang em [Freedmman] que estabelece outra
condicao necessdria para que uma curva tenha né, utilizando o invariante no espago de
curvas fechadas no J#® denominado energia de um né (1I1.4).

No primeiro Capitulo fazemos um breve apanhado das propriedades locais de cur-
vas, procurando dar diferentes interpretacbes para conceitos como curvatura e torcao,



além de fixar a notagdo. O segundo Capitulo é dedicado ao estudo das propriedades glo-
bais de curvas planas como indice de rotacdo, curvatura total e o Teorema dos Quatro
Vértices. No terceiro Capitulo estudamos importantes propriedades globais de curvas no
espago como curvatura total, torgdo total, energia de um né ([Freedman]}, mimero de
enlacamentos de duas curvas fechadas (linking number) ([Pohl 1] e {Rolfsen]) e nimero
de auto-enlagamentos de uma curva fechada {self linking number) {[Pohl 1]). Finalmente,
no Capitulo IV colocamos uina interessante aplicagio de algumas propriedades globais de
curvas ne espago ao estudo da estrutura da molécula de DNA ([Pohl 3)).

Ao longo de todo o trabalho fizemos a andlise detalhada de alguns artigos que julga-
mos importantes, acrescentando provas que nao estavam feitas e dando provas alternativas.
As principais referéncias, neste caso, foram {Osserman} em 1.3, [Pohl 1] em II1.5 e [1L.6 e
[Pohl 3] no Capitulo IV.

Além disto, estudamos a familia de curvas {g,p) sobre o toro (uma curva {q.p) so-
bre o toro é uma curva que gira ao redor do toro ¢ vezes na dire¢ao longitudinal e p
vezes na dire¢do meridional) analisando curvatura total, tor¢do total e numero de auto-
enlagamentos podendo assim utilizd-las como exemplos e contra-exemplos de grande parte
dos resultados aqui apresentados. O uso de programas computacionais {Mathematica e
Maple) para o calculo algébrico e visualizagio foi de fundamental importancia para a sensi-
bilizagao e estabelecimento de conjecturas que depois foram provadas, como por exemplo,
no calculo da curvatura total das curvas (g, p) em I1L2.

Uma perspectiva nossa para um trabalho futuro é o estudo de trabalhos mais re-

centes envolvendo invariantes como energia de nds, tendo como meta especializar alguns
resultados, possivelmente utilizande o mimero de auto-enlacamentos de uma curva.
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CAPITULO I

CURVAS NO PLANO E NO ESPACO —
PROPRIEDADES LOCAIS

INTRODUCAO

Neste capitulo introduzimos os conceitos basicos da geometria diferencial das curvas
no plano e no espago procurando justapor as formulagdes de manipulagido algébrica mais
simples com as de forte significado geométrico. Em I-1 e [-2 apresentamos os principais
resultados referentes a curvatura e torgao, fixando a notagao que serd utilizada no decorrer
deste trabalho. Em [-3 discutimos a correlagio entre vértices de uma curva e cispides de
sua evoluta, a qual ndo se encontra na literatura usual.

-1 CURVATURA E CIRCULO OSCULADOR

Consideramos neste trabaltho curvas ¢4, i : I — IR3. Diremos que uma curva pa-
rametrizada g : [ — IR® é regular se u'(1) # 0. Quando o pardmetro da curva for o
comprimento de arco, utilizaremos a letra s. Convencionaremos a notacdo: p' para a
derivada de y com relagdo ao cumprimento de arco e [ para a derivada de g com relagio
a um parametro qualquer. Observamos que embora toda curva regular possa ser parame- -
trizada pelo comprimento de arco s, em geral nao conseguimos uma expressio explicita
para esta parametrizagdo. Vamos agora lalar sobre a curvatura de uma curva regular.

- CURVATURA DE UMA CURVA

Definigao: Seja y : I — IR® uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco
s. O nimero | p”(s) |= k(s) é chamado a curvatura de g em s.



Sejam P = u(i;) um ponto arbitririo de uma curva g e @ = p(t2) um ponto de g
préximo da P. Sejam A# o angulo ndo orientado entre as tangentes apem Pe Qe | As |
o comprirmento do arco PQ).

O limite da razdo — quando @ — P é a curvatura de g em t;. (Vamos denotar

As

este limite por k).

Se u = u(s) é a parametrizagao pelo comprimento de arco da curva, vamos mostrar
— "
que k(s) =} u"(s) {.

De fato,
Sejam P e ¢} os pontos associados com os valores s e s + As nos pardmetros.

O angulo A8 é o angulo entre os vetores tangentes unitérios i{s) = y'(s) e i(s + As) =
#(s+ As)

A6
P B
S
0
Figura L1
Portanto, | t{s + As) — {(s) |=2 sen%.

Logo,

|#(s+ As)—t(s) | senS? Af

| As | - ATB | As |’

Agora, quando | As j— 0,Af8 — 0 pela continuidade de #(s). Logo, passando ao
limite, obtemos:




| 1(s) 1= k(s)

~ FORMULA DA CURVATURA PARA UMA CURVA NAO PARAME-
TRTIZADA PELO COMPRIMENTO DE ARCO

Para efeitos de cdlculos, esta férmula nos sera muito 1itil, visto que em geral néo
é possivel obter uma expressao explicita para a parametrizacio de uma curva por seu
comprimento de arco.

Consideremos, inicialmente, uma curva g regular parametrizada pelo comprimento
de arco s. Como sabemos, k(s) =| ¢"(s) |. Como u"(s) € perpendicular ao vetor unitario

#'(8), temos que k(s) é também a area de retangulo gerado por 1'(s) e u"(s).

Portanto, k(s} =| 1'(s) A 1"(s) |. No caso de p ser uma curva no plano R?, também
poderemos expressar k(s) =] det(u'(s), p"(s) |.

Agora, consideremos a curva g com parametro qualquer {. Podemos reparametriza-la
pelo comprimento de arco

p(t) = B(s{t)) onde s = j: | a(t) | dt.

ds | .
Logo, = =| (1) |
. . L ds
Também, p(t) = 3 (S)E
gy A ()
hoso I8 = gt = T ¢
f(tyds/dt — pd?s{dt* [ — pfli|d®s/di?

3"(s) = . = —
7 (i P P
Donde obtemos:
A |
k‘(i = - (Il)
)T
No caso especial de u ser uma curva plana também podemos escrever:

k(1) = Lt ) | d“‘tg‘l’;‘) | (1.2)



OBSERVAGAO L1: k(t) = 0 se e somente se e /i sio linearmente dependentes.
- CIRCULO OSCULADOR DE UMA CURVA

Dada uma curva regular g com k(t) # 0 para todo ponto , € possivel encontrarmos
para cada ¢ um circulo que melhor aproxima a curva em g{t), chamado circulo osculador.
E o que nos diz o teorema abaixo cuja demonsiracao se encontra em [Spivak].

TEOREMA: Seja g uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco s. Se
1'(s) # 0, entdo para sy, 83, 83 suficientemente proximos de s, 0s pontos p{s;), ju(s2). u(s3)
nao ficam num segmento de reta. Quando sy, 52,53 — s, 0 tnico circulo através dos pon- .
tos u(s;) se aproxima de wm circulo tangente a p(s), cujo raio é 1/ | 4#”(s) | e cujo centro
fica na reta passando por p(s) perpendicular a tangente em u(s). Se p”(s) = 0. entio, se
os pontos p(s;) nao ficam numa mesma reta, os circulos através deles ndo se aproximam
de um circulo limite.

OBSERVAGAO I.2: Este teorema mostra a equivaléncia com a definigio cldssica de
curvatura de uma curva dada como k& = 1/R, onde R é o raio do circulo osculador no
ponto,

1.2 - TORGAO DE UMA CURVA NO ESPACO

Dada uma curva g : I — IR® parametrizada pelo comprimento de arco s, denotare-
mos por t(s) o vetor tangente & curva em s e por n{s) o vetor normal unitario a g em
3 (chamado normal principal da curva). O vetor 8{(s) = #(s) A n(s) é denominado vetor
binormal da curva. Assim, para cada ponto s da curva temos um triedro {#(s).n(s), b(s)}
chamado Triedro de Frenet. Derivando #(s), obtemos ¢’ = kn e derivando b(s) = t{s)An{s)
obtemos:

V=tAn+tAn =tAn.

Como b L b temos ¥'(s) = —7(s)n(s), onde 7(s) serd definido abaixo. Também,
comon=bAt. ' = VAL AV = —tunAt+ A kn = 76— k. Assim, temos as formulas
de Frenet da curva

¥ = kn
n = —kt+7rh (1.3)
¥ = —mn

DEFINICAO: Seja p : I — IR® uma curva regular parametrizada pelo comprimento de
arco s e tal que | ¢”(s) |[#£ 0V s € I. O ndmero 7{s) definido por ¥(s) = ~r(s)n(s) é



chamado a tor¢io de g em s.

Observamos que a torgédo nos dé uma medida de quio nio plana é a curva, nma
vez que ela mede a variagio do vetor binormal. Esta idéia fica ainda mais clara quando
escolhemos uma outra forma mais geométrica para se definir torgéo.

O plano determinado pelos vetores tangente (s) e normal n(s) é chamado plano
osculador em s.

Sejam, entdo, P = u(f1) um ponto arbitrario de uma curva g e ¢ = u(f2) um ponto
de u préximo de P. Sejam Af o dngulo entre os planos osculadoresem t1 et e [ As | o
comprimento da curva de P a Q. O valor absoluto da torgio | 7 | de ¢ em ¢, é definido
como o limite da razdo A8/ | As| quando @ — P.

Figura 1.2

Se p2 : I — IR® é a parametrizagio pelo comprimento de arco da curva, mostremos que
esta torgdo em valor absoluto coincide com a definigio anterior (| 7(3) |=| 7(s) |=| b'(s) }).

- De fato, se a curvatura da curva g em P é nao nula, entdo, por continuidade, é

também ndo nula nos pontos préximos a t;. Os vetores p'(s) e p”(s) sio néo nulos e nio

paralelos em cada ponto com curvatura nio nula. Logo, existe um plano osculador em
cada ponto @ préximo de P.

Sejam b(s) e b(s+ As) os vetores binormais em dois pontos P e @ de iz e Af o dngulo
entre b(s) e b(s + As).

Como b(s) e b(s + As) séio unitdrios e o &ngulo entre eles é Af, temos:

5



| 6(s + As) — b(s) |= 236?‘3%.

i~

Logo,
| 8(s + As) — b(s) | _ sensl oAl
| As | 3‘79 | As |

Portanto, passando ao limite quando | As |— 0, obtemos:

| 5(s) [=] 7(s) |
Logo,

| 7(s) [=1 7(s) |

Vamos dar agora uma interpretacio para o sinal da torgao.

Considere a expansao de Taylor ao redor de sp = 0

2 3
u(s) = w(0) + s (0) + SH'(0) + 5" (0) + R

onde
lingR/ 5% = 0.

Como g'(0) =¢,p"(0) =kne

dN0) = Uy =Fndkn' =kn— Pt 4 krb

pefs) ~ p(0)

kts? 2 ke 53
(3_, 50 )f—l— (~2-~|—-~3—|-) n—l—:ﬁkrb—i—ﬁ’.

Tomamuos, agora, o sistema Oryz de tal modo que a origem U coincida com ¢(0) e

que t=(1,0.0),n = (0,1.0} e b= (0,0,1). Entdo u(s) = (x(s).

k2g3
Hs) = s— 3: + Rz
32 k-"S-’S
yls) = S+ + Ry
krs®
z(s) = 3 + Rz

y{s),z(s)) é dada por



onde R = (Rz, Ry, Rz).

3

. kts .. .
Da equagio 2(s) = T temos que se 7 > 0 para s suficientemente pequeno, entio

z(s) cresce com s. Convencionaremos “lado positivo” do plano osculador aquele lado em
que b estd apontando. Entdo, como z(0) = 0, quando descrevemos a curva na diregao
do crescimento do comprimento de arco, a curva cruzara o plano osculador em s = 0,
apontando para o lado positivo. Caso contrario (r < 0), a curva cruzara o plano osculador
apontando para o lado negativo:

-

Tor¢do positiva Tor¢ao negativa

Figura 1.3

- FORMULA DA TORCAO PARA UMA CURVA NAO PARAMETRI-
ZADA PELO COMPRIMENTO DE ARCO

Como no caso da curvatura vamos também encontrar uma expressao para a torgao
de uma curva no caso de qualquer parametrizagio regular g = p(?).

Seja 8(s(t)) = u(t) uma reparametrizacdo pelo comprimento de arco,

o= [ 1) ] .

Temos:
d3
- Td
b=
ds\? d’s ds\? d%s
.o uf 48 iy a5 a5
i= 8(G) v =(g)
- ds\? dsd?s d%s s
—_ f ! — P P I
Bz (k”+k”)(dt) tUn Tttt

ds\® d°s dsy3 dsd?s d’%s dsy3
— 2 —— re—— — i — — A —
t( k (dt) + dt3) +r ((dt) kgt dzz) ”(”(dt) )

- ds\3 ds\3
PN = (E) (kt/\n)_(-c-g—t-) kb,



Logo,

Assim,

o ,u/\;_a 4;5 _ det(ﬂ?.ﬂa ﬁ ) (I 4)
AR TAARD ‘

OBSERVACAOQO 1.3: 7(t) = 0 se e somente se ji.ji € Ji sao linearmente dependentes,
Menclonamos agora um importante resultado da teoria local das curvas.

— TEOREMA FUNDAMENTAL DA TEORIA LOCAL DE CURVAS
(TFC)

Dadas fungoes diferenciaveis k(s) > 0 e 7(s),s € I, existe nma curva regular para-
metrizada g : I — R® tal que 5 é comprimento de arco, k(s) é a curvatura e 7(s) é a
torcao de u. Além disso, qualquer outra curva fz, satisfazendo as mesmas condigoes, difere
de p por um movimento rigido, isto é, existe uma aplicagdo linear ortogonal p de IR* com
determinante positivo, e um vetor ctal que T = po p + ¢

Partindo das fé6rmulas de Frenet a prova deste Teorema é uma aplicagédo direta do
Teorema de Existéncia e Unicidade de equagdes diferenciais ordinarias. Para maiores de-
talhes ver {Carmo| pag. 309.

Como um exemplo de aplicacdo das férmulas anteriores e do TF(., mostremos que
as hélices (a sent,a cost,bt),t € IR, sio as iinicas curvas no espaco que tém curvatura e
torcao constantes.

De falo, hasta mostrarmos que a curvatura e torcao da hélice sao constantes e gue
variando o passo da helice, o raio do cilindro e o sentido de percurso conseguiremos obter
qualquer constante para k e 7. O Teorema acima, entao, garantira a unicidade.



20|_
ol g

Figura L4

k(i) = (—m Para a hélice

det(j i, i)
Por (1.3}, (1) = W

Logo,

—b

(1) = TR

para a hélice

(15)



Por (1.5) e (1.6) vemos que variando a e & obtemos qualquer valor constante para &
e 7. O sinal de r estd relacionado com o sentido do percurso.

I.3 - CURVATURA COM SINAL E EVOLUTA DE UMA CURVA PLANA

— CURVATURA COM SINAL

No caso particular de uma curva plana p : I — IR?, é possivel dar a curvatura & um
sinal. Para isto, seja {ey,e;} a base candnica do JR?. Definimos o vetor normal unitario
n(s),s € I, requerendo que a base {{(s),n(s)} (onde t é o tangente unitdrio & curva)

tenha a mesma orientacio que a base {e;,e,}. A curvatura k com sinal é entdo definida
por

dt dt
— = kn, ou seja, k= — - n.

ds ds

A notagdo para curvatura com sinal serd confundida com a anterior quando ndo houver
problemas.

Figura 1.5

Para uma curva g com parimetro qualquer, a curvatura com sinal é dada por:

k(1) = h—mdeltgll’f).

10



— EVOLUTA DE UMA CURVA PLANA

DEFINICAO: Seja z : I — JR? uma curva regular e tal que sua curvatura (com sinal)

seja nao nula em todo ¢t € I. Definimos a evoluta da curva u(s) como o lugar geométrico
dos centros dos circulos osculadores.

Entdo a evoluta de g é dada por

alt) = ult) + 7m0 (L7)

Quando k = 0, a evoluta néo esta definida (a(t) deixa de ser conexa). Comno exemplo,

consideremos a curva dada por: u(z) = ((2 + cost)cost, (2 + cost)sent),t € [0,27]. Sua
curvatura é dada por

Gcost 4+ 6
{4cost + 5)3/2°

k(1) =

(k{(t) = 0 para t = x) sua evoluta é

a(f) = ((2+ cost)cost, (2 + cost)sent) +
4eost + 5

M(—'COS(2H - 2COSt, -SE??.(Qt) + Qsent)

Figura 1.6

11



A evoluta dada por 1.7 é uma curva parametrizada regular se e somente se &'(t) # 0,
pois tomando uma reparametrizagio §(s(t)) = p(t) de u pelo comprimento de arco, temos:

als) = 's—k;(s)ns —}—n’q
(6 = B06) = CTnls) + (e

B K'(s) k(s)t(s) _ —K'(s
= ) ™) T e T reE

Como exemplo, ao calcularmos a evoluta da elipse u(t) = (acost, bsent), obtemos:

a(t) = (cossi (G - %i)ﬂ sen’t (b - %))

Evoluta da elipse coma=4e¢b=2

Figura I.7

i2



Vemos que os pontos onde &' = 0 (que neste caso séo os pontos de maximo e minimo
da curvatura) correspondem a pontos de ciispide na evoluta da elipse.

Um vértice de uma curva é um ponto de maximo ou minimo local da curvatura k.
Mostraremos que os vértices de uma curva correspondem a pontos de ciispides da evoluta.
(Talvez venha dai a palavra vértice).

PROPOSICAO L.1: Vértices correspondem a cuspides da evoluta.

DEMONSTRAGCAO: Seja p(8) = (i1(s), u2(8)), s € [a,b], wna curva regular para-
metrizada pelo comprimento de arco e tal que sua curvatura k seja nao nula para todo
5 € [a.b]. Por L7, sua evoluta é dada por: a(s) = u(s) + En(s), onde n € o vetor normal

principal de f.

Seja sg um vértice da curva g, ou seja, k'(sg) = 0. Vamos mostrar que 59 é umn
ponto de cuspide de «, ou seja, um ponto em que a ndo possul vetor tangente e tal que
as tangentes unitérias de @ para s — s e para s — s, formam um angulo de 130°.

a-(s) ¢ mostrar

Vamos calcular o produto interno dos vetores lim e lim
s—st | 6(8) | 7 amsy | () |
que o resultado é —1.

Suponhamos sy um ponto de méximo da curvatura k de g. Entao, quando s < sp &
é crescente e, portanto, k' é positivo. Quando s > s, k é decrescente e, portanto, &' é
negativo. Neste caso, como

al(s) = —

Lemos gue:

. k(s
Se 8 — 8g s I Q(S) |: (A(i);ﬁ
—k(s
Se s s8] é(s) = (A.(S())l
_ &{s) . a(s)
Logo, Im ——— = —n{sp) e lim — = n(sg).
g P | O‘(S) | ( U) o | 0’(3)| ( )

Portanto, {—n(sg),n(s0}} = —1.
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Logo sg € um ponto de cispide da evoluta.

A demonstrac¢io é analoga para o caso em que s é um ponto de minimo da curva-
tura.

Reciprocamente, suponhamos que s = sy seja um ponto de cispide da evoluta. Entao
necessariamente {cmos

—k'{30)
(F(so))®

Logo, sg € um ponto critico da curvatura. Temos que mostrar que 89 é um ponto de

a(se) = 0. Como a{sy) = a(s0) =0= F(s0) =0

maximo ou minimo da curvatura.

: . _a(s) é(s)
Sejam v(sg) = lim SISV 1111]

o) = B Taty] © v = B Tae)T

a, {v{s0), w(sp)) = —1. Entdo v(sp) = nsg) e w(se) = —n(so) (ou vice-versa), onde n(so)

€ o vetor normal principal de p em .

Como sg € ponto de cispide de

k{s) ! e | a(s) |= — L"

k(s))?
que v(so) = n(sg) = &'(s) < 0 quando s — s7 e w(sg) = —n(%) = &'(s} = 0 quando

+
5 — 8.

Mas como | 4(s) |= se k'(s) < 0, temos

Logo, para s < sq, & € decrescente, enquanto que para s > sq, & € crescente. Logo. sg
¢ um ponto de minimo de k. Se supuséssemos v{sq) = —n(so) e w(sg) = n(so) obteriamos,
de modo andlogo, que sq é um ponto maximo para k.
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-1.5 [

1 1
Evoluta do limagon ((5 + cost) cost, (5 + cost)sent)

Figura 1.8
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CAPITULO II

PROPRIEDADES GLOBAIS DE
CURVAS PLANAS

INTRODUGAO

Estudaremos agora imersdes do circulo no plano chamadas curvas fechadas e mer-
gulhos do circulo no plano chamadas curvas simples fechadas, dando inicio ao estudo de
propriedades globais de curvas planas.

Em IL1 sera estudado o indice de rotaciao de uma curva que é o ntimero algébrico de
voltas completas dadas pela tangente unitaria ao longo da curva. O Teorema do Indice
de Rotagdo (Teorema I1.1) garante que o indice de rotacio de uma curva simples fechada
é +1.

Depois, em [1.2 seré definida a curvatura total de uma curva fechada e sua relacao
com a convexidade da curva. Mencionaremos também a Férmula de Fabricius - Bjerre
-Halpern, que é um resultado recente {1985) relatando o nimero de pontos de inflexdo,
o nimero de pontos duplos e o nimero de tangentes duplas de uma curva, cujos detalhes
se encontram em [Berger].

Finalizaremos com o Teorema dos 4 Vértices, que assegura que a fun¢do curvatura
de uma curva simples fechada possui ao menos 4 pontos extremos (méximo ou minimo
locais), incluinde a demonstracio classica para o caso convexo e as generaliza¢des malis
recentes deste Teorema [Osserman], 1985 e [Pinkall], 1987. A prova do Teorema dos
Quatro ou Mais Vértices de R. Osserman é desenvolvida detalhadamente.

16



I1.1 - INDICE DE ROTAGAO DE UMA CURVA

Denominaremos curva regular fechada plana a uma imersao de classe C* de S! em F??
ou equivalentemente a uma fungéo p : [a, 8] — HK? que pode ser estendida a uma funcéo
periddica fi : R — I? de classe C2 com a(t) # 0V t e pla) = p(b),--, u (a)= u (b).

Uma curva regular fechada plana é simples se ela ndo possui auto-intersecgoes, isto

é, se ty,1; € [a,b),t1 # 15, entao u(ty) # ul(ts).

Uma, curva regular fechada simples Uma curva regular fechada (nio simples)

Figura II.1

Um resultado classico de natureza topoldgica envolvendo curvas fechadas planas é o
Teorema de Jordan.

TEOREMA (Jordan): Seja p : [a,b] — IR? uma curva regular, fechada, plana,simples.

Entdo IR? — ([a,b]) tem exatamente duas componentes conexas, e y([a,b]) € sua fronteira
comum.

DEMONSTRACAO: [CARMO] pag. 393.

OBSERVACAO: O teorema de Jordan também é vilido quando ¢ € de classe C°. Para
uma demonstragio ver [DIEUDONNEE].

Dada uma curva regular fechada plana p : [a,b] — I{2, transporiamos os vetores
tangentes unitarios £(s) paralelamente de modo que as origens de t(s) coincidam com a

origem de IR?*; os pontos extremos de {(s) descrevem entdo, uma curva parametrizada
chamada a indicatriz tangente de p.
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Se u(s) = (p1(s), p2(s)) é a parametrizacdo pelo comprimento de arco s, entao
t(s) = (p](s), p5(s)). Logo, o vetor velocidade da indicatriz tangente é:

o (W) s)) = ) = B (1.1)

onde k é a curvatura com sinal de u e n é o vetor normal de p.

Figura IL.2

Seja f(s),0 < 8(s) < 2w, o &ngulo que i(s) faz com o eixo z; isto é, wi(s) =
cosf(s), ih(s) = senb(s).

Como §(s) estd localmente bem definida como uma {ungio diferenciavel de s {{Lima]
pag. 189), temos:

dt d
e = -g;(cosﬁ’,senﬂ)
= §'(—senb,cost) = §'n. (11.2)
Logo, de (11.1) e (11.2) obtemos:
§'(s) = k{s).

Intuitivamente, 8{s) mede a rotagdo total do vetor tangente, isto é, o dngulo total
descrito pelo ponto t(s) na indicatriz tangente, quando percorremos a curva px de a a
b. Como 8'(s) = k(s), temos que quando f# for uma funcgio crescente, &k € positiva, ao
passo que quando 8 for decrescente k é negativa. Ou seja, através do sinal da curvatura
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b. Como #'(s) = k(s), temos que quando & for uma funcio crescente, k ¢ positiva, ao
passo que quando & for decrescenie k é negativa. Ou seja, através do sinal da curvatura
podemos estudar a variagio de 8 e vice-versa. Vejamos alguns exemplos.

Vamos considerar a familia de curvas
u(t) = (reost, rsent), t € {0, 2x]

onde r = a + cost.

Sejam g1 (t) = rcost e pa(t) = rsent
. HLjhy — fyfi2
k(t) = AP
de onde obtemos
K1) = dacos t +a®+2 .
(2acos t + a2 4+ 1)%/2
Para diferentes valores de ¢ obtemos curvas diferentes. Vamos estudar o sinal da
curvatura destas curvas. Para 0 < a < 1 temos o limagon, como mostra a figura.

Limagon com ¢ = 1/2

Figura I1.3
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Bacos t+e?+2> —3a+a*+2eparall <a<le—3a+ae®+2>0, pois as raizes da
equacao ~3a+a’+2=0sd0 1e2e, portanto, =3¢ +a*+2 > 0 para 0 <« < 1.

Logo, para 0 < a <1 k(1) > 0 Vt € [0,2r]. Olhando a fun¢io dngulo 0(s) ao longo
do limagon vemos que 8§ € sempre crescente.

Para ¢ = 1, temos o cardidide que ndo é uma curva fechada regular, pols em ¢ =

mp{t) =0

Cardioide

Figura II.4

Para | < ¢ < 2, as curvas nao possuemn auto-interseccao (pois r > 0) e k pode
assumir valores positivos e negativos. A curva tem o aspecto abaixo e vemos que onde #
cresce k > 0 e onde & decresce & < (.
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Figura IL5

Para a > 2, temos: 3acos t+a24+2 > —3a+a?+2 > 0, pois a equagdo —3a4+a?42=0
tem como rafzes os mimeros a =l eqa =2 e para a > 2,—3a +a*+2 > 0.
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Logo, neste caso, k(i) > U Vi € {0,27] e a curva tem o aspecto abaixo

a=2

Figura IL.6

Esta familia de curvas nos permite caracterizar melhor as curvas fechadas planas quando
sabemos a variagao do sinal da curvatura.

Vamos agora definir indice de rotagdo de uma curva fechada plana.

DEFINIC;&O: O Indice de rotagdo de uma curva regular, fechada, plana é o grau da
aplicacdo {Apéndice — 2) ¢ : §' — 857 definida pela indicatriz tangente da curva.

Intuitivamente, o indice de rotagao de uma curva fechada € o numero algébrico de
voltas completas dadas pela indicatriz tangente ao longo da curva.

Logo, olhando o exemplo anterior vemos que o limagon {0 < a < 1) tem indice de
rotacdo %2, dependendo da orientacdo. Para 1 < a < 2, o indice de rotagdo é £1 e para
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a > 2 também é +1.
TEOREMA 1II.1: (Teorema do Indice de Rotagdo)

Seja §: 0,4} — IR? uma curva regular fechada, plana, simples. O indice de rotagio
de 3 é +1 (dependendo da orientagdo).

DEMONSTRACAO: Considere uma reta que nio encontre a curva e desloque-a para-
lelamente até que ela fique tangente a curva. Seja £ a nova posigdo da reta e p o ponto
de tangéncia. Logo, a curva estd inteiramente de um lado da reta £. Escolha uma nova
parametrizagio « : [0,£] — R? da curva de modo que &(0) = p. Agora, seja

T = {(t;,tg) € [0,3] X [0,5],0 S 1 S 12 S f}

um tridngulo, e defina uma aplicagio secante ¢ : T' — S! por

afty) — a(ty)
¢(t1,f2) = | O.’(tg) _ O.‘(t]) i para tl % tz._. (tlatZ) el - {(Osf)}
- e ___&(0)
YD = e YO0 T
8=(0,0) Ce (B

A ={0,0}

Figura IL1.7

¥ € uma aplicagdo continua. Sejam A = (0,0),B = (0,¢) e C' = (¢,£} os vértices do

tridngulo T' 1| __ € a aplicacio tangente de @, o grau da qual é o indice de rotagio de «.
Ac
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A aplicagio tangente de o é homotépica & restricio de b aos lados AB e BC. Como
o grau ¢ invariante por homotopia, basta mostrarmos que o grau desta dltima aplicacéo
é +1.

Assumimos que as orientacdes do plano e da curva séo tais que o angulo orientado de
a(0) a —&(0) é ». Entao a restricao de 1 a AB cobre metade de §! na direcdo positiva, e
a restricao de ¥ a BC cobre a metade restante na diregao positiva. Desta forma, o grau
e 1 restrita a AB e B(" é +1. Revertendo a orientacio, obtemos —1 para o grau.

I1.2 - CURVATURA TOTAL E CONVEXIDADE

DEFINICAO: A curvatura total com sinal de uma curva a : [0, €] — IR? regular, fechada,
plana, parametrizada pelo comprimento de arco s, € a integral

¢
] k(s)ds,
0
onde k{s) é a curvatura com sinal de o em s.

TEOREMA I1.2: A curvatura total com sinal de « é igual a 27 - I, onde { é o mdice
de rotacao de a.

Antes de mostrar este teorema, vamos mostrar que dada a aplicagio de recobrimento
(Apéndice — 1) w : R — S! definida por

m{z} = (cosz, senx)

) — IR um levantamento de ¢ (que ¢ tnico pelo Apéndice — 1} entdo,
) = dege2n.

De fato, se o é o elemento candnico de comprimento de S, entao 7*o = dx (Apéndice 3).
o elemento candnico de comprimento de R.

Como

- ey oy * AT rkfg
p=roZ po={(70Z) =(3) ox (o) = {H) dx:(—f;dz‘.

Pela formula do grau {Apendice). temos:

F4
o =d f
/Dgpo degp [ 0
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= / —d:z = degpln

= @(f) — §(0) = degyp2r.

DEMONSTRACAO DO TEOREMA I1.2

Sabemos que o indice de rotacio é o grau da aplicacdo

a(s)
| &(s)

5 0(8) =

Entao, s¢ ¢ é umn levantamento de ¢,

B(l) — $(0) = degip?n

Logo,

/ (8)ds = Lpds = 3(€) — P(0) = 2rdegy = 2.1,
o ds

Agora, pelo teorema do indice de rotacdo, se a é uma curva regular, fechada, plana,

¢
simples, I = +1. Logo, neste caso temos / k(s)ds = 2.
0

DEFINIGCAO: A curvatura total de uma curva a : [0, €] — IR? regular fechada, plana,
parametrizada pelo comprimento de arco s é

[ 1+(s) 1 ds

OBSERVACOES:
1) esta definicio também se estende as curvas no espago, cono veremos mais tarde;

2) cumpre salientar que a curvatura total de uma curva regular fechada, plana, para-
metrizada pelo comprimento de arco, « : [0,#] — IR?, ¢ igual ao comprimento da
indicatriz tangente de «.

Vamos agora falar de um umportante teorema que relaciona a convexidade de uma

curva regular fechada plana com sua curvatura.

TEOREMA. II.3: Seja C = u([0,4]) uma curva regular, fechada, plana, simples para-
metrizada pelo comprimento de arco s. Entdo sdo equivalentes:
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(1) a curvatura (com sinal) de €' (para alguma escolha de orientagdo) tem sinal cons-
tante;

(i) f: | k(s) | ds = 2m;

(iii) C é globalmente convexa, isto é, para lodo m = p(sp) € C a curva fica inteiramente
de um lado de sua reta tangente em C tang,C,

(iv) C é fronteira de uma subvariedade convexa com bordo de R*.

Uma curva tendo as propriedades acima é chamada convexa.
A prova que daremos a seguir ¢ um detalhamento da que se encontra em [Berger].

DEMONSTRAGAO: (i) & (ii):

fo I k() | ds > } fo “k(s)ds

Como k tem sinal constante, temos:

/ | k(s) | ds = / “k(s)ds

Por outro lado, suponhamos que o sinal de k nido ¢ constante. Entdo, como &k é
continua teriamos desigualdade estrita, ou seja,

f: | k(s) | ds > /0 “k(s)ds

(i) = (iii). Por coniradicdo: assumimos que k tem sinal constante mas que
existe m € C tal que C tem pontos de ambos os lados de tang,,C. Por compacidade,
escolha pontos p e ¢ nos lados opostos de tang,C cuja distincia a tang,,C é maximal;
entdo tang,C,tang,C e tang,C sio paralelos

= 27, pelo Teorema 11.1.

= 2.

= 2w, pelo Teorema 1I.1.

¢
tang , C I4 ’
~ N
\‘N.._ ——
tang O m t
m
S
t q tang ,C

Figura I1.8
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Sejam t,,(C),1,(C) e t,(C) as tangentes unitérias a C nos pontos m, p e ¢, respecti-
vamente.

Como | tn(C) |=| to(C) |=| t,(C) |= 1, dois destes vetores serdo iguais, digamos
tn(C) = £,(C).

Sejam s1, 87 tals que g(s1) = m e u(s2} = p, com s1,5, € (0,{). Se p: IR — R éum
levantamento da aplicacao tangente unitaria  : R — S?, temos que, com escolhas devidas
de orientacéo, k = %2 Como k tem sinal constante (vamos supor sinal positivo), ;> é nao

q

decrescente. Tambéll";], P(€) = 27, se & escolhido de modo que $(0) = 0 ja que o indice
de rotagdo de C = degy = 1 {pois como vimos anteriormente G(£) — 3(0) = degy2r).

(1)=

8
é nao

Como 7 : R — S é injetiva em (0,27) e 3((0,¢)) = (0,2x), a igualdade
w(s2) = w(@(s1)) = m(@(s2)) = P(s1) = $(s2). Mas como J(s1) = $(s2) e &
decrescente implica » constante em [sy, $2).

Logo, v é constante em [sq, 35] €

p(s2) = p{s1)+ (s — s1)p'(s1)
p = m+(s;— 51),&’(6’1)
p = m+(s3—s1)tn(c)

Logo, p € tang,,(C). Contradicio, pois p & tang.(C).
Logo, C é convexa.

(i) = (iv) Tome m € C e seja H, o semiplano fechado determinado por
tang,C e contendo C (estamos assumindo C globalmente convexa).

Seja D= fecho do interior de C.
Afirmamos que D ¢ H,,. Vamos supor que isto ndo ocorra. Logo, existe y €D

&
ey & Hp,, ouseja, y €D \H,. A semireta A originada em y e contendo m ndo esta
inteiramente em [}, pois D é compacto.
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\

C

tang

Figura IL1.9

Como y Ef) existe um ponto z € AN D) C ANAHD) = ANC tal que y fica
entrem m e z. Logo, C' n&o esta contido em f,,. Contradigao.

Logo D C H,,. Como m é arbitrdrio, temos ) C H,, Ym € C.
Logo, D C Nimeo Hm-

Vamos mostrar agora que D) = ﬂ H,,. Isto implicard I} subvariedade com hordo
mel
de IR? convexa, ja que D é a interseccio de conjuntos convexos.

Suponha D # (7] Hn. Logo, (| Hn € D. Logo 3z € () Hm,z & D.

meC mel) meC
Por compacidade, escolha m € ¢ minimizando a fungio
nis d*(z,n) = D(s)e RneC
Se z = (x1,22) e m = (p1(s1), pa{s1)),

D(s) = (m(8) — 21)* + (p2(s) — z4)?
D'(s) = 2(p(s) — z1)pi(s) + 2(pa(s) — z2)pa(s)

Logo, D'(sy) = 0.
O vetor (p1(s1) — zy, pafs1} — 73} é perpendicular a {u](s1), #3(s1)}, pois
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((11(s1) — 71, p2(s1) — @2), (11(81), ma(51))} =
(1(o1) = 22)1ho1) + (alos) = 2)pia(ss) = 5D (51) = 0.

[}
Por hipdtese, C estd em H,,, e em particular ) contém um ponto y estritamente
entre x e m. Mas, como antes, existira

2 €dAND)CANSGD =ANC,

onde z estd entre x e y. pois x € D. Mas um tal z estaria mais préximo de x que de m,
isto é, d(z, z) < d(x,m), o que contradiz a definicéo de m.

(iv) = (i). Num ponto m de C, orientada pelo leorema de Jordan, a subvarie-
dade com fronteira D fica do lado esquerdo de targ,, C'; como D é convexa, C estd também
a esquerda de tang,,C. Mas entio k(sa) > 0(mm = u(sg)). pois se k{so) < 0,8 (s0) < 0
e, portanto, 8 decresceria em sg, 0 que significa que teriamos pontos de ' a direita de
tang,,C. Contradicao.

— FORMULA DE FABRICIUS-BJERRE-HALPERN

Um resultado recente (1985} que relata o nimero de pontos de inflexao, o numero
de pontos duplos e o nimero de tangentes duplas de uma curva é a Férmula de Fabricius-
Bjerre-Halpern que enunciaremos abaixo e cuja demontragio se encontra em [Berger].

Seja u : [0,£] — IR? uma curva regular, fechada, plana.
DEFINICAO:

1} Um par {t, s} é chamado uma tangente dupla se u{t) # u(s) e tang, = tang,.
onde tang, e tang; sio, respectivamente, as retas tangentes em p(s) e u(f). Sejam N7
e N~ os conjuntos de tangentes duplas tais que n(s} = n(t) e n(s} = —n(t), respectiva-
mente.

2) Um par {t.s} é chamado um ponto duplo se s ¢ ¢ +{Z e p(s) = p(t). Um
ponto duplo é chamado regular se tang, # tang:. O conjunto dos pontos duplos regulares

é denotado por D,

3) Um ponto {s} é chamado um ponto de inflexdo se k(s) = 0. Um ponto de
inflexdo € chamado regular se &'(s) # 0 (A curva ndo é localmente convexa neste ponio).
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O conjunto dos pontos de inflexdo regulares ¢ denotado por 1.

TEOREMA I1.4 (Férmula de Frabricius-Bjerre-Halpern): Seja ' uma curva regular,
fechada, plana tal que todas as tangentes duplas, todos os pontos duplos e lodos os pontos
de inflexdo sdo regulares. Entio os quatro conjuntos N*,N~, D, I definidos acima sao
finitos e suas cardinalidades satisfazem a seguinte relagéo:

N = $N 4D+ H]

EXEMPLOS:
N N b 1
| O e o o o

Figura I1.10
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II.3 — O TEOREMA DOS QUATRO VERTICES

O Teorema dos 4 vértices possui uma longa histéria, comegando em 1909 com Mukho-
padhaya, que provou que uma curva convexa possui pelo menos 4 vértices. {Uma elipse
tem um nimero minimo de vértices, situados nos extremos dos eixos maior € menor). Em
1912, Kneser generaliza o Teorema para curvas fechadas simples, nio necessariamente
convexas. Desde entdo vértices de curvas planas tém sido estudados sob varios pontos de
vista. A demonstracao mais conhecida do caso convexo € devida a Herglotz, que aparecen
num trabalho de 1933. Seu belo e simples argumento usa fortemente a convexidade da
curva.

Em 1971 H. Gluck demonstra uma espécie de reciproca do Teorema dos 4 vértices:
Se k for uma fungéo real periddica, estritamente positiva que seja constante ou possua ao
menos doils méximos e dois minimos, entdo existe uma curva fechada simples que tem &
como fungdo curvatura (e sendo k estritamente positiva, tal curva serd convexa).

Em 1985 R. Osserman da uma generalizacdo do teorema para curvas fechadas sim-
ples [OSSERMAN] e em 1987 U. Pinkall faz uma extensdo do teorema para curvas nio
simples mas que sao bordo de superficies imersas no plano {Pinkall].

Colocamos a seguir a prova de Herglotz para curvas convexas e depois o detalha-
mento que fizemos da prova de [Osserman], provando trés Lemas que néo esto feitos no
artigo. Para finalizar comentaremos o resultado de [Pinkali].

TEOREMA. 1I.5 (Herglotz): Uma curva regular fechada plana, convexa tem pelo menos
4 vértices.

DEMONSTRACAO: Como vimos k(s) = €(s), onde 8(s) é o angulo entre o vetor
tangente a curva em s, (s), e o eixo z. Como k(s) = #(s) é contirua num intervalo
fechado e #(s) é periddica, temos que k assume um méximo e um minimo. Nestes pontos,
k'{s) = 0, e ¥’ muda de sinal um nimero par de vezes no intervalo periodico. Assim, o
teorema pode ser mostrado provando que &' muda de sinal em mais que dois pontos. [sto
¢ feito indiretamente, assumindo que k" muda de sinal em dois pontos £ e ) somente, e
mostrando que isto nos leva a uma contradi¢do. Observamos que sob estas circunstincias
k'(s) = 8"(s) tém sinais diferentes, mas fixos em dois arcos entre P e ). Escolha P
como origem do plano zy e tome o eixo x através de ). O eixo z divide a oval em
duas partes - uma infertor e outra superior do semi-plano. Aqui estamos usando a con-

vexidade da oval. Agora, cousidere a integral / y(s)8"(s)ds tomada ao longo da curva

p: e, B — B2, pu(s) = (z(s), y(s)).
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Entéo, como g é C®, sua 32 derivada é continua. Logo, 8” é continua. Temos:

[ sis = [0 ds - [0 ()
= Y] - [ )ds.
Agora, y(0)0'(6) — y{a)8'(a) = 0 pois a curva é fechada.
A integral do lado direito também & zero, pois y'(s) = senf(s) e, portanto,
- f ()8 (s)ds = f b%(cosﬂ(s)) = cost(s) % =0,
pois a curva é fechada.

Agora, como vimos, k' tem sinais fixos e distintos em cada semi-plano.

Se supusermos k'(s) > 0 no semi-plano superior, como y(s) é positivo também,

temmos:

b
/y(s)ﬂ”(s)ds > 0 neste semi-plano
e

b
f y(s)8"(s)ds > 0 mno semi-plano inferior, pois ai &(s) < 0 e y(s) < 0 também.
[+

b
Logo. f y(5)8"(s)ds > 0 neste caso.
Se supusermos A'{s) < 0 no semi-plano superior obteremos
b
/ y(s)8"{s)ds < 0.
De qualquer forma chegamos a uma contradicao.

Vamos agora fazer o detalhamento da prova de [Osserman] para o Teorema dos Qua-
tro Vértices para curvas planas fechadas simples.

TEOREMA IL.6: (Teorema dos Quatro ou Mais Vértices — R. Osserman): Seja 4 uma
curva regular, fechada, plana, simples. Seja C o circulo circunscrito ao redor de . Entdo:
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1. ¥ N C contém pelo menos 2 pontos;

2. Se v N C contém pelo menos n pontos, entdo v tem pelo menos 2n vértices.

Trés Lemas serao essenciais na demonstracao.

LEMA 1: Seja £ um conjunto compacto no plano contendo pelo menos 2 pontos. Entio,
entre todos os circulos ' com a propriedade que o disco fechado limitado por C' contém
F, existe um de rajio minimo R > 0.

DEMONSTRAGAO: Existéncia: Seja R = inf k, onde k = {r € R" | B,(p) D E,
para algum p € R?}.

k #£ ¢, pois E é compacto e, portanto, limitado.
Vamos mostrar que k é fechado, pois assim R € k e, assim, Br(p) 2 E.

Além disso, R # 0, pois como F tem pelo menos 2 pontos, sendo ¢ a distancia entre

eles, temos que R € [—5, -F—oo).

(onsideremos a fungao:
f:R*x Rt = {0,1}
dada por

{1 2 222

Vamos mostrar que f~'(0) é aberto em IR? x IR', ou seja, que o conjunto A =
{(p,r) e R® x R* | B,(p) 2 F} ¢ um subconjunto aberto de JR? x R*. (evidentemente

A # ¢).

2E
OE

Seja z € A,z = (p.r), onde p = (py,p2) € R* e r € R*. Logo, B,(p) 2 E.
Entdo, existe y € E tal que y & B.{p). Entdo d{y,p) > r. Mas isto significa que
d(ys Br(p)) = d(y-P) —r=¢e>0.

Vamos considerar a bola B.ja(p1,p2,7). Se w € Beyslpr,p2,7), entéo w = (P1 +

sg-,pg + t%,r + ui»), onde s,t,u € [—1,1].
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. £ EY . . ,
Queremos entido mostrar que a bola Br+u§—(}71 + e + 11) ainda nao contém o

ponto y.

Figura IL.11

£ £
d = Tactes
4,p2+4). Neste

E claro que o pior caso ocorre quando tomarmeos a hola Bf_,_% (pl +
o

£ £
caso, queremos mostrar que d(y, (pl +=,p + —)] >r+ 1

4 4

-

g
pi'

! 5 B
dip,p) = \/(P1+Z—P1]2+(p2+i”—;92)2

e?  g? £
= V5T 6-V4
dly,p} = dly, B:(p)) +r—d(p,p')
c y 4 — 2 £
= e—i-r—\/izZ:r—i—s(l——??):?'%-s( 4\/_)>?'+Z

Logo, y & By ().
Logo, o conjunto A é um subconjunto aberto do #2 x M7,

Como I* x IR* = [~1(0) U f~'(1) e f~1(0) é aberto, segue que f~'(1) é fechado em
R? x R*.

Agora, seja a projecao 7 : IR? x R* — I}
(plrp?a r) Lo
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7 é aberla, pois dada a bola aberta f)’, (p1,p2,7) em IR* x R*, se x Ef}e (P, p2,7),
entao & = (p1 + se, p2 + te,rz + ue) com s,t,u € (—1,1).

Logo, TF(E-}E (pryp2,r)) = (r—{ u | %,H— | u | %), que é um aberto de T, Entao

w(f71(1)) = {r € R* | B,(p) 2 E, para algum p € R?} = k é um lechado de IR*, pois
f7H1) é um fechado de ]R? x IR*.

Logo, R=1nf k é tal que Bgr(p) 2 E. Estd, enldo, mostrada a existéncia.
~ UNICIDADE

Vamos supor que existem 2 circulos Cy e (5 que contém E e que possuem raio ininimo
R. Evidentemente, eles ndo podem ser concéntricos. Sejam, entao, P e P» os dois pontos
de interseccdo de Cy e Cy. | PPy |< 2R, pois P, P; é uma corda de C) e de C,. Seja P o

PP

ponto médio de P; F;. O circulo C3 de centro P e raio contém C; Ny e, portanto,

contém E, pois £ C CyNC,. Além disto, o raio de P é estritamente menor que R, o que
contraria a minimalidade de R. Logo, C; = (..

Cz P1 C1

Figura II.12

LEMA 2: Se C € o circulo circunscrito em E, entdo qualquer arco de C maior que um
semicirculo intercepta E.

DEMONSTRACAO: Se E tiver apenas 2 pontos a e b, o circulo minimo contendo F
é aquele que passa por a € b e tal que ab seja um didmetro de C. Logo, qualquer arco

35



maior que um semicirculo intercepta E.
Vamos, entdo, considerar £ com pelo menos 3 pontos.

Suponha que o circulo intercepte E em alguns pontos, mas que wm arco de ¢ maior
que um semicirculo néo intercepte nenhum ponto de E. Sejam a ¢ b pertencentes a KNG
tal que a distancia entre a e b seja maxima. Clomo cxiste wm arco maior que wm se-
micirculo que ndo intercepta &, temos | ab |< 2R (R = raio de (7). Assim, ab divide (!
em dojs arcos, um menor que 180° e outro maior que 180° que nao intercepla nenhumn
ponto de E.

Scja m a mediatriz de ab m é um didmetro de C'. Assim, podemos deslocar o circulo
na dire¢éo dessa mediateiz, até que ele toque algum outro ponto de E. Como neste arco
maior que um semicirculo nenhum ponto de F intercepta C, uin ponto encontrara C
primeiro e o conjunto E ficard contido em C (como mostra a figura).

Figura I1.13

Logo, conseguimos umn outro circulo de mesmo raio contendo E e, como o circulo

30



circunscrito € unico (Lema 1), C néo pode ser o circulo minimo.

LEMA 3: Seja v uma curva regular orientada que tem o mesmo vetor unitério tangente
num ponto P que um circulo positivamente orientado C' de raio K. Seja k a curvatura dle
7. Se k> — em P, uma vizinhanca de P em « fica dentro de C, enquanto que se k& < —

R
em P, uma vizinhanca de P em « fica fora de C.

- i
DEMONSTRACAO: Vamos mostrar para & > = ou seja, quando 7y tiver curvatura

em P maior que a curvatura do circulo. Suponhamos ¥ ¢ C' parametrizadas pelo compri-
mento de arco com y(0) = C(0) = P = (R, 0).

Mostrar que uma vizinhanca de ¥ em P fica dentro de ( significa mostrar que
| ¥(s) [< R para s suficientemente préximo de zero.

Para isto, tomamos o desenvolvimento de Taylor de v em torno do zero

. R
%5232 + Ry, onde hm—3 =0

7(s) = 7(0) +¥(0)s +

Entao,

W) = (RO +0.0s+(-1,080 1k,

o) = (R0)+(0,1)s - (1’0)"—(20—]32 + Ry

ff()

..a

y(s) = (1,0)[ ]+(0 1)s + Ry

Queremos mostrar que | y(s) {< R.

Para s préximo de zero, podemos aproximar y(s) por

~(s) = (1,0) lR—k—gO—)sg}—I-(U,i)s

Se k(0) > E’ temos:
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4

MB>1=>aff.ﬁ3—1>0=>Jlf2

(kR—1)> 0.
Logo, se tor {al 2<4 kR — 1), t :
LOgO, narmos s lal que s k_j( — 1), temos:

4

kst k%5t , .
" +(1-kR)S < 0= T+(1—kﬁ)32+ﬁ2 < R?

k22 k232 ﬁ,E.,Q
—S—<kR—l:‘»—4“-1-1—163(0:)'82(“;—*1'1—;{3)<U

=

o2 2
= (R - %) + 5% < [? =| y(s) {*< R* = 4(s) |< R.

4
Logo, «(s) fica dentro de C para s? préximo de zero com s* < ﬁ(kh’_ —1).

DEMONSTRA(}AO DO TEOREMA II1.6: Seja y uma curva regular, fechada, plana,
simples, C o circulo circunscrito e R o raio de €. A primeira parte do teorema é con-
sequéncia direta do Lema 2. Para provar a scgunda parte, sejam Pp,--., P, os pontos
de y N C. Se estes pontos sdo ordenados ciclicamente ao longo de =, obtemos » arcos
T,y Yn de v, cada um limitado por um par de pontos em 4N C.

Figura .14

38



Afirmamos que cada um dos arcos ; fica em C ou contém um ponto ¢; tal que a
curvatura k de v satisfaz

(1) k(Q:) < —lé (prova incluida a seguir).

Assumimos que v e C' ambas estejam positivamente orientadas. Entao, em qualquer
ponto P, de yNC, as duas curvas tém a mesma orientacio e + fica localmente dentro (ou
sobre) de €. Segue do Lema 3 que

(2) k(F) 2

Como (2) acontece em cada ponto extremo de v;, temos de (1) que & tem um minimo
em algum ponto interior ¢} de v, e que

)

(3) k@) <

Assim, obtemos n vértices que satisfazem (3). Por outro lado, cada arco 4 de v
entre sucessivos ; contém pelo menos um ponto P, de 4 N C. Logo, por (1} e (2) existe
um ponto interior P de 4} onde k é um méximo e

1

) > .

Logo, n tem mais n vértices e, portanto a parte 2 do teorema estd provada.

Vamos agora provar (1): Seja ¥ uma curva plana, fechada, simples, positivamente
orientada, C o circulo circunscrito e P, P, pontos de yNC. Seja v, o arco (positivamente
orientado) de v de Py a P,. Entédo ou 7, coincide com o arco circular P, P, ou existe um
ponto ¢}y em C satisfazendo (1), onde R € o raio de C.

DEMONSTRAQAO: Pelo Lema 2 podemos assumir ¢ue o arco positivamente orien-
tado de C de Py e P, esta incluido num semicirculo fechado; se ndo, pelo Lema 2, existe
um ponto P, entre P; e P, tal que o arco de U de P; a P fica num semicirculo (fechado).
e aplicamos o argumento acima 2o subarco 4| de 43 de Py a P. O correspondente ponto
()1 de =] satisfazendo (1) também ficara em ;.

Assumimos C' centrado na origem, € Py, P; fica na mesma reta vertical no semiplano
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a direita, com P, acima de P;.

Figura 11.15

Existem duas possibilidades. Ou v, coincide com o arco circular P P, ou existe
algum ponto @ em ¥ que fica estritamente dentro de €. Vamnos primeiro considerar o
caso ein que vy € convexa. Se transladarmos o circulo determinado por Py, @, P, para
a esquerda, existirda um 1llimo momento em que ele intercepla v;. Seja ¢’ a posigio
correspondente do circulo, e (}; um ponto na intersec¢io €' Ny, Como o raio R’ de C'
¢ tal que R’ > R, e como ¥, fica localmente fora de C’ em (4, temos do Lema 3 que:

1 1
k < =< -,
(Ql) - R < R

Isto prova o teorema para o caso de curvas convexas.

Usaremos basicamente o mesmo argumento para curvas fechadas simples. Utihzare-
mos a propriedade da curva ser simples para garantlir que 4, tem a mesma orientacdo que
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C' em @,. (Isto pode néo ocorrer no caso em que a curva nao é simples).

Figura T1.16

Assumindo ¥y sem auto intersecgoes, a curva fechada, consistindo de ¥, seguido pelo
arco Cy de C indo na direcao positiva de Py a P, é uma curva fechada, simnples cujo interior
¢ um dominio D contido no interior de C. A orientacdo positiva induzida em ~; como
fronteira de D coincide com sua ortentacdo original como parte de v, desde que nos pountos
P, e P,, ambas coincidem com a orientagio positiva de (. Existem 2 casos a considerar:
ou ¥; coincide com o arco C de P, a P,, ou v contém um ponto ¢ estritamente dentro
de (. No dltimo caso, podemos escolher ¢ no lado direito da reta vertical que passa por
P e P,. Entéao o circulo determinado por Py, @, P, tem raio R’ > R. Transladando este
circulo para a esquerda, enconiramos novamente um circulo C' contendo um ponto (), de
7 tal que todos as outras translagdes de C’ & esquerda nao interceptardo v;. Segue entio
que os interiores de C' e €’ se interceptam num dominio A que esta contido em D. Desta
forma, ambos v; e C’ tém a mesma orientagio em (J;, e aplicamos o Lema 3 para obter:

1 1
k(Gh) < T <
o que prova o teorema para curvas fechadas simples.
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OBSERVAGAO: E importante notarmos no Teorema de Osserman que curvas com
somente 4 vértices interceptam seu circulo circunscrito em somente 2 poutos. Pelo Lema
2, estes 2 pontos 530 pontos antipodas do circulo. Claramente, esta é uma propriedade
muito especial, dentro da classe de curvas convexas. Comn base neste {ato, R. Osserman
propoe as seguintes questoes:

1) Existe uma medida natural no espago de todas as curvas fechadas regulares (conve-
xas ou simples)?

2) Em termos de uma tal medida, qual o tamanho relativo dos conjunios de curvas que
interceptam seus circulos circunscritos em

(a) exatamente dois pontos?
{b} exatamente trés pontos?
(c} mais que trés pontos?

Comentaremos agora o resultado de [Pinkall] sobre o Teorema dos Quatro Vértices.
Sabemos que o Teorema dos Qualro Vértices é valido para curvas regulares, {echa-
das, planas, simples. U. Pinkall tenta generalizar o Teorema para curvas que tenham
auto-intersecgdo. Obviamente, toda curva, regular, fechada, plana possui no minimo 2

vértices devido a periodicidade. Um exemplo de curva com somente 2 vértices é o limagon
(ver Figura I1.3).

Porém, existe uma classe de curvas com auto-intersecgio em que vale o Teorema dos
Quatro Vértices.

Uma imersdo f : §' — JR? limila uma superficie imersa de género g, se existe uma
superficie compacta M? de género ¢ com fronteira M = S! e uma imersao f : M? — R?

que estende f. A curva (1) da figura abaixo limita um disco imerso (género zero) e a
curva (2) limita uma superficie de género 1

(J
(¢

(1) 2)
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Figura I1.17

Com base nestes fatos, U. Pinkall mostra em [Pinkall] o seguinte resultado:

TEOREMA II 7: (U. Pinkall) Qualquer curva plana em IR? que limita uma superficie

imersa tem pelo menos 4 vértices.
Neste mesmo trabalho o autor estabelece a seguinte conjectura.

Se uma curva fechada em [R? limita uma superficie imersa de género g > 1, entdo
ela tem pelo menos 4¢ + 2 vértices.
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CAPITULO 111

PROPRIEDADES GLOBAIS DE CURVAS
NO ESPACO

INTRODUGAO
Este capitulo sera dedicado ao estudo das propriedades globais de curvas no espaco.

Em I11.2 estudaremos a curvatura total de uma curva regular fechada e os principais
teoremas relacionacos, como o Teorema de Fenchel que afirma que a curvatura lotal de
uma curva regular fechada €' é maior ou igual a 27 com a igualdade ocorrendo se e so-
mente se ' é plana e convexa, e o Teorema de Fary — Milnor que nos d4 uma condi¢ao
necessaria para (ue uma curva tenha nd. Depois calcularemos a curvatura total das cur-
vas {g. p) sobre o toro, mostrando que quando o raio do tore tende ao infinito a curvatura
total tende a 2¢x.

No paragrafo 111.3 falaremos sobre a tor¢éo total de uma curva regular fechada, e sera
apresentada com detalhes a prova de que a tor¢ao total de qualquer curva fechada numa
esfera S%{a) é zero. Comentaremos também a versio do Teorema dos Quatro Vértices para
curvas no espago citando resultados recentes de [Sedyvhk] e [Costa 2| para curva convexas.
No final deste paragrafo extraimos uma familia de curvas convexas das curvas (¢. p} sobre
o toro, tendo assim, exemplos de curvas onde vale o Teorema dos Quatro Vértices.

No paragrafo I11.4 serd definida a energia de um né e serd mencionado umn resultado
recente {1993) que estabelece um limitante inferior para a energia de um né [Freedman].

Em II1.5 falaremos sobre o niimero de enlacamentos entre duas curvas no espaco,
dando vérias defini¢des equivalentes deste conceito e mostrando que este € invariante por
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isotopias.

Finalmente em I11.6 estudaremos o ndmero de auto enlacamentos SL de uma curva
no espago, analisando seu comportamento sob deformacdes e calculando S L para as curvas
(g, p) sobre o toro.

IIL.1 - CURVAS FECHADAS NO ESPAGO —~ NOS

Analogamente ao que foi feito para curvas planas, denominaremos uma curva regular
fechada no espaco /R’ a uma imersdo p : S' — IR® de classe C?, ou equivalentemente, a
uma fungio y : [a,b8] — R® que pode ser estendida a uma fungio periddica f : R — R®

de classe C° com g(t) #0V te pla) = pu(d), -+, p (¢) = p (b).

Uma curva regular fechada no espaco sera chamada simples se ndo houver pontos de
auto interseccio (isto é, u é um mergulho de S' em IR®).

Curvas simples fechadas no espago podem ser estudadas agrupando-as por classes tais
que duas curvas da mesma classe possam ser obtidas wina da outra por uma deformacao
continua através de curvas simples. A analise destas classes é muito complexa e contém
muitos problemas em aberto, constituindo-se numa subdrea da Topologia / Geometria
chamada Teoria dos Nos.

A formalizacao da definigao destas classes é feita a partir do conceito de 1sotopia.
Uma deformacio de curvas fechadas H : 5 x [0,1] — IR® de classe C? tal que para cada t
fixo pu{z} = H(z,t) é uma curva regular fechada, é chamada uma homotopia regular. Se,
para cada %, g; € um mergutho de S em IR? (ou seja, uma curva regular simples fechada)
dizemos que H € uma isotopia.

Dizemos que uma curva regular fechada simples em R® ¢ uma curva sem né quando
ela pertence & mesma classe de isotopia do circulo S!. Caso contrario ela é uma curva
com nd {ou simplesmente um nd).

Como exemplo, consideremos as curvas (g, p) sobre o toro. Uma curva (g, p) no toro
¢ uma curva que gira ao redor do toro ¢ vezes na dire¢do longitudinal e p vezes na diregao
meridional. Esta curva é regular simples fechada e tem 1o quando ¢ # 1 e p e ¢ sdo primos
entre sl. '
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Curva {1,30) sobre o toro

Figura III.1

Curva (2,3) sobre o toro (irefoil)

Figura I1I1.2
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Exemplos de curvas sem né e curvas com né séo, respectivamente, a curva (1,30) e
o trefoil (curva (2,3)).

As curvas (g, p) sao representantes de infinitas classes de isotopia de nds. As curvas
{1,p) e (g.1) sdo curvas sem nd e quando ¢ # 1 e p e ¢ sdo primos entre si 0s nds (p, ¢) e
(g, p) sdo isotdpicos [Rolfsen] pag. 53.

Durante o trabatho enfatizamos essa familia de curvas nos varios exemplos que apa-
recerao. Estas curvas podemn ser parametrizadas do seguinte modo: considere o tore no
espago obtido pela rotagao do circulo de raio unitdrio ao redor de um eixo, a distancia do
centro deste circulo a origem sendo ¢ > 1. Obviamente, quando ¢ < 1 ndo teremos mais
um toro. Quando a = 0, teremos uma esfera. Eventualmente consideraremos estes casos
nos exemplos. Fm coordenadas cilindricas a curva (¢, p) tem por equagéo:

r = rcosti
= rsent (ITL.1)

= sen(nt)
onde r = a + cos(nt),n = p/q e t varia num intervalo de comprimento 2¢=.
ITII.2 - CURVATURA TOTAL

Como no caso de curvas planas, dada uma curva a : [0,€] — IR® regular fechada,
2
parametrizada pelo comprimento de arco s, sua curvatura total é dada por: f k(s)ds e

seu valor corresponde ao comprimento de arco da indicatriz tangente (pertencente a 52).

J.W. Milnor em seu artigo [Milnor 1] de 1949 deu uma definicao de curvatura total
que é aplicivel a uma classe mais ampla de curvas, definindo, para isto, a curvatura total
de um poligono fechado. Vamos falar sobre esta definigéo.

Um poligono fechado P no espago R™,n > 1, é uma sequéncia finita de pon-
tos a9, a1,y Gpyo1,8m = ao, onde a; # a1 € ;841 530 segmentos de reta para
i=0,1.---,m—1. Seja oy o &ngulo entre os vetores a;y, — a; e a; — ;1 satisfazendo

ko)

0 < o < 7. A curvatura total k{P) de um poligono P é > a.

=1
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Exemplos:

ap=71— v 1=0,1,2

2 2
Ya=)r—)=r—wtT-—m+1—"7
i=0 =0

=37 ~(Yo+ 1 +72) =27
Logo, a curvatura total do tridangulo é 27

Figura ITL3

Cl4=u0

@q

3
Za; =27
=0

o3 Logo, a curvatura total do quadrade ¢ 2.

-

Figura IIL.4
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Na verdade, a curvatura total de qualquer poligono plano fechado convexo é 27, pois
os vetores a;a:41 (se orientados no sentido anti-horario) realizam uma rotagao de 2.

No caso de um poligono néo convexo os vetores q;a;4y realizarao uma rotagdo maior

que 27.
Exemplo:
\a]
sz
| w3
0.3 o ) = 3?T

AN

Figura IIL.5

Denominaremos curva fechada continua no espago IR* a uma fungio vetorial continua
p(t) = (pa(t), -, pa(t)) de periodo £ que é ndo-constante em qualquer ¢-intervalo. Em
particular qualquer poligono pode ser descrito deste modo. Uma curva fechada p(t) é
simples se ;(t;) = p(t2) somente quando (f; — #2}/€ for um inteiro.

Um poligono fechado P com vérlices ay,---,a, é um poligono inscrito numa
curva fechada continua se existe um conjunto de valores paramétricos ¢; tal que ¢; <
ti+ls°' ) ;t5+m =1; +’€1 ea; = IF—"(t:J Y.

Para cada curva fechada continua C' sua curvatura total k(C) é definida por

K(C) = sup{k(P)}
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onde P varia sobre todos os poligonos inscritos em C.
A partir destas definicdes J.W. Milnor provou o seguinte:

TEOREMA ITIL1: Se C é uma curva regular fechada no espago parametrizada pelo
comprimento de arco s, entio:
kC =/ “(s) | ds.
(Cy= ] 1u'(s) | ds

A prova € feita mostrando-se que se a* = ( 4 ], ;‘ = (&%) sdo os vértices de
poligonos P, inscritos em (', tal que lim max;{(s7} = 0, entdo lim k(P
= TH o 20 m m

L 1as) 1 ds.

Assim, para mostrar que / | 1"(s) | ds = sup{k(P)} para P inscrito em ' hasta
c

apenas mostrar que k(FP) < f | (s} | ds.
o

Dado qualquer poligono Py inscrito em C, pode-se formar a sequéncia de poligonos
Fn para m =k, k41, -- adicionando vértices a P, de modo que

lim maéx{(s}}, — &™)} =0.

=2

Como ¢ mostrado em [Milnor| #(Py) < k(Pryq) <
Mas,

T — X2

lim k(Py) = L | 1(s) | ds

Portanto,

KPS [ ] ds.

Através deste {eorema observamos que dada wna curva fechada regular por partes
C = u([0,£]), isto é, uma curva continua que deixa de ser regular apenas num nimero
finito de pontos, sua curvatura total é dada por:

k((?):f | )]ds%—Zag,

onde «; sdo os angulos nos vértices de . Em outras palavras, neste caso a indicatriz
tangente de (' consiste de um mitmero de arcos, cada um correspondendo a um arco regu-
lar de (U, e juntamos cada par de vértices sucessivos pelo menor grande arco circular na
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esfera unitaria. O comprimento da curva obtida € a curvatura total de C.

O Teorema IIl.1 nos permite também concluir que dada qualquer curva regular plana
fechada convexa ', sua curvatura total é 2r (como vimos no Teorema 11.3), visto que todo
poligono inscrito em C' é convexo e a curvatura total de qualquer poligono convexo é 2x.

Um importante teorema envolvendo a curvatura total de curvas fechadas no espago
estabelece que a reciproca deste fato também é verdadeira:

TEOREMA III.2 (Fenchel): Seja k(C') a curvatura total de uma curva regular fechada
C. Entéo k(C) > 27 e a ignaldade ocorre se e somente se (' é plana e convexa.

A demonstracdo a seguir é um detalhamento da encontrada em [Millman].

Serdo necessarios na demonstra¢do uma defini¢do e dois Lemas.

DEFINICAO: O hemisfério de 52 com polo N é o conjunto {z € 5% |Nz< 7/2}, onde
Nz denota a distincia de N a x ao longo de um grande circulo através de N e z. Se $?
é visto como o conjunto de vetores unitarios, o hemisfério aberto com polo N é

fz€ 82| (N,z) > 0}.

LEMA 1: Se C = a{[0,£)]) é uma curva fechada, entédo a imagem da indicatriz tangente
nao fica num hemisfério.

DEMONSTRACAO: Suponhamos « parametrizada pelo comprimento de arco s. Seja
a um vetor unitdrio fixo. Defina

gls) =a-als)

g é uma fungdo continua em C, portanto tem um maximo e um minimo. Como ¢'(s)
existe, em um tal ponto extremo sy temos ¢'(sp) = a - 1(sg) = 0, onde #(s) é o vetor
unitario tangente a C em a(s). A equagio acima mostra que ¢, como um ponto da esfera
unitéria, tem distancia esférica /2 de pelo menos 2 pontos da indicatriz tangente +.
Como « é arbitrario, a indicatriz tangente v é interceptada por todo grande circulo; logo
7 nao fica num hemisfério.

LEMA 2: Seja v uma curva fechada de comprimento £ na esfera unitaria §2. Se £ < 2x,

existe um ponto m € S? tal que a distincia esférica mz< £/4 para todo z € 7. Se
{ = 2r, mas ¥ ndo é a unido de dois grandes semicirculos, existe um ponto m € 52 tal

al



Pt F
que mr< 3 Yz € 4.

Antes de mostrarmos o lema observamos que dados dois pontos a,b € 5%, se ab< 7,
o ponto médio m de a e b é o ponto no menor grande arco circular entre a e b defi-

- v o~ 5 - . 1 — 1 = ~
nido pelas condigdes am=bm= 5 ab. Seja z um ponto em 5? tal que mz< 57 Entéo

o

2 mz<azx + br, pois:

Seja 2’ o simétrico de r relativo a m, isto é, seja ' o ponto no grande circulo através de

m e r tal que mr=2'm. Como os teoremas de congruéncia de dois triangulos num plano
sao também verdadeiros para dois tridngulos esféricos. os dois tridngulos esféricos baem e
ax'm sido congruentes, de modo que:

rla=rb rr=z'm + mr=2mzr.

Logo, pela desigualdade triangular,

— —

2mr=rr < rla4 ar=br + ax

2mz < br+ ax (x)

PROVA DO LEMA 2: Para provar a primeira parte do lema tomamos 2 pontos «,b

em 4 que dividem 4 em duas partes iguais. Entdo ab< ab {comprimento ao longo de 7)

= =< 7.

2

Seja m o ponto médio de a e b, e seja x um ponto de 4 tal que 2 mae< =. Tal ponto
r existe, por exemplo, o ponto a. Comeo a distancia esférica é a menor distancia entre 2
pontos na esfera, temos:

ar< aF br< bx

De () temos:

- .~ _ ¢
Imr<ar + bx<ar +br = b= 5
Logo a funcio f(r) =mx,r € -, ndo toma valores no intervalo aberto (£/4,7/2),

. ’ — K - — w
pois se tomasse teriamos 1 <mr< ) para algum x € ¥ ¢ entdo, como mr< 3 podemos

)

usar (x) e obter
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£ ~ a ab -
n <mz< 5 < 7 =g = £/4 Contradigdo.
Por outro lado, como v é conexa e f(z) é continua em ¥, a imagem da funcdo f é
conexa. Mas f(z) < /4 para pelo menos um z, digamos z = ¢, e como vimos acima f
nao toma valores em (¢/4,7/2). Logo, f(z) < £/4V z € v, ou seja, mx<L £/4 VYV z € ~.

Suponha agora que v tenha comprimento ¢ = 27 mas nio é a unido de 2 grandes
semicirculos. Novamente, sejam « e b pontos em vy que dividem v em duas partes iguais.
Entdo a. b nao podem ser antipodas, pois:

Suponha que fossem, entio a e b dividem v em 2 segmentos cujos comprimentos sao

pelo menos 7, pois ab= 7. Como £ = 27, cada um destes segmentos tem comprimento
e como sao antipodas ddo uma curva de menor comprimento unindo ¢ e b ¢, portanto, é
um grande semicirculo. Logo, v € uma unido de 2 grandes semicirculos, o que contradiz
a hipdtese.

Entao, para qualquer x em v temos a desigualdade estrita
ar + br<axT + bz = 7.

Novamente, seJa m o ponto médio de a e b. Se f(z) < — (z = a, por exemplo) entéo

bol =

de (*) temos:

2 mx<azx + bz<

. . x
o que significa que f ndo pode tomar o valor 7

!

T
Como a imagem de f é conexa e f(a) < —, temos f(z) < 3 Yz € v. Logo,

&

| AW]

mr< % Vzé&n.
PROVA DO TEOREMA TIII.2: Seja v a inidicatriz tangente de C.

Pelo Lema 1, ¥ ndo pode estar contida num hemisfério e pelo lema anterior o com-
primento de v é maior ou igual a 27 e é igual a 27 se e somente se ¥ é a unido de dois
grandes semicirculos. Logo, a curvatura total é maior ou igual a 27. No dltimo caso C é a
unido de 2 arcos planos e, portanto é uma curva plana. Mas pelo Teorema I1.3, sabemos
que a curvatura total € 2 se e somente se a curva é convexa.
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Em [Milnor] o Teorema de Fenchel é provado para o caso mais geral de curvas fecha-
das continuas.

, 1
COROLARIO: Para uma curva regular fechada C se | k(s) |< = onde s e k(3) séo,

respectivamente, o comprimento de arco e a curvatura de C em s ¢ R é uma constante
positiva, (' tem comprimento ¢ > 2rR.

DEMONSTRACAO:
{ v §
= -2 sl de = [ o
¢ fods_foR]Mds Rfou

O TEOREMA DE FARY - MILNOR

ds > 27 R.

A curvatura total de uma curva fechada no espaco é uma ferramenta iinportante que
fornece uma condicdo necesséria para que uma curva tenho né.

Isto é 0 que nos diz o Teorema de Fary — Milnor, cuja prova depende de uma férmula
chamada "Fdrmula de Crofton” sobre a medida dos grandes circulos que interceptam um
arco na esfera unitéria.

Todo grande circulo na esfera unitaria $* determina unicamente um polo, o ponto
extremo do vetor normal unitdrio ao plano do circulo tal que o polo permanece do lado
esquerdo quando percorremos ao longo do circulo.

Desta forma, o conjunto dos grandes circulos orientados estd em correspondéncia um
a um com os pontos de 52,

A medida de um conjunto de grandes circulos orientados em S* é a area do corres-
pondente subconjunto de 52

Dado w € S% seja w™* o grande circulo associado. Para uma curva regular v com
imagem C, seja n,{w) o niimero de pontos em ' Nw* {que pode ser infinito). Note que
n,(w)} nao depende da parametrizagio da curva.

Por se tratar de um conceito interessante em si mesmo, calcularemos a medida do
conjunto de grandes circulos que interceptam uma curva ¥ que é um pequeno circulo de
raio cesce no polo da esfera unitdria S%. Este exemplo permitird uma melhor visualizacéo



e intuigao dos resultados a seguir.

Figura IIL5

Vamos calcular a medida do conjunto de grandes circulos que interceplam -, ou seja,

a area do conjunto dos pontos de S? cujos vctores associados sdo normais aos grandes
circulos que interceptam -.

Analisando a figura, vemos que os grandes circulos associados aos velores «,b,¢,d
nao interceptam ~. Também, nenhum vetor dentro do duplo cone é normal a um grande
circulo que intercepta . Logo, a regido que queremos calcular a drea estd contida na
regido complernentar ao duplo cone.

Figura IIL.6
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Olhando os grandes circulos correspondentes a e, f, g, h vemos que eles interceptam

v “por wllimo”. Logo, a drea a ser calculada é a faixa ao redor do equador determinada

por estes vetores.

h 1 a
g L d
c L b
J L c

20-=x3+g:> 3=

Figura I1L.7

Figura I1L.8
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Assim, a area desejada (com multiplicidade) ¢ a area da esfera menos as areas das
calotas superior e inferior multiplicado por 2, visto que cada grande circulo intercepta a
curva em 2 pontos e, portanto, deve ser contado 2 vezes.

Z

—san_ (L

Figura II1.9

A 4rea da calota acima ¢ dada por

gz \*2 dz\?
c = f/D\/l—l— (a) + (-53;-) dzdy, onde

z = yJl—a*—y?e D éaregiio {(z,y) € RK* | z* +y* < sena}l.

Oz —z 0z -y

%=\/1—m§—y2 E?;=x/1—.1:2—y2

f/[)\/l + (g)Q + (%)2dmdy = fﬂjﬁdmdy =

seng VeenZa—x2 1
/_sgm _/_\/38,12&_,_2 N dey dx

Usando coordenadas polares z = pcost,y = psend

p € [0,sena]
¢ € [0,2n],
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temos:

[ ) o= [ =

im

(—cosa + 1)df = (—cosa + 1)27.
Fazendo a area da esfera menos as 4reas das duas calotas, obtemos:
ir — (4x(—cosa + 1)} = drcosa.
Logo. a drea desejada com multiplicidade é 2 - 4wcosa = 8rcosa.
TEOREMA IIL3 (Férmula de Crofton):

Seja ' a imagem de uma curva regular ¥(f) em S? de comprimento £. A medida do
conjunto dos grandes circulos orientados que interceptam « é 4¢.

DEMONSTRACAO: Como n.{w) e £ nao dependem da parametrizacao, podemos as-
sumir que =y seja dado por um vetor velocidade unitario {y = a{s},s comprimento de
arco).

Seja § = {w € S*wt NC # $}. A medida do conjunto dos grandes circulos que

interceptam C é a area de 5, isto €, ffd,—’l. Queremos contar os circulos com multiplici-
<

dade {ex: - se C'Nw' tem trés pontos, queremos contar w' trés vezes). A medida é dada
pela integral _/fn.a,.(w)dxi.
s
Vamos entao provar que /[é?zw(w)dﬂ = 4L

Sejam a(s) = 4(s),b(s) = ii ec(s)=anb
ds

a.b. c formam uma base ortonormal em #R? para cada s € [0, ]

Anadlogo as equagoes de Frenet, temos:

a = b
¥ =—a +Ai(s)e
d= —A(s)b
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Se w* encontra C' em 4(sp), entéo o vetor unitério w que representa o polo de w* é
ortogonal a ¥{sp) = a(ty).

Seja d o vetor tangente ao circulo wl em (30} e ¢ = angulo entre b e d.
v
Logo w = cos (ap - -2-)b — cos(m — ple
= senpb+ cospc.
Definimos uma aplicagio w : [0, €] x [0,27) por
w(s, ) = senpb(s) + cospc(s).

A imagem de w é S. Isto torna S uma superficie parametrizada. A area da superficie

parametrizada S é dada por:
A

Entretanto, esta nio é a area da superficie S, mas a drea contada com multiplicidade
{w nao precisa ser 1 — 1).

dw Ow
= /\ g

(Esdap.

Suponhamos que w(s1,¢1) = w(sy,¢2) para (s1,91) F  {s2,92) Se
s1 = s2,w(s1,p1) # w(s2,¢2) para 3 # 2. Logo, tomamos s, # s;. Entao,
w(s1,91} = w(sy, @q) para {s1,91) # (32,2} significa que a curva y{s) cruza o grande
efrculo wh em 2 pontos distintos. Logo, n.(w) = 2. Reciprocamente, se a curva 7 cruza
o grande circulo w' em 2 pontos distintos s; e s;, temos que w(sy,91) = w(s2,2). As-
sim, existem n pontos que sio levados em ¥ € S? pela aplicacdo w se e somente se w*
intercepta ¥ em n pontos. Logo, n = n,(w).

Logo,

Gw (9w

dsdcp

[ fomtaa= 7[5

%}2 = senpb(s) + cospd(s)
5
= senp(—a+ A(s)e) + cosp(—A{s)b)
= senwa — A(s)cospb + A(s)senyc
Jw b
—— = cospb — senpc.
5o wb — senp
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dw Ow

s A E» = —bsen’p — csenpcosy

e, g

% A 8_w1 = \/.sen4n,9 + senlocosty =| senyp | .
5 Oy

Logo.

2w pf 2r
][ﬂ.,}(w)dﬁl = j / | seny | dsdp = €f | senyp | dyp
s o Jo 0
= 4[/535.??55(1’; = 4£.
0

Podemos observar a validade da férmula de Crofton no exemplo dado anteriormente,
onde ¥(?) ¢ um circulo ' de raio cosa. Entao, o comprimento de €' é { = 2Zwncosa.
Pela formula de Crofton, a medida do conjunto de grandes circulos que interceptam C' é
4¢ = 4(2ncosa) = 8wcosa, como haviamos obtido anteriormente.

TEOREMA IIL4 (Fary - Milnor): Se ¢ é uma curva simples regular com no, entéo a
curvatura total de a € pelo menos 47,

DEMONSTRACAO: Suponhamos [ kds < 4. Seja v a imagem da tangente esférica
de a. Entdo, como + nao fica em nenhum hemisfério (Lemal, pdg. 51), v é interceptada
por todo grande circulo. Logo, pela férmula de Crofton

40 = /fE?z.q.(tu)dA (£ = comprimento de v)
s

1—// 1?.\(w)dx’1:f=fkffs<4?r.
1/ Js2

Entdo, para algum Y € §?% n.(Y) < 4, pois caso contrario

1
/] n.(w)d —4— 1-47 = 4n.

Sejam y o vetor unitério representando Y e f(s) = {y,a(s)}. Entdo f'(s) = (y.y(s))
e f'(s) = 0 se e somente se Y+ intercepta C em 4(s). Desta forma, f(s) tem exalamente
n,(Y) < 4 pontos criticos. Existe wm méximo absoluto € um minimo absoluto, e possi-
velmente um ponto de inflexdo (se n(Y) = 3). Nao existe outro extremo relativo além do
extremo absoluto.
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Podemos assumir que as coordenadas de H? sio escolhidas de modo que y = (0,0, 1).
Entdo, se a(s) = (z1(s), z2(3), za(s)), {y, a(8)) = z3(s). Logo, a funcio coordenada z3(s)
de a tem somente um méaximo M e um minimo m. Estes dois pontos dividemn a curva em
dois arcos, tal que x3(s) cresce num e decresce noutro.

Como todo plano horizontal intercepta cada arco em pelo menos um ponto., todo
plano horizontal entre dois planocs horizontais @3 = M e 3 = m inlercepta a em exa-
tamente 2 pontos. Juntamos cada par desses pontos por wm seginento de reta, e com
todos esses segmentos de reta formamos uma surperficie limitada pela curva a, que é
homeomorfa a um disco circular

P

Figura II1.10

Logo, a € uma curva sem no. Contradigdo. Assim, devemos ter [ kds > 4x.

A prova feita acima é essencialmente a prova eshogada por {Fenchel] em 1951, [Mil-
nor| em 1950 provou o teorema usando a definigio mais geral de curvatura total que
comentamos anteriormente, além disso [Milnor 1] provou que qualquer né tem curvatura
total estritamente maior que 4x.

CURVATURA TOTAL DAS CURVAS (¢,p) SOBRE O TORO

Em [Milnor 1] é provado que a curvatura de qualquer né é estritamente maior que 4.
Inspirados neste resuitado, calculamos a curvatura total dos nds no toro, com o ohjetivo
de verificar que, de fato, conseguimos nés com curvatura total tio préxima de 47 quanto
se queira.

Por (IIL.1) sabemos que a curva (g, p) sobre o toro tem por parametrizacio a(t) =
{(a + cos{nt))cost, (a + cos(nt)}sent, sen{p/qt)), onde n = pfq e t € [0,2gn]. Para cada
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(g,p) fixo (primos entre si), variamos o raio a do toro e, pelos resultados obtidos no com-
putador com o uso so software Mathematica, intuimos que quando a tendia ao mnfinito a
curvatura total da curva (g, p) tendia a 2¢r. Portanto, para o trefoil (curva (2, 3)), a cur-
vatura total tende a 47 quando ¢ — oo, Assiin, conseguimos nds no toro com curvatura
total tao préxima de 47 quanto se queira.

Vamos agora mostrar este resultado. Por (1.2} a curvatura de o é dada por:
| &A@
|af?

Logo, a curvatura total de o é dada por:

wrla ndl
kla) = / L&—-—i—l | & | dt.
o &

Vamos mostrar que se 3(t) = Aa(t), onde A é wna constante qualquer, entdo

k() = k(o).

De fato,
Jt) = Aa(t)
Bty = Aa(i)
ity = ra)
Logo,
- 297 | da A M@ || Ad |
Mp) = /g BYE ot
ur gl dnd & :
e dt = k{a).
]0 NS Ta ¢ = k)

1 :
Consideremos agora os néds no toro multiplicados pela constante —. Assim. obtemos
a

uma familia de curvas:

To(t,a) = ((1 + M) cost, (1 + M)sent,fw)

a a 43

Entao, usando o fato acima, concluimos que a curvatura total das curvas v, tem que
coincidir com a curvatura total das curvas (g, p) sobre o toro de raio a.
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Mostremos, entde, que quando @ — oo a curvatura total das curvas +, — 2¢w.

Como

Byn 82y,
(%7 %) 50

= e di

Kot = [

e
at

temos que miostrar que
ali_)n;so k{v.(t,a)) = 2qm.

Agora, lirrolo'yn(t,a) = ~(t) = (cost, sent,0)}, ou seja, o circulo unitario percorrido ¢
ai")’n A&

ezes. Logo, lim o = £ ~(1), para i = 1,2,
vezes. Logo, lim — = — (), para ¢
Entéo,
dy o &
2g7 E} A ??}
Kty = [ e = 2gn.
o |u

dt

Resta mostrarmos que ali%lgok('yn(a, 1)) = k{+{1))

] 2gm ER ™
lim :

200 fp Ban 3 at
at

a"r‘n 32'&1
ot A

2q7
dt ——-/ " lim f(t,a)dt, pois :
0 i Rauge sl

-

b
A funcdo f(1,a) é uma funcao continua em [0, 2¢7]. Entéo, para qualquer intervalo

fechado que nido contenha o zero, sua primitiva F{a) € uma fun¢do continua em «a, visto
que )

[Flath)—Fla)| = | [ (f(tath) = f(t,a))dt |<
< [T stk - fta) | de

Em virtude da continuidade uniforme de f(t,a) para valores suficientemente pequenos de
k o integrando do lado direito, considerado como uma funcio de ¢, pode ser tao pequeno
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quanto se queira, € dai segue, portanto, a continuidade de F' com relagéo a a.
Logo, lim k() = k() = 2g.

Assim, quando o raio @ do toro tende ao infinito a curvatura total da curva (¢, p)
tende a 2¢7.

I11.3 - TORCAO TOTAL

Depois de termos estudado a curvatura total de uma curva u : [a,b] — K>, quere-
b

mos agora falar sobre a torcdo total de g que é definida por / 7(s)ds, onde s e 7 sao,

respectivamente, o comprimento de arco e a torgio de pu. Para qualquer ndimero real r
existe uma curva regular fechada tal que a torgdo total ¢ igual a r. Para provar isto,
consideramos curvas que sdo hélices circulares com os pontos extremos unidos por uma
curva plana. Variando o passo, o niimero de espirais, o rajo do cilindro e a orlentagao,
qualquer torgao total pode ser encontrada

(LT

Figura II.11

A torc¢do total desta curva é a torcao total da hélice, pois a curva que liga os extremos
é plana.

A torcao total da hélice, por sua vez, é o produto da tor¢io, que € constante igual

¢ a? + b2 (POI‘ (1-6)), pelo comprimento de arco.

~b

£.
a? + b2

Se £ é o comprimento de arco de hélice, sua torcio total é dada por

Embora para qualquer nimero real r conseguimos sempre uma curva regular fechada
para a qual a torgio total é 7, no caso de curvas na esfera é possivel estipular um valor
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para a tor¢io total, como mostra o teorema abaixo:

TEOREMA IIL.5: A torcdo total de qualquer curva regular fechada numa esfera de
raio @, S*(a), é zero.

DEMONSTRACAO: E suficiente mostrarmos o teorema para uma curva u na esfera
unitdria $?, pois:

Se v: [0, — 5% a) é uma curva em $%(a), podemos escrever v = ay, onde i € 52

Logo, a torgao total de v é

\/fdﬁf(;rﬂ:\:h .;Y- ) I"}' | dt —

o TATP

_ /fdet(a,&,aﬁ,a i)
0

aip | dt =
Tainai o]

_ agffdef(ﬂ,ﬁ, )
o AN
Seja entdo, ¢ uma curva regular na esfera unitdria S? parametrizada pelo compri-
mento de arco s.

| i | dt = a® tor¢do total de p.

Entdo p(s) = At + 3n + vb.
Seja A a projecéo de p(s) na diregio de t. Entao:
1 .
A={pt) = Slpu)
Como g é um vetor unitério, {g, )’ = 0 e, portanto, A = (.
Logo, p(s) = 3n + vb.

t=y'(s) = 'n+ B(—=kt+78) +v'b+ v{—7n).
Logo, t = (—gk)t+ (3" —tv)n + (F7 + V)b,

Logo, -k =1= 5 = ——;: = —p, onde p € o raio de curvatura de .
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Também, §' — rv = 0.

Como (p,py=1= P +vi=1lev=rdyT—F2=+/1-p? (1).

. g
Entdo, §' ~rv=0=ro= @ mv== -0 (2)

De (1) e (2) temos:

__Pf = 41 —p?= p=LryI —p?

er = :l:p'/\/fl — p? quando p #£ 1.

’

Se p < 1, —E s faz sentido, e se uma escolha de sinal for feita, 7 = +p’/y/1 — p2

VI=p?
Neste caso,
ffrds = :t/f—Lds = tsen”p(s) f = 0, pois p(0) = p(£).
0 0 V1=p? 0

No argumento a seguir estaremos assumindo as definigdes e resultados de curvatura
normal e curvatura geodésica que estao em [Carmol.

Veremos que podemos ter p = 1 e isto vai acontecer quando a curvatura geodésica
de u for zero.

Seja N{s) o vetor unitdrio normal a esfera no ponto s apontando para dentro da
esfera. Logo, N(s) = —pu(s). Entdo, p” = kN + £,5, onde k, € a curvatura normal de

t, kg a curvatura geodésica e S = N X £,
Agora, {S,p") =k, (S, N} +k, {5,5) = k,.
Entdo,
ke = Sy = (N xt,p") = —(pxtt)=—(upxtkn)=

= —{pg,t x kn) = ~k{u. b)
{1, B) = {3n + vb, b) = Bln,b) + v{b,b) = v

-

e pelo que vimos antes v =

=1 I""q;
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! kf
Logo,k9=k’o—:>r:-~’?vseraé0.
T kg

Como k* = k2 + k? [Carmo] e a curvatura normal de uma curva na esfera ¢ 1 (pois
o valor absoluto da curvatura normal num ponto p € u(s) é igual a curvatura da secio
normal da superficie em p ao longo de p/{0). ([Carmo] pag. 142). Logo, com .V como
orientagho, as se¢oes normais através de um ponto p € S# sio circulos de raio 1, que tém
curvatura igual a 1),

o= 1+ =F—1=k==t/E2-1 (3)
k
f = £y/1—p2
Logo,
kp'

r= g = Al =20 i -
e o sinal 1 € tomado de acordo com o sinal de k.
Logo, p =1 k; = 0.
Desta forma, 7 = £p'/+/T — p? quando k, # 0 e o sinal tomado é o de k.

Provaremos este resultado no caso em que k,; se anula num nimero finite de pontos,
0 < sg< 81 <+ < sy, = onde k, € zero e tal que em (s;-1, 8;) k, € estritamente positiva,
estritamente negativa, ou identicamente nula.

jjrds = Z]:; Tds.

Em cada s; k, € zero, k =1 e, portanto, p=1.
8¢

Se k, > 0 em (s;-1,5;), entdo 7 = p'//T — p*e f 7ds é a integral iinprépria
Si—1

pr
Si=1 \/1 — p2

Analogamente, se k; < 0 em (s;_1, 5;), entdo rds = 0.

8i-1

@:sm4@@n=(%—g)=o

Observamos que se &, = 0 em (s;_1, $;), entédo a curva g é wna geodésica da esfera, ou seja,

&y
um grande circulo e, portanto, uma curva plana. Logo, 7 = 0 em (s;_1, 5;) € f rds = 0.

Si=1
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¢
Logo, / rds = 0.
0

Michael A. Penna da uma demonstragdo mais geoméirica deste teorema. usando ou-
tra definicdo para torgdo total [Penna). Vamos falar sobre esta defini¢ao.

Como vimos no Capitulo I, dada uma curva regular g : I — % e tal que
k(t) # 0,Vt € I,P = p{t;) um ponto arbitrario da curva e § = p(¢2) um ponto de
# proximo de P, seja Af o angulo entre os planos osculadores em {; e {5 (ou o dngulo
entre as binormais b(t1} e b(¢2)} e | As | o comprimento da curva de P a (). Entao o valor
absoluto da tor¢éo | 7 | de y em {; é o limite da razdo A8/ | As | quando @@ — P.

Suponhamos agora que g seja uma curva poligonal em R® com vérlices v;. Assumi-
mos j fechada e com mimero de vértices finito. Com a definigao de torcéo dada acima
em mente, definimos agora a torgao de p. Na definicdo acima, a tor¢do € wma fungio
de pontos. Neste caso, sera uma fungio de segmentos de . Ou seja, a torcio 7 de g
associara a cada segmento

o; = {(l - t)v,- +ivigy it € [0,1]}

de g um numero real 7{o;) = 7.

DEFINICAO: Se 0;_1,0; e 0i4; sdo coplanares, 7{o;) = 0. Se 0i_1,0;, € 0,41 néo séo
coplanares, seja Af, o dngilo entre as binormais:

b — (vi — viz1) X (vigs — v;)
b (v i) X (vig ) |

(vier — vi) X (vigz — Viga)
[ (vigs — vi) X (Vig2 — vig1) |

€ b:‘+1 =

tisz

Figura I11.12
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Sinal de 7 : positivo se eos (b;,0:41) > 0 e negativo cos <(b;,0:41) < 0. Assim temos
uma analogia com a defini¢ao do Capitulo 1.

O valor absoluto da tor¢do em ¢; é definido como:
A,
7 =7(0;) =
| Vigp — 4 |
PROPOSIGAO: Seja {p:} uma sequéncia de aproximagoes poligonals secantes a curva
fechada regular g tal que os vértices de p; sdo os vértices de 1;,¢ < 7, e tal que y; se apro-
xima de ¢ uniformemente quando i — oo. Entéo para cada {p a tor¢do 7(tp) = lim7(0;)
oo

onde, para cada ¢,0; € 0 segmento de g; para o qual u(ty) fica entre v; e vit;.

Entao, se ji € uma aproximagéo poligonal secante para uma curva regular fechada g,
podemos aproximar a torgio total de u:

/Td-S & Z’—‘i fvigy — v |= ZAB,

t

a soma tomada sobre todos os segmentos o; de p.
Exemplo:

Vamos calcular a tor¢éo total da poligonal abaixo:

v
3
Y4 Vo = Vs=(1,0,0)
v Vi = (1,1,0)
, v, = (0,1,0)
> (. V; = (0,0,1)
Mi = (_17011)
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Figura III.13

bl — (Vi — %) X (1’/5' _%) — (0'110) X (_11030) — (0 0 1)
| (Vi = Vo) x (Vo =¥4) |~ [(0.1,0) x (=1,0,0)| "7
2 = r r 17 = = it
(V=W x(Va=V) 1 1(~1,0,0) x (0.-1,1) | 2
b, — (Vs = 12) x (V4 — V3) _ (0,—1.1) x (1.0,0) =i_(0 1 1)
‘ [{(WB=Va) x (Vi=Wa) | 1(0,-1,1) x (1.0,0) | 2
(Vi - V3) x (V5 — V) (1.0,0) x (0.0.—1)
by = = = 1.0
’ | (Vi—Va) x (Vs = Vg) | ](1,0,0) x (0.0, 1) ] (0.1.9)
Agl - Q(blabZ)
1 7
(b1,b2) = cos(A01) = 5 = cos(My) = A0 = }
AGQ = {)(f}g, 63) =0
1
Aly = Q(bs. by) = 7§ = cos(Ad3)
= Af; = 3;-
orcio Total = T4 % =
Logo, Torcao Total = 7 4 19

Usando esta definicéo de torgao total Michael A. Penna d4d uma prova mais ilustrada
do ponto de vista geométrico do Teorema I11.5 [Pennal.

TEOREMA DOS QUATRO VERTICES PARA CURVAS NO ESPAGO

Existem vérias versoes do Teorema dos Quatro Vértices para Curvas no Espago. A
primeira delas foi dada por Kneser em 1912 em seu trabalho contendo a versao classica
para curvas planas. Fle mostrou que os vértices de uma curva plana correspondem a pon-
tos de torcdo nula na anti-projecdo estereografica desta curva. Assim, toda curva fechada
na esfera tem pelo menos 4 pontos de torgdo nula. Mais tarde, em 1958, M. Barser e
F. Flohr mostraram o Teorema para curvas num ovaldide. Uma versao mais geral para
o Teorema ¢é feita para curvas convexas no espago, ou seja, curvas que estao contidas no
bordo de seu fecho convexo. Referéncias recentes deste trabalho sao [Sedyhk] e [Costa 2].
Neste ultimo trabalho, é mostrado o seguinte resultado:

70



Se o é uma curva convexa satisfazendo as condigées:

- « é simples e fechada;

!

sua curvatura ndo se anula em nenhum lugar;

nao tem retas suporte bitangentes;

tem contato total de ordem finita com qualquer plano
entdo o tem pelo menos 4 vértices (4 mudangas de sinal para a torcao).

E importante observarmos, por analogia ao caso de curvas planas, que para curvas
no espago a palavra vértice também possui uma interpretagido. Vamos mostrar que os
vértices de curvas no espago correspondem a pontos de cispide da binormal. De fato,

Seja b(s) a binormal de uma curva o regular fechada. Seja so um ponto de mudanga
de sinal da torcao. Vamos mostrar que sp é uma cispide de b{s). Suponhamos que para
s — 35, T(8) <0 epara s — s3, 7(s) > 0. Entao

Bs) __m
EOIEE
Logo,

X b(s) ) TN

lim =lim=—=mn

smsy | V(8) ] smsy =T

e

" —

lim br(s) = lim ™ _ —n.

smsy | V(8) | smst T

Logo, as tangentes unitdrias a b(s) para s — s; e para s — &7 formam um angulo
de 180°, o que significa que sg é um ponto de cispide de b(s).

Reciprocamente, suponhamos s = sq um ponto de cispide de b(s). Logo, necessa-
riamente temos ¥(sp) = 0 0 que implica que —7(sg)n(sg) = 0 = 7(s6) = 0 e, portanto,
T{s0) = 0.

Temos ainda que mostrar que sg € um ponto de mudanga de sinal da torgdo.

! !
Sejam, entdo, v(sg) = lim _ble) e w(sg) = lim ()

ETHGs) R THT
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Como sg é um ponto de cispide de b, v(sq) - w(ss) = —1. Entdo, v(so) = n(so) e
w(sp) = —n(so) (ou vice-versa).

Como

VY(s)] = 7(s)ser(s)>0e
| 6'(s)| = —1(s)ser(s) <0,
temos que
v(so} = n(so) = 7(s) <Uparas— s, e
w(sg) = —n(se) = T(s) > 0 para s — s7.

Logo, sq € um ponto de mudanga de sinal da torcao.

Finalmente cabe observar que o Teorema dos Quatro Vértices, ao contrario do caso
de curvas planas, nao € valido para todas as curvas regulares fechadas simples no espaco.

Um exemplo pode ser dade pela curva (1,3) no toro, que para 5 < < 10, tem torgao

nunca nula [Costa 1]. Esta curva néo é convexa.

O

Curva (1,3) sobre o toro

Figura II1.14



Uma familia de curvas convexas (e que portanto tem pelo menos 4 vértices) pode ser
extraida das curvas (g, p) no toro. Como mostraremos no paragrafo IIL6 as curvas (g, p)
no toro (a > 1) se projetam como curvas de curvatura nio nula no plano se e somente se
a>n?41.

No caso de curvas do tipo (1,n) (sem nd) a projecido no plano € uma curva sem
auto-intersec¢do (sdo curvas simples). Logo, pelo Teorema I1.3 estas curvas tém proje¢ao
convexa no plano.

Dizemos que uma curva ' fechada no espago IR é convexa se todo ponto z €
possui um plano suporte, ou seja, um plano que suporta a curva no ponto e tal que a
curva fica inteiramente contida num dos semi-espagos determinados por este plano.

Entao, como para a > n? + 1 as curvas (1, n} possuem projecdo convexa, podemos
tomar o cilindro cuja base é esta curva projegao. Logo, este cilindro contém a curva {1, n)
e todo ponto z pertencente a curva terd como plano tangente o plano tangente ao cilindro
neste ponto z e, portanto, toda a curva ficard num semi-espago determinado pelo plano
tangente, Logo, para @ > n?4-1 as curvas (1,n) no toro sao convexas e, portanto, possuem
pelo menos 4 pontos de torcao nula.

III.4 - ENERGIA DE UM NO

Um funcional no espaco de curvas fechadas no IR* que foi introduzido recentemente
é a energia de um nd. Dada uma curva v(u) fechada, regular por partes em R?, onde u, v
pertencem ao intervalo de definicdo da curva ou a S?, define-se essa energia por:

! 1 . ¢ udv
Bo)= [ {| T =T D(?(U)n(v))z} | 9() [13(0) | dud

onde D(vy(u),7(v)) é a menor distancia sobre a curva entre y(u} e y(v).

Como exemplo, calculamos a energia do circulo unitario. Primeiro, observamos que
se vy estd parametrizada pelo comprimento de arco e £ é o comprimento de -y, entao:

£ putif2 1 1
Bl = /—m/—m { [y(0) = (w) > Jo—u Iz} dudv.(+)

Seja o : 81 — IR® uma parametrizagio do circulo unitério. Se | v — u |< 7, entdo

| Y0(v) — volu) |= 2sen{| v —u | /2).

Logo, pela equagiio (*) temos:



7 utr 1 1
= — d
E(?) eruf_u_w { [236?1"!1}‘;—14]2 (u — 0)2} v
- 4

T 1 1
= in[ || @
™Jo [436?12(0/2) -vz} ,

W=

=/2 1 1
= ‘27:[ [ — —-] du
a seniu  u?

1 71';"2
= 27 (—cotu + w)]

i o]

como cotu = 1/u — (1/3)u + -+ -, temos cotu — 1/u — 0 quando u — 0. Logo. E(vw) = 4.

Uma das principais propriedades deste funcional é a invaridncia por transformacoes
de Mébius [Freedman]. Uma transformaciao de Mdbius na 3 esfera = IR U o0 é um ele-
mento do grupo de difeomorfismos que preservam angulos gerados pela inversdo em 2
esferas.

TEOREMA IIL6: {Teorema 2.1 de [Freedman])

Seja 4 uma curva simples fechada em R® e T' uma transformacio de Mobius em
R? U {>}. Entao:

(i) Se Toy C IR? entao E(T o7) = E(%).
(i1) Se T o~y passa através do oo, entdo E((T ov) N R®) = E(v) — 4.
Esta propriedade foi essencial na obtengdo dos seguintes resultados [Feedman]:

1} Sobre todas as curvas regulares por partes fechadas v : §' — R, os circulos tém a
menor energia e gualquer curva < de energia minima parametriza um circulo.

2) Qualquer curva regular por partes com energia menor que 67 + 4 == 22.84934 é uma
curva sem noé.

3) O mimero de classes de isomorfismos de nés que tém representantes de energia menor
ou ignal a A é limitado por 2(24~427)(241/27)V ~ (0.264)(1.658)". Em particular,
existem finitos tipos de nés limitados por qualquer valor de energia.

Assim, através da energia de um né podemos estimar o nimero de tipos de nds com
energia menor ou igual a uma constante M. Experimentos computacionais de K. Ahara
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deram um valor de = 74 para a energia de um trefoil.

Com base nestes fatos, tentamos calcular a energia dos nés no toro. Nossa intengdo
era conseguir exemplos que se aproximassem mais do resultado de [Feedman]|, utilizando
para isto os softwares Mathematica e Maple versdes para a estagao SUN.

Porém, as grandes oscilacdes do integrando nic permitiram resultados confidveis
dentro das aproximagdes feitas.

Uma de nossas perspectivas para trabalho futuro é um estudo em maior profundidade
dos resultados de [Feedman] com possiveis discussées envolvendo a geometria diferencial
global das curvas.

II1.5 - NUMERO DE ENLACAMENTOS DE DUAS CURVAS NO ESPACO

Neste paragrafo apresentamos diferentes definigbes para o numero de enlacamentos
{linking number) entre duas curvas no espago mostrando a equivaléncia entre elas. As
principais referéncias utilizadas foram [Rolfsen] e [Pohl 1.

A INTEGRAL DE GAUSS

Seja M uma variedade compacta diferencidvel de dimens&o n (com ou sem fronteira)
e seja ¢ uma aplica¢io diferenciivel de A na esfera unitdria de dimensao n. Seja dO, o
pull-back (Apéndice 3) do elemento de volume de 5™ sob ¢ e O,, o volume de S™. Entéo

1
— dOn
O, /M
é chamada a integral de Gauss para ¢.

A integral de Gauss tem virias aplicagdes na Geometria. No caso em que M nio tem
fronteira, ela dd o grau de ¢ (Apéndices 2 e 4). Foi usada por Kronecker para dar uma
férmula para o nimero de intersecgdes de duas subvariedades no espago euclidiano.No caso
em que M é uma hipersuperficie imersa e ¢ ¢ a aplicacio de Gauss, ela d& a curvatura
total de M. Gauss usou a integral em sua investigacao sobre a teoria eletromagnética
para dar uma formula para o niimero de enlagamentos de duas curvas fechadas no espaco.
Se (1 e C; sdo duas curvas regulares fechadas disjunias no espagoese ¢: Cy x Cy — 52 ¢
a aplicagdo que associa a cada {z,y) o vetor unitario de z a y, entdo a integral de Gauss
déd o numero de enlagamentos (LK (Ch, (7)) de C; e C; (se Cy e Cy ndo sdo disjuntos
entdo o nimero de enlagamentos é indeterminado).

75



Logo,

1
ds II1.5.1
47 /c*;xca ( )

onde d5 € o pull-back do elemento de 4drea orientada de S pela aplicacio ¢.

LK(C,Cy) =

Dadas duas curvas regulares fechadas disjuntas o : [a,8] — IR? a({a, b)) = C; e
3:[e,d] = R, B([e.d]) = (1, a integral de Gauss é equivalente a integral

b def(u.v,w) o
rdt I1E.5.2
47/ / TR (115.2)

onde

v = alx)-—3{t)
- ()

v
w = Fi).

FEsta integral nos fornece uma férmula explicita para se calcular o nimero de
enlagamentos de duas curvas no espaco.

Vamos entao mostrar que (111.5.1) e (111.5.2) sdo equivalentes.

De fato,
] dS = grau de ¢ - 4rea de 52
CxCy
Logo, podemos interpretar / dS como a “ drea orientade” de 5% coberta pela
Crxdy

aplicagdo ¢.

Tomamos a parametrizacio de 52 dada por:

o IR o §?
‘ . alz} — 3(t)
R O]

Logo,

5= (3608 gt
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Assim,

fclxc2d8 - fjf:(% A %?, ¢>dxdt.

. u u
Tomando u,v,w como anteriormente, temos: ¢ = = e
[w]  (uw,u)l/?’
d¢ 1 u{v, u)
—_— 1) -
dv  |u| Ju |?
do 1 w{tw, u}
Ye _ P e R
di | u| ¢ Ju |2
Logo,
d¢ 0¢ d¢ 0¢ 1
o T m N T upt e
1 1
= I vaw Ay = P det(u,v,w).
Assim,

dSs ‘ol d dnd
= tHu t.
fclxcz /c _/a Ik et(w,v,w)dz

Ja vimos trés maneiras de se definir o nimero de enlacamentos de duas curvas no
espago (As intergrais (111.5.1) e (I11.5.2) e como o gran da aplicagdo ¢). Veremos agora
outras maneiras de se calcular o nimero de enlacamentos de duas curvas.

Para a defini¢do de niimero de enlacamentos de duas curvas que faremos abaixo, sera
necessaria a introdugazo do conceito de superficie de Seifert para uma curva. Dada uma
curva regular fechada simples no M2 € sempre possivel construirmos uma superficie que
seja compacta, conexa, mergulhada no JR* e orientdvel, de modo que a curva seja bordo
desta superficie, chamada superficie de Seifert [Rolfsen]. Descrevemos a seguir como esta
construcdo pode ser feita [Carter]. Em [Rolfsen], é feita a prova da existéncia desta su-
perficie.

Dada uma curva simples fechada no JR®, tomamos sua projegao num plano. Quando
a curva nao tiver nd, a superficie de Seifert € isotdpica a um disco. Quando tivermos
um nd no IR3, a projecdo terd auto-interseccoes. Orientamos, entdo, a projecio do né
e em cada cruzamento um par de setas orientadas sido associadas com a orientacio (fi-
gura II1.15). Ento o cruzamento é suavizado de tal modo que as orientagdes coincidam.
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(Podemos pensar na intersecgiao de duas avenidas de méo tUnica e no par de conversoes
possiveis nesta intersec¢do}). Uma colegdo de curvas simples fechadas orientadas resul-
tara da suavizamento de todos os cruzamentos. Cada curva limita um disco no plano
de projecio e estes discos podem ser levantados no espaco tridimensional de modo que
fiquem mutuamente disjuntos. A colegido destes discos, reintroduzimos os cruzamentos
adicionando faixas torcidas de tal modo que a orientagdo induzida no bordo desta su-
perficie coincida com a orientacdo inicial do né. Logo, obtemos uma superficie compacta,
conexa, mergulhada no I3 cujo bordo é o né dado inicialmente.
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Daremos agora a nossa 42 definicio de nimero de enlagamentos de duas curvas. Se-
jam C e (' curvas regulares, fechadas, disjuntas. Seja S a superficie de Seifert para ().
Pelo Teorema da Transversalidade (Apéndice 6), podemos assumir que C intercepta §
num numero finito de pontos z1,.++,&n.

Se, num determinado ponto x; onde ' cruza S5, o sentido de cruzamento é o mesmo
que o do vetor normal a S, contamos +1. Caso contrério, contamos —1. A soma destes
numeros {vamos denotd-la por A), nos da o mimero de enlagamentos entre ', e Cl.

1 .
Mostraremos agora que A = ~—— d8 = LK.
'—1?( Cy1 %3
Como (7 encontra S num mimero finito de pontos, sejam 21 = {(d).¢1), -, 28 =

(dw,cx) estes pontos,onde d; € Chee; € 8, i=1,---,N.

Para cada ponto {z,y)} € § x C, distinto de (dy,¢1),-- -, (dn, cy) associamos um
vetor unitario ¢{r,y) que vai de z a y. Envolvemos cada (d;, ¢;) por uma esfera 3 ; em
S x U5 que ndo contenha outro (d;, ;) € que nao encontre §(S x C3) = €1 x (. Seja dS o
pull-back do elemento de drea sobre a esfera unitédria pela aplicagdo ¢. Entdo d(dS) =0,

pots dS é o puli-back de uma 2 forma definida numa variedade bidimensional.

Assumimos 5 X (3 orientado, Pelo Teorema de Stokes, temos:

]Cm ds + Z:;/E ds = jsmz 4(dS) = 0.

Logo,

N
]C e ds =3 /Z‘ ds.

Mas a j-ésima integral do lado direito é igual a —4x(+1). Logo,
1
[ as=trama=_ [ ds=1k
C1xCy ir Joyxo,
Assim temos a 42 definicio de LK.

Falaremos agora de uma 5% definicao de LK. Considere a projegao regular de C1UC,
no plano. Em cada ponto z; onde (3 cruza sob Cy, conte

+1 para—l:;—% e — 1 para —T%b,
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onde t; e {; sdo, respectivamente as projecdes dos tangentes unitarios a ') ¢ C; em ;.

A soma destes mimeros (= B), sobre todos os cruzamenios de C3 sob (7] nos da o
numero de enlagamentos entre C; e Cs.

DEMONSTRACAO: Consideremos a aplicacio

$: R - S*c R
a(z) — B(1)
B = e = A

Escolhemos em S? a orientagao do vetor normal para fora.

, onde a(fa, b)) = Cy e B([c,d]) = (4.

Seja y € 5% valor regular de ¢. Vamos mostrar que os pontos na imagem inversa de
y pela aplicacio ¢ sio os pontos em que a curva Cy cruza sob a curva € e que contando
+1 para —};;~% e —1 para —14,, a soma destes nimeros dard exatamente o gran de ¢,
ou seja, 0 numero de enlacamentos entre C; e Cs.

Como y é um valor regular e S? é compacta, ¢~ {y} = {p1,---, e} € C1 x C; é
finito, onde p; = (alz:), B(:)}).

Consideremos a aplicacio

Tt IR —  y* (7, a projecéo no plano prependicular a y)

W o we-w-yy

Figura I11.16
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Logo,

(a2, B(t) € 671(y) & (2 — Bt )
afi)) -y > Biti) -y (pois y = | H . ﬁﬁiﬁ |)-

Logo. os pontos na imagem inversa de y pela ¢ sdo exatamente os pontos em que €5 cruza
sob ('}.

Vamos agora verificar que o sinal positivo para —[—™ e —1 e negativo para —}%,,
coincide com o fato de ¢ preservar ou reverter orientacio.

Sejam w; = 7 (&' (7;)) e we = 7,(F(;)). onde (a(a;). 3(1;)) € ¢7(y). Nostraremos
que {wq,w;} é uma base positiva (nesta ordem) <> & preserva orienta¢do, ou seja, que

wy Awe -y >0 & ¢ preserva orientagao. (a)

Considerando a aplicacdo ¢, podemos olha-la como uma parametrizagao de S*

, alz) — (i)
o Hr)— : .
SRR PN Ty
Como
O =] = (?é o =10
dx
e
do |
a0 0=Y
do . do
Logo e Loe 9t 1o

Para wm ponto regular (r;,¢;) € ¢71(y)

do Jo y
{(’)3:1 (Bf } é L.1. e gera 1,57
Agora, qéapreserva, orientacido < ¢ leva uma base positiva de JR? numa base positiva
_ do D¢
de Ty (5%) = — A == -y >0 (b).

De (a) e (b) devemos mostrar que



Como

w1 = my(a () = wi=d(2) —(z:) gy
wy = 7 (F) D w =Gt~ B) vy

Entao
o (zi) —o'{z:) -y y
wy Awy-y > 0& det | 3'(8)— 3y -yy | >0 ()
4

Por outro lado, ja vimos que

9% |, v, . 1

(tu-fz) = |e&'{z:) - P |2a (xi) - (a(z;) — 3(&'))} : |
e
8é -_ f ! . i . 1
e = |96 = B ated — 5]

onde u == a{x;) — B(t:).

Logo,

5‘_@5 %-y>0@ |
[ o(z) - |$|2 o'(2:) - (alas) = Alt:)

bl AW — ) (ale) - BW) | >0
L ¥
[ &(z:) — &(z)-yy

det | 3(t;) — ptd-yy | >0.
| y

Comparando com (c), obtemos

do  0¢

at' 8t y>0¢¢w1/\w2 y > 0.

Logo, deg(¢) = B, o que significa que B é o niimero de enlacamentos entre C; e (.
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Uma defini¢ao de LK de natureza topoldgica € a seguinte:

C; é um lago em S* (esfera unitaria em IR?) —C}, portanto representa um elemento de
71{$° — C}) com ponto base apropriado. Este grupo fundamental se abelianiza a Z (ou
seja, 0 quociente deste grupo fundamental pelo seu comutador é Z, conjunto dos ndmeros
inteiros) e o lago € é levado num inteiro, que é 0 mimero de enlacamentos entre ('} e Cy.
(62 definicao) A demonstragio deste fato se encontra em [Rolfsen].

PROPRIEDADES:

O numero de enlacamentos LA entre duas curvas 'y e (; é invariante por isotopia.

De fato, se existem isotopias « : [0,1] x §' — R 3:[0,1] x §' — IR? e tal que
ao(S) = (5 e Fo(S!) = (', entdo definimos
. ailr) — Bi{t)
oz, t) = ke |0,1].
&)= @ =A@ T 0:1]
Assim, temos aplicacdes isotépicas &g, ¢1 : S x ST — 52, Como, pelo Apéndice 2 o grau
é invariante por isotopia, temos que deg{¢y) = deg(¢y) = LK.

Outra propriedade importante do nimero de enlacamentos entre duas curvas € que
LK(C1,Cs) = LK(C,, (), pois se () e (, sdo revertidos entdo a orientagdo do pro-

duto 'y X (; é revertida e o sinal de ¢ é trocado, o que significa que u = a(z) — 3(¢)

. . » 1 {et{w, v, ' :
também tem sinal trocado. Logo, LK = — Mdmdt(v =d(r)ev=3(1))
rleyxe, |ulfd

fica inalterada.
Se revertermos a orientacio de uma das curvas, por exemplo de C7, teremos, pela 52 de-
fini¢do de LK, que as projegdes —Tib, e —T42, terao seus sinais trocados, o que significa
que o sinal de LK também muda.
Logo LK{—C1,Cy) = —LK(Cq, (7).
INDICE DE TANGENTE DE CRUZAMENTO

Em 1I1.6 falaremos scbre o ntimero de auto-enlacamentos de uma curva regular fe-

chada simples no espago e serd dada uma férmula integral para calcular este numero.
Para isto serd necessario, entdo, uma reinterpretacio da Integral de Gauss.
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Sejam, entdo, Cy = a(S*) e C1 = B(S?) curvas regulares fechadas simples disjuntas.
Mostraremos que o nidmero de enlagamentos entre C, e (s é igual a metade da soma dos
indices de tangente de cruzamento, cuja definicdo necessitara de algumas consideragdes
abaixo.

Localmente em C; x (J; associamos a todo ponto vetores unitarios ey, €3, €3 que sio
o(z) — B(t)
| alz) — B(2) ]

e de modo que {ey, ey, €3} seja um triedro positivamente orientado em R°.

perpendiculares entre si, onde €,(z,1) = é o vetor unitario de 3(t) a a(z)

Seja wi; = de; - ¢, onde para i =1,2,3,

e;: B2 — 52
(x,8) > ez, t)
e

de‘-(x,f):ﬂg — Tci(::,t)(Sg)'

Logo, de;(z4) (2) € e;'(r‘ﬂ {plano perpendicular ao vetor e, )), pois na esfera o plano
tangente num ponto é perpendicular ao vetor posi¢do.

Assim, €3 (z,1) = T, ,(5?).

Como
Je; Oe;
det- - ad&j + Ed‘tj
68{ (963'
Wi; = de; - €; = % . B_f_.'d.'L' + _(.‘)? . e_idt.
Logo,
8Ei 861‘
dng = d (Eﬁ‘- ) 6_;'(1'.';1? + a - Ej(ft)
aei aej (’)eg aej
= S podrdt — 5— - —=dadi.
Bt 63} dl‘dt 63’; at fes

Seja dS o pull-back do elemento de drea de S? pela aplicagao ¢;. Mostraremos que
3

dS = w2 A wyg = dwsy. Para isto, vamos mostrar que dwy; = Zwik A wg;.
k=1
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Expressando —

dz’ Ot Bz

= [(e)
(RIS

Como €; - ¢; = [ para i £ §

de;
dx

€;

Bt

Também, -e;=0e

dzx

de; Oe; 36’} 863

(‘)6{

na base {e1, €2, e3} obtemos:

T Ot
Be,: 66_.’.' 661
a)+ (G o) (2 e)+ (5
de; de; ) (%
o)+ (5 e) (5 )+ (5
. temos:
Jeij . 0¢
adr A dr
(*) e
gei o 94
FTRRE gt
. Oe; 86, s
e; =0, ])0158— at

(onsiderando estes fatos na expressio acima, obtemos:

de; '
dr

;
(

dw;;

Je;
dx

3-‘:1

]_.10,:‘:_.';03 (f?l‘gz

3
Zdei e Adey -

d de; a
o) (3 o)t~ (57 o) (5
) (G2 es)asat = (G ex) (G2

863 det des
o) (s es) it - (- es) (G

3
e; = Zwik Awr;.
k=1

(=)
= wa; AWy = wyg A Wia.

Resta mostrarmos entao que d5 = wig A wya.

. .
Ja vimos que dS = dey
N

dey 0
Expressandc ! <1
dr Ot

obtemos:
dey 0

—ai ;fl epdzdt =

861
d

6&1

dx

(

)(&

- e drdt.

deq ey

awar— (20

ot ot

wiz A tns.
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2, €3} ¢ usando o fato que - —

ej-) drdt +

.

d

B

ej)dr.dt +

drdt

1
Lcete

C)ﬁl
— €3

Jx

!
s

)dm’t

63) i\ dedt —

63)1} dxdi

L
S A



Logo, dS = dws,, o que significa que dS é uma forma exata e, portanto,

/ ds =0,
) x {3

pois a integral de uma forma exata sobre uma superficie fechada é zero.
Assim, terfamos LK (C;, ;) = 0, 0 que nem sempre é verdade.

Existe, entretanto, uma escolha natural da hase {61,62,63} em geral. Para cada
(z,t) € 5" x S considere o plano gerado por e;(z,t) e 3 com orientagio {e;, A). Seja ¢,
um vetor unitario neste plano e normal a ¢; de modo que €; €; coincida com a orientacdo
dada. O 32 vetor da base é determinado por e3 = e; X €. Esta construcio fica indeter-
minada um ponto {z,1) € S' x S! tal que a reta tangente a 5 em ¢ contenha o(z). Este
ponto (z,t) serd chamado tangente de cruzamento de o com respeito a 5.

A totalidade das retas tangentes a 8 formam uma superficie desenvolvivel chamada
a tangente desenvolvivel de 3.

Assumimos que a curvatura de J nunca se anula. Isto garantird que a superficie
desenvolvivel de § seja uma superficie imersa em todo lugar, exceto em 3(S5"), pois seja,
X(s,t) = B{t) + s8(t) a tangente desenvolvivel de 3.

Logo,
0X :
X - b
5 e
oX . )
v B(t) + s3(1)
se k(t) = 0, terfamos que neste ponto (;Y € %;{ sao LD e, portanto, X nao seria uma

superficie imersa.

Pelo Teorema da Transversalidade (Apéndice 6), podemos assumir que « cruza a tan-
gente desenvolvivel de 3 transversalmente e nos pontos onde ocorre tal cruzamento séo
justamente os pontos de tangente de cruzamento. Segue entio que as tangentes de cru-
zamento s&o em nimero finito, digamos, (z1,4,)---, {2, tar). Envolvemos cada tangente
de cruzamento por uma caixa de comprimento ¢, B, = {(,?) € ' x S'/ |z — z; [< e,
[t —1; |< e} com ¢ tomado tao pequeno de modo que B;. nao contenha outro (z;,1;).
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Seja A;e = 3{Bi.). Em Cy x Cy — UB;, o triedro {e1, €3, €3} estd bem definido, e
podemos aplicar o Teorema de Stokes: '

A
/ dws,; = Z / W3z,
€1 XCa = By, Age

i=1

Passando ao limite quando € — 0, temos:

lim / dwsy = 1imZ] W3y
=0 Cy xC2—UB,i. ¢—0 ;s vetde

= ds5 = lm%zi:f,q“wgz'

C1xC2

Se mostrarmos que as integrais do lado direito sao multiplas de 27, obteremos:

1
[ aS=(ht- b= (atetha) =5 [ dS
£ X Oy LT SOy R
Cada k;,i = 1.--- M é chamado {ndice da tangente de cruzamento de & com relagao

a 3. Assim temos que

1
[ S =Skt e+ k),
%y i~

ou seja, o numero de enlagamentos entre C; e €, é igual a metade da soma dos indices
de tangente de cruzamento de a com relacio a # (esta é a 72 definigdo de LK).

Observacao: como LK(Ch, (%) = LK(Cy, (), temos que a soma dos indices de tangente
de cruzamento de 3 com respeito a « ¢ igual a soma dos indices de tangente de cruza-
mento de e com respeito a 3. Portanto, podemos apenas falar em indice de tangente de
cruzamento.

Resta entdo mostrar que as integrais / way a0 de fato, multiplas de 2x.

Para isto aplicaremos o processo de dilatacdo direta [Pohl 2] para cada (r;.1;) €
St x 81 isto é, sibstituimos cada (r;,t;) pelo circulo de diregGes tangentes orientadas
Yia St x S em (z;,4;). Por este processo obtém-se uma variedade [} com fronteira
consistindo de 3.+ --. 3, [Pohl 2].

Asseguramos que a base {¢, €9, €3} definida acima se estende diferenciavelmente a
fronteira desta nova variedade. Para provar isto, tomamos expansdes em séries de poténcia
de 3 e a em vizinhacas de #; e x; respectivamente. Tomamos a origem de R® em 3(t;) e
sejam & e 8, o comprimento de arco de 8 e « respectivamente. Sejam
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e = ey(eyti)(= 18(8))

e = o vetor normal em S(%;)
eso = o vetor binormal em £(¢;)
g = (l(’b‘,)

Entao;

; 1 R
Ifj(.Sl_) = 8&1€i0+ —kaﬁzg -+ R3, onde lim "?3 =}
2 s1—+0 87

R
alss) = J(0) + salg + Ry onde lim — = 0.

s —0 32

Como (x;,1;) é um ponto de tangente de cruzamento, temos: a{x;) = Aeyp para algum A,
e podemos escrever: 1y = ay€10+ a2€90 + aa€sp. J4 temos assumido que o cruza a. tangente
desenvolvivel de J transversalmente, e desde que o espago tangente a esta superficie ao
longo da reta tangente a 3 em t; é gerado por €19 € ezq, temos que az # 0. {Sendo teriamos
infinitos pontos de interseccio de a com a tangente desenvolvivel de §).

Agora, €1(51,52) € multiplo de a(sz)} — 3(s1) e es(s1,52) multiplo de {a(s2) — F(s1)} A
ﬁr(sl)-

Assim,

1
alsz) — f(s1) = Aew+ sp{are10 + azez + asesg) — ($1€30 — éksfezu)

1
= e1o(A + s3a; — 851} + ea(s2a2 + 3163%) + es0(assz)

.3’(-51) = e+ ksiexn
e

[a(s2) — A(s1)] A #F(s1) = exlaasy) + esplkAsy — s2a3) + termos de 22 ordem.

Isto mostra que a direcdo e3 é dominada por termos de 1? ordem, de modo que ela
se estende diferenciavelmente & fronteira 3,

€1 estd bem definido e é constante em ¥;, pois ejq é tangente & variedade [ em
(t:;,2:) e 3.; é o bordo de um circulo tangente i variedade em (¢;, ;). Logo, tomamos
€2 = €3 N €. Entao:
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lim Wsg =/ Wan.
e—0 Aie ;

Mostremos que ws; = +dyp, onde  =<)(es, €30).
Temos
[543 fes
co5p = {€3. €39) = —senpdy = e esndr + FT €50dt .

Como ¢ é constante em Z, temos de €5 - ¢35 = 0 que
i

d
'TEE L&
dx
e
Oe
e
como Des ¢ des s dicul 1
5. ¢ B¢ S0 perpendiculares a es, temos que
Oes _ Des
dr 9 7
e.
des D5
TR
0 de
Sabemos que w3y = 92 - epdr + _;73 - eadt. Entdo, usando os fatos acima vamos
x ‘
mostrar que wa; = dy
de de
—senpdy = -ﬁ - €zndr + E}E - e30dl
Jde Je:
= (9?3 ‘€3 ez) - €apdr + (()—; CEy 62) eapdt
Je: e
= ("("3';5' ‘ 62) (€2 - €s0)dx + (E? ' 62)(62 - €30)dt
a e
= ?j—?— < ey(tsenz)dz + -(—;—;1 - eg{senp)dt
Logo,
di = :l:(% - eqdr + i)—{:—?’ ezdt) = Ftway.
dx d



. Partanto,
Way = / +dp = A2r, A inteiro,
fo o=k,

Como um exemplo, mostraremos yue o nimero de enlagamentos entre a curva {q, p)
sobre o toro e 0 equador do toro, (acost, asent,0), é —p {quando a curva e a circunferéncia
estao orientados no sentido anti-horario).

De fato, a superficie de Seifert da circunferéncia € o disco. Temos que contar quantas
vezes a curva atravessa o disco e atribuir o valor +1 se a curva atravessa o disco de “bairo
pare cima” e —1 caso contrario.

Como sabemos, a curva (g, p) pode ser dada em coordenadas cilindricas do seguinte
modo:

(rcost,rsent,z) onde r = (a + cos (gt))

ez = sen(gt) t € [0,2¢n].
q

Entéo, o nimero de enlacamentos entre a curva (¢, p) e o equador do toro serd igual
ao mimero de vezes que a curva (g, p) tem coordenada z se anulando quando ela atravessa
o plano equador de “cima para baizo” {ver Figura [11.1).

Calculemos, entdo, os pontos em que sen (Bt) se anula
q

sen(Et) =0=i{= gk‘ﬂ', keZ.
q p
Mas t < 2g7r = k < 2p.

Logo, existem 2p pontos onde sen(gt) = (. Sao eles
q

g q2w q
0. L, EE - oy —1yx}.

{ p p’ P
Destes pontos, apenas p pontos furam a superficie de Seifert do equador do toro.

Nos pontos em que &k € par a curva do toro é dada por

((a + 1)cos (k%:r) ,(a+1)sen (Lf:r—) ,{]) .
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Nestes pontos

((a +1)eos (%)) . ((a +1)sen (%)) s

Logo, para k par a curva do toro nao cruza o disco. Quando % for impar, a curva (¢, p) é
dada por:

((a — 1)eos (E‘-qrr) Jfa—1}sen (kqﬂ‘) ,0)
p p
. 2 . 2
e ((a — 1)cos (%W)) -+ ((a — 1)sen (%ﬁ)) —a?—2a+1<d’— 1<

Logo, para k fmpar a curva do toro cruza o disco em p pontos.

Nestes pontos, a tangente a curva (¢, p) tem coordenada z negativa, o que significa
que a curva {g.p) cruza o disco de “ecima para baizo”. Logo, neste caso, o numero de
enlacamentos entre as duas curvas é —p.

II1.6 — NUMERO DE AUTO-ENLACAMENTOS DE UMA CURVA FE-
CHADA NO ESPACO :

O conceito de nimero de enlagamentos (linking number) entre duas curvas no espaco -
pode ser adaptado para se definir 0 nimero de auto-enlagamentos (self linking number) :
de uma (unica) curva no espago {Pohl 1].

(Juando definimos o ntimero de enlacamentos de duas curvas fechadas no espago
como a integral de Gauss, assumimos que as duas curvas no se interceptavam. No caso
de uma dnica curva regular fechada €' em R®, a integral de Gauss fica

ﬁ /0 x (! 4,

onde dS € o pull-back do elemento de 4rea da esfera pela aplicagio e; : ¢’ X €' — 52 que
associa a cada (z,y} o vetor unitario de x a y.

Porém, como veremos adiante, esta integral assume valores continuos (nimeros re-

ais) de modo que ndo faz sentido definir o mimero de auto-enlagamentos de uma curva
fechada como a integral acima.
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Seja, entdo, a : ST — I3, o(S5!) = € uma curva regular simples fechada no espago
R? e cuja curvatura nunca se anula. Assumimos ' orientada. O niimero de auto
enlacamentos SL de C € entdo definido como a metade da soma dos indices de tan-
gente e cruzamento de o com relagéo a ela mesma. (Andlogo a 72 definicio de nimero
de enlagcamentos de duas curvas no espaco no paragrafo H1.5).

A partir desta defini¢do é possivel encontrar uma férmula integral para o numero de
auto enlagamentos de uma curva fechada no espago (SL). Seja S(5!) o espago de diregdes
secantes abstratas do circulo §. Este espaco é definido como dilatagio direta de 5! x 51
ao longo de A, onde A = {(x,z);z € S*}. [POHL 2].

§(S'} é uma variedade diferencidvel com fronteira; sen interior consiste de ' x S1—A
e stia fronteira é o fibrado unitdrio tangente de S [POHL 2.

Para cada (z,y) € S x §' — A, associamos o vetor unitario e;(x,y) em IR® no
sentido de a(z) a a(y). Para cada t € 9(S(S5'})) associamos ei{t} =t visto como vetor
unitdrio de [R*. Esta aplicacio e, : S(S?) — IR® é diferenciavel [POHL 2]. Para cada
(z,y) € 8t x §' — A tal que a tangente a @ em z n3o encontra a(y) associamos ez(z,y),
o vetor unitério no plano gerado por e1(z,y) e &(z) e perpendicular a e;(x,y), isto €,

_ &) — é(z) - eeq -
P e(x) - &) - eren |

A fungdo e, também se estende diferenciavelmente a fronteira de S(5?) [Pohl 2] e é
a normal principal de o, e» nao estd definida nos pontos de tangente de cruzamento. Seja
e3 = e, A e3. Tomamos a orientacio candnica em S x S, Isto induz uma orientacéo
em S(5'). Pelo Teorema da Transversalidade (Apéndice 5) podemos assumir que a(S5*)
cruza sua tangente desenvolvivel transversalmente nos pontos de tangente de cruzamento.
Isto garante que as tangentes de cruzamento sao em ndmero finito (z1,¥1), -, (2ar, yar).
Envolvemos cada (r;, ;) por uma caixa B, de comprimento € em $* x §' — A € §(5%).

Aplicando o Teorema de Stokes, temos:

.ﬂw
j dws; = / W3z + Z_/ W3-
S(51)-UB;, 8(S(5)) =1 7 9Bix

Passando ao limite quando ¢ — 0, temos:

M
[‘31 x 51 3(5(s51)) e + EI_I}%; 8B, 5
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As integrais do lado direito sob o limite sdo os indices de tangente de cruzamento
vezes 27.

Sejam k;, 1 =1,--- M os indices de tangente de cruzamento.

Entao:
(by 4 -4 hy) - 27r=2.50-27 =47S5L.

Agora, 9(5(S1)) consiste de 2 partes, os velores unitarios tangentes orientados “para
cima™ C{1) e os vetores unitdrios tangentes orientados “para baizo™ (C(2). Seja T :
St x ST — A — ST x 8§ — A definida por T(r.y) = (y,). esta aplicacao se estende
diferenciavelmente & aplicagdo T' : S{S') — S(5). Mas T' reverte orientagdo em S' x

'~ A; logo reverte orientacio em J(S(S! j)(T| (1) - C(2)). B claro que e T = —¢y
ci1)

e sobre a fronteira ;7 = —e7. Conseqlientemente e37 = e3. de modo que T™wa; = —wa
sobre a fronteira. Entao:

T(S(5M)y — (S(8h))

Pelo teorema de mudanca de varidveis (Apéndice 5), temos:

dwgy = — T wsy = —/ —Way = ] Wag.
C(2) c{1) (1) ci1)

/ Waz = _/ U'az
c(1) {2)

Mas em C(1) o triedro escolhido é justamente o triedro de Frenet

Logo,

£ = 1
€y = 1
ty — b

Logo pelas férmulas de Frenet (1.3), temos:

dey = keqds
de; = (—ke;+ Te3)ds
des = —Teqds,
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onde ds é o elemento de arco da curva.
Logo, wsy = dez - e3 = —Tey - eads = —7ds.
Assim,

/ 'w32=—/7'd36f wazz-"/’rds.
c(1) i C(2) C

Usando estes fatos, temos:

f ds = —2/ 7ds +475L.
(8848 C

Logo,
1 i
SL = —/ ds  + o= [ rds (111.6.1)
dr Joxe 27 Jo
[ ey g’
integral Tor¢de Total

de Gauss para C
Logo, o niimero de auto-enlagamentos de uma curva fechada ' no espaco é igual a

1 -
soma da integral de Gauss para ' com . Torgao Total de C' (22 definigao de SL).
s

Pelas defini¢Ges que temos de SL ainda néo fica claro que, de fato, S é um mimero
inteiro. Vamos entdo dar outra interpretacao para SL. Deformando-se a curva o através
da binormal em cada ponto a uma distdncia d, obtemos uma nova curva ay. Se d ¢ sufici-
entemente pequeno, isto pode ser feito sem interceptar a nova curva com a curva original e
sem interceptar a curva com ela mesma. Esta operagao move a curva fora de sua tangente

Oa 9 a

dz ’ ‘(-9-;
soma dos Indices de tangente de cruzamento de a com respeito a g € igual a soma dos
indices de tangente de cruzamento de & com repeito a mesma. Logo, SL = LK({a,a4)
(32 definicdo de SL) e, portanto, o nimero de auto-enlacamentos de uma curva fechada

no espago € um numero inteiro.

desenvolvivel {pois o plano tangente a esta superficie é gerado por ). Logo, a

Othando agora a férmula integral para SL, temos 2 integrais cuja soma é um inteiro.

1 . .
Como sabemos, - / rds pode assumir qualquer valor real. Isto significa que
T JC

yp dS também pode assumir qualquer valor real, visto que a soma das 2 integrais
T JOxC

d4 um nudmero inteiro.
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O mimero de auto-enlagamentos de uma curva fechada no espago € independente
da orientagao escolhida, pois se mudarmos a orientagdo de @, g também terd orientacao
revertida e, portanto,

SL=LK(~a,~aq) = —LK(a, ~ag) = —{—LK(a,aq)) = LK {«a, ayg).

Em vista das dificuldades de se calcular S, pois muitas vezes a integral de Gauss
¢ extremamente complicada, falaremos sobre um método mais pratico de calcular SL.
Antes, porém, definiremos isotopia nao-degenerada de curvas. Uma deformacédo de cui-
vas fechadas H : S' x [0,1] — IR? de classe ('! é nio-degenerada se para cada { fixo
p{x) = H(x,t) é uma curva nio-degenerada, ou seja, tem curvatura ndo nula em todo
potto.

Fste método é aplicdvel a curvas que possuem proje¢io com curvatura nae nula.

Introduzimos coordenadas (z,y, z) em IR? e consideremos a transformacéo S, de R®
definida por Si(z,y,2) = (z,y.1z). Suponha ' com curvatura ndo nula e que Sy(C)
também tenha curvatura nio nula. Como K{S5(C)) # 0 = K{5:(C)) # 0 V2, temos que
5; € uma isotopia ndo-degenerada de curvas regulares simples fechadas no espaco.

Quando t vai a zero, a tor¢do total vai a zero, de modo que SL é igual ao valor
da integral de Gauss sozinha. (Como veremos a seguir S é invariante por isotopias nio
degeneradas e portanto, para ¢ tao préximo de zero quanto se queira SL nao variae 47 5L -
¢ ignal ao limite da integral de Gauss).

Agora, como sabemos (paragrafo 111.5) a integral de Gauss é igual a “ drea orientada

de 5% coberta pela aplicagdo e, . Logo, avaliar SL = lim — dS é o mesmo que

t—0 47 /S,,(C}XSE[C)
determinar quantas vezes um ponto genérico da esfera é coberto pela aplicagdo €; no li-
mite, e qual o sinal do Jacobiano na imagem inversa deste ponto. Mas, de modo andlogo -
ao que foi feito para o ndmero de enlagamentos de duas curvas fechadas no espago (32
definicdo de LK em 1I1.5), isto é o nimero de pontos duplos de Sp(C7) e estes pontos -
duplos sdo contados do seguinte modo: seja t; a tangente positiva da “parte de cima™ da
projecdo e ¢, a tangente positiva da “parfe de bairo” da projecdo. Se t;t; estdo orienta-
dos no sentido anti-horédrio, contamos +1. Case contrario, contamos —1. A soma destes
numeros, sob todos os pontos duplos nos d4, entdo, o nimero de auto-enlagamentos de
uma curva no espaco.

Sabemos que a torcdo total de uma curva regular fechada no espaco pode assumir
valores continuos. De fato, se uma curva é ndo degeneradamente deformada numa curva
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plana a torgdo total vai a zero. Porém, como SL é um nimero inteiro, a soma do lado di-
reito de (111.6.1) € um nimero inteiro. Logo, temos que a integral de Gauss de uma curva
regular fechada no espago assurne valores continuos. Qbservamos que sob uma deformagio
nao degenerada o triedro de Frenet varia continuamente, o que implica que a torcdo total
varia continuamente. E sob uma isotopia a integral de Gauss varia continuamente. Como
S L permanece inteiro a formula (IIL.6.1) implica que SL é invariante sob uma isotopia
nao degenerada. Consideremos alguns exemplos:

Qualquer curva plana convexa nio tem tangentes de cruzamento, de modo que SL =

Figura IIL.17

A curva (2) tem SL=1¢ a curva (3) tem SL = —1.

A curva (2) pode ser nio degeneradamente deformada na curva (3) passando através
dela mesma no ponto de aparente cruzamento. Como a torgio total varia continuamente
numa deformagio néo degenerada a Integral de Gauss muda por 2 nesta auto passagem.

Agora, se uma curva arbitréria é passada através dela mesma, a deformagdo pode
ser mudada de modo que localmente a auto passagem tem a forma que consideramos
anteriormente. Portanto,a Integral de Gauss muda por 2 numa arbitraria auto passagem
de uma curva arbitraria. Logo, numa auto passagem de uma curva durante uma trans-
formagdo ndo degenerada S muda por 2.
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A curva (3) pode ser isotopicamente deformada num circulo, “desenrolando a dobra”.
Nesta operagdo a Integral de Gauss varia continuamente, mas a torgdo total muda por
27, O salto ocorre numa vizinhanca da dobra, de modo que ele é local. Assim temos que
sob uma isotopia na qual uma “dobra” é removida SL muda por 1.

TEOREMA TIL7 (Teorema de Feldman): Qualquer curva regular fechada no espago
com curvatura nunca nula pode ser nao degeneradamente deformada numa das curvas (1)
ou {2). Nenhuma delas pode ser nao degeneradamente deformada na outra.

Como durante uma deformacao nao degencrada SL muda por 2 sua paridade é pre-
servada. Jegue que wma curva regular fechada pode ser ndo degeneradamente deformada
numa curva {1) se e somente se SL é par; e pode ser nido degeneradamente deformada
numa curva (2} se e somente se S é impar.

—~ NUMERO DE AUTO-ENLACAMENTOS DAS CURVAS (¢,p) SOBRE
O TORO -

O método mais simples de se calcular o mimero de auto-enlacamentos de uma curva
fechada no espago é aquele que se baseia e contar o niimero de intersecgdes do seguinte
modo: em cada ponto de cruzamento contamos +1 se {f;,3} forma uma base positiva, -
onde t; é a tangente da parte de cima da projegio ¢ ¢, é a tangente da parte de baixo, e -
contamos —1 caso contrario, visto que em geral a integral de Gauss é dificil de se calcular.

Como vimos em (III.1) as curvas (g.p) sobre o toro sio dadas em coordenadas
cilindricas por:

r = rcost
y = rsent
z = sen(nt)

onde r = a - cos(nt),a > 1, n = p/q e & varia no intervalo de comprimento 2¢x.

Quando fixamos n > 1 e variamos a, obtemos uma familia de curvas isotopicas. Mas,
como 5L é invariante por isotopias nao degenerada precisamos anahisar para quais valores
de a a curvatura se anula.

Temos pela Observagio 1.1 que a curvatura k de uma curva o € nula se e somente se ¢

e é sdo linearmente dependentes. Expressando a curva (g, p) numa base mével {11, V2, 13}
onde
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Wi = (cost,sent,0)
V; = (—sent,cost,0)
Vs = (0,0,1)

obtemos:

ahad = Vi{—rn’sen(ni) — 2r'ncos(nt)} +
Va{(r" — rincos(nt) + n®r'sen(nt)) +
Va(2(r')? = r(" =)

Kt) = 0o anda=0

—rn?sen(nt) — 2r'ncos(nt) = 0
ahNd = 0& ¢ (r" —r)ncos(nt) + n*r'sen(nt) =0
2(?"")2 _ T(T” . T‘) =0

Eaa e T e
[T
S

2 2

De (1) temos an?sen(nt) = n’sen(nt)cos{nt).

Logo, se sen{nt) # 0 ¢ = cos{nt}, impossivel pois a > 1.
Assim, para satisfazer (1) devemos ter

sen(nt) = 0, ou seja, nt = kr, k€ Z.

Usando este fato em (2), obtemos:

2

¢ = —1-—n" seképar (0o queé absurdo, pois a > 1)

e

a = 14n? sekéimpar

Usando estas irés condicdes {nt = kx,k fmpar e @ = n?+ 1) vemos que (3) é satis-
feito.

Logo, k(¢) = 0 se e somente se nt = kx, com k impar e ¢ = n? + 1.

Assim, para a # n? + 1 podemos calcular SL.
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Para usarmos o método da projecéo precisamos verificar onde a curvatura k, da
projecao da curva {g¢,p) ndo muda de sinal

(2a® + 4n? + cos(nt)(4a + 2an®} + cos?(nt)(2 — 2n?))V/2
(14 2a? + n? + 4acos(nt) + cos(2nt) — n2cos(2nt))}

k(1) =

ko(t) > 04 2+ 4n® + cos(nt)(da + 2an?) + cos*(nt)(2 — 20*) > 0.
Seja X = cos(nt).
Assim temos numa equacio do 22 grau dada por:
X?(2 = 2n%) 4+ X(4a + 2an?) + 20 + 4n? = 0.
O discriminante A = 4n?[a’n? + 8a¢% + 8n? — 8.
Comoa > 1, A > 36n? > 0.

Assim temos duas raizes reais distintas:

—1a — 2an® 4+ 2nv/a*n? + 8a? + 8n? — 8

Xy =
1 4 —4nt
e
- —4 —2an? — 2nVa’n? + 8a? + 8n? — 8
4\2 = '
4 — An?

Como
n>1,X; < X,
Como o coeficiente de X? é(2- 2n?) < 0,k,(t) > 0 para
X< X <X,
ou seja,
X < cos(nt) £ X,.

Assim, kp(t) > 0 Vi € [0,27] se e somente se X; £ —1 e X > 1, ou seja,
(1) 206 X [>1e| X > 1.
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Como
| X > X3 e 20V e X, [> 1.
Mas

| X121 e | —4a—2an® + 2nVa?n? + 842 + 8n? — 8 | > 4n® — 4.

(*)

Agora, | (%) 1= (%), pois:

Invain? 4+ 8a? + 8n2 — 8 > 4q + 2an? & a* > —2n’.

Entao,

| X1 |2 1< —da - 2an? + 2nvain? + 8a? + 8n? — 8 > dn? — 4.
De onde obtemos:
| X1 1> 1 & 16a*n® + 160" > 16na 4+ 16n%a + 16a® — 324 + 16.
Resolvendo a equagao do 22 grau em « dada por
a2+ ) +a{-n?—n* 4+ +nt-1=0,

obtemos as ralzes
a = n*+1
dq =
Logo, | X1 |2 1o a<loua>n?+1.

Como ¢ > 1 sempre, temos | X; |> 1 se e somente @« > n?+ 1. Logo, paran > 1 a
curvatura da projegao da curva (g.p) k(¢) >0 & a > n? + L.

Mostraremos neste caso que SL = —p(¢ — 1). Seja ap a projecdo da curva {¢,p) no
plano ry. Entéo a, = (rcost,rsent} onde r = (« + cosnt),n = pfq et € [0,2¢r].

Vamos fazer algumas consideragdes:

: 27 : .
A curva a, é gerada pela rotacdo da regido 0 < # < —, ou seja, rotacao de seus
p

trechos nesta regido.
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0<o<Z

Curva (2,3)
Figura HI.18

Na verdade, a parte da curva que fica nesta regiao é dada por exatamente g trechos,
a saber:

9
T, o0<t<l
p

T, 2W5f<2?1‘+‘2§

9
T, 2?r(q*l)§t<2?r[q-1)+??r.

. ) 2
Assim, mostraremos que na regido 0 < § < — existem g — 1 auto-intersecgdes de a,

dadas por

lJ TinT;

g2i>iz1
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Analisemos T, N T;, j > <.

Se um ponto p da curva pertence a esta intersecgio, devemos ter:

po= ap(ti) = ap(ly)
i
((a + cos(nt;)){cost;, sent;) = (a + cos(nt;)}{cost;, sent,)

)

t; — ti=g-27, ondeg={(j—1) (1)
[ G
ntg = 2:{'7( - nfj
kinteiroe 0 <k < 2¢— L (2)
Resolvendo o sistema formado pelas equagdes (1} e (2), obtemos:
.. km _
t; :(j—nz]?r%-?. (3)

2
Usando a condicdo: 2r(j — 1) <t < 27(j — 1) + —p?f-, obtemos:

E o= ;—J[j+i—2] (4)
ou
) 1
o= i+ (5)
q q

Agora, usando (3), (4) e (5) mostraremos que os pontos t; sdo necessariamente do

tipo:

(a)t; = 2n(j - 1)

(b)t; = 20— 1)+ %

o

De fato, como t; € [2?.'{; —1),2=x(j -1} + :;), podemos escrever ¢; = 2x(j — 1)+ A,
onde A € [U, E)
D
Ulizando (3) e (4), obtemos:
J-tr+{i+i-2)r=2r(j-1)+A=>A=72j -2 —2+2]=0.
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Utilizando (3} e (5}, obtemos:

. o 1
Goim+GHi=2rt o =2w( -4 = A=[j+ —242-2r

T
= A=-
P
Logo, ¢; € do tipo (a) ou (b).
. o P, 27
Se t; for do tipo (a), nt; = 22=(j — 1) = —(p{j — ).
4 q
27
Para sabermos o nimero de auto-interseccoes da curva a, na regido 0 < < —. precisa-

mos saber para quantos pontos nt; cos(nt;) coincide.
Como j € [2.4],j — 1 € [1,9— 1]. Logo, temos ¢ — 1 valores para nt;.

Como cosseno coincide em angulos cuja média da 7, temos que cos(nt;) coincide em -
g—1 g—1 g—1
pontos, onde

.) &

L

] ¢ o maior inteiro que é menor ou igual a

L

-1
2

., o q '
(O mesmo argumento servira para provarmos que cos(nt;) coincide em [ pon-

2
tos quando nf; = —F(p(j - 1))+ T
g q

2 -1, q-1
Logo, temos em 0 < # < il [q 5 qT

i}

] = g — | auto-intersecgdes da curva ay.

Assim, a curva o, possul p(g — 1) auto-interseccoes.

Logo, neste caso, (@ > n? +1),SL = —p(¢g — 1).
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Curva (2,5)

Figura ITL.19

Curva (3,7)

Figura III.20
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Quando atravessamos a regido a = n* + 1, SL pode mudar, visto que neste caso
k(t) = 0.

Como sabemos

5L=if d5+ijr@
dx Joxeo 27 Jo

A integral de Gauss varia continuamente quando variamos «, pois temos isotopia de
curvas. Porém, a tor¢do total pode dar um salto quando atravessamos a regido a = n? +1

GAG o
t) = ——————.
| & A é |2
Para a curva (¢,p) e @ = n® + 1 sabemos que 7(f) tem denominador nulo para

1t = k.

Porém, como veremos, esta é uma singularidade removivel, visto que para a = n?+1,

n(—n® = 3n? — 2n? 4 cos(ni)(4n* + Tn? + 1) 4 cos?(nt){—n? + 1))
2n8 4+ 1108 4 19n* + 802 + 1 + cos(nt) - B + cos?(nt) - C 4+ cos¥(nt) - E

7(t) =

B=3n®+11n*+14n2+3; C =5n*+3eE=1—n*

O denominador D) é ndo nulo pois sendo A o seu terino constante, temos:

A—-B+E<D<A+B+C~-FE (pois n® > 1).
Logo,
D> %488 +8n* — T® - 1.
Como n > 1, n® > n?.
Logo, D220 +nf + 8% — 1> 10 > 0.

Assim, a singularidade em ¢ = n7 é removivel.

Portanto, a familia de funcoes f 7($)ds é uma famiha de fungdes continuas em @, o
c

que significa que a torgao total varia continuamente com «.

1066



Como SL é um nimero inteiro, e as 2 integrais (Integral de Gauss e Torcio Total)
variam continuamente com @, temos que SL nio muda quando atravessamos a regido
a=n’+1.

Logo, para as curvas (g, p) sobre o toro com n > 1, 5L = —p(¢g — 1).
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CAPITULO IV

DNA E GEOMETRIA DIFERENCIAL

INTRODUCAO

Depois de termos estudado as propriedades globais de curvas no espago, vamos ver
como estas propriedades se aplicam & bhiologia do DNA. Falaremos sobre a Fdrmula de
White [Pohl 3] e veremos que ela descreve certos fenémenos do DNA.

A molécula de DNA é um polimero de cerca de 2 milhionésimos de um centimetro de
largura e comprimento variando de 3 milésimos de 1m centimetro & varios centimetros.
Consiste, usualmente, de duas cadeias, cada uma vinculada covalentemente a outra, cor-
rendo lateralmente e enrolando uma ao redor da outra. (ada cadeia tem grupos laterais
covalentemente ligados em intcrvalos regulares. Desta forma, 0 DNA pode ser pensado
como uma longa escada enrolada (dupla hélice). Cada degrau consiste de um par comple-
mentar, de modo que se cada degrau é cortado ao meio, uma metade da escada determina
a outra. A sequéncia de grupos em cada lado pode ser pensada como uma longa palavra,
e estas palavras constituem a informacdo genética. Globalmente, a escada “enrola” e
“entorta” e na maloria dos casos forma um circulo topolégico {(além disto a escada ndo
forma uwma ‘faizra de Mobius”). Tamhém, o eixo central da escada se “super enrola”.

Sabe-se que uma grande proporgao dos conhecidos DNA's exibemn alguma forma
superespiral em pelo menos um estigio de seu ciclo de vida. Portanto, uma apreciagao
deste fato e suas consequéncias é essencial para uma completa compreenséo da biologia
do DNA. Parece que um dos mais importantes papéis da estrutura superespiral ¢ com-
patificar moléculas de DNA. Por exemplo, o cromossomo da hactéria E. Coli é um DNA
circular de um milimetro de comprimento, enquanto a bactéria por si sé tem um milésimo
de um milimetro de didmetro. Segue que a molécula de DNA tem que ser fortemente
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compactificada.

Virtualmente, toda propriedade fisica, quimica e bioldgica do DNA - sua transcricéo,
comportamento hidrodinamico, energético, enzimologia e assim por diante — sao afetados
pela circularidade fechada e deformagdes associadas com a superespiral. Neste contexto
entrard a Férmula de White que estudaremos a seguir.

— A FORMULA DE WHITE

Seja C = p([a,b]) uma curva regular fechada simples no espaco e v um campo de
vetores unitarios em € normal a C. Pensamos v como uma familia a uin parametro de
segmentos de reta orientados, o extremo de cada um fica em C, de modo que v forma
uma faixa. Supomos que a unidade de comprimento seja escolhida pequena de tal modo
que cada segmento de reta encontra a curva somente no seu ponto inicial, e de modo que
a faixa seja mergulhada. A curva de pontos extremos do campo vetorial, C,, estd em cor-
respondéncia um a um com ', de modo que uma orienta¢ido em €' induz uma orientagdo
em (. Seja LK o nimero de enlacamentos entre C e .

Suponhamos C orientada, e seja ¢ o vetor tangente unitdrio. Seja vt um campo
vetorial unitdrio definido ao longo de C de modo que vv't forma uma base ortonormal
positivamente orientada em cada ponto. Seja

Tw L ./'UJ"d't‘)
e

T o
Tw € chamado de enrolumento total {total twist) de v.
Vamos analisar o significado desta férmula. No caso em que o campo v é o campo

que associa a cada ponto da curva o vetor normal principal, temos: {estamos supondo a
curva parametrizada pelo comprimento de arco)
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o= n

it =
vt = —oxt=-nxi=h,
que é o vetor binormal de C.
Logo,
1 1 b dn
Tw = / b-dn=-—{ b— ds.
2x Jo 2 Jo ds
Agora, pelas formulas de Frenet,
1".
R + 7h.
ds

Logo,

oL | L
w= o b-(-—!.‘t+'rb)ds:§7;]a rds

H a

que € a torcido total de C.

Assim, no caso em que o campo v é 0 campo que associa a cada ponto da curva o
vetor normal principal. o enrolamento total coincide com a torgao total da curva.

- r 1 r ’ '

Seja agora Wr = yo dS, onde dS é o pull back do elemento de drea do 5% pela
wIOxT

y—r

_ ly—z| _
curva C'. Wr serd denominado o nilmero de contorgio (writhing number) de C.

aplicacao e1(x,y) = (z,y) € C x C, ou seja Wr é a Integral de Gauss para a
A formula de White assegura que: -
LK =Tw+ Wr.

Vamos considerar um exemplo. Seja C o equador do toro (acost.asent,0). Va-

mos tomar o campo v como sendo v(¢) = cos (Bt)(cost,sent,ﬂ) + sen (g—t) (0,0,1) =
q

7, i) . -
(cos (I—t)cost, cos(}—f)sent,sen(gt)> . v & um campo de vetores normais em .
q g q
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C, € entdo dado por (acost + cos (Et)cost,asent ~+ cos (Et)sent,sen(gt)) =
4q q

q
((a + cos (gt))cost, (a + cos (Et))sent, sen(‘;—jt)), ou seja, Cv é a curva (q,p) so-
g

bre o toro.

Vamos calcular 7w do campo v. Como sabemos (paragrafo 1I11.5), o nimero de
enlagamentos entre a curva (g, p) do toro e o equador é —p. Como (' é uma curva plana,
temos que Wr = 0. Logo, pela férmula de White, Tw = —p.

Vemos neste exemplo que o enrolamento total de v mede quanias vezes o campo v
se enrola na curva C. No caso em que (' é uma curva plana o enrolamento total € igual
a0 numero de rotagdes que o campo v faz ao redor de C.

F importante ressaltarmos que o niimero de enlacamentos e o enrolamento total sao
mais intuitivos para nds, enquanto que na situagao biolégica Wr pode ser medido direta-
mente; mas Lk e Tw nao o podem.

Consideremos o caso em que o campo v é o campo de vetores binormais da curva
C {estamos assumindo para isto que a curvatura & de C € nunca nula). Neste caso, o
enrolamento total € igual & torcio total da curva C', pois:

v = b
t
10 = —uXt=-bxXt=—n

fovl-dv=fc+n-a'.b=/:—n-gds:]:__n.(__.rn)d's:/:_‘,d&

Pela formula de White, temos:

LK(C,Cy) = —/-a’s+—/ ds.

CxC
Il
SL

Assim o niimero de auto-enlacamentos, SL, pode ser obtido da férmula de White
quando tomamos este campo de vetores particular.

O exemplo a seguir ([Pohl 2]) ilustra fisicamente o balanceamento expresso pela
férmula de White. Tome um pedago de barbante e marque um lado dele com um lapis co-
lorido. Agora, tomando um extremo em cada dedo, enrole-o. Imaginamos os extremos do
barbante ligados por uma curva plana. Este arco imaginério, junto com o eixo central do
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barbante, formam a curva C. O lado marcado do barbante, junto com um prolongamento
paralelo ao longo do arco imaginério, formam o campo v. ( é uma curva plana, de modo
que Wr = 0. O nimero de enlacamentos entre ' e (U, é alto e é igual ao enrolamento
total, pois sentimos o barbante enrolando em nossos dedos. Ao aproximarmos as maos,
o barbante assume uma forma de superespiral e sentimos nossos dedos relaxarem. Tw é
agora pequeno, mas Wr é alto pois vemos varios cruzamentos; o crescimento em 1Vr é
compensado pelo decrescimento em Tw, visto que o mimero de enlacamento nio muda.

5 e e e ) ;
A R e Y e R :

Figura IV.1

Com um fio de telefone também podemos ver a relagdo entre o niimero de contorgao
¢ enrolamento total.



lirHHL—“%

AR

Figura IV.2

No 12 caso em que o fio estd “relazado” seu enrolamento é pequeno, o niimero de
contor¢do é grande e o eixo do fio é uma hélice no 3. Quando o fio é esticado seu eixo é
préximo de uma reta e o niimero de contorgio é pequeno e o enrolamento total é grande.

Demonstracao da Formula de White:

Seja M a faixa de vetores de v. M é uma variedade com fronteira, a qual possui duas
componentes C e C,. Seja A C M x M a diagonal. Dilatamos A em M x M, mas de
um modo ndo padrio substituindo A pelo fibrado de dire¢bes normais orientadas a A em
M x M [Pohl 2]. Seja S{C, M) o fecho de C' x M — A na dilatagdo em M x M. S5(C, M)
é também uma variedade com fronteira consistindo essencialmente de ¢ x C,C x C, ¢
vetores unitarios tangentes a M baseados nos pontos de C' e apontando para M. que
chamaremos T(M, C). Isto quer dizer que T(M, (') é o fibrado de semi-circulos contidos
no plano gerado por ¢ e v (respectivamente, a tangente unitdria e a normal principal de
(') para cada s € [a, ] e ficando no semi-plano que contém v.

Para cada ponto ¢ de C' temos um semi-circulo T(M, C) = | JM,.

Para cada (z,y) € C x M — A seja
y—
elr.y)=——

1( ) | y—x |

uma extensdo da aplicagio definida anteriormente em €' x . Também, esta aplicagao
se estende a T(M,C) [Pohl 2]. Desta forma, ¢; : S(C,M} — S? leva uma variedade
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orientdvel tridimensional em S2. Seja dS o pull back do elemento de drea de S? pela -
aplicacdo e;. Usando o Teorema de Stokes, temos:

f ds + ds + ds = d(dS) = 0.
CxC oxC, T(M.C) S(C, M)

Nesta formula, as orientacdes nos dominios de integragdo sdo aquelas induzidas por
¢ x M (C e C, tém, portanto, orientagdes opostas).
Logo,

1 1 I
i 1S + — / a5 + — f 18 = 0.
47 /Cxc @2 47 Joxe. + 47 JT(AL0) ‘

Mas. como €' e Cv tém orlentagao opostas,

1 ;
— ds = —LK(C.C,). :
- fcc ¢(C, )

Temos, entdo:

. 1
LK(C,C) = Wr 4+ — / ds.
i JT(Mm.0)
Resta agora avaliar a integral sobre T'(M, (). Seja entdo ey um vetor unitdrio tal |
que ey ¢ perpendicular a ¢y, fica no plano gerado por e, e pelo vetor tangente ¢, e tal que |
a orientag@o e; ey coincide com a orientagdo vt dos planos tangentes a M ao longo de C.

Como, para cada ponto de C temos um semi-circulo gerado por v e t no semi-plano
que contém v, a aplicacdo e, restrita a T{M, (') fica determinada por um ponto da curva
e por uma diregdo ¢. Logo, como e; é unitario, podemos escrever: 5

€1 = €080V + senot onde —

o | =

<o < g-, pois em 1(M,(cosd > 0.
Assim, ef = —sendv + cosot

der = —senodev + cosodot + cosddv + senodi.

Portanto,

dey-er = dé+4dv-t (1)
€ :
de; vt = cosédv - vt + senddt - vt (2)
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Como e; depende de dois parimetros (o pardmetro s da curva e o angulo ¢)

as = |21, ae‘ S |dgds
Bs
861
Te = cosqf)&;-ksend)gg
e
%;1 = —sendv + cosdi.
Expressando %6-1— e —g% na base {v,v%, 1}, obtemos:
&
Je t
f)af_l = (g.s veeng, gv vicosd + gt— v senqﬁ, e icosqﬁ)
s s
de
8;;7’:1 = (—send,0,cosd).
dv
Usando também o {ato que t-v =0 = — dt p= t, obtemos:
ds ds
t
ds = (dt v cos¢+£{— v senqﬁ) dods.
d ds

Por (1) e (2) também temos que:

(dey - e5) A{dey - v*) = %:- vleosoddds + @ vt sengdgds.

Js
Logo, (3} e (4) = dS = (dey - et ) A (dey - vh).

Portanto, em (A, (') temos:

1

i+ hroser =5 fo
JT(M0) 4:=r

:w]dv L = Tw. 2

Assim fica provada a férmula de White LK = Tw + Wr.

cosddo(dv - v*) + sengdg(dt - v*)

(3)

(4)

F importante observar que sé depois de descoberta a Férmula de White foi possivel

notar certos fenémenos do DNA por ela descritos

. Alguns bidlogos procederam intuiti-

vamente e obtiveram resultados quantitativos que estavam de acordo com esta formula,
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porém fizeram isto sem saber o significado exato dos conceitos envolvidos. Depois que
estes conceitos foram estudados matematicamente é que foi reobtida a Formula de White
neste contexto. Logo, a descoberta desta férmula permitiu a0s bidlogos uma maior segu-
ranga no estudo e compreensao de fendmenos que verificavam apenas experimentalmente.

Em 1953 Watson e Crick propuseram sua teoria sobre a estrutura e replicacao do
DNA. Muitos dos elementos desta teoria foram rapidamente aceitos e confirmados. Mas
uma dificuldade permaneceu. Eles propuseram que os dois ramos da molécula se en-
rolam (hélice dupla) e que cles se separam (uando a molécula é replicada. Aléin disso
descobriu-se mais tarde que as moléculas de DNA sio em geral muito longas e circulares.
Se o cromossomo da bactéria E. Coli € uma hélice dupla, seus dois ramos tém um nimero
de enlagamentos por volta de 300.000, como entéo, poderiam se separar estes ramos’

A solugdo bioldgica possivel para este problema é a existéncia de determinadas en-
zimas que manipulam o DNA topologicamente N.R. Cazzarelli e P.O. Brown publica-
ram experimentos que mostram que certa enzima da bactéria E. Coli muda o nimero de
enlacamentos por muiltiplos de 2. Pela férmula de White eles interpretaram este resultado
mostrando que esta enzima junta os dois ramos de uma molécula fazendo umn rompimento
num ramo, passando os dois extremos ao redor do outro ramo e rejuntando. Fxperimentos
mais recentes também tém confirmado esta teoria [Pohl 3] e {Summers).

Nos estudos bioquimicos de moléculas de DNA in vitro a superespiral pode ser medida
diretamente. Se eletrodos sio jogados numa solugido de DNA, as moléculas de DNA,
sendo negativamente carregadas, s¢ movem rumo ao eletrodo positive. Existe um gel
adequado de modo que quando misturado nesta solucao a velocidade de movimento pode
ser ajustada de tal forma que Wr possa ser medido com certa precisdo.

116



APENDICE

Com o objetivo de facilitar a leitura e fixar nma notagio, colocamos a seguir, alguus
dos resultados de cardter geral {a nivel de variedades) utilizados no decorrer deste traba-
lho, mencionando referéncias.

1 - ESPACOS DE RECOBRIMENTO

Sejam B ¢ B subconjuntos de R®. Dizemos que 7 - B — B é uma aplicagao de
recobrimento se

1. 7 é continua e #(B) = B.

2. Cada ponto p € B tem vizinhaga U em B tal que
ﬂ'_l(U) = UV,
onde os V,/; s30 conjuntos abertos dois a dois disjuntos tal que a restricgdo » a V; €

um homeomorfismo da V,, em U.
B é entdo chamado um espaco de recobrimento de B [Carmol.
PROPOSICAOQ: Seja # B — B uma aplicacio de recobrimento, « : [0, #] — B um arco

em B, e fo € B um ponto de B tal que 7(5g) = a(0) = po. Entao existe um tinico
levantamento & : [0,£] — B de a com origem em Py, isto €, com1 &{0) = .

2 - GRAU DE UMA APLICAGAO
Sejam M, N variedades diferencidvels orientadas sem bordo, com dimM = dimN =
n, onde M é compacta e N é convexa.

Seja f : M -+ N diferenciavel e £ um ponto regular de f. Definimos o sinal de df;
como sendo +1 se df, preserva orientacio e —1 se df, reverte orientagao.

Dado um ponto regular ¥ de f, como M é compacta temos que o conjunto {z €
f~Hy)} é finito. Assim definimos o grau de f(degf) como:
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degf = deg(fiuy= >_ sinal df,

e/~ Ny)

visto que este inteiro independe do valor regular escothido [Milnor 2].

PROPOSICAO: O grau de uma aplicacao diferencidvel € invariante por homotopias
[MILNOR 2].

3 - PULL-BACK

Sejam X e Y variedades diferencidveis. Se f: X — Y é uma aplicacio diferenciavel
e w uma p-forma em Y, definimos uina p-forma f*w em X do seguinte modo:

Se flr) = y, entdo f induz uma aplicagdo derivada df, : To(X) — T,(Y). Como
w({y) é um p-tensor ordenado em T,(Y), nds podemos trazé-lo para T.(X) nsando a
transposta (dfz)" : (T,(Y))* — (Te(X))", que é estendida para algebras exteriores .
(dfe)  AP(Ty(Y)) — AP(To(X)). onde AP(T,(Y)) e AP(T,( X)) sdo conjuntos de p-tensores
alternados em T, (Y) e T,.(X). respectivamente.

Definimos

Fela) = (dfe)wlf(2)].

Entdo, f*w(xr) é um p-tensor alternado em 7,(X), de modo que f*w é uma p-forma em
X, chamada o pull-back de w por f [Guillemin].

4 - FORMULA DO GRAU

Seja f: X — Y uma aplicacao diferencidvel arbitraria de duas variedades orienta-
das, compactas de dimenséo k e w uma k-forma em Y,

Eutao:
L’ ffw= dﬁg(f)/y w  [Guillemin]
5 - TEOREMA DE MUDANCA DE VARIAVEIS EM [R*

Seja f : U — V um difeomorfismo de conjuntos abertos em IR*, e w uma k-forma
diferencidvel em {/. Entao:
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j{; W = /v frw.
Se f reverte orientagao, entio:
/w: —f ffw  [Guillemin]
U v
6 - TRANSVERSALIDADE
Sejam €' C N uma subvariedade de classe C* e f : Af — N uma aplicacao C*,
onde k,r > 1. Dizemos que f é transversal a S em um ponto p € M se f(p) € S em
dfp(T M) + TS5y = T'Ny(p), isto,é, se a imagem de T'M, por df, contém um subespago
complementar de TS,y em TNy,
Dizemos que f ¢ transversal a S, se 0 é em cada ponto p € M [Palis].

TEOREMA DA TRANSVERSALIDADE

Suponhamos M compacta e S C N uma subvariedade fechada. O conjunto das
aplicagoes f € C*(M, N) transversais a § é aberto e denso na topologia de Whitney C*
[Palis].
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