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Resumo

Redes neurais morfologicas (MNN) sdo redes neurais artificiais cujos nos exe-
cutam operagoes elementares da morfologia matematica (MM). Varios modelos
de MNNSs e seus respectivos algoritmos de treinamentos tém sido propostos nos
altimos anos, incluindo os perceptrons morfologicos (MPs), o perceptron mor-
fologico com dendritos, as memorias associativas morfologicas (fuzzy), as redes
neurais morfologicas modulares e as redes neurais de pesos compartilhados e reg-
ularizados. Aplicacoes de MNNs incluem reconhecimento de padrao, previsao de
séries temporais, detecgao de alvos, auto-localizagao e processamento de imagens
hiperespectrais.

Nesta tese, abordamos dois novos modelos de redes neurais morfoldgicas. O
primeiro consiste em uma memoria associativa fuzzy denominada KS-FAM, e o
segundo representa uma nova versao do perceptron morfolégico para problemas
de classificagao de miultiplas classes, denominado perceptron morfolégico com
aprendizagem competitiva (MP/CL).

Para ambos modelos, investigamos e demonstramos varias propriedades. Em
particular para a KS-FAM, caracterizamos as condi¢oes para que uma memoria
seja perfeitamente recordada, assim como a forma da saida produzida ao ap-
resentar um padrao de entrada qualquer. Provamos ainda que o algoritmo de
treinamento do MP/CL converge em um namero finito de passos e que a rede
produzida independe da ordem com que os padroes de treinamento sao apresen-
tados. Além disso, é garantido que o MP/CL resultante classifica perfeitamente
todos os dados de treinamento e nao produz regioes de indecisoes.

Finalmente, comparamos os desempenhos destes modelos com os de outros
modelos similares em uma série de experimentos, que inclui reconhecimento de
imagens em tons de cinza, para a KS-FAM, e classificacao de varios conjuntos de

dados disponiveis na internet, para o MP/CL.

Palavras-chave: Reticulado, Morfologia Matematica, Conjuntos Fuzzy, Rede

Neural (Morfologica), Memoria Associativa (Fuzzy), Reconhecimento de Padrao.



Abstract

Morphological neural networks (MNN) are artificial neural networks whose hid-
den neurons perform elementary operations of mathematical morphology (MM).
Several particular models of MNNs have been proposed in recent years, includ-
ing morphological perceptrons (MPs), morphological perceptrons with dendrites,
(fuzzy) morphological associative memories, modular morphological neural net-
works as well as morphological shared-weight and regularization neural networks.
Applications of MNNs include pattern recognition, time series prediction, target
detection, self-location, and hyper-spectral image processing.

In this thesis, we present two new models of morphological neural networks.
The first one consists of a fuzzy associative memory called KS-FAM. The second
one represents a novel version of the morphological perceptron for classification
problems with multiple classes called morphological perceptron with competitive
learning (MP/CL).

For both KS-FAM and MP/CL models, we investigated and showed several
properties. In particular, we characterized the conditions for perfect recall using
the KS-FAM as well as the outputs produced upon presentation of an arbitrary
input pattern. In addition, we proved that the learning algorithm of the MP/CL
converges in a finite number of steps and that the results produced after the
conclusion of the training phase do not depend on the order in which the training
patterns are presented to the network. Moreover, the MP/CL is guaranteed to
perfectly classify all training data without generating any regions of indecision.

Finally, we compared the performances of our new models and a range of com-
peting models in terms of a series of experiments in gray-scale image recognition
(in case of the KS-FAM) and classification using several well-known datasets that
are available on the internet (in case of the MP/CL).

Keywords: Lattice Theory, Mathematical Morphology, Fuzzy Set, (Morpho-

logical) Neural Network, (Fuzzy) Associative Memory, Pattern Recognition.
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CAriTULO 1

Introducao

Redes neurais morfologicas (MNNs) surgiram da fusao de idéias da mor-
fologia matematica e redes neurais artificiais. Varios modelos particulares de
MNNSs e seus respectivos algoritmos de treinamentos foram propostos nos tlti-
mos anos, incluindo os perceptrons morfologicos (MPs) [72, 83|, o perceptron
morfologico com dendritos (MPDs) [74], as memorias associativas morfologicas
(fuzzy) (92, 93, 95, 99|, as redes neurais morfologicas modulares [1] e as redes
neurais de pesos compartilhados e regularizadas [37, 45|. Os modelos de neuro-
computacao fuzzy desenvolvidos por Kaburlasos, Petridis et al., também podem
ser classificados como redes neurais morfologicas, mesmo tendo sido baseados e
inspirados em outras idéias, tais como as provindas dos modelos ART [11, 12, 13].
Redes neurais hibridas “morphological-rank-linear” e morfologicas tém sido apli-
cadas com sucesso em uma variedade de problemas, tais como reconhecimento de
padrao |40, 42, 43, 46, 63|, previsao de séries temporais |2, 44, 95|, deteccao de
alvos [46], reconhecimento de caracteres [62], auto-localizagao e analise de imagem
hiperespectral |30, 66].

O perceptron morfologico esta entre os primeiros modelos de redes neurais
morfologicas que apareceram na literatura [69, 72, 83|. Este modelo foi baseado
na algebra minimax, que corresponde a uma algebra de reticulado originada para
problemas em escalonamento de maquinas e pesquisa operacional [4, 14, 19]. A
algebra minimax possui algumas semelhancas com a algebra linear, por exem-
plo, ela dispoe de produtos de matrizes e lida com estruturas matematicas que

recordam espagos vetoriais e anéis [18]. O fato dos célculos ocorridos na ca-
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mada de uma rede neural tradicional poderem ser expressos como um produto
matriz-vetor, seguido da aplicacao de uma funcao de ativacao nao linear, inspirou
pesquisadores a desenvolver MNNs substituindo os produtos matriciais conven-
cionais pelos definidos na algebra minimax [21, 28, 29|. J.D. Davidson mostrou
que a teoria da morfologia matematica cléssica pode ser encaixada na algebra
minimax, por meio de um isomorfismo que mapeia certos produtos matriciais
em operagoes elementares da morfologia matemaética [20]. Dessa maneira, para
este tipo de rede, a algebra minimax tem concedido aos pesquisadores um acesso
facil ao problema de definir pesos que, geralmente, na terminologia da morfologia
matematica, correspondem a certos elementos estruturantes.

A morfologia matemdtica (MM), por sua vez, é uma teoria que usa conceitos
das teorias de conjuntos, geometria e topologia para analise de estruturas ge-
ométricas em objetos [36, 58, 76, 77| e tem sido utilizada em varias areas, tais
como processamento de imagens, reconhecimentos de padroes e visao computa-
cional |9, 32, 33, 47, 64, 78, 79|. Inicialmente, essa teoria surgiu para processa-
mento de imagens bindrias [58, 76| e, subsequentemente, varias abordagens foram
propostas para generaliza-la para imagens em tons de cinza, tais como as aborda-
gens a umbra |76, 80| e morfologia matemdtica fuzzy |23, 60|. Esta ultima, consiste
de uma abordagem & MM a partir da teoria de conjuntos fuzzy |23, 60, 96, 101].
Em geral, a estrutura de reticulados completo ¢ a estrutura amplamente aceita
para se conduzir & MM |36, 75].

A MM contempla quatro operadores elementares: erosao, dilatacao, anti-
erosao e anti-dilatacao. Posto isto, uma rede neural morfologica é definida, mais
precisamente, como sendo uma rede neural artificial cujos nos executam uma das
quatro operacoes elementares da MM, possivelmente seguidos de uma funcao de
ativagao [99].

Uma classe de MNNs de especial importancia para este trabalho é constitu-
ido pelas redes neurais morfoldgicas fuzzy (FMNNs), que consistem em MNNs
baseadas na morfologia matematica fuzzy. A primeira classe geral de MNN fuzzy
que surgiu na literatura corresponde as memorias associativas morfologicas fuzzy
(FMAMs) [99]. Em termos gerais, uma memdria associativa é um modelo pro-
jetado para armazenar pares de entradas e saidas, que adionalmente exibe uma
certa tolerancia a entradas distorcidas ou incompletas [34, 49]. No nosso con-
texto, uma memoria associativa morfologica (fuzzy) é uma memoria associativa

que, a0 mesmo tempo, também é uma MNN (fuzzy).



Nesta tese, abordamos dois novos modelos de redes neurais morfoldgicas. O
primeiro consiste em uma memoria associativa fuzzy denominada KS-FAM. O
segundo representa uma versao do perceptron morfoloégico para problemas de
classificacao de multiplas classes, denominada perceptron morfol6gico com apren-
dizagem competitiva (MP/CL). O tltimo modelo pertence a uma subclasse das
MNNs denominada “redes neurais morfologicas construtivas”, cujo nome vem do
fato de que, durante a fase de aprendizagem, os algoritmos de treinamentos dessas
redes constroem e ajustam automaticamente sua arquitetura para lidar com um
determinado problema.

Tanto para KS-FAM quanto para o MP/CL, investigamos e demonstramos
véarias propriedades, por exemplo, mostramos que o algoritmo de treinamento do
MP/CL independe da ordem com que os padrdes de treinamento sdo apresentados
a rede. Adicionalmente, comparamos os desempenhos destes modelos com os de
outros modelos similares em uma série de experimentos. Como fruto da pesquisa
desenvolvidas sobre os dois modelos, o autor e seu orientador, em conjunto, pub-
licaram dois artigos em anais de conferéncia [89, 87| e um capitulo de livro [88§].
Além disso, eles também tiveram um artigo aceito para publicacao em um re-
vista internacional com &arbitro [91], e mais dois artigo aceitos para publicagao
em proceedings de dois congressos internacionais |25, 90|.

Esta tese é organizada em cinco capitulos.

No Capitulo 2, apresentaremos todos os conceitos mateméaticos fundamentais
das redes neurais morfologicas que serao abordadas no decorrer deste trabalho.
Nele, distinguiremos entre as abordagens a morfologia matematica no sentido
algébrico (Secao 2.1) e no sentido intuitivo (Secao 2.2). Adicionalmente, indi-
caremos os conceitos basicos da abordagem fuzzy a MM na Secao 2.3.

No Capitulo 3, abordaremos a classe das memorias associativas morfologi-
cas. Inicialmente apresentando os primeiros modelos de MAMs que surgiram
na literatura e, em seguida, abordando a classe das memorias associativas mor-
fologicas fuzzy, onde foi revista uma estratégia geral para treinamento de certas
FMADMSs, baseada na relacao de adjuncao entre operadores da MM sobre estrutura
de reticulados completos. Na terceira secao, introduziremos o modelo KS-FAM,
demonstrando algumas das suas propriedades. Por fim, encerraremos este capi-
tulo comparando a KS-FAM com outros modelos de memorias associativas em
uma série de experimentos, envolvendo tanto imagens bindrias quanto imagens

em tons de cinza. Nestas simulacoes, sondamos a capacidade de tolerancia da
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KS-FAM com respeito a entradas incompletas e presenca de ruidos.

No Capitulo 4, trataremos de maneira geral dos modelos de redes neurais mor-
fologicas construtivas, tais como os modelos FLNs de Kaburlasos et al. Contudo,
uma atengao especial sera dada ao modelo MP/CL e seu respectivo algoritmo de
treinamento, pois, boa parte do texto deste capitulo serd dedicado a investigagao
e demonstragao de varias propriedades exibidas pelo algoritmo de treinamento do
MP/CL. Também vamos conduzir testes e comparagoes quanto ao desempenho
do MP/CL em quatro problemas bem conhecidos de classifica¢ao, disponiveis na
internet, com varios classificadores, incluindo o tradicional perceptron de multi-
plas camadas (MLP), arvore de decisao, k vizinhos mais proximos (kNN) e outros
classificadores morfologicos.

Por dltimo, no Capitulo 5, apresentaremos as conclusoes e as consideragoes

finais.



CAPITULO 2

Fundamentos te6ricos das redes

neurais morfologicas

As redes neurais morfologicas (MNNSs) constituem uma classe de redes neurais
artificiais (ANNs), cujo elemento de processamento (ou neurénio) executa uma
operagao elementar da morfologia matemaética (erosao, dilatagao, anti-erosao ou
anti-dilatacao) seguida, possivelmente, de uma fungao de ativagao [97].

Os fundamentos matematicos das redes neurais morfologicas podem ser encon-
trados na teoria da morfologia mateméatica (MM) junto a estrutura de reticulados
completos |70, 71|. As primeiras redes neurais morfologicas, como as memorias as-
sociativas morfologicas (MAMs) e o perceptron morfologico (MP), foram definidas
por operadores de uma sub-algebra da algebra de imagens, especificamente a al-
gebra minimax, que consiste em um caso particular da morfologia matematica
|20, 21, 73]. Entretanto, a partir da caracterizagao algébrica dos operados funda-
mentais da MM, foi verificado que cada unidade de processamento dessas redes
executavam operacoes da MM.

A morfologia mateméatica surgiu inicialmente com a morfologia matemética
binaria, como uma ferramenta para a andlise de imagens binarias [56, 57, 58, 76,
77]. Posteriormente, varias abordagens estenderam a teoria inicial para imagens
em tons de cinza |36, 76, 81, 75|.

A teoria da morfologia matemaética inclui dois operadores basicos: a erosao e a
dilatacao. Estes operadores sao definidos em termos de um elemento estruturante.

Intuitivamente, uma erosao calcula o grau de inclusao do elemento estruturante

5
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numa imagem dada nos pontos do dominio, enquanto, uma dilatacao calcula o
grau de intersec¢ao do elemento estruturante refletido pela origem com a imagem
dada em cada ponto do dominio. Além da erosao e da dilatacao, ha ainda dois
outros operadores elementares, a anti-dilatacao e a anti-erosao, que sao produzi-
dos pela combinagao de um conceito de negagao com a erosao ou dilatagao. A
Figura 2.1 exibe exemplos de uma erosao e uma dilatagao de imagem binaria por
um elemento estruturante dado por um disco binario de raio igual a 5. Similar-
mente, a Figura 2.2 exibe exemplos de uma erosao fuzzy e uma dilatacao fuzzy de

uma imagem fuzzy, i.e., um conjunto fuzzy que identifica uma imagem em tons

* e

a) Imagem original (129x125) b) Elemento estruturante (21x21)

de cinza.

»

¢) Imagem erodida (129x125) d) Imagem dilatada (256x256)

Figura 2.1: (a) Imagem original binéria, (b) Elemento estruturante dado por um disco
com raio 5, (c) Imagem original erodida pelo elemento estruturante, (d) Imagem original
dilatada pelo elemento estruturante.

Além do sentido intuitivo, os operadores elementares da MM podem ser car-
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a) Imagem original (256x256) b) Elemento estruturante (21x21)

¢) Imagem erodida (256x256) d) Imagem dilatada (256x256)

Figura 2.2: (a) Immagem original fuzzy, (b) Elemento de estruturacao dado por uma
bola de raio 3, (c) Imagem original erodida pelo elemento estruturante, (d) Imagem
original dilatada pelo elemento estruturante.

acterizados, equivalentemente, através de um sentido algébrico baseado na teoria
de reticulados. Na Secao 2.1 serd apresentada a generalizacao da morfologia
matematica em estrutura de reticulados completos a partir das propriedades al-

gébricas de seus operadores.

2.1 Estrutura de reticulados completos na mor-

fologia matematica

A teoria de reticulados se refere a estruturas algébricas que impoem algum

tipo de ordenagdo sobre um conjunto |7, 36, 55, 75|. As funda¢oes matematicas
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da forma mais geral da MM podem ser encontradas nesta teoria |36, 75, 77].

Um conjunto parcialmente ordenado I (poset) é um conjunto tal que, uma
relacao binaria reflexiva, antisimétrica e transitiva “<” é definida. Se para todo
x,y € L tem-se x <y ouy < x entao L é dito uma corrente. Neste trabalho,
vamos supor, para simplificar, que um poset nao é vazio [31].

Um conjunto parcialmente ordenado LL ¢ denominado reticulado se, e somente
se, todo subconjunto finito e nao vazio de L possuir infimo e supremo em L
[7, 55]. O infimo do subconjunto Y C L ¢é denotado pelo simbolo AY ou, al-
ternativamente, por /\jejyi para Y = {y;:j € J} e ] um conjunto de indices.
Similarmente, o supremo do subconjunto Y C IL é denotado pelo simbolo \/ 'Y ou,
alternativamente, por \/;.;y; para Y ={y; :j € J} e ] um conjunto de indices.

Um reticulado limitado L possui um elemento minimo denotado por O, (ou
alternativamente por —oo) e um elemento maximo por 1y, (ou alternativamente
por +00). Em um reticulado limitado definimos A = 1y, e \/ ) = 0. Note que
todo reticulado L. pode ser convertido em um reticulado limitado L pela adicio
de um elemento minimo Op e um elemento de maximo 1y..

O conjunto L é dito reticulado completo se todo subconjunto (finito ou infinito)
de L possui um infimo e um supremo em L, o intervalo [0, 1] e 0 conjunto R4, =
R U {400, —00} representam exemplos de reticulado completo |7, 55]. Note que
todo reticulado completo I é limitado. Se um reticulado IL possui a propriedade
de que todo subconjunto nao vazio e limitado possui um infimo e um supremo
em L, entao IL é condicionalmente completo. Por exemplo, o conjunto dos reais
R é condicionalmente completo, mas o conjunto dos nimeros racionais Q nao é

condicionalmente completo.

Lema 1. Seja L um reticulado condicionalmente completo, Se I for limitado,

entao I € um reticulado completo.

Demonstragao. Seja’Y C L tal que Y # (). Temos que Y ¢ limitado pois 0p <y <
1 para todoy € Y. Como L é condicionalmente completo, temos que existem
AYeLel\YeL. Logo, L é reticulado completo O

Sejam L, ..., L, reticulados, entao, uma ordem parcial sobre . = 1Ly x...xL,

pode ser definida de acordo com a Eq. 2.1.

X1yee oy Xn) < (Y1yeeyyn) Exi <y, Vi=1,...,n (2.1)
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O poset L resultante é também um reticulado e é chamado de um produto de
reticulados com constituintes Ly, ...,L,. O simbolo L™ é utilizado para denotar
o produto de n copias de L. Além disso, se L; é reticulado completo para i =
1,...,n, entao L herda a propriedade de completude se as seguintes regras para

qualquer conjunto de indice | forem consideradas:

/\xj:/\(x];,...xil):(/\x];,...,/\xil), (2.2)

je j€] i€l J€]
\/ % =\, d) = (o \X). (2.3)
e j€J €] €]

Para a e b pertencentes a um reticulado L, o intervalo [a, b] denota o conjunto
{x € L:a <x < b} correspondente a hipercaixa com vértice inferior a e vértice
superior b. Note que, se @ > b, entdo o conjunto [a,b] = (). Para X C L,
a notacao box(X) é utilizada para denotar o menor intervalo ou hipercaixa que
contém X. Se X = (), entao, box(X) = (), caso contrario, box(X) ¢ dado por
[AX,VX]. Se H(L) denota o conjunto de todas as hipercaixas no reticulado
completo L, entao, H(L) forma um reticulado completo com a relacéo de ordem

parcial dada por C, onde o maior e o menor elemento sao () e IL, respectivamente.

O conjunto t(L) ={(a,b);a,b € L} com a ordem parcial dada por (a,b) <
(c,d) & ¢ <p aeb < d, onde <y, denota a ordem parcial do reticulado
L, também representa um reticulado. Além disso, se L é completo, entao (L)
herda a propriedade de completude de L. Os elementos de T(IL) sdo chamados de
intervalos generalizados. Aqui, preferimos denotar por (a,b) ao invés de [a, b]
para distinguir das hipercaixas, porém, note que se (a,b) € t(L) for tal que

a < b, entao, podemos identificar (a,b) com uma tnica hipercaixa [a, b] # ().

O conjunto das funcoes de um conjunto U em [0, 1], denotado por [0, 1]* (ou
alternativamente por F(U)), herda a estrutura de reticulado completo de [0, 1]

em termos da seguinte ordem parcial: Para todo a,b € [0, 1]u, temos que

a<b&alu) <b(u), Vvue U. (2.4)

Sejam L e M reticulados, uma funcao ¢ : . — M, que satisfaz as seguintes

equagoes para todo x € L e todoy € M, é chamada homomorfismo de reticulados:
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e(xVy=ox)Vely e oxAy)=o(x)NAey). (2.5)

Um homomorfismo de reticulado bijetivo é dito um isomorfismo de reticulado.
Equivalentemente, a funcao ¢ : L — M é um isomorfismo de reticulado se ¢ é
bijetiva e isdtona, isto é, @(x) < @(y) para todo x < y. No caso especial onde
L = M, temos um automorfismo de reticulado.

A funcao v : L — L é chamada de um automorfismo dual se ela inverte
a ordem parcial. Em particular, um automorfismo dual involutivo v : L. — L
representa uma negacao em L. Em outras palavras, uma negacao em L é uma
bijecao involutiva que inverte a ordem parcial de L |36]. Por exemplo, Ng(x) =
1 —x é uma negacao no reticulado completo [0, 1].

No contexto da MM, uma erosdo (algébrica) é um mapeamento € de um
reticulado completo L para um reticulado completo Ml que comuta com o operador
infimo. Em outras palavras, um operador € representa uma erosao se, e somente

se, a seguinte igualdade valer para todo subconjunto Y C L:

e(AY) = A\ el (2.6)

yey

Similarmente, um operador & : L. — M representa uma dilatacao (algébrica)

se, e somente se, para todo subconjunto Y C LL valer a seguinte igualdade:

s(\/Y) =\ 5y (2.7)

yeYy

Um operador € : L. — M & uma anti-erosao (algébrica) e um operador & :
L. — M é uma anti-dilatacdo (algébrica) se, e somente se, para todo subconjunto
Y C L valer a Eq. 2.8 e Eq. 2.9, respectivamente [99].

e AV =Vew (2.8)

yey

3(\/Y) = A5y (2.9)

yey
Alguns pesquisadores adicionam o sufixo “algébrico” aos nomes dos operadores
morfologicos apresentados acima, devido ao fato dos mesmos serem definidos

a partir de certas propriedades algébricas, e assim, distinguir estas defini¢oes
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daquelas baseadas em medidas de inclusao e interseccao, como na MM binéria
18]

O proximo lema indica que certas composicoes de operacoes elementares da
MM também representam operacoes morfologicas elementares. A prova deste
lema é bastante 6bvia e segue diretamente a aplicacao das propriedade algébricas

dos respectivos operadores elementares, tal como foram definidas acima.

Lema 2. Sejam €, 8, €, respectivamente uma erosio, uma dilatacdo, uma anti-
erosao e uma anti-dilatacao de um reticulado completo I para um reticulado
completo M. Dado um operador f: M — K onde K € um reticulado completo, as

sequintes afirmacgoes sao verdadeiras:

1. Se f € uma erosao, entao, fo e € uma erosao e fod € uma anti-dilatacao.

2. Sef € uma dilatacao, entao, fod € uma dilatacao e foe € uma anti-erosao.

Banon e Barrera mostraram um resultado importante para a MM, que consiste
em que todo mapeamento ¥ entre reticulados completos IL. e M pode ser expresso
em termos de supremos e infimos das quatro operagoes bésicas da morfologia
matematica |5]. Precisamente, todo mapeamento W : . — M pode ser expresso
como um supremo de pares de infimos entre erosoes e anti-dilatacoes, isto é,

existem erosoes €' e anti-dilatacdes d' para algum conjunto de indices I tal que

v=\/ (N8 (2.10)
iel

Alternativamente, ¥ : . — M pode ser expresso como um infimo de pares
de supremos entre dilatacoes e anti-erosoes, e consequentemente uma versao dual
da Eq. 2.10 pode ser obtida. Estd decomposicao estd de acordo com o modelo
de processamento de vérias redes neurais morfologicas importantes, tais como
o perceptron morfologico e o MP/CL (que serao abordadas no Capitulo 4) [18,
19, 88]. A prova da Equagao 2.10 é construtiva e requer somente a estrutura de

reticulado completo de L e M |[5].
A MM pode agregar duas importantes nocoes de dualidade: negacao e ad-
guncao. Anti-dilatacoes e anti-erosoes podem ser construidas pela combinagoes

de negagbes com erosoes ou dilatages, conforme o teorema a seguir [99).
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Teorema 1. Sejam I e M reticulados completos com negacoes vy, e vy, respec-

tivamente.

1. Um operador & : L. — M ¢ uma anti-dilatacio & 6 =eovy e d =V 09,

onde 6 € uma dilatacao e € € uma erosao.

2. Um operador € : Ml — I € uma anti-erosao & € = dovy € € = Vv og, onde

€ € uma erosao e d € uma dilatacao.
Sejam o mapeamento W : L. — M, e vi,, vy negacoes nos respectivos reticula-
dos completos I e M. O operador WY, chamado negacao de ¥, é dado por:
WY(x) = vm(¥Y(vL(x))) Vx € L (2.11)

Os operadores de erosao e dilatagao podem ser ligados pelo conceito de ne-

gacao, conforme a proposicao a seguir [36].
Proposicao 1. A negacao de uma erosao € uma dilatacao, e vice-versa.

A seguir, serd apresentada a nocao de dualidade com respeito a adjuncao.
Considere dois operadores arbitrarios d : L. — M e ¢ : M — L. Dizemos que o

par (&,0) é uma adjuncao se, e somente se, a seguinte expressao valer:

dx)<yex<ely) wel,yeM (2.12)

Note que uma consequéncia direta da Preposicdo 1 é que, se o par (g, )
representa uma adjuncao, entao, o par (8Y, ¢Y) também forma uma adjungao.
A proxima proposicao garante que existe uma tnica erosao que pode ser as-

sociada com uma certa dilatacdo, e vice-versa, em termos adjuncao |77, 36.

Proposicao 2. Sejam 1L e M reticulados completos. Considere os mapeamentos

d:L->Mee:M— L.
1. Se (&,0) € uma adjuncgao, entao, & € uma dilatagao e € € uma erosao.

2. Para uma dilata¢ao & existe uma tnica erosao € tal que (€,0) € uma ad-

Juncao, e a erosao adjunta € dada por

e(x) =\/lxeL:5(x) <y}, WyeM (2.13)
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3. Para uma erosao ¢ existe uma tnica dilatacao & tal que (&,8) € uma ad-

juncao, e a dilatacao adjunta € dada por

d(x) :/\{y eM:e(y) >x}, VxeL (2.14)

As operacoes elementares da morfologia matemaética, de fato, podem ser pro-
duzidas em um reticulado se uma certa operagao adicional estiver definida além
das operacoes de infimo e supremo. Se L é um reticulado arbitrario, dizemos que
L é um reticulado com ordem de grupo ou um l-grupo |7| se L também forma
um grupo com uma certa operagao “+” (geralmente, a notac¢ao de adicao é usada
para notagoes de grupo) e se toda translagao de grupo é isétona, i.e., a seguinte

condicao é satisfeita para todo x,y € L tal que x < y:

a+x+b<a+y+bVabel. (2.15)

Se um l-grupo L também for um reticulado condicionalmente completo, entao
dizemos que L. é um l-grupo condicionalmente completo.

De maneira mais geral, um grupo parcialmente ordenado é um grupo que tam-
bém constitui um conjunto parcialmente ordenado e satisfaz a Equacao 2.15. O
Unico grupo parcialmente ordenado limitado, i.e., equipado com fronteiras uni-
versais é o grupo trivial {0}, onde O denota o elementro neutro com respeito a
adi¢do. Portanto, o grupo trivial {0} é também o tunico reticulado com ordem
de grupo que representa um reticulado limitado [7]. Todavia, R. Cuninghame-
Green considera, na teoria mateméatica da algebra minimax, estruturas algébricas
denominadas “bounded lattice ordered groups” (ou blogs), que sao dadas por um
reticulado limitado G cujo conjunto dos elementos finitos F = G \ {4+00, —00}
forma um l-grupo (lembre que —co = A G e +oo = \/ G representam, respec-
tivamente, o menor e maior elemento de G). Contudo, o nome blog sugere a
existéncia de estruturas de grupos em reticulados limitados diferente de {0}, por
isso, neste trabalho, preferimos chamar essa estrutura de extensao de reticulado
limitado com ordem de grupo (ou extensao de l-grupo) ao invés de blog. No caso
especial onde a extensao de l-grupo G é um reticulado completo nos referimos a
G como extensao de l-grupo completo.

Para que uma extensao de l-grupo G seja consistente, é necessario que o
operador “+” também seja definido em (G x G)\ (F x F). A fim de simplicidade,
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estamos interessados apenas em G diferente do grupo trivial {0}. Como toda
translacao de grupo ¢ um automorfismo de reticulado e para todo x € F tem-se
—oo < x < 400, as seguintes definicoes sao utilizadas para manter a isotonia,

i.e., preservagao da ordem:

a+ (+o0) =+o00+ a =+o0, Va € FU{+oo}, (2.16)
a+(—o0)=—c0+a=-—o0,VaeFU{—oco}. (2.17)

Ainda falta definir “+” em {(+o00, —00), (—00, +00)}. Para isto, existem duas
boas opgoes: (—o0)+(+00) = (+00)+(—00) = 400 que é coerente com a Equacao
2.16 e (—o0) + (+00) = (+00) + (—o0) = —oo que é coerente com a Equacao
2.17. Posto isto, uma nova operacao binaria +' que coincide com a operacao +
em G x G\ {(400, —00), (—o0, +00)} pode ser definida e suas diferencas sao dadas

pelas seguintes regras:

(—00) + (+00) = (+00) + (—00) = —00, (2.18)
(—o0) +' (+00) = (4+o0)+' (—00) = +00. (2.19)

Observe que (G,+) e (G, +’) nao formam grupos ja que nem —oo e nem +o0o
possuem inverso aditivo.

Dessa maneira, uma extensao de l-grupo pode ser denotada pelo sistema
(G,V,/\,+,4') (denotaremos por apenas G quando nao houver ambiguidade
sobre os operadores). No caso especial onde G é extensao de l-grupo (completo)
e também uma corrente, nos referiremos a G como extensao de l-grupo (completo)
totalmente ordenado. Exemplos de extensoes de l-grupos completos totalmente
ordenados s30 (Rise, VA, 4+, +') € (Zioo, V, A\, +,+') onde +, 4+’ coincidem com
a operacao usual de adi¢do em R, e (]R?rgo,\/, /A, - ") onde - e -’ correspondem a
multiplicacdo usual nos nimeros reais positivos. Note que (Qioo, V,/\, +,+’)
representa uma extensao de l-grupo totalmente ordenado mas nao uma extensao
de l-grupo completo totalmente ordenado, pois que Q nao é reticulado completo.

Por fim, observe que as operagbes V,/\,+,+’ definidas em G podem ser es-
tendidas para G™, onde n > 1, tomando coordenada a coordenada.

Além disso, o Lema 1 por ser utilizado para produzir uma extensao de l-grupo

completo a partir de produtos de de l-grupo condicionalmente completos. Em
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particular, seja R™ = R™U{400, —0o} e +, +' definidas fora de R™ x R™ como nas
Equacoes 2.16, 2.17, 2.18 e 2.19, o sistema (R™,V/, A, 4, +') forma uma extensio
de l-grupo completo que nao é uma corrente quando n > 1. De maneira analoga
obtemos a extensao de l-grupo completo (Z" U {+o0, —o0}, V,/\, +, +/).

A existéncia do inverso aditivo em um estrutura de l-grupo permite definir o
conceito de elemento conjugado em uma extensao de l-grupo [18, 19]. Seja G uma
extensao de l-grupo. Na algebra minimax o conjugado de um elemento x € G é

denotado por x* e é definido por:

—x se x € G\ {+o0,—00} (inverso aditivo)
X'=<¢ —00 se X =400 (2.20)

+00 se X =—00

Note que o mapeamento v, : G — G, dado por v,(x) = x* representa uma
negacao no reticulado G. Uma matriz A € G™™ corresponde a uma matriz
cojungada A* € G™™, onde cada componente [aj;] de A* & dada por [afj] = [a;]*.
Obviamente, segue que (A*)* = A.

A operacgao de maximo e minimo, de duas matrizes de dimensoes compativeis,
é executada em cada componente, por exemplo, C = AV B ¢ dada por [cy] =
[a;; V by], para A, B € G™™.

Os modelos de redes neurais morfologicas, discutidos neste trabalho, utilizam
dois tipos de produtos de matrizes. Sejam as matrizes A e B com entradas em G
de dimensoes, respectivamente, m X p e p X n, a matriz C = AN B é o produto
mazr de A e B e a matriz D = AAB é o produto min de A e B, e sao definidas

pelas seguintes equagoes:

<=

cy = \/ (ai + by) (2.21)

—_

== 7

dij = (aik +/bkj]. (2.22)

k

1
A partir das definicoes anteriores, uma elegante relacao de dualidade entre
operagoes de matrizes |18, 19] é dada por
(AAB)*"=A"VB" e ARC) =C"A" (2.23)

para A,B € G™™ e C € G™*P.
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O lema enunciado a seguir ¢é util para demonstrar que, de fato, erosoes e di-
latacoes podem ser obtidas através, respectivamente, de produtos min e produtos
max. Lembre que, em uma extensao de l-grupo, os operadores 4+ e +’ possuem
prioridade em relacao as operacoes de \V e /A do reticulado. Entretanto, o uso de
parénteses pode ser utilizado para alterar o significado da expressao, por exemplo
(xVy)+z

Lema 3. [91] Sejam G uma extensdo de l-grupo completo e | um conjunto arbi-

trdrio de indices. As sequintes iqualdades valem para todo w,x) € G onde j € J:

w+'(/\xj):/\w+’xj, (2.24)
j€] j€]

w+(\/xj):\/w+xj. (2.25)
j€] j€]

Teorema 2. [91] Seja G uma extensao de l-grupo completo. Considere os sequintes

operadores ea,0p : G* — G™ para A € GM™:

ealx) = A'Rix, (2.26)
Salx) = A'Mx. (2.27)

Temos que ea representa uma erosao e dp representa uma dilatacao do retic-

ulado completo G™ para o reticulado completo G™.

Os operadores €5 e 05 sao utilizados por varios modelos de redes neurais
morfologicas, tais como o perceptron morfologico |72 e as memorias associati-
vas morfologicas [73]. O proximo teorema mostra como verificar a relagao de
ordem entre dois elementos de uma extensao de l-grupo, através de operacoes

morfoloégicos elementares baseadas em produto min ou produto max.

Teorema 3. Sejam G uma extensao de l-grupo e x,a,b € G". As sequintes

afirmagoes sao vdlidas:

1. A desigualdade a < x vale se, e somente se, €,(x) > 0 ,onde v = a*, ou se
Ew(x) <0, onde w = a.

2. A desigualdade x < b wvale se, e somente se, d,(x) <0, onde v =D>b*, ou se

dw(x) >0, onde w=D>.
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O Teorema 3 implica que os elementos de uma hipercaixa [a,b] = {x € G" :

a < x < b} podem ser determinados pela verificacdo da seguinte igualdade
£a (%) A\ Op(x) > 0. (2.28)

Em especial, esse fato é usado na estratégia de classificacao de algumas redes
neurais morfologicas, tal como o perceptron morfologico. A Figura 2.3 prové
uma ilustracao desta situacao para a hipercaixa [a = 1,b = 9] na extensao de

l-grupo R .

Figura 2.3 Exemplo de uma erosdo ¢, e uma anti-dilatacdo 0, na extensao de
l-grupo R, onde v=—a e w =b para a,b € R.

Nesta secao apresentamos a caracterizagao da MM sobre a estrutura de retic-
ulados completos numa forma algébrica. Contudo, o desenvolvimento inicial da
MM, especificamente a MM binaria, nao foi motivada por esse sentido algébrico,
apesar de satisfazé-la. A proxima secao objetiva-se a esclarecer o sentido intuitivo

com o qual surgiu a MM binéria.
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2.2 Motivacao e conceitos basicos da morfologia

matematica

A morfologia matematica binaria compreende dois operadores fundamentais, a
erosao e a dilatacao, que podem ser descritos, respectivamente, em termos de
inclusoes e intersecgoes entre conjuntos [56, 57, 58, 76, 77|. A seguir, serao apre-
sentadas as defini¢coes basicas da MM binaria junto a alguns exemplos e a uma
andlise intuitiva das operacoes de erosao e dilatacao.

Seja X o simbolo que denota o espaco euclidiano R ou o espaco digital Z¢
(onde d é um inteiro positivo), entdo uma imagem binaria A é identificada como
um subconjunto de X, isto é, A C X. As operacoes de erosao binaria Eg e
a dilatacao binaria Dg sao associadas a um subconjunto S de X chamado de
elemento estruturante (SE). Note que o elemento estruturante pode ser visto
como uma imagem de acordo com a definicao anterior.

Sejam a translacao de uma imagem A C X por x € X denotada por A, e dada
por Ay ={a+x:a € A}, e a reflexdo de A em torno da origem é denotada por
A edadapor A={—a € X:ac Al A erosio Eg(A, S) e a dilatacio Dg(A, S)
de uma imagem binédria A por um elemento estruturante S, sao definidas pelas
Equacoes 2.29 e 2.30 que correspondem, respectivamente, a subtracao e a adicao
de Minkowski [77, 76].

E(A,S)={xeX:S, CA}=)A, (2.29)
seS
D3(A,S)={xeX:S,nNA#0}=|]JAs=[]Sa (2.30)
seS acA

No sentido intuitivo, uma erosao (Eq. 2.29) calcula em quais pontos x do
espaco X um elemento estruturante S esta incluso em uma imagem A, enquanto
uma dilatacio (Eq. 2.30) mede quais pontos o elemento estruturante refletido S
se intersepta com a imagem A. As Figuras 2.4 e 2.5, ilustram a operagao de erosao
e dilatacao de uma imagem A por um elemento estruturante S, respectivamente.

Note que, para um elemento estruturante S fixo, as Equacoes 2.4 e 2.5 tam-
bém satisfazem, respectivamente, as definicoes de erosao algébrica e dilatagao al-
gébrica, pois, os operadores N e U representam operagoes de infimo e supremo no

reticulado completo P(X) (o conjunto de todos os subconjuntos de X). Portanto,
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Figura 2.4: (a) Imagem A, (b) Elemento de estruturagao S, (c¢) Imagem A erodida

por S

Figura 2.5: (a) Imagem A, (b) Imagem A dilatada por S, (¢) Elemento de estruturagao
S

Eg(+,S) e Dg(+,S) representam, respectivamente, uma erosao e uma dilatacao
tanto no sentido intuitivo quanto no sentido algébrico para todo S.

Além disso, ha também outros dois operadores fundamentais na MM binaria,
que sao a anti-dilatacao e a anti-erosao, e que podem ser definidos em termos de
um operador de negacao (no caso da MM binaria utiliza-se o operador comple-
mento) e pelas operagoes de erosao e dilatagao |76, 77].

Varias abordagens estenderam a MM binéria para o caso de tons de cinza
[36, 76, 81], entre elas destaca-se a abordagem de umbra [81] cuja definigao dos op-
eradores fundamentais esta de acordo com os principios intuitivos da MM binéria.
A idéia basica desta abordagem consiste em mapear uma imagem de tons de cinza
para um subconjunto do espaco formado pelo produto do dominio com espaco de
valores que a imagem pode assumir, e entao aplicar os operadores da MM binéria

a estes subconjuntos. A teoria de conjuntos fuzzy [101, 102] também pode ser
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utilizada para definir uma morfologia matematica fuzzy cujos operadores bésicos
estejam baseados em medidas de inclusdao e conjuncdo fuzzy [96], conforme sera
elucidado na Secao 2.3. Numa forma algébrica, a morfologia matematica pode

ser conduzida sobre a estrutura de reticulados completos como visto na Secao 2.1
[36, 75, 77].

2.3 Conceitos basicos da morfologia matematica

fuzzy

Originalmente a MM foi desenvolvida como uma abordagem a teoria de con-
juntos para analise de imagens binérias |58, 76|. Extensdes para morfologia
matematica de tons de cinza incluem as abordagens de umbra e threshold |76, 81],
alem de varias abordagens na diregdo da morfologia matematica fuzzy (FMM)
[60, 96].

Em poucas palavras, a idéia inicial que motivou a extensao da MM bindria
a partir da teoria dos conjuntos fuzzy, consiste na substituicao dos operadores
de conjuntos (inclusdo, interseccao e complemento) nas equagoes de erosdo e di-
latagao bindrias, pelas respectivas extensoes na logica fuzzy. Especificamente,
uma abordagem a MM fuzzy, em geral, considera certas medidas de inclusao
fuzzy e interseccao fuzzy, assim como, uma certa negacao fuzzy para definir oper-
acoes morfologicas elementares: erosao fuzzy, dilatacoes fuzzy, anti-erosao fuzzy
e anti-dilatacao fuzzy. Esse tipo de abordagem é consistente com a motivacao
intuitiva com a qual surgiu e se desenvolveu a MM, pois, s6 posteriormente é
que a mesma foi conduzida sobre uma estrutura de reticulados completos e seus
operadores elementares caracterizados através de propriedades algébricas. Uma
outra maneira de se conduzir uma abordagem a morfologia matematica fuzzy é
a partir das defini¢oes algébricas conforme as Equacoes 2.6, 2.7, 2.8 e 2.9.

Neste trabalho, denotaremos um conjunto fuzzy A como sendo uma fungao
a de um dominio X em [0, 1], onde o valor a(x) é o grau de pertinéncia de x

em A. O simbolo F(X) denota a classe de todos os conjuntos fuzzy em X. No

caso particular onde X = [x1, .. .,xk} denotaremos o conjunto fuzzy a € F(X)
como um vetor coluna a = [a1,...,ak]T € [0,1]k onde a; = a(x') para todo
i=1,...,k. Lembre que F(X) é um reticulado completo com a ordem parcial

dada pela Eq. 2.4.
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Seja X um grupo, tipicamente o l-grupo R™ ou Z". Parax € X e s € F(X)
denotamos por s,,8 € F(X) a translacdo de s por x dada pela Eq. 2.31 e a

reflexao de s em torno da origem dada por Eq. 2.32.

sx(y) = s(ly—x) vyeX (2.31)
s(y) = s(—y) vy € X (2.32)

Seja Incg : F(X) x F(X) — [0, 1] uma inclusao fuzzy. A erosao fuzzy es(a,s)

de um conjunto fuzzy a por um elemento estruturante s € F(X) é dada por

e5(a, s)(x) = Incy(sy,a) Vx € X (2.33)

Similarmente, se Secy : F(X) x F(X) — [0, 1] denota uma intersec¢ao fuzzy
entao a dilatacao fuzzy As(a,s) de um conjunto fuzzy a por um elemento estru-
turante s € F(X) é dada por

As(a,s)(x) = Secs(Sy,a) Vx € X (2.34)

Uma grande variedade de medidas de inclusao fuzzy e interseccao fuzzy de-
nominadas, respectivamente, por Inf-I e Sup-C (ou por Min-I e Max-C no caso de
X finito), podem ser construidas em termos de implicagoes Iy e conjuncoes fuzzy

Cs |96] como se segue:

Incs(a,b) = A Is(a(x),b(x)) (2.35)
xeX

Secs(a,b) = \/ Cs(a(x),b(x)) (2.36)
xeX

Alguns pesquisadores em FMM tem concebido medidas de inclusao fuzzy que
relaxam a nocao da medida de inclusao e interseccao crisp, permitindo a definicao
de medidas que nao satisfazem a propriedade de heranga [16], isto é, que as re-
strigoes de Incg e Secy a P(X) x P(X) nao coincidem com a inclusao e intersecgao
de conjuntos crisp, respectivamente. Por exemplo, a medida de subsethood de
Kosko utilizada no modelo KS-FAM discutido no proximo capitulo deste tra-

balho representa uma medida de inclusao fuzzy que nao satisfaz a propriedade de
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heranca |86, 87].

As definic¢oes de erosoes fuzzy (Eqs 2.33) e dilatagoes fuzzy (Eqs 2.34) dadas
acima obedecem a regra intuitiva com a qual foram definidos seus correspondentes
no caso binario. Apesar disso, muitos autores preferem (ou apenas consideram)
utilizar as defini¢oes algébricas desses operadores, propiciada pela estrutura de
reticulado completo formada pela classe dos conjuntos fuzzy, aproveitando-se,
assim, das propriedades e teoremas estabelecidos para estes operadores, tal como

a relacao de adjuncao e a decomposicao de Banon e Barrera.

Formalmente, dizemos que uma funcao e5(-,s) : F(X) — F(X) é uma erosao
fuzzy no sentido algébrico se, e somente se, ey satisfaz a Eq. 2.6 para todo
s € F(X). Similarmente, dizemos que uma funcao d5(-,s) : F(X) — F(X) é uma
dilatacao fuzzy no sentido algébrico se, e somente se, dg satisfaz a Eq. 2.7 para
todo s € F(X) [96].

Observe na Equacgao 2.35 que, se a implicacao fuzzy Is(b,-) comutar com
o operador de infimo para todo b € [0, 1], entdao, Incs(s,-) também comutara
com o infimo para todo s € F(X) e, portanto, a funcido resultante es satisfara
a definicao de uma erosao fuzzy, tanto no sentido algébrico quanto no sentido
intuitivo. Exemplos de implicacoes fuzzy que produzem erosoes fuzzy em ambos

os sentidos:

u(xy) = {1’ *SY O (Godel) (2.37)
Yy, x>y

(xy) = {lf “=Y (Goguen) (2.38)
;’ X>y

Iw(x,y) = 1TA(y—x+1) (Lukasiewicz) (2.39)

Lix,y) = (1—x)Vy (Kleene). (2.40)

Similarmente, se a conjuncao fuzzy Cs da Equacao 2.36 for tal que Cgs(b,-)
¢ uma dilatacao algébrica [0, 1] — [0, 1], isto é, comuta com o operador supremo
para todo b € [0, 1], entao, a fun¢ao correspondente Az(-, s) é tanto uma dilatacao
fuzzy F(X) — F(X) no sentido intuitivo quanto no sentido algébrico. Exemplos

de conjuncoes que representam dilatagoes algébricas em ambos os argumentos:
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Tulx,y) = xAy (Minimo) (2.41)

Tr(x,y) = x-y (Produto) (2.42)

Twix,y) = OV(ix+y—1) (Lukasiewicz) (2.43)
0 <1

Crlx,y) = { P XTYS T Kleene) (2.44)
X, x+y>1

Note que os operadores Ty, Tp e Ty correspondem a t-normas [48]. De fato,
toda t-norma continua representa uma dilatacao algébrica [0, 1] — [0, 1] em am-
bos os argumentos [99].

Além disso, conjuncoes fuzzy e implicagoes fuzzy podem estar relacionadas
pelo conceito de adjuncao. Especificamente, dizemos que uma conjuncao fuzzy
C e uma implicagdo fuzzy I formam uma adjuncao se, e somente se, C(-,z) e
I(z,-) formarem uma adjunc¢ao para todo z € [0, 1], isto é, se C e I satisfizerem a

seguinte equagao para todo x,y,z € [0, 1] [99]:

Clx,z) <y & x <I(z,y) (2.45)

Pela proposicao 2, C(-,z) e I(z,-) representam, respectivamente, uma di-
latacdo algébrica e uma erosao algébrica. Além disso, uma implicacao fuzzy I

e uma conjun¢ao C podem ser obtidas de acordo com as seguintes equagoes:

:\/{26[0,1]: ,y) <x} e C(x,y) /\{2601 ,Z) > x}
(2.46)

Os pares (Tym, Im), (Tp, Ip), (Tw, Iw) e (Ck, Ix) constituem exemplos de oper-
adores adjuntos.

A partir das Equagoes 2.35 e 2.36 podemos definir dois produtos matriciais na
logica fuzzy. Sejam A € [0,1]™ ¢ B € [0, 11", os produtos maz-C e min-I de
A por B sao denotados, respectivamente, por D = AoB e E = A®B e definidos
pelas seguintes Equagoes [61, 99], onde C e I correspondem a uma conjungao

fuzzy e a uma implicacao fuzzy:

K
\/C air, b)) Vi=1,...,meVj=1,...,n (2.47)
£=1
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k
ey = [\ I(bga) Vi=1,...,meVj=1,...,n (2.48)

E=1
Existem ainda outros produtos matriciais definidos na teoria de logica fuzzy,
tal como o produto Inf-D (ou Min-D) derivado de uma certa disjun¢ao fuzzy
D. Porém estes dois sao suficientes para o propoésito deste trabalho. Para mais

informagoes indicamos [61].

Varios modelos de FMAMs sao baseados nos produtos max-C e min-I [99].
Além disso, uma certa estratégia de aprendizagem para FMAMs pode ser adotada
quando esses produtos representam certas operacoes elementares da MM fuzzy

[99]. Este tema seré abordado com mais detalhes no proximo capitulo.



CAPITULO 3

Memorias associativas morfologicas

Uma memoria associativa (AM) é um modelo projetado para armazenar pares
de entrada e saida. Uma propriedade desejavel em uma AM, é que dada uma
versao incompleta ou distorcida de um padrao de entrada ela seja capaz de recor-
dar a saida desejada. Matematicamente falando, dado k pares de vetores (ou
memorias fundamentais) (x1,y1) ey (xk,yk), o projeto de uma AM consiste
em encontrar um mapeamento g tal que g(x%) = y& para todo £ =1,...,k e que
seja equipado com uma certa tolerancia a ruidos, isto é, para uma versao cor-
rompida X% de x tenha-se g(x%) = y&. Uma memdria associativa fuzzy (FAM) é
uma AM que armazena pares de vetores que representam conjuntos fuzzy.

Uma memoria associativa morfologica (MAM) |73] é um modelo de AM repre-
sentada por uma rede neural morfologica. Os modelos classicos de MAMs de tons
de cinza e seus principais resultados serao discutidos na Se¢ao 3.1. Em seguida
serdo abordadas as memorias associativas morfologicas fuzzy (FMAMs) que con-
sistem em AMs descritas por redes neurais cujos neurénios executam operacoes
elementares da morfologia matematica fuzzy, e que armazenam pares de entradas
e saldas dados por conjuntos fuzzy. Note que a determinacao de FMAMs de-
pende de como (ou em que sentido) os operadores morfologicos fuzzy elementares
sao definidos, isto é, no sentido intuitivo, no sentido algébrico ou por ambos.
Também sera discutido um método de aprendizagem nao iterativo, baseado na
relagao de dualidade com respeito a adjuncao dos operadores da MM, que pode

ser empregado na fase de armazenamento para uma certa classe de FMAMs [99)].

Na Secao 3.3 seré apresentado um modelo de AM fuzzy baseado na medida
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de subsethood de Kosko [50, 51| que pode ser classificado como uma rede neural
morfologica no sentido intuitivo. Este modelo generaliza a memoria associativa
binaria introduzida em [87]. Por fim, encerraremos este capitulo apresentando
alguns resultados de experimentos envolvendo a AM fuzzy baseada na medida de
subsethood de Kosko.

3.1 Modelos classicos de memorias associativas mor-

folégicas

Suponha que se queira armazenar k pares de vetores (ou memorias fundamentais)

(x',y"),..., (x*,y*) usando uma memdria associativa morfoldgica (MAM). Se-
jam X = [x',...,x¥] € R™¥ a matriz cujas colunas sdo os vetores x* € R" e
Y = [y',...,y¥ € R™¥ a matriz cujas colunas sio os vetores y> € R™, para
§&=1,...,k. Aqui, foi considerado (x& y%) € R"™ x R™ ao invés de (x&,y¥) per-

tencente ao reticulado completo R™ x R™, visto que essa restricio é suficiente para
todos os propositos praticos. Relembre que RP = RP U{—o0, +oo}, p > 1, repre-
senta, pelo Lema 1, uma extensao de l-grupo completo, pois, RP é um reticulado

condicionalmente completo.

Considere as operacoes matriciais definidas na Secao 2.1, X € R™* e Y ¢
R™¥  Apresentaremos dois modelos basicos de MAM: o primeiro consiste na
construcao de uma matriz Wxy de dimensao m x n dada pela Equacao 3.1, e
o segundo consiste em um esquema dual de construcao de uma matriz Myy de
dimensao m xn conforme a Equacao 3.2. Note ainda que se pode obter a seguinte

igualdade Wyy = (Myx)* a partir da Equagao 2.23.
K
Wiy =XBY = /\ y*m (x)* (3.1)
£=1

k
Mxy = XM Y = \/y*™ (x)* (3.2)
E=1

Dado um padrao de entrada x € R™ o processo de recordacao de um padrao
Yy € R™ no modelo Wxy é dado pela Eq. 3.3. Analogamente, uma saida z € R™

é produzida no modelo dual Myy conforme a Eq. 3.4.
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Y =Sy (x) = Wxy U x (3.3)

Z=¢emy, (x) = Mxy A x (3.4)

Note que as Equacoes 3.3 e 3.4 formam, respectivamente, uma dilatacao al-
gébrica e uma erosao algébrica, conforme o Teorema 2.

No caso onde X =Y (isto é, y& = x%, para & = 1,...,k) tem-se Wxx e Mxx
e sdo chamadas de memdrias morfoldgicas auto-associativas (AMMs), caso con-
trario obtem-se memorias heteroassociativas (HMM). O exemplo 1 ilustra duas
AMMs (Wxx e Mxx) que armazenaram com sucesso todas as memorias funda-
mentais (i.e., Wxx M x5 = x& = Myx 3x¢ para & =1,...,4).

Exemplo 1.
2 4 4 3 0 —4 -3 0 8 4
X=118 05|, Wix=| -8 0 —7 |, Mxx=1]4 0 3
5 7 7 2 —4 -3 0 370

Para o caso binario onde X € {0, 1J™**, Sussner mostrou que cada componente
do produto min Mxx /A x equivale ao calculo de uma inclusao crisp de um certo
elemento estruturante s € {0, 1}™ em x, para todo x € {0, 1}". Seja m! a i-ésima

linha de Mxx e a negagao (fuzzy) Ng : [0, 1]™ — [0, 1]™ definida para todo n como

Ns(x) =x=(1—x1,...,1 —x,), Vx € [0, 1]"™. (3.5)
Especificamente, foi verificada a seguinte igualdade para todoi=1,...,n [86]:
1 ni)t <
mirx = { se (My)' < x (3.6)
0 caso contrario

Por isso, o operador EMY, também representa uma erosao no sentido intuitivo.

Seja X uma versao ruidosa de x, dizemos que X é uma versao erodida de X se,
e somente se, X < x, analogamente, dizemos que X é uma versao dilatada de x se,
e somente se, X > X.

As AMMs exibem duas propriedades desejaveis em uma AM. Uma se refere
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a sua capacidade de absoluta de armazenamento, ou seja, pode-se armazenar
quantas memorias fundamentais se queira. Outra se refere a convergéncia da rede
em um tnico passo. Esta tltima caracteristica pode ser formulada em termos dos
pontos fixos das AMMs. Um padrao x é chamado ponto fixo de uma AMM Wxx
se, e somente se, Wxx M X = X. Similarmente, um padrao x é chamado ponto fixo
de uma AMM Mxx se, e somente se, Mxx M x = x. Dado um vetor de entrada
Y a saida Wxx My é ponto fixo do modelo Wxy, similarmente, o vetor de saida
Mxx My é ponto fixo de Mxx.

Todavia, AMMs armazenam uma grande quantidade de memorias falsas ou
espurias além de exibirem uma tolerancia a erro limitada. Especificamente, a
memoria Wyx exibe tolerancia apenas a ruidos erosivos, enquanto, a memoria
Mxx exibe tolerancia a ruidos dilativos [73, 84, 92]. Uma anélise das propriedades
de HMMs pode ser encontrada em |73, 95].

3.2 Memorias associativas morfologicas fuzzy

Memorias associativas morfologicas fuzzy (FMAMs) sao memorias associati-
vas morfologicas cujos padroes de entrada e saida e/ou pesos sinapticos represen-
tam conjuntos fuzzy [99]. Recentemente, as FMAMs foram aplicadas com sucesso
em problemas de reconstrucao de imagens e previsao de séries temporais [94, 95|.

Em um sentido mais abrangente do que a FMAM, chamamos de memdria
associativa fuzzy (FAM) uma AM descrita por uma rede neural que armazena
pares de vetores que representam conjuntos fuzzy.

Se o neurdnio de uma rede neural executa um produto do tipo max-C entao
ele é dito um neurénio maz-C. Uma FMAM composta por neurdnios max-C é
denominada como FMAM maz-C [99]. Valle e Sussner mostraram que varios
modelos de FAMs pertencem as classes das FMAMs max-C, tais como a famosa
FAM de Kosko, FAM implicativa (IFAM), FAM generalizada (GFAM) de Chung
e Lee, FAM de Junbo e max-min FAM com limiar de Liu [6, 15, 51, 54, 93, 99].

Considere uma FMAM max-C de uma tnica camada com m neurénios max-C.

Podemos representar este modelo pela seguinte equagao:
y=W(kx)=Wox (3.7)

onde W € [0, 1]™ " representa a matriz de pesos sindpticos e x € [0,1]" ey €
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[0, 1]™ sdo os padroes de entrada e saida fuzzy, respectivamente. Referimo-nos a
tal rede como FMAM max-C 'W.

Seja uma FMAM max-C W tal que a correspondente conjuncao fuzzy C exe-
cuta uma dilatacao fuzzy algébrica no segundo argumento. Recorde da Secao 2.3
que W(x) também representara uma dilatacao fuzzy algébrica.

Em vista da Proposicao 2, uma erosao A : [0,1]™ — [0,1]" pode ser con-
struida, tal que (A, W) formam uma adjuncao. A FMAM adjunta de W é definida
como um modelo de AM que corresponde ao mapeamento A. O teorema a seguir
caracteriza as FMAMSs adjuntas as FMAMs max-C [99].

Teorema 4. Se W denota a FMAM max-C'W dada pela Eq. 3.7. Seja N uma
nega¢ao fuzzy. Dado um padrio de entrada y € [0,1]™, a FMAM adjunta de

W computa o padrao de saida x € [0,1]" em termos da sequinte equacado, onde

M = [my] = [N(wji)] = N(W):

x=Ay)=MTey (3.8)

Um resultado similar ao Teorema 4 pode ser produzido para FMAMs de uma
camada que representam uma erosao fuzzy algébrica, tais que cada neurdnio da
rede executa um produto min-D. Estas memorias associativas fuzzy pertencem a
classe das FMAMs min-D. A demonstracao deste resultado e mais informagcoes
sobre as FMAMs min-D podem ser encontradas em [99].

A seguir sera apresentada uma classe geral de estratégia de treinamento (ou
armazenamento) para FMAMs max-C chamada aprendizagem por adjungao (ou
aprendizagem fuzzy implicativo).

Sejam {(x5,y%) : & = 1,...,k} o conjunto de memorias fundamentais, e
X € [0,11"* e Y € [0,11™* as matrizes cujas colunas sdo os vetores x& e Y&,

mXxn

respectivamente. Seja ainda Dy : [0, 1] — [0, 1™ 6 operador definido por:

Dy(W) = W o X (3.9)

O operador Dy representa uma dilatacdo para todo X € [0, 1]™* se, e somente
se, o operador C(-,x) do produto max-C for uma dilatacdo para todo x € [0, 1],
conforme o Teorema 19 de [99].

Considere Dx sendo uma dilatacao e a FMAM max-C dada pela Eq. 3.7.

Pela Proposicio 2 existe uma tnica erosio Ex : [0, 1™ = [0, 11™" que forma



Memoérias associativas morfolégicas

uma adjuncao com Dy. Seja a matriz de pesos sinapticos da FMAM max-C
dada por W = Ex(Y), entao, W representa o supremo do conjunto das matrizes
V € [0, 171™™ tal que Vo X <Y, pelo fato de W satisfazer a seguinte Equacao
[99]:

W= \/{Velo,™"™:Dy(V)=VoX<Y) (3.10)

Note que a matriz de pesos sinapticos W = Ex(Y) é calculada pela erosao Ex
adjunta do operador Dy, conforme a Proposicao 2. Dai o nome de aprendizagem
por adjuncao.

A Equagao 3.10 implica que W é a melhor aproximagao abaixo de Y em termos
do produto max-C. Note ainda que, se existe V € [0,1]™" tal que Vo X =Y
como V < W temos que Wo X =Y pela Eq. 3.10 e pelo fato do operador C(-, x)
do produto max-C ser crescente. No caso auto-associativo, a FMAM max-C
obtida pela aprendizagem por adjuncao sempre armagzenard e recuperara todas

as memorias fundamentais.

O proximo teorema mostra que a matriz de pesos sinépticos W = Ex(Y) pode
ser facilmente computada por um tinico produto min-I, e sua demonstragao pode

ser encontrada em [99].

Teorema 5. Seja X = [x',...,x"] € 0,1 e Y = [y',...,y¥] € [0, 11™x,
Considere o operador Dx dado pela Eq. 3.9 baseado em uma conjuncao fuzzy C
que representa uma dilatacao nos dois arqumentos. A matriz de pesos sindpticos
W = Ex(Y) € dada pelo sequinte produto min-1, onde I é a implicac¢ao fuzzy que

¢ adjunta a C.

wW=YeX (3.11)

Em particular, o conjunto das FMAMs max-C produzidas pelo esquema de
aprendizagem por adjuncao onde C é um t-norma continua, coincide com a classe
das IFAMs [93].

Neste trabalho, falaremos em FMAM de Lukasiewicz para nos referir a FMAM
max-C (ou min-D) gerada por aprendizagem adjunta baseada na conjun¢ao (ou

disjunc¢ao) fuzzy de Lukasiewicz.
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3.3 FAM baseada na medida de subsethood de
Kosko (KS-FAM)

Nesta secao apresentaremos um modelo de memoria associativa fuzzy de duas
camadas denominada KS-FAM |87|. O processamento dos neurdnios da primeira
camada é baseado na medida de subsethood de Kosko [50, 51|, que pode ser
vista como uma medida de inclusao entre conjuntos fuzzy que nao satisfaz a
propriedade de heranca, isto é, nao generaliza o caso crisp. Considerando as
defini¢coes dos operadores morfologicos fuzzy no sentido intuitivo discutidos na
Secao 2.3, se nenhuma restricao quanto a propriedade de heranca for assumida,
entao, o modelo KS-FAM representa uma FMAM. A seguir, serd apresentada a

medida de subsethood de Kosko e algumas analises sobre suas propriedades.

3.3.1 Medida de subsethood de Kosko

Kosko propos uma medida subsethood |50, 51| definida em um universo finito
Q, que pode ser vista como uma medida de inclusao que nao generaliza o caso
crisp. Sejam A e B conjuntos fuzzy definidos em um universo finito (), tal que
card(A) = ) ., alx) > 0, entdo, a medida de subsethood S(A, B) ¢ definida por

2 xe00V(alx) =b(x)) 2 coalx) Ab(x)

S(AB)=1- erQ a(x) B erQ a(x)

(3.12)

Note que a Equagao 3.12 pode ser facilmente generalizada para um dominio
continuo () com a ressalva de que IQ a(x)dx seja finito e maior que zero, ou seja,
0< [,a(x)dx < oo

fola(x) Ab(x))dx
Jo alx)dx

Pela Equacao 3.13 fica evidente que a medida de subsethood calcula o grau

S(A,B) =

(3.13)

de inclusao de um conjunto fuzzy A em um conjunto fuzzy B. Porém, S nao
mantém a propriedade de heranca. Sejam A, B C Q e Inc a medida de inclusao
crisp dada por
1 ACB
Inc(A,B) = { = (3.14)

0 caso contrario



32

Memoérias associativas morfolégicas

O exemplo 2 ilustra a diferenca entre a medida de inclusao crisp (Inc) com a de
subsethood

Exemplo 2. Sejam

A=[ooo01 11|, B=[0o11110]

2
=3
Note pelo exemplo anterior que todas as coordenadas, exceto a ultima do

A medida de inclusao crisp Inc(A,B) = 0 pois A B, enquanto S(A, B)

conjunto binario A, estao contidas em B, portanto, num sentido fuzzy, é razoavel
pensar que o grau de inclusao de A em B seja —. Todavia, ao se aplicar a funcao
limiar f definida conforme a Eq. 3.15 obtém-se a seguinte igualdade f(S(A,B)) =

Inc(A, B) no caso crisp.

1 se x> 1

f(x) = { (3.15)

0 caso contrario

A partir dessa observagao e da Equacao 3.6, Sussner verificou que o produto
min executado por memorias morfologicas auto-associativas Mxx pode ser ex-
presso em termos da medida de subsethood de Kosko |86]. Sejam Myx € {0, 17"
ey € {0,1}", onde m! denota a i-ésima linha de Myx. Para simplificarmos,
denotaremos (m!)* por m;. O simbolo m; denota a negagao fuzzy padrao de
m; definida como na Equacao 3.5. Seja f definida como na Eq. 3.15, a seguinte
igualdade é obtida [86]:

(MXX my)1 = mfmy = f(S(ﬁ'lUy)) para i= 1,. R | 8 (316)

De maneira mais geral, pode ser mostrado que 1 A (m'BNy) = f(S(m,y))
para todo m,y € {0, 1}". Basta verificar, de maneira completamente analoga ao

exposto por Sussner em [86], as seguintes equivaléncias:

mpx>1 & m+x>1Vvi=1,...,n (3.17)
S x>l-mVvi=1,...,n (3.18)
& x>m (3.19)

Levando em conta a relacao exposta acima da medida de subsethood de Kosko
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com o produto min, vamos definir o produto min fuzzzy 73 : [0, 1™ ™ x [0, 1]™P —
[0, 1]™*P. Sejam M € [0, 1]™™ e X € [0, 1]™*P. A matriz Y formada pelo produto

min fuzzy de M com X é dada por

yi; = S(My, %)) paratodoi=1,...,mej=1,...,p (3.20)

onde m; denota a transposta da i-ésima linha de M e X) a j-ésima coluna de
X.

Exemplo 3. Considere a matriz X € {0,1}**? e a matriz Mxx gerada pelas

colunas de X como abaixo. FEste exemplo ilustra tanto a a¢ao do produto min

quanto a do produto min fuzzy entre a matriz Mxx com o vetor x € {0, 1}*
abairo, onde Yy = Mxx3X e z = Mxx A x.

10 0 0 01 0 0 0.667

1 0 00 01 1 0 0.667
X = ;MXX: , X = , Y = , 2=

11 11 01 1 1 1.000

01 1100 1 1 1.000

Exemplo 4. Uma visualiza¢ao do efeito do produto min fuzzy € dado neste outro
exemplo. Considere as oito imagens bindrias de tamanho 64 x 64, lidas da es-
querda para direita e de cima para baizo, exibidas na Figura 3.1. Estas imagens
foram convertidas respectivamentes nos padroes bindrios x',...,x% € {0,1}%% ¢
utilizadas na construcio da matriz de pesos sindpticos Mxx € {0, 1130763409 = Geig
X' 0 padrio corresponde o versio corrompida de X' (cameraman) retratada na
Figura 4(a), a interpretagio visual do produto min fuzzy de Mxx e X' € dada
pela Figura 4(b).

Baseado no produto min fuzzy e num algoritmo de pos-processamento T que
executa uma defuzzificagao, Sussner propds uma abordagem bem sucessida para
uma AMM binaria (TMAM) que exibe maior tolerancia a ruidos arbitrarios do que
a MAM Mxx [86]. Considere x',...,x* € {0, 17™* os padroes binarios utilizados
na construcao da matriz Mxy. Dada uma entrada x € {0, 1}", a fase de recordacao

da TMAM ¢ dada pelo seguinte esquema:

entrada x — Mxx NAx — Pos-proc. T — saida y.
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Mxx.

(a) Imagem de Entrada (b) Imagem Fuzzy Recu-
Binaria Corrompida. perada.

Figura 3.2: A imagem fuzzy na direita foi produzida a partir do vetor referente
da imagem corrompida a esquerda através do produto min fuzzy com Mxx.

Uma outra abordagem consiste de uma MAM binaria de duas camadas apli-
cada tanto para o caso auto-associativo quanto heteroassociativo, que reduz o
nimero de memoria espirias comparado as MAMs classicas [85]. Uma FAM
baseada na medida de subsethood que serda apresentada a seguir, foi proposta

inicialmente para tentar combinar as vantagens das duas abordagens anteriores.

3.3.2 FAM baseada na medida de subsethood de Kosko para

0 caso binario

Como ja mencionado, as memorias Wxx e Mxx exibem duas caracteristicas indese-

javeis: armazenam uma grande quantidade de memorias esptirias e possuem uma
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tolerancia a erro limitada. Recentemente alguns modelos de MAMs foram pro-
postos no intuito de superar essas dificuldades. Por exemplo, Sussner introduziu
uma memoria associativa morfologica de duas camadas que exibe uma quanti-
dade reduzida de memorias espurias [86]. Outra abordagem utilizou o produto
min fuzzy junto a um algoritmo de pds-processamento que prove maior tolerancia
a ruido arbitrarios [85].

A seguir, serd apresentado o modelo original baseado na medida de subsethood
de Kosko proposto para o caso binario que, em experimentos preliminares com
problemas de reconstrucao de imagens bindrias, obteve bons resultados [87].

Sejam X € {0, 11", Y € {0,1/™" e Z = [2,...,2"] € {0,117 tal que
VEz8 =1 = (1,...,1)" € [0,1]" e cada coluna z satisfaz as condigoes de
z8 L 2V ez8ANZY =0=(0,...,0)' € [0, 1] para todo vy # &. Dado uma entrada

X, uma saida y é produzida de acordo com as seguintes equagoes:

w = h(M¥* A x) (3.21)
y=WunNw (3.22)

onde M¥* = Myxz I3 Mxx e a funcdo h : RP — {0,1} é definida como h(x) =
(h (x1) ,...,h(xp))t tal que

1 L=V x
h(x) = exi=ViaXi i1, p (3.23)
0 caso contrario

Esse modelo pode ser visto como uma rede neural de duas camadas, cuja
primeira calcula um mapeamento fuzzy da entrada por meio de um produto min
fuzzy, seguida de uma funcao h que executa uma competicao entre os neurdnios

desta camada de modo que apenas os neurdnios com a maior saida sao ativados.

3.3.3 KS-FAM: Definicao e propriedades

Nesta subsecao serd generalizado o modelo original baseado na medida de
subsethood de Kosko de modo que o mesmo seja capaz de armazenar pares de
entrada e saida que correspondem a conjuntos fuzzy.

O lema a seguir simplifica consideravelmente o modelo em aspectos computa-

cionais permitindo uma generalizagao consistente do modelo para o caso fuzzy.
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Lema 4. Sejam X = [x',...,x*] € [0, 1Nk e 7 = [Z',...,2¥] €{0, 1™ tal
que \/’(§:1zE =1 e cada coluna z% satisfaz as condicoes de z& £ z¥ e z5 N z¥ =0
para todo vy # &. Entio MY = Myg.

Demonstragdo. Primeiramente, serd mostrado que (M¥#)y < (Mxz)y para i =
1,...,mej=1,...,n. Usando o fato que (Mxx)x = 0 para k = 1,...,n, segue

que

(MX5)y /\ Mxz)ip + (Mxx)p; < (Mxz)ij + (Mxx)j; = (Mxz)ij
p=1

Logo (M$*)y < (Mxz)ij.
Em seguida sera verificado que (MX%)y > (Mxz)i; donde sera concluido o
resultado.

Como \/15212‘S =1ez5A2¥ = 0 para todo y # & entdo para cada i =

1,...,m existe &' tal que zfi = 1ez =0 paray # &, o que implica que
(Mxz)ip = VE_ (2] —x3) =1 —x§ para todo p = 1,...,n. Dai segue que
n
(MX%)y = /\ Mxz)ip + (Mxx)pj
p=1
n
= /\1 —x5 C+ \/ x{)
p=1
n
gl &l &
> /\1 —Xp TX5 —X

Y

1 >=T1
|
=®

p=1
> 1 —xfi
> (Mxz)y
Portanto (M$#)y = (Mxz)y para todos i=1,...,mej=1,...,n. O

Suponha que se deseja armazenar o seguinte conjunto de pares de entrada e
saida {(x%,y%) € [0,1]" x [0, 1]™: £ =1,...,k}. Sejam X = [x',...,x*] a matriz
cujas colunas sao os vetores de entrada x& € [0,1]™, Y = [y1, .. .,yk] a matriz

cujas colunas sdo os vetores de saida y& € [0,1]™ e a matriz Z € {0, 1% dada
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como no lema 4. O modelo original pode ser generalizado da seguinte maneira:
dada uma entrada x € [0, 1]", uma saida y € [0, 1]™ é produzida de acordo com

as seguintes equacoes:

w = h(Myz B3 x) (3.24)

Yy =WzyNMw. (3.25)

Note que o lema 4 garante que o modelo generalizado estara bem definido,
uma vez que Mxz € [0, 17", pois (Mxz)y = 1 —xjal € [0,1], onde &! & tal que
£

Z:

11 =1ez] =0 paray # &. Portanto o produto min fuzzy, entre Mxz e uma

entrada x € [0, 1]" qualquer, pode ser computado.

O Teorema 6 garante que a memoria Wzy é capaz de recordar perfeitamente

a saida Y& quando apresentando o vetor z& como entrada, parai=1,...,k.

Teorema 6. Sejam Z € {0,1* como no lema 4 ¢ Y € [0,1]™.  Entdo

Wzy M 28 = y& para todo & =1,... k.

Demonstracdao. Por um lado, segue que (Wzy M z%); < yf pois

P
Wz = \/(Wa)u+z

P
3 3 g
< \/Ui —zy t 2y

<y
Por outro lado, temos que (Wzy M z%); > yf, pois como existe t* tal que

25 =1 e z). =0 para vy # & pelas hipoteses de que z& £ z¥ e z8 A z¥ = 0 para
& # vy entao
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P
(Wzy M 25 = \/ Wy )i + 28

Y
>-
=
R

+
N

Vv
(o
=
>
<
e
|
+

v
<
e

|

+

> Y;

Como (Wzy M z%); < ybe (Wzy M z%); > yf paratodoi=1,..., m conclui-se
que (Wzy M z%) = y* [

O Corolario 1 expressa uma consequéncia direta do Teorema 6, cuja demon-
stracao utiliza apenas o fato do produto max (M) comutar com o supremo (V)

(lembre que dy € uma dilatagdo no sentido algébrico).

Corolério 1. SejamY e Z como no Teorema 6, entdo Wzy M (Vicoz®) = Vicoy?,

onde © € um subconjunto de {1,...,K} nao vazio.

O Teorema 7 caracteriza a capacidade de armazenamento da memoria asso-
ciativa fuzzy baseada na medida de subsethood de Kosko (KS-FAM).

Teorema 7. Sejam Y = [y',...,y"] € [0, 1I™% X = [x',...,x¥] € [0, 1]™*
tal que x¥ £ x% para todo & #v e Z = [21, .. .,zk] e {0, 11"* como no lema 4.
Entdo Wyy M h(Myz 3x%) = y& para todo £ =1,...,k.

13

Demonstragao. Dado & € {1,...,k}. Seja i € {1,...,p} temos que z; = 1 ou

z5=0.

No caso onde zf =1 temos que z{ = 0 paray # &. Isso implica que (Mxz)y =

zf—xf =1 —xf = Myj :x].a para todo j = 1,...,mn. Dai (Mxz Ax%); =1, pois

n o - g n & £
S e 2y AXy Y g AX
(Mxz 3%); = T = T = |
21 My 2%
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Agora, se Zf = 0 entdo existe y tal que z/ = 1 pois V¥_,z" = 1. Isso implica
que (Mxz)y =z{ —x{ =1—x/ = my =/ para todoj =1,...,n. Além disso,
como X" £ x* entdo existe j* tal que xJ. > X]ft; > 0. Logo, (Mxz Ax%); < 1, pois
~ ZT; mi A xE
(Mxz Bx%), = 2
Zj:] M
noy 3
_ 2 im X AX
Ty
Zj:] X]
n 3 3
_ gAY
- n
2 i le
n v £
o gy ) £
iy n BY
Zj:] X]
n
< 2% 1
PN
Como existe 1* tal que Zf* = 1, pois, z& £ z¥ para & # vy, entdo, do resul-
tado acima segue que VP_ (Mxz Ax%); = 1 e, portanto, h(Mxz B3x*) = z° pela
Equacao 3.23.
Pelo Teorema 6 segue que Wzy M z& = y&, o que conclui a demonstracdo. [
O préximo exemplo ilustra a capacidade de armazenamento do modelo KS-
FAM, assim como, sua tolerancia a presenca de ruido e a padroes incompletos.
Exemplo 5. Seja{x',...,x%}, respectivamente, o conjunto das imagens da primeira

linha da Figura 3.3 lidas da esquerda para direita. Utilizamos uma KS-FAM para
armazenar os pares {(x5,x%) : & = 1,...,6}. A memdria resultante armazenou
perfeitamente cada uma das memorias fundamentais, conforme o Teorema 7. Na
sequnda e terceira linha da Figura 3.3, cada coluna contém exemplos de versoes
de um determinado X5, respectivamente, com adicdo de ruido gaussiano e incom-

pleto, que produziram a saida desejada ao serem apresentados a rede.

O ultimo resultado apresentado nesta subsecao vem do Teorema 8 que carac-
teriza a saida produzida por uma KS-FAM dada uma entrada x qualquer. Note
que o numero de memorias espirias armazenadas é bem reduzido se comparado
aos modelos classicos de MAMs. Outro fato importante a observar é que esse

resultado foi propiciado devido a aplicacao da funcao h na primeira camada.
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Figura 3.3: A primeira linha exibe as imagens utilizadas como memorias fundamentais
para gerar uma KS-FAM. Para cada coluna, a segunda e terceira linha contém entradas
apresentadas & memoria KS-FAM cuja saida é exibida na primeira linha.

Teorema 8. Sejam X € [0,1]™%, Y € [0, 1™ ¢ Z = Z',...,2] €{0, 1% tal
que \/E:]Za =1 e cada coluna z% satisfaz as condicoes de z5 £ 2V e z8 Nz¥ =0
para todo vy # &. Entdao, para cada x € [0,1]" eziste um tinico subconjunto de
indices Oy C {1,...,k}, Oy # 0, tal que h(Mxz Bx) = Vico, 25 Além disso,
Wzy M h(Mxz B3%) = Veeo, Y*

Demonstragao. Sejam o = Vi, (Mxz @X)j o maior valor do produto min fuzzy
My, Ax, T = {j s (h(Mxz @x))j = 1} (o subconjunto de {1,..., m} que satisfaz
o maior valor «), ©, = {§:z7 =1paraj €T} eS= {j: (Veco, 2" = 1}.

Lembre que [0, 1] representa uma corrente. Como (Mxz Ax); € [0, 1] para
todo j = 1,...,m, segue que existe um indice j € {1I,...,m} tal que o =
(Mxz Ax); |7). Logo tem-se T # @. A prova da existéncia de ©, segue do
fato que para cada j € T existe um indice &; tal que Zf’ = 1 pela hipotese que
VE_,z5 =1 e, portanto, O # (.

Para provar a unicidade de ©, basta entao verificar que S = T. A sequéncia

de implicacoes a seguir conclui que T C S.

& €0y = (Veeo,2%)j=1=j€S=>TCS

Por outro lado, cada j € S resulta na existéncia de um indice i* € T de acordo

com a sequéncia de implicacoes dadas por
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jGS:>E|£j€@Xcomzfj:1:>E|i*€Tcomzfj:1e(sz@X)i*:oc

Note que se zf =1 entdao (Mxz)iq = zf —xg para todo g = 1,...,n pelo fato
& & & &
de z!' = 0 para todo v # & Logo (Mxz)irq = 2! —Xq = z) —xq = (Mxz)ip
para todo q = 1,...,n, donde temos que

a = (Mxz BA%)i- = (Mxz Bx); = (W(MxzBx)); =1=j€T=SCT (3.26)

Portanto, conclui-se que S =T.

A igualdade S = T prova que h(My; A x) = V¢eo, 25 pelas proprias defini¢oes

de S e T. Recorrendo ao Colorario 1 conclui-se que Wzy M h(Mxz @x) = Vico, Y5

Por fim, a demonstracao da unicidade de ©, decorre diretamente da unicidade
de T. 0

3.4 Experimentos com KS-FAM

Nesta secao compararemos a KS-FAM com outras memorias associativas. Ini-
ciaremos analisando a porcentagem de acerto do modelo KS-FAM com imagens
binarias em um experimento idéntico ao realizado por Sussner em [86]. Uma vez
que uma imagem em tons de cinza pode ser identificada com um conjunto fuzzy.
Prosseguiremos sondando o desempenho da KS-FAM em algumas simulagoes uti-
lizando imagens em tons de cinza (fuzzy), e comparando-as com outros modelos
de memorias associativas em termos da raiz quadrada do erro médio quadratico

normalizado (NRMSE), que é calculado através da equagado

ly—19 |2

L (3.27)

onde Yy e Yy denotam respectivamente a saida desejada e a saida produzida pelo

modelo, e || - || a norma euclidiana.
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3.4.1 Imagens binarias

Nesta subsecdo repetiremos o experimento conduzido por Sussner em [86] uti-
lizando o modelo KS-FAM, a fim de comparar a porcentagem de acerto deste mod-
elo com as de outros, presentes na mesma publicagao. Em particular, considere os
padroes x',...,x'0 € {0,1}" gerados a partir da aplicacio do método “row scan”
em cada imagem binaria exibida na Figura 3.4, tal que x',...,x’ correspondem

10 35 vogais

respectivamente as vogais maitsculas de A a U, enquanto x°,...,x
mintasculas a, e, i, 0, e u. Os pares das vogais maitsculas (x',x'),..., (x% x%)
foram armazenados usando uma MAM Wxx, uma rede de Hopfield discreta [38] e
uma memoria associativa dindmica com armazenamento por projegao (“projection-
recorded DAM”) [34]. Além disso, os pares (x',x°),..., (x%x'%), que associam
cada vogal maitdscula a sua respectiva minuscula, foram armazenados utilizando
uma memoria associativa bidirecional com armazenamento por correlagao (“correla-
tion-recorded BAM”) [34], uma TMAM e uma KS-FAM com Z = I € {0, 1}>*,

onde I denota a matriz identidade.

N o AW N =

2 4 6

N o AW N =

Figura 3.4: Dez imagens binarias de dimensoes 7 x 7 que foram utilizadas como
pares de entrada-saida na construcao das memorias testadas.

O grafico ilustrado na Figura 3.5 exibe a porcentagem média de acertos dos
modelos mencionados anteriormente ao apresentar entradas X%, que correspondem
a versoes de x& com valores de pixels (ou bits) invertidos aleatoriamente por uma
certa probabilidade p, em 1000 experimentos para cada & =1,...,5.

O grafico na Figura 3.5 revela que o modelo KS-FAM obteve um 6timo de-
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Figura 3.5: Percentual de perfeito reconhecimento ao apresentar 1000 versoes
corrompidas de cada vogal maitscula contendo reversoes aleatorias de bits com
probabilidade p.

sempenho em relacao as outras memorias, ja que sua média de acertos, para cada
probabilidade de reversao de bits p testada, ficou acima das demais, como ob-
servado nas curvas tracadas. Avaliando as curvas referentes aos outros modelos,
verificamos que neste experimento a TMAM e a “projection-recorded DAM” ex-
ibiram tolerancia satisfatoria com respeito a inversao de bits, em constraste com
o modelo “correlation-recorded BAM” que exibiu baixa porcentagem de acertos
médios para toda probabilidade p e, nem ao menos foi capaz de armazenar to-
dos os pares de memorias fundamentais. A rede de Hopfield discreta armazenou
cerca de 80% dos pares das vogais maitsculas, porém, sua porcentagem de acertos

médio cai rapidamente conforme a probabilidade p aumenta.

3.4.2 Imagens em tons de cinza

A Figura 3.6 exibe quatro imagens de tamanho 64 x 64 com 256 tons de cinza, que
representam versoes reduzidas das que estao contidas na base de dados do Grupo
de Visao Computacional da Universidade de Granada na Espanha. Para cada
imagem foi gerado um vetor x de tamanho 4096, utilizando o método row-scan,

para & = 1,...,4. Os vetores resultantes x', ..., x* foram utilizados em todas as
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simulagoes restantes deste capitulo, e correspondem respectivamente as imagens

da Figura 3.6 lidas da esquerda para direita.

Figura 3.6: As quatro imagens, da esquerda para direita, correspondem aos
padroes x', ..., x* utilizados nos experimentos de reconstrucio de imagens.

Na fase de construcao da memoria KS-FAM, consideramos Z como sendo a
matriz identidade 4 x 4. Como sugerido pelo Teorema 7, o modelo KS-FAM ar-
mazenou perfeitamente cada um dos padrdes xt para & = 1,...,4. Contudo, a
fim de comparar o desempenho da KS-FAM em termos de NRMSE com outros
modelos de memorias associativas, elaboramos um série de experimentos que en-
volve investigagoes sobre incompletude, variacao de claridade e orientagao, assim
como presenca de varios tipos de ruidos. Em particular, em nossos experimentos
consideramos também a rede de Hamming |35, 53|, a MAM Wxx [73], a FAM
max-min de Kosko [51], a FAM de Junbo [39], a IFAM de Lukasiewicz [93], a
“kernel associative memory” (KAM) [103], o modelo “brain-state-in-a-box” (BSB)
generalizado de Costantini et al. [17], a MAM Wxx + v |92, a memoria asso-
ciativa linear 6ptima (OLAM) [49], e a rede Hopfield complexa de Tanaka et al.
[98].

Lembre que o modelo KAM dispoe de n neurdnios escondidos, onde n é
o namero de prototipos (ou memorias fundamentais) a ser armazenado. Cada
neurdnio correspondente a um prototipo xt, para & = 1,...,n, cuja ativacdo, ao
apresentar uma entrada x, ¢ dada pelo calculo de uma funcao “Kernel” k(x,x%).
Neste trabalho adotamos a popular “Gaussian kernel function” dada pela seguinte

expressao:
I — x>

352 )para&zh...,ﬂ. (3.28)

k(x,x%) = exp (

Além disso, seguimos o sugerido por Stokbro et al. e escolhemos o como sendo a

distancia euclidiana média entre todos os pares de diferentes centros das funcoes
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de base radiais K(-,x%) [82, 103|:

1
= [ & xv||2
o — E |x& — x| (3.29)
&£y

Com respeito ao modelo BSB generalizado, a abordagem de Constantino et
al. decompoe uma imagem com L tons de cinza em B = log, L imagens binarias
[17], onde cada imagem é armazenada numa rede BSB binaria, descritas pelas

seguintes equagoes discretizadas
x(k+1) = g(x(k) + Wx(k)), k=1,2,... (3.30)

onde g(x) = (—1) V (x A'1). Neste trabalho, computamos a matriz de pesos
sinapticos W seguindo o método iterativo nas equagoes 5 e 6 de [17] usando
6=100en =0.1.

A rede de Hopfield complexa, consiste de uma rede recorrente que armazena
memorias fundamentais com entradas complexas. Em particular, cada valor de
pixel numa imagem com L tons de cinza é identificado como um ponto no conjunto
Jo = {985 =0,...,L — 1}, onde 0; = ZT“ Na abordagem de Tanaka et al.,
os pesos da rede sao sintetizados utilizando a regra de projecao generalizada [52].
Nas simulacoes, atualizamos os estados dos neurdnios da rede até os mesmos
oscilarem na ordem de 107 ou até atingir um méiximo de 10 iteracoes, onde o
esquema de atualizacao dos estados dos neuronios adotado ¢ dado pela equacao
12 em 98] com € = 0.2,

3.4.2.1 Experimentos usando padroes incompletos

Neste primeiro experimento, investigaremos os modelos de memorias associati-
vas apresentando apenas partes das imagens originais como entrada, tais como,
ilustradas na Figura 3.7. Uma interpretagao visual das saidas deste teste para
a imagem incompleta do cameraman é visualizada na Figura 3.8. A Tabela 3.1
lista os NRMSEs resultantes para cada imagem parcial.

Uma breve olhada na Tabela 3.1 revela que o modelo KS-FAM obteve o mel-
hor desempenho entre os modelos testados em termos de NRMSE, completando
perfeitamente todas as imagens parciais. Um resultado similar foi atingido pela

rede de Hamming, que apenas falhou em recuperar a imagem do cameraman. Os
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Figura 3.7: originais.

Figura 3.8: Da esquerda para direita e de cima para baixo, a primeira imagem
exibe uma versao incompleta da imagem do cameraman e as imagens restantes
correspondem, respectivamente, as saidas produzidas pela KS-FAM, rede de Ham-
ming, MAM Wy, FAM de Kosko, FAM de Junbo, IFAM de Lukasiewicz, KAM,
BSB generalizada, MAM Wxx 4+ v, OLAM, e rede Hopfield complexa.

NRMSEs produzidos pelas MAM Wxx, KAM, e IFAM de Lukasiewicz sao com-
paraveis e relativamente pequenos. Os piores desempenhos ficaram por conta da
rede de Hopfield complexa, da MAM Wxx + v e da FAM de Kosko.

3.4.2.2 Variacoes de claridade e orientagao

Neste experimento modificamos a claridade e a orientagao das imagens originais.
Especificamente, subtraimos uma constante (0.35 no caso fuzzy e 89 no caso de

tons de cinza) na imagem da arvore e adicionamos a mesma constante na imagem
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Tabela 3.1: NRMSEs produzido pelos modelos de AMs ao apresentar os padroes
incompletos da Figura 3.7

Arvore | Lena | Igreja | Cameraman

KS-FAM 0 0 0 0
Hamming 0 0 0 0.7599
Wixx 0.0088 | 0.0191 0 0.0412

FAM de kosko | 0.4764 | 0.8695 | 1.1443 0.6609
FAM de Junbo | 0.1658 | 0.2067 | 0.0666 0.4184

IFAM de Luk. | 0.0088 | 0.0193 0 0.0448
KAM 0.0905 | 0.0772 | 0.0059 0.5359
BSB gen. 0 0.1401 | 0.2600 0.7452
Wyx +v 0.6482 | 0.8042 | 0.6979 0.7809
OLAM 0.2451 | 0.4706 | 0.4538 0.7268

Hopfield 0.0067 | 0.3324 | 0.1172 0.8559

da Lena. Os valores dos pixeis resultantes foram limitados pelos valores das
fronteiras do dominio fuzzy [0, 1] ou dominio de tons de cinza [0, 255], dependendo
do caso. Além disso, rotacionamos a imagem da igreja por 10 graus a esquerda e

a imagem do cameraman por 10 graus a direita.

As Figuras 3.9,3.10, 3.11, e 3.12 exibem os resultados deste experimentos
para os diversos modelos testados. A KS-FAM conseguiu recuperar perfeita-
mente todas as quatro imagens originais a partir de suas versoes modificadas.
Desconsiderando a KS-FAM, o melhor desempenho entre as memorias restantes
foi alcangado pelo modelo KAM, ja que a rede de Hamming foi incapaz de lidar
com variagoes de claridade. A Tabela 3.2 sumariza os resultados deste experi-
mento em termos de NRMSE.

Analisando as saidas produzidas pelos modelos nas figuras de 3.9 a 3.12 e os
erros apresentados na Tabela 3.2, verificamos que os piores desempenhos ficaram
por conta das memorias Wyxx, FAM de Kosko, FAM de Junbo e a IFAM de
Lukasiewicz. Além disso, a BSB generalizada de Constantini et al. e a rede
de Hopfield complexa de Tanaka et al. obtiveram um comportamento similar a
rede de Hamming, produzindo saidas satisfatorias, tanto em termos de NRMSE

quanto visual, apenas para as imagens com variagoes de orientacao.
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Figura 3.9: A imagem no canto superior esquerdo exibe a versao escurecida da
imagem da arvore. Asimagens restantes, lidas da direita para esquerda e de cima
para baixo, representam as saidas produzidas pela KS-FAM, rede de Hamming,
MAM Wyyx, FAM de Kosko, FAM de Junbo, IFAM de Lukasiewicz, KAM, BSB
generalizada, MAM Wxx + v, OLAM, e rede Hopfield complexa.

Tabela 3.2: NRMSEs produzido pelos modelos de AMs com padrdes contendo
variacoes de claridade e orientagao

Arvore | Lena | Igreja | Cameraman

KS-FAM 0 0 0 0

Hamming 0.6347 | 0.8414 0 0
Wix 0.4771 | 0.7354 | 1.6015 0.9509
FAM de kosko | 0.4302 | 0.8937 | 1.1586 0.7300
FAM de Junbo | 0.2603 | 0.7240 | 1.3803 0.7014
IFAM de Luk. | 0.4517 | 0.7240 | 1.5378 0.9063
KAM 0.1945 | 0.14992 | 0.0566 0.0784
BSB gen. 0.5595 | 0.9764 | 0.0272 0.0052
Wxx + v 0.6032 | 0.4615 | 0.6168 0.4765
OLAM 0.4986 | 0.6810 | 0.2892 0.1937
Hopfield 0.8564 | 0.8901 | 0.0338 0.0150

3.4.2.3 Padroes ruidosos

Finalmente, corrompemos as imagens originais introduzindo varios tipos de rui-

dos: ruido pimenta de densidade 0.25, ruido sal e pimenta de densidade 0.5, e
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Figura 3.10: Da esquerda para direita e de cima para baixo, a primeira imagem
mostra a versao clareada da imagem da Lena , enquanto que as imagens restantes
correspondem as saidas dos modelos testados listados na mesma ordem que na
Figura 3.9.

ruido gaussiano com média zero e variancia 0.03. Cada uma das Figuras 3.13,
3.14 e 3.15 ilustra as saidas produzidas pelas memorias associativas avaliadas
ao apresentar o padrao corrompido visualizado no canto esquerdo superior da
propria imagem. Note que na Figura 3.14, as saidas produzidas pelas memorias
Wxx e a IFAM de Lukasiewicz formam uma imagem quase que completamente
branca.

A Tabela 3.3 mostra os NRMSEs obtidos em 100 experimentos para cada
padraox®, & = 1,...,4. Tanto a KS-FAM quanto a rede de Hamming produziram
exatamente a resposta desejada para cada versao corrompida apresentada e, por
isso, os NRMSEs gerados por estes modelos durante tais experimentos foram
iguais a zero. Outros modelos que também apresentaram uma tolerancia muito
satifatoria com respeito aos trés tipos de ruidos analisados, foram: KAM, BSB
generalizada e a rede Hopfield complexa. A MAM Wxx, a FAM de Junbo e a
IFAM de Lukasiewicz forao capazes apenas de lidar de maneira satisfatoria com

o ruido pimenta.
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Figura 3.11: Da esquerda para direita e de cima para baixo, a primeira visualiza
a versao rotacionada da imagem da igreja. As imagens restantes correspondem,
respectivamente, as saidas dos modelos testados na mesma ordem da Figura 3.9.

Figura 3.12: Da esquerda para direita e de cima para baixo, a primeira imagem
mostra a versao rotacionada da imagem do cameraman. As demais imagens
correspondem as saidas dos modelos testados, dispostas como na Figura 3.9.
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Tabela 3.3: NRMSEs produzidos pelos modelos de AMs com padroes ruidosos

Ruido Ruido Ruido
Pimenta, Sal e Pimenta | Gaussiano
(Densidade 0.25) | (Densidade 0.5) | (0% = 0.03)
KS-FAM 0 0 0
Hamming 0 0 0
Wix 0.0024 1.4388 0.9005
FAM de kosko 0.8068 0.8200 0.8185
FAM de Junbo 0.0399 1.2381 0.6563
IFAM de Luk. 0.0027 1.2764 0.8701
KAM 0.0361 0.1018 0.0137
BSB gen. 0 0.1374 0.1181
Wyx +v 0.7433 0.5733 0.2770
OLAM 0.2507 0.2437 0.0365
Hopfield 0.0297 0.14075 0.0116

Figura 3.13: Da esquerda para direita e de cima para baixo, a primeira im-
agem representa uma versao da imagem da Lena contendo ruido pimenta de
densidade 0.25. As imagens restantes correspondem, respectivamente, as sai-
das da KS-FAM, rede Hamming, Wxx, FAM de Kosko, FAM de Junbo, IFAM
de Lukasiewicz, KAM, BSB generalizada, Wxx + v, OLAM e rede de Hopfield
complexa.
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Figura 3.14: A imagem no canto superior esquerdo exibe uma versao corrompida
da imagem da arvore contendo ruido sal e pimenta de densidade 0.5. As imagens
restantes correspondem as saidas produzidas pelos modelos testados, dispostas
na mesma ordem que na Figura 3.13.

Figura 3.15: A imagem no canto superior esquerdo mostra uma versao corrompida
da imagem da igreja contendo ruido gaussiano com média zero e variancia 0.03.
As imagens restantes correspondem as saidas produzidas pelos modelos testados,
dispostas na mesma ordem que na Figura 3.13.



CAPITULO 4

Redes neurais morfologicas

construtivas

As redes neurais morfologicas que ajustam automaticamente sua arquitetura
durante a fase de treinamento sao denominadas construtivas. De maneira geral,
a estratégia de treinamento das redes morfologicas construtivas consiste da uti-
lizacao de um certo algoritmo de clusterizacao e da conversao de cada cluster
gerado numa ou mais unidades de processamento. Exemplos de MNN con-
strutivas incluem a classe dos perceptron morfologicos (MPs) [72, 83, 91] e os
modelos de neurocomputac¢ao em reticulados fuzzy (FLNs) de Kaburlasos et al.
[43, 44, 41, 40, 42, 63].

4.1 Neurocomputacao em reticulados fuzzy

Kaburlasos et al. define os modelos FLNs sobre uma estrutura matematica
denominada reticulado fuzzy, que nada mais é do que uma extensao do conceito
de reticulado a partir da extensao do conceito de ordem parcial. Por exemplo, se
x e Yy pertencem a um reticulado IL tal que x <y, entao, ao invés de falar que x
é menor que Yy, num reticulado fuzzy, dizemos que x é menor que y com um grau
o(x,y) € [0, 1], onde o representa uma extensdo da ordem parcial do reticulado
IL |43, 63].

Um operador binario o : L x . — [0, 1] é dito uma ordem parcial fuzzy no

reticulado L se os seguintes axiomas sao cumpridos para todo x,y e z pertencentes
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al:
A-1 o(x,01) =0 se x # 0
A-2 o(x,x) =1

A-3 se x <y entao o(z,x) < o(z,y).

Apesar de uma ordem parcial fuzzy o representar uma medida de inclusao
com valores no dominio fuzzy [0, 1], optamos por falar de uma ordem parcial
fuzzy ao invés de medida de inclusdo (fuzzy) pelo fato de o generalizar a ordem
parcial convencional do reticulado. Um par (L., 0) composto de um reticulado L
e uma ordem parcial fuzzy o é chamado de um reticulado fuzzy.

Ordens parciais fuzzy podem ser construidas a partir de fun¢oes de avaliagoes
positivas. Seja IL um reticulado qualquer. Uma funcao de avaliacao positiva v é
uma fungdo de L em R tal que v(x Vy) =v(x) +v(y) —v(x A\y)ex <y =
v(x) < v(y) para todo x,y € L. A seguinte proposi¢do mostra como elaborar

ordens parciais fuzzy, utilizando tais func¢oes.

Proposigao 3. [40] Sejam L um reticulado ev : L — R uma fun¢ao de avaliagao

positiva com v(0) = 0. As fungoes oy e 05 dadas por

1 yXxVy =0
ok(x,y) = LIC) € (4.1)
v(xVy) 7
1 ,XZO]L
Gs(x>y) - U(X/\y) e VX,y el (42)
BT

representam ordens parciais fuzzy.

Exemplos de escolhas convencionais de pares de uma funcao de avaliacao

positiva e um automorfismo dual para construgoes de ordens parciais fuzzy sao

v(x)=x e O (x)=1—x para x € [0,1] (4.3)
1

¢ _
Vel = e

e 0c(x) =2xpn — X, para X € [Xmin, Xmax] C R(4.4)
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onde X, = *mexXmin ¢ A = m para algum ( > 0.

Considere o produto de reticulados L. =L; x ... x L. Se v; : i — R denota
uma funcao de avaliacao positiva em LL; parai=1,...,n, entao, v:IL — R dada
por v(x) =vi(x7) + ...+ va(xn) para todo x € I & uma avaliacao positiva.

A estratégia de computacao da maioria dos modelos FLNs na literatura é
baseado no céalculo de ordens parciais fuzzy (ou grau de inclusao) entre inter-
valos generalizados de um certo produto de reticulado. Recorde da Secao 2.1
que o conjunto dos intervalos generalizados de um reticulado também represen-
tam um reticulado com a ordem parcial induzida pela ordem do reticulado. Em
particular, sejam (a, b), (¢, d) intervalos generalizados no produto de reticulados
L=1ILx...xL,, definimos (a,b) < (c,d) se, e somente se, c < aeb < d.
Equivalentemente, se 0 é uma negagao (ou um automorfismo dual) em L, entao,
(a,b) < (c,d) se, e somente se, 0(a) < 0(c) e b < d. Esta dltima observagao
permite produzir ordens parciais fuzzy para o conjunto de intervalos generalizados

de L a partir de funcoes de avaliacao positiva no sentindo da Proposicao 3.

Se v e 0 sao, respectivamente, uma avaliacao positiva e um automorfismo dual

em um reticulado L, entao o operador v : T(L) — R dado por

v(a,b) =v(0(a)) +v(b) para todo (a,b) € (L)

representa uma avaliagao positiva no reticulado t(IL) [40].

Apesar dos modelos FLNs serem definidos sobre o conjunto dos intervalos
generalizados de um certo reticulado, todo processamento dos modelos especificos
de FLNs que surgiram na literatura, até o momento, estao restritos a calculos de
ordens parciais fuzzy entre intervalos generalizados de reticulados da forma (a, b)
tal que a < b. Note que cada intervalo deste tipo pode ser identificado como
uma unica hipercaixa [a,b] # () contida em L, conforme mencionado na Se¢ao
2.1. Por isso, os calculos executados pelas FLNs também representam medidas
de inclusao entre hipercaixas.

Neste trabalho, estamos interessados em dois modelos de FLNs que podem
ser aplicados na solugdo de problemas de classificacao: a FLNN (“fuzzy lattice
neural network”) [63| e o modelo FLR (“fuzzy lattice reasoning”)|40]. Assim como
outros modelos de FLNs, seus desenvolvimentos foram inspirados pela teoria de
ressonancia adaptativa [11]. Porém, veremos, até o final desta se¢do, que estas

redes representam MNNs no sentido intuitivo.
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Durante a fase de treinamento dos modelos FLNN e FLR, clusters em termos
de hipercaixas sao produzidos num produto de reticulados IL; x ...L,, onde cada
L; é um reticulado totalmente ordenado. Ao final, regras de classificacao baseadas
nestas hipercaixas sao produzidas, atribuindo rétulos de classes apropriados. Es-
pecificamente, um padrao de entrada x, que pode ser identificado como uma
hipercaixa [x,X] ou, equivalentemente, como um intervalo generalizado (x,x), é
classificado como sendo da classe associada a hipercaixa (ou intervalo general-
izado) B, cujo grau de inclusdo de x em B é maior. Lembre que a nocao de
medida de inclusao nos modelos FLNs coincide com a de ordem parcial fuzzy.
Geralmente, quando utilizamos uma FLNN ou uma FLR, definimos uma medida
de inclusao oy dada pela Equacao 4.1 a partir de uma certa escolha de uma funcao

de avaliacao positiva v e um automorfismo dual 0.

Note que, cada hipercaixa B produzida na fase de treinamento corresponde a
uma unidade de processamento que computa o grau de inclusao de um padrao
de entrada x em B a partir de uma certa ordem parcial fuzzy. No contexto da
MM, o neurdnio resultante executa uma erosao no sentido intuitivo da entrada
X por um elemento estruturante B. Portanto, os classificadores FLNNs e FLRs

representam MNNs no sentido intuitivo.

Ocasionalmente, os algoritmos de treinamento e suas modificagoes tanto da
FLNN quanto da FLR podem produzir sobreposicoes de hipercaixas pertencentes
a classes distintas, embora, de acordo com Kaburlasos et al., esses eventos ocorram

raramente [40].

Por fim, gostariamos de ressaltar que a diferencga essencial entre a FLR e a
FLNN esta no algoritmo de treinamento. Especificamente, eles se diferenciam na
estratégia adotada para confectionar agrupamentos no conjunto de treinamento
em termos de hipercaixas. O algoritmo de treinamento da FLNN possui com-
plexidade O(n?), onde 1 é a quantidade de padrdes de treinamento, e sua versao
original ndo requer escolhas de parametros adicionais [63]. Em contraste, o al-
goritmo de treinamento da FLR, descrito em [40], inclui testes de assimilagoes
de hipercaixas em termos de um parametro de vigilancia perit € [0.5,1], e exibe

complexidade O(n?) apenas no pior caso.
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4.2 Perceptron morfolégico

O perceptron morfologico (MP) foi uma das primeiras redes neurais morfolog-
icas a aparecer na literatura. Inicialmente, foi desenvolvida como um modelo
simples de uma camada oculta para solucionar problemas de classificacao binarios
|69, 72|. A idéia bésica para o desenvolvimento dos MPs foi substituir o produto
matricial da algebra linear usado no perceptron convencional, por um produto
matricial da algebra minimax. Uma vez que as funcoes descritas pelo MP nao
sao diferenciaveis, o algoritmo backpropagation tradicional nao pode ser aplicado
para treinar esta rede. Ao invés de recorrer ao algoritmo modificado do backprop-
agation sugerido por Pessoa e Maragos [62], que é capaz de lidar com esses tipos
de fungdes, um algoritmo completamente novo foi proposto no comego [83]. Este
algoritmo, ao contrario dos mencionados anteriormente, nao apenas determina os
pesos dos neurdnios da rede, mas também adiciona novos neuronios na camada
oculta, resultando uma arquitetura feedforward que reflete a decomposi¢ao sug-
erida por Banon e Barrera [5|. Portanto, o perceptron morfologico pode ser visto
como uma rede neural construtiva |88].

A funcao de agregacao empregada nos neurodnios individuais de MPs sao da
forma ea, 5o, Ea € Oa, onde as componentes ai; da matriz A, denotam os pesos
sindpticos e possuem valores no l-grupo R. Lembre que pelo Teorema 2, estes op-
eradores representam operagoes elementares da morfologia matematica. Especi-
ficamente, dado um vetor de entrada x € R} _ = (Riy)™ (na pratica, estamos
restritos a vetores de entrada x € R"), um vetor de pesos sinapticos w € R} e
uma funcao de ativacao f, um neuronio oculto do perceptron morfologico calcula

uma saida y de acordo com uma das seguintes regras:

1. y = f(ew(x)), onde

ew(x) =W Ax = /\(xi + wi); (4.5)

i=1

2. y =f(du(x)), onde

Suw(x) =W KX = \/(xi +wi); (4.6)

i=1
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Ew(X) = Sy(x) o valx) = \/(x +wi); (4.7)

Bue(x) = ew(x) 0 vu(x) = A +'wi). (4.8)

Os pesos do MP sao determinados usando um algoritmo de treinamento su-
pervisionado [83| que constréi hipercaixas n-dimensionais em torno de conjuntos
de dados que compartilham o mesmo rétulo de classe. Note que uma hiper-
caixa em RY__ é completamente determinada por um vértice inferior a e um
vértice superior b, onde um elemento x € R} __ estd contido em [a,b] se e
somente se @ < x < b. O Teorema 3 implica que, equivalentemente, temos
ev(Xx) A Sw(x) > 0 onde v = (a*)! e w = b. Entretanto, para verificar se x
estd contido em uma hipercaixa [a, b] é suficiente o calculo de uma tnica erosao,
pois, basta considerar u,y € Ri%_ dados por u = pYw!t e y = x4, x*]! para
obtermor &,(x) A 8,,(x) = ey (y).

Durante o treinamento, o MP gera automaticamente hipercaixas da forma
[}, bl] que correspondem a pares consistentes de erosoes &y; e anti-dilatagoes
Swj. Na fase de teste, um padrao de entrada x é associado com a primeira classe
se, e somente se, X estiver contido em uma das hipercaixas [a@/, b)]. Em outras

palavras, a saida do MP é determinada pela seguinte equagao para algum m € N:

y = f(\/(ey, (x) Ady, (%)), (4.9)

]:

m

—_

1, se x>0,
onde f(x) = (4.10)
0, se x<0.

Portanto, um padrao de entrada x é classificado com pertencente a classe 1 se, e
somente se, y = 1.
A Figura 4.2 retrata a arquitetura final construida pelo algoritmo de treina-

mento. Note que o neuronio de saida executa uma dilatagao R — Ry, dada
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por x — /i x4, seguida pela aplicagio da func¢do de ativacio f.

Figura 4.1: Arquitetura do perceptron morfologico.

O objetivo da aprendizagem do MP é estimar uma fungao desconhecida
que mapeia padroes de entrada em um reticulado completo R  para rotulos de
classe no reticulado completo {0, 1} produzindo perfeita classificacdo. Note que a
fungao limiar f representa um homomorfismo R} — {0, 1}. Portanto, a Equagao

4.12 pode ser reescrita na forma

y = \/(Fley, () Af(Bu; (%)) - (4.11)

j=1

Uma vez que a funcdo f representa uma erosdo Ry, — {0,1} (no sentido
algébrico), podemos utilizar o Lema 2 para inferir que fo €y; € uma erosao R} —
{0, 1} e que fod,y, é uma anti-dilatagao R%, — {0, 1} para todoj = 1,...m. Dessa
maneira, o MP estima a funcdo de classificagdo perfeita P : R%_ — {0,1} em
termos de um maximo de pares de minimos de erosoes e anti-dilatacoes. Recorde
que P : R} — {0, 1} pode ser decomposta exatamente pela Equagao 2.10 usando
um supremo de pares de minimos de erosoes e anti-dilatagdes [5].

Dado um conjunto de padroes de treinamento x& € R™ divididos em duas
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classes distintas: C; e Cy. O algoritmo construtivo de treinamento do MP con-
stroi m hipercaixas, tais que, a uniao entre elas contém todos os padroes de
treinamento de C;, enquanto, todos os padroes de treinamentos restantes per-
tencentes a classe Cy residem fora desta. Em outras palavras, se y® denota
\/}11 (f(e, (x%)) /\f(gwj (x%))) entdo o algoritmo de treinamento produz x* = 1 se,
e somente se, y& € Cj.

Recentemente, foi publicada uma versao modificada do algoritmo de treina-
mento original do MP que possui garantia de convergéncia em um nimero finitos
de passos, produzindo uma superficie de decisao que separa perfeitamente os da-
dos de treinamento da classe C; dos dados de treinamento da classe C, [88]. Esta
versao modificada também produziu melhores resultados de classificacao do que
a versao original em vérias simulacoes. Entretanto, assim como a versao original,
a versao melhorada apenas pode ser aplicada a problemas de classificacao binéario
|74, 88].

4.3 Perceptron morfologico com aprendizagem com-
petitiva (MP/CL)

Visto que a abordagem inicial do perceptron morfolégico pode ser aplicada
apenas a problemas de classificagao binarios, submetemos a novas modificacoes
a fim de lidar com S classes, onde S > 1. Para este fim, podemos aplicar o
algoritmo de treinamento original melhorado [88] por S vezes para diferenciar os
dados de treinamento de cada rétulo de classe dos demais dados de treinamento.
Este processo gera S modulos com arquitetura similar aquela ilustrada na Figura
4.2. Substituindo a funcao de ativacao f pela funcao identidade e os neurdnios
de saida limiares por neurdnios de saida competitiva, os S modulos podem ser
combinados utilizando uma operacao do tipo arg max tal como a arquitetura da
Figura 4.3. O modelo resultante é chamado perceptron morfologico com neurdnios
competitivos (MP /C).

Precisamente, seja C, C {x',...,x*} o conjunto de padrdes de treinamento
que pertencem a s-ésima classe, onde s = 1,...,S. Para cada s = 1,...S§,
simplesmente atribuimos C; = C e Co = [, C; e aplicamos o algoritmo de

treinamento do MP, produzindo assim um conjunto de hipercaixas que diferencia

os padroes de treinamento da s-ésima classe das demais. Este procedimento gera
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Figura 4.2: Modulo de um MP/C ou MP/CL correspondente a s-ésima classe.

modulos da forma ilustrada na Figura 4.2 para todo s = 1,...S. Os pesos do
s modulo sao denotados por vj e wj, onde j = 1,...,ms;. Dado um padrao de

entrada x € R™, o s® mo6dulo computa a seguinte saida ys:

Yo = \/ (£ (%) A\ By (X)) (4.12)

Subsequentemente, uma competicao entre os S neurdnios de saidas ocorre
para determinar a classe de pertinéncia de um padrao de entrada x produzida pelo
MP/C. Em outras palavras, o MP/C atribui o rétulo de classe y = argmaxs_y s Ys
para um padrao de entrada x tal como visualizado na Figura 4.3. Recorde que a
camada de saida “winner-take-all” (arg max) pode ser implementada em software
pela simples selecao do neurdnio de saida que possui maior valor de ativagao ou
em termos de uma rede neural conhecida como MAXNET |[53].

Apesar do MP/C atingir resultados satisfatorios e exigir baixo tempo de CPU
(ou processamento) para treinamento em algumas simulagoes realizadas |88, 91|,

o algoritmo de treinamento do MP/C possui as seguintes desvantagens:



62 Redes neurais morfolégicas construtivas

™ Module 1

arg max

\—> Module r
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y

Figura 4.3: Arquitetura tanto do MP/C quanto do MP/CL.

e Pode produzir areas de indecisao correspondentes a hipercaixas com rétulos

de classes distintos;

e O MP/C resultante depende da ordem com que os padroes de treinamento

sao apresentados a rede durante o treinamento.

Para superar essas desvantagens, sugerimos um algoritmo de treinamento com-
pletamente diferente |89, 91|. Este novo algoritmo também se aplica a problemas
de miltipas classes e constroi o mesmo tipo de arquitetura que o algoritmo de
treinamento do MP/C, porém, nao possui as desvantagens mencionadas anterior-
mente. O modelo treinado usando este novo algoritmo é denominado perceptron
morfoldgico com aprendizagem competitiva (MP /CL).

Inicialmente, descreveremos o algoritmo de treinamento para classificagao
bindria em L", onde L ¢ uma corrente. Em seguida, o estenderemos para lidar
com miultiplas classes. Para comecar, precisamos introduzir algumas notacoes
pertinentes. Definimos os seguintes semi-espagos H; (c¢) e H (c) assim como os

seguintes hiperplanos Pi(c) para todo ¢ € L™ e todoi=1,...,n.

Hi(¢c)={xeL": Xi<Ci}, H?_(C):{XGLTL : Xi>Ci},

' (4.13)
e Pi(C) ={xel": x; = Ci}.

O objetivo do algoritmo, é construir duas familias disjuntas de hipercaixas

F' = {la},bjl,...,[a], ,b] I} e 7 = {laf,b]],...,[a, b} ]} em L", tais que

F' contenha todos os padrdes de treinamento da primeira classe e F2 contenha

todos os padroes de treinamento da segunda classe. Note que, se . € um l-grupo
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totalmente ordenado, entdo, a hipercaixa [a,b] em L™ determina uma erosao
gy : L™ — L, onde v = —a, assim como, uma anti-dilatacdo &,, : L™ — L
onde w = b. Adicionalmente, teriamos que um elemento arbitrario x € L™ esta
contido em [a, b] se, e somente se, €,(x) /A 8, (x) > 0, onde 0 € L representa o
elemento neutro com respeito a operagao de grupo + sob L. Desta maneira, cada
familia de hipercaixas F* gera mg pares consistentes de uma erosao €y € uma
anti-dilatacao 6st paraj=1,...,mge s =1,2 que resultam em uma MNN com

dois modulos similares ao ilustrado na Figura 4.2.

4.3.1 Algoritmo do MP /CL para problemas de classificagao
binarios

Considere o conjunto treinamento X = {x',...,x*} € L™, onde L é uma corrente.
Sejam C* o conjunto dos padroes de treinamento pertencentes a s-ésima classe,
para s = 1,2, e € o simbolo utilizado para denotar a familia de padroes de
treinamento que ainda devem ser considerados pelo algoritmo. A seguir seréd
apresentado o algoritmo para classificacao de problemas binarios.

Inicialize € com € := {X}, e as familias de hipercaixas F* com F° := () para

s = 1,2. Enquanto € # () execute os seguintes passos:

(1): Selecione uma familia de padrdes de treinamento arbitrria X € C e defina
Cs:= XN C* para s = 1,2. Compute, entdo, a menor hipercaixa [a®, b*] =
box(C*) = [AC%V C] em L™ contendo todos os elementos de C® onde
s = 1,2 (relembre que o reticulado limitado IL surge da juncdo de L com as

fronteiras universais Or, e 1y,).

Em seguida, determine a interseccio I = [a',b'] N [a?, b?]. Note que I =
[a,b] onde a=a'V a? and b =b' Ab2

(2): Se I =0, remova X do conjunto € e adicione as hipercaixas [a', b'] e [a?, b?]

nas familias correntes de hipercaixas produzindo

F = F U{la, b}, s=1,2. (4.14)

(3): Caso contrario, se I # (), um entre os casos (a) e (b) abaixo ocorre.
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(a):

(b):

Se [a',b'] # [a?, b?], aumentamos as familias 7 de hipercaixas pela

execucao dos seguintes comando parai=1T1,...,n:

5* =T U{A\MH (@ N C), \/(H (@) nC}, s =1,2, (4.15)
F*:=F U{[/\(H{ (0) N C), \/(H{ (b) N C))}, s =1,2. (4.16)

Este procedimento é visualizado na Figura 4.4. As Equacoes 4.15 e
4.16 equivalem a gerar a menor hipercaixa contendo todos os padroes
de treinamento da s° classe que estao localizados, respectivamente,
nos semi-espagos H; (a) e H (b). Para s = 1,2, as hipercaixas resul-
tantes com o rotulo de classe s sao, entao, adicionadas ao conjunto de

hipercaixas F° corrente.

Apos atualizar as familias de hipercaixas J' e 32, se XNI # (), substitua

X por XN 1 em €, caso contrario, remova X de C.

Vamos analisar agora o caso em que I = [a',b'] = [a?,b?]. A Figura

4.5 prové uma interpretacio visual desta rara situacdo em RZ.

Sejam X um vértice arbitrario da hipercaixa I = [a,b] e P o conjunto
de hiperplanos da forma Pi(x), i € {1,...,n}, que contém o menor
nimero de padrdes de treinamento em X. Sem perda de generalidade,

escolhemos x = b. Deste modo, obtemos

P = {Pi(b) : [Pi(b)NX| < [P;(b)NX| Vi, jondei,j=1,...,n} (4.17)

Seja U a uniao de todas as interseccoes entre dois hiperplanos distintos
de P. A Figura 4.6 retrata P e U numa ocorréncia de [a',b'] =
[a?,b%] em R3 (note que mudamos a perspectiva para propositos de

visualizagao). Na Figura 4.6, temos P = {P, P’}. Formalmente, temos

u=_ J ((®np). (4.18)
P,P’cP,P#£P’

Primeiro, aumentamos o conjunto F* adicionando todas hipercaixas

da forma [u,u] ={u} parau e UnCs:
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|

vz

(e) box(H; (a) N C%) e box(HJ (b) N C*), s = (f) Atualiza 5, s =1,2
1,2

Figura 4.4: Uma execugao do Passo 3(a) do algoritmo MP /CL para classifica¢ao
binéria.

F=FU{{ful:ueluncC’, s=1,2. (4.19)
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b=a'=b>

1
a=a'=b

Figura 4.5: Uma rara situacao que requer tratamento especial durante a execucao
do algoritmo do MP/CL.

Em segundo, substituimos em € o conjunto X por X \ |JP. Lembre
que C representa a familia de conjuntos de dados de treinamento que
ainda temos que tratar. Em terceiro, definimos P pela remocio das

interseccoes entre os hiperplanos em P como se segue

P:={P\U:PecP. (4.20)

Finalmente, atribuimos € := CU{XNP : P € PeXNP # 0}, o que
implica que os conjuntos de padrdes de treinamento X N P # (), onde

P € P, serdo tratados nas proximas iteracoes do algoritmo. Note que
na Figura 4.6, P compreende P\ U e P’ \ U.

Apos convergir, o algoritmo de treinamento acima obtém duas familias de
hipercaixas: F' e 2. Se L possui adicionalmente uma estrutura de grupo entdo
cada familia de hipercaixas pode ser usada para construir um moédulo do MP/CL
da forma ilustrada na Figura 4.2. A arquitetura final do MP/CL ¢é dada em
termos da combinacao destes dois modulos usando arg max como na Figura 4.3.
Observe que o algoritmo do MP/CL pode ser aplicado sem nenhuma mudanga
para problemas de classificacao binéarios, em um produto de reticulados IL; x
... x L, cujos constituintes sao correntes. Entretanto, mesmo se cada LL; para
i = 1,...,n é um grupo totalmente ordenado, nao somos capazes de definir
erosoes e anti-dilatacoes da forma e, e 8,,, uma vez que nido se pode tomar
o supremo entre as componentes de um vetor pertencente a este produto de
reticulados. Ao invés disso, neste caso, podemos recorrer as medidas de inclusao

ou distancias tais como as definidas por Kaburlasos et al. [40, 42|. A Figua 4.7
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Figura 4.6: Um exemplo de [a',b'] = [a?, b?] em R? incluindo as visualizacdes

dos conjuntos P e U.

ilustra um exemplo em R da superficie de decisao produzida por um MP/CL
com dois moédulos, onde o primeiro modulo é sintetizado utilizando a hipercaixa

[a',b'] e 0 segundo a hipercaixa [a?, b?].

4.3.2 Propriedades do algoritmo do MP/CL para proble-

mas de classificacao binarios

Nesta subse¢ao investigaremos as propriedades do algoritmo de treinamento do
MP /CL para classificagdo binaria descrito acima em termos de lemas, corolérios
e teoremas. Quase todos os resultados formulados sao demonstrados no decorrer
do texto, e para os que nao sao, indicamos a idéia central de como os mesmos
podem ser verificados. Em particular, sondaremos o algoritmo com respeito a
independéncia da ordem com que os padroes de treinamento sao apresentados a
rede, as regioes de indecisao produzida e a convergéncia.

Note que, em cada iteracao do algoritmo os Passos 1 - 3 sao executados para
um elemento X de €, onde X representa uma familia de padrdes de treinamento.

Nesta subsecao mostraremos que o resultado do algoritmo nao depende da escolha
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Superficie

de Decisdo

Figura 4.7: Exemplo da superficie de decisdo produzida por um MP/CL para um
classificacao binario em R.

de X em € a cada iteracao.

Para este fim, introduzimos um contador de iteracao t e algumas notacoes
com respeito a t. Vamos assumir que o algoritmo inicia com t = 0. Seja F5(t) a
familia de hipercaixas referente a s-ésima classe que foram geradas até a conclusao
da iteracao t, para s = 1,2. O simbolo C(t) sera usado para denotar as familias
de padroes de treinamento que ainda devem ser consideradas apds a conclusao
da iteracao t. Note que C(t) é da forma C(t) = {X;(t),..., X (t)} para todo
t=0,1,...

Lema 5. Suponha que C(t) = {X;(t),..., Xy, (t)} onde t > 0, temos que
bor(Xi(t)) N box(X;(t)) =0 Vi#j. (4.21)

Demonstracao. Provaremos este lema por inducao. Em t = 0, temos que C(0) =
{X}, e portanto nao ha nada o que mostrar.

Agora suponha que a Equacao 4.21 vale parat = p e C(p) = {X;(p),..., Xy, (p)}.
A menos que C(p) = 0, a iteracdo p + 1 & executada. Sejam X = X;-, para algum
i* €{1,...,1,}, um elemento arbitrario de C(p) e [a®, b*], para s = 1,2, a menor

hipercaixa contendo os padroes em X N C*®. Um dos seguintes casos ocorre:

e I = [a,b']Nn[a?,b% = 0: Neste caso, o passo (2) produz C(p + 1) =
Clp) \ {Xi+} C C(p). Pela hipotese de inducao, a Equagao 4.21 vale para
Xilp+1),X;(p+1) € Cp+1) CC(p) tal que i #j.

o I=[a',b']Nn[a?, b #0:
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(a), [a',b"] # [a%, b%]: O Passo (3)(a) produz C(p +1) = [G(p) \{)Z}} U
(XN} Seja X, X’ dois elementos distintos de @(p + 1). Se ambos X
e X’ estdo contidos em C(p) \ {X} entdo box(X) N box(X’) = 0 pela
hipotese de inducao. Agora vamos assumir sem perda de generalidade
que X = XNI C X. Imediatamente obtemos box(X)Nbox(X’) = 0 pois

box(X) N box(X’) C box(X) Nbox(X’) = @ pela hipotese de inducao.

(b), [a',b'] = [a?,b%: O Passo (3)(b) produz C(p +1) = [G(p) \{)_(}} U
X\U?Pu [U]—,Egs,)—(m—,#@{)z N 15}]. Considere um par de conjuntos arbi-
trarios X, X’ € C(p + 1) tal que X # X'.

Se ambos X e X/ estao contidos em U]—,Ej—)xm]—,#@{)_(ﬂl_’} entdo X = XNP =+
e X' =XNP’"#( para alguns P,P’ € P tal que P # P’. Relembre
que PNP’ =0, o que implica em box(X) N box(X’) = box(X N P) N
box(X N P’) = () devido a box(XNP) C P e box(XNP’) C P’

Agora vamos considerar a situagao onde um dos conjuntos )~(, X' estéa
contido em U]—,egs,;(ms#@{f( N P} e um outro conjunto é igual a X \ JP.
Sem perda de generalidade, vamos assumir que X = X NP # () para
algum P € P e que X' = X\ |JP. Temos que P C P;(b) para algum
ie{l,...,n}. Como X' = X\ P C X\ Pi(b) segue que x{ < by
para todo x" € X’. A dltima afirmacgao nao apenas implica que X' C
L™\ P mas também que box(X’) C L™\ P. Portanto, concluimos que
box(X) N box(X') = 0.

Suponha que X’ € C(p) \{X} e que X = XN P # ( para algum
P € P. Como X C X, temos box(X) C box(X). A igualdade box(X) N
box(X’) = ) segue da hipotese de inducdo para X, X’ € C(p). Logo
box(X) N box(X') = 0.

Similarmente, se X’ € C(p) \{X} e X = X\ |J P, entao, também temos
X C X, o que implica em box(X) C box(X). Novamente, uma aplicacio

da hipotese de inducao prové o fato de que box(X) e box(X’) nao se

interceptam.

Finalmente, no caso onde ambos X e X’ estdao contidos em Clp) \ {X},

o resultado desejado decorre imediatamente da hipotese de inducao.

O

Como consequéncia do Lema 5, obtemos o seguinte colorario:
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Corolario 2. A intersec¢ao de dois elementos distintos Xi(t) e X;(t) de C(t) para

i1 #j € vazio.

O Corolario 2 é utilizado para provar que o algoritmo de aprendizagem do
MP/CL nao depende de escolhas particulares de X no Passo (1), porque todos
os conjuntos que sao utilizados para construir as hipercaixas resultantes do Passo
(2), (3)(a) ou (3)(b) sdo disjuntos, dois a dois. Este fato é expresso no seguinte

corolario [91].

Corolario 3. As familias de hipercaizas F*, onde s = 1,2, produzidas pelo al-
goritmo de treinamento do MP/CL apds convergir e o nimero de iteragoes até
convergir, nio dependem de escolhas particulares de X no Passo (1). Em partic-
ular, o resultado e o tempo de convergéncia do algoritmo, independem da ordem

com que 0s padroes de treinamento sao apresentados a rede.

A figura a seguir visualiza duas arvores que correspondem a duas aplicacoes
diferentes do algoritmo do MP /CL no mesmo problema de classificagao. O t° nivel
das arvores contém o elemento C(t) para as duas instancias distintas do algoritmo.
Por exemplo, a raiz de cada arvore corresponde ao conjunto inicializado € = €(0),
que contém apenas o conjunto inteiro de padroes de treinamento X. O circulo
em torno de um certo conjunto X;(t), significa que o mesmo é selecionado pelo
Passo (1) durante a iteracdo t + 1, i.e., X = X;(t). Os rotulos entre os niveis de
uma certa arvore denota qual passo é executado pelo algoritmo subsequente ao
conjunto X correspondente ao né selecionado.

Repare que na Figura 4.8 em ambas as instancias do algoritmo, o Passo (3)(b)
é executado na segunda iteracio, indicando que a condicdo [a', b'] = [a?, b?] # ()
& satisfeita. Tal situacdo é visualizada na Figura 4.6 onde os padrées em XNU sdo
removidos de X e o restante (X \ U) é particionado nos conjuntos X\ |JP, XN P
e XN P’ para formar C(2). Note que as duas instancias do algoritmo diferem da,
escolha de X na terceira iteracdo, em particular, a instancia da esquerda considera
X = X,(2) enquanto a instancia da direita considera X = X3(2). As arestas
tracejadas entre os niveis de uma arvore sao usadas para representar a copia dos
elementos nao escolhidos de C(t) na iteracao t + 1 para o conjunto C(t + 1).
Lembre que no Passo (2), executado quando a condi¢do [a',b'] N [a?,b%] = 0
ocorre, o conjunto C(t+ 1) é formado removendo X de C(t), para simbolizar este

procedimento utilizamos um quadrado apés a execugao do Passo (2). Por fim,
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Figura 4.8: Duas diferentes instancias do algoritmo do MP/CL.

repare que ambas as instancias dos algoritmos convergem em 5 iteragoes, como
sugerido pelo Corolario 3.

Note que em uma iteracao t + 1, cada familia de padroes de treinamento que
nio foi selecionada de €(t) no Passo (1), i.e., cada X’ € C(t) tal que X' # X
permanece inalterada e é transferida para C(t + 1), e assim, sucessivamente até
que X’ seja escolhido no Passo (1) em alguma iteracdo t* > t. Dessa maneira,
as atualizacoes nas familias de hipercaixas F° para s = 1,2 provenientes da
atribuicao X = X’ independe de qual iteracdo isto ocorre. Esta tltima observacio
é utilizada como idéia central para demonstrar o Corolario 3.

Outra excelente propriedade exibida pelo algoritmo é que nao existe sobreposi¢oes
entre hipercaixas com rotulos de classes distintos em F' U F2. Para provar esta

afirmacgao é necessario apresentar outros dois lemas.

Lema 6. Sejat > 0. As hipercaizas box(X') e B sao disjuntas para todo X' € C(t)
e para todo B € U§:1 Fs(t).

Demonstracdo. Primeiramente, para t = 0 temos que C(0) = {X} e F'(0) =

F2(0) = 0. Logo, ndao ha nada o que mostrar, ji que ndo existe nenhum B €

U2, 75 (¢)
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Suponha que a afirmacao do lema é verdade para t = p. Se C(p) = ) entao
nada resta a ser mostrado. Caso contrario, a iteracao p + 1 é executada. No

Passo (1) um X € C(p) arbitrario é selecionado.

Se o Passo (2) é invocado, entdao, F%(p + 1) e C(p + 1) sdo respectivamente
gerados, adicionando as hipercaixas box(C*) = [a®, b*] & 7%(p) e removendo X de

C(p). Formalmente, temos que:

Fp+1) = F(p)u{box(C*)} = F*(p)U{la’, b*]},s = 1,2, e Clp+1) = C(p)\{X}.
(4.22)

Para todo X’ € C(p+ 1) C C(p) e todo B € F*(p), onde s = 1,2, temos que
box(X’) N B = 0 pela hipotese de inducdo. Ainda falta mostrar que box(C*) N
box(X’) = 0 para s = 1,2. Como C* = XN C* C X deduzimos que box(C*) C
box(X) e, portanto, box(C*) Nbox(X’) C box(X)Nbox(X’) = () pelo Lema 5, dado
que X, X" € C(p).

Suponha que [a',b'] N [a?,b?] # (. Se [a',b'] difere de [a?, b?], entdo, o
Passo (3)(a) é executado produzindo

Fp+1)=7F(p) UUr,{box(H (a) N C)} U Ui {box(H] (b) N C*)},s = 1,2,

1

e Clp+1)=(CP)\{XHUXNI.
(4.23)

Seja s € {1,2}. Suponha que X’ € C(p) \ {X}. Para B € F%(p), ja sabemos que
box(X’) N B = ) pela hipotese de indugdo. Se B = box(H; (a) N C*) para algum
indice 1, entdo, o fato que H; (a)NC* C X implica que B C box(X), donde obtemos
box(X’)NB C box(X’) Nbox(X) = () pelo Lema 5. Similarmente, verificamos que
box(X')NB = ) para todo X’ € C(p)\{X} e para todo B € | Ji_,{box(H; (b)NC*)}.

Agora, no caso onde X’ = X N 1 temos que a relacdo box(X’) C box(X) vale.
Portanto, como X € C(p), temos pela hipotese de inducio que box(X’) N B C
box(X) N B = () para todo B € F*(p). Também sabemos que X’ = X N I implica
que box(X’) C 1. Dado B = box(H; (a)NC®) para algum i € {1,...,n}, temos que
B C H; (a). A dltima afirmagao produz box(X’)NB = (). Similarmente, podemos
mostrar que box(X’) N B = @) para X’ = XN 1 e para todo B € Ji_,{box(H{ (b) N
Cs)}.

Finalmente, vamos lidar com a situacdo [a',b'] = [a? b?] que exige a exe-
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cucao do Passo (3)(b), resultando em

Fp+1)=F(p)u{ful:uecuncCs},s=1,2,

S D (4.24)
e Cp+1)=[CP)\ X} UX\NUPU [UpepxrpotX N PH.

Novamente, seja s € {1,2} arbitrario. Suponha que X’ € C(p) \ {X}. Para
B € F*(p), temos que box(X’) N B = () pela hipotese de indugao. O proximo caso
a ser considerado ¢ B € {{u} : u € UN C%}, i.e., B = {u} = [u,u] para algum
u € U. Note que B ={u} C UnNC* C X. Portanto, a igualdade box(X')NB = ()
decorre do Lema 5.

Agora, vamos assumir que X’ = X\(JP C X. Se B € F*(p) entdo box(X')NB C
box(X)NB = 0, o que revela que box(X’)NB = ) como desejado. Note que existe
pelo menos um indice i tal que P;(b) € P e que todo elemento x de X’ satisfaz
x; < by para todo Pi(b) € P. Logo, como X’ & finito temos que box(X’)NP;(b) =
para todo P;(b) € P. Em particular, temos que box(X')NB =0 se B={u} C J?P
para algum u € U N Cs.

Por fim, vamos considerar o caso onde X’ = X NP # () para algum P € P.
Como anteriormente, se B € F(p), entdo, box(X') N B C box(X)NB = (. Se
B = {u} para algum u € UN C*, entdo, u € PN P’ para alguns P = P;(b), P’ =
P;(b) € P tal que i # j, i.e., uy = b; e u; = b;. Por hipotese, X’ C P para
algum P € P ={P\U: P € P} Como X' C P\ U para algum P € P, existe
um indice i* tal que P = Pi(b) € P e xi+ = by« para todo x € X'. Temos
que i # i* e/ou j # i*, suponha, sem perda de generalidade, que j # i*. Como
Pi-(b) N Pj(b) C U segue que x; < b;j para todo x € X'. O fato de X’ ser finito,
garante que (\/ X’); < bj; = u; e consequentemente box(X’) N B = 0.

[
Lema 7. Se B' € (1) e B2 € F%(t) entdo B' N B? = 0.

Demonstracdo. A prova deste lema é dada por inducdo. Parat = 0 temos F'(0) =
F2(0) = (. Logo nao ha nada o que mostrar.

Suponha que a afirmacao do lema é verdade parat = p. Se C(p) = 0, entao, de
novo nao ha nada o que mostrar. Caso contrario, a iteragao p+1 é executada. No
Passo (1) um X € €(p) arbitrario é selecionado. Em seguida, uma das seguintes

situacoes ocorre:



74

Redes neurais morfolégicas construtivas

e Se [a',b']N[a% b2 = entdo o Passo (2) sera executado produzindo

Fp+1)=F(p)Ula’,bs],s=12. (4.25)

SejaB' € F'(p+1) e B2 € F2(p+1). Se BS € F*(p) paras = 1,2 entdo B'N
B? = () pela hipotese de inducdo. Se B € F5(p) e B" = [a", b"] C box(X)
para T # s entdao BS N B" = () pelo Lema 6. Finalmente, se B® = [a®, b®]

para s = 1,2, entao, a interseccao B® N B" é nula por hipotese.

Se [a,b']N[a%,b? =1+# 0 e [a',b'] # [a?, b?], entdo, o Passo (3)(a)

produz

Fp+1) = UU{box a) N C¥) }uU{box (B)NC)},s=1,2.
(4.26)

Primeiramente, seja BS € F*(p) para algum s = 1,2. Sem perda de gener-
alidade assumimos que B! € F'(p). Novamente, o caso B> € F?(p) segue
imediatamente da hipotese de inducdo. Agora, seja B? = box(H; (a)N C?)
para algum fndice arbitrario i. Como Hy (a) N C* C X € €(p), as hiper-
caixas B! e B2 ndo se interseptam de acordo com o Lema 6. Um argumento
similar revela que B' N B? = () se B, € | Ji_,{box(H; (b) N C*)}.

Agora, seja BS € U {box(H; (a) N C*)} U Ui, {box(H{ (b) N C*)} para
s = 1,2. Temos que B'NB* C TeIn [UL, H(a)uUL, Hf(b)] = 0.
Como B* C box(C%)N [U1 H(a) UUL, Hf(b)}, para s = 1,2, segue que
B' N B? = 0.

Se [a',b'] = [a?, b?] # 0 entdo o Passo (3)(b) resulta em

Fp+1)=F(p)uffu}:ueuUncC),s=1,2 (4.27)

Considere B® € F5(p + 1) arbitrarios, para s = 1,2. Sabemos pela hipotese
de inducdo que B! e B? tais que BS € F(p) para s = 1,2 nio se interseptam.
Agora, vamos assumir sem perda de generalidade que B' € F'(p) e que
B? = {u} para algum u € U N C*. Observe que B2 = {u} C C* C X € C(p).

Uma breve olhada no Lema 6 revela que B' N B2 = ). Finalmente, a
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interseccao B' N B? é obviamente vazia se B® € {{u} : u € U N C*} para
s=1,2pois C' N C?=0.

O

O Lema 4 estabelece que nao existem sobreposicoes de hipercaixas em F'(t)

com hipercaixas em F?(t) no estagio t do algoritmo. Em particular, temos

Corolario 4. Apds convergir, o algoritmo de treinamento do MP/CL para clas-
sificacdo bindria produz familias de hipercaizas I e F? cujos elementos nao se

interseptam, i.e.,

B'NB*=0 VB' € F',B* € 7°. (4.28)

Vamos agora investigar a convergéncia do algoritmo, em especial, provaremos
que o algoritmo converge em um nimero finito de passos. Para isto, vamos usar
o seguinte fato que pode ser facilmente verificado por indugao: todo X em C(t) é

nao vazio.
Lema 8. Todo elemento de C(t) € nao vazio.

Demonstracao. Primeiramente, se considerarmos t = 0 teremos C(0) = {X} o que
estd de acordo com o lema. Suponha que a afirmagao do lema seja verdade para
t =p. Se C(p) = 0 entao nao resta nada o que provar. Caso contrario, a itera¢ao
p + 1 é executada e um X € C(p) arbitrario é selecionado no Passo (1).

Se I = () entdo o Passo (2) é invocado e C(p + 1) é gerado removendo X de
C(p). Neste caso, todo X" € C(p+1) esta contido em C(p) e X’ # ) pela hipotese
de indugao.

Caso contrario, se I # (), existem dois casos que temos de considerar: [a', b'] #
[a?,b?] e [a',b'] = [a?, b?].

No primeirio caso, o Passo (3)(a) é chamado. Se XNI = () entdo C(p+1) =
C(p) \ {X} e os mesmos argumentos acima podem ser empregados para mostrar
que X' # 0 para todo X’ € C(p + 1). Caso contrario, C(p + 1) é dado por
[G(p) \{X}] U{XNI}. Ja sabemos pela hipétese de inducao que todo X’ € C(p)\{X}
¢ diferente do conjunto vazio e, além disso, XN I # @ por suposicao. Logo, temos
o desejado.

No segundo caso, o Passo (3)(b) produz
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ep+1) = e \x]u{x\Urtu| U ®npy. (4.29)

Seja X' € C(p 4+ 1). Dadas as observagoes feitas acima, apenas o caso X' =
X\ U2 precisa ser estudado. Note que, a desigualdade a < b & satisfeita pois
senao terfamos que a pertence tanto a C! quanto a CZ, contradizendo a suposicao
que C'NC? = (. Consequentemente, existe um padrao x € X tal que x; = a; < b;
para algum indice i, o que implica que x € | JP. Em outras palavras, X’ # 0.

U

Lema 9. Seja A(t) o conjunto de padroes de treinamento x € X que estdao con-
tidos em alguma hipercaiza By € F1(t) U F2(1). Se X = {x',...,x*}, entao,
X = [Ue(t)] UA(t) e [UG(t]} NA(t) =0 para todo t > 0.

Demonstragao. Para todo t > 0 ambos A(t) e |JC(t) sao subconjuntos de X.
Portanto, temos [U G(t)} JA(t) € X. Vamos mostrar que X C [U G(t)} UA(t)
por inducao.

Para t = 0, temos C(0) = {X} 0 que implica que X C [U G(O)} JA(0). Vamos
assumir que X C [J€(p)] UA(p) para t = p.

Note que, é suficiente mostrar que [|J C(p)] UA(p) C [UCHp+1)] UA(p+1)
para concluir que X C [UG(p + 1)} JA(p + 1). De fato, basta verificar que
[Ue(p)] C [U Clp + 1)} JA(p+ 1), pois, A(p) € A(p + 1). Para isto, vamos
tomar um elemento arbitrario x de |J€(p) e verificar que x € [J€(p+ 1)U
Alp+1).

Se C(p) = 0 entdao nada resta para ser mostrado. Caso contrario, a iteragao
p + 1 é executada o que implica que um X € C(p) arbitrario ¢ selecionado no
Passo (1). O fato que x € |JC(p) implica que x € X’ para algum X" C C(p).
Este conjunto X’ é tinico pois os subconjuntos de X que residem em C(p) sao
dijuntos pelo Corolario 2. Se X’ # X entdo X’ € C(p + 1) e, portanto, x esta
localizado em [ JC(p +1). O caso onde x € X’ = X requer algumas examinacoes

mais detalhadas do algoritmo:

e Suponha que o Passo (2) é executado. Dados os fatos que C' C [a!,b'] €
F'(p+1) e C? C [a?,b?] € F*(p+1), concluimos que X = C'UC? C A(p+1).
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e Vamos considerar o Passo (3)(a). Recorde que XNI € C(p+1) se XNI # 0.
Portanto, temos x € |JC(p+1) se x € XN1. Agora, se x ¢ XNI entdo existe
um indice 1 tal que x € H (a) ou x € H{(b), o que implica que existe um
rotulo de classe s tal que x € (H; (@) N C3) U (H (b)NCs) CA(p+1).

e Finalmente, vamos considerar o Passo (3)(b). Como anteriormente, se
x € UN X temos que x € A(p + 1). Por fim, note que, se x € P N X para
algum P € P ou se x € X\ |JP, entdo, obtemos que x € |JC(p + 1).

Para sumarizar, obtemos que X = [|J C(t)] |JA(t) para todo t =0,1,....

A segunda parte do lema é verificada a partir das implicagoes a seguir. Para
um t > 0 arbitrario, suponha x € [U G(t)} NA(t). Por um lado, temos que x € B
para algum B € U§:1 F5(t) pois x € A(t). Por outro lado, x esta localizado em
X’ C box(X’) para algum X’ € C(t). Portanto, a aplicacao do Lema 6 leva a
contradi¢ao x € B N box(X’) = 0.

[

Agora, estamos prontos para provar que o algoritmo converge em um nimero
finito de iteracoes. Pelo Lema 9, o critério de parada C(t) = ) é atingido se, e
somente se, A(t) = X. Logo, é suficiente mostrar que existe uma iteragao p tal
que A(p) (o conjunto dos padroes de treinamento que ja foram classificados até
a conclusao da iteragao p) é igual a X.

Com a excecao de situagoes extremamente raras tal como ilustrada na Figura
4.5, apenas os Passos (1), (2) e (3)(a) sao executados no algoritmo. Portanto,
inicialmente, focaremos nos casos usuais onde a situacao I = [a',b'] = [a?, b?],

que leva a execucao do Passo (3)(b), nunca acontece.

Teorema 9. Considere um problema de classificagao bindrio com um conjunto
de dados de treinamento X = {x',...,x*} € L™, onde L ¢ uma corrente. As

sequintes afirmacoes sao validas:

1. Se o Passo (3)(b) nao for executado em uma aplicagcao do algoritmo de
treinamento do MP/CL, entao temos |A(t + 1)| > |A(t)] + 1 para todo

t=0,1,... e 0 algoritmo converge no mdzrimo em k iteracoes.

2. Se nenhuma suposi¢ao adicional que impeca a execu¢dao do Passo (3)(b)

for considerada, entao o algoritmo converge em menos de 2k iteracoes.
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Demonstragao. Primeiramente, suponha que o Passo (3)(b) nao é invocado du-
rante a execugao do algoritmo. Suponha que t € N U {0} iteragoes do algoritmo
ja tenham sido completadas e que C(t) # 0 ou, equivalentemente, que A(t) # X
(conforme o Lema 9). Apos a escolha de um elemento X em €(t), as menores
hipercaixas [a®, b®] contendo todos os elementos de C* = X N C* sdo construidas
em L™ Subsequentemente, o algoritmo invoca ou o Passo (2) ou o Passo (3)(a).
No primeiro caso, |A(t + 1) = |A(t)] + [X| > |A(t)| + 1, pois, XN A(t) = 0
pelo Lema 9 e X # () pelo Lema 8. No segundo caso, temos [a',b'] # [a?, b?] e
At+1)=A(t)U [X\ (XN I)}, onde I = [a',b'] N [a?, b?]. Sem perda de gener-
alidade, podemos assumir que a' # a’. Logo, a' e a? diferem em pelo menos em
uma componente. Por isso, podemos assumir adicionalmente sem perda de gen-
eralidade que a! < a? para algum indice i, o que implica que existe X pertencente
a Ch\ [)_( N I} tal que x; = a. Logo x € box(H; (a) N C') e, consequentemente,
IA(t 4+ 1)| > |A(t)] + 1. Dessa maneira, concluimos que existe um indice p < k
tal que A(p) = X. Em outras palavras, o critério de parada € = () é atingido no

méaximo em k iteracoes.

Para provar a segunda afirmacao do teorema, i.e., o caso geral onde pode
incluir execugoes do Passo (3)(b), é suficiente demonstrar que existe um indice
p < 2k tal que |A(p)| = k = [X|. Para isto, mostraremos que |A(t)| > K(t) para
todo t > 0, onde

0, para t<Kk,
K(t)=< t—(k—1), para k<t<2k-—1, (4.30)
Kk, se t>2k—1.

Seja Q(t) o nimero de iteragoes que o Passo (2) ou o Passo 3 (a) foi executado
até a conclusao da iteragao t,onde 0 <t < 2k—1,e0 < p; < ... <pou) < 2k—1
as respectivas iteragoes em que estes passos foram executados. Pelos mesmos
argumentos do primeiro caso, temos que para cada i =1,..., Q(t) ao menos um
elemento é adicionado 4 A(p;). Como |A(0)| = 0, segue que |A(t)] > Q(t). Seja

t tal que 0 <t < 2k — 1, vamos provar a relacao a seguir:
IA(t)] > Q(t) > K(t). (4.31)

Para 0 < t < k, a desigualdade acima vale, pois K(t) = 0 . Resta mostrar
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que Q(t) > t — (k — 1) ou, equivalentemente, que t — Q(t) < k — 1, para
k <t <2k—1. Observe que até a iteracdo t o algoritmo invocou t — Q(t) vezes
o Passo (3)(b), e em cada vez o conjunto X em questdo foi particionado em no
minimo dois subconjuntos. Uma vez que o conjunto de padroes de treinamento
X possui apenas k elementos, no maximo k — 1 particoes como as realizadas no
Passo (3)(b) podem ocontecer. Logo, t — Q(t) <k —1. O

O Teorema 9 revela que para problemas de classificagao binarios o ntimero
de iteracoes cresce linearmente com o nimero de padroes de treinamento. Além
disso, o esforco computacional para o calculo de infimos e supremos, escala lin-
earmente com a dimensao dos dados. Portanto, num problema de classificacao
bindrio, mesmo uma grande quantidade de dados de alta dimensao nao representa
um sério desafio computacional ao algoritmo.

O proximo resultado a ser mostrado diz respeito ao erro produzido no conjunto
de treinamento de um problema de classificagdo binario por um MP/CL treinado
pelo algoritmo descrito na subsecao anterior. Para isto, vamos enunciar dois

corolarios uteis.

Corolario 5. Seja X € C(t), para t > 0. Nao existe x € X\ X tal que x € boz(X),
i.e., [X \ )_(} N boz(X) = 0.

Demonstracao. Pelo Lema 9 temos que X = [U G(t)] UA(t) e [U G(t)] NA(t) =
(). Por um lado, o Lema 6 nos fornece que [UX/ee(t) box(X)|N[UIF (1) uF?(1)]] =
() e, como A(t) C |J [ff] (t)u ?Z(t)} e X € C(t), concluimos que A(t) Nbox(X) =
(). Por outro lado, o Lema 5 garante que [UG(t) \ )_(] N box(X) = 0, pois,
[ Uxreerox box(X')] Nbox(X) = 0. O

Corolario 6. Sejam s,v € {1,2} tal que s # r. Para todo t > 0, se B € F5(t)
entao C"NB = (.

Demonstracao. A prova deste corolario é dada por inducao. Para t = 0 temos
F(0) = F%(0) = 0. Logo nao ha nada o que mostrar.

Suponha que a afirmacao do corolario vale para t = p. Se C(p) = 0 entao,
novamente, nada resta o que mostrar. Caso contrario, a iteragao p+1 é executada
e um X € C(t) arbitrario é selecionado. Seja F*(p +1) = F*(p + 1)\ F*(p), para
s =1,2, temos que F5(p +1) = F*(p) UT*(p + 1). Considere B € F5(p +1). Se
B € F%(p) entao, pela hipotese de indugao, temos que C' N B = () para r # s.
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No caso onde B € F*(p + 1), pelo Corolario 5 segue que [CT \ X] N B = 0 pois
B C box(X). Para completar a demonstra¢ao basta verificar BN C" = () (lembre
que C" = C"NX). Para isto, uma verificacdo mais detalhada do algoritmo torna-se
necessaria.

Se o Passo (2) é executado, entdo, a condi¢do box(C®) N box(C") = 0 &
satisfeita e F5(p 4+ 1) = box(C*) = [a®, b*], o que implica que box(C*) N C" =0,
pois, C" C box(C").

Se o Passo (3)(a) é executado, entdo, FS(p+1) = [U?:]{box(H;(a) mCS)}] U
[Ui {box(H (b) N C*)}] e [a%, b%] # [a”, b"]. Suponha, sem perda de generali-
dade, que B = box(H; (a)NC*) para algum indice i tal que B # (). Logo existe x €
C* tal que x € Hi (a) e af < x; < ai, o que implica que a; = a V a] = al. Por-
tanto, CrﬂH;(a) = (), pois, para todo y € C" temos que y; > a;. Dessa maneira,
concluimos que C"NB = . A demonstragio para B € | Ji_,{box(H; (b) N C*)} tal
que B # () se d4 de maneira anédloga.

Se o Passo (3)(b) é invocado, entdo, F*(p + 1) = {{u} : U N C*}. Como
C*N C" = () por suposicao, segue BN C" = () para todo B € F*(p +1).

U

O proximo teorema mostra que o algoritmo de treinamento do MP/CL para
problemas de classificacao binario apds convergir, produz perfeita classificacao
em todo conjunto de treinamento, i.e., nao ha erro de treinamento. Recorde que
para uma extensao de grupo totalmente ordenada L, construimos dois médulos
como na Figura 4.2 e uma arquitetura compreendendo estes dois médulo como
na Figura 4.3. Portanto, para todo padrao de treinamento da s-ésima classe

x € XN C® a arquitetura resultante produz arg max;—1,y* =s, para s = 1,2.

Teorema 10. Seja s € {1,2}. Todo padrao de treinamento x € XNC* estd contido
em alguma hipercaiza B € F5. Além disso, X nao estd contido em nenhuma
hipercaiza B" € F" tal que s # 1 € {1,2}.

Demonstracao. Uma vez que o algoritmo converge em um ndimero finito de iter-
agoes pelo Teorema 9, existe um indice p tal que X = A(p) ={x € X:x €
U [3"1 (p) U ffz(p)]} pelo Lema 9. Para s = 1,2, o Corolario 6 fornece que
csn [UT(p)] = () para s # 1, 0 que implica que C* C [Uf}‘s(p)}, i.e., para todo
x € XN C* existe B € F* tal que x € B. O
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Como resutlado do Teorema 10, em um problema de classificacao binario o
MP/CL resultante produz argmaxs_j,y® = r para toda entrada x € C, para

r=1,2, de acordo com a Equacao 2.28.

4.3.3 Algoritmo do MP /CL para problemas de classificagao

com multiplas classes

Suponha que nos deparemos com um problema classificagao com S classes, onde
S > 2, e que nosso objetivo seja construir um MP/CL para soluciona-lo. Seja
Cs C X={x',...,x*} o conjunto de padrdes de treinamento em L™ pertencentes
a s? classe para todos = 1,...,S, tais que, C°NC" =) paras #re U§:1 Cs=X.
A estratégia adotada consiste em aplicar o algoritmo do MP/CL para cada par
(C*,C") com s # 1. Dessa maneira, obtemos S — 1 familias de hipercaixas para
cada C%, onde s = 1,...,S. Tomando todas as interseccoes das hipercaixas de
familias distintas associadas com a mesmo C°, produzimos uma tnica familia de
hipercaixas F* para cada uma das S classes, que podem ser usadas para construir
um tnico MP/CL com arquitetura similar & ilustrada na Figura 4.3 com S mo6du-
los, onde cada modulo possui a forma exibida na Figura 4.2. Formalmente, seja 73
o simbolo que denota a familia de hipercaixas associadas & s-ésima classe gerada
pelo algoritmo do MP/CL considerando apenas os padroes de treinamento das
classes C* e C". Uma tnica familia de hipercaixas J* é produzida pela seguinte

equagao

F*={la",b: [a",b"] € F5} para s=1,...,S. (4.32)
s

Note que o algoritmo dado acima para MP/CLs, para miltiplas classes con-
siste de uma extensao natural do algoritmo binario. Além disso, o algoritmo
estendido herda as propriedades provadas para o caso binario, com excecao da
complexidade computacional para o pior caso que cresce exponencialmente com
o namero de classes. Esta tdltima afirmacao decorre diretamente da observacao
de que dado s € {1,...,S}, para todo T # s o conjunto F$ pode conter no maximo
k hipercaixas, onde k é o ntmero de padroes. Logo, a Equacao 4.32 pode exigir

no maximo k7' calculos.
Apesar do processo de aplicar sucessivas interseccoes para formar uma tdnica

familia de hipercaixas ser extremamente custoso, a familia resultante exibe as
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mesmas propriedades demonstradas na subsecao anterior para o caso binério.
Isto pode ser confirmado através de verificacoes simples, cuja idéia central vem de
que um elemento B =), 4", ] € F*, preserva simultaneamente propriedades
oriundas de cada [a",b"] € F% (tudo gracas as intersecoes).

Para sumarizar, o algoritmo de treinamento do MP/CL para duas classes ou

mais exibem as seguintes propriedades [91]:

1. Algoritmo construtivo que gera automaticamente nos ocultos correspon-

dentes a hipercaixas em L";
2. Garantia de parada do algoritmo de treinamento;
3. Complexidade O(n5~") no pior caso, onde S & o nimero de classes;
4. Perfeita classificagao nos dados de treinamento;
5. Nenhuma sobreposicao de hipercaixas com rotulo distintos;

6. Independéncia das escolhas dos conjuntos X durante o algoritmo, em par-

ticular independéncia da sequéncia dos dados de treinamento.

4.4 Experimentos com redes neurais morfolégicas

construtivas

Nesta se¢ao avaliamos o desempenho de classificacao e o esforco computacional
do modelo MP/CL em uma série de experimentos em quatro base de dados bem
conhecidas: o problema sintético de Ripley |67, 68|, a base de dados de segmen-
tacao de imagens, a base de dados de iris e a base de dados de cancer de mama de
Wisconsin [3]. Além disso, comparamos os resultados produzidos pelo MP/CL
com os produzidos pelo perceptron de miltiplas camadas (MLP), FLNN |[63],
classificador FLR [40], k vizinhos mais proximos (kNN) [24] e arvore de decisao
[10, 26].

Em todos os experimentos, consideramos MLPs com funcoes de ativacao sig-
moid e com uma tnica camada escondida. As MLPs foram implementadas uti-
lizando o toolbox de redes neurais do MATLAB [59], e treinadas utilizando retro-
propagacao baseado no método do gradiente com momento e passo adptativo

com taxa de aprendizagem 1 = 10~ e constante de momento o = 0.9. Em cada
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problema individual, aplicamos validagao cruzada com 10-fold para determinar
o nimero de neurdnios escondidos H, € {10, 20, 30}, o parametro de crescimento
Pinc € {1.0,1.1,1.2} e 0 parametro de decrescimento pge. € {0.5,0.6,0.7}. A ca-
mada de saida de cada MLP aplicada a um dos problemas de classificacao subse-
quentes compreende S neurénios de saidas, onde S representa o nimero de classes.
Na fase de teste, associamos o padrao de entrada X com a classe correspondente
ao neurdnio de saida mais ativo. Uma vez que os resultados da MLP depende
da inicializacao dos pesos, escolhemos os pesos que produziram o menor erro
quadratico médio no treinamento em dez inicializacoes aleatorias. Finalmente, o
algoritmo de treinamento foi interrompido quando o nimero de iteracoes atingiu
25000, ou o erro médio quadratico (MSE) no conjunto de treinamento atingiu
um valor menor do que 0.005 ou variou em menos de 0.0002 da ultima iteracao.
Durante a aplicagao do método de validacao cruzada, também foi utilizado como
critério de parada a quantidade de vezes consecutivas que o MSE no conjunto de
validagao aumentou, enquanto o MSE no conjunto de treinamento mantinha-se
decrescendo.

Tanto a FLNN quanto o classificador FLR produzem resultados ligeiramente
diferentes dependendo da ordem com a qual os padroes sao apresentados a rede
durante o treinamento. Nos experimentos conduzidos nesta secao optamos por
manter a mesma ordem com que os padroes de treinamento aparecem nas bases
de dados na internet.

Ao contrario dos outros modelos, o MP/CL é equipado com algoritmo de
treinamento que exibe independéncia da sequéncia dos padroes de treinamento e
nao requer inicializa¢oes de pesos. Além disso, assim como a FLNN, o MP/CL
converge num nimero finitos de iteracoes atingindo, no final, erro de treinamento
zZero.

Em nossas simulacoes com os classificadores FLNs, construimos FLNNs e
classificadores FLRs utilizando a medida de inclusao baseada na Equagao 4.3 sob
o produto de reticulados Iy x ... x L., com constituintes IL; = [0, 1]. A medida de
inclusao induzida pela funcao de avaliagao positiva e automorfismo dual em R da
Equagao 4.4, também foi empregada em outras FLRs testadas. Para simplificar,
utilizaremos o simbolo FLR; para denotar o classificador FLR equipado com a
medida de inclusao baseada na funcao de avaliacao positiva v e no automorfismo
dual ;. Similarmente, o simbolo FLRS denota o classificador FLR equipado com

a medida de inclusdo baseada em v¢ e 0.
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O projeto de uma FLR requer a escolha de alguns parametros, por exem-
plo, o parametro de vigilancia p¢it utilizado no algoritmo de treinamento. Em
nossos experimentos, aplicamos técnicas de validacao cruzada com 10-folds para
determinar tais parametros. Especificamente, para o modelo 0; selecionamos o
valor de perit € {0.5,0.6,0.7,0.8,0.9} que produziu menor taxa de erro médio nos
10-folds. Com respeito ao modelo FLR, escolhemos os valores de ¢ € {1,5, 10, 15}
e perit € {0.5,0.6,0.7,0.8,0.9} que produziram menor taxa de erro médio nos
10-folds.

Obviamente, o modelo kNN depende da escolha do parametro k. De maneira
similar ao caso das FLRs, empregamos validacao cruzada com 10-folds para de-
terminar o melhor valor de k € {1,2,...,15} em termos da menor taxa de erro
médio no conjunto de validacao. Finalmente, incluimos em nossas comparacoes
os resultados obtidos por arvores de decisao, especificamente, utilizamos a im-
plementacao padrao das arvores de classificacaio do MATLAB cujo critério da

escolha de uma divisao é dada pelo indice de diversidade Gini [59].

As tabelas de 1 a4 4 exibem a porcentagem de padroes mal classificados no
treinamento e teste. Uma vez que o tipo de operacgoes executadas por modelos
individuais nas épocas de treinamento variam bastante de um modelo para o
outro, optamos por adicionar em nossas comparagoes o tempo de CPU requerido
para treinamento, validacao e teste (sobre um AMD Athlon 64 X2 Dual Core
Processor 4200+ com velocidade de processamento de 2.221 GHz) para cada
modelo individual. Note que, o tempo utilizado para procedimentos de validacao

cruzada também foi considerado.

Todos os modelos e algoritmos foram implementados usando MATLAB. Nos-
sas comparacoes de esforco computacional incluem também o nimero de neuronios.
Nos modelos morfologicos construtivos, consideramos uma hipercaixa gerada na
fase de treinamento como uma unidade de processamento, ji que a expressao
£v(x) /\ 0w (x) pode ser computada como uma tnica expressio, conforme expli-

cado na Secao 4.2.

A Tabela 4.1 sumariza as caracteristicas dos quatros problemas de classificacao

considerado neste trabalho.
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Tabela 4.1: Caracteristicas das quatro bases de dados utilizadas.
Base de Dados Sintético de Ripley
Atributos | Classes Padroes Trein. Padroes Teste
19 7 30 por classe 300 por classe
Problema de Segmentacao de Imagem
Atributos | Classes Padroes Trein. Padroes Teste
19 7 30 por classe 300 por classe
Problema de Classificacao de Iris
Atributos | Classes Padroes Trein. Padroes Teste
4 3 35 por classe 15 por classe
Problema de Diagnostico de Cancer de Mama
Atributos | Classes Padroes Trein. Padroes Teste
30 2 249 benignos e 212 malignos | 108 benignos e 64 malignos

4.4.1 Problema sintético de Ripley

O conjunto de dados sintético de Ripley consiste em exemplos de dados de duas
classes |67, 68|, onde cada padrao possui dois atributos, ou seja, consiste de um
problema de classificacdo binario no R?. Os dados sdo divididos em um conjunto
de treinamento e um de teste consistidos, respectivamente, de 250 e 1000 padroes
com o mesmo numero de exemplares pertencentes a cada uma das duas classes.

A Tabela 4.2 revela que o KNN com k = 13, escolhido usando validacao
cruzada com 10-fold, exibiu o melhor resultado de classificacao, porém, lem-
bre que todos os 250 padroes de treinamento precisaram ser armazenados. Um
desempenho de classificacao similar foi atingido pelo MP/CL que gerou auto-
maticamente 55 neurdnios escondidos simples. O algoritmo do MP/CL convergiu
muito rapidamente para o conjunto de pesos que separa perfeitamente os dados
de treinamento. Assim como o MP/CL, a FLNN também nao produziu erros no
treinamento.

Em contraste com os demais modelos, o MP/CL nao requer a escolha de nen-

hum parametro, o que justifica grandes diferengas entre os valores do MP/CL



Redes neurais morfolégicas construtivas

com os de outros modelos na coluna T(}]Vgh da Tabela 4.2. Por exemplo, a MLP que

t

.. por volta de 6 horas, onde muito

obteve um tempo de processamento total Tg;
deste custo excessivo de CPU decorre de aplicar a validacao cruzada com 10-
fold para determinar os seguintes parametros adequados: ntmero de neurénios
escondidos H, = 20, parametro de crescimento pi,. = 1.2 e parametro de de-
crescimento pgec = 0.6. Com respeito aos modelos FLR; e FLRS, a validagao

cruzada resultou em p¢riy = 0.9 em ambos os casos e { = 10.

Os resultados produzidos pela arvore de decisao, MLP e pela FLNN sao com-
paraveis mas o tempo de CPU para treinamento da FLNN e especialmente da
MLP foram relativamente longos comparados ao da arvore de decisao. Ambas a
FLNN e os classificadores FLRs produziram &reas de indecisao correspondentes
a sobreposicoes de hipercaixas, porém, isso poderia ter sido evitado, adicionando
computacoes adicionais muito demoradas. Em nossos experimentos, nenhuma
decisao com respeito as areas de indecisao foi considerada. Uma visualizacao das
areas de indecisao geradas pelo modelo FLNN no problema sintético de Ripley
pode ser encontrada em [88, 89]. A superficie de decisao gerada pelo modelo
MP /CL é visualizada na Figura 4.9.

Tabela 4.2: Percentual de padroes mal classificados no treinamento (Ey,) e teste
(Ete) nos experimentos, tempo de CPU em segundos para treinamento (T,,),
total de tempo de CPU em segundos para treinamento, validacao e teste (Tclgfl),
e o nmero de neurdnios ou hipercaixas (Hy).

Base de Dados Sintético de Ripley

Modelo Eq(%) Ee() T Ton, H,
MP/CL 0.0 10.20 0.05 0.16 55

FLR, (peic =0.9) | 8.80 1530 041  33.05 77
FLRY (pere = 0.9) | 10.80 1620 058 11345 5]

FLNN 0.0 14.20 84.43  85.65 46
MLP 4.0 14.60 57.10 21120.77 22
13NN 11.60  9.60 — 0.16 250

Arvore de Decisao | 5.20 13.00 0.37 0.43 41
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Figura 4.9: A diferenca de tons da imagem corresponde a superficie de decisao
produzida pelo modelo MP/CL no problema sintético de Ripley.

4.4.2 Problema de segmentacao de imagem

O conjunto de dados de segmentacao de imagem foi doada pelo “ Vision Group” da
Universidade de Massachussets e esta incluido no “Machine Learning Repository”
da Universidade da Califérnia, Irvine [3]. Este conjunto de dados consiste em
210 padroes de treinamento e 2100 padroes de teste, dividos entre 7 diferentes
classes, onde cada padrao é descrito por 19 atributos continuos.

Por um lado, a Tabela 4.3 mostra que a MLP superou todos os outros modelos
em termos de precisao de classificacao. Por outro lado, o tempo de treinamento
Tcl]Du é relativamente longo e a busca pelos parametros adequados (H, = 30, pine =
1.2, pgec = 0.7) para a MLP usando validagao cruzada com 10-fold produziu um
tempo total de processamento T(};; excessivo de quase sete horas. Além disso, a
Tabela 4.3 revela que os classificadores FLRs, a arvore de decisdo e o MP/CL,
também produziram resultados satisfatorios, porém, o modelo FLR; gerou um
namero excessivo de 208 hipercaixas a partir de 210 padroes de treinamento. A

FLRS, FLNN, arvore de decisdao e MP/CL exibiram taxas de erros similares em
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torno de 10%. Devido a simplicidade computacional dos neuronios do MP/CL, o
nimero relativamente alto de 63 neuronios escondidos, construidos pelo algoritmo
de treinamento do MP/CL, nao representa uma desvantagem quando comparado
aos 17 neuronios da FLNN e aos 37 neuronios da MLP, pois, envolvem calculos
computacionalmente caros. Em contraste, a arvore de decisao exigiu muito pouco
tempo de CPU para treinamento e teste. Finalmente, o pior desempenho de

classificacao ¢ dado pelo modelo kNN.

Tabela 4.3: Percentual de padroes mal classificados no treinamento (Ey) e teste
(Ete) nos experimentos, tempo de CPU em segundos para treinamento (T.,,),
total de tempo de CPU em segundos para treinamento, validacao e teste (T(};{L),
e o namero de neur6nios ou hipercaixas (Hy).

Base de Dados de Segmentacao de Imagem

Modelo Ev(%) Ee(®)  Thu Ton, H,
MP/CL 0.0 10.14  9.08 10.69 63

FLR, (peic=0.9)| 0.0 800 027 151.07 208
FLRS (peie =0.9) | 048  9.62  0.15  101.39 48

FLNN 0.0 10.00 25.98 27.02 17
MLP 0.95 6.38 100.73 24627.53 37
1NN 0.0 19.52 — 11.10 210
Arvore de Decisao | 2.38 9.71 0.05 0.08 27

4.4.3 Problema de classificacao de flores iris

A base de dados de flores iris ¢ um conjunto de dados multivalorados, introduzido
por R.A. Fisher [27]. A base consiste em 50 exemplares de trés tipos de espécies
de flores iris: setosa, virginica e versicolor. Quatro propriedades foram medidas
a partir de cada exemplo, que sao: altura, largura, sépala e pétala.

Nesta base de dados, os conjuntos de treinamento e teste nao sao dados explici-
tamente como no problema sintético de Ripley e no problema de segmentacao de
imagem. Além disso, o nimero de exemplares presentes é relativamente pequeno
se comparado aos demais problemas.

Conduzimos nossos experimentos de duas maneiras. Na primeira, dividimos
o conjunto original [3] num conjunto de treinamento, consistindo dos primeiros

35 padroes de cada espécie, e num conjunto de teste, consistindo dos padroes
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restantes. Em seguida, os utilizamos para treinar e testar cada um dos modelos.
Na Tabela 4.4 apresentamos os resultados obtidos neste experimento. Note que
os modelos MP/CL e FLNN classificaram perfeitamente todos os padroes tanto
de treinamento quanto de teste. A arvore de decisao, MLP (H, = 10, pinc =
1.2, pgec = 0.6) e kNN também atingiram perfeita classificacdo no conjunto de
teste apesar dos respectivos erros de treinamento serem ligeiramente positivos.
Neste experimento, decididamente, o MP/CL e a arvore de decisdo tiveram
o melhor desempenho por causa que seus algoritmos de treinamento nao apenas
convergiram muito rapidamente mas, também construiram uma arquitetura final

com um numero pequeno de neurénios.

Tabela 4.4: Percentual de padroes mal classificados no treinamento (E;) e teste
(Ete) nos experimentos, tempo de CPU em segundos para treinamento (T.,),
total de tempo de CPU em segundos para treinamento, validagao e teste (T(};ft),
e o namero de neur6nios ou hipercaixas (Hy).

Base de Dados de Iris

Modelo Eq(%) Ewe%) T To H,
MP/CL 0.0 0.0 0.08 0.13 15

FLR, (perit =0.7) | 2.86 222 0.04 1321 29
FLR! (perie = 0.8) | 0.95 444 006 31.75 15

FLNN 0.0 0.0 5.63 5.70 10
MLP 0.95 0.0 46.76 1627497 13
5NN 3.81 0.0 — 1.14 105

Arvore de Decisdao | 2.86 0.0 0.01 0.01 9

A segunda maneira consiste em dividir aleatoriamente 35 exemplares de cada
classe de flores para treinamento e os demais para teste, por 100 vezes. Em cada
divisao produzida, computamos o desempenho de cada modelo, treinado com
os parametros iguais aos dos modelos da Tabela 4.4, nos dados de treinamento e
teste. A Tabela 4.5 exibe os valores médios do percentual de acerto no conjunto de
treinamento e teste, dos tempos requeridos de CPU e da quantidade de neuronios
utilizados para cada modelo testado.

Note na Tabela 4.5, que o modelo kNN obteve o menor percentual médio de
erro de classificacao no conjunto de teste, porém isso nao acontece no conjunto de
treinamento e todos os 105 padroes de treinamento necessitam ser armazenados.

O segundo melhor desempenho no conjunto de teste, ligeiramente maior que o
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Tabela 4.5: Percentual médio de padroes mal classificados no treinamento (Ey,) e
teste (Eic), tempo médio de CPU em segundos para treinamento (T¢,,), total de
tempo médio de CPU em segundos para treinamento, validacao e teste (Tclgfl), e
o nimero médio de neurénios ou hipercaixas (H,).

Base de Dados de Iris

Modelo Eq(%) Ew®) To Ton  Hy
MP/CL 0.0 456 0.07 0.13 10.14

FLR, (paie =0.7) | 127 504 0.04 027 2692
FLRY (pee = 0.8) | 151 547  0.06 033 15.89

FLNN 0.0 6.24 571 572 8.06
MLP 1.29 456 13.66 13.67 13
SNN 247  3.38 — 0.11 105

Arvore de Decisdo | 1.99 5.67 0.01 0.01 6.92

primeiro, ficam por conta do MP/CL e da MLP, mas diferente da MLP, o MP/CL
nao produz erro no conjunto de treinamento e nao requer a escolha de nenhum

parametro, além de exigir um tempo de CPU bem inferior ao da MLP.

4.4.4 Problema de ciAncer de mama de Wisconsin

O conjunto de dados de cancer de mama de Wisconsin foi criado por Wolberg,
Street e Mangasarian da Universidade de Wisconsin [100]. Trinta propriedades
com valores reais foram computadas a partir da digitalizacao de biopsias de cancer
de mama, que descrevem caracteristicas presentes no nicleo da célula presente na
imagem. O conjunto de dados consiste em 569 instancias, onde 357 sao benignos
e 212 malignos. Alocamos os primeiros 249 padroes benignos e os primeiros 148
padroes malignos para o conjunto de treinamento, e o restante aplicamos como
conjunto de teste.

A Tabela 4.6 indica que neste experimento, os modelos FLRS e MP /CL tiveram
excelentes desempenhos. Apesar do modelo FLRS produzir uma precisao de classi-
ficagao ligeiramente melhor, o algoritmo do MP/CL requeriu menos tempo para
convergir e gerou menos neuronios do que o algoritmo construtivo do modelo
FLRS.

Finalmente, repare que o tempo total T(}]Vgh requirido pela MLP foi muito alto

(em torno de 11 horas). O método de validagdo cruzada produziu H, = 10,
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Tabela 4.6: Percentual de padroes mal classificados no treinamento (E,) e teste
(Ete) nos experimentos, tempo de CPU em segundos para treinamento (T.,),
total de tempo de CPU em segundos para treinamento, validagao e teste (T(};L),
e o namero de neur6nios ou hipercaixas (Hy).

Problema de Cancer de Mama de Wisconsin

Modelo Eo(%)  Eie(%) Tou Ton, H,
MP/CL 0.0 4.07 0.08 0.15 64
FLR; (perit = 0.6) 0.0 9.30 3.53 555.06 376
FLRY (perie = 0.9) 0.0 3.49 2.30 404.41 133

FLNN 0.0 6.98 355.64 355.83 37
MLP 3.27 5.81 109.49  68981.24 12
10NN 5.79 5.81 — 14.73 397

Arvore de Decisao 0.5 8.14 0.08 0.13 23




CAPITULO 5

Conclusoes e consideracoes finais

Nos primeiros capitulos deste trabalho, discutimos a arquitetura teorica de
reticulados das redes neurais morfologicas. Em particular, distinguimos entre
definicoes de operagoes elementares da morfologia matematica no sentido al-
gébrico do sentido intuitivo. Isso permitiu definir redes neurais morfologicas

também no sentido intuitivo.

A memoria associativa morfologica baseada na medida de subsethood de
Kosko (KS-FAM) mostrou-se ser uma alternativa promissora na area de recon-
hecimento de padroes. Em experimentos de reconstrucao de imagens envolvendo
imagens em tons de cinza, a KS-FAM apresentou tolerancia com respeito a varios
tipos de ruidos: pimenta, sal e pimenta, e gaussiano. Além disso, o modelo KS-
FAM obteve também excelente desempenho em experimentos envolvendo padroes
incompletos, variacoes de luminosidade e variacoes de orientacao dos padroes
originais.

Neste trabalho, foi demonstrado que para um conjunto de memorias funda-
mentais que satisfaz uma tnica hipotese fraca (x& £ x¥ para todo & # y), entdo
a KS-FAM exibe capacidade de armazenamento absoluta. Também foram car-
acterizadas as saidas produzidas por uma KS-FAM em termos de méaximos entre
memorias fundamentais. Todavia, a fase de recordacao desse modelo foi pouco
explorada, e nenhuma caracterizacao adequada sobre as condicao necessérias e
suficientes para se obter perfeito reconhecimento foi elaborada ainda. Por fim,
classificamos a KS-FAM como um modelo de rede neural morfolégica no sentido

intuitivo, uma vez que os neuronios da primeira camada executam erosoes apenas
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no sentido intuitivo.

Com respeito as redes neurais construtivas, revimos os modelos FLNs e o
perceptron morfologico. Em especial, abordamos com detalhe o modelo MP/CL
demonstrando varias de suas propriedades. Além disso, também apontamos a
conexao entre o algoritmo de treinamento do MP/CL e a decomposigdo de ma-
peamentos entre reticulados completos sugerida por Banon e Barrera [5].

O algoritmo do MP/CL gera automaticamente uma arquitetura feedforward
com neurdnios escondidos correspondendo a hipercaixas em um reticulado com-
pleto L™, onde L corresponde a um reticulado totalmente ordenado que pos-
suli uma estrutura adicional de grupo. Vimos também que as funcoes de agre-
gacoes empregadas nos neurénios do MP/CL, assim como seus predecessores MP
e MP/C, representam operagoes morfologicas elementares entre reticulados com-
pletos.

As principais caracterisiticas do algoritmo construtivo do MP /CL sao listadas

a seguir [91]:
1. Garantia de parada do algoritmo de treinamento;
2. Complexidade O(n5~") no pior caso, onde S & o nimero de classes;
3. Perfeita classificagao dos dados de treinamento;

4. Nenhuma &rea de indecisao é produzida, isto é, nao ha sobreposicao de

hipercaixas com rotulo distintos;

5. Independéncia da ordem com que os padroes de treinamento sao apresen-

tados & rede.

Neste trabalho, investigamos o desempenho e o esforco computacional do mod-
elo MP/CL em problemas de classificagdo bem conhecidos [3, 67]. O MP/CL
exibiu resultados de classificacao satisfatorios, além de convergir rapidamente na
fase de treinamento, sem nenhum ajuste de parametro ou inicializagao de pesos.
Entre os modelos testados, um desempenho similar foi encontrado pelo classifi-
cador FLR, que necessita que alguns parametros sejam determinados de antemao.
Apesar do MP/CL produzir um nimero de neurénios escondidos relativamente
alto comparado ao da MLP, ressaltamos que as operacoes de produto min exe-
cutadas nos nos escondidos do MP/CL envolve um esforgo computacional muito

pequeno, especialmente se implementado em hardware [65].
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Os testes estatisticos sugeridos por DemsSar [22| para comparar varios classi-
ficadores sobre varias bases de dados, em particular, o teste de Friedman com
comparagoes post-hoc, nao pode ser aplicado devido ao ntmero relativamente
baixo de base de dados testadas. Em outras palavras, as informagoes de desem-
penho obtidas dos classificadores nas quatro bases de dados nao sao suficientes

para se obter uma andlise conclusiva utilizando tais testes.
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