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Abstract

We present the operators of fractional integration and differentiation, which can be used to
describe an anomalous diffusion process by means of a fractional differential equation. As an ap-
plication we discuss a fractional differential equation associated with the slowing-down of neutrons
using Laplace and Fourier transforms. With the help of a convenient computational implemen-
tation we obtain graphs of the solutions of this equation. Some properties of the operators of
fractional integration and differentiation are mentioned and used to demonstrate the fundamental
theorem of fractional calculus. The classical Mittag-Leffler function with one parameter and the
Mittag-Leffler function with two parameters play an important role in the study of fractional dif-
ferential equations. The so-called Mittag-Leffler function with three parameters, which generalizes
the previous two functions, naturally arises in the study of the fractional differential equation as-
sociated with the telegraph problem. By calculating the inverse Laplace transform without using
contour integration we obtain new representations for the Mittag-Leffler functions in terms of im-
proper integrals of trigonometric functions; as an application we obtain some interesting improper
integrals which are usually proved by approximation using Fourier analysis or residue theory.

Keywords: Fractional calculus, Fractional differential equations, Mittag-Leffler functions.

Resumo

Apresentamos operadores de integragao e derivacao fracionarias, que em particular, podem ser
utilizados para descrever um processo difusivo andémalo através de uma equagao diferencial fra-
cionaria. Como aplicacao, discutimos uma equagao diferencial fracionaria associada ao processo
de desaceleracao de néutrons, utilizando as transformadas integrais de Laplace e Fourier e através
de uma conveniente implementacao computacional, obtemos graficos associados a solucao dessa
equacao. Algumas propriedades dos operadores de integracao e derivacao fracionarias sdo menci-
onadas e utilizadas para escrever o teorema fundamental do cdlculo fracionario. A classica fungao
de Mittag-Leffler, envolvendo um parametro e a funcao de Mittag-LefHer com dois parametros
desempenham um papel importante no estudo das equacoes diferenciais fracionarias. A chamada
funcao de Mittag-Leffler com trés parametros, que generaliza as duas anteriores, emerge natural-
mente no estudo da equacao diferencial fracionaria associada ao problema do telégrafo. Novas
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representacoes para as fungoes de Mittag-Leffler foram obtidas em termos de integrais improprias
de fungbes trigonométricas, a partir do calculo da transformada de Laplace inversa sem usar um
contorno de integragao e como aplicacao, encontramos algumas integrais improprias interessantes
que, geralmente, sao demonstradas por aproximagao com o uso de analise de Fourier ou teoria dos
residuos.

Palavras-chave: Cilculo fracionario, Equacgoes diferenciais fraciondrias, Fungoes de Mittag-
-Leffler.

viil



Sumario

Introducao

1

Transformadas Integrais

1.1 Convolugdo . . . . . . . .
1.2 Transformada de Fourier . . . . . . . . . . . ...
1.3 Transformada de Laplace . . . . . . . . . . . . .. ...
1.4 Transformada de Laplace inversa . . . . . . . . . .. .. ... ... ... ...
1.5 Transformada de Laplace inversa sem o uso de um contorno de integracao . . . . . .
1.6 Transformada de Laplace unilateral . . . . . . . . .. ... ... ... ... ...

Funcoes Especiais

2.1 Funcdo gama . . . . ... e e
2.1.1 Relagbes envolvendo a fungdo gama . . . . . . . . .. ...
2.1.2  Extensdo da funcdo gama . . . . . . .. ..o
2.1.3 Funcao gama incompleta . . . . . . . .. ..o

2.2 Funcao beta . . . . . . .

2.3 Funcao hipergeométrica . . . . . . . . ..
2.3.1 Representacao integral . . . . . . . . ..o
2.3.2 Relacdo com a funcao gama incompleta . . . . . . . ... ... ... ...

Funcoes de Mittag-Leffler

3.1 Fungao de Mittag-Leffler de um parametro . . . . . .. .. .. ... ... ... ...

3.2 Funcgao de Mittag-Leffler generalizada . . . . . . . . . . .. ... ... ... .....
3.2.1 Funcao de Mittag-Leffler de dois parametros . . . . . . . . . ... ... ...
3.2.2 Funcao de Mittag-Leffler de trés parametros . . . . . . . ... .. ... ...

3.3 Relagbes envolvendo as fungoes de Mittag-Leffler . . . . . . . . ... ... ... ...

3.4 Transformada de Laplace das fungoes de Mittag-Leffler . . . . . . . .. .. ... ..

3.5 Representacao integral das fungoes de Mittag-Leffler . . . . . . . . ... ... .. ..
3.5.1 Casos particulares . . . . . . . . .. ..

Calculo Fracionario
4.1 Integral fracionaria de Riemann-Liouville . . . . . . ... ... ... ... ... ...
4.1.1 Integral fracionéaria das funcoes de Mittag-Leffler . . . . . . . . .. . .. ..

ix

21
21
22
23
28
28
29
30
32

33
33
41
41
42
43
46
48
50



4.2 Derivada fracionaria de Riemann-Liouville . . . . . . . ... ... ... ... ....
4.3 Integral e derivada fracionarias de Liouville . . . . . . . . . . ... ... ... .. ..
4.4 Derivada fracionaria de Caputo . . . . . . . . . . . . ...
4.5 Integral e derivada fracionarias de Weyl . . . . . . . .. ..o oo
4.6 Integral fraciondria de Riesz . . . . . . . . . . ... L
4.7 Derivada fracionaria de Riesz . . . . . . . . . . ... o

Teorema Fundamental do Calculo Fracionario

5.1 TFCF Riemann-Liouville . . . . . . . . . . . . . .
5.2 TFCF Caputo . . . . . . . . . e
5.3 TFCF Liouville . . . . . . . . e
54 TFCF Weyl . . . . o o o
5.5 TFCF Riesz . . . . . . . e
5.6 Aplicagdes . . . . . . L

Equagoes Diferenciais Fracionarias

6.1 Equacao associada a desaceleragao de néutrons . . . . . . . . . .. ... ... ...
6.1.1 Aproximacio da transformada de Fourier inversa de ®(w, ). . . . . . . . . .
6.1.2 Casos particulares . . . . . . . . ...

6.2 Equacao do telégrafo fraciondria . . . . . . . .. ..o

6.3 Equacoes diferenciais fraciondrias lineares . . . . . . . . .. . ... ...

Conclusoes e Consideragoes Finais
A Funcao exponencial em termos das funcoes de Mittag-LefHer

B Implementacao da solugao da equacgao associada a desaceleracao de néutrons

B.1 Caso particular . . . . . . . ..

Referéncias

103
104
106
107
116
119

127

129

131
131

135



Dedico esta Tese a mi”nha mac Inés ¢ ao meu

orientador @YO:‘f, Dy, Edmundo gajoelas de Qliveira,

X1



Xii



Agradecimentos

Agradeco a minha mae, cujo apoio incondicional, forca, incentivo e presenca foram de grande
importancia para que eu pudesse concluir mais esta etapa da minha vida académica.

Tenho a sorte de ter o prof. Dr. Edmundo Capelas de Oliveira como meu orientador de
doutorado, a ele sou grata pelas ideias, orientacao, pelo constante apoio e paciéncia. Além de me
apoiar, me deu total liberdade em minhas pesquisas. Um dos resultados dessa interagao com meu
orientador foi a rapida evolu¢ao de nosso trabalho. Meu orientador é um excelente profissional,
com muita experiéncia em sua area de pesquisa e também é um excelente educador, aprendi muito
com ele, em particular, sobre o calculo fracionario.

Meu orientador, colegas e amigos me ajudaram muito, tanto na area da matemaética, como com
o latex, em particular, agradeco imensamente o apoio do Junior.

Finalizo reconhecendo que esta pesquisa nao teria sido possivel sem a ajuda financeira do CNPq
- Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnologico.

Novembro de 2014.

Eliana Contharteze Grigoletto.

xiii



Xiv



Introducao

O calculo fracionério, nome popularizado para célculo de ordem nao inteira, é da mesma época
que o calculo de ordem inteira, do século XVII, conforme proposto independentemente por New-
ton e Leibniz. O célculo fracionério s6 se tornou uma &area especifica da matemética na década
de setenta, apds uma reuniao que culminou com o primeiro congresso internacional dedicado ex-
clusivamente ao calculo fracionario. Antes disso, s6 estavam disponiveis trabalhos esporadicos e
independentes, sem uma linha consolidada [40].

O tradicional calculo de ordem inteira apresenta inimeras aplicagoes nas areas de matematica,
fisica, ciéncias, entre outras. O cédlculo de ordem nao inteira é um calculo nao tradicional e assim
como o calculo tradicional, apresenta aplicagoes em diversas areas. Dado um nimero a qualquer,
podemos multiplicar esse niimero n vezes, obtendo dessa forma a poténcia a”, podemos também
calcular a poténcia nio inteira de um ntéimero, por exemplo, como a raiz quadrada, 9Y/2 = /9 = 3.
Se fazemos isso com poténcia de niimeros, por que nao fazer com integrais e derivadas, ou seja,
por que nao pensar em derivada e integral de ordens nao inteiras?

Na década de oitenta o calculo fracionario ganhou varios adeptos, em particular, por propor-
cionar aplicagoes explicitas em diversas dreas do conhecimento [1, 16, 32]. A partir da década de
noventa, completamente consolidado, comegam a emergir periddicos especificos e a publicacao de
livros textos em varios idiomas, o que o torna mais popular. Apds o final do século passado, o
calculo fracionario conta com prestigio mundial. Uma linha do tempo, dos primordios aos dias de
hoje, é apresentada em [35, 36, 37].

Hoje, tanto do ponto de vista matematico, como no estudo de novas funcoes, quanto do ponto de
vista das aplicagoes em diversas areas, tais como fisica, processamento de sinais, eletromagnetismo,
finangas, entre outras [9], varias pesquisas sao desenvolvidas visando aplicagoes concretas do célculo
fracionario, que se tornou uma ferramenta importante para lidar, por exemplo, com processos
difusivos anémalos [39], cujo deslocamento quadratico médio (z%(¢)) é uma expressio nao linear
no tempo, em contraste com a difusao usual, onde esse deslocamento é uma expressao linear no
tempo.

No primeiro capitulo apresentamos as transformadas integrais de Fourier e de Laplace, embora
esses conceitos sejam conhecidos, vamos definir a notagao que utilizaremos ao longo desta tese. Na
Secao 1.1 discutimos o conceito de convolugao de sequéncias, bem como a extensao desse conceito
a convolucao de fungdes. Na Secao 1.2 apresentamos a transformada de Fourier, bem como sua
transformada inversa. A Secado 1.3 é outra secdo introdutoéria importante, onde abordamos a
transformada de Laplace, uma ferramenta utilizada para determinar uma solu¢ao particular de
uma ampla classe de equagoes diferenciais ordinarias e de equacoes diferenciais fracionarias. Nao



menos importante é a transformada de Laplace inversa, discutida na Secao 1.4. Outra metodologia
para a transformada de Laplace inversa sem o uso de um contorno de integragao no plano complexo
[2] é apresentada na Segao 1.5. Tal metodologia nos permite expressar algumas integrais improprias
convergentes em termos de novas fungoes, através de uma conveniente escolha para o, que é a parte
real do nimero complexo s, variavel da transformada de Laplace de uma funcdo. Além disso,
apresentamos uma aplicagao envolvendo uma particular equacao do telégrafo.

Em continuagao a alguns conceitos basicos utilizados no calculo fracionario, algumas fungoes
especiais, tais como as fung¢oes gama, gama incompleta, beta e as fungoes hipergeométricas que apa-
recem como solucao de algumas equagoes diferenciais, sao abordadas no segundo capitulo. Na Secao
2.1 apresentamos a func¢ao gama, também conhecida como funcao de Euler de segunda espécie,
ela é uma das mais importantes fungoes da fisica matematica. Ao olharmos para a fungao fatorial
de um numero natural, isto nos dé os pontos (0,1),(1,1),(2,2),(3,6), (4,24), (5,120), (6, 720), ....
Marcando estes pontos no plano, existe uma forma de unir os pontos e preencher o grafico para
mais valores se considerarmos a fungao gama, que é definida em termos de uma integral imprépria.
Algumas distribuigoes de probabilidades sao definidas em termos da funcao gama. Na mecanica
quantica nao relativista, a funcao gama é utilizada, por exemplo, para expressar a dispersao de
Coulomb durante uma colisdo entre duas particulas carregadas [6]. Algumas relagoes envolvendo
a funcao gama, bem como seu prolongamento analitico ao plano complexo sao apresentadas nas
Subsecoes 2.1.1 e 2.1.2, respectivamente. Ja a funcdo gama incompleta é discutida na Subsecao
2.1.3. Ainda no segundo capitulo, na Secao 2.2 apresentamos a funcao beta e na Segdo 2.3 a
funcao hipergeométrica generalizada. Algumas representacoes integrais conhecidas para fungoes
hipergeométricas particulares sao apresentadas na Subsecao 2.3.1.

A fungdo f(z) = e* emerge naturalmente como solu¢ao de equagoes diferenciais ordinrias
com coeficientes constantes. No caso das equagoes diferenciais fracionarias, ainda com coeficientes
constantes, emergem as chamadas func¢oes de Mittag-Leffler como solucdo. Podemos interpretar
as fungoes de Mittag-Leffler como generalizagoes da funcao exponencial. As fungoes de Mittag-
-Leffler de um, dois e trés parametros sdo apresentadas no terceiro capitulo, nas Secoes 3.1 e 3.2,
respectivamente. Discutimos ainda algumas rela¢oes envolvendo as fungoes de Mittag-Leffler na
Secao 3.3 e sua transformada de Laplace na Secao 3.4.

A partir do célculo da transformada de Laplace inversa sem utilizar um contorno de integracao,
expressamos na Secao 3.5, a funcdo de Mittag-Leffler de trés parametros como uma integral em
R*. Como casos particulares, apresentamos algumas integrais improprias convergentes de funcoes
trigonométricas, que podem ser escritas em termos das func¢oes de Mittag-Leffler.

Tradicionalmente, o conceito de derivada é associado a um ntmero natural, podemos derivar
uma funcio uma, duas, trés,..., n vezes. E interessante entdo investigar a possibilidade de derivar
« vezes uma funcdo, onde o é um ntmero complexo.

A primeira ideia para isso é observar as propriedades da derivada de ordem inteira e entao
tentar generalizd-las. Nao existe apenas uma maneira de fazer isso [10].

Por exemplo, considerando n € N, a derivada de ordem inteira satisfaz as propriedades:

n n

d d
(i) Y cf(t)] =c T (t), onde ¢ é constante;

n n dn

() S [70) £ (0] = o (1) & Sl



n

(i) =7 [t"] = (

m—n)!

m!
t"" comm >n e m,n€N;

. dr n n .
(iv) = [F() - 9] =3, | "M )g® ).
dt i \k
A maior dificuldade, quando pensamos em derivada de ordem néo inteira, é substituir o fatorial,
que ¢é definido apenas para nimeros naturais, por uma fun¢ao definida para ntimeros complexos.
Mas existe uma fungdo especial, a saber, a fun¢ao gama, definida por:

['(z) = / t*~te~tdt,
0
para Re(z) > 0, n natural nao nulo, de modo que I'(n + 1) = nl.
Entao, na propriedade (iii), se considerarmos «, p € C, de modo que Re(a) > 0 e Re(u) > —1,
podemos escrever

d* o I'(p+1)

Tl el v s U M

Discutimos as operacoes de integragao e derivagao fracionarias no quarto capitulo, bem como
algumas de suas propriedades. Mais especificamente, na Sec¢ao 4.1 introduzimos o conceito de
integral fracionédria de Riemann-Liouville como uma generalizagao do conceito de integral de ordem
inteira e na Secao 4.2, apresentamos a derivada fracionaria de Riemann-Liouville.

Em [44], Osler determina uma expressao para a derivada fraciondria de uma funcao analitica
utilizando a série dessa fun¢ao, com isso, dadas duas fungoes analiticas, determina uma expressao
para a derivada fraciondria do produto dessas fungdes, que nao generaliza a propriedade (iv).

A derivada fracionaria a esquerda, segundo Riemann-Liouville, é definida de modo a obter a

igualdade na equagao (I) para a derivada fracionéria da funcao f(t) = t*.

d
O que seria entao FTe] {t_m} para m natural nao nulo? Temos que

d” I'(m+n)

T [tim} = (_1)nwt7(m+").

Usando a ideia para a derivagdo de ordem nao inteira, temos

d® —-m
a© ]

I(m+ «)

(1 gt

Essa nova defini¢ao precisa ser mudada, visto que, para 0 < a < 1, por exemplo, a derivada de
ordem nao inteira poderia transformar uma funcao real em uma funcdo complexa ou uma funcao
complexa em uma funcao real apds a derivacdo. A derivada fracionaria de Liouville a direita,
apresentada na Secao 4.3, é definida de modo a recuperar a derivada de ordem inteira da fungao
f(t) =t=™, com m natural nao nulo.

Para resolver uma equacao diferencial fracionaria envolvendo uma funcao que tem uma variavel
temporal, em alguns casos, se temos condigOes iniciais para o problema, ¢ conveniente utilizar o
operador de derivagao fracionaria de Caputo, apresentado na Secao 4.4.



Integracao e derivagao fracionarias, conforme definidas pelos operadores de Riemann-Liouville,
sao bem adequadas para séries de poténcia, mas nao para fungoes definidas por séries de Fourier. Se
f(z) é uma fungao periddica de periodo 27, entdo a integral fracionaria segundo Riemann-Liouville
dessa funcao pode nao ser periddica, neste caso convém utilizar os operadores de integracao e
derivacao fracionarias de Weyl. Uma discussao para esse caso é apresentada na Secao 4.5.

Continuando a discussao sobre operagoes de integracao e derivagao fracionarias, nas Secoes
4.6 e 4.7 vemos que para obter uma integracdo ou derivacao fracionaria no espago euclideano
R™, devemos encontrar poténcias fracionarias (—A)O‘/ % do operador Laplaciano. No caso em que
Re(a) < 0, chamamos tal poténcia de integral fraciondria de Riesz e no caso em que Re(a) > 0,
chamamos de derivada fracionaria segundo Riesz.

O teorema fundamental do calculo de ordem inteira estabelece uma relacdo entre os processos
de integracao e derivacao, ele diz que a integracao e diferenciacdo sao processos inversos, além
disso, as integrais podem ser calculadas para encontrar primitivas. O teorema também pode
ser usado para fazer determinados calculos, em particular, podemos determinar o limite de uma
fungao usando o teorema fundamental do célculo [26]. Apds generalizar os conceitos de integragao
e derivagao, naturalmente podemos generalizar o teorema fundamental do cdlculo para operadores
de integracao e derivacao de ordem nao inteira.

No quinto capitulo apresentamos o que chamamos de teorema fundamental do calculo fraciona-
rio [25], uma possivel generalizacao do teorema fundamental do calculo. Aplicagdes deste teorema
[14] sdo apresentadas na Se¢do 5.1, onde utilizamos o teorema para resolver algumas particulares
equagoes diferenciais fracionarias.

Sabe-se que o calculo de ordem inteira é uma ferramenta poderosa para explicar e modelar
muitos processos importantes em ciéncias aplicadas. Experimentos e a realidade ensinam-nos
que existem muitos sistemas complexos anomalos na natureza e na sociedade que nao podem ser
modelados com o céalculo classico. A modelagem de fendmenos anémalos requer o desenvolvimento
de uma teoria, andloga ao caso classico, para equacoes diferenciais fracionarias.

Aplicagoes do calculo fraciondrio sao apresentadas no sexto capitulo, onde discutimos, por
exemplo, a equacao diferencial fracionaria associada a desaceleracdo de néutrons na Secao 6.1 e
através de uma implementacao em MATLAB para a solu¢ao aproximada, obtemos os graficos para a
solucao. Ja na Sec¢ao 6.2, expressamos a solucao para uma equacao do telégrafo fracionaria, usando
transformadas integrais e a metodologia da transformada de Laplace inversa sem um contorno de
integracao, conforme discutida na Se¢ao 1.5.

Na Secao 6.3 abordamos uma teoria basica para sistemas de equagoes diferenciais fraciondrias
lineares, onde utilizamos os operadores de derivacao segundo Riemann-Liouville e Caputo. Além
disso, desenvolvemos dois teoremas sobre as autofungoes associadas a esses operadores e através
desses teoremas, resolvemos tais equagoes diferenciais, expressando a solugao no caso homogéneo.
Incluimos ainda alguns exemplos ilustrativos. Enfim, apresentamos as conclusoes e dois apéndices
que concluem o trabalho.



Capitulo 1

Transformadas Integrais

As transformadas integrais constituem uma poderosa ferramenta para resolver uma equacao
diferencial. Neste capitulo, abordamos as transformadas de Laplace e Fourier, bem com suas trans-
formadas inversas, visando a resolucao de equacgoes diferenciais fracionarias. Discutimos apenas
as principais propriedades. Para um estudo especifico sobre estas duas transformadas, sugerimos
o livro [55].

Apresentamos inicialmente, algumas defini¢des da andlise funcional que serao utilizadas.

Definicao 1.1 (Espaco L? (€2)). Seja Q = [a,b] (a < b), um intervalo finito ou infinito no eixo
real R. Denotamos por L? (£2), com 1 < p < oo, o conjunto das fungoes complexas f em €2,
p—integrdveis no sentido de Lebesgue, ou seja, || f||, < oo, onde

([ Irraz)”, e 1<p<o,

171, = sup [f| = inf {c € R: [f(x)] < c}, se p=o0.
Q

Na definigao a seguir, considere [a, b] um intervalo finito no eixo real R.
Definigao 1.2 (Espaco AC™ [a,b]). Para! n € N*, denotamos por AC" [a, b], o espago das fungoes
complexas f(x), cujas derivadas até a ordem n — 1 sdo absolutamente continuas em [a, b], de forma
que? f=Y(z) € ACa,b).
1.1 Convolucao

Dadas duas sequéncias {a, },” e {b,}o , a convolucdo dessas duas sequéncias é definida como a
nova sequéncia

{en}e = lim (Z ajbnj) = lim (Z %jbj)-
j=0 j=0

Neste trabalho definimos N* := {1,2,3,...}.
4=

2Utilizamos a notacgio f("~1(z) =



A sequéncia {c, },” aparece quando multiplicamos duas séries da forma
> . 0 . e .
o LI — o
TR SUERS re)
=0 =0 =0

Por exemplo, quando multiplicamos duas séries de Laurent [13], temos que calcular uma con-
volugao de sequéncias.

Raciocinio andlogo a convolugdo de sequéncias pode ser estendido para fungoes continuas. A
integral

o0 o0

flx —7)g(r)dr = / f(r)g(x — 7)dr, (1.1.1)

—00

() = f(2) * glw) = (F+ 9) (1) = |
geralmente surge no calculo das transformadas de Laplace e Fourier. Essas transformadas integrais
serao discutidas nas secOes seguintes. A notacgdo * significa convolucao, ou ainda, produto de
convolugao.

Se as funcoes f(x) e g(x) sao tais que

flx—71)=0, se v > 7T

g($) = 07 se T € (-O0,0),
entdo a equagao (1.1.1) pode ser escrita da forma

(f+9) (@) = [ f(w=T)g(r)ar. (112

1.2 Transformada de Fourier

Nesta secao apresentamos a definicao e algumas propriedades da transformada de Fourier de
uma funcio ¢(r) € L'(Q). Comegamos com a transformada 1—dimensional [55], para depois
estendé-la ao caso n—dimensional.

L L
Seja p(z) uma fungdo periédica com periodo L no intervalo —5 <z < 5 entao podemos

escrevé-la como uma série exponencial [43]

pla) = S @ne T, com s?vn:/i p(x)e T da.

n=—oo 2
2
Seja w, = % A variagao de w,(Aw,) é dada por
2n(An) 27
A n — = T
“ L L

2
pois An = 1. Substituindo % por Aw,, temos



I & A iWn® 1 - A Wn® L 1 - A Wn®
SO(JJ)ZE Z pne" =1 Z pne" <27TAW”> =5 Z Dn€" " Aw,,.

n=—oo n=-—o00

Fazendo L — oo, Aw,, — 0, com isso a série acima é a integral
1 oo : 1 oo ,
p(r) = 5= / PneFdw, = — / G (wn) e dwy,,
21 J—0 21 J-o

onde substituimos ¢, por @(wy,), pois,

Como L — oo, obtemos

Blen) = [ pla)errda,

—0o0

Podemos agora abandonar o indice n, escrevendo

o) =5 [ pede e o) = [ pla)e e

21 J oo —00
A primeira integral é conhecida como a transformada de Fourier inversa e a segunda como
transformada de Fourier de ¢(x). Assim, a transformada de Fourier 1—dimensional, ou simples-
mente transformada de Fourier, da fun¢ao ¢(x) denotada por F [¢] (w) = ¢ (w), com ¢ : R — R
e ¢ : R — C, é definida por

e}

Flp] (w) = ¢ (w) = / o(x)e ™ dr. (1.2.1)

—00

A transformada de Fourier inversa de g(w), denotada por F~1[g] (z) = g(x), é definida por
—1 5 1 > . WL
F g @) = g(a) = o [ glw)erde (1.22)

A transformada de Fourier de uma funcao é interpretada como sendo a sua decomposicao
exponencial.

As integrais nas equacdes (1.2.1) e (1.2.2) convergem absolutamente para fungdes ¢(z) € L' (R)
e §(w) € L' (C) e para funcdes “suficientemente boas” [32].

Cada uma dessas transformadas é inversa uma da outra, ou seja,

FlFo=0¢ e FFlg=4.
A seguir algumas propriedades da transformada de Fourier 1—dimensional.
e Linearidade: F (a1p1 + asps) = a1 F (¢1) + asF (p2).

e Convolucdo: F [p1 * pa] (w) = @1 (w) P2 (w).

e Multiplicacdo: F [p1 - po] (w) = —¢@1 (w) * Pa (w).



e Derivacdo: F [cp(”)} (w) = (iw)" p(w); FH [gﬁ(")} = (—iz)" ¢ (x), com n € N.

Considere agora ¢ : R" — R. Neste caso, a transformada de Fourier n—dimensional da funcao
¢(x) e a respectiva transformada inversa, sao dadas por

Flelw) = ¢w) = [ pl@)erda (12.3)
e
F gl (2) = g (2) = (2710“ L dw)e==do, (1.2.4)
onde & = [r1,T9,....,7,] € R", w = [wy,wo,...,w,] € R", com ¢ : R* — C, o produto w-x =
LWy + Tows + ... + TpWn, dx = dzdzsy...dx, e dw = dw;dws...dw,,.
Se A é o operador de Laplace n—dimensional, ou seja,
0? 0? 0?
= a2 + e 4t B
entao
FlAp)(w) =~ |w* ¢ (w). (1.2.5)

1.3 Transformada de Laplace

A transformada de Laplace é usada para determinar uma solucdo particular de uma ampla
classe de equagoes diferenciais, tanto as de ordem inteira, quanto as de ordem nao inteira.

Seja f(t) um sinal (som, potencial elétrico,...), entdao a transformada de Laplace bilateral de
f(t), denotada por .Z [f] (s) = F(s), é definida por

L1 (s) = F(s) = /O:O et F()dt, (1.3.1)

onde s = o + i1 € C.

Se s = iw, entdo F(iw) é a transformada de Fourier de f(¢). Transformadas de Fourier de sinais
sempre existem para sinais em L' (R), o mesmo nao ocorre para as transformadas de Laplace, pois
s = 0 + 171 pode induzir um crescimento exponencial. Assim, devemos nos preocupar com a regiao
de convergéncia (RC).

De fato, se f(t) € L' (R), por (1.3.1) podemos observar que

A

f (w)’ = |F(iw)| < 00, ja que ‘e’i“’t‘ = 1.

Enquanto que em Z [f], temos que

—st o+iT)t —ot

= ‘37(

e = e

que pode crescer indefinidamente [18].



No caso particular em que fi(t) = e *“u(t), onde a > 0 e u(t) é a fungao degrau unitério,

definida por

1 set>0
u(t) =<’ -7 1.3.2
®) {0, set <0, ( )
temos por (1.3.1), que
o0 0o —(ats)t | 1
Fi(s) = _/ e Se My (t)dt = / elo+)tqy — _C = )
—o0 0 s+a |, s+ta
se Re(s) > —a. Logo, a RC é o semiplano complexo Re(s) = o > —a.
Se considerarmos fa(t) = —e~*u(—t), onde a > 0 e u(t) é a fun¢do degrau unitério, por (1.3.1),
temos que
% 0 (ats)t |0 1
Fy(s) = / —e e %u(—t)dt = / —em oty = € = :
—o0 —00 s+a s+a

se Re(s) < —a. Logo, a RC é o semiplano complexo Re(s) = 0 < —a.

Podemos observar que Fy(s) = Fy(s), entretanto fi(t) # f2(t), o que diferencia os dois casos é
a RC.

Para um sinal de tempo continuo f(t), onde ¢ denota a variavel temporal, utilizamos a trans-
formada de Laplace unilateral, ou simplesmente transformada de Laplace

L1f](s) = F(s) = /0 Tt p(d)dt, (1.3.3)

onde s = o +i7 € C.
Vamos entao definir a RC para a transformada de Laplace em (1.3.3). Comecamos com a
defini¢do a seguir.

Definig¢ao 1.3 (Ordem exponencial). Uma fungao f(¢), definida para t > 0, é de ordem exponencial
se existem constantes reais M > 0, t5 > 0 e a € R, tais que

|f(H)] < Me*, para todo t > to, (1.3.4)

ou equivalentemente, se

UM <M e Jim | f() e

t—o00

=0.

Uma fungao f é limitada se existe M > 0 tal que |f(¢)| < M, para todo ¢ no dominio de f.
Assim, se f é limitada, dado a > 0, temos

e f(t)] <M, para todo t > 0,

pois |e~*| < 1. Logo, toda funcao limitada é de ordem exponencial.
Uma fungao de ordem exponencial no infinito e continua por partes em todo intervalo [0, A],
com A > 0 é dita admissivel.



Teorema 1.4 (Existéncia da transformada de Laplace unilateral). Se uma funcao f(t), definida
para t > 0, é continua por partes em todo intervalo fechado 0 < ¢t < ¢, com ¢ > 0 e de ordem
exponencial, entdo existe a € R de modo que .Z [f] (s) existe para Re(s) = o > a.

Demonstragio. Sendo f de ordem exponencial, pela Defini¢ao 1.3, existem constantes reais M > 0,
to > 0 e a, de modo que |f(t)] < Me™, para todo t > t;. Calculando a transformada de Laplace
de f(t), temos

2 = [ e rwar= [ Tt ydi+ [ ety ()t

(I) (II)

A integral (I) existe pela hip6tese de que f é continua por partes em todo intervalo fechado
0 <t <. No caso da integral (II), temos

at

FOI<Me = et <Moo

Escrevendo s = o + i,

—ot—itt

—ot ‘ ‘ efift

= ‘e = ‘e = ‘e"’t‘.

Logo, podemos escrever

‘eiStf(t)‘ <M ‘e"’t e™ = Me 7te™ = Me~ (o9t

ou seja,

]e*sf f(t)] < Me (om0,

Com isso, impondo a condi¢do o > a, a integral (II) é convergente para Re(s) = o > a. Assim,
Z1f] (s) existe para Re(s) > a. |

Concluimos entao que a transformada de Laplace F(s) em (1.3.3), existe em um dominio contido
no semiplano complexo, onde Re(s) = o > a, com a real satisfazendo (1.3.4).

A transformada de Laplace é um operador linear, pois se F(s) e G(s) sao as transformadas de
Laplace das fungoes f(t) e g(t) respectivamente, e a e b sdo constantes, entao

ZLlaf+bgl(s)=aF(s)+bG(s).

Em particular, a fungao f(t) = e~ é de ordem exponencial, pois dado a > 0, | f(t)| = [e™*| < 1

para todo ¢ > 0. Além disso, f(t) é continua. Logo, pelo Teorema 1.4, Z [f](s) existe e é dada
por

ef(aJrs)t 0 1

F(s) :/ e Stemtdt :/ e-l@ttqr = — = ,
0 0 s+a |, s+a

se Re(s) > —a.
Se f(t) =t", com n € N, entdao paraa > 0et >0,

10



lim =" = 0 (basta usar I’'Hopital n vezes),
t—00

assim f é de ordem exponencial. Sendo f continua, Z [f] (s) existe e é dada por

n!

F(s) = sy com Re(s) > 0.
B d d2 dn—l )
Para uma fun¢ao f : R — R, com f(¢), &f(t), @f(t), s %f(t) continuas em [a,c] C R e

d’ﬂ
@f(t) continua por partes em [a, ] C R, de modo que existam constantes a, M> 0 e ¢ty > 0 tais
que

dn—l

()] < M, e (0] < e

d i
— f(t)] < Me™, ...
0] <M.

para todo t > t5. Entao para Re(s) > a,

d" n—1 dn—l—j
- — n _ J
2| gt @ =26 3 (2w ] | (135)
: N qr
Para obter (1.3.5), basta fazer n integragoes por partes em & [dt”f] (s).

1.4 Transformada de Laplace inversa

A RC da transformada de Laplace é o que faz a diferenca para determinar a transformada de
Laplace inversa, ja que ela é tnica.
Escrevendo s = ¢ + 7 na equagao (1.3.1), temos que

F(o +it) = / T glorint f(t)de,

—00

de onde segue que

F(s) = /_ Z e~ F()e T dt,

ou seja, F(s) é a transformada de Fourier da funcao e ?!f(¢). Podemos entdo obter a funcao
e 7' f(t) aplicando a transformada de Fourier inversa, isto é,

1 oo .

et f(t) = —/ F(o +ir)e'™dr,
21 J -0

ou seja,

1 oo 4
f(t) / F(o +i7)el"tmtdr,

T 2r )

11



Fazendo a mudanca de variaveis o +i7 = s, obtemos a representacao integral para a transformada
de Laplace inversa, dada por
[t = 2 F1 () = — Jim [ e F(s)d (1.4.1)
= = — lim e s)ds 4.
271 T Joir ’

onde Re(s) > 0y, de modo que todas as singularidades de F(s) estejam do lado esquerdo a reta
Re(s) = 0y do plano complexo.

A seguir, alguns teoremas e defini¢dbes importantes para o calculo da transformada de Laplace
inversa.

Defini¢ao 1.5 (Fungao analitica). Uma funcao f(z) : C — C é analitica em um dominio D € C,
se f(z) é definida e diferencidvel em todos os pontos de D. A fungao f(z) é dita analitica em
2o € D, se f(z) for analitica em uma vizinhanca de z;. Os pontos de z € D nos quais f(z) nao é
diferenciavel, sao chamados pontos singulares de f.

Definicao 1.6 (Funcao inteira). Uma funcdo f(z) : C — C ¢ inteira se é analitica em todo o
plano complexo e nao tem singularidades, exceto no infinito. Toda fun¢do inteira admite uma
representacao da forma

o0
f(z)= Zajzj, valida para |z| < oo.
=0

As fungoes de varidveis complexas podem ser expandidas em séries de Taylor ou Laurent. A
expansao em série de Taylor, em torno de zj, é utilizada nos casos em que a funcao é analitica em
uma vizinhancga de zg, exceto em zy. A expansdo em série de Laurent, em torno de zg, é utilizada
quando a func¢do nao é analitica em 2y e em uma vizinhanca de zy, mas é analitica em uma coroa
circular em torno de zp.

Se f(z) é analitica em uma regido R, exceto em V., que consiste em uma vizinhanga de zy e
no préprio ponto zp, que é uma singularidade de f, entdo f(z) possui uma expansao em série de
Laurent para todos os pontos préximos de zy, exceto em V. A série de Laurent de f(z) em torno
de z = zy é definida da forma

f(z) = _z: a; (z — 2, para todo z € R\{V,,}, (1.4.2)

onde

1
SRR
2mi Jo (2 — z)i*!
com j € Z, e C' uma curva fechada simples contida na regidao R que contém z.
Podemos calcular os coeficientes da série (1.4.2), utilizando o Teorema 1.8 e (1.4.3). Para o
f(z)

———~—— tem polo de ordem j + 1 na singularidade z = z;.

coeficiente a;, a fungao

12



Fazendo j = —1, encontramos

_ 1 fiz) 1
a1 = %j{c = ZO)()dz = %fcf(z)dz,

de onde segue que

2mia_q = jécf(z)dz

Para efetuar uma integracao no plano complexo da forma

onde ¢g(s) tem um nimero finito de singularidades, usamos o contorno de Bromwich, que consiste
em uma curva vertical C' = {s = o9 + i7, com — oo < 7 < oco}. Essa curva vertical é uma linha no
plano complexo, paralela ao eixo imagindrio, de forma que todas as singularidades de g(s) estejam a
sua esquerda, no semiplano {s = o + i, com o < 0p}. Podemos calcular a integral através de uma
curva simples fechada no plano complexo, no sentido anti-horario, de modo que as singularidades
de g(s) estejam todas no interior da curva fechada.

Teorema 1.7 (Cauchy-Goursat). Seja f(z) uma func¢do analitica em um dominio D, simplesmente

conexo. Se C' é um caminho simples e fechado, com C C D, entao 7{ f(z)dz = 0.
c
Demonstra¢io. A demonstracao para este teorema pode ser encontrada em [13]. [

Se f(z) tem um polo [13] de ordem m em z = z;, entdo o residuo de f(z) em z; é dado por

. 1 dm_l
Res (z) = lim (m — 1)l dem—1

[(z—=2)"f(2)], se m > 1. (1.4.3)

Teorema 1.8 (Teorema dos residuos). Seja f(z) uma fung¢ao analitica no fecho de uma curva
fechada simples C, exceto em um numero finito de pontos singulares isolados zi, 2o, 23, - -, 2k,
dentro de C'. Entao,

j{c f(2)dz = 2mi Zzzl Res (z;).

Vamos esbocar um calculo explicito envolvendo a transformada de Laplace inversa. Considere

1
F(s) = .
(8) =57
As singularidades de F(s) sdo sy = i e s = —i. Com isso vemos que F(s) tem polo simples,

ou seja, de ordem 1, em s; e So, que se encontram do lado esquerdo do semiplano complexo
{s =0 +1i1:0 < 0y}, conforme a figura a seguir.

13
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Figura 1.1: Contorno de Bromwich de F(s).

Com base no contorno de Bromwich da figura acima, vamos determinar .2~ [F] (¢).

1 oo+iT 1
LUE() = — lim [ e ds

2mq T o0—1iT 52 +1

1 1
:—,/ et ds
2mi Jo 241

1 1
= — lim st

- ds
270 R—oo Joy(R)y+Co(R)  $2+ 1

2
= L 21y Res (s;)
i=1

27
= sent.

Na proxima segao, apresentamos uma metodologia para efetuar o célculo da transformada de
Lapalace inversa sem utilizar um contorno de integracao.

1.5 Transformada de Laplace inversa sem o uso de um con-
torno de integracao

Poucos anos atras Berberan discutiu a inversao analitica da transformada de Laplace sem
utilizar um contorno de integragao [2]. Berberan justifica o célculo devido a sua importancia
em problemas envolvendo a lei do decaimento da luminescéncia que é amplamente utilizada na
fisica, quimica e ciéncias bioldgicas [58]|. Nesta se¢ao, faremos um resumo deste trabalho, visto
que vamos utilizar tal resultado. Convém ressaltar que o trabalho apresenta alguns erros, mais
especificamente, as equagoes de niimeros (7), (8), (12) e (13) apresentam incoeréncias mateméaticas.

14



A transformada de Laplace de uma funcao real f(t), definida para t > 0, é definida na equagao
(1.3.3) e sua respectiva transformada de Laplace inversa é definida na equagao (1.4.1).

Fazendo a mudanca de variaveis s = o + i1, com o, 7 € R, podemos reescrever a transformada
de Laplace inversa de f(¢) da seguinte forma

f(t) il /oo " F(o +iT)dr. (1.5.1)

"o )
Escrevendo F(o +i7) = Re[F(o +i7)] + iIm[F(o +i7)] e €™ = cos(tT) + isen(tT), temos

f(t) il {/OO [Re [F(o 4 i71)] cos(tT) — Im [F(o + i7)] sen(tr)| dT +

“ o U

i f ¥ [Im[F(o + i7)] cos(tr) + Re [F(o + i7)] sen(t7)] dT} .

—0oQ
Como f(t) é uma funcao real, podemos escrever

/oo [Im [F (o +i7)] cos(tT) + Re [F(o +i7)] sen(t7)] dT = 0,

—0o0

de onde segue a expressao para f(t):

ot

f(t) = ;—F /_o:o [Re [F(o + i71)] cos(tT) — Im [F(o + iT)] sen(t7)] dr. (1.5.2)

A partir da equagao (1.3.3), temos que
Re [F(o + ir)] = /0 T et f (1) cos(tr)dt (1.5.3)
Im [F(o + i7)] = — /O T et £(t) sen(t7)dt, (1.5.4)

com isso, vemos que a func¢do ¢(7) = [Re[F(o + i7)] cos(t7) — Im [F (0 + i7)| sen(t7)] é par, desse
modo, a equagao (1.5.2) pode ser escrita como

f(t) = 6: /OOO [Re [F (o + i7)] cos(tT) — Im [F(o + iT)] sen(t7)] dr, (1.5.5)

ondet >0 e o > 0y. Esta expressao recupera a funcao cuja transformada de Laplace é conhecida,
isto é, explicita a funcdo como uma integral real.

Através do calculo da transformada de Laplace inversa sem um contorno de integragao no
plano complexo, com uma conveniente escolha para o, que é a parte real do nimero complexo
s, variavel da transformada de Laplace de uma funcao, expressamos algumas integrais impréprias
convergentes em termos de uma nova funcao.

Considere a transformada de Laplace da fungdo exponencial, dada por




para t > 0 e Re(s) > 1. Escolhendo 0 = 2 e escrevendo s = 2 + i7, temos
1 1 1 . T
= - = — 1 .
s—1 14dir 1472 1+72

Assim, pela equagao (1.5.3), podemos escrever

1
1+ 72

=Re[F(2+i7)] = /OO e % e cos(tr)dt,
0

ou seja,

—/ b cos(tT)dt, (1.5.6)

para 7 € R.
Por outro lado, pela equagao (1.5.4), podemos escrever

7 _:72 =Im[F(2+ir)] = —/0 e el sen(tr)dt,
ou seja,
T _ /oo e 'sen(tr)dt (1.5.7)
1+72  Jo ’
para 7 € R.

Em particular, se 7 = 0 na equagao (1.5.6), temos que

/ e tdt = 1.
0

Utilizando essa metodologia de transformada de Laplace inversa, podemos mostrar, por exem-
plo, que ndo existe uma fungdo f(¢) cuja transformada de Laplace seja F(s) = sens. De fato,
vamos supor que exista uma func¢do f(t) de modo que sua transformada de Laplace F(s) seja
F(s) =sens. Escrevendo s = o + iT, temos que

ZLf@t)] (o +ir) =F (0 +ir) =sen (o +ir).

Utilizando a relagao

eis e—is
sens = ————
2
temos que
6i(0’+’i7’) _ efi(aJriT) i )
F (O’ + ZT) — 2 - — 5 (676*10 77’610)
7
Fazendo as substituicoes
—i0 : e .
e " =coso —iseno e e'? = coso + isenao,

temos
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F(o+1i1)=senc (e—;e) +icoso <€_2€> ,

de onde segue que

F(o+it) =seno - coshT 4 icoso - senh .

Separando as partes real e imaginaria de F (o + i7), temos que

Re [F(o 4 i1)] = seno - cosh

Im [F(o 4 i7)] = coso - senh 7.

Finalmente, utilizacdo a equagao (1.5.5), podemos escrever

ot IS
f(t) = e / [sen o cosh 7 cos(t7) — cos o senh 7 sen(t7)] dr. (1.5.8)
7 Jo

Através de alguns testes computacionais, verificamos que a integral que define f(¢) na equagao
(1.5.8) é divergente para os valores de o que foram testados. Logo, neste caso, ndo encontramos
uma fungao f(t) tal que sua transformada de Laplace seja a funcao sen s.

Outras integrais improprias interessantes podem ser obtidas a partir das fungoes de Mittag-
-Leffler, que serao apresentadas no préximo capitulo.

1.6 Transformada de Laplace unilateral

No contexto de equacoes diferenciais, surgem singularidades de descontinuidades em sinais ou
fungoes. Quando isso acontece, devemos considerar essas singularidades e trata-las de modo especi-
fico quando utilizamos a transformada de Laplace unilateral. Em [34] encontramos uma discussao
detalhada sobre os limites inferiores de integragdo na definicdo da transformada de Laplace, tais
como

Lo [FO) ) = [T e f(e)at (16.1)
L O] (s) = /0 T et f ()t (1.6.2)

Contudo, considerando a transformada .2, como na equagao (1.6.1), temos que

2, [0()] = 0,

enquanto que se considerarmos .Z_ como na equagao (1.6.2), temos
Z [6(t)] = 1.
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Para uma fungao real f(t) definida para t > 0, pela equagao (1.3.5), podemos escrever a relagao

n—1

LMW (s) = "L [f](s) = X S fT(0). (1.6.3)

J=0

Quando consideramos as transformadas de Laplace unilaterais, conforme definidas nas equacoes
(1.6.1) e (1.6.2), podemos obter as expressoes

n—1

2. [10] () =" Z [ (5) = 80 07) (16.4)

J=0

2 (1] () =2 1] (6) - & S 70, (16

J=0

Em particular, se n = 1 na equagao (1.6.4), podemos escrever

2L [f ()] (s) = s2[f](s) = F(07).
Tomando o limite com s — 0o na equagao acima, temos que

lim {2, [£'(0)] ()} = lim {s.2[£](s) — £(0")},

ou seja,
tim { [Tt (dt] = lim (2 [f] (5)} ~ FO7),

de onde segue que

lim (2 [/]()} = £(0°). (16.6)

Considere a versao classica do problema associado a desaceleracdo de néutrons, proposta e
estudada por Sneddon [55]. Essa equagao indica que o movimento da desaceleragdo de néutrons
em um material é semelhante & difusdo de calor. Além disso, o autor salienta a importancia
do estudo da difusdo de néutrons, principalmente na teoria da reagao nuclear em cadeia. Esse
problema pode ser descrito através da equacao diferencial parcial

w2, t) = uge(x,t) + T(x, ),

onde u(x,t) é denominada densidade da desacelera¢ao de néutrons, que representa o nimero de
néutrons por unidade de volume por unidade de tempo em que atingem a idade ¢, x representa
a varidvel espacial e T(x,t) é uma funcao fonte. Consideramos o caso em que T(z,t) = 6(x)d(t),
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que representa o problema em um meio infinito, com isso, o problema classico da desaceleragao de
néutrons é descrito da seguinte forma

ur(z,t) = Ugy(x,t) + 0(2)0(t)

u(z,0) = 6(x) (1.6.7)
|Il|iinOO u(z,t) = 0.

A seguir, apresentamos duas resolucoes para esse problema, uma utilizando a transformada de
Laplace definida em (1.6.1) e outra sem utilizar a transformada de Laplace.
Aplicando a transformada de Fourier em (1.6.7), obtemos

Uy(w,t) = —w?U(w, t) + 4(t)

U(w.0) = 1. (1.6.8)

onde U(w, t) é a transformada de Fourier de u(z, t) com relagao a variavel z. A condigao U(w,0) =1
corresponde a filtragem de 0(z). Podemos reescrever a equacao (1.6.8) da forma

(iertU(w, t) = ()™

Integrando ambos os membros da equacao acima, obtemos
w2t t w2T
e’ "Ulw, t) = c+/ d(7)e Tdr,
0

ou seja,

2 t 2
e "U(w,t) =c+ / 5(1)e™ Odr = ¢+ (6% g) (0),
0
onde g(t) = e “’*. Dessa forma, temos que

e 'U(w, t) = c+ g(0) = c + 1.

Utilizando a condigao inicial, podemos escrever

¢ U(w,0) =c+1 = l=c+1 = c=0.

Logo,
Uw, t) = e

Aplicando agora a transformada de Fourier inversa na equacao acima, obtemos a solucao®

1 2
u(x,t) = ———=e" /4, para t > 0. (1.6.9)

2Vt

Vale ressaltar que se utilizarmos a transformada de Laplace para resolver o problema (1.6.7),
vamos encontrar uma solucao diferente se nao considerarmos a singularidade da distribuicao delta

3Veja [55], pagina 215.
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de Dirac em ¢t = 0. De fato, aplicando a transformada de Laplace em (1.6.8) e usando a relagao
(1.6.6), obtemos

sU(w, s) — U(w,0) = —w?U(w, s) + 1,
onde U(w, s) é a transformada de Laplace de U(w, ).
Utilizando a condigao inicial U(w,0), segue que
2
s+ w?
Aplicando a transformada de Laplace inversa em U(w,s) e em seguida a transformada de
Fourier inversa, temos

U(w,s) =

1 2
1) = ——e /A, 1.6.10
u(z,t) e ( )

Note que a solu¢ao em (1.6.10) difere da solu¢ao apresentada por Sneddon, como na equagao
(1.6.9), por um fator 1/2. Para obter a solugdo correta para esse problema utilizando a trans-
formada de Laplace, devemos considerar a singularidade de (t), neste caso, devemos tomar a
transformada de Laplace conforme definida em (1.6.1). Além disso, utilizando a expressao (1.6.4),
obtemos

sU(w,s) — U(w,0") = —w?U(w, s) + 2, [6()],

de onde segue que

sU(w, s) — 1 = —w?U(w, s) +0,
ou seja,
1
s+ w?
Tomando a transformada de Laplace inversa e em seguida a transformada de Fourier inversa,
obtemos a solucgao

U(w,s) =

1 —x? /4t

u(z,t) = ——e para t > 0,

como na equacao (1.6.9).
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Capitulo 2
Funcoes Especiais

As cléassicas fungoes especiais, a funcao hipergeométrica e seus casos particulares, emergem na-
turalmente como solugao de algumas equagoes diferenciais ordinarias. Varios autores nao incluem
as fungdes gama e beta na classe de funcoes especiais por nao serem solugao de uma equagao
diferencial.

Neste capitulo, devido a sua importancia em uma série de aplicagoes, apresentamos algumas
fungoes especiais, incluindo além das fungoes gama e beta, as fungoes hipergeométricas.

2.1 Funcao gama

A fung¢do gama, também conhecida como funcao de Euler de segunda espécie, é uma das mais
importantes fungoes da fisica matematica, que além de generalizar o conceito de fatorial, é utilizada
no calculo das transformadas de Laplace e Fourier de algumas fun¢des. Algumas distribuicoes de
probabilidades sao definidas em termos da funcao gama. Na mecanica quantica nao relativista, a
fungao gama ¢ utilizada, por exemplo, para expressar a dispersao de Coulomb durante uma colisao
entre duas particulas carregadas [6].

Ao olharmos para a fungao fatorial de um niimero natural, isto nos da os pontos (0, 1), (1, 1), (2, 2),
(3,6),(4,24),(5,120), (6,720), .... Marcando estes pontos no plano, existe uma forma de uni-los e
preencher o grafico para mais valores se considerarmos a funcao gama, definida para os reais positi-
vos, podemos até ampliar o dominio dessa fun¢do a um conjunto contido no conjunto dos niimeros
complexos, como pode ser visto adiante.

A funcao gama é definida como uma integral impropria em termos de outra funcao. Ela é uma
funcao complexa de uma variavel complexa, I' : D C C — C, e é definida da seguinte forma

['(z) = /OO t*~le~tdt, para Re(z) > 0. (2.1.1)
0

Na integral (2.1.1), para z € N, a fungao
eft
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possui singularidades em ¢ = 0. Se z € D = {¢ + i1, com 0,7 € R/o > 0}, a integral em (2.1.1)
converge e a funcao gama é analitica, ou seja, I'(z) estd bem definida para Re(z) > 0.

2.1.1 Relagoes envolvendo a funcao gama

A seguir, algumas relagdes que podemos obter da fungdo gama.
e Relacdo da funcdo gama com a transformada de Laplace:

Fazendo a mudanga de varidveis t = sv em (2.1.1), obtemos

['(z) = / (sv)z_1 e sdv = sz/ v¥ e du,
0 0

de onde segue que

[(z) =s*Zf] (s), com f(t) ="t u(t), (2.1.2)

onde u(t) é a fungao degrau unitario, definida em (1.3.2).
e Fatorial:

Se z € N, a fungao gama é uma generaliza¢ao do conceito de fatorial. De fato, fazendo z = n+1
em (2.1.2), temos

D(n+1)=s""2[t"].
|

n!
Como Z [t"] = S Segue que

niq T
F(n+1) =S +1ﬁ :n‘

e Gaussiana:

1
Seja z = 5 em (2.1.1). Efetuando a mudanga de varidvel ¢t = 2%, obtemos
1 1 o0 2
r () = / t2etdt = 2/ e dr =2 ﬁ = /7.
2 0 0 2

e Relacado funcional:
Fazendo integracao por partes em I'(z 4+ 1) = / t*e"dt, temos
0

/ tetdt =t* (—e ) ‘OO - / el dt = z/ tle~tdt = 2 [(z).
0 0 0 0
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Logo, podemos escrever

I'(z+1)=2I(2), para Re(z) > 0. (2.1.3)

e Reflex3o:

Para 0 < Re(z) < 1, é possivel obter a expressao

['(1—2)I(2)

efetuando uma integracdo no plano complexo [5]. O resultado dessa integra¢do é uma fungao
trigonométrica

™

['(1—-2)I(2) = para 0 < Re(z) < 1. (2.1.4)

sen (7z)’

2.1.2 Extensao da funcao gama

A funcao gama converge para valores de z € C, com Re(z) > 0. A fim de estender essa fungao
a todo o plano complexo, vamos escrever a integral em (2.1.1), da seguinte forma

00 1 00
I'(z) :/ e tdt :/ tz_le_tdt+/ t*~tetdt.
0 0 1
Il I2

A integral I, converge para todo z complexo, pois e~ decresce mais rapidamente do que qual-
quer poténcia de t. Nosso problema agora, consiste em analisar a integral I;. Podemos reescrever
I, da seguinte forma

1
I, = / e tde
0

_/ tml 1_Htw'+m+(_1>ntn/n!)]dt+2nj/1Wdt

thrl

_/ tz*nl 1_H’%'*"'+<—1)"t"/"!)]dt+§n3]{ﬂ(_”k

tn—l—l

Fazendo n — 00, o primeiro termo, que é uma integral, vai para zero porque

S 00 (_1)ktk
=

k=0

sobrando apenas o somatério. Assim,
L= ———.
kz;; El (= + k)
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Com isso, podemos escrever a funcao I'(z) da forma

I'(z) = kf%) % + /100 t*lemldt. (2.1.5)

A expressao na equagao (2.1.5) é chamada de expansao de Mittag-Leffler da funcdo gama.
Através dessa expressao notamos que a funcao gama ¢é analitica em todos os pontos do plano
complexo exceto nos pontos Z_ = {0, —1,—2,—3,---}, que sao os polos da fungao gama. Podemos
entao usar essa expressao para determinar I'(z), com Re(z) <0e z ¢ Z_.

A seguir, temos a representacao grafica para a funcao f(z) = f(o +i7) = |['(0 +i7)|, para
—4 <o<4 e —3 <7 <3, bem como alguns cortes feitos em alguns valores de o, conforme as
Figuras 2.1, 2.2, 2.3 e 2.4.

T(o +iT)]|

Figura 2.1: Funcao f(o +i7) = |['(0 +i7)|.
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Figura 2.2: Corte da funcao |I'(c +i7)| em o = —3,09.

Figura 2.3: Corte da funcao |I'(c +i7)| em 0 = —0, 8.
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Figura 2.4: Corte da fungao |I'(o +i7)| em o = 3, 3.

A representacao grafica da fungao gama, no caso particular em que I' : R\ Z_ — R, é como na
figura a seguir.

I'(z)

10 H

i
1
1
1
1
1
1
1
:
o
i
1
1
1
1
1
1
1
1
I

|

10k

Figura 2.5: Funcao I'(z) para —5 < z < 5.

Podemos obter a seguinte relagao envolvendo a inversa da funcao gama:

1 1 . oo+iT

) = 5 lim s e’s *ds, com og > 0, (2.1.6)

onde a integral no membro direito da equagao (2.1.6) estd bem definida em todo o plano complexo.
De fato, por (2.1.2), temos que

rx)=s2[r] =  sTeE) =21,
de onde segue que
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—z 1 z—1
s —Wf[t }

Aplicando a transformada de Laplace inversa em ambos os membros da igualdade acima, temos

2o [ = g ).

I'(z)
ou seja,
1
g—l s ¢ = tz—l
=5
Agora,
1 oo+iT
7 [s_z} = — lim eSs ?ds, com og > 0.
21 70 Jog—ir
Dessa forma, podemos escrever a seguinte igualdade
1 roo+iT
— lim eSs T ds = ==t
273 7200 Jog—ir ['(2)

Como t é arbitrario, podemos tomar ¢ = 1, obtendo a relagao da equagao (2.1.6).

1
A fungao f(z) = m também pode ser obtida pela aproximacao de Stirling [17]. Essa apro-

ximagao ¢ dada por

1 zZ ., _, 1 (6>Z 1
~ |2 - (= 3, 2.1.7
['(z) o © V2 \z : ( )
1
A seguir, o grafico para a funcao f(z) = m, no caso particular em que z € R.
z
s 1

Figura 2.6: Funcao para —4,5 < z < 7.

1
()
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2.1.3 Funcao gama incompleta

A partir da definicdo da funcdo gama, podemos introduzir as chamadas fungdes gama incom-
pletas, denotadas por v(a,w) e I'(a,w). Essas fungdes sdo definidas para a € C, com Re(a) > 0,
respectivamente, por

Yo, w) = /w t* tetdt, (2.1.8)
0

FNa,w) = /Oo t*le'de, (2.1.9)

w

Note que, a partir destas duas equacoes, podemos escrever que

['(a) = lim y(o,w) =T'(a,0) = y(o,w) + I'(av, w).

wW—00

2.2 Funcao beta

A funcao beta, também conhecida como fun¢do de Euler de primeira espécie, é uma funcao
complexa de duas variaveis complexas, B : D x D — C, onde D C C. Uma representacao integral
da funcao beta B(z,y) é dada por

r—1

© oy
B(z,y) = / ————du,
( y) 0 (1 + u>m+y
definida para Re(z) >0 e Re(y) > 0. Fazendo a mudanga de varidvel
u
t= ,
1+u
obtemos
1
B(z,y) = / (1 — )Yt dt, para Re(x), Re(y) > 0. (2.2.1)
0
Podemos escrever a fungdo beta em termos da fungdo gama, da seguinte forma:
['(z)l(y)
B(z,y) = =——.

Através da relagao acima, é facil ver que vale a relagao de simetria B(z,y) = B(y, z).
No caso particular em que m,n € N*, temos que B(m,n) < 1, pois

Fm)I'(n)  (m—1)!(n—-1)!

Blm,n) = (m+n)  (m+n—1)

< 1.

A figura a seguir é a representacao grafica da funcao beta.
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Figura 2.7: Funcao B(z,y) para 0 < z,y < 5.

Note que lim B(z,y) =0 e lim B(z
b (2,)—(00,00) (z.9) (2,y)—(0,0) (zy) =

2.3 Funcao hipergeométrica

A funcao hipergeométrica generalizada, também conhecida como fungao de Gauss, é definida
pela série

o= (1) - (o) 27
F e o e Bpa) =3 IO 2
p-q (0417042, 7ap7617627 75(]72) = (61)] L (ﬁq% ]|7

onde (a;)j e (Br)j, comi=1,...,p e I =1,....,q (p,¢ € N), denotam o simbolo de Pochhammer,
que ¢é definido da seguinte forma

(2.3.1)

F(W—Fu)'

¥)y = (2.3.2)
U )

Em (2.3.1), a;, 5 € C\Z_, parai=1,...,p e [ =1,...,q, além disso, Re(c;) > 0 e Re(f;) > 0.
Se p < q, a série \F, (a1, a9, -+, 0p; 01, Pa, -+, Bg; 2) € absolutamente convergente para todos

os valores de z € C. Quando p = ¢+ 1, a série é absolutamente convergente para |z| < 1.

Como caso particular dos parametros, a partir da funcao hipergeométrica, no caso em que
p = q = 1, obtemos a funcao hipergeométrica confluente, também conhecida como funcao de
Kummer, dada por

0 Oé 1
1Fy (a j}% D), ],. (2.3.3)

Essa série é convergente para todo z € C.
Se considerarmos, p = ¢ = 0, entao
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onde 1F; (; ; z) é um caso particular da fun¢ao hipergeométrica confluente 1F; (a; 3; 2).
Por outro lado, se p=1 e ¢ = 0, entao

1Fo (s 2) = i WZ]

Utilizando a equagao (2.1.1) para escrever I'(a + 7), temos que

1 2J
F - / 7tta+] 1 dt / 7tt04 1
Fo(032) = 5 g: N)o ;;

Fazendo a substituicao

St
J=0
na equacao acima, temos que

1

1 oo o0
F ; = 7/ _tta_l tht: / —t(l—z)toz—ldt‘
FD T gl Y T N €

Com a mudanga de varidveis t(1 — z) = u, podemos escrever

1Fo (a;2) = F(loz)(l —z) ¢ /OOO e "y tdu = ?Ez;(l —2) Y =(1—-2)""

Logo,

1Fo(a;2) =(1—2)7°, para |z| < 1.

2.3.1 Representacao integral

A representacao integral para a func¢ao hipergeométrica confluente 1F; («o; 5; 2) e para a fungao
hipergeométrica oF; (aq, ag; f; 2), pode ser obtida como a seguir.
Partindo da definicao da fungao hipergeométrica confluente, temos que

‘”@;z, a+Jkai
Fulesfiz) =2 ) g NCESIN

Fazendo a substituicao

obtemos
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> @)L —a) = Jo J!
I'(B) a-1 B—a—1 (21)’
NORCEE L (JZ; i )dt
r') e

Assim, podemos escrever

1F1 (Oé,ﬁ, Z) / t*~ 1 B a-l tht
—Oé

com Re(8) > Re(a) >0 e |z] < 1.

(2.3.4)

No proximo capitulo, mais especificamente na Secao 3.4, expressamos as fungoes de Mittag-
-Leffler através de integrais impréprias e obtemos como caso particular, por meio dessas represen-
tagOes, outra forma integral, uma integral imprépria, para a funcao hipergeométrica confluente

1F1 (a; B5t), no caso em que t >0 e > 0.

Para encontrar a representagao integral para a funcao hipergeométrica oF; (o, ag; 3; ), assim
como fizemos para a fungao hipergeométrica confluente, podemos, a partir da definicao da funcao,

escrever

oy s ())& T (e + )T (2 + 5)T(B) 7
oFi(on 00z = 2, 75 TaN @G +7) 3

j=0 j
Fazendo a substituicao

[ + 7) _ B(ag + 7,5 — az)
(B + ) (B — ag)

obtemos
r F N\ J
= arti-1(] _ pyp-aa-i L1 +) 2
& T / t - Dlar) 51"

ou seja,

041

. A _ ! ap— . —ag— - ! +j (Zt>j
oF1 (o, a0 8 2) = T'(c2)D(B — as) Jo ¢ 1<1 1 (z:: ! ) dt.

(2.3.5)



Pela equagao (2.1.1), podemos reescrever I'(«a; 4 j) no somatério dentro da integral na equagao
(2.3.5), obtendo

i a1+] zt) Z/ —£§a1+yl(2t) A

j.

— 1 * £ alflm@
_F(al)/o e JZ:;) J! de

1

_ 0 Eear—1 (€2t)
F(al)/o e-bgar—leléat) g

1

— > —£(1—tz) al—ld )
F(Oél)/(] ¢ 5 5

Introduzindo a mudanca de varidvel u = £(1 — zt), temos que

t)’ 1 o
Z O{l + ] <Z|) _ (1 _ Zt)fal / efuuoqfldu
=0 J: 0

=(1—-zt)y™

T(on) =(1—2zt)"

Assim, podemos reescrever a equagao (2.3.5) da forma

JFy (01,0036 2) = (a2)£((g)_ = / L (1 _ pypeeai(] — gy, (2.3.6)

com Re(3) > Re(ag) > 0 e Jarg(l — 2)| <7 —¢€, com 0 < € < 7.

2.3.2 Relacao com a funcao gama incompleta

Podemos relacionar a fungao hipergeométrica confluente 1F; («; 3;2) com a fungdo gama in-
completa, no caso particular em que = a + 1. Temos que

Fa+1) [t 1
F 7 1 _ — / tOé—]. _tht — / ta—l _tht.
1Fi(asa+1; z)(234)r(&>r(1) ; e o | e

Fazendo a mudancga de variavel zt = u, podemos escrever

. . — -« ? a—1_-u _ —o
1Fi(oya+1;,—2) =az /0 u* e du (\/) az “y(a, 2),
2.1.8

de onde segue que

(e, 2) = 2%(a) " 1 Fy (g a4+ 1;—2) . (2.3.7)
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Capitulo 3

Funcoes de Mittag-LefHer

Neste capitulo, apresentamos a fungao de Mittag-Leffler de um pardmetro [42], introduzida em
1903, bem como as fung¢oes de Mittag-Leffler com dois e trés parametros. Apresentamos ainda sua
transformada de Laplace, sua representacao integral via transformada de Laplace inversa sem um
contorno de integracao no caso de funcoes de Mittag-Leffler reais, bem como sua relagdo com a
funcao hipergeométrica confluente.

A funcao com dois parametros [59] foi introduzida em 1905. Em 1971, Prabhakar [48] introduziu
a funcdo de trés parametros. Atualmente existem estudos sobre as func¢oes de Mittag-LefHer com
n parametros. As fungoes de Mittag-Leffler sao generalizacoes da funcao exponencial.

3.1 Funcao de Mittag-Leffler de um parametro

A funcao de Mittag-Leffler de um parametro E, : C — C, é uma func¢ao complexa de uma
variavel complexa, e parametro complexo a. Essa fungao foi introduzida em 1903, pelo matematico
sueco Gosta Mittag-Leffler [42]. Ela é definida da forma

Eo(z) :ir((};;l) com Re(a) > 0. (3.1.1)

Pela Definicao 1.6, a funcao E,(z) é uma funcao inteira, pois é analitica em todo o plano
complexo e nao tem singularidades.

Defini¢ao 3.1 (Ordem de uma fungao inteira). Uma fungdo inteira ndo constante é de ordem
finita p = inf {\}, se
lf(2)] < e'z‘k, para todo |z| >r > 0.

A funcao de Mittag-Leffler de um parametro é tal que

1
[Ea(2)] < ™
1
para todo |z| > r > 0. Logo, ¢ de ordem p = .
Re(a)
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Definig¢ao 3.2 (Tipo de uma fungao inteira). Uma funcdo inteira, ndo constante, de ordem finita
p, é de tipo finito o = inf {b} > 0, se b satisfaz

|f(2)] < eb#l”) para todo |z| > r > 0, com b < oo.

Se f(z) nao satisfaz a desigualdade para todo b finito, entdo a funcao é dita de tipo méximo ou
de tipo infinito (¢ = 0). Uma fungao inteira, de ordem 1 e tipo finito é uma fun¢ao de ordem
exponencial.

Pela Definicao 3.2, a funcao de Mittag-Leffler de um parametro é de tipo o = 1.
Por exemplo, a fungao E;(z) = €* é de ordem p = 1 e tipo 0 = 1, enquanto que a fungdo

1
f(z) = () é de ordem p = 1 e tipo méximo.
z

A férmula de duplicagao [5] expressa uma fungao de Mittag-Leffler de pardmetro 2« em fungéao
das fungoes de Mittag-Leffler de parametro «, da forma

1 1 1
Egu(z) = i{Ea (22) + Ea |- (22)] }. (3.1.2)
1
Podemos representar a funcao de Mittag-LefHer através de uma integral, no caso em que o = o
com k € N\{0, 1}.
Comecamos com a representacao integral da fungao E% (2), no caso em que k € N\{0,1}. Pela
equagao (3.1.1), temos que

Bal®) = 2 5057 1)

Derivando ambos os membros da equacao acima, temos

d = gl = g2t B

3z Eal?)] TST(aj+l) ZT(ajt+1)
B 2° 221 (k—1) 282 2kt (k+1)2*
_{r(a+1)+r(2a+1)+"'+r[<k—1)a+1} TThat) "T[k+ D)o+ }

Da relagdo em (2.1.3), temos que I' (ka+ 1) = (ka) I' (k). Assim,

d R 221 (k—1)2+2
3 [Eal2) = {aF(a) Toara) T T S ) ar (k= 1)a]
kzk-t (k+1)zF B
T ral (k) T+ D)ol [kt Da] +} -
- {ar(a) Tarey T T AT (k=D a] T al (ka) | aT[(k+ 1)a +}



Logo, podemos escrever

=

Considerando agora o = T obtemos

d " F=1 1 L1 1
1 5] {[k;F(M/k) T F (F(1)+F(1+(}€)>+ ) }
k=1 -1 o
= [k,;_:lr(/i/k) + k" EL(2)
Assim, temos que
;Z [E1(2)] = k2" "B (2) + }_:1 F'?Z/lk) (3.1.3)

Como E%(O) = 1, podemos escrever o problema de valor inicial

d el 1 el
o [E1(2)] = k2"7'Ey Z D)
E1(0) =1

Multiplicando a equagao (3.1.3) por ef(zk), temos

k=1 p—1
6_(Zk)ddz [E%(z)} _ kzk—le—(zk)E%(z) + ke (%) =T (u/k) -
e(zk)d(ij {E%(Z)} kzk—lef(zk)E% (z) = ke (Zk) = Fz(:J/k‘) -

d i B (o k—1 z,u—l
i TS b7



-1 _u-1

ef(zk)E%(z) = {/ ke ( Z

+c,

onde ¢ é uma constante.
Finalmente, aplicando a condi¢ao E1(0) = 1 na equagdo acima, encontramos ¢ = 1, de onde
k
segue

Ei(z) = e + e

/OZ ke (<) kf Fe:l de] . (3.1.4)

h
Por outro lado, se o parametro « da fungao de Mittag-Leffler for racional, ou seja a = T com

x|

h, k € N e primos entre si, entao a fun¢do de Mittag-Leffler neste parametro possui a representagao

A Z By (zhe® ), (3.1.5)

cuja demonstracao pode ser encontrada em [17, 59].

Usando a férmula de duplicagdo (3.1.2) e a representagao (3.1.5), mencionamos a seguir alguns
casos particulares de interesse, onde representamos as funcoes de Mittag-Lefller em funcao de
outras funcoes.

e Fungao Ey(2):

eVz -+ e~V

Ba(s) = 5 {B1 (+4) + Ba [~ (3]} = T2 = cosh(v2).

A seguir, o grafico das fungoes Eq 9(z2), Eo(2) e Eg1(2).

15

10

Figura 3.1: Fungao E,(z), para « =1,9; 2 e 2,1.
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e Fungao E;3(2):

Es(z) = il)) {e

1

1 1
23 1 96=(32%) cog (2\/5,2-‘13

De fato, pela férmula de duplicacdo, podemos escrever

Eg(Z) = 1

Fazendo h = 3 e k = 2 na equagao (3.1.5), podemos escrever

)]

3 {Bs (=) + By [- ()]}



Fazendo k = 2 na equagdo (3.1.4), temos

N

By(2) = ;)e ! +é {E% (2%6%) + E% (—Z%e%) + E% (z%e%) -|-E% (—Z%e%)}
= ;e : —1—2 l26( %e%) +26< ; 43)]

Da férmula de Euler!, segue que

ami (47T>+_ (47?)_ 1 )
€3 = CoS 3 1sen 5 )= 7 e

SE

1F6rmula de Euler: e = cosx + i sen .
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1+ 1 _1.3 1
="’ + 8 [26( : 3)2003 (2\/3,2;)] :

A seguir, o grafico das fungoes Eg9(z), E3(z) e Eg1(2).

_____ o=2,9 ot
— — — =3 4310
. o= 3,1
Jr "‘ L
[ 2w 108 -
L1 L
o
i, '
—_— | e . I .
.' L Tonodo - 50000
I
L]
: i
' ~2x10tl
I
! 410t
. I

Figura 3.2: Fungdo E,(z), para « =2,9; 3 e 3, 1.

e Fungao Ey(2):
1 1 1 1 1 1
E4(2) = 3 {Eg <z2) + E, {— <z2)” = 3 {cosh (24> + cos (24” .

Na figura a seguir, temos o gréfico das fungdes Ezo(z), E4(2) e Eq1(2).
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----- o=35 E (z)
e _g=4 o
=41 r .
L
30 !
[ ¢
k!
b
\\
h‘ 1 1 L |‘\I 1 L L 1 1 L " " 1 1 L 1 1 PR
-2000+, - 1500 - 1000 - 500 ;
Y ~ o Z
-1 f
—an b

Figura 3.3: Fungao E,(z), para « = 3,9; 4 ¢ 4,1.

De acordo com Pollard [47], a fun¢ao de Mittag-Leffler de um pardmetro definida por
T — Eo(—1), r € RY,
é completamente monotoénica para « € (0, 1], isto é,

(—1)"D" [Eq(—2)] > 0, para todon =0,1,2, ...

Fungdes completamente monotonicas sao muito utilizadas em andlise numérica, teoria de pro-
babilidade [22], entre outras areas [29)].
A seguir o gréfico da fungao completamente monotonica Eg7(—x), para 0 < z < 10.

Eo.7(—x)

Figura 3.4: Fungao Eg7(—x).

Por outro lado, se considerarmos a = 1, 1, a fungao de Mittag-Leffler E; ;(—x) nao ¢ monoto-
nica. Segue abaixo o grafico para essa funcao e para a funcao (—1)"D" [E; ;(—x)], no caso particular
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em que n = 1, onde podemos observar que existem valores de x para os quais (—1)'D' [E;;(—z)] <
0, o que comprova que a funcao E; ;(—2) nao ¢ monotonica.

(a) b 020
| Eri(-2) v

015

Figura 3.5: Fungao E; 1(—xz).

Recentemente encontramos muitos trabalhos que estudam a monotonicidade de funcoes obtidas
em termos das fungoes de Mittag-Leffler [11, 12, 41].
A funcao de Mittag-Leffler
r — Eu(—2%), x € RT,

também é completamente monotonica para o € (0,1]. Mainardi [38] em seu recente trabalho,
discute propriedades dessa func¢ao, que aparece como solugao de uma particular equagao diferencial
fracionaria [23].

3.2 Funcao de Mittag-Leffler generalizada

Uma funcao de Mittag-Lefller generalizada é aquela que apresenta mais de um parametro.
Em 1905, Wiman [59] introduziu a fungao de Mittag-Leffler de dois pardmetros E, g(z), que é
uma generalizagao da fungao E,(z), conhecida como fungdo de Wiman. Em 1971, Prabhakar [48]
introduziu a funcao de trés parametros E/ 4(z). Atualmente existem estudos sobre as fungoes de
Mittag-Leffler com quatro ou mais parametros [57].

3.2.1 Funcao de Mittag-Leffler de dois pardmetros

A funcao de Mittag-Lefller de dois parametros E, 3 : C — C, é uma funcao complexa de uma
variavel complexa e pardmetros complexos « e 5.

oo
Ea,s(2 ZZ

T (aj+ 5) com Re(a), Re(5) > 0. (3.2.1)

A funcao de Mittag-Leffler de dois parametros é uma funcao inteira, de ordem p =

tipo o = 1.
Em particular, tomando 5 = 1 na equagao (3.2.1), temos que E, 1(2) = E,(2).
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Segue abaixo o grafico para as fungoes E32(z) € Eg91.9(2), no caso em que —10.000 < z < 2.000.

— — = Eag10(2)
—— Esa(2) 2000
Vs Y
/ \ 1500
\ C
!
\ L
\ 1000
\
\ L
\ s00 |

..... A S

—;I.D ] -&000 LY - 4000 -2000 3

; C

I ~ - I
=500

Figura 3.6: Funcao E, g(z).

Schneider [54] mostrou que a fungao

r — Eop(—1), z € R,

¢ completamente monotoénica para « € (0,1] e § > «, isto é,

(—=1)"D" [Eqs(—x)] > 0, para todon =0,1,2, ...

3.2.2 Funcgao de Mittag-Leffler de trés parametros

A fungao de Mittag-Leffler de trés parametros E, 5 : C — C, ¢ uma fungao complexa de uma

variavel complexa e parametros complexos «, e . Essa funcao foi introduzida por Prabhakar
[48] e ¢é definida da forma

o . J

22) ,»Z_%F(Oéj +8) j!
com Re(a), Re(f), Re(y) >0 e (v); denota o simbolo de Pochhammer (2.3.2).
A funcao E] 4(2), assim como as fungoes Eq 3(2) ¢ Eq(2), também ¢ uma funcao inteira de

(3.2.2)

ordem p = Re(a)’

Substituindo o simbolo de Pochhammer (2.3.2) na fun¢ao de Mittag-Leffler de trés pardmetros,
podemos escrever
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s B ' (v+)
SO = S T aj 4 B~ 5T e+ HTG)TG+D
Note que E, 4(2) = Ea,5(2).
O comportamento assintético da funcao E] 5(z) pode ser obtido através da férmula em [53],
dada por

R Ty ()
E} 5(2) ;F Boatr17) I para |z| > 1. (3.2.3)

}1
St
<.

3.3 Relacoes envolvendo as funcoes de Mittag-Leffler

Nesta secao expressamos a funcao de Mittag-Lefler de trés parametros em termos da fungao
de Mittag-LefHler de dois parametros, e a partir disso, expressamos a func¢ao de dois parametros
em termos da fun¢do de um parametro. Temos que

o0

Y 2 I'(y+7)
Besl) = T LT 7 AT G+

Fazendo a substituicao

I'(v+J) ,
TG+ Ta- )B(J+%1—7)
temos
. B 1 1 & 2 _
Basl?) = Ty T =) T+ g0 T
Por (2.2.1),
B(]+7,1—7)—/1tj+7 Y1 —t)7adt
0
ou seja,
B )L 5 P17 dt
f F(V)F(l_V)j:OF(O‘j‘Fﬁ) 0
_ 1 1 ! v—1 4\ - (Zt)J
Frah O R e
1 1




Usando a igualdade em (2.1.4), obtemos a expressao

1
Bl () = sen (17) / 11— ) "Eag(zt)dt,  para 0 < Re(y) < 1. (3.3.1)
’ s 0

A relagao na equagao (3.3.1) é valida apenas para 0 < Re(y) < 1, isso acontece porque em
I' (1 —+) devemos ter Re(1 —v) > 0 = Re(y) < 1. Em I'(v), devemos ter Re(y) > 0. Logo,
0 < Re(y) < 1.

Ressaltando que, em [56] encontramos a expressao (3.3.1), obtida de forma diferente, onde foi
necessario o uso de derivadas fracionarias. Além disso, no artigo existe um erro, no lugar de v que
aparece no denominador da fragao, é m.

Para expressar a funcdo de trés parametros em termos da funcido de dois parametros, para
Re(y) > 1, escrevemos

SO S NCE)

R ]; [(aj+8) T (LG +1)
_y L(y+j) T(aj+1)
ST+ )M TG +1DT () +5)

Agora,
F(aj+1) ! Q = 1 1043 B2
T8 TE_D WA =gg g 00 d

Assim,

— 1 ! B=2 7y «
F(ﬂ—l)/o (1— )" 2EY, (2t%) dt
Logo, obtemos
E, 5(2) = F(Bl—l) /01 (1-— t)ﬁ_Q E} (2t%)dt, para Re(8) > 1. (3.3.2)

A partir das equagoes (3.3.1) e (3.3.2), podemos escrever

sin(:’y) /1 -1 (1 —1t) "Eq5(2t) dt, se 0 < Re(y) < 1,
E) = 1 -
O e [ a0 EL e e Re) 2 1 e Re(9) > 1
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Utilizando as expressoes obtidas, podemos considerar alguns casos particulares.
Fazendo v = 1 em (3.3.2), obtemos a funcao de Mittag-Lefler de dois pardmetros em termos
da func¢ao de Mittag-LefHler de um parametro,

E.5(z2) = 1“(51—1) /0 1 (1 —1)" 2 Eq(2t)dt, se Re(f) > 1. (3.3.3)

Em (3.3.3), se em particular § = 2, entao

Fo () = r(11) / L= 0P, (217) dt = | "B (249 dt.

Fazendo agora a = 2,

! ! 1 ih
E2,2(Z) = 0 EQ(ZtQ)dt:/O cosh (Zt2) dt:/o COSh(t\/E) dt — SlIl\/E\/E.

Se =3 em (3.3.3), entdo

1

B g(2) = r(z)/ol (1- 1)K, (zt“)dt:/ol(l—t) B, (+1%) df —

1 1
- / E, (%) df — / B, (21%) dt.
0 0

Substituindo a primeira integral por E, »(z) e fazendo a mudanga de variavel

na segunda integral, temos

Boa(z) = Eaa(2) = |

Fazendo o = 2 na expressao anterior, temos
3 > 3
By 4(2) = Ega(2) — /0 Ex (= (2u)?) du = Eaa(z) - /0 Es (22u) du =

sinh \/z
vz
Podemos relacionar a fungao de Mittag-Leffler E], 45(2) com a fungao hipergeométrica confluente

1F1 (7; 85 2), e com isso, relacionarmos também com a fungdo gama incompleta. De fato, temos
que

1
2 1
/ cosh y/(2zu) du = ~ (cosh\/z — 1) :
0 z

i1 (7:8:2) = T(B) f F{;LM = T(0) Eis(2):
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Assim, obtemos

1
E?,ﬁ(z) = m

Trocando z por —z, fazendo v = 5 — 1 em (3.3.4) e usando (2.3.7), temos que

1Fu (765 2).

B3 (—2) = gy 1 - 1 -2) = a6 - 1),

Logo, podemos escrever

g1y _ 277 _
EI,B ( Z>* F(ﬁ—l) 7(5 172>'
Pela equagao (3.3.2), temos que
o1, 1 Lo 21, _ 2P _
EI,B ( Z) - 1—\(6_1) /0 (1 t) El,l ( Zt)dt_ F(ﬁ—l) 7(6 17’2)7

ou seja,

1
APyB—-1,2) = / (1—1¢)°2 Ef;l(—zt) dt, para Re(5) > 1.
0
Em particular, fazendo v = 1 em (3.3.4), obtemos

1

E14(2) = m

1F1(1;8;2), com Re(j3) > 0.

(3.3.4)

(3.3.5)

(3.3.6)

(3.3.7)

3.4 Transformada de Laplace das funcoes de Mittag-Leftler

Nesta secao, vamos determinar a transformada de Laplace envolvendo as fungoes de Mittag-
-Leffler, que aparecem como solucao particular de algumas equacoes diferenciais fracionarias
Leffler, 1 ticular de al dif f ,
quando utilizamos a metodologia de transformadas integrais para resolvé-las. Comegamos o cdlculo

a partir da funcao de trés parametros

., B 0 2 I'(y+J)
B () —jz_%r(ajJrﬁ)F(v)F(jJrl)'

Considere k € C et > 0, temos que

o _ o (B9 T(y+))
a(Kt") ;Faﬁﬁ) TOTG+ 1)

Por (2.1.2), podemos escrever

1

et )
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assim,

B (k)

pois a transformada de Laplace inversa (

tPE] 4(kto) = £

3 1-aj—p o1 [ —aj—p] __ L (v +7)
tajtl aj B‘iﬂlsaaﬂ—'
Jz;) | }F(V)F(JﬂLl)

41— 1 ] *Oéj B F(’7+j)
- [ FOITG+ D

) é um operador linear. Logo,

(v+17)

> (kY 1
ﬁz(> TG+
Y 1 byl
() FTGEh dt]

(1 oo 1 & (kt)Y 1
_ 7 df—— _ -
8’8/0 ‘ F(V)j%((sa) L'(+1)

-1 1 _y kt
— “tese 1t
_sﬁrm/o © e 1

11 O t(1-k) -1
— e ST ]
s (7) /0

Admitindo |k/s*| < 1, podemos fazer a mudanca de varidvel

na integral, com isso,

-1
tAIE] S(ktY) = L1 1.1 /OO S L ' ! du
ap sPT () Jo 1—£ — £

pu— g_l _
pu— g_l _

pu— 371 -
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Aplicando a transformada de Laplace em ambos os membros, temos

1 Catl §=F
5_1 2 @ = — =
2 [tP71E) 5(kt*)] (5) ey Sl ey ue

isto é,
B—1mY o Sav*ﬁ o
<z [t E], 5(kt )] (s) = ok com |k/s*| < 1. (3.4.1)
Em particular, fazendo v = 1 na equagao (3.4.1), temos
@B
L [P Bap(kt*)] () = o com[k/s7 < 1. (3.4.2)
s —
Considerando agora § = 1 na equagao (3.4.2), temos
a—1
L [Ea(kt®)] (s) = o com [k/s° < L. (3.4.3)
s¢ —

3.5 Representacao integral das funcoes de Mittag-Leffler

No Capitulo 1, discutimos um método para calcular a transformada de Laplace inversa sem o
uso de um contorno de integragdo, conforme proposto em [2]. Vamos utilizar a equagao (1.5.5)
para expressar a funcao de Mittag-Leffler de trés parAmetros através de uma integral em R*. Para
isso, considere a restricao da funcao de Mittag-Leffler de trés pardmetros, definida em (3.2.2) a um
dominio real, isto é,

El;:R—R,

com parametros « > 0, § > 0 e v > 0. Vamos utilizar a equagao (1.5.5) para expressar a funcao
real de Mittag-Leffler de trés parametros através de uma integral em RT.
Pela equagdo (3.4.1), a transformada de Laplace da fungio f(t) = t°~'E] ;(kt*) é dada por

SC!’Yfﬁ

2 [P 4 (k)] (s) = T

parat>0,com ke R e |k/s¥ < 1.

Escrevendo s = ¢ + i1, com 0,7 € R, podemos determinar o = o (k, a) para o qual a equagao
(3.4.1) é vélida. Introduzindo coordenadas polares, podemos escrever

s=o—+ir=re?, onder=+Vo2+ 12

o T
0 = arccos | ———— ou 0 = arcsen | ——| .
<\/02+72> (\/02—1-72)

A inequagdo |k/s*| < 1 deve ser satisfeita, assim
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k/s®) <1 e Jk|jre | <1

& lr—e| < L
r -
||
& > k|
& (02 +72)2 > |k|

& ol 47> ]k!g,
isto é,

2

9

o > |k|% -7

1
para todo 7 € R. Logo, devemos considerar ¢ satisfazendo a desigualdade o > |k|=. Podemos

escolher entio

o= |k|* + 1.
Assim, é valida a igualdade
() = 2 | ST
ap N (s — k)|’
parat>0,comk e€R e s=o0+ir, comazo(k,&):wé—i-l e TeR
Por outro lado, temos que
58 (o + iT)Cw_’B
(s — k) [(o+ir)* — k]

Além disso, [(o +i7)* — k]7 € C, entdo podemos escrever

(o0 4i7)" — k7 = 7e®

?

de onde segue que

(7,0161904 o ]{7) — 7”619,

ou seja,
. 1,6
ree — k= iye's.

Separando parte real e parte imaginaria, podemos escrever as equagoes

75 cos <9> = r%cos (fa) — k e 77 sen <0> = r%en (fa) ,

g v

logo,

49

(3.5.1)

(3.5.2)

(3.5.3)



_ ) — 0\ 270 _
s =8 B (o +i1)" B B (7“6’) ror—> ei[9(a7—,8)—0~]‘

(s — k) [(o+ir)* —k]v Feid r
Ou seja, podemos escrever

P ror=> ) )
(s> — k) = = {cos {9(047—5) —9] + 7sen [9(047_5) _g”‘

Assim, as partes real e imaginaria sao dadas, respectivamente, por

o+ i) rov=~ ~
Re{[(c(f—l—z'T)z‘—k]V} = —5 cos {0(0@—5) —9]

(o + ir)a%ﬁ rov—~8 ~
Im{[(a+i7)a—k]7} = ——sen {0(@7—6) —0} :

Finalmente, utilizando a equagao (1.5.5), podemos escrever

tﬁ’lEl’B(th) = e: /OOO {cos {0 (ay — B) — 5} cos(tT) — sen {9 (ay = B) — é} sen(tT)} dr,

ou ainda, que

ra’yilﬁ

ot 00
B—11Y ay € B i
v k) = — | cos [0 (ay — B) — 0+ tr] dr, (3.5.4)

g

o2+

onde 0 = o(k,a) = ]k! + 1, r=r(r) =vVo?+ 72 0 =6(r) = arccos (

7 =7(1) e 6=0(r) sdo dados pelas equacoes em (3.5.3).

2), enquanto que
=

3.5.1 Casos particulares

Nesta subsecao apresentamos algumas integrais impréprias de fungoes trigonométricas em ter-
mos das fungoes de Mittag-Leffler, utilizando a equagao (3.5.4).

Na equacao (3.5.4), considere o caso particular em que a = 1, § = 7, isto é, ay — 5 =0 e
k = 1. Com isso, podemos tomar o = 2. Assim, temos que

8- 1E5 = —/ —cos é—f—tT} dr.

Visto que f(u) = cos(u) é uma funcao par, podemos escrever

4B 1Eﬁ 7/00 cos( —tT .

onde

20



2+ it = re'?,
j& que escolhemos o0 = 2. Desse modo,

rcos(0) = 2 e rsen (f) =T,

com isso, pelas equagdes em (3.5.3), sendo v = 3, temos o sistema

f% cos (g) =1
7% sen <9> =T |
g

tg(g) =7 = 6 = Barctg (1),

de onde segue que

bem como

7 = [sec (arctg (1))]° .
Logo, podemos escrever a representagao integral
2t 00 t —t
RS (1) = i/ cos |[Barctg () ﬁT] dr, parat>0e B> 0. (3.5.5)
’ m Jo [sec (arctg (7))]

Em particular, se § = 1 na equagao (3.5.5), temos que

e* /OO cos [arctg (1) — 7]

d t>0
[sec (arctg (T))] 7o bata ’

ou ainda,

0 (t7) t
_ / cos Tli?en( ) dr. para t > 0. (3.5.6)
Vale ressaltar que, da relacao

E’{B(Z) = F<15) 1F1(v;852),

onde 1F;(v;0;2) é a funcdo hipergeométrica confluente, podemos ainda escrever, a partir da
equacao (3.5.4), uma representagao integral para uma particular fungao hipergeométrica confluente.
De fato, tomando k = 1 e @ = 1 na equagao (3.5.4), temos que o = 2, assim,

ﬂl 007“7:8 ~
" E] 5 —/ cos 0(y—0)— 0+tr}d7‘,

ou seja,

o1



D)t ¢
m

2
Vitr

1Fi(y; B5t) =

/OOO 7ﬁ:ﬁcos [«9 (y—B) -0+ tT} dr,

™

= §(7) sdo dados pelas

onde r = 4+ 72,0 = arccos(

equagoes em (3.5.3):

75 cos <9> =rcos(f)—1 e 75 sen <9> = rsen (0),
g v

, ou seja, rcos (0) =2 e rsen(f) =7, assim

), enquanto que 7 = 7(7) e

mas s = 2 + it = re?

de onde segue que

isto é,

0 = yarctg (7).

Dessa forma, podemos determinar 7 escrevendo

77 cog (3) =1 & 3 cos (arctg (7)) =1 & 7 = [sec (arctg (1))]”.

Assim, temos a seguinte relacao

r(5)1* ¢

™

1F1 (7 85t) =

[e’e] T’Y—ﬁ -
/o ~—cos [9 (v—B)—0+ tT} dr, (3.5.7)

2

arat > 0 e > 0, onde r = V4+172, 0 = arccos | ——
b 4 (m

), 7 = [sec(arctg (1)) e

6 = yarctg (7).
Considere agora o caso em que ay — = 0 na equacao (3.5.4). Temos que

tPIEY L (ktY) = et /OO r—ocos (9 0—0+ tT) dr
a,f - 0 ~ )

s T
ou seja,

ot oo 1 _
P (k) = — [T~ cos (tr —8) dr. (3.5.8)

r

onde o = |/’<:|é + 1, enquanto que 7 = 7#(1) e 6 = 6(7) sao dados pelas equacoes em (3.5.3).
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Por outro lado, na equagao (3.5.8), considere agora o caso particular em que o = 3, v = 1

(ay — B =0) e k = —1. Neste caso, podemos escolher 0 = 2 e escrever
o2t oo 0 ~
t* B, o (—t* :—/ —cos |0 (0) — @ +tr|d
o=t = — [ —cos|0(0) =0+ tr]dr

= 6: /OOO i [cos(—é)cos(tT) - sen(—é)sen(tT)} dr.

Assim, temos

t  Ego(—t*) = 67: /OOO ; [cos(é)cos(tT) + sen(é)sen(h)} dr. (3.5.9)

Utilizando as equagoes (3.5.3), podemos escrever

7 cos(f) = r%cos (fa) + 1 e 7sen(f) = r“sen (Aa) .

De onde segue que

72 {cosz(é) + sen2(9~)} = r*® [cos2 (0r) + sen? (604)} + 2r%os (fa) + 1,

ou seja,

7 = r?® 4 27%os (fa) + 1.

Assim, podemos escrever as seguintes expressoes

cos(f) recos (o) + 1 sen(f) rsen (o)

T r2e 4 2raocos (o) + 1 ¢ 7o r2a 4 2recos (fa) + 17

Sendo o = 2, temos s = 2 + i 7, de onde segue que

=

2 T
0 = arccos | —— 0 f = arcsen | ———— | .
' (\/4+72> b : n(\/4—|—72>

Assim, temos que

(4 + 72)% cos [oz - arc cos (

)]

o1(1) = COS:F(H) = " 5 (3.5.10)
(44+72)%+2(4+72)2 cos [a-arccos (\/m)] +1

23



~ (44 72)? sen [a - arcsen <T2>]
o) 1= SO) VAt . (35.11)

N 2
(4—|—72)a +2(4+72)2 COS |(X - arcCos | —F——— +1
4+ 72

Substituindo as equagoes (3.5.10) e (3.5.11) na equagao (3.5.9), podemos escrever a expressao

e2t

t By (—t%) = — /OOO [o1(T)cos(tT) + @ao(T)sen(tr)] dr, (3.5.12)

onde 1(7) e p1(7) sdo definidos nas equagoes (3.5.10) e (3.5.11), respectivamente.

Através de uma conveniente escolha para o, que é a parte real do nimero complexo s, variavel da
transformada de Laplace de uma funcao, expressamos algumas integrais improprias convergentes
através de uma nova funcdo, como no caso da equagao (3.5.4), onde dados os pardmetros a, 3,7y
e k, podemos escrever uma integral impropria convergente, envolvendo funcoes trigonométricas, a
partir das funcoes de Mittag-Leffler.
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Capitulo 4

Calculo Fracionario

As derivadas e integrais de ordem inteira tém intimeras aplicagoes e sao utilizadas para resolver
problemas em varios campos da ciéncia. As derivadas e integrais de ordem nao inteira sao uma
generalizacao daquelas de ordem inteira. Em [27] Heymans & Podlubny e em [46] Podlubny
fornecem uma interpretacao geométrica e discutem aplicacoes para o calculo fracionario, com
integracao e derivacao de ordem nao inteira.

Existem diversas formas de se introduzir tais conceitos, isto é, diversas maneiras de definir
a integral e a derivada de ordem nao inteira, que nao necessariamente coincidem umas com as
outras, mas cada uma apresenta sua particular aplicacdo em diversas areas, tais como: fisica,
processamento de sinais, eletromagnetismo, entre outras [9, 15, 21, 60].

Neste capitulo apresentamos as defini¢oes de integrais fracionarias, nos sentidos de Riemann-
-Liouville, Liouville, Weyl e Riesz, as derivadas fraciondrias nos sentidos de Riemann-Liouville,
Caputo, Liouville, Weyl e Riesz, bem como algumas de suas propriedades. Escrevemos o teorema
fundamental do calculo fracionério [25] envolvendo os operadores descritos, bem como aplicagdes
deste teorema em algumas equagoes diferenciais fracionérias [14] particulares.

4.1 Integral fracionaria de Riemann-Liouville

Nesta secao apresentamos a defini¢ao de integral fracionaria, no sentido de Riemann-Liouville
e algumas de suas propriedades.

Se f(z) € L*(a,b), com —oco < a < b < 0o, as integrais fracionarias de Riemann-Liouville de
ordem « € C, com Re(a) > 0, a esquerda e a direita, sao definidas, respectivamente, por

» _ Lo fm)
(IaJr ) (x) = Ia) /a e 7_)l_de, para x > a (4.1.1)
e
” N S L 1 G
(Ibff) (x) = o) /x o) dr, para x < b. (4.1.2)
Sea=0,I0, =1 :=1, onde I é o operador identidade’.

'Ressaltamos que em alguns livros, as notacdes 15 eIy aparecem como I3 e I}, respectivamente.
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Definicao 4.1 (Espacos Iy, (L,) e I;_ (Ly)). Os espacos I7, (L,) e I;_ (L,), sdo definidos para
Re(a) > 0 e 1 < p < o0, respectivamente, por

Iy (L) o= {f(2) : f(2) =15, 9(x), g(z) € LP(a,b)}

I (Ly) == {f(2) : f(x) = T_h(), h(z) € L"(a,b)} .

A seguir mencionamos algumas propriedades da integral fracionaria de Riemann-Liouville, ou-
tras podem ser encontradas em [52].

Propriedade 4.2 (Semigrupo). Se Re () > 0 ou o =0 e se Re () > 0 ou § = 0, entdo

LR

Propriedade 4.3 (Comutatividade). Se Re (a) > 0 ou a =0 e se Re () > 0 ou = 0, entao

1 e

I =1t

117 =11

B B
a+-a+ a+ra+ € Iba_Ib_ = Ib_I?_'

Propriedade 4.4 (Linearidade). Sejam f(z) e g(z) tais que existam (IZ‘+ )(x), (I,‘j‘_f) (x),
(IZ‘Jrg) (x) e (I?_g) (), com Re(ar) > 0. Seja A € C, entao

Lo M () + ()] = MG f(2) + 15, g(x)

Lo A () + g(2)] = A f(2) + I g().

Propriedade 4.5. Se Re(p) > —1, Re(a) > 0 e = > a, entdo

I'(p+1)
I* (x —a)t = —"—— (2 — a)" ™. 4.1.3
a+( ) F(/lL +oa+ 1)( ) ( )
Demonstracao. Temos que
1 = (t—a)*
I (x—a) = / dr.
a+< ) F(Oé) a (I'—T)l_a
Fazendo a mudanca de variavel
T—a
u =
T =T
na integral, temos que
T:ua:—i—a e dr = roa du.
1+u (1+u)?

Dessa forma,
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12 (2 — a)t — 1 /OO(u:c—l—a_a)“(x_ux—lra)a_l r—a |,
ot - TI'(a) Jo 1+u 1+u (14 u)? "

e (Y () s

1 uta ut
=T ) (5 uprart
1 e
:F<a)(:v—a) B(p+1,a)
_ F(,u + 1) pnto
_F(,u—ka—i-l)(x_a) . .

No particular caso em que consideramos a funcao g(«,x) = Ig, z, com a,z > 0, por (4.1.3),
temos que

r (2) anrl anrl
g r=——"—at=_— = =—.
R Py T(a+2) gler) = 5

Vamos analisar a interpretacao geométrica do calculo de g(«, ), no caso em que x = 1 e a € [0, 1].
e Para a =0, 3:

T

15, @ :012’% = / =dr =
0 T(0,3)(1—1)" T (2,3)

= 0, 86.

Geometricamente, isso representa a area da regiao do plano delimitada pelos graficos de

t

, y=0 e t=1, conforme a figura a seguir.
r,3) 10"’ : :

ft) =

f(t) [

- L )
0.0 0.2 04 0.6 0.s 1.0

Figura 4.1: Funcao f(t) = .
g uncao f(t) (0,3) (1 t)0’7
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1
e Para a =0,5: Ig, x =oI%% = / T >~ (0, 75.

dr =
0 T(0,5)(1—7)°  T(2.5)
Geometricamente, isso representa a area da regiao do plano delimitada pelos graficos de
t

t) = , y=0 e t=1, conforme a figura a seguir.
g(t) ros - ¢ g g

g(t)

=
T

[
T

; ; : . 1
00 02 04 06 08 10
t

Figura 4.2: Funcao g(t) = T(0.5) (1— 1"

1
e Para a =0, 8: Iax:IO’S:J::/ T dr = —— = 0,6.
T T8 (1= T(29)

Geometricamente, isso representa a area da regiao do plano delimitada pelos graficos de

t
10,8) (1 —)"*

h(t) =

y=0 e t=1, conforme a figura a seguir.

s
h(t)

I

1
00 02 04 06 08 10
t

Figura 4.3: Funcao h(t) =

r(0,8) (1 — )%
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1 1 1
e Para o = 1: IS‘JFJUZOI%JU:/O rdr = m =5

Geometricamente, isso representa a area da regiao do plano delimitada pelos graficos de

o(t)=t, y=0 e t=1, conforme a figura a seguir.

o(t)

L 1 1
0.0 02 04 0.6 08 10

Figura 4.4: Funcao ¢(t) = t.

Notamos, através dos casos apresentados acima, que g(0.3,1) > ¢(0.5,1) > ¢(0.8,1) > ¢(1,1).
Se f(x) =k, onde k é uma constante real, entao

o, 1 z k k z a1, kx*  kx®
I“k_meA(x_ﬂth_Iﬂoé(x = e T T

Logo, para x > 0, temos que

k x®
I'a+1)

A transformada de Laplace do operador de integragao fracionaria de Riemann-Liouville, no
caso em que a = 0, é dada por

18, k= (4.1.4)

f[lg:_ }(s)-ﬁ[rl )/Ot( /() dT] (s)

(@) Jo (t—7)'7°
_ %g [ / ) (- ﬂ“dﬂ ()
- ﬁz £ 9] (s)
_ ﬁz 1(5)Z 9] (),

onde g(t) = t* tu(t) sendo wu(t) a fungdo degrau unitario, definida em (1.3.2).
Usando a equagao (2.1.2), obtemos
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25,4 6) = 5 2 N DL [ () = 52 1] ).

Ou seja, podemos escrever

215, ] (5) = s 2L [f](5), para Re(a) > 0. (4.1.5)

4.1.1 Integral fracionaria das funcoes de Mittag-Leffler

Vamos expressar a integral fracionaria de Riemann-Liouville a esquerda a partir das fungoes
de Mittag-Leffler, E! 5(2), no caso em que z > 0. Considere os parametros o, a, 3,7 € C, de modo
que Re(a), Re(p), Re( ) e Re(o) sejam todos positivos.

S, I 2 INGED
15+ [Eaﬂ(’z)] =15 |2 F(aj+8) T ()T (+1)

J=0

.- I'(y+37) o j
%rmyw) <>r<j+1>l°+(z)

S C(y+J) LG+ i
(Zf;)yzor(o‘j+6)r(7)r(j+1)F(j+a+1)
27 - T +9) 2
_F(V);)F(j-i-d—f—l)F(aj—{—ﬁ)’

Se 0 =y — 1, temos que
271

I B 5(2)] = = Eas(2).
b+ [Eas(®)] = Fy Banl2)
Por outro lado, se o # v — 1, podemos fazer a substituicao

F(v+4) 1
F(j+o+1) T(o—v+1)

B<7+]70—_7+1)7

com isso,

15, [E2 ()] G ZB 1) :

ot |Ebs(2)| = +J,0 +1) 57—

R N N e = S U Y )

Z(T

= 1=t dt
(;;;)rmr(a—wl)/o Wt
= < /1 (1 = )7 Eqp(zt) dt
S T()T(c—~+1)Jo o0 '
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Assim, obtemos as expressoes

—— E.5(2), seo=7v—1,

17, [E1()] = TO) - )
1—‘(7)1"(0—7+1)/0 T (1—t) Eapg(zt)dt, seo #~y—1.

(4.1.6)

g

4.2 Derivada fracionaria de Riemann-Liouville

As derivadas fraciondrias, segundo Riemann-Liouville, a esquerda e a direita, sao definidas para
a € C, respectivamente, por

Dy, =17 e Dy =1"°.

Se Re(a) < 0, D%, f(z) e Dy f(z) existem para toda funcio f(z) € L'(a,b), com —c0 < a <
b < oo, pois coincidem com as respectivas integrais fracionarias de Riemann-Liouville. Por outro
lado, se Re(a) > 0, entao Dy f(x) e Dy_ f(x) existem para toda funcdo f(z) € AC"(a,b), com
n = [Re(a)] + 1, onde [p] denota a parte inteira de p.

Podemos escrever as derivadas fraciondrias, segundo Riemann-Liouville, para Re(a) > 0, com
a ¢ N, a esquerda e & direita, respectivamente, por?

(DZ‘+ ) (x) :=D" [(IZ;af) (:E)} : para x > a (4.2.1)

(D5 f) (z) == (=1)"D" [(;=°f) (x)] . paraz <b. (4.2.2)

Se, em particular, &« = n € N, entao

(Drf) @) =) e (Dpf) @) =(=)"f"(@).
Seguem alguns lemas, propriedades e teoremas envolvendo o operador de derivagao fracionéria,
segundo Riemann-Liouville, outras podem ser encontradas em [28, 32].

Propriedade 4.6 (Linearidade). Os operadores D, e Dy, assim como os operadores de integra-
¢ao fracionaria, sao lineares.

Propriedade 4.7. Se © > a, Re(r) > —1 e Re(a) > 0, entdo

I'(p+1)

D‘X _ w_— N 7
a—&-(m a) F(,u—oH—l)

(x —a)'™?. (4.2.3)

Demonstragcdo. A demonstragdo segue da Propriedade 4.5:
P(p+ D)D" [(x —a)™]  T(p+1)(x—a)

DY (x —a)* =D"I" *(x —a)* = = ' -
at( ) at ( ) (4\1,;) M'p+n—a+1) I(p—a+1)

2 . n dn

Aqui, denotamos D" = FCl
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Teorema 4.8. Sejam f(z) € AC"[a,b], « € C com Re(a) > 0 en = [Re(a)]+1, entdo as derivadas
fracionarias de Riemann-Liouville & esquerda e a direita, podem ser escritas da forma

L (p ) 0y 1 = f(")(T) 7
( ) Z:: (f (@) z=a) * ['(n—a) /a, (x — 1)oa—n+l d

(1+j—a)

(14+j—a) (n—a) T — )t

. B SN et o (1" f)
(Dif) (1) =31 T (19w, ) + / : ar.

Demonstragdo. Para demonstrar o teorema para a derivada fracionaria a esquerda, podemos partir
da definicao, depois integrar por partes n vezes e por fim utilizar a regra de Leibniz?.

(D2 f) (@) = D" (T37°f) (2)

[Fn—a xjglwﬂﬂ
{Fn—al >%;fga+nialqm—ﬂ"%mﬁm4}

)
_ f(a [x_ana] v L D”[/j(x—T)"af(l)(T)dr}

['(n—«) (n —a) n—a+1)

o [F(n—loz Tl ARl %M |

Na n—ésima integragao por partes, obtemos

= f(a)

@ 1

G)( i D® /z — )2n—a=lr(n) (g 4.9.4
( ) Zf 1+j—a)+ ['(2n — «) a<x ™) frrdr) . (424)
Agora podemos utilizar n vezes a regra de Leibniz, do calculo de ordem inteira, na integral do

lado direito em (4.2.4), obtendo a expressao

fan [ @ ] = s [T et ar

Finalmente, podemos escrever

@ L 00
DY = —~ —  _(f9 / dr. 4.2.
( ot ) () ]Z; Frl+j—a) (f (@) x=a) * IF'n—a) Ja (x— 1) ntt T (42:5)
O resultado para a derivada fracionéaria a direita segue de maneira similar. [
3 . ) d b(x) b(l‘) a d d
Regra de Leibniz: P o f(z,7)dr = /{l(ﬁ) . — fx,7)d7 + f(z,b(x ))d:z:b(x) - f(x,a(w))aa(x).
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No caso em que fY)(a) = f9(b) =0, para j = 0,1,2, ..., [Re (a)] em (4.2.5), entdo

(D2, f) (@) = (T f@) (@) e (DR f) (@) = (=1)" (=) (2).
Lema 4.9. Sejam ¢(z) € LP(a,b), com 1 < p < oo e a € C com Re(a) > 0, entao
D, (1 0)] @) =e@) e Dy (I50)] (2) = p@). (4.2.6)
Demonstracao. Para demonstrar este lema, escrevemos

D2, (18,¢)] (2) = DI 1S, ().

Usando a Propriedade 4.2 e em seguida o teorema fundamental do célculo de ordem inteira n vezes,
temos

D" Tayp(x) = DG p(2) = w(2).
Utilizando raciocinio andlogo, obtemos {Dg“_ (Ig‘_go)} (x) = p(x). |

O Lema 4.9 e o lema a seguir serao utilizados no teorema fundamental do célculo fracionario,
discutido no Capitulo 5.

Lema 4.10. Se f(z) € L'(a,b), com —00 < a < b < oo e I'7*f(z) € AC"[a,b], com a € C,
Re(a) > 0 e n = [Re(a)] + 1, entdo

n—1 (I _ a)a—j—l

(19,02, f) (x) = flx) = > (D" f ()

|
r=a

= Tla—j) |
(1-Dj_f) @ =1 =3 = Jr<ofb__j>x P o))

Em particular, se = n € N*, podemos escrever

(12, D7, f) () = f(z) -

(B0 f) @) = #(a) - 5 SO (g0

e se 0 < Re(a) < 1, temos

(12,02, 1) (2) = f(a) - @;@f) (157 (@)
(D5 f) (0) = fla) = 55—




Demonstracao. Para demostrar este lema, podemos utilizar integracao por partes. Temos que

—« 1 * a—lmyntn—«a
1z (D)) (@) = [ (D)) () = gy | @=rrrprrse s,

Integrando por partes, fazendo u = (z — 7)*"' e dv = D"I ® f(7)dr, obtemos
i, (02.)] () -

et (D ()
F(a)

x:a} 1
Ta-

x
| =)t f(rar,
Integrando por partes da mesma forma por mais n — 1 vezes, obtemos

L2y (D24 1)] (@) =

= e i (e ey 10 P S U

--% " s / (@ — 7)o f (r)dr
n—1 (l’ — a,)aij*l :(Dnijillz;a (I’)) r—al A MTh—a

- =0 [(a = j) + et R 3)

- (DT @) |

> a7 + f().

De forma analoga segue o resultado para {Ig‘“_ (Dg"_ f)} ().

Em particular, se a = n, entao, substituindo a por n em {I;“ n (Dg i )} (x) e fazendo a mudanga

de indices n — 7 — 1 = k no somatdério, obtemos o resultado desejado.

Além disso, se 0 < Re(a) < 1, basta fazer n = 1 em {I;ﬂr (DZ‘+ )] () e {Ig‘_ (Dg‘_f)} (). N

Diferentemente do operador de integragao fracionaria de Riemann-Liouville, a Propriedade 4.2
(semigrupo) nao vale para o operador de derivagao fracionéria segundo Riemann-Liouville, como
pode ser observado através do teorema a seguir.

Teorema 4.11. Sejam f(x) € L'(a,b), com —0co < a <b < 0o, a>0e 3 > 0 tais que a + 3 < n,
com n = [Re(a)] + 1, e sejam ainda m = [Re(f)] + 1 e (IZZ:“f) (x) € AC™[a,b], entdo

o

= a) I [(D" T ()
I'(—a—j)
Demonstragao. Vamos usar o Lema 4.10 e a Propriedade 4.2 para a demonstracao deste teorema.

Dz, (D2, f)] (@) = [P (DL, S)] (@) = DL (1,01, f)] (),

o2, (02,1)] ) = (057°) ) - 5 ( (127)

N
a+B<n
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Pelo Lema 4.10, podemos escrever

e (=) (D ()

)

{15-1- (D§+f>} (x) = f(.%') -

L6 —j) ’
com m = [Re(f)] + 1. Assim, obtemos
i o m (¢ —a) (D" () |
Dz, (D2 f)] (2) = DTy {f(az) - X N }

m-1 (g — a)f—I1 [(Dm‘j_llﬁfﬂf (x)) _ }
_ (X+B T —_ =
= D {f( ) = INCEE) }

ot DI (@ — )P (DI I f(a))

a+

j=0 F(ﬁ _])

]

= (D7) (@) —

et (= ) (D ()
0 F(—Oz - ])

o

= (D7) () —

.
Il

Podemos determinar uma expressao para a transformada de Laplace da derivada fracionaria
de Riemann-Liouville a esquerda, como a seguir.

£ D, f] (s) = 2 DT ] (s)

n—1 ) n—1—j
= ezl - 5o [SeSes] |
(1.3.5) J= t=at
) ~ n—1 - )
=2 [L7f] (5) = X o [0,
L - J:O - =a
) _ n—1 L )
— g I;L;Cltf (8) . Z st D”IH_JIZ_T_af(t)} t—ar
L - j:0 - 7&
) ~ n—1 o .
=2 [ f] () = X o [Pt ]|
L - j:O - =a
) _ n—1 L )
=2 [L704] (5) - X8 DI )| o
j=0
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Logo, para n = [Re(a)] + 1 e Re(a) > 0, temos

2 D2, 7] () = "2 [10f] (s) z ]|,

Em particular, se a = 0 em (4.2.8), entao

A [D&f} (s) = z:: [Dngl Jf )} ‘t:0+7

pois, .Z [I&:a } (s) = s* L[] (s).

(4.1.5)

(4.2.8)

(4.2.9)

Se « =n € N, a equacao em (4.2.9) torna-se igual & equacao em (1.3.5), que ¢é a transformada

de Laplace da derivada n—ésima de uma funcao f(t).

Como um exemplo da derivada fracionaria de uma funcao, considere h(a,z) = Dg, x, com

a>0ex>0. Por (4.2.3), temos que

Dg v = m——"—x =

Logo,

Figura 4.5: Fungao h(a,x) para0 <a <1 e 0 <z < 1.

Note que para a = 0, temos h(0,z) =z e para a = 1, h(1,z) = 1.

Por outro lado, se f(z) =k, onde k é uma constante complexa, podemos obter Dy, k, fazendo

a=p=0em (4.2.3) e multiplicando por k:
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kx™
I'l —a)

A derivada de uma constante sera nula, apenas para o € N*, pois, neste caso,

Dg, k =kDg, 1= , para x> 0 e Re(a) > 0.

'l —a) = .

Para outros valores de o, Dy, k serd nao nula.
Seja f(z) =277, com Re(a) >0e j=1,2,.., ([Re(a)] + 1), entao

- Tla—jg+1) _.
DY 27 = ———= 177 =0,
ot I(1—j)

pois, I'(1 — j) — oo para todo j = 1,2, ..., ([Re(a)] + 1).

4.3 Integral e derivada fracionarias de Liouville

A sugestao inicial de Liouville foi baseada na féormula para a diferenciagdo de uma funcao
exponencial e foi estendida para fungoes f(z) que podem ser expandidas como séries da forma:

oo
:chea” = D?f(x cha P ekt
k=0

onde a; > 0 para todo k.

Outra sugestao para a derivada fraciondaria segundo Liouville, foi a de derivar uma funcao da
forma f(t) =¢=* para Re(a) >0, n=[Re(a)]+1, a>0 e t>0.

As integrais fracionarias segundo Riemann-Liouville, a esquerda e a direita, sao facilmente
estendidas ao caso de um intervalo infinito (a = —oo ou b = +00). As integrais fracionarias de
Liouville, a esquerda e a direita, sao definidas para —oo < x < oo e Re(a) > 0, respectivamente
por

9@ - [ 0 __ar (431

(@)

As correspondentes derivadas fracionarias de Liouville s

(I‘ﬁf)(a:)zrl /;( <)) dr. (4.3.2)

(DSf) (@) =D"[(17°f) ()] e  (D°f)(2):=(=)"D" |[(I"*f) (2)],  (43.3)

onde n = [Re(a)] + 1, Re(a) > 0 e z € R.
Se, em particular, « = n € N, entao (Df‘rf) (z) = f™(z) e (D‘ff) (z) = (=) ") (z).
Kilbas utiliza a Propriedade 2.5, equagao (2.2.13) de seu livro [32], para demostrar que
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Pla+a) ..
T~

para Re(a) >0, n=[Re(a)]+1, t>0 e a>0. Se, em particular, « = n e a = m, entdo

D¢ = (—1)"

d* Lm+n) o
dt”[t ") =) T'(m) e,

ou seja, recuperamos a derivada de ordem inteira dessa funcao.

4.4 Derivada fracionaria de Caputo

O operador diferencial de ordem nao inteira de Caputo, pode ser utilizado quando queremos, por
exemplo, discutir uma equagao diferencial fracionaria, cujas condigoes iniciais tém interpretagoes
bem conhecidas em termos das derivadas de ordens inteiras [45].

Se f(z) € AC"[a,b], com —o0 < a < b < oo, a € C tal que Re(a) > 0, com o ¢ N, e seja

= [Re(ar)] + 1, entdo as derivadas fraciondrias a esquerda (¢Dj,) e a direita (¢Dj_), segundo
Caputo, sao definidas a partir do operador de integracao fracionaria de Riemann-Liouville, da
forma

(D f) (@) == (T ) () (4.4.1)

(D5 f) (@) = (=" (™) (). (4.4.2)

Se, em particular, « = n € N, entao

(eDif) (@) = fP@) e (eDif) (@) = (=1)"f " (@).

Utilizando a equacao em (4.2.5), podemos estabelecer uma rela¢do entre as derivadas fracioné-
rias de Riemann-Liouville e Caputo, da forma

020) )= & 17

ou ainda, na forma

) T (D f) (@),

n—1 (l’ _ a)jfa )
a _ a _ @)
(eD81) (@) = (D2F) () = X gy =y (V). (4.4.3)
Note que se fW(a) = fU)(b) = 0 para j = 0,1,...,n — 1, entdo a derivada de Caputo coincide
com a derivada de Riemann-Liouville.
Diversas propriedades do operador de Caputo, bem como a relacao dele com outros operadores
diferenciais fraciondrios podem ser encontradas em [5, §].

68



Propriedade 4.12. Se > a, Re(a) >0 e n = [Re(«a)] + 1, entdo

0, para p=0,1,2,....n — 1,
Dy (z—a)t = F(p+1) —
————(x —a)"*, para Re(u) >n—1.
Fn Dy~ @) para Re(n)
Demonstragcio. Vamos usar a definicdo da derivada de Caputo e a Propriedade 4.7, para mostrar
o caso em que Re(u) >n — 1.

¢Dg, (¢ — a) = 7D & — a)"

_ o C(p+1)

at m(l’ —a)*™"| (para Re(p) > —1)

= EAUE 0oz —a)*™"

T(p—n+1)""

r 1
= W(x —a)'~*, para Re(u —n) > —1, ou seja, Re(u) >n — 1.

Por outro lado, se u € {0,1,2,...,n — 1}, entao

EPe-ar)],

pois no somatoério do primeiro membro, o tinico termo nao nulo ocorre quando p = j.
Agora, por (4.4.3), segue que

(x —a)l™™

(x —a)r—@
JFO+j—a):FW+1)F

(1+p—a)

} (x —a)i—@
=l T(1 1 — )

cDy, (x —a)* =Dy, (x — a)* Z[(Djx—a )

(x —a)r—@

(14 pu—a)

I VR B PR

Particularmente, na Propriedade 4.12, se ;4 = 0 e k£ ¢ uma constante complexa, entao

0=(cDg(x—a)) =  keDi1=0 = D5 k=0

Enquanto a derivada de Riemann-Liouville de uma constante pode ser nao nula, a derivada
fracionaria de Caputo de uma constante é nula.

Lema 4.13. Se f(z) € C|a, b, com [a, b] um intervalo finito, a € C tal que Re(a) > 0 e Re(a) ¢ N
ou o € N, entao

(DI f) (@) = flx) e (eDi I f)(2) = f(x). (4.4.4)
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A demonstracao deste lema pode ser encontrada em [32].

Lema 4.14. Se f € AC"[a,b] ou C"[a,b], com —oc0 < a < b < 00, e &« € C com Re(a) > 0 ¢
n = [Re(a)] + 1, entdo

(12, D, f) (@) Z Y (£9 @)

) (4.4.5)

(Ia C’Da f) i ﬁ (f(j)(l")

7=0

) (4.4.6)

Demonstragcao. Vamos utilizar a Propriedade 4.2 e integracao por partes para chegar ao resultado.
Consideremos inicialmente as seguintes igualdades:

(12, D2, f) (2) = (1, 127°D" f) () = (12,D") f(x) = (12, f™) ().

Agora podemos determinar (IZ f (")> (x) efetuando n integragdes por partes, ou seja,
(IZJr (") / fM () (z — )" tdr

=~ ) + s [ £ =)

n—1 £(j)
:—Zf ()(ﬂf—a +7/f )z — 7)%dr

n—1 (j)a ) T
Ry [

j=1
n—1 j
f9(a
=S 0wy ) - s
=1 J
n—1 (.7) a .
TP i .S
=0 J
A demonstracao para (Ig‘, cDy f) (x) é efetuada de forma similar. [

A expressao para a transformada de Laplace do operador de derivagao fracionaria de Caputo
a esquerda, no caso em que a = 0, Re(a) >0 e n = [Re(a)] + 1, é dada por

L [eDf] (s) = 2 [T ] (5)
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~ :
(1.3.5) j=0
n—1
=L 1)) = 5t 0],
n—1
= SLUO- DIL EiGII.
Logo, podemos escréver
n—1
L [eDif] (s) = 2L [f1(s) = X [FP ]|, .- (4.4.7)
k=0

Na equacao (4.4.7), se em particular &« = n € N, entdo recuperamos a transformada de Laplace
da derivada n—ésima de uma fungdo, como na equacgao (1.3.5).

4.5 Integral e derivada fracionarias de Weyl

As operagoes de integracao e derivagao fracionarias, conforme definidas pelos operadores de
Riemann-Liouville, sdo bem adequadas para séries de poténcia, mas nao para fungoes definidas
por séries de Fourier, pois, se f(z) é uma func¢ao periédica de periodo 27, entao (Ig i ) (x) pode
nao ser peridédica. Por essa razao, ¢ conveniente utilizar os operadores de integracao e derivacao
fracionarias de Weyl.

Seja f(x) uma funcao peridédica de periodo 27, definida na reta real, com valor médio nulo, isto
¢,

1 2
—/ F(x)dz = 0, (4.5.1)
27 Jo
e seja
1
Cor

/O27r e f(z)dx, (4.5.2)

a série de Fourier de f(x), onde os ¢,’s sdo os coeficientes de Fourier?.
Por (4.5.1), obtemos ¢y = 0, ja que por hipétese a fungao tem valor médio nulo. Assim,

podemos escrever

[e.9]
f@)~ Y cpe™, com Cn

n=—oo

1

oo
f(@) ~ Y cpe™, com Cn =5
T

n=-—oo

n#0

/027T e~ f(x)d. (4.5.3)

4A notacio ~ indica que a série ndo necessariamente converge, e se converge, ndo converge necessariamente a

f(@).
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Observe que por (4.5.3), temos

'f(z)~ Y cplin)~te™ e D'f(z) ~ > ca(in)'e™.
o 0

Assim, a integral e a derivada de Weyl, sao definidas, respectivamente, por

YICf(z) ~ > culin) ™ e “Df(z)~ > culin)¥e™,
o o

com a € C e Re(a) > 0.
Substituindo ¢, na série para V1% f(x), definida acima, obtemos

s~ 3 (5 [ ey e

00 ein(w—y)

1 27
=5 FO | | W

n=—oo

n#0

1 T—21 00 eint
O AR CEU D =r IS

o—y=t o
1 27
— o [ fa - uanar,
21 Jo
onde
0 nt
U, (t) = . 4.5.4
=3 G (45.4)
n#0

De maneira analoga, obtemos a expressao para a derivada fracionaria de Weyl

1 2m
YDf(x) ~ — flx —t)W_,(t)dt.
2m Jo
De acordo com Samko [51], no caso em que 0 < a < 1, se f(z) € L'(0,27), a série em (4.5.4)
converge a
U, (t) = 2T 4oy (1) 0<t<?2
o) = = ro(t), com ,
[(a)

onde a fungao r,(t) é infinitamente diferenciavel em ¢ € (—2m, 27r|. Dessa forma, obtemos a integral
fracionaria de Weyl a esquerda, definida por

") = gy /; B f(tt;ladt —°f(z), O<a<l, (4.5.5)

72



isto é, a integral fracionaria de Weyl coincide com a integral fracionéria de Liouville para 0 < a < 1.
A respectiva derivada fracionaria de Weyl a esquerda, denotada por _ W f(x), para 0 < o < 1,
é dada por

—oWo f(z) = (icli‘af(w) = F(ll—a)(ic /; (xf_(i)f)adt = D% f(x). (4.5.6)

Observe que se definirmos a série de Fourier de f(z) da forma

1
o

2
/ e f(x)dex,
0

o0
T) ~ cpe” com Cn
fla)~ .

n—=—oo

n#0

entao obtemos para 0 < o < 1, de maneira analoga, que a integral fracionaria de Weyl a direita e
a derivada fracionaria de Weyl a direita, sdo definidas, respectivamente, por

wra 1 e f(?) e
I° f(z) = r(a)/x e =1 )

WF@) =~ o1 0) = e [ et = Do)

Como exemplo de aplicagdo da derivada fracionaria segundo Weyl, vamos determinar uma
expressao para a derivada fraciondria da particular fungao f(x) = cosz, segundo Weyl e segundo
Riemann-Liouville.

Temos que f(z) é periddica de periodo 27 e tem valor médio nulo, pois

1

27
—/ coszdx = 0.
27 Jo

e Derivada fraciondria de f(z) = cosx segundo Weyl:

6ix+efix 1 1T 1 —ix
f(x)—cosx—#—ge +§e :

Assim, temos que

1
CL=C1=5 € 6= 0 para todon € Z\{—1,1}.

Com isso,

YD%cosx = c1(i)%e™ + c_1(—i)%e ™ = 5 i“e” + 5(—2’)0‘6_””.

Portanto, podemos escrever

1., 1 ‘
d(a,z) =YD cosz = 5 i%e” + 5(—2’)%’”.
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Note que a funcao ¢(«,z) é periédica de periodo 27.
Na figura a seguir, temos o gréafico para a fungao ¢(«, ), no intervalo —10 < z < 10, para

Y08 (cos x)

alguns valores de a.
YDl(cosz)

Figura 4.6: YD“(cosx) para a = 0,8; lel,5.

e Derivada fracionaria de f(z) = cosx segundo Riemann-Liouville:

« 1 o i o _—ix
D0+COS$=§(D0+€ + Dg e )
L) o <= (i) o | (miz)
= o | g, |
j=0 J- j=o J

= 227 [Byy_o(iz) + BEyy_o(—iz)]

- zr(x1 — LF; (11— agiz) 41 Fy (11 — o —ia)]
onde 1F (a;b; z) é a fungao hipergeométrica confluente.
A derivada de Weyl é definida para x € R, enquanto que a de Riemann-Liouville é definida

A fungao Dg, cosx ndo tem perfodo 27. De fato, se por exemplo o = 0,5, entao

apenas para x > 0.
0.5 1705 . .
{Dobr cos x} = m [1F1(1;0,5;%) +1 Fy (1;0,5; —i)] = —0, 1055,
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enquanto que

05 (1 +2m)7%° : N
[Do+ cos x} L:am) = 305 LF1(1;0,5; (14 27m)i) +1 Fy (150, 5; —(1 + 2m)i)] = —0,2104.

Ou seja, concluimos que

0,5 0,5
[DO’+ cos T} ‘x:1 # [D0+ cos T}

x=(142m)

Na figura a seguir temos o grafico da derivada fracionéria segundo Riemann-Liouville da fungao
f(x) = cosz para alguns valores particulares de a, quando —10 < z < 20. No gréfico de D, (cos )
podemos ter pontos com z < 0 apenas no caso em que a = 1. Para a # 1, D{, (cosz) estd bem

definida apenas para z > 0.

L0E, :
Dy (cosx)
I)E,_ (cosz)

[)l])ﬂ:(ro:; z)

Figura 4.7: Dg, (cosz) para a = 0,8; 1el,5.

ﬁe%gg%ﬁ@ﬁéﬁﬁ%,pﬁé%amg%ﬁ@sﬁrﬁ Po2(Gos e wei fadad se Hproximam, enquanto que
para 0 < x < 7, elas diferem bastante, principalmente quando z estd préximo de 0.

Outro exemplo de aplicacao da derivada fracionaria segundo Weyel pode ser obtido conside-
rando a seguinte equacao diferencial fracionaria:

VD* f(x) + VDI f(x) + f(x) = g(x), (4.5.7)

com 0 < a,3 < 1eg(x) € LY0,27) uma funcao 2r—periédica, com valor médio nulo.
Seja

f(l’) ~ ; aneinm

n#0
uma SOIUQEEO particular para essa equa(;ao. ASSim, pOdemOS escrever
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- == D_ cos(x)

r
r o

1 —— D " cos(x)
1)

.l

Ly
LAY
N
L ‘-1| 1 1 1 L 1 L 1 L 1 L 1 1 1 L L 1 " 1 L 1 1
: U 4 g 12 X
-1}k

Figura 4.8: YD%(cosz) (Weyl) e Dy (cos z) (Riemann-Liouville).

YD f(x) ~ Y a,(in)* ™ e "DUf(z)~ Y au(in)’em.
o nto
Com isso, obtemos
YD f(x) + VDO f(x) + f(x) = D an [(in)* + (in)” + 1] €™
0

Seja agora

0 .
g(:)?) ~ Z Cnemz’
n=-—oo

n#0

a série de Fourier de g(x), onde

1 27 .
= %/0 e " g(zr)dx,

entdo a equagao em (4.5.7) é equivalente a equagao

Cn

> an {(z’n)%‘ + (in)? + 1} e = 3" e
o nto

Através da equacao acima é possivel determinar os coeficientes a,,’s para obter uma expressao para
a funcao f(z). Temos que

‘o [(in)2 + (in)? + 1]

= T2+ ()P +1] o f) e gtada
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Logo, uma solugao particular para a equagao (4.5.7) é dada por

{(in)%‘ + (in)” + 1}_1

fa)~ 3 e

2 .
/ e " g(x)dx
0

n=-—oo 27T
n#0
. r L, .
Se, em particular, g(x) = —senz = — e ¥ — — ¢€'*, entdo

27 27

! ! 0 para todo n € Z\{—1,1}

C1=—,C=—— € ¢, = ara todo n —1,1}.
PT o T Ty P
Assim, obtemos

1 -1

a_1 = a1 =

20 [(—i)% + (—i)f + 1] 20 (2 +4F + 1)
a, =0 para todon € Z\{-1,1}.
Logo, podemos escrever

x) = e — e,
20 [(—i)% 4 (—i)P 4+ 1] 20 (% 4+ i + 1)
Além disso, ainda neste caso particular, fazendo a« = § = 1, temos que f(z) = cosz é uma
solugdo particular para a equagao (4.5.7) quando g(x) = —senz.

4.6 Integral fracionaria de Riesz

Operacoes de integracao e derivacao fracionarias no espaco euclideano R™ sao poténcias fraci-
onéarias (—A)B 2 do operador Laplaciano, onde 5 € C. Se Re(f) < 0, temos a integral fracionaria
de Riesz, por outro lado, se Re(f) > 0, temos a derivada fracionéria de Riesz.

Se ¢ ¢ uma funcao de uma variavel real, entao temos a seguinte propriedade:

FA¢] (W) = (i)’ @ ().

Generalizando essa propriedade para a derivada fracionaria de uma fun¢ao f(x), com = € R,
podemos escrever

F (A7) @) = ()" f ).

Podemos ainda reescrever a poténcia i* da forma
. 2\ /2 2
"= () = (0
com isso, temos que
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F A f] (@) = (=1 ]| f (w),

ou ainda,

F (=8 f] (w) = lw]* f (w),

de onde segue que

(A2 f=F ' |w||* Ff = D°F,

onde F~! denota a transformada de Fourier inversa e D* denota a derivada fracionaria de Riesz
de ordem a. o
No caso da integral fracionaria, podemos considerar a poténcia fracionaria — com Re(a) > 0,

do operador Laplaciano, em termos da transformada de Fourier, por

(—A) 2 f = F o w|| " Ff = 1°f,

para a € C\{0} e fungoes f(x), “suficientemente boas”. 1*f denota a integral fracionéria de Riesz
da funcao f.

A integracao fracionaria de Riesz de ordem « é também conhecida como potencial de Riesz e
definida pela convolugdo de Fourier

(1) (00) = [ Kalx— €)/(€)de, (46.1)
com Re(a) > 0 e x € R, onde
. (B3] sea—n#0,24,---,
1), sea—n=20,2,4,---,
[l
¢ o niicleo de Riesz e v,(«) ¢ definido em [32], como

%(a):{zaﬁr(g) ()] Sea—mA0,2,4

(1) 227 i D (14 22)T(5), sea—n=0,24,--

Se, em particular, n = 1, ou seja, f : R — R, entao

I (2 o0
=) | F©le—gTds (@ #13.5,0) (462)

(17f) (x) = m -

Podemos reescrever (4.6.2) como um produto de convolugao (1.1.1), da seguinte forma

(1) (x) = ca (f * g) (), (4.6.3)

e a#1,35---
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Aplicando a transformada de Fourier em ambos os membros de (4.6.3), obtemos

FIfl@ =Flea(fx ol @) = o fw) = caf (@) §(w),
onde f (w) e § (w) sdo as transformadas de Fourier de f(z) e g(z), respectivamente. Assim,
20731 ()
r(z)

Podemos também reescrever (4.6.2) em termos das integrais de Liouville (4.3.1) e (4.3.2):

§(w) =F ] (w) = jw] ™ (4.6.4)

r 0o
_%T)/_Oof(gﬂx—f\a_ldf

= e (3 [ r©@-grtas + [T re - ot

Q[Hﬂ@+Fﬁwﬂ

- 1) 10 f(2) + 12 ()]

2 cos (a—;

Logo, temos

e )[Iif(x)ﬂif(x)} (0 £1,3.5,---). (4.6.5)

am
2cos< 5

4.7 Derivada fracionaria de Riesz

Apresentamos nesta secao o operador de derivagao fracionaria de Riesz, que pode ser escrito
em termos da transformada de Fourier, conforme discutido na secao anterior, de modo a satisfazer

(=22 f = F 7 w|* Ff = D/,

onde D denota a derivada fracionaria de Riesz de ordem o.
A derivada fracionaria de Riesz de f(x), com x € R", é definida para Re(a) > 0, como a
seguinte integral

Alf) (x
(D°f) (x) = dn(;, ) / ( é@i )ds (1> a), (4.7.1)

onde d, (I, a) e (Aéf) (x) estao definidas em [32].
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Em particular, se n = 1, entao

—flz—¢)
d
’5‘1+a

(D°f) (2) = ke /O:O /() £ (0<a<l), (4.7.2)

onde k, = 20+ DT sen(5)
T2

Vamos expressar (4.7.2) em termos das derivadas fracionarias de Liouville (4.3.3). Considerando
0 < a < 1, podemos escrever

1 d

DY) = Fr—ayas [ O (€

1 d o
:I’(l—a)dx/o §f(x—§)d¢

1 S
- fi—a | e fa—ode.

Agora, aaxf(:z: — &)= ——f(x = &), com isso, temos

~ )
DS f(x) = ml_a) [Tee l—agf(:v - g)] .

Efetuando integragdo por partes, obtemos

ot = b ([ L=

“Ti-a {QH& [—f(xgl g)] +lim [f (Z; Q] —a [T - f)df}

~ o —a—1
0 —a/o ¢ f(w—f)df}

)
1 . 1 * a1
- i o {o+f(a;)g% La] —a/o 3 f(:c—é)dé}
1 >« * —a—1
~ g {0 10 [ e —a [T - ac)

1 oo f(x) > flz —§)
- Fim [a/o faﬂd{—a/o ot dg}




Logo, podemos escrever

1_@/‘f 5%1 Jag (0<a<1) (4.7.3)
De forma analoga, obtemos
1 d [
D2 f(z) = _1‘(1—04)dx/x (€ —z) " f(§)d¢

1 d
=—F(1_Mm/0 €70 (e + €)de

- 1—a/ 57 fle+8)d

aaxf(x—l—f) ?f(a:~l—§) com isso

D f(z) = 1—04/5[ x+£]§

Efetuando integragao por partes, temos

Agora,

D% 70) = g (|- o [T e gac
_ 1 > flz+8),
T T(1-a) [—a 0 §a+1 ¢ +a gotl ]
f(z) — flz+)
I'(1—a) / €a+1 de.
Logo, obtemos
 f(x) 1_@ / fl@ §a+1:c+f d  (0<a<l) (4.7.4)

A derivada de Riesz (4.7.2) de f(x), pode ser escrita como

—— [ B R PN (R 25. Y

a+1 €a+1

I'l—a)

— k,

[DS f(x) + D f(x)].
Podemos simplificar a expressao
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I'l—a)

Y

ko
(07

utilizando algumas identidades envolvendo a funcao gama, discutidas no Capitulo 2. Primeira-
mente, vamos substituir o termo k,, definido em (4.7.2) na expressao

p Do) 2014 5) D(5*) sen (%) r(1-a)

(0%

3 .
2

™

Q
Em [24], pagina 896, 1 de 8.335, encontramos a expressao

14+«

Escrevendo x = ——, temos que

F<1+a> F(1+a> _ ﬁF(1+a)‘
2 2 2¢
Assim, podemos escrever

k‘ar(l —a) _ 20T (1+%) Fglga) sen (%) T(1-a)

(0% «

_ VAT(1+a)T(1 —a)sen (%)

Njw

aT

B Vral(a)T(1 — «)sen ("‘2—”)
~— 3
(2.1.3) am?

_ VAL(@)T(1 - a)sen (L;)'

™

Njw

Em [24], pagina 896, 2 de 8.334, encontramos a expressao
1 1
EN FYCRIS .
2 2 cos ()
Escrevendo x = a — 3 na expressao acima, temos que

F(a)F(l—a):F(;—l—&—l)F(1+1—a i

A R A A |

Assim,
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Ainda podemos escrever

oS [ﬂ' (a — %)}  cos (omr — %) sen ()  gen (2 7”) 2sen (a—;) oS (%) 2 cos (a—;)

am am am am am
Sen (7) Sen (7) Sen (7) Sen (7 Sen (7) 1
a

Ou seja, obtemos a seguinte igualdade

I'l—a) 1

a 2cos(%F)

Temos entdao uma expressao para a derivada de Riesz em termos das derivadas de Liouville,
dada por

Ka

B 1
 2cos(%F)
Podemos ainda expressar D f(x) como um produto de convolugao a partir da equagao (4.7.5).

Substituindo D% f(z) e D2 f(z) pelas expressoes dadas em (4.3.3) e considerando o fato de que
0 < a < 1, podemos escrever

D f () D f(@)+ D2 ()] (0<a<1), (4.7.5)

D°10) = 5o |t g J o FO 0= 070+ ot [T H0) €~ 0)7"ag

- 2cos(%") [I'(1 — a)@ o
1 d (= o o dox Y
T I(1—a)2cos(%F) lda: /—oo fE) (@ =& e + (=) @/x &) (@ =¢) dg}

[+ ] d g B
= (P aj2con(em) | ar Lo SO =077

[+ e B B
B F(l—a)?cos(a;)_/_oof(f) lax(x_f) ]dﬁ




B lF(i;)g_cil_(z;)] | H©@-g " as

—00

Assim, temos que

(D) () = da (f * R) (z), (4.7.6)
1+ (—1)
['(—a) 2 cos(F

Aplicando a transformada de Fourier em ambos os membros da equagdo (4.7.6), obtemos a
transformada de Fourier da funcio h(x) = z7*!

onde h(z) =27 d, = [ )] e O<a<l

14+ (—-1)~«
INEe! )2008(%)

ol ) = |tz ]

FID)] (w) = [(f +h)] (W)
; 1

onde f (w) e h(w) sdo as transformadas de Fourier de f(z) e h(x), respectivamente. Assim,
. T(—a) 2 cos(2r
h(w)=F [x_a_l] (w) = [ (1 i)(ff;(az >] ||, com 0 < a < 1. (4.7.7)

Teorema 4.15. O produto de convolucdo de Fourier das funcdes g(z) = |z|*™" e h(z) = 71,
para 0 < a < 1 é da forma’®

(g% h)(z) =
ﬂ _ [ 14+ (=1)~* ] o 1 _ AT (o) T(—a) cos*(%F)
2073 [ (%) T ['(—a) 2 cos(%5") Co dg 14 (1)@ '

Demonstragio. Aplicando a transformada de Fourier na funcao (g * h) (x), e usando as equagoes
(4.6.4) e (4.7.7), temos que

Fllgsmle) =i = () (W) = L r [

(83 CC!{ da

onde ¢, =

(w).

Assim, podemos escrever

Flgshl (W)= F [cjda 5} ().

Aplicando a transformada de Fourier inversa em ambos os membros, temos que

1 AT (o) T'(—a) cos*(4F)

(9% h) (@) = P

5(z) = [ ] 5(x).

COéOl

5§(x) denota a distribui¢do delta de Dirac.
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No Teorema 4.15, o coeficiente em (4.7.8) é complexo, ja que 0 < o < 1.

Co da

Considerando 0 < a < 1, pelas equagoes (4.6.5) e (4.7.5), temos que
afla 1 (o3 (6% (0%
(D0 f) (2) = D (19 f(2) + 17/ ()
2 cos (7>

(DY [15£(0) + 1 f ()] + D2 13 f(a) + 1 f ()]}

" dcost (=) [DSIS f() + D312 f(2) + D21 () + D £ ()]

Podemos escrever
(D312S) (@) = Jim (D313, f) () = M f(a) = f(a),
de maneira analoga, temos

(D212 f) () = f(x).

Assim,

(D1 f) () =

2

1
——— |2f(x) + D12 f(x) + D2IS f(x)| .
4 cos2 (om) [ }

Dadas duas fungoes reais f(z) e g(z), por (4.7.2) temos que para 0 < o < 1,

f —§ylz —¢)
_ /°° f(x)g(x) — f(x)g(x — &) + f(x)g(z — &) — flx — &gz — &) de
R g+
e / flz —gfv—f)]+f‘(§90|23£56—§)—f(ﬂc—é“)g(ﬂf—f)d5
o)+ k, / flz |£|1+(a §glz —¢) de
)+ [ s

onde

(z,§) = flx)g(z — &) — f(z — &gz — &)

85

(4.7.9)



A fungdo ¢(x, €) pode ser reescrita da forma
(. &) = f(x)g(z = &) — flz = glz — )
= g()f(x — &) — g(a) f(x — &) + f(z)g(x — &) — f(z = &)g(z — &)
= f(2)g(x) — f(2)g(x) + g(2) f(z — &) — g(a) f(x — &) + f(x)g(x — §) — f(z = E)g(z — &)
= g(x) [f(z) = flz =] = f(x)g(x) + f(z)g(x — &) + g(x) f(x — &) — f(z — §)g(z — &)
Logo,

b(x,€) = g(a) [f (2) = f(@ = )= f(x)g(x)+ f(x)g(x =) +9(x) f(x—E) = f(x=E)g(z—£). (4.7.10)

Dessa forma, temos que

D* [f(2)g(x)] = Ve [0 | 5|1+“

=S (@)Dg(2)+g(x)D* f () +q /_":O —f(x)g(x) + f(z)g(x — &) 7552]‘"(1: — &) — flx — gz — &) "
Eq. (4.7.10)

= f(2)D%g(z) + g(x)Df () + ke /_‘: —f(z)[g(x) — gz — 5)]|§1{£x — &) [g(x) — g(z = §)] A

— f(@)Dog(x) + )+ ke / ml[fa(x) —g(x = 9)] de.

Logo, podemos escrever

D [(e)o(a)) = F(@D"gle) + ()0 () + b, [ LI ICRD 90 =8 g

(4.7.11)
Considere, por exemplo, o caso particular em que f(x) = ¢, onde ¢ é uma constante real. Pela
equacao (4.7.2), segue que para 0 < o < 1,

© c—c
“c=ka / Alta
IS
Ou seja, a derivada de uma constante é zero. Substituindo esse resultado na equagao (4.7.11),
podemos escrever

D" [eg(w)] = eDg(a) + g(a)D%e + b [~ £ [gigl;gm ~ 9 g
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ou seja,

) — 9l =98] ,

|€|1+a 5’

D* [Cg(x)] = ClDO‘g(x) -+ g(gj) -0+ ka /_O:O [O] [g(.??
assim, temos que

D [cg(z)] = cD%g(z).

Como um exemplo ilustrativo para a derivada de Riesz de uma funcdo, vamos considerar a
fungao f(z) = cosx e encontrar sua derivada fracionédria segundo Riesz, no caso particular em que
0 < a < 1, utilizando a derivada como o produto de convolugao, definida na equagao (4.7.6).

D%cos(z) = lF(iz)(Z_ci))s_(j‘;)] /o:o cos(€) (z — €)1 de.

Fazendo a mudanga de variavel u = x — £ na integral acima, temos que

Dos(z) = [r(:)(g_ci(;r)] /OO_“’ cos(z — u) =+ (—du) |

ou seja,

[Dacos(a:):[ 1+ (=)= )] [ costa —wputdu.

['(—a)2cos(5) | /-

Podemos reescrever a integral acima de maneira conveniente para que possamos utilizar as equagoes
em (?7?7) e (77).

14 (=1)=® 0
D%cos(x) = + (=) / (coswcosu +senxsenu)u * 'du
I'(—a)2cos(G) | /-

= L+ (1) {cosx/oo cos(u) u_ad—u + senx/Oo sen(u) u_“du}

| I'(—a)2cos(5) | —o0 u —c0 u
_ I 1+ (_1)—01 ] 0 7o¢du ° 7ad7u
= | (o) 2cos(2) | {cosx [/OO cos(u) u " —i—/o cos(u)u " ] +
0 _,du o0 _,du
+ senz l/_oosen(u)u E—i_ | sen(u) u " 1}

Podemos reescrever as integrais

0 [ eostiy e = [eostou) (o) () = (-1 [Teosto)

—00 o] —v

87



(ii) /0 sen(u) u’o‘d—u = /O sen(—v) (—v)™ (—dv) =(-1)“ /OOO sen(v)v’ad—v,

—00 u

U= —v

na expressao para a derivada de Riesz de f(z) = cosz, com isso,

Decos(z) — [F éif;;l&ﬂ {Cosa: l—(—n—a [ cos(o) v_“OLU + [ eostu) u_“d] +

+ senx [(—1)"‘ /Ooo sen(v) v_a(iv + /OOO sen(u) u_adu] } :

u

ou ainda,
dv

Dcos(x) = [ L+ (o) ] {[1 — (=17 Cosx/oO cos(v) v —+

['(—a) 2 cos(%F) 0 v

+[1+(=1)7° senac/oOO sen(v) U_aiv} .

Nas expressoes das equagoes (7?7) e (?77), dadas por:

o d
/ cos(tx)xz—x =T(z) t_zcos%z, com Re(z) >0, ¢t >0
0 T

= d
/ sen(ta;)xz—x =T1(2) t’zsen%, com Re(z) > —1, t >0,
0 T

podemos tomar t = 1 > 0 para obter as expressoes integrais para D%cos(z). Vale ressaltar que
essas equagoes valem para Re(z) > 0, mas podemos também considerar 0 < z < 1, j4 que este
intervalo nao contém nenhum polo da fungdo gama. Assim, temos que

/OOO cos(v) v""@ =TI'(—a) cos (—O;T) =I'(—a) cos (O;T>

v

/OOO sen(v) v_o‘7 =TI'(—«)sen <—2) = —I'(—a)sen (2) :

Dessa forma, podemos escrever

Dcos(x) = [F(iZ)(Q_ci))s_(Z;)] {[1 — (=1)7 cos(x) I'(—a) cos (O;W) +

+ [+ (~1) ] sen(x) (-T(~a))sen (57 |
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— [F(l + <_1)_(Z2”)] {[1 — (=1)7¥ I(—a) cos(z) cos <O;7T> +

—a) 2 cos

+ 1= ()7 T(~0) sena)sen (%57 |

— [F(l + (1)~ )] {F(—a) {Cos(x) cos (O;W) — sen(z) sen <O[27T>} +

—av) 2 cos( %G

+ (—1)7oT(—q) [cos(x) cOS (a;) + sen(z) sen (a;)”

= [F(il_)g_(i))s_(j‘;)] {F(—a) {cos (x + Oé;) + (=1)“cos <a: — ogr)] }>

de onde sgue que

D%cos(x) = [W} . [COS <x + Oé;) + (=1)""*cos (m - O;Tﬂ ) (4.7.12)

para 0 < a < 1.

Em particular, se @« = — na equagao (4.7.12), temos que

i
o) = [ EL. o (4 2) 4 s (5 )

2 cos(

_ (1 Di;> [\gicos(x) - \fsen(x) i (?cos(m) + \fsen(x)ﬂ.

Efetuando o calculo acima, obtemos

D'/2cos(z) = ? <

1+t

V2
— ; (1—1—1) (e”—i—ie”) ;(1—2) (e”—i—ie”) —

Logo, segue que

) {[cos(x) + i sen(x)] + i [cos(z) + i sen(x)]} = (1 +22'_1> (6 4 i) =

(ezx _"_2612? _ Ze’LQL’ + e’L.’E) — e’LZZ'.

N | —

D'2cos(z) = e'®.
Por outro lado, se considerarmos a func¢io f(x) = €'**, com A € R um escalar qualquer, entao
a derivada de Riesz de ordem « para essa funcao, com 0 < a < 1, é dada por

a iz _ 1+ (_1)7(1 OO iAE e a-l
Dt ~ [F(—a) 2005("‘2”)1 /—oo ¢ =¢) ac.
Eq. @.7.6)
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Fazendo a mudanca de variavel u = x — £ na integral acima, temos que

Daei)\x _ 1+ (_1) /OO ei)\(xfu) u*‘kldu,
[(—a)2cos(5 )] /-

ou seja,

) ) 1 —1) ¢« 0o )
D%t Az — 62)\:(; + ( ) / et A\u u_o‘_ldu.
['(—a)2cos(%) | /-

A integral no membro direito da equagdo acima ¢ a transformada de Fourier da fungao f(z) = 27!
aplicada no ponto w = A, onde w é a variavel da transformada de Fourier. Sendo assim, podemos

escrever

agize _ jike 1+ (-1 o1
o = | ) Pl

Pela equacao (4.7.7), temos que

Fle] @ =

para 0 < a < 1. Utilizando essa equacdo no célculo da derivada de Riesz de f(z) = €'**, temos
que

I'(—a)2 cos("gr)] W]
1+ (—1) ’

D - [F(—Q)QCOS(?)] l 1+ (1) A,

de onde segue que,
DA = |\|* et para 0 < a < 1. (4.7.13)
Em particular, se A = 1 na equagao (4.7.13), temos que
DY!® = ¢'?, para 0 < a < 1,

isso significa que para o operador de derivagao fracionéria de Riesz, a fungio f(z) = e¢'® se comporta
como a fungao exponencial ¢(x) = €” no calculo de ordem inteira, pois D"e” = e”, para qualquer
n € N*.
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Capitulo 5

Teorema Fundamental do Calculo
Fracionario

Depois de apresentar as diferentes versoes dos operadores de integracao e derivacao fraciona-
rias, é natural introduzir o correspondente TFCF (teorema fundamental do cdlculo fraciondrio)
associado a essas diferentes versoes [25]. Apresentamos o TFCF nas versoes de Riemann-Liouville,
Caputo, Liouville, Weyl e Riesz. Os resultados ja conhecidos serao mencionados em nossas refe-
réncias, os outros serao demonstrados. Em todos os casos, escrevemos o teorema de forma geral e
recuperamos, com um limite conveniente, o resultado para o caso classico do teorema fundamental
do célculo de ordem inteira.

5.1 TFCF Riemann-Liouville

O teorema fundamental do calculo fracionério, no caso em que consideramos os operadores de
integracao e derivacao fraciondarias segundo Riemann-Liouville é como a seguir.

Teorema 5.1. Sejam f(z) uma funcao tal que f : [a,b] — R, de modo que —c0 < a < b < o0,
a € C com Re(a) > 0 en=[Re(a)] + 1. Se f(z) € AC"[a,b] ou C"[a, b], entdo para = € (a,b):

@) (DI f) (@) =f(2) e  (DLTf)(2) = fla).
(ii) Para {I;ﬁro‘f(x)} € AC"[a, b], temos

)a]l

(12051 )= 101 - 5 e (o)

] (5.1.1)

e N0 €aso em que {I?jo‘f(x)} € AC"[a, b], temos

n J— 1<b x)oz—j—l

Pla—=7)

(1505 f) () z:j (Do (@) ] ] (5.1.2)
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Para f(x) € I, (L,), temos

(12D2,f) (1) = f(x) (5.1.3)
e para f(z) € I; (L,), temos
(15-D5_f) (x) = f(x). (5.14)
Em particular, se 0 < Re(a) < 1 nas equagoes (5.1.1) e (5.1.2), entdo

(x —a)*!

(1205 ) (@) = f @) = 5y — (L @)

(505.1) o) = 160 - L2 [ (1) |

Se a = 1, temos que

(14D f) (2) = f(2) = fa) e (L.Dy_f) (@)= fla)— f(b),

bem como!

(I Dy f) (@ =f0) = fla) e (JiD}_f) (@)= fla) = f(b).

Demonstragdo. (i) Ambos os resultados seguem do Lema 2.4 em [32].
(ii) Para demonstrar as equagoes em (5.1.3) e (5.1.4), utilizamos a Defini¢ao 4.1 e (i).
Se f(x) e I, (L), entdo f(x) =1, g(x). Assim, podemos escrever

(12,05, 1) (2) = T, [(DeT519) (2)] = (T529) (@) = f(@).

Agora, se f(z) € I}~ (L,), de maneira andloga segue que

(15-D5_f) (2) = f().

As equagoes (5.1.1) e (5.1.2) seguem do Lema 4.10.
No caso em que 0 < Re(«) < 1, devemos substituir n = 1 em (5.1.1) e (5.1.2).
No caso em que o = 1, recuperamos

(oI} DL f) (2) = [(12, DL, f) ()]

= [f(x) = f(a)]

- = 10) - fla)

(Ib Di_f) (@) = [(1h-Di_f) ()]

r=a

Halh ¢) (@) = [(Ta) @] |, = [(B_¢) @)]

r=a
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5.2 TFCF Caputo

Se considerarmos agora o operador de integracdo segundo Riemnann-Liouville e o operador de
derivacao segundo Caputo, podemos escrever o teorema a seguir.

Teorema 5.2. Sejam f(z) uma fungdo tal que f : [a,0] — R, com —c0o < a <b<oweae€C
com Re(a) > 0 e n = [Re(a)] + 1. Se f(z) € AC"[a,b] ou C"[a, b], entdo para x € (a,b):

(i) Para Re(a) ¢ N ou a € N, temos
(D12 f) (@) = flx) e (cD I f)(2) = f(o).

(ii) Para {IZ;“f(z)} € AC"[a, b], temos

(g_,_ Dy )(x):f(x)—

j=0 j!
e para {Ig:o‘f(x)} € AC"[a, b], temos
(5 e0 1) () = )= 3 CEE (100 ).

Em particular, se 0 < Re(«) < 1, entao

(12, oD f) (@) = F@) — fla), (I oDEf) (@) = F(x) — F(B
e se a = 1, entao
(aIy Dy f) (@) = f(b) = fla) e (uI) ¢D)_f) (@) = f(a) = F(b).
Demonstragdo. (i) Segue do Lema 2.21 em [32]. (ii) Segue do Lema 2.22 em [32]. [

5.3 TFCF Liouville

Se considerarmos agora os operadores de integracao e derivagao fracionéarios segundo Liouville,
conforme definidos na Sec¢ao 4.3, podemos escrever o teorema a seguir.

Teorema 5.3. Sejam f(z) uma funcdo definida na reta real, « € C com Re(a) > 0 e n =
[Re(a)] + 1. Se f(z) € AC"(—00,00) ou C"(—00, 00), entdo para x € R:

() (DSI2f) (@) = f(z) e (D2IZf) (@) = f(a)
(ii) Se 0 < Re(a) < 1 e wl_i)gloof(x) =0= xginoof(x), entao

(15D5) (0) = f(@) e (12D2f) (2) = f(a).
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Demonstragio. (i) Pela parte (i) do Teorema 5.1, segue que

(D15 £) (@) = Jim (D IEf) (0) = Jim_f(x) = f(2),

a——0o0

de maneira andloga, temos (Da I f) (x) = f(x).
(ii) Pela parte (ii) do Teorema 5.1, se 0 < Re(a) < 1, entéao

(505.1) () = i, { ) - S [ ()

= (o)
ape : (b—2)* g
() ()= i {0~ CLO (@) ) = o)
desde que
T (@) =0

5.4 TFCF Weyl

Se considerarmos agora os operadores de integracao e derivacao fraciondrios segundo Weyl,
conforme definidos na Secao 4.5, podemos escrever o teorema a seguir.

Teorema 5.4. Seja f(z) € L'(0,27) uma funcio periédica de periodo 27, definida na reta real,
com valor médio nulo, e seja a € C com Re(a) > 0, entao nos pontos x € R para os quais a série
de Fourier de f(x) converge, temos que

D) () = f(x) e (MITTDY) (2) = f(2).

Demonstragdo. Seja

o 1 o
z)~ Y cpe™, com Cp = %/0 e " f(z)dx

n=-—oo

n#0

a série de Fourier de f(x), com coeficientes de Fourier ¢, entao

YICf(z) ~ > culin) ™ e “Df(z)~ > culin)¥e™,
0 o

com isso, temos que

n=-—oo n=-—oo

n#0 n#0

n=—oo

n#0

(V1 D7) (2) = V1" { > m] = 3 el (i) e = 3 e~ f(a).
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De maneira analoga, obtemos (YD*VI* f) (x) = f(x). |

5.5 TFCF Riesz

Se considerarmos agora poténcias fracionarias do operador Laplaciano, definidas nas Secoes 4.6
e 4.7, como a integral fracionaria de Riesz bem como sua derivada, podemos escrever o teorema
COImo a Seguir.

Teorema 5.5. Seja f(x) € ®, onde ® denota o espago das fungdes de Lizorkin?, e seja a > 0,
entao

(i) (D0 f) (z) = f(=).
(ii) Para 0 < a < 1, (1°D* f) (x) = f(x).

Demonstragdo. (i) Segue da propriedade 2.35 de [32].
(ii) Para 0 < a < 1, de (4.6.3) temos que

(19DYf) () = 1% [da (f % h) (2)] = da ca (f * ) (2) * g(2),

r (%) [ty
QQW%F(%) ¢ do= [F(—Q)QCOS(‘J‘;)].

/N

onde g(x) = |m]o‘_1, h(z) =271 ¢, =

Utilizando o Teorema 4.15, temos

(D7) (@) = cuda (9 4 1)} ) = cada [ £ (- 6)| ) = £ (2.

COCO[

Em particular, pelo Teorema 5.5, para 0 < a < 1, temos que (D*1*f) (z) = f(z). Substituindo
esse resultado na expressiao da equacao (4.7.9), podemos escrever

(D°1° ) (&) = 1) [2f(2) + DI° f(a) + D12 £ (2)]

4 cos? (a—;
ou seja,
[2f(x) + DI f(x) + D12 f ()],
de onde segue o resultado

DYI% f(x) + DIS f(x) = {2 cos” (O‘;) - 1] 2f(z) O<a<l. (5.5.1)

2Espaco das funcdes complexas infinitamente diferencidveis, cujas derivadas de ordem inteira se anulam na
origem.
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5.6 Aplicacoes

Seguem alguns exemplos de aplicagdo do TFCF em equagoes diferenciais fracionarias [14],
envolvendo em particular, os operadores segundo Riemann-Liouville, Caputo e Riesz.

1. Considere o problema de valor inicial fracionario

CD(O)[—&-y(t) =

y(0) =0,
onde ¢ é uma constante, t >0 e 0 < Re(a) < 1.

Aplicando o operador de integracao fraciondria Ij, na equacdo diferencial, e utilizando o
item (ii) do Teorema 5.2, temos

13+CDg+y(t) = IngC?
de onde segue a solucao

ct®

v = v

No caso particular em que ¢ = 1, segue abaixo o grafico para alguns valores de a.

y(t)

ta
I'a+1)

Figura 5.1: Fungéo y(t) =
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2. Considere o problema de valor inicial envolvendo a equacao de difusao fracionaria
DR u(a, t) = AD¥u(z, 1),

u(z,0) = f(z),

1
onde A\ é uma constante nao nula, t >0, 0 < o <1, 3 <p<1, f(z) €L (—o00,00) e

D*u(z,t) = (—A) u(x, t)
é a derivada fraciondria, segundo Riesz, de u(z,t) com relacao a varidvel x.

Elsaid [20] utiliza 0 método de iteragao variacional para obter a solugdo para essa equagao de
difusao fracionaria. Outros métodos também podem ser utilizados, tais como aproximacoes
numéricas e transformadas integrais.

Neste trabalho, vamos resolvé-la utilizando o método das transformadas integrais e o TFCF
segundo Riesz.

Aplicando a transformada de Laplace na equagao de difusao e usando (4.4.7), temos

< {CD&U} (s) =% {)\Dwu} (s),

de onde segue que

s°U(z,s) — s tu(z,0) = AD*U(x, s),

onde U(z,s) é a transformada de Laplace de u(x,t). Da condic¢do inicial u(x,0) = f(z),
temos

s*U(z,s) — s* L f(x) = AD*U(z, s).
Supondo que U(z, s) = I?’h(z, s) e usando a parte (i) do Teorema 5.5, segue que
sUPh(x, s) — s“7L f(x) = ADPI?Ph(x, s),
ou seja,
s®1?Ph(z, 5) — s f(x) = Mh(z, 5).
Pela equagao (4.6.3), temos

s* cop W, 8) * g(x) — s> f(x) = Ah(x, 8),

onde g(x) = |z|*"7", o coeficiente ¢y5 é como em (4.6.3) e h(x,s) % g(z) é a convolucao de
Fourier com relagao a variavel x.
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Aplicando a transformada de Fourier e usando (4.6.4), temos

~ 1 A
5% cop h(w, s)@ w| 72 = s f(w) = Mh(w, s),

assim,
s h(w, s) w7 = 7 fw) = Mhw, 9),

onde h(w,s) = F[h] (w).

Além disso, aplicando a transformada de Fourier na expressao

U(z, s) = I*Ph(x, s),

obtemos

U(w, s) = || h(w, s).

Com isso, temos que

0w, ) — 857 flw) = Al O, 5),
isto é,

R 804—1

U(w,s) = m f(w).

Aplicando a transformada de Laplace inversa e usando a equacao (3.4.3), obtemos

i(w, 1) = f(w)Ea (Aw[* ),

onde E, (2) é a fungao de Mittag-Leffler de um pardmetro dada em (3.1.1).

Por fim, aplicando a transformada de Fourier inversa, obtemos

u(z,t) = f(z) « F [Ea (Aw* )] (z,1).

Explicitando o calculo da transformada de Fourier inversa, podemos escrever

oo

P [Ba (el )] ) = 5 [ B (Ml 1)

—/ /\w%to‘ cos(wx)dw
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Obtemos entao a solucao

1 o] 00
(e, t) = = / / Eo (Aw?t) f(r) cos (w (x — 7)) dwdr. (5.6.2)
T J—00 JO
Note em (5.6.1), que se t = 0, entao

u(w,0) = |f+ FH(1)] (2) = (f % 6) (x) = f(x).

Podemos considerar o caso particular em que f(z) = §(z), pois d(x) € L'(—o00, 00), ji que

/OO d(z)dx =1,

—00

e para este caso, a solugao é da forma

1 00
t :f/ E, (\w?te dw. 5.6.3
u(z,t) _ ( w )cos(wa:) w ( )
Ainda neste caso particular, se « =1, § — 1/2 e A = —1, obtemos a solugao
z2
u(z,t) = —=e %,

o2/t

que ¢é a solucao classica da equacgao de difusao associada as derivadas de ordem inteira.

Por outro lado, se considerarmos o« = = 0,9 no caso particular em que a solugao é como
em (5.6.3), segue abaixo o gréfico de u(x,t) para alguns valores de t.

Figura 5.2: Grafico de u(z,t) em (5.6.3) para o = 5 =0, 9.

No préximo capitulo, vamos analisar especificamente a equacao mais geral desse exemplo,
consistindo em uma equacao de difusao fracionaria associada a desaceleragao de néutrons,
cujas aplicagoes sao discutidas em [55].
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3. Jafari & Momani em [30] apresentam uma maneira de resolver equacoes diferenciais fracio-
narias fazendo uma modificacdo no método de perturbacdo com homotopia de He (HPM).
Neste exemplo, vamos resolver uma equagao apresentada em [30] utilizando o método de
separagao de variaveis e o TFCF.

Considere o problema de valor inicial da equacao de difusao fracionaria

DY u(z,t) = —Au(z,t) e  u(z,0) = (ntrtm) (5.6.4)
onde T = (x1, z9,x3), com —00 < X1, s, 23 <00, t >0 e a € (0,1] CR.

Vamos supor que a solucao seja da forma

u(z,t) = X(z)T(¢). (5.6.5)
Substituindo (5.6.5) na equagao de difusao fracionaria (5.6.4), temos

Do T(t) _ —AX(z) _ |
T(t) X(z) ’

onde A é uma constante real. Primeiro consideramos a equagao diferencial fracionaria

Do, T(t) = AT(¢). (5.6.6)
Substituindo (4.4.1) na equacao (5.6.6), temos a equagao equivalente
I oT™ (1) = AT(2).
Aplicando o operador Dy ® em ambos os membros da equacao acima, temos
DT T T (1) = DRr (NT().
Usando a parte (i) do Teorema 5.1, podemos escrever
TM(t) = ADRTT(1). (5.6.7)
Como « € (0,1], entdo n = 1 e a equagao (5.6.7) torna-se
Dy, T(t) = ADy*T(t). (5.6.8)

A equagao (5.6.8) é conhecida e pode ser resolvida colocando v = 1 e f = 1 — a na equagao
(5.2.31) de [32], onde obtemos o resultado

T(t) = E, (M), (5.6.9)
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onde E, () é a fungao de Mittag-Leffler de um parametro.

Usando a condicao inicial, temos que

X(2)T(0) = e~ (mteetes),

mas pela equacio (5.6.9), T(0) = 1, entdo X(7) = e~@1+22+23)  Qubstituindo esse resultado
na equagao envolvendo X(z), temos que

—3X(z) = M\X(2),
isto é, A = —3. Assim, a solucao é dada por
u(Z,t) = e~ (@1tetes) g (3% (5.6.10)

Notamos no artigo de Jafari & Momani [30] que a solugdo apresentada estd com erro de
impressao, pois é facil verificar que ela nao é solugao para o problema (5.6.4).

Como um caso particular, consideramos o problema associado a equacao de difusao unidi-
mensional, dado por

cDou(z,t) = —Au(z,t) e u(z,0) =e™".

Neste caso, a solugao é

u(z,t) = e Eqy (—tY),

pois A = —1 em (5.6.9). Representamos a seguir o grafico no caso em que a = 0, 8.

-
Wwononon

[P =
@]

-~

0sf
06
ufx,t)

04t

02f-.

Figura 5.3: Gréfico de u(z,t) = e *E, (—t*) X & no caso a = 0, 8.
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4. Considere a equagao

Dgy(z) = ADg,y(x), (5.6.11)
comzr>0e 0<f8<a<l

Vamos supor a solucao y(x) € Ig + (Lp), assim podemos escrever y(z) = Ig +9(x), com
g(x) € 1P(0,00). Substituindo em (5.6.11), temos

D3+I€+9($) = /\D€+I€+g(x). (5.6.12)
O membro esquerdo de (5.6.12) pode ser escrito como Dg;ﬁg(x), pois como a < 1,
D, = D"Ij,* = D',
n=1

com isso,
D15, g(x) = DT T, g(x) = D'y, g ) = DG g(a).

Utilizando a parte (i) do Teorema 5.1 no membro direito de (5.6.12), temos
Dy P g(z) = Mg(z). (5.6.13)
Como 0 < a — 8 < 1, pelo Corolério 5.1 de [32], a solugao da equagdo (5.6.13) é dada por
g(x) =2 "By pa s (/\ a:a_'8> ,

onde E, 5 (+) é a fungao de Mittag-Leffler de dois pardmetros.
Agora, y(z) = I€+g(a:), efetuando a integragao, obtemos a solucao de (5.6.11), dada por

y(x) = 2* 'Eo_pa ()\ a:o"ﬁ) : (5.6.14)
Em particular, quando o = A = 1 em (5.6.11), a solugao é dada por

y(x) =E1_51 (xl’ﬁ) =Ei_3 (azl’ﬁ) .

Neste caso, temos que

. T 1-8\ _ =z
qu%y(x)—%g%El,g(:c )—e,

que satisfaz a equacgao

Diye)=yle) & L) =)

ou seja, recuperamos a solugao no caso da equacao diferencial de ordem inteira.
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Capitulo 6

Equacoes Diferenciais Fracionarias

Nesse capitulo, primeiramente apresentamos e resolvemos a equacao diferencial parcial fraci-
onaria associada a desaceleragao de néutrons, como um problema particular associado a difusao
em um material, cuja versao classica, equacao diferencial parcial de ordem inteira, estudada por
Sneddon [55], foi discutida na Segao 1.6. A versao fracionéria desse problema consiste em uma
difusao andémala, ja que o deslocamento quadratico médio possui uma relagao nao linear no tempo.
A difusdo andmala desempenha regras importantes em muitos problemas envolvendo equagoes
diferenciais parciais fracionarias.

A equacao diferencial

67

—u(x,t) = =k ug,(z,1),
dt
descreve um movimento associado a difusdo andémala.

Por [39], temos que o deslocamento quadréitico médio (x*(t)) é dado por

22(1)) = 1 _M ~ kit
< (>> Ow?

onde U(w, s) = F [Z [u(x,t)]] e k é uma constante.

Se =1, temos a difusdo normal, se p < 1, a subdifusao e se p > 1, a superdifusao.

Em particular, a difusdo anémala desempenha um papel importante em uma ampla classe
de sistemas, como por exemplo, a difusdo em fractais, a difusdo em meios porosos, entre outros
sistemas fisicos [19].

Ainda neste capitulo, apresentamos dois teoremas sobre as autofungoes dos operadores de de-
rivagao fracionaria de Riemann-Liouville e Caputo, como aplicacao desses teoremas, apresentamos
uma expressao para a solucao de um certo tipo de equacao diferencial fracionaria linear, bem como
exemplos de aplicacao. E por fim, discutimos a equagao diferencial fracionaria do telégrafo.
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6.1 Equacao associada a desaceleracao de néutrons

Na Secao 1.6 discutimos uma equacao diferencial parcial de ordem inteira, com condigoes iniciais
e de fronteira, associada a desaceleracao de néutrons. Nesta se¢ao, vamos considerar a equagao
diferencial parcial fracionaria associada a esse problema.

Para descrever a equagdo fraciondria associada a esse problema [7], introduzimos a derivada
de Caputo na variavel temporal e na variavel espacial, introduzimos a derivada de Riesz. Com
parametros convenientes, recuperamos a solucao da equacao de ordem inteira.

O problema fracionario correspondente ao problema (1.6.7), pode ser escrito da forma

DS u(x, t) = —v (_A)B/Qu(;c,w + F(x)d(t)

u(z,0") = F(x
lim w(z,t) =0,
|z|—o00

onde 0 <a<1 1<pB<2 v>0, ¢Dg, ¢éa derivada de Caputo e (—A)ﬂ/2 = DP é a derivada
de Riesz.
Vamos resolver esse problema usando transformadas integrais.
Aplicando a transformada de Fourier em (6.1.1), segue que
cDS, U(w, ) = —v |w|” U(w, t) + F(w)d(t)
U(w,0%) = F(w), (6.1.2)
U(w,07) =0,

onde U(w, t) é a transformada de Fourier de u(z, t) com relagio a varidvel z e F(w) ¢ a transformada
de Fourier de F(z).

Aplicando agora a transformada de Laplace, conforme definida em (1.6.1) e usando a expressao
em (4.4.7), temos

sU(w, s) — s* 0w, 0%) = —v|w|’ U(w, s) + F(w) 2, [0(t)]
onde U(w, s) ¢ a transformada de Laplace de U(w, ?).
Usando a condigdo U(w,0") = F(w) de (6.1.2) na equagao acima e substituindo .Z, [§(t)] por
Zero, temos
s U(w, s) — s“'Fw) = —v |w]’ U(w, s),
ou seja,
Safl

U(w, s =Flw)———..
() <)30‘+I/\w\'g

(6.1.3)
Aplicando a transformada de Fourier inversa na equagao (6.1.3), obtemos
U(z,s)=F " {F‘(w)&)(w, s)] :
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Safl

onde @ w,s) = ——.
(e5) s+ v |w|’

Assim,

Uz, s) = (Fx ) (2),

onde * é a convolugao de Fourier, ® = ®(z,s) = F ! [(i)(w, s)} e F(z)=F"! [ﬁ(w)]
Podemos escrever

1 00 a—1 )
O(x,s) = —/ LY )
21 J oo 5% + v |wl|®

Substituindo €™* por cos(wx) + isen(wr) na integral acima e considerando o fato de que a

a—1
funcao ¢ par na variavel w, segue que
5+ v |w|”?
1 00 Sa—l
O(x,s) = ;/0 mcos(wx)dw. (6.1.4)
Logo,
Uz, s) = / T F(e - )07, 5)dr, (6.1.5)

onde ®(7,s) é como na equagao (6.1.4).
Aplicando a transformada de Laplace inversa em (6.1.5), obtemos a solugao

ulw,t) = | T Pl — 1) [(r, 5)] dr.

—00

Por (6.1.4), temos que

Safl

5% + vwh

2 [B(r,5)] = - [Fz [

™

] cos(wt)dw.
Pela expressao em (3.4.3), admitindo a condicao

1/|w|ﬁ ‘3_0“ <1,

podemos escrever

1 00
L O(1,8)] = —/ Eqo(—vw’t®)cos(wr)dw.
m Jo
Portanto, a solugao para o problema (6.1.1) é
1 00 00
u(x,t) = —/ {F(m —7) {/ Ea(—ywﬂto‘)cos(wT)dw} } dr, parat > 0. (6.1.6)
T J—o00 0

Em particular, se v =1, a =1, =2 e F(x) = (), entao
u(z,t) = Le’ﬁ/“ para t >0
) 2 /7Tt Y )

ou seja, recuperamos a solugao da equacao de ordem inteira, definida em (1.6.7).

105



6.1.1 Aproximacio da transformada de Fourier inversa de ®(w, t)

Com o intuito de encontrar uma maneira de obter o grafico para a solucao da equacao diferencial
fracionéria associada a desaceleracao de néutrons, dada por (6.1.6), no caso em que fixamos ¢t = o,
vamos obter uma aproximagcao da transformada de Fourier inversa da func¢ao

B (w,t) = By (—rw’t?), (6.1.7)
que aparece na solucao u(x,t) em (6.1.6).
Para escrever a expressao para uma aproximacao de F 1 {Ea(—ywﬁ to‘)}, vamos usar raciocinio

similar ao utilizado na obtencao da transformada de Fourier discreta (conhecida como DFT) [3].
Para obter valores de u(z,t), temos que calcular a integral

O(x,t) = 1 /OOO Eo(—vwPt*)cos(wz)dw. (6.1.8)

™

Essa integral ¢ a transformada de Fourier inversa da fungao ®(w,t) da equacio (6.1.7).
Fixado um ¢y, como v > 0, existe um w, de modo que ®(w,,ty) = 0 para |w| > w,.
Se redefinirmos ®(w, ty) da seguinte forma

d (6.1.9)

P(w, t 0<w<w,
(0. 10) :{ (w, to), se 0<w<uw
0, se w > W,

pela equacao (6.1.8), a funcao ®(x,ty) é dada por
1 We
O(x,ty) = —/ D (w, ty)cos(wx)dw.
7 Jo

w
Dividindo o intervalo [0, w.] em n subintervalos, com Aw = — e definindo n + 1 pontos
n

w; = J Aw, para j =0,...,n,

com wy = 0; wy = Aw; - -+ ;w, = w,, encontramos os valores de ®(w;,?p) em todos os pontos w;’s.
Assim, podemos escrever

1 ee - 1 s
O(z,ty) = ;/0 O (w, ty)cos(wz)dw = ;Aw > @ (wj, ty)cos(wj z).
=0

Logo,
3" @ (wy, ty) cos (w; ) (6.1.10)

We , ~ N
onde Aw = W= JAw e @ (wj,to) = Eo(—vw;At).
(6.1.7)
Pela expressao em (6.1.10), com uma conveniente implementagio em MATLAB!, podemos
obter valores aproximados para u(x,tp).

Veja Apéndice B.
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6.1.2 Casos particulares

Vamos considerar alguns casos particulares para a solucao aproximada da equacao diferencial
(6.1.1), que pode ser obtida utilizando a expressdao (6.1.10), quando sdo dados os pardmetros
v,a, e a fungao F(z). Utilizando a solugao aproximada, podemos plotar alguns graficos da forma
u(z,tp) x x através da implementagao discutida no Apéndice B.

1.Sev=1,a=16=2 e F(z) =d(z), temos o problema de ordem inteira

u(z,0") = d(x
(u(x,O)) :<0 ) (6.1.11)
|1|h—T>1 u(x,t) = 0.

Pela equagao (6.1.6), temos que

1 oo 1
u(z,t) = —/ e " cos(wr)dw —at/4 para t > 0.
0

= e
T 2Vt

Ou seja, recuperamos a solu¢ao da equagao de ordem inteira, definida em (1.6.7).

Fixando ty = 1, pela equagao (6.1.7), podemos escrever
D (w, 1) = Eo(—1w’t®) = By (—w?1') = .

Escolhendo w, = 4, temos que ®(4,1) = e~®* 21,1253 - 1077.

. 4
Fazendo n = 10°, temos que Aw = e 2 _y. 107°.
n  10°
1
2y/m

A solugdo exata para essa escolha de w, e ty é u(z,1) = e/ 4 enquanto que a solucao

aproximada ¢ dada por

4 . 1075 100000 N2
> e~ (4107°3)" (g (4~ 10*5jx) ,

J=0

12

u(z, 1)

™

ja que por (6.1.6) temos que u(x,1) = ®(x,1), pois F(x) = §(x), com isso, usamos a apro-
ximacao em (6.1.10). Para alguns valores de z, comparamos os valores obtidos pela solugao
aproximada com os valores exatos, dados pela solucao classica, conforme a Tabela 1 a seguir.

n=10% ®(4,1)=1,1253- 107"
T | ue(z,1) Us(x, 1)
0 |0,282094 0,282101
0,5 | 0,265003 0, 265009
1 |0,219695 0,219702
1,5]0,160732 0, 160739
2 | 0,103776 0,103783

Tabela 1: ue(x,1) (exato) e ua(z, 1) (aproximado), com w. = 4.
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Por outro lado, escolhendo w, = 2, temos que ®(2,1) = e~®” = 0,0183156.

B 2 . . ,
Fazendo n = 10°, temos que Aw = Pe _ 1% = 2.107°. Neste caso, a solucdo aproximada é
n
dada por

2. 1075 100000 N2
> e~ (2107°0)" g (2 2107 x)

J=0

112

u(z, 1)

™

n =105 &(2,1) = 0,0183156
T | ue(z, 1) Ua(x, 1)
0 | 0,282094 0,280778
0,5 | 0,265003 0,264416
1 |0,219695 0, 220468
1,5 ] 0,160732 0,161984
2 1 0,103776 0,104154

Tabela 2: ue(x,1) (exato) e ua(z,1) (aproximado), com w, = 2.

Na Tabela 2, utilizamos w,. = 2, que nao é uma escolha melhor que w, = 4, visto que @(2, 1)
nao esta tao proximo de zero, mesmo assim a solugao aproximada coincide com a solucao
exata em duas casas decimais. Na Tabela 1, consideramos w. = 4, de modo que cf>(2, 1) =0,
neste caso notamos uma melhora nos valores da solugao aproximada, que coincidem com a
solugao exata em trés casas decimais. Vale ressaltar também que quanto maior o nimero de
amostras n, mais informagoes temos da solugao exata.

. Neste caso vamos considerar « = 0,9; 5 =1,9; to=v =1 e F(z) = d(x). Temos entao o
seguinte problema

=

,9

cDoju(z,t) = —v(-A)

- 5u(x )+ 0(x)d(t)
(:C(:B 0) ) :<0) (6.1.12)
el t) =

No Apéndice B, discutimos detalhadamente os passos utilizados para a obtencao dos dados
da Tabela 3 e do gréafico para este caso particular.

Sendo ty = 1, pela equagao (6.1.7), temos que

D(w, 1) = Bo(—1w’1,%) = Egyg (—w1’9> :
Escolhendo w, = 10 e n = 10°, temos que
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107" e w; =107*j4, para j=0,1,---,100000.

Além disso, ®(10,1) = Eg g [—(10)"9] 2 0,00135174.

Logo, temos que

10 1%000 Eo {— (10~ j)l’g} cos (107 jz).
=0

j=

u(z, 1) =

™

Na tabela a seguir, comparamos valores exatos com valores aproximados para a solucao,
quando x = 0; 0,3; 0,5; 0,8; 1; 2 e 5.

a=209 =19 e w.=10

x| ue(z, 1) ua(x, 1)

0 |0,313239 0, 308543
0.3 | 0,288564 | 0,289244
0,5 | 0,268238 0,267479
0,8 | 0,233220 0,233746

1 10,208288 0,208144

2 1 0,094986 0,095188

5 | 0,002548 0,002539

Tabela 3: ue(x,1) (exato) e us(x, 1) (aproximado) para o problema (6.1.12).

A seguir, plotamos o gréfico neste caso particular para u(z, 1), com z € [—6,6].

Figura 6.1: Funcao u(z,1) para a =0,9¢ f=1,9.
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3. Neste caso vamos considerar « = 0,8; § =1,8; to=v =1 e F(x)=4d(x). Temos entao o
seguinte problema

I

,8

cDofu(z, t) = —V(O+A)26u($ ,t) +6(x)o(t)
(:C(x 0) ) :<0) (6.1.13)
s, Ul E) =

Sendo ty = 1, pela equagao (6.1.7), temos que

D(w, 1) = Bo(—w’1,%) = Egg (—w1’8> :
Escolhendo w, = 10 e n = 10°, temos que

. 10 . 4
A‘”:wf:fﬁ:m% e w;=10"*4, para j=0,1,---,100000.
n

Além disso, $(10,1) = Eg s [—(10)8] = 0,00352176.

Logo, temos que

10~ 4 100000

Z Eos [ (1049')1’8} cos (107 jz).

u(z, 1) =

a=0,8 =18 ¢ w.=10

r | u(z,1) Ua(z, 1)

0 |0,352421 0, 338616
0,3 | 0,300382 0, 302099
0,5 | 0,269656 0,267638
0,8 | 0,224922 | 0,226273

1 |0,196665 | 0,196255

2 | 0,087287 0, 087788

5 | 0,004525 0,004475

Tabela 4: ue(z,1) (exato) e ua(z,1) (aproximado) para o problema (6.1.13).

O grafico na Figura 6.2 a seguir, representa a soluc¢do u(x, 1) do problema (6.1.13), no caso
em que = € [—6,6]. Na Figura 6.3 plotamos em um mesmo gréfico as figuras correspondentes
aos problemas (6.1.11), (6.1.12) e (6.1.13).

110



u(r, 1)

Figura 6.2: Fungao u(x,1) paraa =0,8 e §=1,8.

0.35 . . . T
— o = 1;_{}: 2 ,'.\

oz — =09, 5=119 }j\. ]

1] B

-—— D:U,S;_{ﬁ:l‘s ]

0.5 F ]

u(x,1) omf :

015 F ]

0.0 3

005 f ]

0.00 L -

-6 -4 -2 0 2 4 6

Figura 6.3: Fungdo u(w, 1) para particulares valores de o e 3.
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4. Neste caso vamos considerar « = 0,5; = 1,5; tr=v=1 e F(z) = J(z). Temos entao o
seguinte problema

1,5

eDotu(e,t) = —v (—=A) 2 u(z,t) + 6(z)d(t)
u(e, 07) = (e 6.1.14
u(z,07) =0 (6.1.14)

Sendo ty = 1, pela equagao (6.1.7) temos que

B(w, 1) = Bo(—w’t%) = Eg 5 (—w1’5> :

Escolhendo w, = 10 e n = 10°, temos que

Aw:—:l—m:m*”‘ e w;=10"%4, paraj=0,1,---,100000.
n

Além disso, ®(10,1) = Eg 5 [—(10)"5] = 0,0178323.

Por outro lado, escolhendo w. = 100 e n = 10°, temos que

. 100 : .
Aw:izﬁ:m* e w; =104, para j=0,1,---,100000.
n

Além disso, $(100,1) = Eq 5 [—(100)"%] = 0,000564189.

A tabela a seguir mostra os valores obtidos pela solu¢ao aproximada para essas duas escolhas
de w,.

a=0,5 ¢ =1,5
x Ue(x,1) | ua(z,1) com we =10 | ua(w,1) com w. = 100
0 | 0,568488 0,454931 0,532730
0,3 ] 0,326512 0, 334580 0,326077
0,5 | 0,262421 0,251904 0,262475
0,81 0,195169 0, 202036 0,195105
1 10,162019 0, 159710 0,162085
2 10,068682 0,071180 0,068762
5 | 0,008979 0, 008665 0,009122

Tabela 5: ue(z,1) (exato) e ug(z,1) (aproximado) para o problema (6.1.14).

Com base na Tabela 5, escolhemos w. = 100 para plotar o grafico a seguir.
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5. Vamos considerar « = 0,1; § = 1,9; v =1 e F(z) = §(x). Temos entao o seguinte
problema

(6.1.15)

Escolhendo w, = 100 e n = 10°, vamos analisar a solucao aproximada para o problema
(6.1.15) para os valores de t a seguir.

e Para ty = 0, 5, temos que

®(100; 0, 5) = Eq 1 [—(100)"9(0,5)""] 2 0,000158931

e Para ty = 1, temos que

®(100,1) = Eg 1 [—(100)] 2 0,000148289.

e Para ty = 1,5, temos que

®(100; 1,5) = Eo 1 [—(100)9(1,5)""] = 0,000142398.
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a=01,8=19¢t=05 a=0,1,=1,9e¢t=1 a=01,8=19¢c¢t=1,5
x| ue(z,1) | wa(x,1) x| ue(z,1) | wa(x, 1) x| ue(z,1) | wa(x,1)
0 |0,530111 | 0, 524648 0 |0,511120 | 0,506033 0 | 0,500328 | 0,495450
0,31 0,372183 | 0,372168 || 0,3 | 0,363091 | 0,363094 || 0,3 | 0,357813 | 0,357822
0.5 0,300115 | 0,300244 |[ 0,5 | 0,294926 | 0, 295056 || 0,5 | 0,291844 | 0, 291976
0.8 [ 0,219196 | 0,219292 | 0,8 | 0,217714 | 0,217815 || 0,8 | 0,21675 | 0, 216853
1 10,178430 | 0,178562 1 10,178466 | 0,178600 1 10,178383 | 0,178518
2 10,065603 | 0,065740 2 10,067865 | 0,068004 2 1 0,069149 | 0,069288
5 | 0,004136 | 0,004290 5 | 0,004646 | 0,004801 5 | 0,004964 | 0,005119

Tabela 6: ue(z,1) (exato) e u,(x, 1) (aproximado) para alguns valores de t.

A seguir, o grafico no caso particular em que t =1 e x € [—6, 6].

u(r, 1)

0.6

05k

osf

03k

02F

01k

0.0

Figura 6.5: Funcao u(z,1) paraa=0,1e f=1,9.

No grafico a seguir, plotamos u(z,t) parat =0,5; 1 e 1,5 e x € [—1,1].

u(z,1) T f

Figura 6.6:
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6. Vamos considerar o problema geral (6.1.1) no caso em que

1, se |z] <1/2,

Flz) = {O, se |xz| > 1/2.

Pela equacao (6.1.6), temos que

u(z,t) = ! /;Hm {/OOO Ea(—ywﬁta)cos(wﬂdw] dr

T Ja—1/2

[ pat+1/2
= —/ { —vwt?) / COS(wT)dT] dw}
|/ z—1/2

:_/ { ) -Sen[w(x—i—l/Q)]—sen[w($—1/2)]]dw}

w

L { ) }en(w/i);;os(m] dw}

B _/ (—vwPt¥)sen(w/2)cos(w x)dw.

Logo,

u(z,t) = —

s

9 /OOO Ea(_ywﬁta)sen(w/Q)COS(w $) dew. (6116)

w

Os graficos para a solugao na equagao (6.1.16) também podem ser obtidos utilizando a mesma
metodologia dos exemplos anteriores, sendo necessario apenas uma pequena mudanga na
implementagao em MATLAB.

A seguir alguns gréaficos para esse caso.

_ u(x, 0.1) u(x, 0.01) u(x, 0.001)
-- a=08 1.0f

-2 -1

Figura 6.7: Funcao u(z,t) parat =0,1;0,01 ¢ 0,001, com aw = 0,6;0,8 e 1 e = 2.

Estudos recentes apresentam uma solugao analitica para esse problema [7].
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6.2 Equacao do telégrafo fracionaria

Vamos resolver a seguinte equacao do telégrafo fraciondria, que apresenta caracteristicas dos
movimentos de onda e difusao [49]:

oD% u(z,t) +a oDy, u(z,t) + bu(r,t) = —k* (—A) u(, t),

xlgnoou(g t=0 (6.2.1)
u(,0) = f(z) e Zuleb)]_ = g(),

onde a,b e k sao constantes reais, x € R é a variavel espacial, ¢ > 0 é a variavel temporal,
1/2<a<1 0<p <1 e 1/2 <5 < 1. Para resolvé-la, vamos utilizar a metodologia de
transformada de Laplace inversa apresentada em [2] e discutida no Capitulo 1, Se¢ao 1.5 . No caso
em que o = 8 =y = 1, nds recuperamos a classica equagao do telégrafo.

Essa equacao foi resolvida em [4] no caso em que b = 0, com o uso de transformadas integrais
de Laplace e Fourier e a solugao foi representada através da fungdo H—Fox [§].

Aplicando a transformada de Fourier em ambos os membros da equacao do telégrafo fracionéria,
temos

D2 a(w, t) + a oDy a(w, t) + bi(w, t) = =k |w]* 4(w, t),

onde a(w,t) = F[u(xz,1)] e (=A)* f=F ||| Ff.
Aplicando agora a transformada de Laplace na equacdo acima e usando a equagao (4.4.7),
obtemos

09—, 0) =5 )| a5 U ) -, 010 Ul 5) =~ ol D),

onde U(w, s) = .Z [(w, t)]. Das condicdes iniciais, temos que

(w,0) = F [u(z,0)] = F [f(2)] = f(w)

Assim,

s2U(w, s) — 27 f(w) — s 29(w) + a s°U(w, s) —as® ' f(w) + b U(w, s) = =k |w* U(w, s),
de onde segue que

g ) f(w) (SQa—l + asﬁfl) + 820‘72@(0.1) (6 , 2)
w,s) = . 2.
( s20 4+ a 88 + k2w + b
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Tomando a transformada de Fourier inversa na equacao (6.2.2), podemos escrever

1 o [fw) (32“_1 + asﬂ_1> + s%72G(w)
Uz, s) = 7/ iwe dw. 6.2.3
(z,5) . [ 0+ a5+ K2 WD + b (6.2.3)
Pela equagao (1.5.5), podemos escrever
ot 0o
u(z,t) = - / [Re [U(z, o +i1)] cos(tT) — Im [U(x, o + i7)] sen(t7)] dr, (6.2.4)
7w Jo

onde o, 7 € R e o deve ser tomado de modo a satisfazer a condigao de existéncia de U(x, o + i7).

e Caso particular:

Considere o caso particular em que a = b =2, k=1, o = f =7 =1, f(z) = sen(x) e
g(x) = —sen(z) na equagao (6.2.1).
Pela equacao (6.2.3), temos que

Uz, s) = ! /OO elwr

—0o0

flw)(s+2)+ jw)
$2+2s+w?+2

flw)=ir[d(w—1)—dw+1)].
Logo, podemos escrever

s+2—1

U(w,s):/O:Oewx[—iﬂ(d(w—l)—5(W+1))] [52+23+w2+2 dw

il 1) [ o [8w— 1) = w+ 1)
2 /—ooe [824-28—{—&)2—{—2 dw.

Efetuando a integral acima no MATLAB, obtemos o resultado
s+1
U(zx,s) = <> .
(z,5) = sen(z) s2+2s+3

Temos que s* + 2 s + 3 é maior que zero para todo s € C, ou seja, Re[s] = 0 € R, com isso,
podemos escolher o = 0 e escrever s = 0 + i 7 para determinar Re [U(z,i7)] e Im [U(z,i7)].
Assim, segue que
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T4 —272 49

Im [U(z, i7)] = — sen(x) <M) .

Finalmente, pela equagao (6.2.4), temos que

243 (12 - 1)
u(z,t) —/ {sen ( o 9) cos(tT) + sen(z) [m] sen(tT)} dr
_ sen(x) /00 (72 + 3) cos(tT) + 7(72 — 1) sen(t1) dr
T Jo T —27249 '

Efetuando a integral acima no MATLAB, obtemos o resultado

u(z,t) = sen(z) e trcos(vV21).

™

Logo, neste caso particular, a solucao é dada por

u(z,t) = etcos(vV21t) sen(z).

Segue abaixo o grafico para a solucao obtida neste caso particular.

Figura 6.8: Grafico de u(x,t) = e~!cos(v/2t)sen(z) para 0 <z < 16 e 0 <t < 3.
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6.3 Equacoes diferenciais fracionarias lineares

Enfim, mais uma aplicacao das func¢oes de Mittag-Lefller no estudo das equagoes diferenciais
fracionarias lineares.

Vamos apresentar alguns exemplos de equagoes diferenciais fraciondrias lineares (EDFL), cuja
solugao pode ser expressa em termos das fungoes de Mittag-Leffler [31, 50].

Sejam = [a, b] um intervalo finito do eixoreal R, z € Qe v € R, com 0 < a < 1en € N*.
Considere a equacao diferencial fracionéria linear

Lo ()] () := (Z20y) () + > o) (23%y) (@) = f(x), (6.3.1)
j=
onde 77 denota os operadores de derivacao fraciondria de Riemann-Liouville ou de Caputo.
A equagao em (6.3.1) é chamada de equacao diferencial fraciondria sequencial linear e possui
n solugoes globais [31].
Vamos analisar o caso particular em que ao(z) = A € R\{0}, a;(z) =0, paratodoj =1, ...,n—1
e f(x) = 0. Dessa forma, obtemos a equacao

Lua(®)] () = (Z25y) () = My(a) =0, (6.3.2)
com(O<a<leneéeN.

Através de dois teoremas sobre as autofungoes dos operadores de derivacao fracionéria segundo
Riemann-Liouville e Caputo, é possivel encontrar a solucao para certos tipos de equagoes diferenci-
ais fraciondrias, em particular, as possiveis solugdes da equacao (6.3.2), no caso em que o operador
2, ¢ considerado no sentido de Riemann-Liouville ou de Caputo.

Teorema 6.1. Sejam 2 = [a, b] um intervalo finito do eixo real R, com x € Q, m € N*, A € R\{0}
e o€ <m7_1, 1} C R, entao

yk(z) - (ZE - a)ma_kEma,mOc-i—l—k [)\(ZE - a)ma] s (633)

comx >a e k=1,...,m, sao as autofungoes associadas ao autovalor A do operador de derivacao
fracionaria a esquerda segundo Riemann-Liouville (D}}").

Demonstragio. Para mostrar que yi(x) sao autofuncoes de DY, para k = 1,...,m, utilizamos a
defini¢do da fungao de Mittag-Lefler e a Propriedade 4.7.
Aplicando D" em y(z), temos

ma e e e 00 )\‘7<.§L’ _ a)maj+ma—k
Da+ {(.2? - CL) kEma,ma—i—l—k [)\(.2? - a) ]} = Da+ Z T

(maj + ma+1—k)

[ele] )\j )
= Dma T —a maj+ma—k
;)F(maj—i—ma—f—l—kz) ot [( ) }
j—l

-y

Jj=1

['(maj+1-— /’{;)DTf {(:c N a)majik} :
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Pela Propriedade 4.7, podemos escrever

['(maj —k+1)

DM _ g \maj—k| _
ot “w @) } ['(maj —k —ma+1)

(33' o a)majfkfma

?

desde que

maj — k > —1, ou seja, que « > m;j parak=1,2,..mej=1,2,...

Resolvendo essas inequagoes, encontramos a restricao

m—1
o >
m
Assim, obtemos
DM {( )ma—kE [)\( )ma]} i )\j_l ( )mozj—k—moz
T —a a1 — T —a = - —a )
ot e T (maj —k —ma+1)

Se j = 1, o denominador do membro direito da igualdade acima valerd I' (1 — k), mas

lim I (1 — k) = oo, para todoa=1,2,...,m.

k—a

Com isso, temos

(x—a)”

——— =0 kE=1,2,...,m.
F(l_k) , para )y < , M

Logo, obtemos a igualdade

N

DM o moz—kEma o] Mz — a)™ L = _ \ymoaj—k—ma
at {(x a) ma+1-k [Mz — a) ]} jZQF(maj—/{:—mOz—l-l)( %) ’
ou seja,
. \ oo )\j+1 i+ .
D™ (4 — q)™ Eorementl 7 —a)™ = : T — )™ ma—7

de onde segue o resultado desejado

D {(a: — )™ "B amat1-k Mz — a)mo‘]} = Az — a)™ " Epamarik Mz —a)™].
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Considerando agora o operador de derivacao fracionaria segundo Caputo, podemos escrever o
teorema a seguir sobre suas autofungoes.

Teorema 6.2. Sejam 2 = [a,b] um intervalo finito do eixo real R, com = € 2, a, A € R\{0},
meN e ae (%’1,1} C R, entao

yr(x) = (x — a)k_lEma,k Az —a)™], (6.3.4)

para x > a e k = 1,...,m, sdo as autofun¢oes associadas ao autovalor A do operador de derivacao
fraciondria segundo Caputo (¢Dy"").

Demonstragio. Para mostrar que yx(z) sdo autofungoes de D'
definicao da funcao de Mittag-Lefler e a Propriedade 4.7.
Aplicando ¢D;%" em yi(z), temos

oy Para k = 1,...,m, utilizamos a

oD {(r = @) B Mo — @)} = Dt 3 0t

j=0

0 )\](l' . a)majJrkl]

(x—a)k 1

— oDl D | (x — aymedth=1]

Z:: (may —l—k:)

Pela Propriedade 4.12, podemos escrever

o [ -

sek—1=0,1,2,...m—1< [mal.
Como [ma] < ma, devemos ter 0,1,2,...,m —1 < ma. Resolvendo esse sistema de inequagoes,
encontramos a restricao

m—1
a > .

m
Além disso,

. T |+ K .
Dzzoz [(SL’ - a)ma]Jrkfl} — (ma] + ) (LC . a)ma]Jrkflfma

I' (maj + k — ma)

Y

desde que maj + k — 1 > [ma], para todo j =1,2,... e paratodo k=1,2,...,m
Temos entao um sistema de inequacoes:

Fazendo k = 1: devemos ter maj > [mal, mas isso vale para todo j = 1,2, ....

Fazendo k = 2: devemos ter maj > [ma] — 1, mas isso vale para todo j = 1,2, ....

Fazendo k = m: devemos ter maj > [ma] —m + 1, mas isso vale para todo j = 1,2, ....
Assim, podemos escrever
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00 )\j(x - a)maj-i—k—l—moz

oD (& = 0)* By M — a)™]} =

= D(maj+k—ma)’

ou seja,

00 )\j+1($ _ a)maj-l—k—l

oDy {(3: — a)" " Epar Mz — a)ma]} - ;) T(maj+k)

de onde segue o resultado desejado

DI { (@ — @) Bpak Mz — @)™} = Az — @) By Mz — )™ .
u

Pelo Teorema 6.1, a solugao geral da equagao (6.3.2) quando consideramos o operador diferencial
fracionario segundo Riemann-Liouville, pode ser escrita da forma

n

Z ceyr(x Z cx(z — a)”o‘_kEm,naH_k Az —a)™], (6.3.5)

onde ¢, com k =1, ...,n, sdo constantes arbitrarias.

Por outro lado, se considerarmos o operador diferencial fracionario segundo Caputo, pelo Teo-
rema 6.2, a solugao geral da equagao (6.3.2), quando consideramos 0 < o < 1, pode ser escrita da
forma

n

= zi: ckyr(@ Z (z — a)* "Epap Mz — a)™], (6.3.6)

onde ¢, com k =1, ...,n, sdo constantes arbitrarias.
Note que se fizermos @ = 1 em (6.3.6), a solugao coincide com a solugdo em (6.3.5), no caso
em que tomamos a = 1, isto é,

Zi: a)k~ 1En k[ AMz—a)"],

onde ¢, com k =1, ...,n, sdo constantes arbitrarias.
Seguem alguns exemplos ilustrativos de equacoes diferenciais fracionarias lineares, conforme
definidas em (6.3.2).

1. Em particular, se ¢; = 1 para todo k = 1,2,..n, A =1, a =0, a = 1 e Z§_ :=cDg, na
equagao (6.3.2), entdo obtemos a solugao

n

Z TEux (2) = €7, (6.3.7)

que é valida para todo n natural. No Apéndice A.1 discutimos a expressao da equagao (6.3.7)
e apresentamos o resultado da expressao
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Hin [Z (o ] =<

2. Considere a equagao (6.3.2) no caso particular em que n =3, A = 1, o € ( ) Py ¢éo
operador de Riemann-Liouville com a = 0, isto é,

(D83y) (2) — y(z) =0.
Por (6.3.5), uma solugao para essa equagao pode ser escrita da forma

y(x) = D Ega g0 (27) + 20 Egg g0t (¢°) + 200V Ega 02 (¢°) |

a seguir, o grafico para y(z), nos casos em que a = 0,8 e 0,9.

h - — — o~03
=109

on 0.z 0.4 0 o 10

Figura 6.9: Gréafico de y(z) para a =0,8; 0,9.

3. Considere agora a equagao (6.3.2) no caso particular em quen =3, A =1, a € (%, 1) e D,
¢ o operador de Caputo com a = 0, isto é,

(DY) (2) — y(x) = 0.
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Figura 6.10: Gréfico de y(z) para a =0,8; 0,9.

Por (6.3.6), uma solugao para essa equagao pode ser escrita da forma

y(x) = Esq <x3a> + 2 Ejq0 (953“) + $2E3a,3 (:U3°‘) .
A seguir o gréfico para y(x), nos casos em que a = 0,8 e 0, 9.

. Considere o problema de valor inicial associado a equagao de onda bidimensional fracionéria

CDg‘j‘ru = 2Au,
u(z,0) = sen(zq)sen(xs),

onde u = u(Z,t), T = (x1,23), com —00 < T1,Ts < 00, t>0e a € (%,1) C R.

Vamos supor que a solucgao seja da forma
u(z,t) = X(z2)T(t). (6.3.8)

Substituindo a condigdo inicial na equagao (6.3.8), obtemos

1

X(z) = (0)

sen(xq)sen(zs). (6.3.9)
Substituindo a equacao (6.3.8) na equagao de onda fracionaria, temos

cDET() _ 28X(D) _
T X@

onde M\ é uma constante real.
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Por (6.3.6), a solugao da equagao

GDRT(1) = AT (1)
é dada por
T(t) = Ezq (Atm) + 1 Eg 2 ()\tm) : (6.3.10)
Fazendo ¢ = 0 na equagao (6.3.10), obtemos T(0) = 1.

Logo, de (6.3.9) podemos escrever

X(Z) = sen(xy)sen(zs).

Substituindo agora X(Z) na equacao

2AX(z) = MX(2),
obtemos A = —2.

Com isso, a solucao da equacgao de onda bidimensional fracionaria é da forma

u(wy, xe,t) = sen(x)sen(xs) [Ega (—2t20‘) +tEono (—2t20‘)} . (6.3.11)

Quando t = 0, independente do parametro «, teremos u(xy, xo,0) = sen(x) sen ().

A seguir os gréficos de u(xy,22,0) e u(xy,22,0,5) (para a =0,6 e a=0,9).

Figura 6.11: Fungao u(xy,22,0) e u(xy,2,0,5) (para a =0,6 e a=0,9).
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Por outro lado, para a = 0,6; 0,9, temos a seguir os graficos de u(zy, xg,2) € u(xy, e, 100).

-u,(;r.l? T, 2) /”/Thﬁ"”“x u(ry, :‘Tg.olgo_) /»"/]-RE"”“H-E
/‘ T ma=0U, B

B <

Figura 6.12: Funcao u(zy,x2,2) e u(xy,xq,100), para a = 0,6; 0, 9.

Na figura acima é possivel observar que quando o tempo ¢ aumenta, a fun¢ao u(zx,t) tende
ao plano u = 0.
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Conclusoes e Consideracoes Finais

Assim como o calculo de ordem inteira, o calculo fracionario também apresenta iniimeras aplica-
¢oes, como foi abordado no Capitulo 6, onde discutimos algumas particulares equagoes diferenciais
fracionarias. As defini¢oes de cada operador de integracao e derivagdo de ordem nao inteira, bem
como a utilizagado de cada operador em casos especificos, foram discutidas no Capitulo 4.

Caputo reformulou a derivada fracionaria de Riemann-Liouville, como vimos na Secao 4.4, a
fim de utilizar condi¢oes iniciais em equacoes diferenciais fracionarias. Além disso, pouco antes da
reformulagdo de Caputo, Kolowankar e Gangal também reformularam a derivada fracionaria de
Riemann-Liouville a fim de derivar fungoes em fractais [33].

Para definir determinados conceitos do calculo fracionario, é necessério discutir algumas fungoes
especiais e ferramentas matematicas, tais como, as fungoes gama e beta e as transformadas integrais
de Fourier e Laplace. Tais conceitos foram abordados nos Capitulos 1 e 2.

A funcao de Mittag-LefHer de um parametro e suas generalizagdes desempenham papel funda-
mental no calculo de ordem néo inteira, assim como a fun¢do exponencial desempenha um papel
importante no calculo de ordem inteira, as fungoes de Mittag-LefHler sao importantes para o cél-
culo fracionario em problemas da fisica, biologia, engenharia e ciéncias aplicadas. Tais fungoes
aparecem como solu¢do de uma ampla classe de equagoes diferenciais fracionarias.

Neste trabalho, mais especificamente, no Capitulo 3, apresentamos as funcoes de Mittag-Leffler
de um, dois e trés parametros, bem como algumas de suas propriedades. Através de uma forma
integral conseguimos relacionar a fungao de um parametro com as fungoes de dois e trés parametros
e com isso obtivemos alguns gréaficos para a funcao de trés parametros.

Utilizando a metodologia da transformada de Laplace inversa sem utilizar um contorno de
integracao, conforme apresentada na Secao 1.5, através de uma conveniente escolha para o, que é a
parte real do niimero complexo s, variavel da transformada de Laplace de uma fungao, expressamos
algumas integrais impréprias convergentes através de uma nova funcao. Ainda utilizando essa
metodologia, na Secao 3.5 expressamos as funcoes de Mittag-Leffler como integrais em RT, como
no caso da equacao (3.5.4), onde dados os pardmetros «, 3,7 e k, podemos escrever uma integral
impropria convergente, envolvendo fungoes trigonométricas, a partir das fungoes de Mittag-LefHer.
Vale ressaltar que nao encontramos tais expressoes em outras referéncias, o que nos motiva a
publicar futuramente um artigo sobre isso.

Apds uma breve introdugao sobre o calculo fracionario, apresentamos as integrais fraciondrias
nos sentidos de Riemann-Liouville, Liouville, Weyl e Riesz, também discutimos a formulacao das
derivadas fracionarias, conforme introduzidas por Riemann-Liouville, Caputo, Liouville, Weyl e
Riesz. Apresentamos algumas propriedades associadas a esses operadores bem como o TFCF e
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aplicagoes desse teorema. Demonstramos o teorema fundamental do calculo fracionario e apresen-
tamos exemplos de aplicacao [25].

No Capitulo 6, resolvemos uma equacao diferencial parcial fracionaria associada a desacelera-
¢ao de néutrons [7], cuja versao classica, isto é, equagao de ordem inteira, foi proposta e estudada
por Sneddon [55], indicando que o movimento da desaceleragdo de néutrons em um meio material
¢ semelhante a difusao de calor. Com o uso de transformadas integrais, de Laplace e Fourier,
obtivemos uma expressdo para a solucao dessa equagao. Devido a dificuldade em obter valores
para a soluc¢ao em dados pontos, desenvolvemos um método numérico, escrevendo a solucao apro-
ximada da equacao como um somatorio e a partir desta formula adaptamos uma implementacao
em MATLAB. Através dessa implementacao, conseguimos obter valores para a solucao.

Ainda no Capitulo 6, com o propdsito de obter uma expressao explicita para a solucao geral de
uma equacao diferencial fraciondria especifica, apresentamos dois teoremas sobre as autofuncgoes
dos operadores de derivacao fracionaria de Riemann-Liouville e Caputo, sendo possivel através
desse teorema, expressar tal solucao. Exemplos de aplicacao foram apresentados e discutidos.

Os problemas relacionados ao calculo fracionario apresentados neste trabalho sao apenas uma
pequena parte do que estd sendo feito e do que ja foi estudado sobre o assunto. As referéncias
bibliograficas e as referéncias nelas contidas, ajudam na compreensao do calculo fracionario, bem
como em suas respectivas ramificagoes.

Como continuagao natural deste trabalho, pretendemos pesquisar mais sobre as possiveis aplica-
¢oes no calculo da transformada de Laplace inversa sem usar um contorno de integragao, conforme
apresentado e discutido na Secao 1.5, ja que através dessa técnica podemos obter expressoes para
determinadas integrais impréprias.

Além disso, outro aspecto interessante e que merece mais atencdo, é a parte computacional
para obtencao de valores para a solucao de determinadas equagoes diferenciais fracionarias, mais
especificamente, as equagoes que descrevem movimentos de difusao andémala, pois, geralmente a
solugdo obtida emerge em termos de integrais improprias de fungoes envolvendo as funcgoes de
Mittag-Leffler, cuja solucao analitica pode ser expressa em termos das fungoes H de Fox. Nao
encontramos referéncias sobre pacotes computacionais para as fungoes H de Fox, exceto para
casos particulares. Pretendemos desenvolver um método computacional para calcular integrais
envolvendo as fungoes de Fox.
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Apéndice A

Funcao exponencial em termos das
funcoes de Mittag-Lefller

No Capitulo 6, Secao 6.3, discutimos a solucao geral para equagoes diferenciais fraciondrias
lineares especificas.
No caso particular em que consideramos a EDFL

(eD52y) (@) = (=),
com z € [a,b], « € R, com 0 < a <1 en €N, encontramos para a solugdo geral, a expressao

Z lEnk )

onde utilizamos o Teorema 6.2 para expressar tal solucao.
Vamos demonstrar que a soma

n
Z ‘,Elc—lEn’l€ ([En) ’
k=1

é igual a fungao y(z) = €*, quando consideramos n € N* um niimero natural nao nulo qualquer.
Para isso, reescrevemos a soma acima da forma

Z Bk (") = Ep (2") + 2En0 (27) + 2B 3 (27) + - + 2" B, (27).

Escrevendo a série de cada funcao de Mittag-Leffler, temos
"

]z_%rnjﬂ Z:: T(nj + 2) "+j§r(nj+n)‘

nj—i—l 00 nj+n—1

Assim, temos que

129



i xnj io: .C(an+1
o [(nj+1) s L(nj + 2)
xn—l .172”_1 x?m—l
L (F(n) T TTen T )
00 xnj%»nfl
=0 F(”J + n)
Rearranjando os termos e somando todos, teremos
( ) . N T N N xn—l N " N Q:n—&—l N N x2n—1 N
€T = _— o e e cee,
Y T (2) T(n) T(n+1) T(n+2) T'(2n)
ou seja,
y(x) =€,
independente do valor de n. Sendo assim, podemos escrever que
> T By (a") =€, (A1)
k=1

para qualquer natural nao nulo n.
Além disso, se tomarmos o limite quando n vai para infinito na equagao (A.1), a série converge
para a fungdo exponencial. Temos que

Jim lz TEux(x ] =e". (A.2)

Uma outra maneira de obtermos o mesmo resultado é através da transformada de Laplace
inversa.
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Apéndice B

Implementacao da solucao da equacao
associada a desaceleracao de néutrons

Para esbocar graficos da forma u(x,ty) X x para valores dos pardmetros «, § e v da equagao
equacao diferencial parcial de ordem fracionaria, com condig¢bes iniciais e de fronteira, associada
a desaceleragao de néutrons (6.1.1), utilizamos dois softwares computacionais, MATLAB 7.8.0
(R2009a.) e Wolfram Mathematica (versao 9.0).

Os gréaficos foram obtidos utilizando um processo que serd apresentado na proxima segao.

B.1 Caso particular

Apresentamos os passos utilizados na obtencao do particular caso em que o = 0,9; § = 1,9;
to=v=1 e F(x)=4d(x) naequacao (6.1.1), como no problema (6.1.12):

Esse caso foi apresentado e discutido no item 2 da Subsegao 6.1.2. Considere as figuras a seguir.

Wolfram Mathematica / MATLAB 7.8.0 (R2009a)

%Dado U
n=100000;
w = Range[0, 10, .0001]: we=10;
U = MittagLefflerE[.9, —(w)" (1.9)]: dw={wc/n); % Delta w
HumberForm|[%, 12] w=[0:dw:we] '
u x=0; % Escrever o wvalor de x

v=cos (wEx) 2
ua=idw/pi) *{U' *v] %Valor de uix,t_0) aproximado

Figura B.1: Programa para obtencdo dos dados da Tabela 3 (Subsecdo 6.1.2).
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) MATLAB 7.8.0 (R2009a)

(oclear all

n=100000;

we=10;

dw=({wce/n); % Delta w

w=[0:dwawe] '

*x=[0:.01:86]"':
nl==size(x):

for i=1:nili{1,1)
ua(i)={idw/pi) * (U *ocoz(wrx(i))11):

end

ua=ua' ;

for i=1:niil,11-1
ualinlil,1)-il=ua(i+l);
end

for i=1l:ni{i,1)-1
¥x1inli{l,1)-1i)=-xi{i+1):

end

uaf=[ual' rual:
®1f=[=x1':x]:

for i=1l:lengthiuaf)
miZ2¥%i-1)=x1f£(1i):
mi2%ii=uat i) ;

end

m=m' ;

Wolfram Mathematica

ListLinePlot [DADOS

, PlotStyle + REBColor[0, 0, 0], PlotRange —+ {0, .35}]

Figura B.2: Programas para obtencao do grafico.
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Na Figura B.1, temos a implementacao dos dois programas que foram necessarios para obtencao
dos valores aproximados da Tabela 3 da Subsecao 6.1.2.

Encontramos 100001 valores para &)(wj, 1) através do software Wolfram, ji que neste caso
n = 10°. Esses dados foram salvos em um vetor e utilizados no programa em MATLAB, que
também pode ser visto na Figura B.1, lado direito. Para cada particular valor de x, obtemos o
valor ua que representa u(z, 1) aproximado.

Para encontrar os valores exatos, também disponiveis na Tabela 3 da Subse¢ao 6.1.2, usamos
o comando do Wolfram:

N [(1/P1i) * Integrate [MittagLefflerE [.9, —(w) ™ (1.9)] * Cos [x * w], {w, 0, Infinity }|],

para cada valor de x apresentado na tabela.

Essa tabela é montada para que possamos avaliar se os valores de n e w, sdo satisfatorios, ou
seja, se a solucao aproximada é relativamente boa se comparada com a solugdo exata. Se isso
acontecer, utilizamos outro programa em MATLAB para plotar o grafico, conforme a Figura B.2.

Caso os valores escolhidos para n e w, nao sejam satisfatérios, aumentamos w. de modo a obter
®(we, o) = 0. Por vezes, se aumentamos muito o valor de w,, é necessario também aumentar o
valor de n, caso contrario, o nimero de amostras da forma &)(wj, tp) é muito pequena e com isso
nao conseguimos obter muita informacao da solucao exata.

Para plotar o gréafico da Figura 6.1, encontramos os valores para u(z, 1) quando z é discreto,
para x € [0, 6], com Az = 0,01, totalizando 601 valores encontrados.

Consideramos o fato de u(z,1) ser uma fungao par neste caso particular, reorganizamos os
dados z e u(x, 1) aproximado em um vetor w, através do programa mostrado na Figura B.2.

O grafico ¢é plotado através do comando do Wolfram, que também aparece na Figura B.2. Em
dados, aparece a lista de niimeros organizados em planilha excel, a partir do vetor w, obtido do
programa em MATLAB.

Neste caso, alguns valores para os dados obtidos podem ser vistos a seguir:

DADOS:

{{—6.000000000000000, 0.000958532494552} , { —5.990000000000000, 0.000973324931345} ,
{—5.980000000000000, 0.000988361780767} , { —5.970000000000000, 0.001003573741030} ,
{—5.960000000000000, 0.001018890498073} , { —5.950000000000000, 0.001034241439748} ,
{—5.940000000000000, 0.001049556375603} , { —5.930000000000000, 0.001064766255090} ,
{—=5.920000000000000, 0.001079803877024} , { —5.910000000000000, 0.001094604583173} ,
{—5.900000000000000, 0.001109106929011} , { —5.890000000000000, 0.001123253324839} ,
{—5.880000000000000, 0.001136990640790} , { —5.870000000000000, 0.001150270769550} ,

{5.870000000000000, 0.001150270769550} , {5.880000000000000, 0.001136990640790} ,
{5.890000000000000, 0.001123253324839} , {5.900000000000000, 0.001109106929011} ,
{5.910000000000000, 0.001094604583173} , {5.920000000000000, 0.001079803877024} ,
{5.930000000000000, 0.001064766255090} , {5.940000000000000, 0.001049556375603} ,
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{5.950000000000000, 0.001034241439748} , {5.960000000000000, 0.001018890498073} ,
{5.970000000000000, 0.001003573741030} , {5.980000000000000, 0.000988361780767 }
{5.990000000000000, 0.000973324931345} , {6.000000000000000, 0.000958532494552} }.

Para os outros casos que foram apresentados na Subsecao 6.1.2 com tabelas e graficos, a meto-
dologia utilizada para obter os resultados foi a mesma que apresentamos nesse apéndice.
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