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Abstract

We prove an Itd-Ventezel type formula for Holder paths with exponent is greater than 1/3.
The most important class of examples of theses paths is given by fractional Brownian motion. Our
formula is an extension (and agree) to classic version done by H. Kunita in 80’s.

The technical tools used rely on rough path theory following M. Gubinelli’s approach. Those
techniques were developed in the late 90’s. by T. Lyons.

As an application, we study differential equations driven by paths with exponent greater than
1/2 (Young Systems). The ideia here is to employ our formula together with method of charac-
teristics in this setting, following Kunita’s work.

Keywords: Rough path theory, Ito-Ventzell formula, Partial differential equation.

Resumo

Provaremos uma féormula do tipo Ito-Ventzel para caminhos Holder cujo expoente é maior que
1/3. Os exemplos fundamentais de caminhos onde a férmula é vélida é o movimento Browniano
fracionario. Nossa férmula estende (e coincide) a versao cléssica feita por H. Kunita na década de
80.

As ferramentas utilizadas residem no contexto dos rough paths seguindo a abordagem de M.
Gubinelli. Tais tecnicas comegaram a serem desenvolvidas por T. Lyons no final de 90.

Como aplicagao, estudaremos equagoes diferenciais dirigidas por caminhos cujo expoente é
maior que 1/2 (Sistemas de Young). Onde a idéia aqui é empregar nossa férmula aplicando o
método das caracteristicas nesse contexto, seguindo novamente os trabalhos de H. Kunita.

Palavras-chave: Teoria de rough path, Analise estocastica, Equagoes diferenciais parciais.
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Introducao

O objetivo desse trabalho é estudar uma classe de equagdes diferenciais dirigidas, d,u(x) =
F(t,z, u(z), Vu(x))dZ,, isto é, a derivada em relagdo ao tempo ndo é calculada da forma “0;, = 47
mas sim como “0; = dizt”, onde Z é um caminhoZ : [0,7] — V. Estes caminhos, para os quais
precisaremos a definicado destas equacoes, serdo uma de classe especial, os rough paths. Para
abordamos o problema de “existéncia e unicidade de solug¢ao” adaptaremos uma técnica classica

(pré espacos de Sobolev) conhecida por método das caracteristicas, ver [7].

A filosofia aqui é estudar estas equagoes diferenciais via equagoes integrais. Em outras palavras,
daremos um sentido preciso & nogao de integral e depois usaremos o termo/nomenclatura “Equacao
Diferencial” como sinénimo de “Equacao Integral” (sendo esta ultima definida formalmente). Tal
“filosofia” vai de acordo com a abordagem ao estudo das Equagoes Diferenciais Estocasticas - EDEs
- (onde define-se primeiramente as integrais de It6 e Stratonovich afim de, depois, definir as EDEs.

No contexto dos rough paths, essa “filosofia” nao foi a inicial, e comegou com M. Gubinelli
em 2004, [22]. Anteriormente, o pai da teoria T. Lyons nos anos 1998-2004, ver [28, 30, 29|, e
coautores, tinham como o objeto primordial a equagao diferencial e a teoria (rigorosamente falando)
comegava com a definicdo formal de solugao da equagdo diferencial (sem definir formalmente a
integral, [ («..)dZ;, nem o diferencial, dZ;).

Estas diferentes abordagens sao equivalentes, e o sentido da solu¢ao de uma pode ser recuperado
pela outra. Acreditamos ser mais facil de compreender e versatil a abordagem de Gubinelli. Ttal
linha de pensamento também ¢é adotada por M. Hairer e P. Friz no seu mais novo livro [15]. O
principal motivo da versatilidade é que a integral com rough path introduzida por M. Gubinelli
no supracitado [22] é uma soma/discretizacao tipo Riemann-Stieltjes (como Célculo Estocastico e
como na veremos integral de Young).

Em contrapartida, na Teoria dos Rough Paths pelas vias das equac¢des como objeto funda-
mental, o mecanismo é aproximar o caminho ¢ — Z (t), o qual é nao-diferencidvel (tipicamente
tem regularidade tipo Hoélder), por caminhos Z" (onde cada Z™ é diferencidvel) e entao estudar os
pontos de acumulacao de

dX"(t) = f (X" (1)) dZ" (1)

em espagos e normas adequados (Holder ou p-variagao).

Por esse motivo, é possivel ver que a teoria dos Rough Paths 1-dimensional, i.e., Z (t) € R% com
d =1, é um caso particular da teoria de Doss-Sussmann, [11, 32]. Entretanto, para d > 2, ndo tem
como fugir dos rough paths (deterministicamente falando), pois, essencialmente as convergéncias
X" — X quando Z™ — Z nao acontecem (na norma do supremo). Este fato é devido as diferengas



entre a topologia da norma do supremo (adotada por Doss-Sussmann) e a topologia Hélder ou
p-variacao (adotada nos Rough Paths).

Para ilustrar o método das caracteristicas e o conceito dos rough paths, vamos dar um exemplo.
Isto também servird como um panorama geral dos capitulos deste trabalho.

Considere a seguinte equagao de primeira ordem linear, conhecida como equagao do trans-
porte ( para defini¢oes a respeito da equagao geral, ver a Introdugao no Capitulo 3),

{atut (z) + Vg () dZy = 0 (0.0.1)

uo () = ¢ (v)

onde u = u (t,z) = u; (z), com t € [0,T] e x € R? ¢ € C* (Rd> e Vug () = (Opyur () 5., gyt (
x)). A literatura para esta equagdo, quando Z; = t, é imensa e permeia varias ramos da matemética
e fisica. Quando Z; = B;é um movimento Browniano, no contexto das EDEs, citaremos duas linhas
principais, seguindo a teoria de equagoes de evolu¢ao em dimensao infinita em [10] ou problemas
mais finos, como condi¢oes minimas para que a equacao esteja bem-posta em [13].

O método das caracteristicas consiste em expressar a solucao u da equacao acima através
de outras fungoes que sdo solugoes de equagoes diferenciais ordinarias (o que é um problema
bem mais facil de se tratar). Isto é,

u () = by (a;l (x)) (0.0.2)

onde a; = a; (x) e by = by (x) sdo solugdes de equagoes ordinarias em t com condicao inicial que
depende de y e x respectivamente. A saber, para a equacao do transporte,

dat = dZt
dbt == O
ap =ag () =2z

bo = bo (z) = ¢ ()

tal sistema é denominca sistema (das equagbes) caracteristicas. Este sistema na forma geral
estd em 3.1.1. Desta forma, u seria representado por

u = ¢(a" (@)
= ¢o(x—24).

Agora precisariamos verificar que a expressao ¢ (r — Z;) resolve a equacdo Eq. (0.0.1). Para
isto, é necessario uma “regra da cadeia”, ver Capitulo 2, que funcione no caso em que Z; nao
possua derivada na varidvel ¢ (no sentido usual). Formalmente, podemos pensar que

do(x—2) = Vo), p (~1)dZ

do _
d7Zt (x — Zt) = VQb (')|.:x—Zt



e reinterpretar a dZ; como uma integracao, ver Integral de Young na Secdo 1.1.2 e Integral de
Gubinelli na Se¢ao 1.1.3,

t

d(x—2Z)— () = — Ong(a:—Zr)er

t
w@) =6 = - [ @iz,

Dessa forma, uma vez que a representagao para u; (z), Eq.(0.0.2), é valida (ver Teorema 3.1.2),
podemos pensar de tras para frente. Isto é, primeiro resolver o sistema da caracteristica (que
nao envolve u) para determinar as fungoes a; e b; para depois formular teoremas de existéncia
e unicidade para u; (), ver Teoremas 3.2.4 e 3.2.5.

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira. No Capitulo temos uma introdugdo aos
rough paths, e sempre que possivel fazemos um paralelo e comparagdes com o célculo estocastico.
Incluimos a maioria das demonstracoes, as que julgamos estar espirito da parte final da tese. Todos
os resultados sao bem conhecidos e candnicos na teorias dos rough paths. Ja no Capitulo 2, temos
as formulas de [to-Ventzell, resultados originais. Por fim, no Capitulo 3, aplicamos a primeira
férmula de 1t6-Ventzell (caso mais simples) para resolvermos uma equagao diferencial parcial de
primeira ordem (geral) através do método das caracteristicas.



Capitulo 1
Rough Paths

E uma teoria que teve como motivacdo e problemas iniciais atacar sistemas de Equagoes Di-
ferenciais Dirigidas da forma, para Y : [0,7] - W, Z : [0,T] =V, f W = L(V,W)e, Ve W
sendo espacos de Banach,

day (t) = f (Y (¢))dZ (t), t€][0,T]
Y(0)=yeW

onde o caminho que dirige a equacao Z é nao-diferenciavel. Tal restricdo ndao é imposta pelo
prazer da generalizacao, mas sim uma realidade. Pois, uma das classes mais importantes nessa
situagao, é quando Z é um movimento Browniano e a EDO ¢ entendida no sentido estocastico
(via integragao de Itd ou Stratonovich, para citar as mais importantes).

Assim, pode-se dizer que, a principio, o objetivo da teoria dos rough paths é providenciar
técnicas capazes de resolvere equagoes diferenciais estocdsticas (e integragao) de um ponto de
vista puramente analitico e deterministico. Tal tarefa é dificil, pois existe sérias restrigoes em Z
quando tenta-se interpretar [ f (Y (u))dZ (u) tipo integracdo de Riemann-Stieltjes. Por exemplo,
é conhecido o seguinte resultado negativo.

Proposigao 1.0.1. Seja Z : [0,7] — R uma fun¢do continua. Seja (P,) uma sequéncia de
parti¢oes do intervalo [0, 7] tal que |P,| — 0 quando n — oo. Defina os funcionais lineares,n € N,

S, :C°([0,T]) = R
por

Sph = Z h(t:) (Z (tis1) — Z (t;))

ti€Pn

Suponha que que a sequéncia (S,h), convirja para todo h € C°. Entao Z tem variagdo limitada,
isto é, Z é uma funcao Lipschitz a menos de reparametrizacao.

Demonstragio. Ver [31] Teorema 56 p.43. O

A moral aqui é que, pedindo-se o minimo para o que gostariamos que um funcional linear fosse
uma integral (linear, continuo e generalizar Riemann-Stieltjes), resulta que o caminho Z é “muito”
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regular Isto é, Z é mais regular que as trajetérias tipicas de um movimento Browniano B, as
quais B, (w) ¢ C2 ([0, T]), para quase todo w € €.

Uma outra conclusao que pode-se tirar deste resultado é que o dominio de I estd demasiada-
mente grande. Podemos procurar um funcional linear cujo dominio seja apenas um subconjunto
de C°, por exemplo, as funcdes a-Holder continuas C* C C°. Tal abordagem é factivel, levando
a Integral de Young, ver Se¢ao (1.1.2) abaixo. Entretando esta integral ainda nao possibilita
calcular integrais do tipo [ f (B,)dB, ou [ B,dB,, para o movimento Browniano B e f € C*°.

Para melhorar uma integral tipo Riemann-Stieltjes, isto é,

[} PO 6=t 552 60) (2 i) 760

|7)|~>0

pode-se introduzir uma nova nogao de limite (por exemplo, em probalilidade, quandos os objetos
sdo varidveis aleatérias e processos estocasticos) ou ainda, corrigir / melhorar o incremento
dentro do somatorio.

Para ilustrar, melhorar o incremento na integral de integral de Riemann, por exemplo

T 1.
/0 X (s )ds—“l)l'rilOZX (3111 = 50) + 5 X (51) (5651 = )

melhora a velocidade de convergéncia das somas. Isto ocorre pois o novo incremento é Taylor de
a_ordem,

X(s) ~ X (50 (sur = 50 X (50 (501 — 50

enquando na integral de Riemann o incremento é apenas de 1* ordem
X (S) ~ X (SZ) (SZ'+1 — Si) .

Formalmente, é esta a idéia dos rough paths, melhorar o incremento da integral, de modo que
o novo termo compense o termo de 1* ordem, denotando 7, = Z (u) e §Zy = Z; — Zs e usando
Taylor em f(Z,) = f(Zs) + [ (Zs) 0 Zsy + Rsu, temos

/:f(Zu)dZu = f(Z)(Z—Z)+ f (Z /Z 7,42, +/ RoudZ,

Isto motiva um novo incremento, denotando Zg := |, St Zy — Z¢dZ,, gostariamos de definir

T
/0 f(Z = lim Zf 5157+1+f< S) SiySit1”

|P|—>0

E neste momento que introduzimos formalmente os rough paths. E onde acontece um pulo
imenso na teoria, pois tal conceito é invisivel para integrais de Riemann, Stieltjes ou Young.
Invisivel, pois,

S ||f||oo ZZSi,Si+1 _> O

Si

SiySi+1




Definicao 1.0.2. Dado a € (%, 1}, o conjunto dos Rough Paths (geométrico) definidos no in-
tervalo [0, 7] tomando valores num espago de Banach V' ¢é denotado por D ([0,T],V) (ou Dy,

respectivamente). Dizemos que (Z,Z) € D* se satisfaz:

1. Z:[0,T] =V eZ:[0,T]> =V ®V funcdes continuas tais que

._ |Zs—Zs| o |Zs¢| .
HZHa = SUDg tefo, 1) \tt_s\& < 09, HZH2a = SUDPg tef0,7) |t_s|t2a < 09
2. Denotando Z,; = Z; — Z,,
Zst - Zsu - Zut - Zsu ® Zut7

3. E dizemos que (Z,Z) € Dy se além dos itens anteriores também verifica

1
S (Zst) - EZst ® Zsta

onde S (u ® v) := LEviven,

Observagao 1.0.3. O conjunto D* ou Dy néo ¢ um espago vetorial, devido ao Item 2. No livro
de Friz, [16], baseado na abordagem de T. Lyons, estuda-se o conjunto D de um ponto de vista
mais geométrico, olhando o par z = (Z,Z) como um caminho z : [0,7] — G?(V), onde G* (V)
é um sub-grupo de Lie da algebra tensorial 7' (V') truncado na segunda ordem (pois a > %)
Assim, rough paths, vira sinénimo de “caminho Hélder tomando valores no grupo de Lie G* (V)"
Recomendamos o mesmo livro para uma introdugao a estes grupos e esta visao geometricamente

rica, formulada para trabalhar com rough paths de qualquer ordem « € (0, 1].

Moralmente o termo Z é a integral iterada de Z. A Condicgao 1., poe a regularidade do caminho Z e
0 que se espera que sua integral iterada tenha (acontece isso na integral de Young, por exemplo). A
Condigao 2., é a propriedade aditiva da integral iterada em intervalos consecutivos. Por exemplo,
para integral simples, o equivalente seria fst = [+ fi Ja a Condicao 3, nao ¢ essencial, ela
esta ligada a resultados de aproximagao via regularizacao do caminho Z. Isto é, se (Z"), é uma
sequéncia de caminhos regulares que converge Z e [/ (Z" — Z7) ® Z{}du converge a um elemento,
na norma |.||,,, esse objeto limite satisfaz a Condigao 3.

T. Lyons foi quem formalizou os rough paths. Sua busca pelas corretas condigoes algébricas
que se espera dos objetos Z foi inspirado nos trabalhos de K. Chen, ver [5, 6]. A idéia em assumir
a existéncia desses objetos (definigdo acima), estd motivada pelo fato em que na pratica tem-se
informagoes suficientes sobre o ruido/sinal que dirige o problema. Por exemplo, no caso em que Z é
um movimento Browniano (ruido preferido da andlise estocastica), tem-se muitas informagoes sobre
tal, tornando-se possivel definir o objeto Z (por exemplo via integragao de It6 ou Stratonovich).

Supondo Z um movimento Browniano, o casamento entre os rough paths e a andlise estocastica
se da da seguinte maneira. Primeiro, a teoria dos rough paths (integrais, equagoes diferenciais,
dependéncia continua e diferenidvel nos dados iniciais) funciona completamente apenas baseada
na existéncia do objeto (Z,7Z), independentemente de qualquer resultado da andlise estocéstica.
S6 entdo, entra a teoria estocastica, fundamental para definir Zg = fst Zy — ZsdZ,. Assim todas
as igualdades da teoria anterior se tornam w-quase sempre. Em outras palavras, a probabilidade
fica escondida até o ultimo momento e s6 é usada para construir Z.



Observacao 1.0.4. Caso a > %, podemos definir Z,; = f; Z., — ZsdZ, via integracao de Young.
Ver abaixo, Secao (1.1.2).

1.1 Integral de Young e Gubinelli

1.1.1 Integracao Abstrata de Riemann - Lema Sewing

O proximo lema é fundamental na construcao das integrais, ele pode ser visto como uma
abstragdo das somas de Riemann. Mais precisamente, dada uma fungao (s,t) € [0,7] — 0O,
queremos condigoes em 6 para que as somas de Riemann

Z 951‘7%
[Si,ti] cpP

convirjam quando |P| — 0, onde {P} é uma familia de partigoes do intervalo [0, 7.

Por exemplo na integral de Riemann [j f(u)du, temos 6y = f(s) (t — s), ou ainda, na integral
de Riemann-Sticltjes [ f(u)dg(u), temos 6, = f(s) (g (t) — g (s)).

Uma observacgao fundamental para os casos citados acima, é que a condicao de continuidade para
f (e de variagao limitada para g) que implicam a existéncia da integral, pode ser interpretada da
seguinte maneira: f é uma boa aproximacao para a integral I; := [! f(u)du (ou, := [! f (u) dg (u)),
no seguinte sentido

Iq=0q+o0(t—s|),

isto é, a diferenca Iy — 65 é da ordem de |t — s, logo tende a zero quando executada a soma de
Riemann e em seguida tomado o limite |P| — 0. Mais precisamente, veja a seguinte proposicao.

Proposicdo 1.1.1. Sejam I : [0,7] = R e 6 : [0,7]° — R tais que verificam
L —I,=04+o0(|t—s]),

entao, pondo Iy = I; — I,

Em outras palavras, Iyr é a integral tipo Riemman do integrando generalizado 6 no intervalo [0, T'].

Demonstragio. Seja P = {[s;,t;]}, particao do intervalo [s,t] suficientemente fina. Por um lado,
temos

So(lt—sf) = oWzl

i 7t = sil
< ey |t — s
= €|T -0,
pela defini¢do de o (|t — s|) e pela escolha de P. Ou seja

lim > o(|t; — si|) = 0.

|P|—0 <=
(]



Por outro lado,

[St = Z Isi,ti'

Assim podemos concluir que

Ay 2 O = Jimy 20 (i = sil) = Lo
— O+Ist~
O

Usaremos a seguinte notagdo durante toda a tese, “0” serda nosso simbolo de incremento, isto
é, para uma funcao f de uma variavel, definimos

6fst = fst = ft - fs
e para uma funcao de duas variaveis 6, definimos
503ut = est - qu - Hut-

As condigoes analiticas para garantir a reciproca da proposicao acima, sao dadas no contexto
das normas Holder para 6. Vamos formalizar, definindo os espacos Holder para uma e duas variaveis
a seguir.

Definicao 1.1.2. Para « € [0, 1], denotamos por C* ([0,7]; V') e por C$ ([0,7]; V') o subconjunto
das fungoes continuas tomando valores ao espago de Banach V' que verificam

5Fa]

Al = sup a

H H s,t€[0,T |t—3|
)

T r—

$,t€[0,T] |t — s|

50

168, =  sup 0

s,u,t€[0,T] ‘t - S’a’

para f € C* e 0 € CY, e lembrando que 6 fs = fo = fr — [s.

Também introduzimos o subespago Co* ([0, T]; V') de CS, definido pelas fungoes 6 € Cg tal que
101l := 101l + 1]061],, < 0.

Também intruduzimos uma “multiplicagao”, para 6,1 € Co (V), w € Co (L (V,W)), X € C (U)
e feC(L(V,W)),

(f8), = [fba €W

(Xe)st = X;®0,ceUQV
(T]e)sut = T]su ® eut € V ® V
(we)sut wsueut S W



Observagio 1.1.3. E sabido que [|-||, é apenas uma seminorma em C® ou em Cg. Entretando,
por exemplo, usando a expressao |f (0)| + || f||, faz C* espaaco de Banach, e analogamente para

cs.

O proximo lema é um corner - stone na teoria dos rough paths. Basicamente é uma abstracao
da demonstracao original da existéncia da Integral de Young, [33]. Na teoria dos Rough Paths,
aparece sob varios nomes e/ou contextos. Por exemplo, primeiramente apareceu nos trabalhos
de T. Lyons, ver [29] p.67, sob o nome de Teorema 4.3 (Almost rough paths), onde Lyons busca
garantir a existéncia de um (tnico) rough path préximo a um dado quase-rough path (na nossa
linguagem, este, é o incremento da integral).

Depois de Lyons aparecerem outros explorando o coracao da demonstracao, por exemplo, em
D. Feyel e A. La Pradelle [12], aparece como “Sewing lemma” numa maneira bem elementar. Ou
em M. Gubinelli [22], numa forma funcional baseado no trabalho anterior, onde usou para definir a
integral (a qual apresentaremos nesse trabalho). Acrescentamos que acreditamos que a abordagem
de M. Gubinelli é mais flexivel e adequada que a de Terry Lyons ( e equivalente nas mesmas
circunstancias).

Observacao 1.1.4. A demonstragao abaixo pode ser encontrada em L. Coutin [8].

Lema 1.1.5. Seja 0 : [0,7]> — V tal que, para todo s, u,t € [0,T],
100sue| < K |t — 5" (1.1.1)
onde K > 0 e p > 1 sdo constantes. Entao existe fungao I : [0, 7] — V, tnica a menos de constante

aditiva, tal que

I, — I, — 0] < -t —s". (1.1.2)

2;1—1 _
Demonstragio. Para cada n € N, defina n™ : [0, T]2 — V por
2n—1
(s t) = D0 067 (s,1), 7, (s,1)),
i=0
onde {t' (s,t)} é a partigao didtica do sub-intervalo [s,t]. Isto é, para cada i =0,...,2",

t—s
2n

tr(s,t) =5+ i.

Durante a demonstra¢ao omitiremos (s,t) em ¢ (s, t).
Primeiramente provaremos que (7"), ¢ uma sequéncia de Cauchy em C5. Note que para (s,t) €
0,T],neNeie{0,...,2"} temos

o = (1.1.3)
o4
thiyn = 5 +2 = (1.1.4)



e entao .
W (s, ) =" (s,0) = — >0 00 (#5715 e )
i=0
Usando (1.1.1), para (s, u,t) = (t’ﬁ’?l,tgﬁltg;g)  obtemos
" (s, 8) = 0" (5, 8)| < K[t — o]t 270D,

Logo
> 2~ (=1 K|t —s|!
n+1 _n oM _

(1.1.5)

Portanto (1" (s,1)),cy ¢ de Cauchy em V, uniformemente em (s,?). Denotamos 1 := n(s,t) :=
lim,, ™ = n* +3°°, ™1 — n". De onde segue

|77(37t>—9(57t)| = ‘n(s,t)—nl(s,t)‘
K

s _ 12

< 2Wl_1|zf s

Vamos mostrar que 7 é o incremento de uma funcao I : [0,7] — V, isto é, n(s,t) = I, — I,. De
conluiremos que [ é tnica fun¢ao a menos de constante aditiva, uma vez que mostrarmos que 7 é
tnica. A estratégia para isto serd mostrar que 07 (s, u,t) = 0. Esta propriedade algébrica garante
a existéncia da fungao I (ver M. Gubinelli [22] para uma propriedades de §). A unicidade segue

da propriedade analitica (1.1.2).
s+t
s 9

e (1.1.4), temos n"* (s, t) = n" (s,%”) +n" (%”,t). Tomando o limite, n — oo, n(s,t) =
n (s, 57”) +n (STH, t), ou seja, 0n (s, 57“, t) = 0. Dizemos 7 ¢ semi-aditiva.
Afirmamos que 7 é a Unica semi-aditiva que satisfaz

Temos que 7 satisfaz o7 (s u) = 0. Pois das propriedades da partigdo diddica (1.1.3)

7 (s,t) = 0| < clt —s]", (1.1.6)

para alguma constante c. Seja w : [0,T]2 — V semi-aditiva. Entao I' := 1 — w é semi-aditiva e
satisfaz, para todo s,t € [0,T7],

|F (S>t)| S |77 (S7t) - 08t| + |95t —w (S,t)|
< (K,+c¢)|t—s"
onde K, := zu—iﬂ Pela propriedade semi-aditiva de I', segue que
t t
ol < (s 55|+ [r (5]
Als t #
e Rty

= (K, +c)27"|t—s|".
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Por indugao em n, concluimos que
T (s,t)] < (K, +c)27"™ |t —s|",

para todo s,t € [0, 7], e entdo I' = 0. Concluindo a unicidade de n dentre as semi-aditivas.
Agora, defina

i =l t—s. t—s .
w” (s, 1) ::Zn(s—l—kz,s+k(z+1)>,Vs,t€[O,T].
i=0
Seja u 1= %“,oponto médio entre s e t, entao para i =0,...,k
t—s u—s k
. 9 i<~
s 4+ 3 1 s+ 1, 2_2
t— t— k
s+ ksz' = u+ 8(2@—16),sz§

k
portanto o ponto médio do intervalo {s + FTSZ', s+ =2 (1 + 1)] é

s+“7_5(2z'+1),vz <
t_
u+Tu(2z’—|—1—k),Vi >

k

Com estas consideragoes e pela semi-aditividade de n podemos mostrar que w” é semi-aditiva. De

fato, por simplicidade vamos ilustrar essa afirmagao para k par,

k—1 . _
Hsu) = Son(s+ S is+ G4 )
=0

B Z (+u—54 +u s(,+1)>+
= nis 2 1,S 3 1

i=0,2,....k—2

u—s . u—s
(i+1),s+

—|—7]<s+

(i+2)>
E U— s U—s

= Zn(s+2j,s+(2j+1)>+
= 2 z

+n<s+ugs(2j+1),s+ugs(2j+2)>

t— _
- Zn<s+;j,s+%8(2j+1))+

_ t—
+77<s~|—uks(2j+1),s+k8(j+1))

S . t—s .
= Zn(8+k375+k(1+1)>

11



anolagamente mostra-se que

t— t—
Hat) = X p(ur T ut G
i=0,2,....k—2 k k
+n(u+ i)t — (z—|—2)>
51 ;
= Zn<u+ u2],u+u(2j+1)>+
2 K K
t— t—u
+n<u+k(2j+1),u—l—k(2]—l—2)>
- zy(u+7%m—kyu+7ﬂm—k+n>+
2 K K
-2
t — —
+77<u+ku(2l—k:—|—1),u+tku(2l—k;+2)>
k—1 _ —
- zywu+tqu—k%u+t;%%—k+n>+
=
t—u t—u
+n<u+k(zl—k+1),u+k(21—k+2)>
= Zn<s+8l,u+u(2l—k+l))+
Pt K k
t—u t—s
+nGH—}€(%—k+1%s+ a+n)
k—1 t— t—
= Zn<s+sl,s+s(l+1)),
E k k
2

o~

portanto w” (s, u) + w” (u,t) = w* (s,t).

Note que w!' = 7. Por inducdo, assuma que w*~!

=7, para k > 2. Vamos provar que w

k

Para isto, basta mostrar que w* satisfaz (1.1.6). Assim, pela definicio de w* e pela hipétese de

inducao,

W (s,1)

12

(k—l))—l—n<s+

k—1)>—|—77(3+

t—s

w—1%Q
—n¢»

t—s

k
P




para todo s,t € [0,7]. Entao,

[ (,0) =] = o (
< ‘n s,s+t;5(l€—1))—€<s,s+_(k—l))‘Jr
+‘n<s+t28(k 1),75) 0(s+t28(k—1),t‘+
+‘—(59(8,8+t_(/€—1),t>’
< Ku<,ju (k;ul)u)ﬂf)ﬁ—sw
< (K,L(l;jtkuk;l)JrK) It — s|"

< (K, +K)|t—s|".

Portanto, como 7 é a tinica semi-aditiva que verifica (1.1.6), resulta que w* = 7.
Note que para todo (s,t), k€ Nei=0,...,k—1,
t—s

. +— .
wF (s,t) = W' (s, s+ k Si) + Wkt <S + ki,t)

entao para todo (s,t) € [0,7] e em todo u € {s—i— 2 VkeN,Vi=0,... k- 1} C [s, ],

77(8>t) :77(37U)+77(Uat)-

Da continuidade de 7 e por densidade, concluimos que d7 (s, u,t) = 0, para todo s,u,t € [0, 7.
Finalizando, definimos I; := 7 (0,t). Entao [ verifica (1.1.2)

|It—Is_05t| = |77(S:t)_98t|
K
< 7’t—8|“.
2p=1 _ 1

Provaremos a unicidade de I. Seja I tal que verifica (1.1.2), entao

‘5 (I_]_>st est_él_st

S |6]st_05t|+
< 2K, |t —s|",

ou seja, =1 — I é uma funcio Holder continua com expoente p > 1. Portanto F' = cte, e entéo

I =1+ cte.

O préximo resultado pode ser encontrado em M. Gubinelli e S. Tindel, [23] Corolario 2.5, é
equivalente a versao do Lema Sewing Proposicao 2.3 no mesmo artigo. Outra demonstragao bem
elementar pode ser vista no livro de M. Hairer e P. Friz [15], entretanto é essencialmente a mesma

demonstracao do lema anterior.
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Teorema 1.1.6 (Integracdo Abstrata). Sejam 0 < o < 1 < p. Entéao existe uma tnica aplicagao
Z:C7"([0,T7;V) — C*([0,T];V) linear, continua, (Z6), = 0 e que verifica

2

(Z0), = (Z0), — 6al < = 001, It — 5" (1.1.7)
2TH—

O funcional Z, denominamos de “Integral abstrata”, verifica

(Z0)or = ‘7131&}10 S;D 0 (sis Sit1)

para {P} familia de parti¢oes de [0, 7.

Demonstragdo. Dado 6 € C3™" ([0,T];V), por definicao |66, < [|00]], [t — s|". Entao, pelo lema
anterior, existe I : [0,7] — V a unica fungao que verifica

1
Iy = Lo = Ol < 5= 1901, 12 = S|
Defina (ZC), := I; — Iy. Entdo Z6 é a tnica fungao que verifica (ZC), = 0 (1.1.7). Note que
76 € C%, pois

T6,~ 10, < |(Z6), — (20), — Ou| + 6.

2 a

< gy 1081 1t = st 181, 1t~ s
2 a o

(5 1001, 7+ 611 ) £ = 5|

A

20 —2

Portanto || ZC||, < 23:; 101],,. .- Resta provar que 7 ¢ linear, pois esta desigualdade garante que
7 sera linear.

Sejam 6,7 € C5* e a € R, e entdo defina F, := (Z0), + a (Zn), — (Z (0 + an)),. B facil ver que
F é p-Holder continua. Como p > 1 resulta que F; = Fy = 0. Portanto segue que Z é linear. A
unicidade como operador linear que verifica (1.1.7), segue usando o mesmo truque. O]

1.1.2 Integral de Young

A integral de Young foi introduzida em 1936, [33]. Nesta secdo encontra-se a defini¢do (e
existéncia) da Integral de Young, bem como férmula de mudanga de variavel e integracao por
partes. Resultados simples que utilizaremos na parte final da tese.

A desigualdade 1.1.10,conhecida pelo nome de Young-Loeve, é fundamental. Essencialmente,
toda parte analitca dos rough paths se baseia nela. Pode-se interpreta-la da seguinte maneira, o
termo f (s) (g (t) — g (s)) é um bom incremento para construir a integral, pois ele aproxima-a com
ordem o (|t — s|") = o (|t — s|), p > 1.

14



Observacgao 1.1.7. Note que a integral, definida abaixo, implica que para calcular fOT f@)df(t)
¢ necessario que a > % Logo nao ¢é suficientemente boa para definir Z via integral iterada de Z,
quando Z é um movimento Browniano. Pois, neste caso, Z (w) ¢ C/2, w-quase sempre.

Teorema 1.1.8. Sejam f € C*([0,T]; L (V,W)) e g € CP([0,T];V) fungdes Holder continuas,
com a condicao o + [ > 1. Entao o seguinte limite existe, denominado de Integral de Young,

[ 5 (0dg @)= tim 3 £ () (g (i) — (1) (1.1.9)

‘P|_>0 t,eP

e verifica a desigualdade, para todo s,t € [0,T]

(1.1.10)

t
/S fuldgu — fs (9t — 95)| < cra4s ||f||a,[O,T] ”gHB,[O,T] |t — 3‘a+6

denotando, g, := ¢ (u), e analogamente para a fungdo f. A desigualde acima é denominada na
literatura por Young-Loeve.

Demonstragio. Comegamos definindo o incremento da integral, Oy := fs (g: — gs) = fs0gsi. Deste
modo temos que 6 € C5**? | uma vez que

Ostl < [1flloc gl 1 = 51

(&
|6QSUt| = |_6f8u5.gut|
< Nl gl fu = s fu — 27
< 1l lgllg 1t = 5177 (1.1.11)

Com isso concluimos que, 6 esta no dominio do operador Z, definido no Lema 1.1.6. Deste modo
vamos definir

[ @ dg ) = @0),

logo, segue que a integral acima verifica Eq. (1.1.10), por (1.1.6) e (1.1.7).
Notamos que a defini¢do da integral é equivalente a forma classica em [33], pois vale a igualdade

[ w)dg (u) i= @)y = tim 3 7 ) (9 (i) — g ()

‘P‘_)() u; EP
O

Corolario 1.1.9. O valor da integral permanece o mesmo se trocarmos na Eq.1.1.9 f (¢;) por
f(tF), onde tf € [t;, tix1]. Mais precisamente,

/OTf (t)dg (t) = lim > f(t) (g (tisr) — g (t:))

P|—0 t;€P
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Demonstragio. Denotando 0g; = g (tiv1) — g () e Q; = (f (tF) — f (t;)) 0g; temos

f(t)dog = (f()— f(t)dgi+ f(t:) dgs
= Qi+ f(t:) g

de onde segue que

fim () (0 (1) g (09) = lim Y Qe [ f () dg ()

PI=0ep PI=0 e

Observer que

Y1l < YIf (t:)] 19gil
< Hf“a||gHBZ|t;k_ti| tin — ti]
< flallglly D2 Mt — a7
< f o llgllg 1PI7 37 M — il
= |1 £llagllg P17 T
logo limp|—0 >-t,ep Qi = 0. E o resultado segue. [

Proposigao 1.1.10 (Mudanga de Variavel para integral de Young). Sejam Z € C*([0,7];V),
X € CP([0,T];L(V,W)) e Y € CV([0,T]; L(W U)), onde U,V e W sao espagos de Banach.
Suponha que a + By > 1. Defina Z; := z + [J X,,dZ, € W, entdo vale a seguinte igualdade

T - T
/ Y,dZ, = / Y, X.dZ, (1.1.12)
0 0

Demonstragio. Note que ambas as integrais na Eq.(1.1.12) existem no sentido de Young. Pois,

por um lado, a condi¢do o + Sy > 1 implica que a + 5 > 1 (garantindo a existéncia da primeira

integral) e por outro, [ XY|,, < Tin{B} [ XY [ ings,4) < o© (garantindo a existéncia da segunda).
Seja P = {s;} uma particao de [0, 7] e defina, o sucessor de s;, por t; := s;+1. Entao

> VibZa, = X Ve XabZus = X Vo, [ (X X
s;€P si€P s;€P s

Tomando a norma (do espago U) em ambos os lados e aplicando a desigualdade de Young-Loeve
(1.1.10), segue que

Z }/Siézsi,ti - Z }/SiXSi(SZSmti

S; GP S; EP

Xs.)
si€P
< Yl Z o108 | X 1o 12115 1t = 77

s, €P

a+p—-1
< Yl erag I XM, 121 P70 [t — s

s; €P

a+pB—-1
= Yl cras X[ 12115 [P T,
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onde |P| := maxg,ep {|t; — si|} . Agora basta tomar o limite |P| — 0 para concluirmos a demons-
tracao.

Outra demonstragao, usando o operador Z que define a integral, pode ser feita. Para isto, defina
os “incrementos” ést = Y.0 2y para a primeira integral, e 6, := Y, X,0Z; para a segunda integral,
ambos incrementos no dominio de Z, Cs***7. Pois é 6bvio que 0~Ha 16011, < oo e como 60, =

—8Yu0 2y € 59~8ut = —0(YX),,0Z, segue que H(Fé” i ,||50||a+57
atBy

Reescrevendo Z; — Z, = X 074 + fst X, — X dZ, = X,0Z4 + Ry e observando que 6R = 0X07,
ou seja R € C3*M | temos que

< o0, ou seja 6,0 € CoT.

T - ~
/O YdZ, = I(0)
- 2(vi2),

7

(YXS6Z +YR)y,
— I(YX6Z)yy +I(YR)y

T
_ / Y, X,dZ, +0,
0

pois |Z (Y R)| = [limypi o 3., Y, Ry, sier — i =0, O

< HYHOO ”RHaJr,B limyp| 0 25,

Si+1

Proposicdo 1.1.11 (Integragao por partes). Seja H um espago de Hilbert. Sejam XY €
C*([0,T]; H) com a > 5. Entao

t t
(X0 Vi) = (Xo.Yo) + [ (Xeoavy) + [ (¥i,d2,)
Demonstracao. Note que

(XY )y = (XY = (X, Y5)
= <X575Y:9t>+<y;f76Xst>

agora aplicando Z (.),, em ambos os lados da igualdade acima temos, do lado esquerdo
Z(0(X,Y))g = (X, Yy) — (X0, Y0)
e do lado esquerdo
ZT(X,0Y)+(0X,Y))y, = Z(X,0Y))y, +Z((0X,Y)),,

_ /Ot (X,,dY,) +/0t (Ys, dX,)

onde usamos a definicdo da integral para a primeira parcela e, na segunda, usamos o Corolario
1.1.9 com f (tf) =Y, O

i+1°
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1.1.3 Integral de Gubinelli - Rough Paths

Nesta secao apresentaremos duas versoes da Integral de Gubinelli, ambas introduzidas em [22].
Como ja mencionado, apenas faremos o tratamento o > %

A seguinte defini¢ao, caminhos controlados, é invengao de M. Gubinelli, ver em [15]. E o0 espaco
adequado para ser usado como “integrandos”. Tem propriedades do tipo, toda integral (no sentido
do Teorema 1.1.14) estd no espago dos caminhos controlado pelo “integrador”; no caso o rough
path (Z,7Z). Ou ainda, é espago adequado para procurar solugoes de equagoes diferenciais dirigidas
por rough paths via métodos de ponto fixo.

A idéia é construir uma classe de caminhos que “parecem” com Z.

Defini¢ao 1.1.12 (Caminhos Controlados). . Seja Z € C* ([0,T];V), a € (0,1]. O conjunto dos
Caminhos Controlados por Z definidos no intervalo [0,7] tomando valores no espago de Banach
W, é denotado por C% ([0, 7], W). Definimos que (X, X') € C§ se satisfaz:

1. X:[0,T) > WeX :[0,T] — L(V,W) sao fungoes a-Holder continuas;
2. RX :[0,T)* — V, definido por
X, — X, =X,(Z — Z,) + R},

o X -— IRst‘
satisfaz HR H2a 1= SUD te(0,7) [_aza < OO

3. O espaco C% se torna normado e completo se munido da seguinte seminorma

X, X o= X L+ IX, + | X,

Em outras palavras C§ (W) é o subespago vetorial de C* (W) & C® (L (V,W)) & C3* (V), ver De-
finigao 1.1.2, formado pelos elementos da forma (X, X', 6X — X'67).

O caminho X’ é denominado de derivada de Gubinelli. Pois pode ser pensado como

X, — X
qu:l- S »
$T N7, - Z,

Voltamos a dizer que os caminhos “se parecem” com Z no seguinte sentido. Podemos pensar
que a expressio X; — X, = X! (Z; — Z,) + R é uma expanao em Taylor de 1* ordem, como o
“resto”, RX é de ordem superior, 2, entdo podemos dizer que localmente o caminho X se parece
com /.

Vale ressaltar que embora usa-se a notacao de derivada, X’ ndo pode ser determinado unica-
mente a partir de X. Em algumas situacoes isso é possivel, ver Capitulo 6. (Doob-Meyer type
decomposition for rough paths) em Friz-Hairer [15]. Ainda sobre unicidade, X (e RX) pode ser
determinado unicamente a partir de X apenas quando o > %
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Apesar da falta de natureza intrinseca ao caminho inicial X, em alguma situagoes tem-se
naturalmente o candidato para X’. Por exemplo, quando X; := f(Z;), para f suave, podemos
definir X} := Df (Z;), de modo que (f (Z.),Df (Z.)) € C%.

No contexto do calculo estocastico, também é possivel determinar naturalemente o caminho
derivada. Por exemplo, Z é um movimento Browniano, os “bons integrandos” sao processos X
adaptados a filtragdo de Z (por exemplo martingales). Entao, em algum contexto, pode-se usar
teoremas tipo “representacao martingale” para expressar X; = Xy + f(f X! dZ,, ou seja, X se parece
com Z e verificam X; — X, = X! (Z, — Z,) + RX.

Observacao 1.1.13. O préximo teorema define a Integral de Gubinelli, introduzida em [22].
Recomendamos Friz-Hairer [15]. Apesar na integral depender do caminho derivada, ainda assim
esta integral generaliza a integral de Young no caso o > % Pois apesar de nao ser possivel
determinar a derivada de Gubinelli X’ mesmo quando a > %, o valor da integral de Gubinelli
nao muda para diferentes derivadas (para a > % ). Isto ocorre pois o termo X, Zy, .., dentro
do somatoério, ver (1.1.13) abaixo, s6 serve para acelarar a taxa de convergencia e nao produz
valor final. Mais precisamente, para o > %, s Xo, Loy, — 0, portanto, independentemente da
escolha de X', o valor da integral de Gubinelli é o mesmo valor da integral de Young.

Teorema 1.1.14. Seja o € (%,%} Seja Z = (Z,Z) € D*([0,T];V), um rough path, e seja
(X, X') € C%([0,T];L(V,W)), um caminho controlado por Z. Entdo o seguinte limite existe,
denominado de Integral de Gubinelli,

T
/ XudZo= Ny S X, (Zuy = B) + X B (1.1.13)
0 eP

P|—0
u;

Esta integral verifica

t
/ XodZy — X675 — X' Tu;

< co (R, NZ00 +1X N 1Zl0) 16— 5P (1114)

para todo s,t € [0,T]. onde ¢, = 233—72 Ainda mais, o operador linear
I:CZ(L(V,W))—Cg (W)
definido por
(X, X)) = [ (X, X)) := (/ XudZu,Xu>
0

é continuo.

Demonstragio. Comegamos definindo o incremento generalizado da integral, Oy := X0 Zg+ X Zg.
Precisamos estimar ||0||, e ||06||,, para podermos aplicar o operador Z do Teorema 1.1.6. Temos,

a 2
[Ost] < NX N 12010 18 = 1% + 1 X [0 121l [t = s

logo
191l < XMoo 121l + T 11X oo 1] 5, - (1.1.15)
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Por outro lado,
]5(95ut‘ - ’_5Xsu52ut - (SX;qut + X; (5Z)sut’
— |_6Xsu52ut — 5X;uZSt + X:;(SZSU&ZUA
= |—[0Xg — X024 020y — 0X., Lt
= |=RX0Z0 — 06X, T
(1BX, 12l + XN 1Z15,) e = s+,

IN

logo,
1861130 < [ R¥,, 120+ 15X 0 121 (1.1.16)

Pelas desigualdades acima (1.1.15) e (1.1.16) concluimos que ||6|| < o0 e entdo podemos

aplicar o Teorema 1.1.6, definindo a Integral de Gubinelli como

a,3a

t
/ XudZu = (I9>st
= hm Z Xti (ZtiJrl - th) + Xt/iZtitile'

PI=0 4 cPrisg

Pelo mesmo teorema, segue a desigualdade

t
[ X2, = X, (2~ 2) = X1Zo| < o ([RY], 120, + 10, 1Zl0) 6 - s

Agora resta mostrar as propriedades do operador I. Podemos escrevé-lo como I (X, X') = (Z0, X).
Assim, por (1.1.8)

1200, < o™ [10]]4 50 (1.1.17)
Denotando R! = —§Z60 + X'6Z, por (1.1.14)
RL| = |-6(20), + X.0Z4)
< |=0(Z0),, + X0 Zy + X'Lg| + | X L]
< Cal|00)l30 1t = 81"+ X g 1Zl]q [t — 5™
ou seja,
|R,. < T 1061150 + 11Xl |1 Z] - (1.1.18)

Juntando as desigualdades (1.1.15), (1.1.16), (1.1.17) e (1.1.18) podemos concluir que ||I (X, X’)
< cf|(X, X)

I

, para alguma constante ¢ dependendo de || X||_, |X'||.., I1Zll., |Zl,,, T e a. O

[

Observacao 1.1.15. No contexto do cédlculo estocastico, isto é, quando Z é um movimento Brow-
niano, tem-se que a Integral de Gubinelli coincide com a integracao estocastica. Mais precisamente,
ver a seguinte proposigao.
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Proposicdo 1.1.16. Seja Z = B um movimento Browniano em R?. Defina B!, = [! (B, — B,) ®
dB, € R via integral de Itd, e defina B = [’ (B, — B,) ® odB, € R? via integral de
Stratonovich. Fixe o € (%,%) Entdo, w-quase sempre, B! = (B (w),B! (w)) e D~ (Rd> e
B® = (B (w), B (w)) € Dy (Rd), ver Definicao 1.0.2. Sejam Y e Y processos adaptados a filtra-
¢ao de B, tais que (Y, (w),Y' (w)) € CB(w)» w-quase sempre. Entdo, valem as seguintes igualdades
quase sempre (omitindo w)

T T
/ Y,dB! = / Y,dB,
0 0
T T
/ Y,dBS = / Y, 0dB,
0 0
Ainda mais, temos uma férmula de correcao tipo It6-Stratonovich
T T 1 /T
/ Y,dBS = / Y,dB! + - / Y'dI,,
0 0 2 Jo

onde I, = I, matriz identidade em R? para todo u € [0, T].
Demonstragio. Ver Segoes 5.1 e 5.2 em [15] pp.67-70. O

Nas aplicacoes dessa integral serd necessario uma versao um pouco mais geral, onde o integrando
e o integrador sdo caminhos controlados pelo mesmo rough path de referéncia (Z, Z). Este conteido
¢é formulado no teorema seguinte.

Fazendo analogia ao mundo estocastico, podemos pensar que a préxima integral é a versao
da integracao semi-martingale Vs. semi-martingale, com ambos adaptados a mesma filtragao de
referéncia.

Teorema 1.1.17. Seja o € (%, %} Dado um rough path (Z,Z) € D*([0,T];V), sejam (Y,Y’) €
Cs ([0, T]; W) e (X,X")eCs(]0,T]; L(W,U)). A seguinte ingral existe

T
— i o AVl
/0 XudYu = |7171|IEO ti;) Xti (Yti+1 Y;fz) + XtiY;iZtiti+1

e verifica

t
/ XodZu — X0V — X'Y'Zy;

S Ca,T (Hquga ||Y||oo HZ||oz+
Qv 3a
H XN 17 oo + XY, NZ|50) [t = 5|

Analogamente ao Teorema 1.1.14, a aplicacao do espaco procuto C§ (L (W, U)) x C% (W) ao espago
C% (U) definida por

(X, X"), (Y, Y")) s (/0 X, dY,, XY’)

é linear e continua.
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Demonstra¢io. Aqui o candidato pro incremento, obviamente, é 0y = X 0Yy + XY/ Zg. E
imediato ver que [[8]], < X [V, + T [IX']l, 7]l |Z],. Calculemos, 66,

00 = —0XOY + X'Y'0Z — 6 (X'Y)Z
= —0XOY +X'Y'6267Z —5(X'YNZ
= —0X (Y0Z+RY)+ X'Y'6267 5 (X'Y') T
(—6X +X'62)Y'07Z —6XRY —§(X'YZ
RYY'6Z —6XRY —§(X'YZ

Logo
16611, < [ B¥, 1Y o 12110+ 1X Lo 1B Lo+ 1KY 121, -

Desse modo provamos que 6 € Cy 3% 6 entdao podemos aplicar o operador Z do Teorema 1.1.6
para definir

T
/ X,dY, = (Z0),,
0

_ : _ Iyt
B |7191|r£>10 t;) Ao (Yti“ Ytl) + Xt Yy Ltitin -

O restante é analogo ao teorema anterior. O]

1.2 Resultados sobre equacoes diferenciais

Esta se¢do ¢ apenas um resultado sobre existéncia, unicidade e dependéncia continua para
equacgoes dirigidas por caminhos tipo Holder. Isto é, existéncia e unicidade de um caminho X :
[0,T] — W para Equacoes Diferenciais Ordinarias da forma

dX; = f(t,Xy)dZ;, tel0,T]

XO =zxzecW
onde, Z : [0,7] — V é um caminho, que dirige a equagdo, com regularidade tipicamente Hélder,
e f:[0,T] x W — L(V,W) é tipicamente de classe C* na varidvel € W e Holder na varidvel
te0,7].

A literatura nesse assunto é vasta, recomendamos o livro de P. Friz [16] para referencias clas-
sicas, estocasticas e roughs. Normalmente a literatura dos rough paths trata do caso autonomo,
isto é, f (t,x) = f(z). Apesar do livro estar escrito seguindo a linha de T. Lyons, onde o objeto
primario sao as equagoes e nao as integrais, os resultados sao equivalentes. Mais precisamente,

quando o livro diz que a EDO acima tem solugdo, pode-se entender que a Integral no sentido de
Gubinelli existe e verifica-se X; = x + [{ f (s, X,) dZ,.
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Teorema 1.2.1. Sejam Z € C*([0,T];V), f: [0, T|xU — L (V,W). Suponha que f; () € C*T%7,
isto é, possui k + 1 derivadas e a derivada de ordem k + 1 é y-Holder para todo ¢ € [0,T], e que
f.(z) € CP. Suponha que a + ay > 1 e que 3+ ya > 1. Entdo a equacgio

t
Xo=at [ f(uX)Z
0

possui tnica solugao em C'* ({O, T} ;W), a qual denotaremos por X; (z). Ainda mais a aplicacao
reW — X;(x)

é de classe CF. Se f e suas derivadas sdo limitadas entdo T = T.

Demonstragio. Ver [27, 21]. O
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Capitulo 2

Formula tipo de It6-Ventzell

As férmulas apresentadas neste capitulo seguem de perto os trabalhos de H. Kunita [26], onde
elas sao formuladas no contexto do calculo estocastico para semimartingales. FEssencialmente
elas sdo representacoes integrais (no sentido de Young ou Gubineli) da composicao f (¢, X;). A
importancia seréd evidente no préoximo capitulo, onde empregamos a férmula do Teorema 2.1.2, para
calcular compostas de um fluxo de uma equacao diferencial por outro fluxo. Como o mecanismo
¢ descobrir qual equagao diferencial a composta f (¢, X;) satisfaz, é de suma importancia uma
representacao integral.

Para outras generalizacoes e apanhado de referéncias, ainda no calculo estocastico, para pro-
cessos nao-semimartingales recomendamos [9, 14].

Todos os resultados apresentados neste capitulo sao contribuigoes originais.

2.1 Caso%<oz§1

Neste caso, as integrais envolvidas estdo no contexto das integrais de Young. A teoria dos
rough paths nao é necessaria aqui. O Teorema 2.1.2, a seguir, é inspirado no Teorema 1.2 de [26]
pp 121-122. Estruturalmente obtemos a mesma féormula (claro que a diferega é que no trabalho de
Kunita, a integracao é no sentido de Stratonovich enquanto aqui é no sentido de Young).

Lema 2.1.1. Seja X € C*([0,T];U) e seja ¢ : (t,x) € [0,T] x U — 14 (z) € B Holder em ¢,

diferencidvel em z tal que |9, ., = sup,epl[¥. (2)]],. Entao

te[0,T) — 1 (X,) € B

é a-Holder e verifica
1. (Xl < 1Yllg 00 + 12l o x [1X 1],

onde
Hfow”oo,X = sup | Dotpe (X + 7 (X — X))
s, t €10,
7€ 0,1]

op

e |-],, ¢ a norma de operador.
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Demonstragio. Usando Taylor na varidvel x para a fungao 1 (s, -) e desigualdade triangular, temos
que para algum 7 € [0, 1],

e (Xo) = s (X)) < [ (X)) = s (X)] + [ (X)) — s (XS]
S oo [t = sI% + D5 (X + 7 (X = X)) (X = X))
<

1l It = 517 4+ 8l XL I = s

de onde segue o resultado. O]

Teorema 2.1.2 (Férmula tipo Itd-Ventzell). Sejam Z € C* ([0,7];V), X € C*([0,T],U) fungdes
a-Holder com % <a<leseag:|[0,T]xU — A. Suponha que ¢; (x) é dado pela seguinte integral
no sentido de Young,

M@Z%@+A%MM% (2.1.1)

com h : [0,T] x U — L(V,A) verificando as mesmas condigoes que ¢ no Lema 2.1.1. Entéo a
composicao t — g; (X;) verifica a expressao

Demonstragio. Fixe uma familia de parti¢oes {P} do intervalo [0, ¢] tal que |P| — 0. Comegamos
com o lado esquerdo de Eq.(2.1.2), para uma partigdo P fixa, temos

9¢ (Xt) — g0 (Xo) = [%: Gu (Xu) = g5 (X5)
s,ul€P
= D gu(Xy) —gs (X))
[s,uleP
+ Z Gu (Xu) — Gu (X5) -
[s,u]leP

Mostraremos que a primeira somatéria converge a [y h, (X,) dZ, e a segunda converge a [y D,g, (
X,)dX,, concluindo a igualdade em Eq.(2.1.2).
Pela Eq.(2.1.1) para z = X, temos

notamos que pela desigualdade fundamental da Integral de Young, temos

S| [ (X0 42, = b (X (Za = 2] < Spger e (X1 121, Ju— o
[s,uleP 'V

2a
< Z[s,u}G'P ||h||oz,oo ||Z||a |U - S|

como Yoj, ep |U — s|* = > isujep 0 (|u — s]) — 0 quando |P| — 0, resulta que

lim > 0. (Xo) =g (X) = 0+Jim 3 h(X,)(Z—Z)

[s,u]leP P=0 [s,u]leP

t
— / ha (X,) dZ,
0
5
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pois u — h, (X,) é a-Holder pelo Lema 2.1.1, a integral anterior existe e, por definigao, é a integral
de Young.

Agora, para a segunda integral, usando expansao de Taylor na fung¢ao g, () na variavel z em
torno do ponto x = X, e calculando em x = X, resulta que,

1
Ju (XU) = Gu (XS> + Dy gu (XS) (Xu - XS) + iDigu (Xs,u,f) (Xu - X8)®2 ) (2-1-3>

onde X, , = X; + 7 (X, — X;) para algum 7 € [0,1]. Notemos que o dltimo termo é da ordem
de o <|u — 3|2a> = o (|u — s|), entdo tende a zero quando toma-se o limite |P| — 0. Agora, observe
que, escrevendo 0 X, := X, — X,

D:cgu(Xs)(SXsu - Da:gu(Xs)éXsu + ngs (Xs) 5Xsu
= ngs (Xs> 5Xsu + Dﬂ: [gu (l‘) — s <$>]|$:Xs 6X3“
= D,gs(Xs)0Xs +o0(Ju—sl),

pois ‘ [D2gu (2) — Dags (x)]lx:XS 0 X | < HDiEg||a,oo HXHa lu — S|2a-

Voltando na Eq.2.1.3, e usando que alguns termos sao de ordem o (|u — s|), temos que

71)1£Il>0 [S%P Gu (Xs) — s (Xs) - 7131£n>0 [S%P Dwgs (Xs) 6Xsu +o0 (|u - 5|)

- 71}3% [S%:EP D,gs (Xs) 0 X, +0

t
0

pela definicdo de Young, ja que u — D,g, (X,) e X sao a-Holder. Concluimos assim a demons-
tracgao. L]

2.2 Caso % <a<

DO | —

A férmula apresentada nesta segdo, Teorema 2.2.3 também é nossa contribuigdo a teoria. FEs-
truturalmente é diferente da férmula original apresentada em Teorema 1.2 de H. Kunita, [26].
Entretanto no caso particular em que (Z,7Z) = (B B ), ver Proposi¢ao 1.1.16, nds recuperamos a
formula original de Kunita.

O préximo lema é original, embora seja comum na literatura a composicao via ¢ (t,z) = ¢ (x),
onde ¢ nao depende do tempo, ou é “muito” regular em t. Por exemplo, ver Lema 7.3 e Exercicio
7.8 em [15].

Lema 2.2.1. Lema da Composic¢do: Sejam Z = (Z,Z) € D° um rough, e (t,z) € [0,T] xV
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¢ () uma aplicagao tal que

Ve eV, (¢.(z),¢(x)) €Cy

Ve [0,7], ¢ (.)€ C*(V)

vt e [0,T], ¢.(s) eCH(V)

D26l 3= s ||Dx¢ (@)]],, < o0

1610 - 1000 - Rﬂ]m D2 g < 00

Definimos Y; := ¢, (X;) e Y/ := ¢} (Xy) + D.¢¢ (X;) X,. Entao
(YY) €3

Demonstragdo. Primeiro mostraremos que Y € C'®. Direto do lema anterior, teremos que Y € C¢,
com

1Yl < Dbl o x X + €Ml 00 (2.2.1)
lembrando que || D9[], x = sup,, - [Dadt (Xst.0)l,,-
Agora vamos mostrar que Y’ € C?,
‘Yt/ - }/s/| - |¢:€ (Xt) + Dm¢t (Xt) X, - ¢/ ( s) - m¢s (Xs) X;’

< 0y (Xe) = ¢4 (Xo)| + [ Dty (Xi) Xy — Daths (X)) X & Daghs (Xs) X

< |¢t (Xt) - ¢s (Xs)|
+ Dot (Xi) = Datrs (Xo)|gp 1X o + 11 D2 (X)|loo X7 — X
{1¢" (Xl + 1Dz (X))o 1 X Moo + Do (X 1IX7 M1} 1 = I

na ultima desigualdade, usamos o lema anterior para as fungoes t — ¢(X;) e t — D, di(X}).
Assim temos que Y’ € C'%, com

1Y, < {100 oo X1 o + 1]l 0o }

H{[D20] o 10, + 1060, 1)
D20 () 1], (222

Resta mostrar que RY € C?*, lembrando que RY, := (Y, — Y,) — Y/ (Z; — Z,). Abaixo usaremos
que (X, X)), (¢. (x),¢ (x)) € C%, mais precisamente (usando a notagdo Zy = Z; — Zs) vamos usar
as expressoes provindas das definicoes X/ Zy = Xg — RX e que ¢, (2) Zy = ¢4 (z) — RS, () (em
particular para r = X,) na expressao de RY. Assim, podemos reescré-lo como
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= Yo — {6, (X.) + Daths (X) X[} Zuy
= Yu— {0, (X.) Zu} — {Dathe (X.) X[ Z}
{ ou (X.) — ¢< )= RS (X))} = {D.o. (X,) (X — RY)}
)
(

- ( st (Xs) + st ( s) - ngbs (Xs) Xst + D:c¢s (Xs) Rﬁ
= ( )st - ¢st) (XS) - Dm¢s (XS) Xt + th (XS) + Dr¢s (XS) Rﬁ
= {¢t(Xt) - ¢t(Xs) - D:):(bs (Xs) Xst} + th (Xs) + D:t:¢s (Xs) Rﬁ

= {(Da0u(X) = Da (X)) 63X + 3 D20(X.) (X @ Ko}

tomando |-| em ambos os lados, como por hipé6tese HRX H2 ,
(6%

D2l 00 < 00 € [Daths (X5))|

20,00
< |[Dedll o x» entdo segue que

2], < 1Dl X, + 5|

R, Dol R,

2
X2

20,00
O

Observagao 2.2.2. A férmula abaixo generaliza a original de H. Kunita, Teorema 1.2 em [26].
Aqui, estruturalmente é diferente, isto é, aparece o termo extra f(f D,h, (X,)dZ*. Entretanto, no

caso particular em que o rough path de referéncia é (B B ), ver Proposicao 1.1.16, temos que
fg D.h, (X,) de,‘ = 0, recuperando exatamente a féormula original.

Teorema 2.2.3 (Formula tipo It6-Ventzell). Seja Z = (Z,7Z) um a-rough path geométrico em
V e sejam (X, X'),(h(z),h (x)) € C%, Vx, caminhos controlados por Z. Lembrando que, X e
h verificam, Vs, t € [0,T), 60Xy = X.6Zy + R2 e hy(z) — hs(z) = h,(x)6Zy + RY (z) sendo
RX, R" (z) 2a-Holder (uniformemente em z).

Suponha que g; (z) verifica

gi(x) = go(w) + /Ot hu(2)dZ,, (2.2.3)

Suponha que os caminhos controlados (h, (z),h! (x)) e (Dg, (z),Dh, (x)) verificam as mesmas
hip6teses que (¢, (z), ¢’ (z)). As quais, essencialmente, dizem que g¢; (.) € C®, h;(.) € C?
Ry (s), Rl (.) € C! para todo t € [0, 7], e normas Hélder siao uniformemente limitadas em z.
Entao vale . .
90(X0) = g0 (Xo) + [ ha(X)dZu + [ Dogu(X,)dX,
0 (2.2.4)
- / Dyhy (X,) dZ

28



Demonstragdo. Antes observaremos como serao as integrais roughs. Fixe uma familia de partigoes
{P} do intervalo [0,¢] tal que |P| — 0. Assim,

t
/ hu (Xu) dZu = lim P—0 Z ‘93,1”
0 [s,uleP

onde 60y, = hs (X;) 0Zg, + [N, (Xs) + Dyhs (Xs) X.] Zg,. Também

t ~
B [s,uleP

onde gw = D,gs (X,) 6 X + [Dogl (Xs) + D%g, (X,) X!] X! Zy,. Lembramos que essa é a integral
de Gubinelli [YdW = lim Y} YioWey + YW/ Zg,, para (Y,Y'), (W, W') € C3, ver Teorema
(1.1.17).

Essas integrais estdo bem definidas, pois pelo “Lema da Composicao”, as aplicagdes u +>
hy (Xy) € u— Dyg, (X,) estao em C%.

Comegamos com o lado esquerdo de Eq.(2.2.4), para uma parti¢ao P fixa, temos

90 (Xy) — 90 (Xo) = [¥ Gu (Xu) — g5 (X5)
s,u|leP
= > g (X)) = gu (Xo) 4 gu (Xo) — g5 (X))
[s,uleP

Afirmamos que

Ju (Xs) — s (Xs) - Qs,u - Dzhs (XS) X;ZS?L +o0 (|u - Sl)

Segue da Eq.(2.2.3) que

u (Xs) — g: (X,) = /S " (X,)dZ,

_ / oy (X)) A2 — By (Xs) (Zu — Z4) — Dahy (Xo) X' Zou

S

+hs (Xs) (Zu - Zs) + ths (Xs> X;Zsu
= of(fju—s)

+h (X)) (Zy — Zy) + Dyhy (X)) X' 2y,
= o(lu—s|) 4+ 0su — Dohs (X)) X/ Zs,

aqui usamos a desigualdade fundamental da integral de Gubinelli para [} h, (z)dZ, com = = X.
Assim concluimos a afirmacao.
Agora, afirmamos que

Gu (Xu) — Gu (Xs) = gs,u + Da:hs (Xs) X; [5Zsu ® 5Zsu - Zsu] + o <|’LL - 3|)
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usando Taylor na variavel x de g podemos expandir o lado esquerdo como

Gu (Xu) — Gu (Xs)

1
= Dgu(X)6 X + §Digu(Xs)§Xsu ® 0X g +0(Ju—s|). (2.2.5)

Vamos usar a relacdo 6X = X'6Z + R na expressio acima. No termo com a segunda derivada,

temos,

2

1

0 L5y @ 0 g,
2

1 1
+5 D200 (X5) X620 @ Ry, + 5 D590 (Xs) B, © X025

= D () X0 P
+o (Ju — s]|)

= Digu(X,) X/ X[ (Zs) £ Dlgs (X,) X[ X Zg,
+o (Ju — s]|)

= D3gs(Xo) XIX{ (Zu) +
+{D2g, (X,) X, X| — D29, (X,) X1X!} Z + 0 (Ju — 5|)

= D3gs (Xo) X X{ (Zsu) + 0 (|u—s])

usamos que o operador D2g, (X,) X' X! age na parte simétrica de V ® V, que SYM (Z,,) =
P2l ¢ V @ V (pois 7 ¢ gemoétrico) e que |RX| ., [1D2g]l, s 1X]las 1Zllaer 1D29]s

| X’|| ., sdo finitos.

Para o termo da primeira derivada em Eq.(2.2.5), temos

D:cgu(Xs>6Xsu

0 X + Dogs (Xs) 0 X4y

(X5)
S(Xs)éXsﬁD [9u () = g5 (2)]|,—x, 0 Xsu
5(X5)5X3u+D 9, (2) 0 Zsu + R, (2)]],—x, 6 Xsu
9s (Xo) 0Xsu + Dug (Xs) 0 Zsu @ 0 X o + Dy RY, (X)) 0 X
95 (X.) 6 X + Dugl, (X.) 6 Z0w @ [X[0Zus + BE] + 0 (|u — 5))
0 (X.) 6 X0 + Dagl, (X,) X10Z0u © 6 Z + 0 (Ju — 3])
Dags (X)) 6Xsu + Doy (X)) X6 700 @ 6 Zgu + 0 (Ju — 5)

aqui usamos o fato de g, (x) ser uma integral rough, implica que (g. (x),¢' (x)) = (¢.(z),h. (2)) €
C% (uniformemente em ) e que as normas Holder sdo finitas para garantir o termo o (|u — s|).
Finalizando, inserindo de volta as expressoes de D,g e D%g na equacio Eq.(2.2.5), resulta que

Gu (Xu) = gu (Xs)

Dygs (Xs) 0 Xy + Dohs (X)) X023 @ 6 Zgy +

+D2g, (X,) XiX! (Zgw) + 0 (Ju— s])

Ouns + Dahy (Xo) X16Zes ® 6 Zay — Dih (Xo) X! Zoy + 0 (Ju — 5])
Osu + Dihs (Xs) X, [6Zu ® 0 Zgy — L] + 0 (Ju — s]),
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terminando a segunda afirmacao.
Juntando as duas afirmacoes, concluimos que

gt (Xt) — 90 (XO) = Z Ju (Xt) — Js (Xs)
[s,uleP
= Z Qs,u + Z gs,u
[s,uleP [s, u]EP
+ Y Dihe (X)) X! (624, @ 6 Zg, — 2Ly,
[s,u]eP
+ Y o(ls—ul).
[s,u]eP
= Z Qs,u + Z gs,u
[s,uleP [s,uleP
0 @02
- r Su su
+ > - Dh )X5l2 + Zsu
[s,uleP
+ Y o(ls—ul).
[s,u]eP
Agora tomaremos o limite fazendo ||P|| — 0, assim
¢
9 (X2) = go (Xo) / he (X,)dZ, + [ Dy, (X,)dZ,

—f/Dh ) dzZA

onde denotamos, [ D h, (X,)dZ2 = limyp) 50 X ujep Dalis (Xs) X [Zsu — % . Apesar
do limite existir, é apenas uma notacao formal de integral (com respeito a parte anti-simétrica,
78, = Tigy — %, do tensor Zg, € V@ V). O

2.3 Comentarios

1
k+1° k

primeiramente precisa-se da definigdo de rough path e a integral nesse contexto, ver [16] para
geométricos e ver [24, 20| para ndo-geométricos. Nao é dificil de entender como tal integral ficaria,
pensando no exemplo fundamental, como calcular

Para fazer a féormula de Ito-Kunita no caso geral, isto é, a € ( ) para qualquer k£ € N,

/OTf(ZS)dZS: — I(f(2)6Z+ Df (2)2)
=l 3 (2 + D () B
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quando o incremento generalizado 0 := f (Z)§Z+ D f (Z) Z nao é bom o suficiente para aproximar
a integral? Procura-se um novo candidato, por exemplo

N f@2éz+Df(2)2+D*f(2)2° k=3
Sk D f(2) T ‘keN

onde denotamos, D°f = f Z' :== §Z, 7Z* := Z e postula-se a existencia do rough path (Z,Z,Z3, .. .,
Zk) satisfazendo propriedades algébricas e analiticas que imitam integrais iteradas [ --- [dZ®---®
dz.

O espago dos integrandos (caminhos controlados por Z) deve imitar as deridas de f, isto é,

% = {(X, X, X", ... ,X(k))} e as derivadas de Gubinelli satisfazem

k
0 X =Y X7, + RY

st
i=1

por exemplo. a expressao acima deve ser pensada como o polinémio (de grau k) de Taylor, no caso
particular em queX; := f (Z;), em torno do ponto z = Z;.
Desse modo, pode-se mostrar que a integral

k
[ xaz =1 <Z X<“>Zi>

=0

estd bem definida e satisfaz as mesmas propriedades da Integral definida no Teorema (1.1.14).

Até agora a teoria estd escrita e sélida, ver [19, 23, 15, 16]. As préximas consideragoes, que
acreditamos ser factiveis, deveriam ser provadas para ser possivel generalizar a Formula de I[to-
Ventzel:

o Para X, W € C% para a < %, correta definicao para a integral [ XdW

Até onde conhecemos nao existe na literatura. Por exemplo, para o > %, acreditamos que [ XdW =
Z(XW + X'W'Z + (X"W' + 2X'W") Z?) seja a definicdo correta.

« Dado X € C%, provar que Y; := h; (X:) € C3.

A dificuldade aqui é de natureza combinatéria. Por exemplo, para o > %, se V; == h(t,X;) e

(h.,h!,h") € C%, precisamos definir Y’ e Y, por exemplo, os candidatos seriam
}/Z = h; (Xt) —|— tht (Xt) Xt/
Y/ = hl(t,X;) + 2Dk, (Xy) X] + D2k (X)) X] @ X+ Dyhy (X)) X[

e Se g; (z) = go () + [y hs (z) dZ,, expandir em Taylor g, (X;) até k*-ordem,

a dificuldade também é de natureza combinatoria, pois juntar Y’ e Y” com a expansao em Taylor
de g se torna uma bagunca sem a linguagem adequada. Por exemplo ver trablhos em rough paths
de ordem qualquer [24, 20].

Nao é novidade dos rough paths a natureza combinatoria, em trabalhos que propode resolver
EDO’s via série, [1, 2].
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Capitulo 3
Equacoes Diferenciais parciais

Esta se¢ao é original e inspirada no trabalho de H. Kunita, [25], onde ele propoe resolver
equagdes estocdsticas parciais de primeira ordem (ver o sistema (3.0.1)). Dado que a férmula de
Ito-Ventzell que provamos no Teorema 2.1.2 é estruturalmente a mesma que H. Kunita tem, e dado
os teoremas de fluxos para equagoes ordinarias dirigidas por caminhos Holder, nao é de surpreender
que as tecnicas das Equagoes Caracteristicas propostas em [25] funciona exatamente aqui.

Existem trabalhos na direcao de Equacoes Caracteristicas para sistemas dirigidos por rough
paths. Por exemplo P. Friz et al, nos trabalhos [17, 3, 18] usam o metodo das caracteristicas.
A diferenca entre as abordagens consiste que P. Friz aproxima o ruido Z por caminhos regulares,
aplica o método das caracteriscas usual para equacoes regulares e depois toma o limite, encontrando
um objeto limite que ele postula ser a solucao da equagao original.

O contetdo desta segdo esta escrito num pre-print entre o autor da tese e o orientador em [4].

Introducao - Equacgao linear geral de primeira ordem

De agora em diante a teoria dos rough paths nao sera mais empregada, ficaremos apenas no
contexto da integral de Young.

Nesta secao trataremos de equacoes parciais de primeira ordem dirigidas por um caminho a-
Holder Z : [0,7] — RY com o € (%, 1}. Mais precisamente focaremos no seguinte sistema de
equagoes

{ du, = F (t, 2, us, V) dZ, (50.)

UOZQbGCl(]Re)
onde F': [0,T] x REXRxR* = R4 ¢:RE = Rew:[0,T] xR— R.

Definigao 3.0.1 (Solucio do Sistema Young). Dado ¢ € C'(R¢), um campo local u; (z) € R,
onde v € R? e t € [0,T (z)] é denominado de solugao do Sistema Young (3.0.1) com condigao
inicial ug = ¢ se 0 < T'(z) <T e

wle) = o)+ [ (F(smu(a), Vu, (@), d2)

para todo (¢, z) tal que 0 < ¢ < T (). O simbolo (.,.) denota o produto interno em R® e a integral
acima ¢ entendida no sentido de Young.
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3.1 Equacgoes Caracteristicas
Agora introduziremos as Equagbes Caracteristicas associadas ao Sistema de Youg (3.0.1).

Definicao 3.1.1 (Equagoes Caracteristicas). Dadas Z € C* ([O,T] ;Rd) e (t,z,u,p) € [0,T] x
R x R x R® — F (t,z,u,p) € R¢ tal que F é 3-Holder na variavel ¢ e diferencidvel nas varidveis
(z,v,p). Suponha o+ B > 1. As Equagoes Caracteristicas sao definidas por

day = —D,F (tv at, by, cr) dZy
dby = {F (t,a¢, by, c;) — Dy F (¢, ap, by, ) i} d2Zy

3.1.1
dCt = {DJ;F (t,at,bt,Ct) +8UF (t,at,bt,ct) Ct} dZt ( )
(ag, bo, co) = (z,u,p) € R® x R x R®
onde denotamos, 0,F = £ D,F := (0, F---9,.F), , = (9,F’), ., e analogamente para

D,F = (0,,F+--9,,F)

exd”

Teorema 3.1.2. Seja u uma solugao local do Sistema de Young (3.0.1) tal que u (,.) € C3 (Rd)
para todo ¢t € [0,7]. Assuma que a é solu¢do da equagao

{dat = —DpF (t, ag, bt, Ct) dZt (3 1 2)

(IOZI’GRG

onde denotamos b; = u; (a;) e ¢ = Vuy (ay). Entao (ay, by, ¢;) é solugao do Sistema (3.1.1) com
condigao inicial (ag, by, co) = (x, ¢ (x), Ve (x)).

Demonstragao. Pela férmula de 1t6-Ventzell, Teorema 2.1.2., podemos calcular a composicao de a;
com u; (), encontrando uma expressao para u; (a;) = by,

s (ag) = 1o (a) + /0 P (5, 00, us (a0) Vg (0)) , dZ4) + /O " (Vu, (a,) , day), (3.1.3)

agora usando a férmula de mudanga de varidvel, Proposicao 1.1.10., podemos reescrever a ultima
integral como

t t
/ (Vg (a,), da;) = / (Vu, (ay) ,— Dy F (5, a5, bs, ¢5) dZs)
0 0
t
= / <_DpF <S7a87b87cs> 'CsdeS> ) (314)
0

aqui usamos Eq. (3.1.2), ¢, = Vuy (as) e denotamos D, F . cs = Y51 9, FO,,us (as) € R%. Combi-
nando Eq.(3.1.3), Eq.(3.1.4), b, = u; (a;) € ug = ¢ temos

t
bt = qb(l') +/ <F (S,CLS, bsa Cs) - DpF (S, Qg, bsacs) . Csdes>
0
isto é, dbt = {F (t, ag, bt, Ct) — DpF (t, Ay, bt7 Ct> . Ct} dZt € bo = gb (.T)
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Agora nosso objetivo é calcular a equagao diferencial para ¢; = Vu, (a;) . Abaixo omitiremos
os argumentos de F (s, x, us (x), Vu, (x)) = F, notamos que

8 t
— /0 (F,dZ,)

t
— 0,0 (x) + /0 (00, F + 0, F Oy s () +
+D,F0,, (Vus (x)),dZs)

isto é, 0,,u; (x) pode ser expresso como uma integral de Young do tipo [ hs (x)dZs. Desse modo,
podemos usar a férmula de It6-Ventzell (para integrais de Young), Teorema 2.1.2; afim de calcular
a composicao J,,uy (a;) =: ¢,

= 0,0 (a +/ (as),dZs) ~|—/ (VO,,us (as) ,das) (3.1.5)

usando a equacao diferencial de da; e novamente a féormula de mudanca de variavel podemos
reescrever a ultima integral como

t t
/ (V. us (as), day) = / (VOy,us (ay) , —DyF (s, az,b,, ;) dZ,)
0

0

= /Ot (=D F (s,as,bs,¢5) « VOy,us (as) ,dZ) . (3.1.6)
Combinando Egs. (3.1.5) e (3.1.6),
= 0 a0) [ (D0F (5,00, brs ) + 0L (5, by ) d2,).
pois (trivialmente) hg (as) — DpF + VO, us (as) = 0, F + 0, Fct.. Ou seja, mostramos que
¢t = Vo (ag) + /Ot (D, F (s,as,bs,cs) + O F (s, as,bs, ¢s) s, dZs)
em outras palavras, mostramos que dc; = D, F (t, ay, by, ¢;) + O F (L, ay, by, ¢;) dZy com ¢ = V().

]

3.2 Existéncia e unicidade

Seguindo H. Kunita [25], denotaremos a solucao do Sistema (3.1.1) com condicao inicial (z, u, p)
€ R x R x R® no tempo t = 0, por (a; (x,u,p), b (z,u,p), ¢ (z,u,p)) para todo t € [0, T (x,u,p)).
Também denotaremos por @, () := a, (x, ¢ (z), V¢ ()), analogamente para b, (z), ¢ (x) e T ().

O seguinte lema diz que explicita as condigoes para que a aplicagdo = — a; (z) seja um dife-
omorfismo em R¢. Tal lema é de fundamental importancia, pois a solu¢ao u, (x) do Sistema de
Young serd expressa através da inversa da aplicacdo x — a; (z), mais precisamente provaremos
que u; (v) = b, (dt_l (x)) serd solugao de (3.0.1), ver Teorema 3.2.4.
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Lema 3.2.1. Suponha que F' = F (t,z,u,p) é de classe C*! nas varidveis (z,u,p) e que ¢ € C*
para k > 3. Logo existe tnico a; = a; (z, ¢ (z), V¢ (x)). Definimos os seguintes tempo de paradas,

7(x) := inf{t € (0,T]:det Da,(z) =0} AT (2)
o(y) = inf{t>0:yda({z:t<7(x)})}
Em palavras, 7 (x) é o tempo méximos em que t — Da, (z) é um isomorfismo (é onde esperamos

que a; () tenha inversa). J& o(y) é tempo maximo onde os pontos y € R® sdo alcangados pelo
fluxo a = a; (x) (é o que esperamos que seja a imagem de @, (.) enquanto a seja invesivel). Entao

a:{zeR:t<7(x)} > {yeR : t<o(y)}

é um difeomorfismo de classe C*~2.
Entéo, para todo (¢,y) € [0,7] x R® tal que t < o (y), a;
e satisfaz

(y) existe (e é tnico quando k > 5)

-1 _

{dat‘l (v) = Da, (@' (v))  DpF (ty,biod ' (v), o' (v)dZ,
ag' (y) =y

Demonstra¢io. Dado y € R® | considere ¢; = t; (y) a tnica solugdo da equagao (no sentido de

Young)

dit (y) = Day (1 (1)) " DpF (ta10 14 (y) b0 (y) & 0 (y) dZ,
w(y) =y

Y

com t < o (y). Denote por [0,6 (y)) € [0,0(y)) o intervalo maximal da solu¢do. O intuito é
mostrar que a; (1 (y)) =yem {y:t <5 (y)}.

Observamos que ¢; (y) € {z : t < 7(x)} sempre que t < 7 (y), logo é possivel calcular Day (¢4 (
y )" pela definicdo de 7 (x). Para ver isso, note que se t < o (y) entdo Vs < t, 3z, € R® tal
que, y = as (z5) e s < 7 (xs) entdo numa vizinhanca de o (y) = y podemos assumir que as (s) é
bijetora Vs < t, desse modo ¢; (y) estara nessa mesma vizinhanga enquanto ¢ for pequeno, ou seja,

u(y)e{z:t<r(2)}.
Lembrando a; = a; (x) verifica

da, (x) = =Dy F (.4 (z) by (1) , & (v)) dZ,
ELO (l’) =z € R

queremos calcular a composta a; (¢; (y)) via formula de 1td-Ventzell, Teorema 2.1.2, e a mudanga
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de varidvel (1.1.12), para reescrevermos dis (y) em termos de dZs,

ar (1 (y)) = ao (e (y))+/0t—DpF (5,85 (s (1)) 1 bs (1 (), Ca (15 (1)) ) A2 +

+ [ Day 1 () dos )
=y [ Do (5,0 10 () B s (9)) 12 (0 () 2,

+ OtDc‘zs (s () Das (s ()™ D, (3 a0 12 () b0 1 () 2 012 (1) A2
=y [ Dy (5,0, (s () B (1 (0 (v))) dZ,

t
+ DpF(s,aSOLs(y),bSOLs( ), 0L (y ))dZs
0
= Y,

para todo y € {y : t < 6 (y)}, como queriamos.

Agora fixamos t < T(x) = inf{t>0:a;(z) ¢ {y:t <6 (y)}} A7 (x) e queremos mostrar
que ¢ (a; (x)) = x. Novamente, vamos calcular a composta ¢, (a; (x)) via férmula de Itd-Ventzell,
Teorema 2.1.2, e a mudanga de varidvel (1.1.12), para reescrevermos das (z) em termos de dZ,

(@) = o lao (@) + [ {Das (yo0a ()

DpF(3,&5OLSoas(x),bsOLSoas(x),ésoasoas(a:))}dZS+

D,F (S,ELS () ,bs 0 s 0l (), Cs O Lg O g (:L‘))} dZ, +

—/ Dus (ag (z)) D, F (s, as (z) b, (x), ¢ (x)) dZ,

usamos que a; (t5 (y)) = y na primeira integral. Para simplificar a segunda integral acima vamos de-
rivar a, (15 (y)) = y em y e calcular em y = a, (2), concluindo que, D, (@, () = Dag (1 (s (2))) ™"
Desse modo, podemos reescrever ¢, o a; () como

t
wodr(x) = o+ [ {Da, (@ (@)
[DPF (8,(_13 () ,bs 0 Lg 0l (T),Cs 0 Ly 0 g (3:))
—D,F (5, as (), b (z) , C (:C))} } dZs
e esta equagao (do caminho ¢ +— i; 0 a; (x)) possui tnica solu¢ao Teorema 1.2.1, ou seja, esta deve

ser iz oa; (x) =x parat < 7 (z).
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Nesse momento temos praticamente mostrado que ¢; () e a inversa de a; (). Isto é, sabemos
que

aou(y) =y, t<a(y
{Lt oa(z) =z, t<7(x) (3:2.1)

=
e para concluirmos o teorema resta mostra que 7 (z) = 7 (x) e que o (y) = 7 (y).

Vamos mostrar que 7 (z) = 7 (z). Pela defini¢do temos 7 (z) < 7(x), assim resta mostrar
que lim, () det Da, () = 0. Observando a equagio diferencial di; (y) = Day (1: (y)) ' D, F (t,
oty (y), b0ty (y),6 01 (y)) dZ;, podemos concluir que o tempo terminal & (y) acontece quando
Day (14 (y)) deixa de ser inversivel, ou quando a curva t — ¢ (y) “escapa” do dominio do fluxo

a,b, E), em outras palavras quando o tempo ¢ — & (y), a condicao inicial x := lim;_,5(y) & (y) nao

permite calcular (dt (z),b (2), ¢ (SL’)) no tempo t = & (y). Mais precisamente, quando t 7~ 7 (y),
istoét— o (y) comt < a(y), temos

lim det Da; (¢ =0 3.2.2
i det Da (1 (3) (3:22)

ou

lim o (y) ¢ {z:0(@y) <T(x) (3.2.3)

t,/a(y) }
lembrando que T (z) = T (z, ¢ (z),Vé () é o tempo terminal do sistema de equagdes de (a, b, c),
(3.1.1). Sem perda de generalidade podemos assumir 7 (x) < T'(x), pois caso contrario Da, ()
¢ sempre isomorfismo. Com essa obersavacao em maos, se t < 7 (x) e 7 (x) < T (x), por (3.2.1),
temos = = 1; 0 @; () e entdo

lim det Da, (x) = lim det Da; (¢ (a; (z)))
t—7(x) t—7(x)
= lim det Da; (¢ (v))
t—a(y)
= 0

segue pois t ' T (x) se, e s6 se, a;(x) esta escapando de {y :t < & (y)}, dominio do fluxo de
L =1 (y), e isto acontece se, e sé se, acontece (3.2.2) (ja que (3.2.3) ndo ocorre pois assumimos que
7 (x) < T (x)). Concluimos que 7 (z) = 7 (x). Ou seja, por (3.2.1), ¢, 0 @; (z) = = para todo (t, )
no dominio do fluxo @ e isto implica que a; (.) ¢ bijetora sobre sua imagem. Com isto concluimos
que a@; ' (y) = t; (y) para todo y € a; ({x : t < 7()}).

Agora vamos mostrar que 7 (y) = o (y). Notamos que{y :t <o (y)} D a; ({z :t < 7(x)}) pois
o primeiro conjunto é o dominio do fluxo de ¢ e j& sabemos que ¢; () = a; ' (.) restrito ao segundo
conjunto. Por simplicidade escreveremos{t < } D a; ({t < 7}). Por outro lado, da definigdo de
tt (), temos que ¢ ({t < a}) C {t < 7}, logo asou, ({t < o}) C a; ({t < 7}). Desde que a;ou; (y) =y
em {t < o}, ver (3.2.1), temos {t < 7} C a; ({t < 7}). Portanto {t < ¢} = a; ({t < 7}) para todo
t. Isto prova que o (y) = o (y). O

Observagao 3.2.2. O préximo lema sao formulas para as derivadas de b (+) e by oa;* (v), lem-
brando que a (z) e b(z) sdo solugdes do Sistema das Caracteristicas (3.1.1) com condigao inicial
(z,¢(z),Ve(x)). As férmulas estdo coerentes quando b = u (a), isto ¢, no contexto do Teorema
3.1.2.

38



Lema 3.2.3. Sejam a, b e ¢ dados pelo Sistema das Caracteristicas (3.1.1) com condigao inicial
(2,6 (2), Vo (2)). Entao

Vb, () = &(z)Day(x) (3.2.4)

\V4 (Et 0] é;l) = Et o &t (325)

(.T) >V¢ (33)), Bt (33) = b (;13, ¢ (33) ) v¢ ('T)) ec (aj) =G (33, ¢ (I) ’

;¢
V¢ (z)). Observamos que ¢ (y) Da; (v) = 35, <Et (Y) , O, a4 (m)> e; onde {e;} é base candnica do
Re.

lembrando que a; () = a; (x

Demonstracio. Defina Y, (x) := Vb, (z) — & (a, (x)) Day (x), vamos mostrar que Y, () é solucio de
uma equagao linear, pois como a condigao inicial é Yy () = Vo (2)—Co (2) Lexe = Vo () =V () =
0 resultarda que Y, (z) = 0.

Vamos calcular Vb, (). Lembramos que b satisfaz (omitindo a varigvel z)

_ t _ _
bt = ¢ + /0 <F (37 Qs, b57 Cs) - DpF (Sa Qg, bsa Cs) = Cs, dZs>

entdo (agora também omitindo os argumentos de F) ed; = 0,
t —

o = 00+ / (D,Foja, + 0,F0;b, + D,F . 0,¢,+
0

—0; (DpF) v s — D, F . 0;¢5,dZy)
t —
— 90+ [ (D.Foja, + 0.,F0;b, — 0; (D,F) ., dZ.) (3.2.6)

0

Agora, vamos calcucular (¢, (x),0;a, (x)) via férmula de integracdo por partes Proposicao
1.1.11, omitindo a variavel =z,

(6, 05a) = (€, 050) + /Ot (&, d (0:a,)) + /Ot (0, dGs) (3.2.7)

Para calcularmos as integrais vamos usar a férmula de mudanca de varidvel para reescrevermos
d(0;as) e dcs em termos de dZ,. Sabemos que a satisfaz da, = —D,F (t,&t,bt,ét) dZ, entao
derivando em relagao a d,; (e trocando esta derivada com a integral) temos

t
0 = e — / 9, (D, F) dZ,. (3.2.8)
0
Substituindo d¢; = {D,F — ¢,0,F} dZ; e (3.2.8) em 3.2.7, obtemos
(Ct,05a0) = 050
"6, 0, (D, F)dZ.)
+/0 (s, 5 \p s
t
+/ 0y, {DoF — &,0,F) dZ.,) .
0
t
_ aj¢+/0 (~0; (D F) G, + D, FO;a,+
(D5, &) D F, dZ) (3.2.9)
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Agora, combinando (3.2.6) e (3.2.9) podemos calcular Y7,
(Yioej) = 0 — (e, Ojar)
t _
— / (0.F b, — (95, 2,) O,F, dZ.)
0
t _
— [ {0,F {0, — (0:a.,E)) . dZ,
/0 < { J (0jas, ¢ >} >
t
= [ (0F (Yiuey) dz)

ou seja, dY; = OF,Y;dZ; como querfamos. Com isto provamos (3.2.4).
Resta mostrar que V (bt oa; 1) = ¢; 0 a;. Temos

V(boa')(y) = Vb (a ' (v)Da " (y)
= Vb (4" (v) Da, (a;* ()
usando (3.2.4) com x = a; ' (y) na lado direito da igualdade acima resulta que
V(boa')(y) = &x)Da(x)Da,(z)"
= G <ELt_1 (?J)) :

-1

]

Teorema 3.2.4 (Existéncia). Suponha que F' = F (t,x,u, p) é de classe C*! nas variaveis (x, u, p)
e que ¢ € C* para k > 3. Sejam Z € C¢ ([O,T] ;Rd) com « > %, e (a,b,c) solugdo do Sistema
(3.1.1) com condigao inicial (z, ¢ (z), V¢ (z)). Denote a; (z) = a; (z,¢ (z), V¢ (z)), analogamente

para b e ¢. Defina
o(y)=inf{t>0:yda ({x:t<7(x)})},
como no Lema 3.2.1.
Entao uy (x) := by (d;l (1;)) é solugao de

dut =F (t, T, Uy, Vut) dZt
u () = ¢ (x) € C°

onde F: [0,T] x R® x R x R® — R?,

Demonstragao. Pela férmula de 1t6-Ventzell, Teorema 2.1.2 (omitindo F' (s, z,byoa;’ (z),c0
oa; ! (1)) = F)

u () = b(a" (x)

* /Ot (Vb (a7 (@) da;* (2)) (3.2.10)



Lembrando que -
Vb, (y) = a (y) Da (y)
ver (3.2.4) no Lema 3.2.3, e que

-1 _
da; ' (v) = Da, (a;" (x))  DyF (t,z,b 06, ' (x), 608, " (v))dZ,
ver Lema 3.2.1, podemos reescrever a ultima integral como
t _
/ (Vb (a;" (2)) ,da," (« /D F(s,2,b,0a;" (2),&0a;" (v)) . e, dZ (3.2.11)
0
Substituindo (3.2.11) em (3.2.10) temos
t
= B ag ' / F ) aBs a,’ , Cs a, ' 7dZs
u (x) 0<a0 () + 0< (5,20 005" (), Es 0, (2)) ,dZs)

_ +/ (s,2,us (z), Vu, (z)),dZ,)

S

no Lema 3.2.3). O

pela definigao de u, (z) = by 0 a; ! (x) e pois Vu, () =V (135 o &_1) (r) = csoa; ! (z) (ver (3.2.5)

Teorema 3.2.5 (Unicidade). Suponha que F = F (t,z,u,p) é de classe C*+1 nas varidveis (x, u, p)
e que ¢ € C* para k > 4. Sejam Z € C® ([O,T] ;Rd) com o > 7, e (a,b,c) solugdo do Sistema
(3.1.1) com condicao inicial (z,¢ (x), V¢ (x)). Denote a; (z) = a; (z,¢ (v), V¢ (x)), analogamente
para b e ¢. Seja u; (x), t € [0,T (z)), solugdo local de

duy = F (t,x,uy, Vug) dZ,
ug (v) = ¢ (x) € Ck

Entdo u pode ser representado como uy (x) = b, o a;* (x) para t € [0,0 (2) AT (z)). Ou seja, o
problema possui solugao unica.

Demonstragio. Como a, (x) e b, (z) sdo unicamente determinados por F e por ¢ (z), o teorema
anterior garante a unicidade. O
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