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Abstract

We prove an Itô-Ventezel type formula for Hölder paths with exponent is greater than 1/3.
The most important class of examples of theses paths is given by fractional Brownian motion. Our
formula is an extension (and agree) to classic version done by H. Kunita in 80Šs.

The technical tools used rely on rough path theory following M. GubinelliŠs approach. Those
techniques were developed in the late 90Šs. by T. Lyons.

As an application, we study differential equations driven by paths with exponent greater than
1/2 (Young Systems). The ideia here is to employ our formula together with method of charac-
teristics in this setting, following KunitaŠs work.

Keywords: Rough path theory, Ito-Ventzell formula, Partial differential equation.

Resumo

Provaremos uma fórmula do tipo Itô-Ventzel para caminhos Hölder cujo expoente é maior que
1/3. Os exemplos fundamentais de caminhos onde a fórmula é válida é o movimento Browniano
fracionário. Nossa fórmula estende (e coincide) a versão clássica feita por H. Kunita na década de
80.

As ferramentas utilizadas residem no contexto dos rough paths seguindo a abordagem de M.
Gubinelli. Tais tecnicas começaram a serem desenvolvidas por T. Lyons no Ąnal de 90.

Como aplicação, estudaremos equações diferenciais dirigidas por caminhos cujo expoente é
maior que 1/2 (Sistemas de Young). Onde a idéia aqui é empregar nossa fórmula aplicando o
método das caracteristicas nesse contexto, seguindo novamente os trabalhos de H. Kunita.

Palavras-chave: Teoria de rough path, Análise estocástica, Equações diferenciais parciais.
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Introdução

O objetivo desse trabalho é estudar uma classe de equações diferenciais dirigidas, 𝜕𝑡𝑢𝑡(𝑥) =
𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑢𝑡(𝑥),∇𝑢𝑡(𝑥))𝑑𝑍𝑡, isto é, a derivada em relação ao tempo não é calculada da forma Ş𝜕𝑡 = 𝑑

𝑑𝑡
Ť

mas sim como Ş𝜕𝑡 = 𝑑
𝑑𝑍t

Ť, onde 𝑍 é um caminho𝑍 : [0, 𝑇 ] ⊃ 𝑉 . Estes caminhos, para os quais
precisaremos a deĄnição destas equações, serão uma de classe especial, os rough paths. Para
abordamos o problema de Şexistência e unicidade de soluçãoŤ adaptaremos uma técnica clássica
(pré espaços de Sobolev) conhecida por método das características, ver [7].

A ĄlosoĄa aqui é estudar estas equações diferenciais via equações integrais. Em outras palavras,
daremos um sentido preciso à noção de integral e depois usaremos o termo/nomenclatura ŞEquação
DiferencialŤ como sinônimo de ŞEquação IntegralŤ (sendo esta ultima deĄnida formalmente). Tal
ŞĄlosoĄaŤ vai de acordo com a abordagem ao estudo das Equações Diferenciais Estocásticas - EDEs
- (onde deĄne-se primeiramente as integrais de Itô e Stratonovich aĄm de, depois, deĄnir as EDEs.

No contexto dos rough paths, essa ŞĄlosoĄaŤ não foi a inicial, e começou com M. Gubinelli
em 2004, [22]. Anteriormente, o pai da teoria T. Lyons nos anos 1998-2004, ver [28, 30, 29], e
coautores, tinham como o objeto primordial a equação diferencial e a teoria (rigorosamente falando)
começava com a deĄnição formal de solução da equação diferencial (sem deĄnir formalmente a
integral,

√︃
(� � �) 𝑑𝑍𝑡, nem o diferencial, 𝑑𝑍𝑡).

Estas diferentes abordagens são equivalentes, e o sentido da solução de uma pode ser recuperado
pela outra. Acreditamos ser mais fácil de compreender e versátil a abordagem de Gubinelli. Ttal
linha de pensamento também é adotada por M. Hairer e P. Friz no seu mais novo livro [15]. O
principal motivo da versatilidade é que a integral com rough path introduzida por M. Gubinelli
no supracitado [22] é uma soma/discretização tipo Riemann-Stieltjes (como Cálculo Estocástico e
como na veremos integral de Young).

Em contrapartida, na Teoria dos Rough Paths pelas vias das equações como objeto funda-
mental, o mecanismo é aproximar o caminho 𝑡 ↦⊃ 𝑍 (𝑡), o qual é não-diferenciável (tipicamente
tem regularidade tipo Hölder), por caminhos 𝑍𝑛 (onde cada 𝑍𝑛 é diferenciável) e então estudar os
pontos de acumulação de

𝑑𝑋𝑛 (𝑡) = 𝑓 (𝑋𝑛 (𝑡)) 𝑑𝑍𝑛 (𝑡)

em espaços e normas adequados (Hölder ou 𝑝-variação).
Por esse motivo, é possível ver que a teoria dos Rough Paths 1-dimensional, i.e., 𝑍 (𝑡) ∈ R

𝑑 com
𝑑 = 1, é um caso particular da teoria de Doss-Sussmann, [11, 32]. Entretanto, para 𝑑 ⊙ 2, não tem
como fugir dos rough paths (deterministicamente falando), pois, essencialmente as convergências
𝑋𝑛 ⊃ 𝑋 quando 𝑍𝑛 ⊃ 𝑍 não acontecem (na norma do supremo). Este fato é devido as diferenças
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entre a topologia da norma do supremo (adotada por Doss-Sussmann) e a topologia Hölder ou
𝑝-variação (adotada nos Rough Paths).

Para ilustrar o método das características e o conceito dos rough paths, vamos dar um exemplo.
Isto também servirá como um panorama geral dos capítulos deste trabalho.

Considere a seguinte equação de primeira ordem linear, conhecida como equação do trans-
porte ( para deĄnições a respeito da equação geral, ver a Introdução no Capítulo 3),

∏︁
⨄︁
⋃︁
𝜕𝑡𝑢𝑡 (𝑥) + ∇𝑢𝑡 (𝑥) 𝑑𝑍𝑡 = 0

𝑢0 (𝑥) = ã (𝑥)
(0.0.1)

onde 𝑢 = 𝑢 (𝑡, 𝑥) = 𝑢𝑡 (𝑥), com 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] e 𝑥 ∈ R
𝑑, ã ∈ 𝐶𝑘

⎞
R

𝑑
⎡

e ∇𝑢𝑡 (𝑥) = (𝜕𝑥1
𝑢𝑡 (𝑥) , . . . , 𝜕𝑥d

𝑢𝑡 (
𝑥)). A literatura para esta equação, quando 𝑍𝑡 = 𝑡, é imensa e permeia várias ramos da matemática
e física. Quando 𝑍𝑡 = 𝐵𝑡é um movimento Browniano, no contexto das EDEs, citaremos duas linhas
principais, seguindo a teoria de equações de evolução em dimensão inĄnita em [10] ou problemas
mais Ąnos, como condições mínimas para que a equação esteja bem-posta em [13].

O método das características consiste em expressar a solução 𝑢 da equação acima através
de outras funções que são soluções de equações diferenciais ordinárias (o que é um problema
bem mais fácil de se tratar). Isto é,

𝑢𝑡 (𝑥) = 𝑏𝑡

⎞
𝑎⊗1

𝑡 (𝑥)
⎡

(0.0.2)

onde 𝑎𝑡 = 𝑎𝑡 (𝑥) e 𝑏𝑡 = 𝑏𝑡 (𝑥) são soluções de equações ordinárias em 𝑡 com condição inicial que
depende de 𝑦 e 𝑥 respectivamente. A saber, para a equação do transporte,

∏︁
⋁︁⋁︁⋁︁⋁︁⋁︁⨄︁
⋁︁⋁︁⋁︁⋁︁⋁︁⋃︁

𝑑𝑎𝑡 = 𝑑𝑍𝑡

𝑑𝑏𝑡 = 0

𝑎0 = 𝑎0 (𝑥) = 𝑥

𝑏0 = 𝑏0 (𝑥) = ã (𝑥)

tal sistema é denominca sistema (das equações) características. Este sistema na forma geral
está em 3.1.1. Desta forma, 𝑢 seria representado por

𝑢 = ã
⎞
𝑎⊗1

𝑡 (𝑥)
⎡

= ã (𝑥⊗ 𝑍𝑡) .

Agora precisariamos veriĄcar que a expressão ã (𝑥⊗ 𝑍𝑡) resolve a equação Eq. (0.0.1). Para
isto, é necessário uma Şregra da cadeiaŤ, ver Capítulo 2, que funcione no caso em que 𝑍𝑡 não
possua derivada na variável 𝑡 (no sentido usual). Formalmente, podemos pensar que

𝑑ã (𝑥⊗ 𝑍𝑡) = ∇ã (�)♣
�=𝑥⊗𝑍t

(⊗1) 𝑑𝑍𝑡

𝑑ã

𝑑𝑍𝑡

(𝑥⊗ 𝑍𝑡) = ∇ã (�)♣
�=𝑥⊗𝑍t
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e reinterpretar a 𝑑𝑍𝑡 como uma integração, ver Integral de Young na Seção 1.1.2 e Integral de
Gubinelli na Seção 1.1.3,

ã (𝑥⊗ 𝑍𝑡) ⊗ ã (𝑥) = ⊗
∫︁ 𝑡

0
∇ã (𝑥⊗ 𝑍𝑟) 𝑑𝑍𝑟

𝑢𝑡 (𝑥) ⊗ ã (𝑥) = ⊗
∫︁ 𝑡

0
𝑢𝑟 (𝑥) 𝑑𝑍𝑟.

Dessa forma, uma vez que a representação para 𝑢𝑡 (𝑥), Eq.(0.0.2), é válida (ver Teorema 3.1.2),
podemos pensar de trás para frente. Isto é, primeiro resolver o sistema da característica (que
não envolve 𝑢) para determinar as funções 𝑎𝑡 e 𝑏𝑡 para depois formular teoremas de existência
e unicidade para 𝑢𝑡 (𝑥), ver Teoremas 3.2.4 e 3.2.5.

Este trabalho está organizado da seguinte maneira. No Capítulo temos uma introdução aos
rough paths, e sempre que possível fazemos um paralelo e comparações com o cálculo estocástico.
Incluimos a maioria das demonstrações, as que julgamos estar espírito da parte Ąnal da tese. Todos
os resultados são bem conhecidos e canônicos na teorias dos rough paths. Já no Capítulo 2, temos
as fórmulas de Itô-Ventzell, resultados originais. Por Ąm, no Capítulo 3, aplicamos a primeira
fórmula de Itô-Ventzell (caso mais simples) para resolvermos uma equação diferencial parcial de
primeira ordem (geral) através do método das características.
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Capítulo 1

Rough Paths

É uma teoria que teve como motivação e problemas iniciais atacar sistemas de Equações Di-
ferenciais Dirigidas da forma, para 𝑌 : [0, 𝑇 ] ⊃ 𝑊 , 𝑍 : [0, 𝑇 ] ⊃ 𝑉 , 𝑓 : 𝑊 ⊃ 𝐿 (𝑉,𝑊 ) e, 𝑉 e W
sendo espaços de Banach,

∏︁
⨄︁
⋃︁
𝑑𝑌 (𝑡) = 𝑓 (𝑌 (𝑡)) 𝑑𝑍 (𝑡) , 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]

𝑌 (0) = 𝑦 ∈ 𝑊

onde o caminho que dirige a equação 𝑍 é não-diferenciável. Tal restrição não é imposta pelo
prazer da generalização, mas sim uma realidade. Pois, uma das classes mais importantes nessa
situação, é quando 𝑍 é um movimento Browniano e a EDO é entendida no sentido estocástico
(via integração de Itô ou Stratonovich, para citar as mais importantes).

Assim, pode-se dizer que, a príncipio, o objetivo da teoria dos rough paths é providenciar
técnicas capazes de resolvere equações diferenciais estocásticas (e integração) de um ponto de
vista puramente analítico e determinístico. Tal tarefa é díĄcil, pois existe sérias restrições em 𝑍
quando tenta-se interpretar

√︃
𝑓 (𝑌 (𝑢)) 𝑑𝑍 (𝑢) tipo integração de Riemann-Stieltjes. Por exemplo,

é conhecido o seguinte resultado negativo.

Proposição 1.0.1. Seja 𝑍 : [0, 𝑇 ] ⊃ R uma função contínua. Seja (𝒫𝑛) uma sequência de
partições do intervalo [0, 𝑇 ] tal que ♣𝒫𝑛♣ ⊃ 0 quando 𝑛 ⊃ ∞. DeĄna os funcionais lineares,𝑛 ∈ N,

𝑆𝑛 : 𝐶0 ([0, 𝑇 ]) ⊃ R

por
𝑆𝑛ℎ :=

∑︁

𝑡i∈𝒫n

ℎ (𝑡𝑖) (𝑍 (𝑡𝑖+1) ⊗ 𝑍 (𝑡𝑖))

Suponha que que a sequência (𝑆𝑛ℎ)𝑛 convirja para todo ℎ ∈ 𝐶0. Então 𝑍 tem variação limitada,
isto é, 𝑍 é uma função Lipschitz a menos de reparametrização.

Demonstração. Ver [31] Teorema 56 p.43.

A moral aqui é que, pedindo-se o mínimo para o que gostaríamos que um funcional linear fosse
uma integral (linear, contínuo e generalizar Riemann-Stieltjes), resulta que o caminho 𝑍 é ŞmuitoŤ
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regular. Isto é, 𝑍 é mais regular que as trajetórias típicas de um movimento Browniano 𝐵, as
quais 𝐵

�
(æ) /∈ 𝐶

1

2 ([0, 𝑇 ]), para quase todo æ ∈ Ω.
Uma outra conclusão que pode-se tirar deste resultado é que o domínio de 𝐼 está demasiada-

mente grande. Podemos procurar um funcional linear cujo domínio seja apenas um subconjunto
de 𝐶0, por exemplo, as funções Ð-Hölder contínuas 𝐶Ð ⊆ 𝐶0. Tal abordagem é factivel, levando
a Integral de Young, ver Seção (1.1.2) abaixo. Entretando esta integral ainda não possibilita
calcular integrais do tipo

√︃
𝑓 (𝐵𝑢) 𝑑𝐵𝑢 ou

√︃
𝐵𝑢𝑑𝐵𝑢, para o movimento Browniano 𝐵 e 𝑓 ∈ 𝐶∞.

Para melhorar uma integral tipo Riemann-Stieltjes, isto é,
∫︁ 𝑇

0
𝑓 (𝑍 (𝑠)) 𝑑𝑍 (𝑠) := lim

♣𝒫♣⊃0

∑︁

𝑠i∈𝒫

𝑓 (𝑍 (𝑠𝑖)) (𝑍 (𝑠𝑖+1) ⊗ 𝑍 (𝑠𝑖))

pode-se introduzir uma nova noção de limite (por exemplo, em probalilidade, quandos os objetos
são variáveis aleatórias e processos estocásticos) ou ainda, corrigir / melhorar o incremento
dentro do somatório.

Para ilustrar, melhorar o incremento na integral de integral de Riemann, por exemplo
∫︁ 𝑇

0
𝑋 (𝑠) 𝑑𝑠 = lim

♣𝒫♣⊃0

∑︁

𝑠i∈𝒫

𝑋 (𝑠𝑖) (𝑠𝑖+1 ⊗ 𝑠𝑖) +
1
2
�̇� (𝑠𝑖) (𝑠𝑖+1 ⊗ 𝑠𝑖)

melhora a velocidade de convergência das somas. Isto ocorre pois o novo incremento é Taylor de
2ª-ordem,

𝑋 (𝑠) ≍ 𝑋 (𝑠𝑖) (𝑠𝑖+1 ⊗ 𝑠𝑖) +
1
2
�̇� (𝑠𝑖) (𝑠𝑖+1 ⊗ 𝑠𝑖)

enquando na integral de Riemann o incremento é apenas de 1ª ordem

𝑋 (𝑠) ≍ 𝑋 (𝑠𝑖) (𝑠𝑖+1 ⊗ 𝑠𝑖) .

Formalmente, é esta a idéia dos rough paths, melhorar o incremento da integral, de modo que
o novo termo compense o termo de 1ª ordem, denotando 𝑍𝑢 = 𝑍 (𝑢) e Ó𝑍𝑠𝑡 = 𝑍𝑡 ⊗ 𝑍𝑠 e usando
Taylor em 𝑓 (𝑍𝑢) = 𝑓 (𝑍𝑠) + 𝑓 ′ (𝑍𝑠) Ó𝑍𝑠𝑢 +𝑅𝑠𝑢, temos

∫︁ 𝑡

𝑠
𝑓 (𝑍𝑢) 𝑑𝑍𝑢 = 𝑓 (𝑍𝑠) (𝑍𝑡 ⊗ 𝑍𝑠) + 𝑓 ′ (𝑍𝑠)

∫︁ 𝑡

𝑠
𝑍𝑢 ⊗ 𝑍𝑠𝑑𝑍𝑢 +

∫︁ 𝑡

𝑠
𝑅𝑠𝑢𝑑𝑍𝑢

Isto motiva um novo incremento, denotando Z𝑠𝑡 :=
√︃ 𝑡

𝑠 𝑍𝑢 ⊗ 𝑍𝑠𝑑𝑍𝑢, gostaríamos de deĄnir
∫︁ 𝑇

0
𝑓 (𝑍𝑢) 𝑑𝑍𝑢 = lim

♣𝒫♣⊃0

∑︁

𝑠i∈𝒫

𝑓 (𝑍𝑠i
) Ó𝑍𝑠i,𝑠i+1

+ 𝑓 ′ (𝑍𝑠)Z𝑠i,𝑠i+1
.

É neste momento que introduzimos formalmente os rough paths. É onde acontece um pulo
imenso na teoria, pois tal conceito é invisível para integrais de Riemann, Stieltjes ou Young.
Invisível, pois, ⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃

∑︁

𝑠i

𝑓 ′ (𝑍𝑠)Z𝑠i,𝑠i+1

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃ ⊘ ‖𝑓‖∞

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
∑︁

𝑠i

Z𝑠i,𝑠i+1

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃ ⊃ 0.
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DeĄnição 1.0.2. Dado Ð ∈
⎞

1
3
, 1
]︁
, o conjunto dos Rough Paths (geométrico) deĄnidos no in-

tervalo [0, 𝑇 ] tomando valores num espaço de Banach 𝑉 é denotado por 𝒟Ð ([0, 𝑇 ] , 𝑉 ) (ou 𝒟Ð
𝑔 ,

respectivamente). Dizemos que (𝑍,Z) ∈ 𝒟Ð se satisfaz:

1. 𝑍 : [0, 𝑇 ] ⊃ 𝑉 e Z : [0, 𝑇 ]2 ⊃ 𝑉 · 𝑉 funções contínuas tais que

‖𝑍‖Ð := sup𝑠,𝑡∈[0,𝑇 ]
♣𝑍t⊗𝑍s♣
♣𝑡⊗𝑠♣α

< ∞, ‖Z‖2Ð := sup𝑠,𝑡∈[0,𝑇 ]
♣Zst♣

♣𝑡⊗𝑠♣2α < ∞;

2. Denotando 𝑍𝑠𝑡 := 𝑍𝑡 ⊗ 𝑍𝑠,
Z𝑠𝑡 ⊗ Z𝑠𝑢 ⊗ Z𝑢𝑡 = 𝑍𝑠𝑢 · 𝑍𝑢𝑡;

3. E dizemos que (𝑍,Z) ∈ 𝒟Ð
𝑔 se além dos itens anteriores também veriĄca

𝒮 (Z𝑠𝑡) =
1
2
𝑍𝑠𝑡 · 𝑍𝑠𝑡,

onde 𝒮 (𝑢· 𝑣) := 𝑢·𝑣+𝑣·𝑢
2

.

Observação 1.0.3. O conjunto 𝒟Ð ou 𝒟Ð
𝑔 não é um espaço vetorial, devido ao Item 2. No livro

de Friz, [16], baseado na abordagem de T. Lyons, estuda-se o conjunto 𝒟Ð
𝑔 de um ponto de vista

mais geométrico, olhando o par 𝑧 = (𝑍,Z) como um caminho 𝑧 : [0, 𝑇 ] ⊃ 𝐺2 (𝑉 ), onde 𝐺2 (𝑉 )
é um sub-grupo de Lie da algebra tensorial 𝑇 (𝑉 ) truncado na segunda ordem (pois Ð > 1

3
).

Assim, rough paths, vira sinônimo de Şcaminho Hölder tomando valores no grupo de Lie 𝐺2 (𝑉 )Ť.
Recomendamos o mesmo livro para uma introdução a estes grupos e esta visão geometricamente
rica, formulada para trabalhar com rough paths de qualquer ordem Ð ∈ (0, 1].

Moralmente o termo Z é a integral iterada de 𝑍. A Condição 1., põe a regularidade do caminho 𝑍 e
o que se espera que sua integral iterada tenha (acontece isso na integral de Young, por exemplo). A
Condição 2., é a propriedade aditiva da integral iterada em intervalos consecutivos. Por exemplo,
para integral simples, o equivalente seria

√︃ 𝑡
𝑠 =

√︃ 𝑢
𝑠 +

√︃ 𝑡
𝑢. Já a Condição 3, não é essencial, ela

está ligada a resultados de aproximação via regularização do caminho 𝑍. Isto é, se (𝑍𝑛)𝑛 é uma
sequência de caminhos regulares que converge 𝑍 e

√︃ 𝑡
𝑠 (𝑍𝑛

𝑢 ⊗ 𝑍𝑛
𝑠 ) · �̇�𝑛

𝑢𝑑𝑢 converge a um elemento,
na norma ‖�‖2Ð, esse objeto limite satisfaz a Condição 3.

T. Lyons foi quem formalizou os rough paths. Sua busca pelas corretas condições algébricas
que se espera dos objetos Z foi inspirado nos trabalhos de K. Chen, ver [5, 6]. A idéia em assumir
a existência desses objetos (deĄnição acima), está motivada pelo fato em que na prática tem-se
informações suĄcientes sobre o ruído/sinal que dirige o problema. Por exemplo, no caso em que 𝑍 é
um movimento Browniano (ruído preferido da análise estocástica), tem-se muitas informações sobre
tal, tornando-se possível deĄnir o objeto Z (por exemplo via integração de Itô ou Stratonovich).

Supondo 𝑍 um movimento Browniano, o casamento entre os rough paths e a análise estocástica
se dá da seguinte maneira. Primeiro, a teoria dos rough paths (integrais, equações diferenciais,
dependência contínua e difereniável nos dados iniciais) funciona completamente apenas baseada
na existência do objeto (𝑍,Z), independentemente de qualquer resultado da análise estocástica.
Só então, entra a teoria estocástica, fundamental para deĄnir Z𝑠𝑡 :=

√︃ 𝑡
𝑠 𝑍𝑢 ⊗ 𝑍𝑠𝑑𝑍𝑠. Assim todas

as igualdades da teoria anterior se tornam æ-quase sempre. Em outras palavras, a probabilidade
Ąca escondida até o último momento e só é usada para construir Z.
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Observação 1.0.4. Caso Ð > 1
2
, podemos deĄnir Z𝑠𝑡 :=

√︃ 𝑡
𝑠 𝑍𝑢 ⊗ 𝑍𝑠𝑑𝑍𝑢 via integração de Young.

Ver abaixo, Seção (1.1.2).

1.1 Integral de Young e Gubinelli

1.1.1 Integração Abstrata de Riemann - Lema Sewing

O próximo lema é fundamental na construção das integrais, ele pode ser visto como uma
abstração das somas de Riemann. Mais precisamente, dada uma função (𝑠, 𝑡) ∈ [0, 𝑇 ] ↦⊃ 𝜃𝑠𝑡,
queremos condições em 𝜃 para que as somas de Riemann

∑︁

[𝑠i,𝑡i]∈𝒫

𝜃𝑠i,𝑡i

convirjam quando ♣𝒫♣ ⊃ 0, onde ¶𝒫♢ é uma família de partições do intervalo [0, 𝑇 ].
Por exemplo na integral de Riemann

√︃ 𝑇
0 𝑓(𝑢)𝑑𝑢, temos 𝜃𝑠𝑡 = 𝑓(𝑠) (𝑡⊗ 𝑠), ou ainda, na integral

de Riemann-Stieltjes
√︃ 𝑇

0 𝑓(𝑢)𝑑𝑔(𝑢), temos 𝜃𝑠𝑡 = 𝑓(𝑠) (𝑔 (𝑡) ⊗ 𝑔 (𝑠)).
Uma observação fundamental para os casos citados acima, é que a condição de continuidade para

𝑓 (e de variação limitada para 𝑔) que implicam a existência da integral, pode ser interpretada da
seguinte maneira: 𝜃 é uma boa aproximação para a integral 𝐼𝑠𝑡 :=

√︃ 𝑡
𝑠 𝑓(𝑢)𝑑𝑢 (ou, :=

√︃ 𝑡
𝑠 𝑓 (𝑢) 𝑑𝑔 (𝑢)),

no seguinte sentido
𝐼𝑠𝑡 = 𝜃𝑠𝑡 + 𝑜 (♣𝑡⊗ 𝑠♣) ,

isto é, a diferença 𝐼𝑠𝑡 ⊗ 𝜃𝑠𝑡 é da ordem de ♣𝑡⊗ 𝑠♣ , logo tende a zero quando executada a soma de
Riemann e em seguida tomado o limite ♣𝒫♣ ⊃ 0. Mais precisamente, veja a seguinte proposição.

Proposição 1.1.1. Sejam 𝐼 : [0, 𝑇 ] ⊃ R e 𝜃 : [0, 𝑇 ]2 ⊃ R tais que veriĄcam

𝐼𝑡 ⊗ 𝐼𝑠 = 𝜃𝑠𝑡 + 𝑜 (♣𝑡⊗ 𝑠♣) ,

então, pondo 𝐼𝑠𝑡 := 𝐼𝑡 ⊗ 𝐼𝑠,
𝐼𝑠𝑡 = lim

♣𝒫♣⊃0

∑︁

[𝑠i,𝑡i]∈𝒫

𝜃𝑠i,𝑡i
.

Em outras palavras, 𝐼0𝑇 é a integral tipo Riemman do integrando generalizado 𝜃 no intervalo [0, 𝑇 ].

Demonstração. Seja 𝒫 = ¶[𝑠𝑖, 𝑡𝑖]♢, partição do intervalo [𝑠, 𝑡] suĄcientemente Ąna. Por um lado,
temos

∑︁

𝑖

𝑜 (♣𝑡𝑖 ⊗ 𝑠𝑖♣) =
∑︁

𝑖

𝑜 (♣𝑡𝑖 ⊗ 𝑠𝑖♣)
♣𝑡𝑖 ⊗ 𝑠𝑖♣

♣𝑡𝑖 ⊗ 𝑠𝑖♣

⊘ 𝜖
∑︁

𝑖

♣𝑡𝑖 ⊗ 𝑠𝑖♣

= 𝜖 ♣𝑇 ⊗ 0♣ ,

pela deĄnição de 𝑜 (♣𝑡⊗ 𝑠♣) e pela escolha de 𝒫 . Ou seja

lim
♣𝒫♣⊃0

∑︁

𝑖

𝑜 (♣𝑡𝑖 ⊗ 𝑠𝑖♣) = 0.
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Por outro lado,
𝐼𝑠𝑡 =

∑︁

𝑖

𝐼𝑠i,𝑡i
.

Assim podemos concluir que

lim
♣𝒫♣⊃0

∑︁

𝑖

𝜃𝑠i,𝑡i
= lim

♣𝒫♣⊃0

∑︁

𝑖

𝑜 (♣𝑡𝑖 ⊗ 𝑠𝑖♣) ⊗ 𝐼𝑠i,𝑡i

= 0 + 𝐼𝑠𝑡.

Usaremos a seguinte notação durante toda a tese, ŞÓŤ será nosso simbolo de incremento, isto
é, para uma função 𝑓 de uma variável, deĄnimos

Ó𝑓𝑠𝑡 := 𝑓𝑠𝑡 := 𝑓𝑡 ⊗ 𝑓𝑠

e para uma função de duas variáveis 𝜃, deĄnimos

Ó𝜃𝑠𝑢𝑡 := 𝜃𝑠𝑡 ⊗ 𝜃𝑠𝑢 ⊗ 𝜃𝑢𝑡.

As condições analíticas para garantir a recíproca da proposição acima, são dadas no contexto
das normas Hölder para 𝜃. Vamos formalizar, deĄnindo os espaços Hölder para uma e duas variáveis
a seguir.

DeĄnição 1.1.2. Para Ð ∈ [0, 1], denotamos por 𝐶Ð ([0, 𝑇 ] ;𝑉 ) e por 𝒞Ð
2 ([0, 𝑇 ] ;𝑉 ) o subconjunto

das funções contínuas tomando valores ao espaço de Banach 𝑉 que veriĄcam

‖𝑓‖Ð := sup
𝑠,𝑡∈[0,𝑇 ]

♣Ó𝑓𝑠𝑡♣

♣𝑡⊗ 𝑠♣Ð

‖𝜃‖Ð := sup
𝑠,𝑡∈[0,𝑇 ]

♣𝜃𝑠𝑡♣

♣𝑡⊗ 𝑠♣Ð

‖Ó𝜃‖Ð := sup
𝑠,𝑢,𝑡∈[0,𝑇 ]

♣Ó𝜃𝑠𝑢𝑡♣

♣𝑡⊗ 𝑠♣Ð
,

para 𝑓 ∈ 𝐶Ð e 𝜃 ∈ 𝒞Ð
2 , e lembrando que Ó𝑓𝑠𝑡 = 𝑓𝑠𝑡 = 𝑓𝑡 ⊗ 𝑓𝑠.

Também introduzimos o subespaço 𝒞Ð,Û
2 ([0, 𝑇 ] ;𝑉 ) de 𝒞Ð

2 , deĄnido pelas funções 𝜃 ∈ 𝒞Ð
2 tal que

‖𝜃‖Ð,Û := ‖𝜃‖Ð + ‖Ó𝜃‖Û < ∞.
Também intruduzimos uma ŞmultiplicaçãoŤ, para 𝜃, Ö ∈ 𝒞2 (𝑉 ), æ ∈ 𝒞2 (𝐿 (𝑉,𝑊 )), 𝑋 ∈ 𝐶 (𝑈)

e 𝑓 ∈ 𝐶 (𝐿 (𝑉,𝑊 )),

(𝑓𝜃)𝑠𝑡 := 𝑓𝑠𝜃𝑠𝑡 ∈ 𝑊

(𝑋𝜃)𝑠𝑡 := 𝑋𝑠 · 𝜃𝑠𝑡 ∈ 𝑈 · 𝑉

(Ö𝜃)𝑠𝑢𝑡 := Ö𝑠𝑢 · 𝜃𝑢𝑡 ∈ 𝑉 · 𝑉

(æ𝜃)𝑠𝑢𝑡 := æ𝑠𝑢𝜃𝑢𝑡 ∈ 𝑊
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Observação 1.1.3. É sabido que ‖·‖Ð é apenas uma seminorma em 𝐶Ð ou em 𝒞Ð
2 . Entretando,

por exemplo, usando a expressão ♣𝑓 (0)♣ + ‖𝑓‖Ð faz 𝐶Ð espaaço de Banach, e analogamente para
𝒞Ð

2 .

O próximo lema é um corner - stone na teoria dos rough paths. Basicamente é uma abstração
da demonstração original da existência da Integral de Young, [33]. Na teoria dos Rough Paths,
aparece sob vários nomes e/ou contextos. Por exemplo, primeiramente apareceu nos trabalhos
de T. Lyons, ver [29] p.67, sob o nome de Teorema 4.3 (Almost rough paths), onde Lyons busca
garantir a existência de um (único) rough path próximo a um dado quase-rough path (na nossa
linguagem, este, é o incremento da integral).

Depois de Lyons aparecerem outros explorando o coração da demonstração, por exemplo, em
D. Feyel e A. La Pradelle [12], aparece como ŞSewing lemmaŤ numa maneira bem elementar. Ou
em M. Gubinelli [22], numa forma funcional baseado no trabalho anterior, onde usou para deĄnir a
integral (a qual apresentaremos nesse trabalho). Acrescentamos que acreditamos que a abordagem
de M. Gubinelli é mais Ćexível e adequada que a de Terry Lyons ( e equivalente nas mesmas
circunstâncias).

Observação 1.1.4. A demonstração abaixo pode ser encontrada em L. Coutin [8].

Lema 1.1.5. Seja 𝜃 : [0, 𝑇 ]2 ⊃ 𝑉 tal que, para todo 𝑠, 𝑢, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

♣Ó𝜃𝑠𝑢𝑡♣ ⊘ 𝐾 ♣𝑡⊗ 𝑠♣Û (1.1.1)

onde 𝐾 > 0 e Û > 1 são constantes. Então existe função 𝐼 : [0, 𝑇 ] ⊃ 𝑉 , única a menos de constante
aditiva, tal que

♣𝐼𝑡 ⊗ 𝐼𝑠 ⊗ 𝜃𝑠𝑡♣ ⊘
𝐾

2Û⊗1 ⊗ 1
♣𝑡⊗ 𝑠♣Û . (1.1.2)

Demonstração. Para cada 𝑛 ∈ N, deĄna Ö𝑛 : [0, 𝑇 ]2 ⊃ 𝑉 por

Ö𝑛 (𝑠, 𝑡) =
2n⊗1∑︁

𝑖=0

𝜃
⎞
𝑡𝑛𝑖 (𝑠, 𝑡) , 𝑡𝑛𝑖+1 (𝑠, 𝑡)

⎡
,

onde ¶𝑡𝑛𝑖 (𝑠, 𝑡)♢ é a partição diática do sub-intervalo [𝑠, 𝑡]. Isto é, para cada 𝑖 = 0, . . . , 2𝑛,

𝑡𝑛𝑖 (𝑠, 𝑡) := 𝑠+
𝑡⊗ 𝑠

2𝑛
𝑖.

Durante a demonstração omitiremos (𝑠, 𝑡) em 𝑡𝑛𝑖 (𝑠, 𝑡).
Primeiramente provaremos que (Ö𝑛)𝑛 é uma sequência de Cauchy em 𝒞Û

2 . Note que para (𝑠, 𝑡) ∈
[0, 𝑇 ], 𝑛 ∈ N e 𝑖 ∈ ¶0, . . . , 2𝑛♢ temos

𝑡𝑛+1
2𝑖 = 𝑡𝑛𝑖 ; (1.1.3)

𝑡2𝑛
2𝑖+1 =

𝑡𝑛𝑖 + 𝑡𝑛𝑖+1

2
(1.1.4)
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e então

Ö𝑛+1 (𝑠, 𝑡) ⊗ Ö𝑛 (𝑠, 𝑡) = ⊗
2n⊗1∑︁

𝑖=0

Ó𝜃
⎞
𝑡𝑛+1
2𝑖 , 𝑡𝑛+1

2𝑖+1𝑡
𝑛+1
2𝑖+2

⎡
.

Usando (1.1.1), para (𝑠, 𝑢, 𝑡) =
⎞
𝑡𝑛+1
2𝑖 , 𝑡𝑛+1

2𝑖+1𝑡
𝑛+1
2𝑖+2

⎡
, obtemos

⧹︃⧹︃⧹︃Ö𝑛+1 (𝑠, 𝑡) ⊗ Ö𝑛 (𝑠, 𝑡)
⧹︃⧹︃⧹︃ ⊘ 𝐾 ♣𝑡⊗ 𝑠♣Û 2⊗𝑛(Û⊗1).

Logo
∞∑︁

𝑛=1

⧹︃⧹︃⧹︃Ö𝑛+1 (𝑠, 𝑡) ⊗ Ö𝑛 (𝑠, 𝑡)
⧹︃⧹︃⧹︃ ⊘ 𝐾 ♣𝑡⊗ 𝑠♣Û

2⊗(Û⊗1)

1 ⊗ 2⊗(Û⊗1)
=
𝐾 ♣𝑡⊗ 𝑠♣Û

2Û⊗1 ⊗ 1
. (1.1.5)

Portanto (Ö𝑛 (𝑠, 𝑡))𝑛∈N
é de Cauchy em 𝑉 , uniformemente em (𝑠, 𝑡). Denotamos Ö := Ö (𝑠, 𝑡) :=

lim𝑛 Ö
𝑛 = Ö1 +

√︁∞
𝑛=1 Ö

𝑛+1 ⊗ Ö𝑛. De onde segue

♣Ö (𝑠, 𝑡) ⊗ 𝜃 (𝑠, 𝑡)♣ =
⧹︃⧹︃⧹︃Ö (𝑠, 𝑡) ⊗ Ö1 (𝑠, 𝑡)

⧹︃⧹︃⧹︃

⊘
𝐾

2Û⊗1 ⊗ 1
♣𝑡⊗ 𝑠♣Û .

Vamos mostrar que Ö é o incremento de uma função 𝐼 : [0, 𝑇 ] ⊃ 𝑉 , isto é, Ö (𝑠, 𝑡) = 𝐼𝑡 ⊗ 𝐼𝑠. De
conluiremos que 𝐼 é única função a menos de constante aditiva, uma vez que mostrarmos que Ö é
única. A estratégia para isto será mostrar que ÓÖ (𝑠, 𝑢, 𝑡) = 0. Esta propriedade algébrica garante
a existência da função 𝐼 (ver M. Gubinelli [22] para uma propriedades de Ó). A unicidade segue
da propriedade analítica (1.1.2).

Temos que Ö satisfaz ÓÖ
⎞
𝑠, 𝑠+𝑡

2
, 𝑢
⎡

= 0. Pois das propriedades da partição diádica (1.1.3)

e (1.1.4), temos Ö𝑛+1 (𝑠, 𝑡) = Ö𝑛
⎞
𝑠, 𝑠+𝑡

2

⎡
+ Ö𝑛

⎞
𝑠+𝑡

2
, 𝑡
⎡
. Tomando o limite, 𝑛 ⊃ ∞, Ö (𝑠, 𝑡) =

Ö
⎞
𝑠, 𝑠+𝑡

2

⎡
+ Ö

⎞
𝑠+𝑡

2
, 𝑡
⎡
, ou seja, ÓÖ

⎞
𝑠, 𝑠+𝑡

2
, 𝑡
⎡

= 0. Dizemos Ö é semi-aditiva.
AĄrmamos que Ö é a única semi-aditiva que satisfaz

♣Ö (𝑠, 𝑡) ⊗ 𝜃𝑠𝑡♣ ⊘ 𝑐 ♣𝑡⊗ 𝑠♣Û , (1.1.6)

para alguma constante 𝑐. Seja æ : [0, 𝑇 ]2 ⊃ 𝑉 semi-aditiva. Então Γ := Ö ⊗ æ é semi-aditiva e
satisfaz, para todo 𝑠, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] ,

♣Γ (𝑠, 𝑡)♣ ⊘ ♣Ö (𝑠, 𝑡) ⊗ 𝜃𝑠𝑡♣ + ♣𝜃𝑠𝑡 ⊗ æ (𝑠, 𝑡)♣

⊘ (𝐾Û + 𝑐) ♣𝑡⊗ 𝑠♣Û

onde 𝐾Û := 𝐾
2µ−1⊗1

. Pela propriedade semi-aditiva de Γ, segue que

♣Γ (𝑠, 𝑡)♣ ⊘

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃Γ
⎤
𝑠,
𝑠+ 𝑡

2

⎣⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃+
⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃Γ
⎤
𝑠+ 𝑡

2
, 𝑡
⎣⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃

⊘ (𝐾Û + 𝑐)
⎤⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃𝑡⊗

𝑠+ 𝑡

2

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
Û

+
⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
𝑠+ 𝑡

2
⊗ 𝑠

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
Û⎣

= (𝐾Û + 𝑐) 2⊗Û ♣𝑡⊗ 𝑠♣Û .
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Por indução em 𝑛, concluimos que

♣Γ (𝑠, 𝑡)♣ ⊘ (𝐾Û + 𝑐) 2⊗𝑛Û ♣𝑡⊗ 𝑠♣Û ,

para todo 𝑠, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], e então Γ = 0. Concluindo a unicidade de Ö dentre as semi-aditivas.
Agora, deĄna

æ𝑘 (𝑠, 𝑡) :=
𝑘⊗1∑︁

𝑖=0

Ö
⎤
𝑠+

𝑡⊗ 𝑠

𝑘
𝑖, 𝑠+

𝑡⊗ 𝑠

𝑘
(𝑖+ 1)

⎣
, ∀𝑠, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] .

Seja 𝑢 := 𝑠+𝑡
2

, o ponto médio entre 𝑠 e 𝑡, então para 𝑖 = 0, . . . , 𝑘

𝑠+
𝑡⊗ 𝑠

𝑘
𝑖 = 𝑠+

𝑢⊗ 𝑠

𝑘
2𝑖, ∀𝑖 ⊘

𝑘

2

𝑠+
𝑡⊗ 𝑠

𝑘
𝑖 = 𝑢+

𝑡⊗ 𝑠

𝑘
(2𝑖⊗ 𝑘) , ∀𝑖 ⊙

𝑘

2

portanto o ponto médio do intervalo
[︁
𝑠+ 𝑡⊗𝑠

𝑘
𝑖, 𝑠+ 𝑡⊗𝑠

𝑘
(𝑖+ 1)

]︁
é

𝑠+
𝑢⊗ 𝑠

𝑘
(2𝑖+ 1) , ∀𝑖 ⊘

𝑘 ⊗ 1
2

𝑢+
𝑡⊗ 𝑢

𝑘
(2𝑖+ 1 ⊗ 𝑘) , ∀𝑖 ⊙

𝑘 ⊗ 1
2

Com estas considerações e pela semi-aditividade de Ö podemos mostrar que æ𝑘 é semi-aditiva. De
fato, por simplicidade vamos ilustrar essa aĄrmação para 𝑘 par,

æ𝑘 (𝑠, 𝑢) =
𝑘⊗1∑︁

𝑖=0

Ö
⎤
𝑠+

𝑢⊗ 𝑠

𝑘
𝑖, 𝑠+

𝑢⊗ 𝑠

𝑘
(𝑖+ 1)

⎣

=
∑︁

𝑖=0,2,...,𝑘⊗2

Ö
⎤
𝑠+

𝑢⊗ 𝑠

𝑘
𝑖, 𝑠+

𝑢⊗ 𝑠

𝑘
(𝑖+ 1)

⎣
+

+ Ö
⎤
𝑠+

𝑢⊗ 𝑠

𝑘
(𝑖+ 1) , 𝑠+

𝑢⊗ 𝑠

𝑘
(𝑖+ 2)

⎣

=

k
2

⊗1∑︁

𝑗=0

Ö
⎤
𝑠+

𝑢⊗ 𝑠

𝑘
2𝑗, 𝑠+

𝑢⊗ 𝑠

𝑘
(2𝑗 + 1)

⎣
+

+ Ö
⎤
𝑠+

𝑢⊗ 𝑠

𝑘
(2𝑗 + 1) , 𝑠+

𝑢⊗ 𝑠

𝑘
(2𝑗 + 2)

⎣

=

k
2

⊗1∑︁

𝑗=0

Ö
⎤
𝑠+

𝑡⊗ 𝑠

𝑘
𝑗, 𝑠+

𝑢⊗ 𝑠

𝑘
(2𝑗 + 1)

⎣
+

+ Ö
⎤
𝑠+

𝑢⊗ 𝑠

𝑘
(2𝑗 + 1) , 𝑠+

𝑡⊗ 𝑠

𝑘
(𝑗 + 1)

⎣

=

k
2

⊗1∑︁

𝑗=0

Ö
⎤
𝑠+

𝑡⊗ 𝑠

𝑘
𝑗, 𝑠+

𝑡⊗ 𝑠

𝑘
(𝑗 + 1)

⎣
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anolagamente mostra-se que

æ𝑘 (𝑢, 𝑡) =
∑︁

𝑖=0,2,...,𝑘⊗2

Ö
⎤
𝑢+

𝑡⊗ 𝑢

𝑘
𝑖, 𝑢+

𝑡⊗ 𝑢

𝑘
(𝑖+ 1)

⎣
+

+Ö
⎤
𝑢+

𝑡⊗ 𝑢

𝑘
(𝑖+ 1) , 𝑢+

𝑡⊗ 𝑢

𝑘
(𝑖+ 2)

⎣

=

k
2

⊗1∑︁

𝑗=0

Ö
⎤
𝑢+

𝑡⊗ 𝑢

𝑘
2𝑗, 𝑢+

𝑡⊗ 𝑢

𝑘
(2𝑗 + 1)

⎣
+

+ Ö
⎤
𝑢+

𝑡⊗ 𝑢

𝑘
(2𝑗 + 1) , 𝑢+

𝑡⊗ 𝑢

𝑘
(2𝑗 + 2)

⎣

=
𝑘⊗1∑︁

𝑙= k
2

Ö
⎤
𝑢+

𝑡⊗ 𝑢

𝑘
(2𝑙 ⊗ 𝑘) , 𝑢+

𝑡⊗ 𝑢

𝑘
(2𝑙 ⊗ 𝑘 + 1)

⎣
+

+ Ö
⎤
𝑢+

𝑡⊗ 𝑢

𝑘
(2𝑙 ⊗ 𝑘 + 1) , 𝑢+

𝑡⊗ 𝑢

𝑘
(2𝑙 ⊗ 𝑘 + 2)

⎣

=
𝑘⊗1∑︁

𝑙= k
2

Ö
⎤
𝑢+

𝑡⊗ 𝑢

𝑘
(2𝑙 ⊗ 𝑘) , 𝑢+

𝑡⊗ 𝑢

𝑘
(2𝑙 ⊗ 𝑘 + 1)

⎣
+

+ Ö
⎤
𝑢+

𝑡⊗ 𝑢

𝑘
(2𝑙 ⊗ 𝑘 + 1) , 𝑢+

𝑡⊗ 𝑢

𝑘
(2𝑙 ⊗ 𝑘 + 2)

⎣

=
𝑘⊗1∑︁

𝑙= k
2

Ö
⎤
𝑠+

𝑡⊗ 𝑠

𝑘
𝑙, 𝑢+

𝑡⊗ 𝑢

𝑘
(2𝑙 ⊗ 𝑘 + 1)

⎣
+

+ Ö
⎤
𝑢+

𝑡⊗ 𝑢

𝑘
(2𝑙 ⊗ 𝑘 + 1) , 𝑠+

𝑡⊗ 𝑠

𝑘
(𝑙 + 1)

⎣

=
𝑘⊗1∑︁

𝑙= k
2

Ö
⎤
𝑠+

𝑡⊗ 𝑠

𝑘
𝑙, 𝑠+

𝑡⊗ 𝑠

𝑘
(𝑙 + 1)

⎣
,

portanto æ𝑘 (𝑠, 𝑢) + æ𝑘 (𝑢, 𝑡) = æ𝑘 (𝑠, 𝑡).
Note que æ1 = Ö. Por indução, assuma que æ𝑘⊗1 = Ö, para 𝑘 ⊙ 2. Vamos provar que æ𝑘 = Ö.

Para isto, basta mostrar que æ𝑘 satisfaz (1.1.6). Assim, pela deĄnição de æ𝑘 e pela hipótese de
indução,

æ𝑘 (𝑠, 𝑡) = æ𝑘⊗1
⎤
𝑠, 𝑠+

𝑡⊗ 𝑠

𝑘
(𝑘 ⊗ 1)

⎣
+ Ö

⎤
𝑠+

𝑡⊗ 𝑠

𝑘
(𝑘 ⊗ 1) , 𝑡

⎣

= Ö
⎤
𝑠, 𝑠+

𝑡⊗ 𝑠

𝑘
(𝑘 ⊗ 1)

⎣
+ Ö

⎤
𝑠+

𝑡⊗ 𝑠

𝑘
(𝑘 ⊗ 1) , 𝑡

⎣
,
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para todo 𝑠, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. Então,

⧹︃⧹︃⧹︃æ𝑘 (𝑠, 𝑡) ⊗ 𝜃𝑠𝑡

⧹︃⧹︃⧹︃ =
⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃Ö
⎤
𝑠, 𝑠+

𝑡⊗ 𝑠

𝑘
(𝑘 ⊗ 1)

⎣
+ Ö

⎤
𝑠+

𝑡⊗ 𝑠

𝑘
(𝑘 ⊗ 1) , 𝑡

⎣
⊗ 𝜃𝑠𝑡

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃

⊘

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃Ö
⎤
𝑠, 𝑠+

𝑡⊗ 𝑠

𝑘
(𝑘 ⊗ 1)

⎣
⊗ 𝜃

⎤
𝑠, 𝑠+

𝑡⊗ 𝑠

𝑘
(𝑘 ⊗ 1)

⎣⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃+

+
⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃Ö
⎤
𝑠+

𝑡⊗ 𝑠

𝑘
(𝑘 ⊗ 1) , 𝑡

⎣
⊗ 𝜃

⎤
𝑠+

𝑡⊗ 𝑠

𝑘
(𝑘 ⊗ 1) , 𝑡

⎣⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃+

+
⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⊗Ó𝜃

⎤
𝑠, 𝑠+

𝑡⊗ 𝑠

𝑘
(𝑘 ⊗ 1) , 𝑡

⎣⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃

⊘

⎠
𝐾Û

⎠
1
𝑘Û

+
(𝑘 ⊗ 1)Û

𝑘Û

⎜
+𝐾

⎜
♣𝑡⊗ 𝑠♣Û

⊘

⎠
𝐾Û

⎠
1
𝑘Û

+
𝑘Û ⊗ 1
𝑘Û

⎜
+𝐾

⎜
♣𝑡⊗ 𝑠♣Û

⊘ (𝐾Û +𝐾) ♣𝑡⊗ 𝑠♣Û .

Portanto, como Ö é a única semi-aditiva que veriĄca (1.1.6), resulta que æ𝑘 = Ö.
Note que para todo (𝑠, 𝑡), 𝑘 ∈ N e 𝑖 = 0, . . . , 𝑘 ⊗ 1,

æ𝑘 (𝑠, 𝑡) = æ𝑖
⎤
𝑠, 𝑠+

𝑡⊗ 𝑠

𝑘
𝑖
⎣

+ æ𝑘⊗𝑖
⎤
𝑠+

𝑡⊗ 𝑠

𝑘
𝑖, 𝑡
⎣

então para todo (𝑠, 𝑡) ∈ [0, 𝑇 ] e em todo 𝑢 ∈
{︁
𝑠+ 𝑡⊗𝑠

𝑘
𝑖 : ∀𝑘 ∈ N,∀𝑖 = 0, . . . , 𝑘 ⊗ 1

}︁
⊆ [𝑠, 𝑡],

Ö (𝑠, 𝑡) = Ö (𝑠, 𝑢) + Ö (𝑢, 𝑡) .

Da continuidade de Ö e por densidade, concluimos que ÓÖ (𝑠, 𝑢, 𝑡) = 0, para todo 𝑠, 𝑢, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].
Finalizando, deĄnimos 𝐼𝑡 := Ö (0, 𝑡). Então 𝐼 veriĄca (1.1.2)

♣𝐼𝑡 ⊗ 𝐼𝑠 ⊗ 𝜃𝑠𝑡♣ = ♣Ö (𝑠, 𝑡) ⊗ 𝜃𝑠𝑡♣

⊘
𝐾

2Û⊗1 ⊗ 1
♣𝑡⊗ 𝑠♣Û .

Provaremos a unicidade de 𝐼. Seja 𝐼 tal que veriĄca (1.1.2), então
⧹︃⧹︃⧹︃Ó
⎞
𝐼 ⊗ 𝐼

⎡

𝑠𝑡

⧹︃⧹︃⧹︃ ⊘ ♣Ó𝐼𝑠𝑡 ⊗ 𝜃𝑠𝑡♣ +
⧹︃⧹︃⧹︃𝜃𝑠𝑡 ⊗ Ó𝐼𝑠𝑡

⧹︃⧹︃⧹︃

⊘ 2𝐾Û ♣𝑡⊗ 𝑠♣Û ,

ou seja, 𝐹 := 𝐼 ⊗ 𝐼 é uma função Hölder contínua com expoente Û > 1. Portanto 𝐹 = 𝑐𝑡𝑒, e então
𝐼 = 𝐼 + 𝑐𝑡𝑒.

O próximo resultado pode ser encontrado em M. Gubinelli e S. Tindel, [23] Corolário 2.5, é
equivalente a versão do Lema Sewing Proposição 2.3 no mesmo artigo. Outra demonstração bem
elementar pode ser vista no livro de M. Hairer e P. Friz [15], entretanto é essencialmente a mesma
demonstração do lema anterior.
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Teorema 1.1.6 (Integração Abstrata). Sejam 0 < Ð ⊘ 1 < Û. Então existe uma única aplicação
ℐ : 𝒞Ð,Û

2 ([0, 𝑇 ] ;𝑉 ) ⊃ 𝒞Ð([0, 𝑇 ] ;V) linear, contínua, (ℐ𝜃)0 = 0 e que veriĄca

♣(ℐ𝜃)𝑡 ⊗ (ℐ𝜃)𝑠 ⊗ 𝜃𝑠𝑡♣ ⊘
2

2Û ⊗ 2
‖Ó𝜃‖Û ♣𝑡⊗ 𝑠♣Û . (1.1.7)

‖ℐ⊖‖Ð ⊘
2𝑇 Û⊗Ð

2Û ⊗ 2
‖𝜃‖Ð,Û (1.1.8)

O funcional ℐ, denominamos de ŞIntegral abstrataŤ, veriĄca

(ℐ𝜃)0𝑇 = lim
♣𝒫♣⊃0

∑︁

𝑠i∈𝒫

𝜃 (𝑠𝑖, 𝑠𝑖+1)

para ¶𝒫♢ família de partições de [0, 𝑇 ].

Demonstração. Dado 𝜃 ∈ 𝒞Ð,Û
2 ([0, 𝑇 ] ;𝑉 ), por deĄnição ♣Ó𝜃𝑠𝑢𝑡♣ ⊘ ‖Ó𝜃‖Û ♣𝑡⊗ 𝑠♣Û. Então, pelo lema

anterior, existe 𝐼 : [0, 𝑇 ] ⊃ 𝑉 a única função que veriĄca

♣𝐼𝑡 ⊗ 𝐼𝑠 ⊗ 𝜃𝑠𝑡♣ ⊘
1

2Û⊗1 ⊗ 1
‖Ó𝜃‖Û ♣𝑡⊗ 𝑠♣Û .

DeĄna (ℐ⊖)𝑡 := 𝐼𝑡 ⊗ 𝐼0. Então ℐ𝜃 é a única função que veriĄca (ℐ⊖)0 = 0 (1.1.7). Note que
ℐ𝜃 ∈ 𝐶Ð, pois

♣ℐ𝜃𝑡 ⊗ ℐ𝜃𝑠♣ ⊘ ♣(ℐ𝜃)𝑡 ⊗ (ℐ𝜃)𝑠 ⊗ 𝜃𝑠𝑡♣ + ♣𝜃𝑠𝑡♣

⊘
2

2Û ⊗ 2
‖Ó𝜃‖Û ♣𝑡⊗ 𝑠♣Û + ‖𝜃‖Ð ♣𝑡⊗ 𝑠♣Ð

⊘
⎤ 2

2Û ⊗ 2
‖Ó𝜃‖Û 𝑇

Û⊗Ð + ‖𝜃‖
⎣

♣𝑡⊗ 𝑠♣Ð .

Portanto ‖ℐ⊖‖Ð ⊘ 2𝑇 µ−α

2µ⊗2
‖𝜃‖Ð,Û. Resta provar que ℐ é linear, pois esta desigualdade garante que

ℐ será linear.
Sejam 𝜃, Ö ∈ 𝒞Ð,Û

2 e 𝑎 ∈ R, e então deĄna 𝐹𝑡 := (ℐ𝜃)𝑡 + 𝑎 (ℐÖ)𝑡 ⊗ (ℐ (𝜃 + 𝑎Ö))𝑡. É fácil ver que
𝐹 é Û-Hölder contínua. Como Û > 1 resulta que 𝐹𝑡 = 𝐹0 = 0. Portanto segue que ℐ é linear. A
unicidade como operador linear que veriĄca (1.1.7), segue usando o mesmo truque.

1.1.2 Integral de Young

A integral de Young foi introduzida em 1936, [33]. Nesta seção encontra-se a deĄnição (e
existência) da Integral de Young, bem como fórmula de mudança de variável e integração por
partes. Resultados simples que utilizaremos na parte Ąnal da tese.

A desigualdade 1.1.10,conhecida pelo nome de Young-Loeve, é fundamental. Essencialmente,
toda parte analítca dos rough paths se baseia nela. Pode-se interpretá-la da seguinte maneira, o
termo 𝑓 (𝑠) (𝑔 (𝑡) ⊗ 𝑔 (𝑠)) é um bom incremento para construir a integral, pois ele aproxima-a com
ordem 𝑜 (♣𝑡⊗ 𝑠♣Û) = 𝑜 (♣𝑡⊗ 𝑠♣), Û > 1.
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Observação 1.1.7. Note que a integral, deĄnida abaixo, implica que para calcular
√︃ 𝑇

0 𝑓 (𝑡) 𝑑𝑓 (𝑡)
é necessário que Ð > 1

2
. Logo não é suĄcientemente boa para deĄnir Z via integral iterada de 𝑍,

quando 𝑍 é um movimento Browniano. Pois, neste caso, 𝑍 (æ) /∈ 𝐶1/2, æ-quase sempre.

Teorema 1.1.8. Sejam 𝑓 ∈ 𝐶Ð ([0, 𝑇 ] ;𝐿 (𝑉,𝑊 )) e 𝑔 ∈ 𝐶Ñ ([0, 𝑇 ] ;𝑉 ) funções Hölder contínuas,
com a condição Ð+ Ñ > 1. Então o seguinte limite existe, denominado de Integral de Young,

∫︁ 𝑇

0
𝑓 (𝑡) 𝑑𝑔 (𝑡) := lim

♣𝒫♣⊃0

∑︁

𝑡i∈𝒫

𝑓 (𝑡𝑖) (𝑔 (𝑡𝑖+1) ⊗ 𝑔 (𝑡𝑖)) (1.1.9)

e veriĄca a desigualdade, para todo 𝑠, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]
⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
∫︁ 𝑡

𝑠
𝑓𝑢𝑑𝑔𝑢 ⊗ 𝑓𝑠 (𝑔𝑡 ⊗ 𝑔𝑠)

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃ ⊘ 𝑐𝑇,Ð+Ñ ‖𝑓‖Ð,[0,𝑇 ] ‖𝑔‖Ñ,[0,𝑇 ] ♣𝑡⊗ 𝑠♣Ð+Ñ , (1.1.10)

denotando, 𝑔𝑢 := 𝑔 (𝑢), e analogamente para a função 𝑓 . A desigualde acima é denominada na
literatura por Young-Loeve.

Demonstração. Começamos deĄnindo o incremento da integral, 𝜃𝑠𝑡 := 𝑓𝑠 (𝑔𝑡 ⊗ 𝑔𝑠) = 𝑓𝑠Ó𝑔𝑠𝑡. Deste
modo temos que 𝜃 ∈ 𝒞Ñ,Ð+Ñ

2 , uma vez que

♣𝜃𝑠𝑡♣ ⊘ ‖𝑓‖∞ ‖𝑔‖Ñ ♣𝑡⊗ 𝑠♣Ñ ,

e

♣Ó𝜃𝑠𝑢𝑡♣ = ♣⊗Ó𝑓𝑠𝑢Ó𝑔𝑢𝑡♣

⊘ ‖𝑓‖Ð ‖𝑔‖Ñ ♣𝑢⊗ 𝑠♣Ð ♣𝑢⊗ 𝑡♣Ñ

⊘ ‖𝑓‖Ð ‖𝑔‖Ñ ♣𝑡⊗ 𝑠♣Ð+Ñ . (1.1.11)

Com isso concluimos que, 𝜃 está no domínio do operador ℐ, deĄnido no Lema 1.1.6. Deste modo
vamos deĄnir ∫︁ 𝑡

𝑠
𝑓 (𝑢) 𝑑𝑔 (𝑢) := (ℐ𝜃)𝑠𝑡 ,

logo, segue que a integral acima veriĄca Eq. (1.1.10), por (1.1.6) e (1.1.7).
Notamos que a deĄnição da integral é equivalente a forma clássica em [33], pois vale a igualdade

∫︁ 𝑇

0
𝑓 (𝑢) 𝑑𝑔 (𝑢) := (ℐ𝜃)0𝑇 = lim

♣𝒫♣⊃0

∑︁

𝑢i∈𝒫

𝑓 (𝑢𝑖) (𝑔 (𝑢𝑖+1) ⊗ 𝑔 (𝑢𝑖)) .

Corolário 1.1.9. O valor da integral permanece o mesmo se trocarmos na Eq.1.1.9 𝑓 (𝑡𝑖) por
𝑓 (𝑡*𝑖 ), onde 𝑡*𝑖 ∈ [𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1]. Mais precisamente,

∫︁ 𝑇

0
𝑓 (𝑡) 𝑑𝑔 (𝑡) = lim

♣𝒫♣⊃0

∑︁

𝑡i∈𝒫

𝑓 (𝑡*𝑖 ) (𝑔 (𝑡𝑖+1) ⊗ 𝑔 (𝑡𝑖))
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Demonstração. Denotando Ó𝑔𝑖 = 𝑔 (𝑡𝑖+1) ⊗ 𝑔 (𝑡𝑖) e 𝑄𝑖 = (𝑓 (𝑡*𝑖 ) ⊗ 𝑓 (𝑡𝑖)) Ó𝑔𝑖 temos

𝑓 (𝑡*𝑖 ) Ó𝑔𝑖 = (𝑓 (𝑡*𝑖 ) ⊗ 𝑓 (𝑡𝑖)) Ó𝑔𝑖 + 𝑓 (𝑡𝑖) Ó𝑔𝑖

= 𝑄𝑖 + 𝑓 (𝑡𝑖) Ó𝑔𝑖

de onde segue que

lim
♣𝒫♣⊃0

∑︁

𝑡i∈𝒫

𝑓 (𝑡*𝑖 ) (𝑔 (𝑡𝑖+1) ⊗ 𝑔 (𝑡𝑖)) = lim
♣𝒫♣⊃0

∑︁

𝑡i∈𝒫

𝑄𝑖 +
∫︁ 𝑇

0
𝑓 (𝑢) 𝑑𝑔 (𝑢) .

Observer que
∑︁

♣𝑄𝑖♣ ⊘
∑︁

♣𝑓 (𝑡*𝑖 ) ⊗ 𝑓 (𝑡𝑖)♣ ♣Ó𝑔𝑖♣

⊘ ‖𝑓‖Ð ‖𝑔‖Ñ

∑︁
♣𝑡*𝑖 ⊗ 𝑡𝑖♣

Ð ♣𝑡𝑖+1 ⊗ 𝑡𝑖♣
Ñ

⊘ ‖𝑓‖Ð ‖𝑔‖Ñ

∑︁
♣𝑡𝑖+1 ⊗ 𝑡𝑖♣

Ð+Ñ

⊘ ‖𝑓‖Ð ‖𝑔‖Ñ ♣𝒫♣Ð+Ñ⊗1
∑︁

♣𝑡𝑖+1 ⊗ 𝑡𝑖♣

= ‖𝑓‖Ð ‖𝑔‖Ñ ♣𝒫♣Ð+Ñ⊗1 𝑇,

logo lim♣𝒫♣⊃0
√︁

𝑡i∈𝒫 𝑄𝑖 = 0. E o resultado segue.

Proposição 1.1.10 (Mudança de Variável para integral de Young). Sejam 𝑍 ∈ 𝐶Ð ([0, 𝑇 ] ;𝑉 ),
𝑋 ∈ 𝐶Ñ ([0, 𝑇 ] ;𝐿 (𝑉,𝑊 )) e 𝑌 ∈ 𝐶Ò ([0, 𝑇 ] ;𝐿 (𝑊,𝑈)), onde 𝑈, 𝑉 e W são espaços de Banach.
Suponha que Ð+ ÑÒ > 1. DeĄna 𝑍𝑡 := 𝑧 +

√︃ 𝑡
0 𝑋𝑢𝑑𝑍𝑢 ∈ 𝑊 , então vale a seguinte igualdade

∫︁ 𝑇

0
𝑌𝑢𝑑𝑍𝑢 =

∫︁ 𝑇

0
𝑌𝑢𝑋𝑢𝑑𝑍𝑢 (1.1.12)

Demonstração. Note que ambas as integrais na Eq.(1.1.12) existem no sentido de Young. Pois,
por um lado, a condição Ð + ÑÒ > 1 implica que Ð + Ñ > 1 (garantindo a existência da primeira
integral) e por outro, ‖𝑋𝑌 ‖ÑÒ ⊘ 𝑇min¶Ñ,Ò♢ ‖𝑋𝑌 ‖min¶Ñ,Ò♢ < ∞ (garantindo a existência da segunda).

Seja 𝒫 = ¶𝑠𝑖♢ uma partição de [0, 𝑇 ] e deĄna, o sucessor de 𝑠𝑖, por 𝑡𝑖 := 𝑠𝑖+1. Então

∑︁

𝑠i∈𝒫

𝑌𝑠i
Ó𝑍𝑠i,𝑡i

⊗
∑︁

𝑠i∈𝒫

𝑌𝑠i
𝑋𝑠i

Ó𝑍𝑠i,𝑡i
=
∑︁

𝑠i∈𝒫

𝑌𝑠i

∫︁ 𝑡i

𝑠i

(𝑋𝑢 ⊗𝑋𝑠i
) 𝑑𝑍𝑢.

Tomando a norma (do espaço 𝑈) em ambos os lados e aplicando a desigualdade de Young-Loeve
(1.1.10), segue que

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃

∑︁

𝑠i∈𝒫

𝑌𝑠i
Ó𝑍𝑠i,𝑡i

⊗
∑︁

𝑠i∈𝒫

𝑌𝑠i
𝑋𝑠i

Ó𝑍𝑠i,𝑡i

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
⊘

∑︁

𝑠i∈𝒫

♣𝑌𝑠i
♣

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
∫︁ 𝑡i

𝑠i

(𝑋𝑢 ⊗𝑋𝑠i
) 𝑑𝑍𝑢

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃

⊘ ‖𝑌 ‖∞

∑︁

𝑠i∈𝒫

𝑐𝑇,Ð,Ñ ‖𝑋‖Ð ‖𝑍‖Ñ ♣𝑡⊗ 𝑠♣Ð+Ñ

⊘ ‖𝑌 ‖∞ 𝑐𝑇,Ð,Ñ ‖𝑋‖Ð ‖𝑍‖Ñ ♣𝒫♣Ð+Ñ⊗1
∑︁

𝑠i∈𝒫

♣𝑡𝑖 ⊗ 𝑠𝑖♣

= ‖𝑌 ‖∞ 𝑐𝑇,Ð,Ñ ‖𝑋‖Ð ‖𝑍‖Ñ ♣𝒫♣Ð+Ñ⊗1 𝑇,
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onde ♣𝒫♣ := max𝑠i∈𝒫 ¶♣𝑡𝑖 ⊗ 𝑠𝑖♣♢ . Agora basta tomar o limite ♣𝒫♣ ⊃ 0 para concluirmos a demons-
tração.

Outra demonstração, usando o operador ℐ que deĄne a integral, pode ser feita. Para isto, deĄna
os ŞincrementosŤ 𝜃𝑠𝑡 := 𝑌𝑠Ó𝑍𝑠𝑡 para a primeira integral, e 𝜃𝑠𝑡 := 𝑌𝑠𝑋𝑠Ó𝑍𝑠𝑡 para a segunda integral,
ambos incrementos no domínio de ℐ, 𝒞Ð,Ð+ÑÒ

2 . Pois é óbvio que
⧸︁⧸︁⧸︁𝜃
⧸︁⧸︁⧸︁

Ð
, ‖𝜃‖Ð < ∞ e como Ó𝜃𝑠𝑢𝑡 =

⊗Ó𝑌𝑠𝑢Ó𝑍𝑢𝑡 e Ó𝜃𝑠𝑢𝑡 = ⊗Ó (𝑌 𝑋)𝑠𝑢 Ó𝑍𝑢𝑡 segue que
⧸︁⧸︁⧸︁Ó𝜃

⧸︁⧸︁⧸︁
Ð+ÑÒ

,‖Ó𝜃‖Ð+ÑÒ < ∞, ou seja 𝜃, 𝜃 ∈ 𝒞Ð,Ð+ÑÒ
2 .

Reescrevendo 𝑍𝑡 ⊗ 𝑍𝑠 = 𝑋𝑠Ó𝑍𝑠𝑡 +
√︃ 𝑡

𝑠 𝑋𝑢 ⊗ 𝑋𝑠𝑑𝑍𝑢 = 𝑋𝑠Ó𝑍𝑠𝑡 + 𝑅𝑠𝑡 e observando que Ó𝑅 = Ó𝑋Ó𝑍,
ou seja 𝑅 ∈ 𝒞Ð,Ð+Ñ

2 , temos que

∫︁ 𝑇

0
𝑌𝑢𝑑𝑍𝑢 = ℐ

⎞
𝜃
⎡

0𝑇

= ℐ
⎞
𝑌 Ó𝑍

⎡

0𝑇

= ℐ (𝑌 𝑋Ó𝑍 + 𝑌 𝑅)0𝑇

= ℐ (𝑌 𝑋Ó𝑍)0𝑇 + ℐ (𝑌 𝑅)0𝑇

=
∫︁ 𝑇

0
𝑌𝑢𝑋𝑢𝑑𝑍𝑢 + 0,

pois ♣ℐ (𝑌 𝑅)♣ =
⧹︃⧹︃⧹︃lim♣𝒫♣⊃0

√︁
𝑠i
𝑌𝑠i
𝑅𝑠i𝑠i+1

⧹︃⧹︃⧹︃ ⊘ ‖𝑌 ‖∞ ‖𝑅‖Ð+Ñ lim♣𝒫♣⊃0
√︁

𝑠i
♣𝑠𝑖+1 ⊗ 𝑠𝑖♣

Ð+Ñ = 0.

Proposição 1.1.11 (Integração por partes). Seja 𝐻 um espaço de Hilbert. Sejam 𝑋, 𝑌 ∈
𝐶Ð ([0, 𝑇 ] ;𝐻) com Ð > 1

2
. Então

⟨𝑋𝑡, 𝑌𝑡⟩ = ⟨𝑋0, 𝑌0⟩ +
∫︁ 𝑡

0
⟨𝑋𝑠, 𝑑𝑌𝑠⟩ +

∫︁ 𝑡

0
⟨𝑌𝑠, 𝑑𝑍𝑠⟩

Demonstração. Note que

Ó (⟨𝑋, 𝑌 ⟩)𝑠𝑡 = ⟨𝑋𝑡, 𝑌𝑡⟩ ⊗ ⟨𝑋𝑠, 𝑌𝑠⟩

= ⟨𝑋𝑠, Ó𝑌𝑠𝑡⟩ + ⟨𝑌𝑡, Ó𝑋𝑠𝑡⟩

agora aplicando ℐ (�)0𝑡 em ambos os lados da igualdade acima temos, do lado esquerdo

ℐ (Ó ⟨𝑋, 𝑌 ⟩)0𝑡 = ⟨𝑋𝑡, 𝑌𝑡⟩ ⊗ ⟨𝑋0, 𝑌0⟩

e do lado esquerdo

ℐ (⟨𝑋, Ó𝑌 ⟩ + ⟨Ó𝑋, 𝑌 ⟩)0𝑡 = ℐ (⟨𝑋, Ó𝑌 ⟩)0𝑡 + ℐ (⟨Ó𝑋, 𝑌 ⟩)0𝑡

=
∫︁ 𝑡

0
⟨𝑋𝑠, 𝑑𝑌𝑠⟩ +

∫︁ 𝑡

0
⟨𝑌𝑠, 𝑑𝑋𝑠⟩

onde usamos a deĄnição da integral para a primeira parcela e, na segunda, usamos o Corolário
1.1.9 com 𝑓 (𝑡*𝑖 ) = 𝑌𝑡i+1

.
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1.1.3 Integral de Gubinelli - Rough Paths

Nesta seção apresentaremos duas versões da Integral de Gubinelli, ambas introduzidas em [22].
Como já mencionado, apenas faremos o tratamento Ð > 1

3
.

A seguinte deĄnição, caminhos controlados, é invenção de M. Gubinelli, ver em [15]. É o espaço
adequado para ser usado como ŞintegrandosŤ. Tem propriedades do tipo, toda integral (no sentido
do Teorema 1.1.14) está no espaço dos caminhos controlado pelo ŞintegradorŤ, no caso o rough
path (𝑍,Z). Ou ainda, é espaço adequado para procurar soluções de equações diferenciais dirigidas
por rough paths via métodos de ponto Ąxo.

A idéia é construir uma classe de caminhos que ŞparecemŤ com 𝑍.

DeĄnição 1.1.12 (Caminhos Controlados). . Seja 𝑍 ∈ 𝐶Ð ([0, 𝑇 ] ;𝑉 ), Ð ∈ (0, 1]. O conjunto dos
Caminhos Controlados por 𝑍 deĄnidos no intervalo [0, 𝑇 ] tomando valores no espaço de Banach
𝑊 , é denotado por 𝒞Ð

𝑍 ([0, 𝑇 ] ,𝑊 ). DeĄnimos que (𝑋,𝑋 ′) ∈ 𝒞Ð
𝑍 se satisfaz:

1. 𝑋 : [0, 𝑇 ] ⊃ 𝑊 e 𝑋 ′ : [0, 𝑇 ] ⊃ 𝐿 (𝑉,𝑊 ) são funções Ð-Hölder contínuas;

2. 𝑅𝑋 : [0, 𝑇 ]2 ⊃ 𝑉 , deĄnido por

𝑋𝑡 ⊗𝑋𝑠 = 𝑋 ′
𝑠 (𝑍𝑡 ⊗ 𝑍𝑠) +𝑅𝑋

𝑠𝑡

satisfaz
⧸︁⧸︁⧸︁𝑅𝑋

⧸︁⧸︁⧸︁
2Ð

:= sup𝑠,𝑡∈[0,𝑇 ]
♣𝑅st♣

♣𝑡⊗𝑠♣2α < ∞.

3. O espaço 𝒞Ð
𝑍 se torna normado e completo se munido da seguinte seminorma

‖(𝑋,𝑋 ′)‖Ð := ‖𝑋‖Ð + ‖𝑋 ′‖Ð +
⧸︁⧸︁⧸︁𝑅𝑋

⧸︁⧸︁⧸︁
2Ð

.

Em outras palavras 𝒞Ð
𝑍 (𝑊 ) é o subespaço vetorial de 𝐶Ð (𝑊 ) ⊕ 𝐶Ð (𝐿 (𝑉,𝑊 )) ⊕ 𝒞2Ð

2 (𝑉 ), ver De-
Ąnição 1.1.2, formado pelos elementos da forma (𝑋,𝑋 ′, Ó𝑋 ⊗𝑋 ′Ó𝑍).

O caminho 𝑋 ′ é denominado de derivada de Gubinelli. Pois pode ser pensado como

“ 𝑋 ′
𝑠 = lim

𝑡⊃𝑠

𝑋𝑡 ⊗𝑋𝑠

𝑍𝑡 ⊗ 𝑍𝑠

Ť

Voltamos a dizer que os caminhos Şse parecemŤ com 𝑍 no seguinte sentido. Podemos pensar
que a expressão 𝑋𝑡 ⊗ 𝑋𝑠 = 𝑋 ′

𝑠 (𝑍𝑡 ⊗ 𝑍𝑠) + 𝑅𝑋
𝑠𝑡 é uma expanão em Taylor de 1ª ordem, como o

ŞrestoŤ, 𝑅𝑋 é de ordem superior, 2Ð, então podemos dizer que localmente o caminho 𝑋 se parece
com 𝑍.

Vale ressaltar que embora usa-se a notação de derivada, 𝑋 ′ não pode ser determinado unica-
mente a partir de 𝑋. Em algumas situações isso é possivel, ver Capitulo 6. (Doob-Meyer type
decomposition for rough paths) em Friz-Hairer [15]. Ainda sobre unicidade, 𝑋 (e 𝑅𝑋) pode ser
determinado unicamente a partir de 𝑋 apenas quando Ð > 1

2
.
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Apesar da falta de natureza intrínseca ao caminho inicial 𝑋, em alguma situações tem-se
naturalmente o candidato para 𝑋 ′. Por exemplo, quando 𝑋𝑡 := 𝑓 (𝑍𝑡), para 𝑓 suave, podemos
deĄnir 𝑋 ′

𝑡 := 𝐷𝑓 (𝑍𝑡), de modo que (𝑓 (𝑍
�
) , 𝐷𝑓 (𝑍

�
)) ∈ 𝒞Ð

𝑍 .
No contexto do cálculo estocástico, também é possível determinar naturalemente o caminho

derivada. Por exemplo, 𝑍 é um movimento Browniano, os Şbons integrandosŤ são processos 𝑋
adaptados a Ąltração de 𝑍 (por exemplo martingales). Então, em algum contexto, pode-se usar
teoremas tipo Şrepresentação martingaleŤ para expressar 𝑋𝑡 = 𝑋0 +

√︃ 𝑡
0 𝑋

′
𝑢𝑑𝑍𝑢, ou seja, 𝑋 se parece

com 𝑍 e veriĄcam 𝑋𝑡 ⊗𝑋𝑠 = 𝑋 ′
𝑠 (𝑍𝑡 ⊗ 𝑍𝑠) +𝑅𝑋

𝑠𝑡 .

Observação 1.1.13. O próximo teorema deĄne a Integral de Gubinelli, introduzida em [22].
Recomendamos Friz-Hairer [15]. Apesar na integral depender do caminho derivada, ainda assim
esta integral generaliza a integral de Young no caso Ð > 1

2
. Pois apesar de não ser possível

determinar a derivada de Gubinelli 𝑋 ′ mesmo quando Ð > 1
2
, o valor da integral de Gubinelli

não muda para diferentes derivadas (para Ð > 1
2

!). Isto ocorre pois o termo 𝑋 ′
𝑢i
Z𝑢i,𝑢i+1

dentro
do somatório, ver (1.1.13) abaixo, só serve para acelarar a taxa de convergencia e não produz
valor Ąnal. Mais precisamente, para Ð > 1

2
,
√︁

𝑠i
𝑋 ′

𝑢i
Z𝑢i,𝑢i+1

⊃ 0, portanto, independentemente da
escolha de 𝑋 ′, o valor da integral de Gubinelli é o mesmo valor da integral de Young.

Teorema 1.1.14. Seja Ð ∈
⎞

1
3
, 1

2

]︁
. Seja 𝑍 = (𝑍,Z) ∈ 𝒟Ð ([0, 𝑇 ] ;𝑉 ), um rough path, e seja

(𝑋,𝑋 ′) ∈ 𝒞Ð
𝑍 ([0, 𝑇 ] ;𝐿 (𝑉,𝑊 )), um caminho controlado por 𝑍. Então o seguinte limite existe,

denominado de Integral de Gubinelli,
∫︁ 𝑇

0
𝑋𝑢𝑑𝑍𝑢 := lim

♣𝒫♣⊃0

∑︁

𝑢i∈𝒫

𝑋𝑢i

⎞
𝑍𝑢i+1

⊗ 𝑍𝑢i

⎡
+𝑋 ′

𝑢i
Z𝑢i𝑢i+1

. (1.1.13)

Esta integral veriĄca
⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
∫︁ 𝑡

𝑠
𝑋𝑢𝑑𝑍𝑢 ⊗𝑋𝑠Ó𝑍𝑠𝑡 ⊗𝑋 ′

𝑠Z𝑠𝑡

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃ ⊘ 𝑐Ð

⎞⧸︁⧸︁⧸︁𝑅𝑋
⧸︁⧸︁⧸︁

2Ð
‖𝑍‖Ð + ‖𝑋 ′‖Ð ‖Z‖2Ð

⎡
♣𝑡⊗ 𝑠♣3Ð (1.1.14)

para todo 𝑠, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. onde 𝑐Ð = 2
23α⊗2

. Ainda mais, o operador linear

𝐼 : 𝒞Ð
𝑍 (𝐿 (𝑉,𝑊 )) ⊃ 𝒞Ð

𝑍 (𝑊 )

deĄnido por

(𝑋,𝑋 ′) ↦⊃ 𝐼 (𝑋,𝑋 ′) :=
⎤∫︁

�

0
𝑋𝑢𝑑𝑍𝑢, 𝑋𝑢

⎣

é contínuo.

Demonstração. Começamos deĄnindo o incremento generalizado da integral, 𝜃𝑠𝑡 := 𝑋𝑠Ó𝑍𝑠𝑡+𝑋 ′
𝑠Z𝑠𝑡.

Precisamos estimar ‖𝜃‖Ð e ‖Ó𝜃‖3Ð para podermos aplicar o operador ℐ do Teorema 1.1.6. Temos,

♣𝜃𝑠𝑡♣ ⊘ ‖𝑋‖∞ ‖𝑍‖Ð ♣𝑡⊗ 𝑠♣Ð + ‖𝑋 ′‖∞ ‖Z‖2Ð ♣𝑡⊗ 𝑠♣2Ð

logo
‖𝜃‖Ð ⊘ ‖𝑋‖∞ ‖𝑍‖Ð + 𝑇Ð ‖𝑋 ′‖∞ ‖Z‖2Ð . (1.1.15)
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Por outro lado,

♣Ó𝜃𝑠𝑢𝑡♣ = ♣⊗Ó𝑋𝑠𝑢Ó𝑍𝑢𝑡 ⊗ Ó𝑋 ′
𝑠𝑢Z𝑠𝑡 +𝑋 ′

𝑠 (ÓZ)𝑠𝑢𝑡♣

= ♣⊗Ó𝑋𝑠𝑢Ó𝑍𝑢𝑡 ⊗ Ó𝑋 ′
𝑠𝑢Z𝑠𝑡 +𝑋 ′

𝑠Ó𝑍𝑠𝑢Ó𝑍𝑢𝑡♣

= ♣⊗ [Ó𝑋𝑠𝑢 ⊗𝑋 ′
𝑠Ó𝑍𝑠𝑢] Ó𝑍𝑢𝑡 ⊗ Ó𝑋 ′

𝑠𝑢Z𝑠𝑡♣

=
⧹︃⧹︃⧹︃⊗𝑅𝑋

𝑠𝑢Ó𝑍𝑠𝑢 ⊗ Ó𝑋 ′
𝑠𝑢Z𝑢𝑡

⧹︃⧹︃⧹︃

⊘
⎞⧸︁⧸︁⧸︁𝑅𝑋

⧸︁⧸︁⧸︁
2Ð

‖𝑍‖Ð + ‖𝑋 ′‖Ð ‖Z‖2Ð

⎡
♣𝑡⊗ 𝑠♣2Ð+Ð ,

logo,
‖Ó𝜃‖3Ð ⊘

⧸︁⧸︁⧸︁𝑅𝑋
⧸︁⧸︁⧸︁

2Ð
‖𝑍‖Ð + ‖𝑋 ′‖Ð ‖Z‖2Ð . (1.1.16)

Pelas desigualdades acima (1.1.15) e (1.1.16) concluimos que ‖𝜃‖Ð,3Ð < ∞ e então podemos
aplicar o Teorema 1.1.6, deĄnindo a Integral de Gubinelli como

∫︁ 𝑡

𝑠
𝑋𝑢𝑑𝑍𝑢 := (ℐ𝜃)𝑠𝑡

= lim
♣𝒫♣⊃0

∑︁

𝑡i∈𝒫∩[𝑠,𝑡]

𝑋𝑡i

⎞
𝑍𝑡i+1

⊗ 𝑍𝑡i

⎡
+𝑋 ′

𝑡i
Z𝑡i𝑡i+1

.

Pelo mesmo teorema, segue a desigualdade
⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
∫︁ 𝑡

𝑠
𝑋𝑢𝑑𝑍𝑢 ⊗𝑋𝑠 (𝑍𝑡 ⊗ 𝑍𝑠) ⊗𝑋 ′

𝑠Z𝑠𝑡

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃ ⊘ 𝑐Ð

⎞⧸︁⧸︁⧸︁𝑅𝑋
⧸︁⧸︁⧸︁

2Ð
‖𝑍‖Ð + ‖𝑋 ′‖Ð ‖Z‖2Ð

⎡
♣𝑡⊗ 𝑠♣3Ð .

Agora resta mostrar as propriedades do operador 𝐼. Podemos escrevê-lo como 𝐼 (𝑋,𝑋 ′) = (ℐ𝜃,𝑋).
Assim, por (1.1.8)

‖ℐ𝜃‖Ð ⊘ 𝑐Ð𝑇
Û⊗Ð ‖𝜃‖Ð,3Ð (1.1.17)

Denotando 𝑅𝐼 = ⊗Óℐ𝜃 +𝑋 ′Ó𝑍, por (1.1.14)
⧹︃⧹︃⧹︃𝑅𝐼

𝑠𝑡

⧹︃⧹︃⧹︃ = ♣⊗Ó (ℐ𝜃)𝑠𝑡 +𝑋𝑠Ó𝑍𝑠𝑡♣

⊘ ♣⊗Ó (ℐ𝜃)𝑠𝑡 +𝑋𝑠Ó𝑍𝑠𝑡 +𝑋 ′
Z𝑠𝑡♣ + ♣𝑋 ′

Z𝑠𝑡♣

⊘ 𝑐Ð ‖Ó𝜃‖3Ð ♣𝑡⊗ 𝑠♣3Ð + ‖𝑋 ′‖∞ ‖Z‖2Ð ♣𝑡⊗ 𝑠♣2Ð

ou seja, ⧸︁⧸︁⧸︁𝑅𝐼
⧸︁⧸︁⧸︁

2Ð
⊘ 𝑐Ð𝑇

Ð ‖Ó𝜃‖3Ð + ‖𝑋 ′‖∞ ‖Z‖2Ð . (1.1.18)

Juntando as desigualdades (1.1.15), (1.1.16), (1.1.17) e (1.1.18) podemos concluir que ‖𝐼 (𝑋,𝑋 ′)‖Ð

⊘ 𝑐 ‖(𝑋,𝑋 ′)‖Ð, para alguma constante 𝑐 dependendo de ‖𝑋‖∞, ‖𝑋 ′‖∞, ‖𝑍‖Ð, ‖Z‖2Ð, 𝑇 e Ð.

Observação 1.1.15. No contexto do cálculo estocástico, isto é, quando 𝑍 é um movimento Brow-
niano, tem-se que a Integral de Gubinelli coincide com a integração estocástica. Mais precisamente,
ver a seguinte proposição.
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Proposição 1.1.16. Seja 𝑍 = 𝐵 um movimento Browniano em R
𝑑. DeĄna B

𝐼
𝑠𝑡 =

√︃ 𝑡
𝑠 (𝐵𝑢 ⊗𝐵𝑠) ·

𝑑𝐵𝑢 ∈ R
𝑑×𝑑 via integral de Itô, e deĄna B

𝑆
𝑠𝑡 =

√︃ 𝑡
𝑠 (𝐵𝑢 ⊗𝐵𝑠) · ◇𝑑𝐵𝑢 ∈ R

𝑑 via integral de
Stratonovich. Fixe Ð ∈

⎞
1
3
, 1

2

⎡
. Então, æ-quase sempre, 𝐵

𝐼 :=
⎞
𝐵 (æ) ,B𝐼 (æ)

⎡
∈ 𝒟Ð

⎞
R

𝑑
⎡

e

𝐵
𝑆 :=

⎞
𝐵 (æ) ,B𝑆 (æ)

⎡
∈ 𝒟Ð

𝑔

⎞
R

𝑑
⎡
, ver DeĄnição 1.0.2. Sejam 𝑌 e 𝑌 ′ processos adaptados a Ąltra-

ção de 𝐵, tais que (𝑌
�
(æ) , 𝑌 ′

�

(æ)) ∈ 𝒞Ð
𝐵(æ), æ-quase sempre. Então, valem as seguintes igualdades

quase sempre (omitindo æ)

∫︁ 𝑇

0
𝑌𝑢𝑑𝐵

𝐼
𝑢 =

∫︁ 𝑇

0
𝑌𝑢𝑑𝐵𝑢

∫︁ 𝑇

0
𝑌𝑢𝑑𝐵

𝑆
𝑢 =

∫︁ 𝑇

0
𝑌𝑢 ◇ 𝑑𝐵𝑢

Ainda mais, temos uma fórmula de correção tipo Itô-Stratonovich

∫︁ 𝑇

0
𝑌𝑢𝑑𝐵

𝑆
𝑢 =

∫︁ 𝑇

0
𝑌𝑢𝑑𝐵

𝐼
𝑢 +

1
2

∫︁ 𝑇

0
𝑌 ′

𝑢𝑑𝐼𝑢,

onde 𝐼𝑢 = 𝐼, matriz identidade em R
𝑑, para todo 𝑢 ∈ [0, 𝑇 ].

Demonstração. Ver Seções 5.1 e 5.2 em [15] pp.67-70.

Nas aplicações dessa integral será necessário uma versão um pouco mais geral, onde o integrando
e o integrador são caminhos controlados pelo mesmo rough path de referência (𝑍,Z). Este conteúdo
é formulado no teorema seguinte.

Fazendo analogia ao mundo estocástico, podemos pensar que a próxima integral é a versão
da integração semi-martingale Vs. semi-martingale, com ambos adaptados a mesma Ąltração de
referência.

Teorema 1.1.17. Seja Ð ∈
⎞

1
3
, 1

2

]︁
. Dado um rough path (𝑍,Z) ∈ 𝒟Ð ([0, 𝑇 ] ;𝑉 ), sejam (𝑌, 𝑌 ′) ∈

𝒞Ð
𝑍 ([0, 𝑇 ] ;𝑊 ) e (𝑋,𝑋 ′) ∈ 𝒞Ð

𝑍 ([0, 𝑇 ] ;𝐿 (𝑊,𝑈)). A seguinte ingral existe

∫︁ 𝑇

0
𝑋𝑢𝑑𝑌𝑢 := lim

♣𝒫♣⊃0

∑︁

𝑡i∈𝒫

𝑋𝑡i

⎞
𝑌𝑡i+1

⊗ 𝑌𝑡i

⎡
+𝑋 ′

𝑡i
𝑌 ′

𝑡i
Z𝑡i𝑡i+1

e veriĄca
⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
∫︁ 𝑡

𝑠
𝑋𝑢𝑑𝑍𝑢 ⊗𝑋𝑠Ó𝑌𝑠𝑡 ⊗𝑋 ′

𝑠𝑌
′

𝑠Z𝑠𝑡

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃ ⊘ 𝑐Ð,𝑇

⎞⧸︁⧸︁⧸︁𝑅𝑋
⧸︁⧸︁⧸︁

2Ð
‖𝑌 ‖∞ ‖𝑍‖Ð +

+ ‖𝑋‖Ð ‖𝑅Ð‖2Ð + ‖𝑋 ′𝑌 ′‖Ð ‖Z‖2Ð) ♣𝑡⊗ 𝑠♣3Ð

Analogamente ao Teorema 1.1.14, a aplicação do espaço procuto 𝒞Ð
𝑍 (𝐿 (𝑊,𝑈))×𝒞Ð

𝑍 (𝑊 ) ao espaço
𝒞Ð

𝑍 (𝑈) deĄnida por

((𝑋,𝑋 ′) , (𝑌, 𝑌 ′)) ↦⊃
⎤∫︁

�

0
𝑋𝑢𝑑𝑌𝑢, 𝑋𝑌

′
⎣

é linear e contínua.
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Demonstração. Aqui o candidato pro incremento, obviamente, é 𝜃𝑠𝑡 := 𝑋𝑠Ó𝑌𝑠𝑡 + 𝑋 ′
𝑠𝑌

′
𝑠Z𝑠𝑡. É

imediato ver que ‖𝜃‖Ð ⊘ ‖𝑋‖∞ ‖𝑌 ‖Ð + 𝑇Ð ‖𝑋 ′‖∞ ‖𝑌 ′‖∞ ‖Z‖2Ð. Calculemos, Ó𝜃𝑠𝑢𝑡,

Ó𝜃 = ⊗Ó𝑋Ó𝑌 +𝑋 ′𝑌 ′ÓZ ⊗ Ó (𝑋 ′𝑌 ′)Z

= ⊗Ó𝑋Ó𝑌 +𝑋 ′𝑌 ′Ó𝑍Ó𝑍 ⊗ Ó (𝑋 ′𝑌 ′)Z

= ⊗Ó𝑋
⎞
𝑌 ′Ó𝑍 +𝑅𝑌

⎡
+𝑋 ′𝑌 ′Ó𝑍Ó𝑍 ⊗ Ó (𝑋 ′𝑌 ′)Z

= (⊗Ó𝑋 +𝑋 ′Ó𝑍)𝑌 ′Ó𝑍 ⊗ Ó𝑋𝑅𝑌 ⊗ Ó (𝑋 ′𝑌 ′)Z

= 𝑅𝑋𝑌 ′Ó𝑍 ⊗ Ó𝑋𝑅𝑌 ⊗ Ó (𝑋 ′𝑌 ′)Z

Logo
‖Ó𝜃‖3Ð ⊘

⧸︁⧸︁⧸︁𝑅𝑋
⧸︁⧸︁⧸︁

2Ð
‖𝑌 ‖∞ ‖𝑍‖Ð + ‖𝑋‖Ð ‖𝑅Ð‖2Ð + ‖𝑋 ′𝑌 ′‖Ð ‖Z‖2Ð .

Desse modo provamos que 𝜃 ∈ 𝒞Ð,3Ð
2 e então podemos aplicar o operador ℐ do Teorema 1.1.6

para deĄnir

∫︁ 𝑇

0
𝑋𝑢𝑑𝑌𝑢 := (ℐ𝜃)0𝑇

= lim
♣𝒫♣⊃0

∑︁

𝑡i∈𝒫

𝑋𝑡i

⎞
𝑌𝑡i+1

⊗ 𝑌𝑡i

⎡
+𝑋 ′

𝑡i
𝑌 ′

𝑡i
Z𝑡i𝑡i+1

.

O restante é análogo ao teorema anterior.

1.2 Resultados sobre equações diferenciais

Esta seção é apenas um resultado sobre existência, unicidade e dependência contínua para
equações dirigidas por caminhos tipo Hölder. Isto é, existência e unicidade de um caminho 𝑋 :
[0, 𝑇 ] ⊃ 𝑊 para Equações Diferenciais Ordinárias da forma

∏︁
⨄︁
⋃︁
𝑑𝑋𝑡 = 𝑓 (𝑡,𝑋𝑡) 𝑑𝑍𝑡, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]

𝑋0 = 𝑥 ∈ 𝑊

onde, 𝑍 : [0, 𝑇 ] ⊃ 𝑉 é um caminho, que dirige a equação, com regularidade tipicamente Hölder,
e 𝑓 : [0, 𝑇 ] × 𝑊 ⊃ 𝐿 (𝑉,𝑊 ) é tipicamente de classe 𝐶𝑘 na variável 𝑥 ∈ 𝑊 e Hölder na variável
𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

A literatura nesse assunto é vasta, recomendamos o livro de P. Friz [16] para referencias clas-
sicas, estocasticas e roughs. Normalmente a literatura dos rough paths trata do caso autonomo,
isto é, 𝑓 (𝑡, 𝑥) = 𝑓 (𝑥). Apesar do livro estar escrito seguindo a linha de T. Lyons, onde o objeto
primário são as equações e não as integrais, os resultados são equivalentes. Mais precisamente,
quando o livro diz que a EDO acima tem solução, pode-se entender que a Integral no sentido de
Gubinelli existe e veriĄca-se 𝑋𝑡 = 𝑥+

√︃ 𝑡
0 𝑓 (𝑠,𝑋𝑠) 𝑑𝑍𝑠.
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Teorema 1.2.1. Sejam 𝑍 ∈ 𝐶Ð ([0, 𝑇 ] ;𝑉 ), 𝑓 : [0, 𝑇 ]×𝑈 ⊃ 𝐿 (𝑉,𝑊 ). Suponha que 𝑓𝑡 (�) ∈ 𝐶1+𝑘,Ò,
isto é, possui 𝑘 + 1 derivadas e a derivada de ordem 𝑘 + 1 é Ò-Hölder para todo 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], e que
𝑓
�
(𝑥) ∈ 𝐶Ñ. Suponha que Ð+ ÐÒ > 1 e que Ñ + ÒÐ > 1. Então a equação

𝑋𝑡 = 𝑥+
∫︁ 𝑡

0
𝑓 (𝑢,𝑋𝑢)𝑍𝑢

possui única solução em 𝐶Ð
⎞[︁

0, 𝑇
]︁

;𝑊
⎡
, a qual denotaremos por 𝑋𝑡 (𝑥). Ainda mais a aplicação

𝑥 ∈ 𝑊 ⊃ 𝑋𝑡 (𝑥)

é de classe 𝐶𝑘. Se 𝑓 e suas derivadas são limitadas então 𝑇 = 𝑇 .

Demonstração. Ver [27, 21].
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Capítulo 2

Fórmula tipo de Itô-Ventzell

As fórmulas apresentadas neste capítulo seguem de perto os trabalhos de H. Kunita [26], onde
elas são formuladas no contexto do cálculo estocástico para semimartingales. Essencialmente
elas são representações integrais (no sentido de Young ou Gubineli) da composição 𝑓 (𝑡,𝑋𝑡). A
importância será evidente no próximo capítulo, onde empregamos a fórmula do Teorema 2.1.2, para
calcular compostas de um Ćuxo de uma equação diferencial por outro Ćuxo. Como o mecanismo
é descobrir qual equação diferencial a composta 𝑓 (𝑡,𝑋𝑡) satisfaz, é de suma importância uma
representação integral.

Para outras generalizações e apanhado de referências, ainda no cálculo estocástico, para pro-
cessos não-semimartingales recomendamos [9, 14].

Todos os resultados apresentados neste capítulo são contribuições originais.

2.1 Caso 1
2 < Ð ⊘ 1

Neste caso, as integrais envolvidas estão no contexto das integrais de Young. A teoria dos
rough paths não é necessária aqui. O Teorema 2.1.2, a seguir, é inspirado no Teorema 1.2 de [26]
pp 121-122. Estruturalmente obtemos a mesma fórmula (claro que a difereça é que no trabalho de
Kunita, a integração é no sentido de Stratonovich enquanto aqui é no sentido de Young).

Lema 2.1.1. Seja 𝑋 ∈ 𝐶Ð ([0, 𝑇 ] ;𝑈) e seja å : (𝑡, 𝑥) ∈ [0, 𝑇 ] × 𝑈 ↦⊃ å𝑡 (𝑥) ∈ 𝐵 Hölder em 𝑡,
diferenciável em 𝑥 tal que ‖å‖Ð,∞ := sup𝑥∈𝑈‖å

·
(𝑥)‖Ð. Então

𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] ↦⊃ å𝑡 (𝑋𝑡) ∈ 𝐵

é Ð-Hölder e veriĄca
‖å

·
(𝑋

·
)‖Ð ⊘ ‖å‖Ð,∞ + ‖𝐷𝑥å‖∞,𝑋 ‖𝑋‖Ð

onde
‖𝐷𝑥å‖∞,𝑋 := sup

𝑠, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]
á ∈ [0, 1]

♣𝐷𝑥å𝑡(𝑋𝑠 + á (𝑋𝑡 ⊗𝑋𝑠)♣𝑜𝑝

e ♣≤♣𝑜𝑝 é a norma de operador.
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Demonstração. Usando Taylor na variável 𝑥 para a função å (𝑠, ≤) e desigualdade triangular, temos
que para algum á ∈ [0, 1],

♣å𝑡 (𝑋𝑡) ⊗ å𝑠 (𝑋𝑠)♣ ⊘ ♣å𝑡 (𝑋𝑡) ⊗ å𝑠 (𝑋𝑡)♣ + ♣å𝑠 (𝑋𝑡) ⊗ å𝑠 (𝑋𝑠)♣

⊘ ‖å‖Ð,∞ ♣𝑡⊗ 𝑠♣Ð + ♣𝐷å𝑠 (𝑋𝑠 + á (𝑋𝑡 ⊗𝑋𝑠)) (𝑋𝑡 ⊗𝑋𝑠)♣

⊘ ‖å‖Ð,∞ ♣𝑡⊗ 𝑠♣Ð + ‖å‖∞,𝑋 ‖𝑋‖Ð ♣𝑡⊗ 𝑠♣Ð ,

de onde segue o resultado.

Teorema 2.1.2 (Fórmula tipo Itô-Ventzell). Sejam 𝑍 ∈ 𝐶Ð ([0, 𝑇 ] ;𝑉 ), 𝑋 ∈ 𝐶Ð ([0, 𝑇 ] , 𝑈) funções
Ð-Hölder com 1

2
< Ð ⊘ 1 e seja 𝑔 : [0, 𝑇 ]×𝑈 ⊃ 𝐴. Suponha que 𝑔𝑡 (𝑥) é dado pela seguinte integral

no sentido de Young,

𝑔𝑡(𝑥) = 𝑔0(𝑥) +
∫︁ 𝑡

0
ℎ𝑢(𝑥)d𝑍𝑢 (2.1.1)

com ℎ : [0, 𝑇 ] × 𝑈 ⊃ 𝐿 (𝑉,𝐴) veriĄcando as mesmas condições que å no Lema 2.1.1. Então a
composição 𝑡 ↦⊃ 𝑔𝑡 (𝑋𝑡) veriĄca a expressão

𝑔𝑡 (𝑋𝑡) = 𝑔0 (𝑋0) +
∫︁ 𝑡

0
ℎ𝑢 (𝑋𝑢) d𝑍𝑢 +

∫︁ 𝑡

0
D𝑥𝑔𝑢 (𝑋𝑢) d𝑋𝑢. (2.1.2)

Demonstração. Fixe uma família de partições ¶𝒫♢ do intervalo [0, 𝑡] tal que ♣𝒫♣ ⊃ 0. Começamos
com o lado esquerdo de Eq.(2.1.2), para uma partição 𝒫 Ąxa, temos

𝑔𝑡 (𝑋𝑡) ⊗ 𝑔0 (𝑋0) =
∑︁

[𝑠,𝑢]∈𝒫

𝑔𝑢 (𝑋𝑢) ⊗ 𝑔𝑠 (𝑋𝑠)

=
∑︁

[𝑠,𝑢]∈𝒫

𝑔𝑢 (𝑋𝑠) ⊗ 𝑔𝑠 (𝑋𝑠)

+
∑︁

[𝑠,𝑢]∈𝒫

𝑔𝑢 (𝑋𝑢) ⊗ 𝑔𝑢 (𝑋𝑠) .

Mostraremos que a primeira somatória converge a
√︃ 𝑡

0 ℎ𝑢 (𝑋𝑢) d𝑍𝑢 e a segunda converge a
√︃ 𝑡

0 D𝑥𝑔𝑢 (
𝑋𝑢) d𝑋𝑢, concluindo a igualdade em Eq.(2.1.2).

Pela Eq.(2.1.1) para 𝑥 = 𝑋𝑠, temos

𝑔𝑢 (𝑋𝑠) ⊗ 𝑔𝑠 (𝑋𝑠) =
∫︁ 𝑢

𝑠
ℎ𝑢 (𝑋𝑠) d𝑍𝑢 ⊗ ℎ𝑠 (𝑋𝑠) (𝑍𝑢 ⊗ 𝑍𝑠) + ℎ𝑠 (𝑋𝑠) (𝑍𝑢 ⊗ 𝑍𝑠)

notamos que pela desigualdade fundamental da Integral de Young, temos
∑︁

[𝑠,𝑢]∈𝒫

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃
∫︁ 𝑢

𝑠
ℎ𝑢 (𝑋𝑠) d𝑍𝑢 ⊗ ℎ𝑠 (𝑋𝑠) (𝑍𝑢 ⊗ 𝑍𝑠)

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃ ⊘
√︁

[𝑠,𝑢]∈𝒫 ‖ℎ
·
(𝑋𝑠)‖Ð ‖𝑍‖Ð ♣𝑢⊗ 𝑠♣2Ð

⊘
√︁

[𝑠,𝑢]∈𝒫 ‖ℎ‖Ð,∞ ‖𝑍‖Ð ♣𝑢⊗ 𝑠♣2Ð

como
√︁

[𝑠,𝑢]∈𝒫 ♣𝑢⊗ 𝑠♣2Ð =
√︁

[𝑠,𝑢]∈𝒫 𝑜 (♣𝑢⊗ 𝑠♣) ⊃ 0 quando ♣𝒫♣ ⊃ 0, resulta que

lim
𝒫⊃0

∑︁

[𝑠,𝑢]∈𝒫

𝑔𝑢 (𝑋𝑠) ⊗ 𝑔𝑠 (𝑋𝑠) = 0 + lim
𝒫⊃0

∑︁

[𝑠,𝑢]∈𝒫

ℎ𝑠 (𝑋𝑠) (𝑍𝑢 ⊗ 𝑍𝑠)

=
∫︁ 𝑡

0
ℎ𝑢 (𝑋𝑢) 𝑑𝑍𝑢
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pois 𝑢 ↦⊃ ℎ𝑢 (𝑋𝑢) é Ð-Hölder pelo Lema 2.1.1, a integral anterior existe e, por deĄnição, é a integral
de Young.

Agora, para a segunda integral, usando expansão de Taylor na função 𝑔𝑢 (𝑥) na variável 𝑥 em
torno do ponto 𝑥 = 𝑋𝑠 e calculando em 𝑥 = 𝑋𝑢, resulta que,

𝑔𝑢 (𝑋𝑢) = 𝑔𝑢 (𝑋𝑠) +𝐷𝑥𝑔𝑢 (𝑋𝑠) (𝑋𝑢 ⊗𝑋𝑠) +
1
2
𝐷2

𝑥𝑔𝑢 (𝑋𝑠,𝑢,á ) (𝑋𝑢 ⊗𝑋𝑠)
·2 , (2.1.3)

onde 𝑋𝑠,𝑢,á = 𝑋𝑠 + á (𝑋𝑢 ⊗𝑋𝑠) para algum á ∈ [0, 1]. Notemos que o último termo é da ordem
de 𝑜

⎞
♣𝑢⊗ 𝑠♣2Ð

⎡
= 𝑜 (♣𝑢⊗ 𝑠♣), então tende a zero quando toma-se o limite ♣𝒫♣ ⊃ 0. Agora, observe

que, escrevendo Ó𝑋𝑠𝑢 := 𝑋𝑢 ⊗𝑋𝑠,

𝐷𝑥𝑔𝑢(𝑋𝑠)Ó𝑋𝑠𝑢 = 𝐷𝑥𝑔𝑢(𝑋𝑠)Ó𝑋𝑠𝑢 ∘𝐷𝑥𝑔𝑠 (𝑋𝑠) Ó𝑋𝑠𝑢

= 𝐷𝑥𝑔𝑠 (𝑋𝑠) Ó𝑋𝑠𝑢 +𝐷𝑥 [𝑔𝑢 (𝑥) ⊗ 𝑔𝑠 (𝑥)]♣𝑥=𝑋s
Ó𝑋𝑠𝑢

= 𝐷𝑥𝑔𝑠 (𝑋𝑠) Ó𝑋𝑠𝑢 + 𝑜 (♣𝑢⊗ 𝑠♣) ,

pois
⧹︃⧹︃⧹︃ [𝐷𝑥𝑔𝑢 (𝑥) ⊗𝐷𝑥𝑔𝑠 (𝑥)]♣𝑥=𝑋s

Ó𝑋𝑠𝑢

⧹︃⧹︃⧹︃ ⊘ ‖𝐷𝑥𝑔‖Ð,∞ ‖𝑋‖Ð ♣𝑢⊗ 𝑠♣2Ð.
Voltando na Eq.2.1.3, e usando que alguns termos são de ordem 𝑜 (♣𝑢⊗ 𝑠♣), temos que

lim
𝒫⊃0

∑︁

[𝑠,𝑢]∈𝒫

𝑔𝑢 (𝑋𝑠) ⊗ 𝑔𝑠 (𝑋𝑠) = lim
𝒫⊃0

∑︁

[𝑠,𝑢]∈𝒫

𝐷𝑥𝑔𝑠 (𝑋𝑠) Ó𝑋𝑠𝑢 + 𝑜 (♣𝑢⊗ 𝑠♣)

= lim
𝒫⊃0

∑︁

[𝑠,𝑢]∈𝒫

𝐷𝑥𝑔𝑠 (𝑋𝑠) Ó𝑋𝑠𝑢 + 0

=
∫︁ 𝑡

0
𝐷𝑥𝑔𝑢 (𝑋𝑢) 𝑑𝑋𝑢,

pela deĄnição de Young, já que 𝑢 ⊃ 𝐷𝑥𝑔𝑢 (𝑋𝑢) e 𝑋 são Ð-Hölder. Concluimos assim a demons-
tração.

2.2 Caso 1
3 < Ð ⊘ 1

2

A fórmula apresentada nesta seção, Teorema 2.2.3 também é nossa contribuição a teoria. Es-
truturalmente é diferente da fórmula original apresentada em Teorema 1.2 de H. Kunita, [26].
Entretanto no caso particular em que (𝑍,Z) =

⎞
𝐵,B𝑆

⎡
, ver Proposição 1.1.16, nós recuperamos a

fórmula original de Kunita.
O próximo lema é original, embora seja comum na literatura a composição via ã (𝑡, 𝑥) = ã (𝑥),

onde ã não depende do tempo, ou é ŞmuitoŤ regular em 𝑡. Por exemplo, ver Lema 7.3 e Exercício
7.8 em [15].

Lema 2.2.1. Lema da Composição: Sejam 𝑍 = (𝑍,Z) ∈ 𝒟× um rough, e (𝑡, 𝑥) ∈ [0, 𝑇 ] ×𝑉 ↦⊃
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ã𝑡 (𝑥) uma aplicação tal que

∀𝑥 ∈ 𝑉, (ã
�
(𝑥) , ã′

�

(𝑥)) ∈ 𝒞Ð
𝑍

∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] , ã𝑡 (�) ∈ 𝐶2 (𝑉 )

∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] , ã𝑡 (�) ∈ 𝐶1 (𝑉 )

‖𝐷𝑥ã‖Ð,∞ := sup
𝑥∈𝑉

‖𝐷𝑥ã·
(𝑥)‖Ð < ∞

‖ã′‖Ð,∞ , ‖ã‖Ð,∞ ,
⧸︁⧸︁⧸︁𝑅ã

⧸︁⧸︁⧸︁
2Ð,∞

, ‖𝐷𝑥ã‖Ð,∞ < ∞.

DeĄnimos 𝑌𝑡 := ã𝑡 (𝑋𝑡) e 𝑌 ′
𝑡 := ã′

𝑡 (𝑋𝑡) +𝐷𝑥ã𝑡 (𝑋𝑡)𝑋 ′
𝑡. Então

(𝑌, 𝑌 ′) ∈ 𝒞Ð
𝑍

Demonstração. Primeiro mostraremos que 𝑌 ∈ 𝐶Ð. Direto do lema anterior, teremos que 𝑌 ∈ 𝐶Ð,
com

‖𝑌 ‖Ð ⊘ ‖𝐷𝑥ã‖∞,𝑋 ‖𝑋‖Ð + ‖ã‖Ð,∞ (2.2.1)

lembrando que ‖𝐷𝑥ã‖∞,𝑋 := sup𝑠,𝑡,á ♣𝐷𝑥ã𝑡 (𝑋𝑠,𝑡,á )♣𝑜𝑝.
Agora vamos mostrar que 𝑌 ′ ∈ 𝐶Ð,

♣𝑌 ′
𝑡 ⊗ 𝑌 ′

𝑠 ♣ = ♣ã′
𝑡 (𝑋𝑡) +𝐷𝑥ã𝑡 (𝑋𝑡)𝑋 ′

𝑡 ⊗ ã′
𝑠 (𝑋𝑠) ⊗𝐷𝑥ã𝑠 (𝑋𝑠)𝑋 ′

𝑠♣

⊘ ♣ã′
𝑡 (𝑋𝑡) ⊗ ã′

𝑠 (𝑋𝑠)♣ + ♣𝐷𝑥ã𝑡 (𝑋𝑡)𝑋 ′
𝑡 ⊗𝐷𝑥ã𝑠 (𝑋𝑠)𝑋 ′

𝑠 ∘𝐷𝑥ã𝑠 (𝑋𝑠)𝑋 ′
𝑡♣

⊘ ♣ã′
𝑡 (𝑋𝑡) ⊗ ã′

𝑠 (𝑋𝑠)♣

+ ♣𝐷𝑥ã𝑡 (𝑋𝑡) ⊗𝐷𝑥ã𝑠 (𝑋𝑠)♣𝑜𝑝 ‖𝑋 ′‖∞ + ‖𝐷𝑥ã·
(𝑋

·
)‖∞ ♣𝑋 ′

𝑡 ⊗𝑋 ′
𝑠♣

⊘ ¶‖ã′(𝑋)‖Ð + ‖𝐷𝑥ã(𝑋)‖Ð ‖𝑋 ′‖∞ + ‖𝐷𝑥ã·
(𝑋

·
)‖∞ ‖𝑋 ′‖Ð♢ ♣𝑡⊗ 𝑠♣Ð

na ultima desigualdade, usamos o lema anterior para as funções 𝑡 ↦⊃ ã𝑡(𝑋𝑡) e 𝑡 ↦⊃ 𝐷𝑥ã𝑡(𝑋𝑡).
Assim temos que 𝑌 ′ ∈ 𝐶Ð, com

‖𝑌 ′‖Ð ⊘
{︁
‖𝐷ã′‖∞,𝑋 ‖𝑋‖Ð + ‖ã‖Ð,∞

}︁

+
⎭⧸︁⧸︁⧸︁𝐷2

𝑥ã
⧸︁⧸︁⧸︁

∞,𝑋
‖𝑋‖Ð + ‖𝐷ã‖Ð,∞

}︂
‖𝑋 ′‖∞

+ ‖𝐷𝑥ã·
(𝑋

·
)‖∞ ‖𝑋 ′‖Ð . (2.2.2)

Resta mostrar que 𝑅𝑌 ∈ 𝒞2Ð, lembrando que 𝑅𝑌
𝑠𝑡 := (𝑌𝑡 ⊗ 𝑌𝑠) ⊗𝑌 ′

𝑠 (𝑍𝑡 ⊗ 𝑍𝑠). Abaixo usaremos
que (𝑋,𝑋 ′) , (ã≤ (𝑥) , ã′

≤ (𝑥)) ∈ 𝒞Ð
𝑍 , mais precisamente (usando a notação 𝑍𝑠𝑡 = 𝑍𝑡 ⊗𝑍𝑠) vamos usar

as expressões provindas das deĄnições 𝑋 ′
𝑠𝑍𝑠𝑡 = 𝑋𝑠𝑡 ⊗ 𝑅𝑋

𝑠𝑡 e que ã′
𝑠 (𝑥)𝑍𝑠𝑡 = ã𝑠𝑡 (𝑥) ⊗ 𝑅ã

𝑠𝑡 (𝑥) (em
particular para 𝑥 = 𝑋𝑠) na expressão de 𝑅𝑌 . Assim, podemos reescrê-lo como
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𝑅𝑌
𝑠𝑡 = 𝑌𝑠𝑡 ⊗ ¶ã′

𝑠 (𝑋𝑠) +𝐷𝑥ã𝑠 (𝑋𝑠)𝑋 ′
𝑠♢𝑍𝑠𝑡

= 𝑌𝑠𝑡 ⊗ ¶ã′
𝑠 (𝑋𝑠)𝑍𝑠𝑡♢ ⊗ ¶𝐷𝑥ã𝑠 (𝑋𝑠)𝑋 ′

𝑠𝑍𝑠𝑡♢

= 𝑌𝑠𝑡 ⊗
{︁
ã𝑡 (𝑋𝑠) ⊗ ã𝑠 (𝑋𝑠) ⊗𝑅ã

𝑠𝑡 (𝑋𝑠)
}︁

⊗
{︁
𝐷𝑥ã𝑠 (𝑋𝑠)

⎞
𝑋𝑠𝑡 ⊗𝑅𝑋

𝑠𝑡

⎡}︁

= 𝑌𝑠𝑡 ⊗ (ã𝑠𝑡) (𝑋𝑠) +𝑅ã
𝑠𝑡 (𝑋𝑠) ⊗𝐷𝑥ã𝑠 (𝑋𝑠)𝑋𝑠𝑡 +𝐷𝑥ã𝑠 (𝑋𝑠)𝑅𝑋

𝑠𝑡

= ã(𝑋)𝑠𝑡 ⊗ (ã𝑠𝑡) (𝑋𝑠) ⊗𝐷𝑥ã𝑠 (𝑋𝑠)𝑋𝑠𝑡 +𝑅ã
𝑠𝑡 (𝑋𝑠) +𝐷𝑥ã𝑠 (𝑋𝑠)𝑅𝑋

𝑠𝑡

= ¶ã𝑡(𝑋𝑡) ⊗ ã𝑡(𝑋𝑠) ⊗𝐷𝑥ã𝑠 (𝑋𝑠)𝑋𝑠𝑡♢ +𝑅ã
𝑠𝑡 (𝑋𝑠) +𝐷𝑥ã𝑠 (𝑋𝑠)𝑅𝑋

𝑠𝑡

=
⎭

(𝐷𝑥ã𝑡(𝑋𝑠) ⊗𝐷𝑥ã𝑠 (𝑋𝑠)) Ó𝑋𝑠𝑡 +
1
2
𝐷2

𝑥ã𝑡(𝑋á ) (𝑋𝑠𝑡 ·𝑋𝑠𝑡)
}︂

+𝑅ã
𝑠𝑡 (𝑋𝑠) +𝐷𝑥ã𝑠 (𝑋𝑠)𝑅𝑋

𝑠𝑡

tomando ♣≤♣ em ambos os lados, como por hipótese
⧸︁⧸︁⧸︁𝑅𝑋

⧸︁⧸︁⧸︁
2Ð
,
⧸︁⧸︁⧸︁𝑅ã

⧸︁⧸︁⧸︁
2Ð,∞

, ‖𝐷𝑥ã‖Ð,∞ < ∞ e ♣𝐷𝑥ã𝑠 (𝑋𝑠)♣

⊘ ‖𝐷𝑥ã‖∞,𝑋 , então segue que

⧸︁⧸︁⧸︁𝑅𝑌
⧸︁⧸︁⧸︁

2Ð
⊘ ‖𝐷𝑥ã‖Ð,∞ ‖𝑋‖Ð +

1
2

⧸︁⧸︁⧸︁𝐷2
𝑥ã
⧸︁⧸︁⧸︁

∞,𝑋
‖𝑋‖2

Ð

+
⧸︁⧸︁⧸︁𝑅ã

⧸︁⧸︁⧸︁
2Ð,∞

+ ‖𝐷𝑥ã‖∞,𝑋

⧸︁⧸︁⧸︁𝑅𝑋
⧸︁⧸︁⧸︁

2Ð

Observação 2.2.2. A fórmula abaixo generaliza a original de H. Kunita, Teorema 1.2 em [26].
Aqui, estruturalmente é diferente, isto é, aparece o termo extra

√︃ 𝑡
0 𝐷𝑥ℎ𝑟 (𝑋𝑟) 𝑑Z𝐴

𝑟 . Entretanto, no
caso particular em que o rough path de referência é

⎞
𝐵,B𝑆

⎡
, ver Proposição 1.1.16, temos que

√︃ 𝑡
0 𝐷𝑥ℎ𝑟 (𝑋𝑟) 𝑑Z𝐴

𝑟 = 0, recuperando exatamente a fórmula original.

Teorema 2.2.3 (Fórmula tipo Itô-Ventzell). Seja 𝑍 = (𝑍,Z) um Ð-rough path geométrico em
𝑉 e sejam (𝑋,𝑋 ′) , (ℎ (𝑥) , ℎ′ (𝑥)) ∈ 𝒞Ð

𝑍 , ∀𝑥, caminhos controlados por 𝑍. Lembrando que, 𝑋 e
ℎ veriĄcam, ∀𝑠, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], Ó𝑋𝑠𝑡 = 𝑋 ′

𝑠Ó𝑍𝑠𝑡 + 𝑅𝑋
𝑠𝑡 e ℎ𝑡 (𝑥) ⊗ ℎ𝑠 (𝑥) = ℎ′

𝑠 (𝑥) Ó𝑍𝑠𝑡 + 𝑅ℎ
𝑠𝑡 (𝑥) sendo

𝑅𝑋 , 𝑅ℎ (𝑥) 2Ð-Hölder (uniformemente em 𝑥).
Suponha que 𝑔𝑡 (𝑥) veriĄca

𝑔𝑡(𝑥) = 𝑔0(𝑥) +
∫︁ 𝑡

0
ℎ𝑢(𝑥)d𝑍𝑢 (2.2.3)

Suponha que os caminhos controlados (ℎ
�
(𝑥) , ℎ′

�

(𝑥)) e (𝐷𝑔
�
(𝑥) , 𝐷ℎ

�
(𝑥)) veriĄcam as mesmas

hipóteses que (ã
�
(𝑥) , ã′

�

(𝑥)). As quais, essencialmente, dizem que 𝑔𝑡 (�) ∈ 𝐶3, ℎ𝑡 (�) ∈ 𝐶2,
ℎ′

𝑡 (�) , 𝑅ℎ
𝑡 (�) ∈ 𝐶1 para todo 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], e normas Hölder são uniformemente limitadas em 𝑥.

Então vale
𝑔𝑡 (𝑋𝑡) = 𝑔0 (𝑋0) +

∫︁ 𝑡

0
ℎ𝑢 (𝑋𝑢) d𝑍𝑢 +

∫︁ 𝑡

0
D𝑥𝑔𝑢 (𝑋𝑢) d𝑋𝑢

⊗
1
2

∫︁ 𝑡

0
𝐷𝑥ℎ𝑟 (𝑋𝑟) 𝑑Z𝐴

𝑟

(2.2.4)
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Demonstração. Antes observaremos como serão as integrais roughs. Fixe uma família de partições
¶𝒫♢ do intervalo [0, 𝑡] tal que ♣𝒫♣ ⊃ 0. Assim,

∫︁ 𝑡

0
ℎ𝑢 (𝑋𝑢) d𝑍𝑢 = lim 𝒫⊃0

∑︁

[𝑠,𝑢]∈𝒫

𝜃𝑠,𝑢,

onde 𝜃𝑠,𝑢 := ℎ𝑠 (𝑋𝑠) Ó𝑍𝑠𝑢 + [ℎ′
𝑠 (𝑋𝑠) +𝐷𝑥ℎ𝑠 (𝑋𝑠)𝑋 ′

𝑠]Z𝑠𝑢. Também

∫︁ 𝑡

0
D𝑥𝑔𝑢 (𝑋𝑢) d𝑋𝑢 := lim 𝒫⊃0

∑︁

[𝑠,𝑢]∈𝒫

̃︀𝜃𝑠,𝑢

onde ̃︀𝜃𝑠,𝑢 = 𝐷𝑥𝑔𝑠 (𝑋𝑠) Ó𝑋𝑠𝑢 + [𝐷𝑥𝑔
′
𝑠 (𝑋𝑠) +𝐷2

𝑥𝑔𝑠 (𝑋𝑠)𝑋 ′
𝑠]𝑋

′
𝑠Z𝑠𝑢. Lembramos que essa é a integral

de Gubinelli
√︃
𝑌 𝑑𝑊 := lim

√︁
[𝑠,𝑢] 𝑌𝑠Ó𝑊𝑠𝑢 + 𝑌 ′

𝑠𝑊
′
𝑠Z𝑠𝑢, para (𝑌, 𝑌 ′) , (𝑊,𝑊 ′) ∈ 𝒞Ð

𝑍 , ver Teorema
(1.1.17).

Essas integrais estão bem deĄnidas, pois pelo ŞLema da ComposiçãoŤ, as aplicações 𝑢 ↦⊃
ℎ𝑢 (𝑋𝑢) e 𝑢 ↦⊃ 𝐷𝑥𝑔𝑢 (𝑋𝑢) estão em 𝒞Ð

𝑍 .
Começamos com o lado esquerdo de Eq.(2.2.4), para uma partição 𝒫 Ąxa, temos

𝑔𝑡 (𝑋𝑡) ⊗ 𝑔0 (𝑋0) =
∑︁

[𝑠,𝑢]∈𝒫

𝑔𝑢 (𝑋𝑢) ⊗ 𝑔𝑠 (𝑋𝑠)

=
∑︁

[𝑠,𝑢]∈𝒫

𝑔𝑢 (𝑋𝑢) ⊗ 𝑔𝑢 (𝑋𝑠) + 𝑔𝑢 (𝑋𝑠) ⊗ 𝑔𝑠 (𝑋𝑠) .

AĄrmamos que

𝑔𝑢 (𝑋𝑠) ⊗ 𝑔𝑠 (𝑋𝑠) = 𝜃𝑠,𝑢 ⊗𝐷𝑥ℎ𝑠 (𝑋𝑠)𝑋 ′
𝑠Z𝑠𝑢 + 𝑜 (♣𝑢⊗ 𝑠♣)

.
Segue da Eq.(2.2.3) que

𝑔𝑢 (𝑋𝑠) ⊗ 𝑔𝑠 (𝑋𝑠) =
∫︁ 𝑢

𝑠
ℎ𝑟 (𝑋𝑠) d𝑍𝑟

=
∫︁ 𝑢

𝑠
ℎ𝑟 (𝑋𝑠) d𝑍𝑟 ⊗ ℎ𝑠 (𝑋𝑠) (𝑍𝑢 ⊗ 𝑍𝑠) ⊗ D𝑥ℎ𝑠 (𝑋𝑠)𝑋 ′

𝑠Z𝑠𝑢

+ℎ𝑠 (𝑋𝑠) (𝑍𝑢 ⊗ 𝑍𝑠) + D𝑥ℎ𝑠 (𝑋𝑠)𝑋 ′
𝑠Z𝑠𝑢

= 𝑜 (♣𝑢⊗ 𝑠♣)

+ℎ (𝑋𝑠) (𝑍𝑢 ⊗ 𝑍𝑠) + D𝑥ℎ𝑠 (𝑋𝑠)𝑋 ′
𝑠Z𝑠𝑢

= 𝑜 (♣𝑢⊗ 𝑠♣) + 𝜃𝑠,𝑢 ⊗𝐷𝑥ℎ𝑠 (𝑋𝑠)𝑋 ′
𝑠Z𝑠𝑢

aqui usamos a desigualdade fundamental da integral de Gubinelli para
√︃ 𝑢

𝑠 ℎ𝑟 (𝑥) d𝑍𝑟 com 𝑥 = 𝑋𝑠.
Assim concluimos a aĄrmação.

Agora, aĄrmamos que

𝑔𝑢 (𝑋𝑢) ⊗ 𝑔𝑢 (𝑋𝑠) = ̃︀𝜃𝑠,𝑢 +𝐷𝑥ℎ𝑠 (𝑋𝑠)𝑋 ′
𝑠 [Ó𝑍𝑠𝑢 · Ó𝑍𝑠𝑢 ⊗ Z𝑠𝑢] + 𝑜 (♣𝑢⊗ 𝑠♣)
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usando Taylor na variável 𝑥 de 𝑔 podemos expandir o lado esquerdo como

𝑔𝑢 (𝑋𝑢) ⊗ 𝑔𝑢 (𝑋𝑠) = 𝐷𝑔𝑢(𝑋𝑠)Ó𝑋𝑠𝑢 +
1
2
𝐷2

𝑥𝑔𝑢(𝑋𝑠)Ó𝑋𝑠𝑢 · Ó𝑋𝑠𝑢 + 𝑜 (♣𝑢⊗ 𝑠♣) . (2.2.5)

Vamos usar a relação Ó𝑋 = 𝑋 ′Ó𝑍 + 𝑅𝑋 na expressão acima. No termo com a segunda derivada,
temos,

1
2
𝐷2

𝑥𝑔𝑢(𝑋𝑠)Ó𝑋𝑠𝑢 · Ó𝑋𝑠𝑢 = 𝐷2
𝑥𝑔𝑢 (𝑋𝑠)𝑋 ′

𝑠𝑋
′
𝑠

⎠
Ó𝑍𝑠𝑢 · Ó𝑍𝑠𝑢

2

⎜

+
1
2
𝐷2

𝑥𝑔𝑢 (𝑋𝑠)𝑋 ′
𝑠Ó𝑍𝑠𝑢 ·𝑅𝑋

𝑠𝑢 +
1
2
𝐷2

𝑥𝑔𝑢 (𝑋𝑠)𝑅𝑋
𝑠𝑢 ·𝑋 ′

𝑠Ó𝑍𝑠𝑢

= 𝐷2
𝑥𝑔𝑢 (𝑋𝑠)𝑋 ′

𝑠𝑋
′
𝑠

⎠
Ó𝑍𝑠𝑢 · Ó𝑍𝑠𝑢

2

⎜

+𝑜 (♣𝑢⊗ 𝑠♣)

= 𝐷2
𝑥𝑔𝑢 (𝑋𝑠)𝑋 ′

𝑠𝑋
′
𝑠 (Z𝑠𝑢) ∘𝐷2

𝑥𝑔𝑠 (𝑋𝑠)𝑋 ′
𝑠𝑋

′
𝑠Z𝑠𝑢

+𝑜 (♣𝑢⊗ 𝑠♣)

= 𝐷2
𝑥𝑔𝑠 (𝑋𝑠)𝑋 ′

𝑠𝑋
′
𝑠 (Z𝑠𝑢) +

+
{︁
𝐷2

𝑥𝑔𝑢 (𝑋𝑠)𝑋 ′
𝑠𝑋

′
𝑠 ⊗𝐷2

𝑥𝑔𝑠 (𝑋𝑠)𝑋 ′
𝑠𝑋

′
𝑠

}︁
Z𝑠𝑢 + 𝑜 (♣𝑢⊗ 𝑠♣)

= 𝐷2
𝑥𝑔𝑠 (𝑋𝑠)𝑋 ′

𝑠𝑋
′
𝑠 (Z𝑠𝑢) + 𝑜 (♣𝑢⊗ 𝑠♣)

usamos que o operador 𝐷2
𝑥𝑔𝑠 (𝑋𝑠)𝑋 ′

𝑠𝑋
′
𝑠 age na parte simétrica de 𝑉 · 𝑉 , que 𝒮𝒴ℳ (Z𝑠𝑢) =

Ó𝑍su·Ó𝑍su

2
∈ 𝑉 · 𝑉 (pois Z é gemoétrico) e que

⧸︁⧸︁⧸︁𝑅𝑋
⧸︁⧸︁⧸︁

2Ð
, ‖𝐷2

𝑥𝑔‖Ð,∞, ‖𝑋‖Ð, ‖Z‖2Ð, ‖𝐷2
𝑥𝑔‖∞,𝑋 ,

‖𝑋 ′‖∞ são Ąnitos.
Para o termo da primeira derivada em Eq.(2.2.5), temos

𝐷𝑥𝑔𝑢(𝑋𝑠)Ó𝑋𝑠𝑢 = 𝐷𝑥𝑔𝑢(𝑋𝑠)Ó𝑋𝑠𝑢 ∘𝐷𝑥𝑔𝑠 (𝑋𝑠) Ó𝑋𝑠𝑢

= 𝐷𝑥𝑔𝑠 (𝑋𝑠) Ó𝑋𝑠𝑢 +𝐷𝑥 [𝑔𝑢 (𝑥) ⊗ 𝑔𝑠 (𝑥)]♣𝑥=𝑋s
Ó𝑋𝑠𝑢

= 𝐷𝑥𝑔𝑠 (𝑋𝑠) Ó𝑋𝑠𝑢 +𝐷𝑥 [𝑔′
𝑠 (𝑥) Ó𝑍𝑠𝑢 +𝑅𝑔

𝑠𝑢 (𝑥)]♣𝑥=𝑋s
Ó𝑋𝑠𝑢

= 𝐷𝑥𝑔𝑠 (𝑋𝑠) Ó𝑋𝑠𝑢 +𝐷𝑥𝑔
′
𝑠 (𝑋𝑠) Ó𝑍𝑠𝑢 · Ó𝑋𝑠𝑢 +𝐷𝑥𝑅

𝑔
𝑠𝑢 (𝑋𝑠) Ó𝑋𝑠𝑢

= 𝐷𝑥𝑔𝑠 (𝑋𝑠) Ó𝑋𝑠𝑢 +𝐷𝑥𝑔
′
𝑠 (𝑋𝑠) Ó𝑍𝑠𝑢 ·

[︁
𝑋 ′

𝑠Ó𝑍𝑠𝑢 +𝑅𝑋
𝑠𝑢

]︁
+ 𝑜 (♣𝑢⊗ 𝑠♣)

= 𝐷𝑥𝑔𝑠 (𝑋𝑠) Ó𝑋𝑠𝑢 +𝐷𝑥𝑔
′
𝑠 (𝑋𝑠)𝑋 ′

𝑠Ó𝑍𝑠𝑢 · Ó𝑍𝑠𝑢 + 𝑜 (♣𝑢⊗ 𝑠♣)

= 𝐷𝑥𝑔𝑠 (𝑋𝑠) Ó𝑋𝑠𝑢 +𝐷𝑥ℎ𝑠 (𝑋𝑠)𝑋 ′
𝑠Ó𝑍𝑠𝑢 · Ó𝑍𝑠𝑢 + 𝑜 (♣𝑢⊗ 𝑠♣)

aqui usamos o fato de 𝑔𝑡 (𝑥) ser uma integral rough, implica que (𝑔. (𝑥) , 𝑔′
.
(𝑥)) = (𝑔. (𝑥) , ℎ. (𝑥)) ∈

𝒞Ð
𝑍 (uniformemente em 𝑥) e que as normas Hölder são Ąnitas para garantir o termo 𝑜 (♣𝑢⊗ 𝑠♣).

Finalizando, inserindo de volta as expressões de 𝐷𝑥𝑔 e 𝐷2
𝑥𝑔 na equação Eq.(2.2.5), resulta que

𝑔𝑢 (𝑋𝑢) ⊗ 𝑔𝑢 (𝑋𝑠) = 𝐷𝑥𝑔𝑠 (𝑋𝑠) Ó𝑋𝑠𝑢 +𝐷𝑥ℎ𝑠 (𝑋𝑠)𝑋 ′
𝑠Ó𝑍𝑠𝑢 · Ó𝑍𝑠𝑢 +

+𝐷2
𝑥𝑔𝑠 (𝑋𝑠)𝑋 ′

𝑠𝑋
′
𝑠 (Z𝑠𝑢) + 𝑜 (♣𝑢⊗ 𝑠♣)

= ̃︀𝜃𝑠,𝑢 +𝐷𝑥ℎ𝑠 (𝑋𝑠)𝑋 ′
𝑠Ó𝑍𝑠𝑢 · Ó𝑍𝑠𝑢 ⊗𝐷𝑥ℎ𝑠 (𝑋𝑠)𝑋 ′

𝑠Z𝑠𝑢 + 𝑜 (♣𝑢⊗ 𝑠♣)

= ̃︀𝜃𝑠,𝑢 +𝐷𝑥ℎ𝑠 (𝑋𝑠)𝑋 ′
𝑠 [Ó𝑍𝑠𝑢 · Ó𝑍𝑠𝑢 ⊗ Z𝑠𝑢] + 𝑜 (♣𝑢⊗ 𝑠♣) ,
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terminando a segunda aĄrmação.
Juntando as duas aĄrmações, concluimos que

𝑔𝑡 (𝑋𝑡) ⊗ 𝑔0 (𝑋0) =
∑︁

[𝑠,𝑢]∈𝒫

𝑔𝑢 (𝑋𝑡) ⊗ 𝑔𝑠 (𝑋𝑠)

=
∑︁

[𝑠,𝑢]∈𝒫

𝜃𝑠,𝑢 +
∑︁

[𝑠,𝑢]∈𝒫

̃︀𝜃𝑠,𝑢

+
∑︁

[𝑠,𝑢]∈𝒫

𝐷𝑥ℎ𝑠 (𝑋𝑠)𝑋 ′
𝑠 [Ó𝑍𝑠𝑢 · Ó𝑍𝑠𝑢 ⊗ 2Z𝑠𝑢]

+
∑︁

[𝑠,𝑢]∈𝒫

𝑜 (♣𝑠⊗ 𝑢♣) .

=
∑︁

[𝑠,𝑢]∈𝒫

𝜃𝑠,𝑢 +
∑︁

[𝑠,𝑢]∈𝒫

̃︀𝜃𝑠,𝑢

+
∑︁

[𝑠,𝑢]∈𝒫

⊗
1
2
𝐷𝑥ℎ𝑠 (𝑋𝑠)𝑋 ′

𝑠

⎟
⊗
Ó𝑍𝑠𝑢 · Ó𝑍𝑠𝑢

2
+ Z𝑠𝑢

]︃

+
∑︁

[𝑠,𝑢]∈𝒫

𝑜 (♣𝑠⊗ 𝑢♣) .

Agora tomaremos o limite fazendo ‖𝒫‖ ⊃ 0, assim

𝑔𝑡 (𝑋𝑡) ⊗ 𝑔0 (𝑋0) =
∫︁ 𝑡

0
ℎ𝑟 (𝑋𝑟) 𝑑𝑍𝑟 +

∫︁ 𝑡

0
𝐷𝑔𝑟 (𝑋𝑟) 𝑑𝑍𝑟

⊗
1
2

∫︁ 𝑡

0
𝐷𝑥ℎ𝑟 (𝑋𝑟) 𝑑Z𝐴

𝑟

+0

onde denotamos,
√︃ 𝑡

0 𝐷𝑥ℎ𝑟 (𝑋𝑟) 𝑑Z𝐴
𝑟 := lim‖𝒫‖⊃0

√︁
[𝑠,𝑢]∈𝒫 𝐷𝑥ℎ𝑠 (𝑋𝑠)𝑋 ′

𝑠

[︁
Z𝑠𝑢 ⊗ Ó𝑍su·Ó𝑍su

2

]︁
. Apesar

do limite existir, é apenas uma notação formal de integral (com respeito a parte anti-simétrica,
Z

𝐴
𝑠𝑢 := Z𝑠𝑢 ⊗ Ó𝑍su·Ó𝑍su

2
, do tensor Z𝑠𝑢 ∈ 𝑉 · 𝑉 ).

2.3 Comentários

Para fazer a fórmula de Itô-Kunita no caso geral, isto é, Ð ∈
⎞

1
𝑘+1

, 1
𝑘

⎡
para qualquer 𝑘 ∈ N,

primeiramente precisa-se da deĄnição de rough path e a integral nesse contexto, ver [16] para
geométricos e ver [24, 20] para não-geométricos. Não é díĄcil de entender como tal integral Ącaria,
pensando no exemplo fundamental, como calcular

∫︁ 𝑇

0
𝑓 (𝑍𝑠) 𝑑𝑍𝑠 : = ℐ (𝑓 (𝑍) Ó𝑍 +𝐷𝑓 (𝑍)Z)

= lim
♣𝒫♣⊃0

∑︁

𝑠i∈𝒫

𝑓 (𝑍𝑠i
) Ó𝑍𝑠i,𝑠i+1

+𝐷𝑓 (𝑍𝑠i
)Z𝑠i,𝑠i+1
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quando o incremento generalizado 𝜃 := 𝑓 (𝑍) Ó𝑍+𝐷𝑓 (𝑍)Z não é bom o suĄciente para aproximar
a integral? Procura-se um novo candidato, por exemplo

𝜃 =

∏︁
⨄︁
⋃︁
𝑓 (𝑍) Ó𝑍 +𝐷𝑓 (𝑍)Z +𝐷2𝑓 (𝑍)Z3 ; 𝑘 = 3
√︁𝑘

𝑖=0 𝐷
𝑖⊗1𝑓 (𝑍)Z𝑖 ; 𝑘 ∈ N

onde denotamos, 𝐷0𝑓 = 𝑓 Z
1 := Ó𝑍, Z2 := Z e postula-se a existencia do rough path (𝑍,Z,Z3, . . . ,

Z
𝑘
⎡

satisfazendo propriedades algébricas e analíticas que imitam integrais iteradas
√︃

≤ ≤ ≤
√︃
𝑑𝑍·≤ ≤ ≤·

𝑑𝑍.
O espaço dos integrandos (caminhos controlados por 𝑍) deve imitar as deridas de 𝑓 , isto é,

𝒞Ð
𝑍 =

{︁⎞
𝑋,𝑋 ′, 𝑋 ′′, . . . , 𝑋(𝑘)

⎡}︁
e as derivadas de Gubinelli satisfazem

Ó𝑋𝑠𝑡 =
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑋(𝑖)
𝑠 Z

𝑖
𝑠𝑡 +𝑅𝑋

𝑠𝑡 ,

por exemplo. a expressão acima deve ser pensada como o polinômio (de grau 𝑘) de Taylor, no caso
particular em que𝑋𝑡 := 𝑓 (𝑍𝑡), em torno do ponto 𝑥 = 𝑍𝑠.

Desse modo, pode-se mostrar que a integral

∫︁
𝑋𝑑𝑍 := ℐ

⎠
𝑘∑︁

𝑖=0

𝑋(𝑖⊗1)
Z

𝑖

⎜

está bem deĄnida e satisfaz as mesmas propriedades da Integral deĄnida no Teorema (1.1.14).
Até agora a teoria está escrita e sólida, ver [19, 23, 15, 16]. As próximas considerações, que

acreditamos ser factiveis, deveriam ser provadas para ser possível generalizar a Fórmula de Itô-
Ventzel:

• Para 𝑋,𝑊 ∈ 𝒞Ð
𝑍 para Ð ⊘ 1

3
, correta deĄnição para a integral

√︃
𝑋𝑑𝑊

Até onde conhecemos não existe na literatura. Por exemplo, para Ð > 1
4
, acreditamos que

√︃
𝑋𝑑𝑊 =

ℐ (𝑋Ó𝑊 +𝑋 ′𝑊 ′
Z + (𝑋 ′′𝑊 ′ + 2𝑋 ′𝑊 ′′)Z3) seja a deĄnição correta.

• Dado 𝑋 ∈ 𝒞Ð
𝑍 , provar que 𝑌𝑡 := ℎ𝑡 (𝑋𝑡) ∈ 𝒞Ð

𝑍 .

A diĄculdade aqui é de natureza combinatória. Por exemplo, para Ð > 1
3
, se 𝑌𝑡 := ℎ (𝑡,𝑋𝑡) e

(ℎ
�
, ℎ′

�

, ℎ′′
�

) ∈ 𝒞Ð
𝑍 , precisamos deĄnir 𝑌 ′ e 𝑌 ′′, por exemplo, os candidatos seriam

𝑌 ′
𝑡 := ℎ′

𝑡 (𝑋𝑡) +𝐷𝑥ℎ𝑡 (𝑋𝑡)𝑋 ′
𝑡

𝑌 ′′
𝑡 := ℎ′′

𝑡 (𝑡,𝑋𝑡) + 2𝐷𝑥ℎ
′
𝑡 (𝑋𝑡)𝑋 ′

𝑡 +𝐷2
𝑥ℎ𝑡 (𝑋𝑡)𝑋 ′

𝑡 ·𝑋 ′
𝑡 +𝐷𝑥ℎ𝑡 (𝑋𝑡)𝑋 ′′

𝑡

• Se 𝑔𝑡 (𝑥) = 𝑔0 (𝑥) +
√︃ 𝑡

0 ℎ𝑠 (𝑥) 𝑑𝑍𝑠, expandir em Taylor 𝑔𝑡 (𝑋𝑡) até kª-ordem,

a diĄculdade também é de natureza combinatória, pois juntar 𝑌 ′ e 𝑌 ′′ com a expansão em Taylor
de 𝑔 se torna uma bagunça sem a linguagem adequada. Por exemplo ver trablhos em rough paths
de ordem qualquer [24, 20].

Não é novidade dos rough paths a natureza combinatória, em trabalhos que propõe resolver
EDOŠs via série, [1, 2].
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Capítulo 3

Equações Diferenciais parciais

Esta seção é original e inspirada no trabalho de H. Kunita, [25], onde ele propõe resolver
equações estocásticas parciais de primeira ordem (ver o sistema (3.0.1)). Dado que a fórmula de
Ito-Ventzell que provamos no Teorema 2.1.2 é estruturalmente a mesma que H. Kunita tem, e dado
os teoremas de Ćuxos para equações ordinárias dirigidas por caminhos Hölder, não é de surpreender
que as tecnicas das Equações Caracteristicas propostas em [25] funciona exatamente aqui.

Existem trabalhos na direção de Equações Caracteristicas para sistemas dirigidos por rough
paths. Por exemplo P. Friz et al, nos trabalhos [17, 3, 18] usam o metodo das caracteristicas.
A diferença entre as abordagens consiste que P. Friz aproxima o ruído 𝑍 por caminhos regulares,
aplica o método das caracteriscas usual para equações regulares e depois toma o limite, encontrando
um objeto limite que ele postula ser a solução da equação original.

O conteúdo desta seção está escrito num pre-print entre o autor da tese e o orientador em [4].

Introdução - Equação linear geral de primeira ordem

De agora em diante a teoria dos rough paths não será mais empregada, Ącaremos apenas no
contexto da integral de Young.

Nesta seção trataremos de equações parciais de primeira ordem dirigidas por um caminho Ð-
Hölder 𝑍 : [0, 𝑇 ] ⊃ R

𝑑 com Ð ∈
⎞

1
2
, 1
]︁
. Mais precisamente focaremos no seguinte sistema de

equações ∏︁
⨄︁
⋃︁

𝑑𝑢𝑡 = 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑢𝑡,∇𝑢𝑡) 𝑑𝑍𝑡

𝑢0 = ã ∈ 𝐶1 (R𝑒)
(3.0.1)

onde 𝐹 : [0, 𝑇 ] × R
𝑒 × R × R

𝑒 ⊃ R
𝑑, ã : R𝑒 ⊃ R e 𝑢 : [0, 𝑇 ] × R

𝑑 ⊃ R.

DeĄnição 3.0.1 (Solução do Sistema Young). Dado ã ∈ 𝐶1 (R𝑒), um campo local 𝑢𝑡 (𝑥) ∈ R,
onde 𝑥 ∈ R

𝑑 e 𝑡 ∈ [0, 𝑇 (𝑥)] é denominado de solução do Sistema Young (3.0.1) com condição
inicial 𝑢0 = ã se 0 < 𝑇 (𝑥) ⊘ 𝑇 e

𝑢𝑡 (𝑥) = ã (𝑥) +
∫︁ 𝑡

0
⟨𝐹 (𝑠, 𝑥, 𝑢𝑠 (𝑥) ,∇𝑢𝑠 (𝑥)) , 𝑑𝑍𝑠⟩

para todo (𝑡, 𝑥) tal que 0 ⊘ 𝑡 < 𝑇 (𝑥). O símbolo ⟨�, �⟩ denota o produto interno em R
𝑒 e a integral

acima é entendida no sentido de Young.
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3.1 Equações Características

Agora introduziremos as Equações Características associadas ao Sistema de Youg (3.0.1).

DeĄnição 3.1.1 (Equações Características). Dadas 𝑍 ∈ 𝐶Ð
⎞
[0, 𝑇 ] ;R𝑑

⎡
e (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑝) ∈ [0, 𝑇 ] ×

R
𝑒 × R × R

𝑒 ↦⊃ 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑝) ∈ R
𝑑 tal que 𝐹 é Ñ-Hölder na variável 𝑡 e diferenciável nas variáveis

(𝑥, 𝑣, 𝑝). Suponha Ð+ Ñ > 1. As Equações Características são deĄnidas por
∏︁
⋁︁⋁︁⋁︁⋁︁⋁︁⨄︁
⋁︁⋁︁⋁︁⋁︁⋁︁⋃︁

𝑑𝑎𝑡 = ⊗𝐷𝑝𝐹 (𝑡, 𝑎𝑡, 𝑏𝑡, 𝑐𝑡) 𝑑𝑍𝑡

𝑑𝑏𝑡 = ¶𝐹 (𝑡, 𝑎𝑡, 𝑏𝑡, 𝑐𝑡) ⊗𝐷𝑝𝐹 (𝑡, 𝑎𝑡, 𝑏𝑡, 𝑐𝑡) � 𝑐𝑡♢ 𝑑𝑍𝑡

𝑑𝑐𝑡 = ¶𝐷𝑥𝐹 (𝑡, 𝑎𝑡, 𝑏𝑡, 𝑐𝑡) + 𝜕𝑢𝐹 (𝑡, 𝑎𝑡, 𝑏𝑡, 𝑐𝑡) 𝑐𝑡♢ 𝑑𝑍𝑡

(𝑎0, 𝑏0, 𝑐0) = (𝑥, 𝑢, 𝑝) ∈ R
𝑒 × R × R

𝑒

(3.1.1)

onde denotamos, 𝜕𝑢𝐹 := 𝜕𝐹
𝜕𝑢

, 𝐷𝑝𝐹 := (𝜕𝑝1
𝐹 ≤ ≤ ≤ 𝜕𝑝e

𝐹 )𝑒×𝑑 := (𝜕𝑝i
𝐹 𝑗)𝑒×𝑑 e analogamente para

𝐷𝑥𝐹 := (𝜕𝑥1
𝐹 ≤ ≤ ≤ 𝜕𝑥e

𝐹 )𝑒×𝑑.

Teorema 3.1.2. Seja 𝑢 uma solução local do Sistema de Young (3.0.1) tal que 𝑢 (𝑡, �) ∈ 𝐶3
⎞
R

𝑑
⎡

para todo 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] . Assuma que 𝑎 é solução da equação
∏︁
⨄︁
⋃︁
𝑑𝑎𝑡 = ⊗𝐷𝑝𝐹 (𝑡, 𝑎𝑡, 𝑏𝑡, 𝑐𝑡) 𝑑𝑍𝑡

𝑎0 = 𝑥 ∈ R
𝑒

(3.1.2)

onde denotamos 𝑏𝑡 = 𝑢𝑡 (𝑎𝑡) e 𝑐𝑡 = ∇𝑢𝑡 (𝑎𝑡). Então (𝑎𝑡, 𝑏𝑡, 𝑐𝑡) é solução do Sistema (3.1.1) com
condição inicial (𝑎0, 𝑏0, 𝑐0) = (𝑥, ã (𝑥) ,∇ã (𝑥)).

Demonstração. Pela fórmula de Itô-Ventzell, Teorema 2.1.2., podemos calcular a composição de 𝑎𝑡

com 𝑢𝑡 (𝑥), encontrando uma expressão para 𝑢𝑡 (𝑎𝑡) = 𝑏𝑡,

𝑢𝑡 (𝑎𝑡) = 𝑢0 (𝑎0) +
∫︁ 𝑡

0
⟨𝐹 (𝑠, 𝑎𝑠, 𝑢𝑠 (𝑎𝑠) ,∇𝑢𝑠 (𝑎𝑠)) , 𝑑𝑍𝑠⟩ +

∫︁ 𝑡

0
⟨∇𝑢𝑠 (𝑎𝑠) , 𝑑𝑎𝑠⟩ , (3.1.3)

agora usando a fórmula de mudança de variável, Proposição 1.1.10., podemos reescrever a ultima
integral como

∫︁ 𝑡

0
⟨∇𝑢𝑠 (𝑎𝑠) , 𝑑𝑎𝑠⟩ =

∫︁ 𝑡

0
⟨∇𝑢𝑠 (𝑎𝑠) ,⊗𝐷𝑝𝐹 (𝑠, 𝑎𝑠, 𝑏𝑠, 𝑐𝑠) 𝑑𝑍𝑠⟩

=
∫︁ 𝑡

0
⟨⊗𝐷𝑝𝐹 (𝑠, 𝑎𝑠, 𝑏𝑠, 𝑐𝑠) � 𝑐𝑠, 𝑑𝑍𝑠⟩ , (3.1.4)

aqui usamos Eq. (3.1.2), 𝑐𝑠 = ∇𝑢𝑠 (𝑎𝑠) e denotamos 𝐷𝑝𝐹 � 𝑐𝑠 =
√︁𝑒

𝑖=1 𝜕𝑝i
𝐹𝜕𝑥i

𝑢𝑠 (𝑎𝑠) ∈ R
𝑑. Combi-

nando Eq.(3.1.3), Eq.(3.1.4), 𝑏𝑡 = 𝑢𝑡 (𝑎𝑡) e 𝑢0 = ã temos

𝑏𝑡 = ã (𝑥) +
∫︁ 𝑡

0
⟨𝐹 (𝑠, 𝑎𝑠, 𝑏𝑠, 𝑐𝑠) ⊗𝐷𝑝𝐹 (𝑠, 𝑎𝑠, 𝑏𝑠, 𝑐𝑠) � 𝑐𝑠, 𝑑𝑍𝑠⟩

isto é, 𝑑𝑏𝑡 = ¶𝐹 (𝑡, 𝑎𝑡, 𝑏𝑡, 𝑐𝑡) ⊗𝐷𝑝𝐹 (𝑡, 𝑎𝑡, 𝑏𝑡, 𝑐𝑡) � 𝑐𝑡♢ 𝑑𝑍𝑡 e 𝑏0 = ã (𝑥).
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Agora nosso objetivo é calcular a equação diferencial para 𝑐𝑡 = ∇𝑢𝑡 (𝑎𝑡) . Abaixo omitiremos
os argumentos de 𝐹 (𝑠, 𝑥, 𝑢𝑠 (𝑥) ,∇𝑢𝑠 (𝑥)) = 𝐹 , notamos que

𝜕𝑥i
𝑢𝑡 (𝑥) = 𝜕𝑥i

ã (𝑥) +
𝜕

𝜕𝑥𝑖

∫︁ 𝑡

0
⟨𝐹, 𝑑𝑍𝑠⟩

= 𝜕𝑥i
ã (𝑥) +

∫︁ 𝑡

0
⟨𝜕𝑥i

𝐹 + 𝜕𝑢𝐹𝜕𝑥i
𝑢𝑠 (𝑥) +

+𝐷𝑝𝐹𝜕𝑥i
(∇𝑢𝑠 (𝑥)) , 𝑑𝑍𝑠⟩

isto é, 𝜕𝑥i
𝑢𝑡 (𝑥) pode ser expresso como uma integral de Young do tipo

√︃
ℎ𝑠 (𝑥) 𝑑𝑍𝑠. Desse modo,

podemos usar a fórmula de Itô-Ventzell (para integrais de Young), Teorema 2.1.2, aĄm de calcular
a composição 𝜕𝑥i

𝑢𝑡 (𝑎𝑡) =: 𝑐𝑖
𝑡

𝑐𝑖
𝑡 = 𝜕𝑥i

ã (𝑎0) +
∫︁ 𝑡

0
⟨ℎ𝑠 (𝑎𝑠) , 𝑑𝑍𝑠⟩ +

∫︁ 𝑡

0
⟨∇𝜕𝑥i

𝑢𝑠 (𝑎𝑠) , 𝑑𝑎𝑠⟩ (3.1.5)

usando a equação diferencial de 𝑑𝑎𝑡 e novamente a fórmula de mudança de variável podemos
reescrever a última integral como

∫︁ 𝑡

0
⟨∇𝜕𝑥i

𝑢𝑠 (𝑎𝑠) , 𝑑𝑎𝑠⟩ =
∫︁ 𝑡

0
⟨∇𝜕𝑥i

𝑢𝑠 (𝑎𝑠) ,⊗𝐷𝑝𝐹 (𝑠, 𝑎𝑠, 𝑏𝑠, 𝑐𝑠) 𝑑𝑍𝑠⟩

=
∫︁ 𝑡

0
⟨⊗𝐷𝑝𝐹 (𝑠, 𝑎𝑠, 𝑏𝑠, 𝑐𝑠) � ∇𝜕𝑥i

𝑢𝑠 (𝑎𝑠) , 𝑑𝑍𝑠⟩ . (3.1.6)

Combinando Eqs. (3.1.5) e (3.1.6),

𝑐𝑖
𝑡 = 𝜕𝑥i

ã (𝑎0) +
∫︁ 𝑡

0

⟨
𝜕𝑥i
𝐹 (𝑠, 𝑎𝑠, 𝑏𝑠, 𝑐𝑠) + 𝜕𝑢𝐹 (𝑠, 𝑎𝑠, 𝑏𝑠, 𝑐𝑠) 𝑐𝑖

𝑠, 𝑑𝑍𝑠

̃︁
,

pois (trivialmente) ℎ𝑠 (𝑎𝑠) ⊗𝐷𝑝𝐹 � ∇𝜕𝑥i
𝑢𝑠 (𝑎𝑠) = 𝜕𝑥i

𝐹 + 𝜕𝑢𝐹𝑐
𝑖
𝑠. Ou seja, mostramos que

𝑐𝑡 = ∇ã (𝑎0) +
∫︁ 𝑡

0
⟨𝐷𝑥𝐹 (𝑠, 𝑎𝑠, 𝑏𝑠, 𝑐𝑠) + 𝜕𝑢𝐹 (𝑠, 𝑎𝑠, 𝑏𝑠, 𝑐𝑠) 𝑐𝑠, 𝑑𝑍𝑠⟩ ,

em outras palavras, mostramos que 𝑑𝑐𝑡 = 𝐷𝑥𝐹 (𝑡, 𝑎𝑡, 𝑏𝑡, 𝑐𝑡) + 𝜕𝑢𝐹 (𝑡, 𝑎𝑡, 𝑏𝑡, 𝑐𝑡) 𝑑𝑍𝑡 com 𝑐0 = ∇ã (𝑥).

3.2 Existência e unicidade

Seguindo H. Kunita [25], denotaremos a solução do Sistema (3.1.1) com condição inicial (𝑥, 𝑢, 𝑝)
∈ R

𝑒 ×R×R
𝑒 no tempo 𝑡 = 0, por (𝑎𝑡 (𝑥, 𝑢, 𝑝) , 𝑏𝑡 (𝑥, 𝑢, 𝑝) , 𝑐𝑡 (𝑥, 𝑢, 𝑝)) para todo 𝑡 ∈ [0, 𝑇 (𝑥, 𝑢, 𝑝)).

Também denotaremos por �̄�𝑡 (𝑥) := 𝑎𝑡 (𝑥, ã (𝑥) ,∇ã (𝑥)), analogamente para �̄�𝑡 (𝑥), 𝑐𝑡 (𝑥) e 𝑇 (𝑥).
O seguinte lema diz que explicita as condições para que a aplicação 𝑥 ↦⊃ �̄�𝑡 (𝑥) seja um dife-

omorĄsmo em R
𝑒. Tal lema é de fundamental importância, pois a solução 𝑢𝑡 (𝑥) do Sistema de

Young será expressa através da inversa da aplicação 𝑥 ↦⊃ �̄�𝑡 (𝑥), mais precisamente provaremos
que 𝑢𝑡 (𝑥) = �̄�𝑡

⎞
�̄�⊗1

𝑡 (𝑥)
⎡

será solução de (3.0.1), ver Teorema 3.2.4.
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Lema 3.2.1. Suponha que 𝐹 = 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑝) é de classe 𝐶𝑘+1 nas variáveis (𝑥, 𝑢, 𝑝) e que ã ∈ 𝐶𝑘

para 𝑘 ⊙ 3. Logo existe único �̄�𝑡 = 𝑎𝑡 (𝑥, ã (𝑥) ,∇ã (𝑥)). DeĄnimos os seguintes tempo de paradas,

á (𝑥) := inf ¶𝑡 ∈ (0, 𝑇 ] : det𝐷�̄�𝑡 (𝑥) = 0♢ ∧ 𝑇 (𝑥)

à (𝑦) := inf ¶𝑡 > 0 : 𝑦 /∈ �̄�𝑡 (¶𝑥 : 𝑡 < á (𝑥)♢)♢

Em palavras, á (𝑥) é o tempo máximos em que 𝑡 ↦⊃ 𝐷�̄�𝑡 (𝑥) é um isomorĄsmo (é onde esperamos
que �̄�𝑡 (�) tenha inversa). Já à(𝑦) é tempo máximo onde os pontos 𝑦 ∈ R

𝑒 são alcançados pelo
Ćuxo �̄� = �̄�𝑡 (𝑥) (é o que esperamos que seja a imagem de �̄�𝑡 (�) enquanto �̄� seja invesível). Então

�̄�𝑡 : ¶𝑥 ∈ R
𝑒 : 𝑡 < á (𝑥)♢ ⊃ ¶𝑦 ∈ R

𝑒 : 𝑡 < à (𝑦)♢

é um difeomorĄsmo de classe 𝐶𝑘⊗2.
Então, para todo (𝑡, 𝑦) ∈ [0, 𝑇 ] × R

𝑒 tal que 𝑡 < à (𝑦), �̄�⊗1
𝑡 (𝑦) existe (e é único quando 𝑘 ⊙ 5)

e satisfaz ∏︁
⨄︁
⋃︁
𝑑�̄�⊗1

𝑡 (𝑦) = 𝐷�̄�𝑡

⎞
�̄�⊗1

𝑡 (𝑦)
⎡⊗1

𝐷𝑝𝐹
⎞
𝑡, 𝑦, �̄�𝑡 ◇ �̄�⊗1

𝑡 (𝑦) , 𝑐𝑡 ◇ �̄�⊗1
𝑡 (𝑦)

⎡
𝑑𝑍𝑡

�̄�⊗1
0 (𝑦) = 𝑦

Demonstração. Dado 𝑦 ∈ R
𝑒 , considere Ø𝑡 = Ø𝑡 (𝑦) a única solução da equação (no sentido de

Young) ∏︁
⨄︁
⋃︁
𝑑Ø𝑡 (𝑦) = 𝐷�̄�𝑡 (Ø𝑡 (𝑦))⊗1 𝐷𝑝𝐹

⎞
𝑡, �̄�𝑡 ◇ Ø𝑡 (𝑦) , �̄�𝑡 ◇ Ø𝑡 (𝑦) , 𝑐𝑡 ◇ Ø𝑡 (𝑦)

⎡
𝑑𝑍𝑡

Ø0 (𝑦) = 𝑦
,

com 𝑡 < à (𝑦). Denote por [0, à̂ (𝑦)) ⊖ [0, à (𝑦)) o intervalo maximal da solução. O intuito é
mostrar que �̄�𝑡 (Ø𝑡 (𝑦)) = 𝑦 em ¶𝑦 : 𝑡 < à̂ (𝑦)♢.

Observamos que Ø𝑡 (𝑦) ∈ ¶𝑥 : 𝑡 < á (𝑥)♢ sempre que 𝑡 < à̄ (𝑦), logo é possível calcular 𝐷�̄�𝑡 (Ø𝑡 (
𝑦 ))⊗1 pela deĄnição de á (𝑥). Para ver isso, note que se 𝑡 < à (𝑦) então ∀𝑠 ⊘ 𝑡,∃𝑥𝑠 ∈ R

𝑒 tal
que, 𝑦 = �̄�𝑠 (𝑥𝑠) e 𝑠 < á (𝑥𝑠) então numa vizinhança de Ø0 (𝑦) = 𝑦 podemos assumir que �̄�𝑠 (�) é
bijetora ∀𝑠 ⊘ 𝑡, desse modo Ø𝑡 (𝑦) estará nessa mesma vizinhança enquanto 𝑡 for pequeno, ou seja,
Ø𝑡 (𝑦) ∈ ¶𝑥 : 𝑡 < á (𝑥)♢ .

Lembrando �̄�𝑡 = �̄�𝑡 (𝑥) veriĄca
∏︁
⨄︁
⋃︁
𝑑�̄�𝑡 (𝑥) = ⊗𝐷𝑝𝐹

⎞
𝑡, �̄�𝑡 (𝑥) , �̄�𝑡 (𝑥) , 𝑐𝑡 (𝑥)

⎡
𝑑𝑍𝑡

�̄�0 (𝑥) = 𝑥 ∈ R
𝑒

queremos calcular a composta �̄�𝑡 (Ø𝑡 (𝑦)) via fórmula de Itô-Ventzell, Teorema 2.1.2, e a mudança
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de variável (1.1.12), para reescrevermos 𝑑Ø𝑠 (𝑦) em termos de 𝑑𝑍𝑠,

�̄�𝑡 (Ø𝑡 (𝑦)) = �̄�0 (Ø0 (𝑦)) +
∫︁ 𝑡

0
⊗𝐷𝑝𝐹

⎞
𝑠, �̄�𝑠 (Ø𝑠 (𝑦)) , �̄�𝑠 (Ø𝑠 (𝑦)) , 𝑐𝑠 (Ø𝑠 (𝑦))

⎡
𝑑𝑍𝑠 +

+
∫︁ 𝑡

0
𝐷�̄�𝑠 (Ø𝑠 (𝑦)) 𝑑Ø𝑠 (𝑦)

= 𝑦 ⊗
∫︁ 𝑡

0
𝐷𝑝𝐹

⎞
𝑠, �̄�𝑠 (Ø𝑠 (𝑦)) , �̄�𝑠 (Ø𝑠 (𝑦)) , 𝑐𝑠 (Ø𝑠 (𝑦))

⎡
𝑑𝑍𝑠

+
∫︁ 𝑡

0
𝐷�̄�𝑠 (Ø𝑠 (𝑦))𝐷�̄�𝑠 (Ø𝑠 (𝑦))⊗1 𝐷𝑝𝐹

⎞
𝑠, �̄�𝑠 ◇ Ø𝑠 (𝑦) , �̄�𝑠 ◇ Ø𝑠 (𝑦) , 𝑐𝑠 ◇ Ø𝑠 (𝑦)

⎡
𝑑𝑍𝑠

= 𝑦 ⊗
∫︁ 𝑡

0
𝐷𝑝𝐹

⎞
𝑠, �̄�𝑠 (Ø𝑠 (𝑦)) , �̄�𝑠 (Ø𝑠 (𝑦)) , 𝑐𝑠 (Ø𝑠 (𝑦))

⎡
𝑑𝑍𝑠 +

+
∫︁ 𝑡

0
𝐷𝑝𝐹

⎞
𝑠, �̄�𝑠 ◇ Ø𝑠 (𝑦) , �̄�𝑠 ◇ Ø𝑠 (𝑦) , 𝑐𝑠 ◇ Ø𝑠 (𝑦)

⎡
𝑑𝑍𝑠

= 𝑦,

para todo 𝑦 ∈ ¶𝑦 : 𝑡 < à̂ (𝑦)♢, como queríamos.
Agora Ąxamos 𝑡 < á̄ (𝑥) := inf ¶𝑡 > 0 : �̄�𝑡 (𝑥) /∈ ¶𝑦 : 𝑡 < à̂ (𝑦)♢♢ ∧ á (𝑥) e queremos mostrar

que Ø𝑡 (�̄�𝑡 (𝑥)) = 𝑥. Novamente, vamos calcular a composta Ø𝑡 (�̄�𝑡 (𝑥)) via fórmula de Itô-Ventzell,
Teorema 2.1.2, e a mudança de variável (1.1.12), para reescrevermos 𝑑�̄�𝑠 (𝑥) em termos de 𝑑𝑍𝑠,

Ø𝑡 (�̄�𝑡 (𝑥)) = Ø0 (�̄�0 (𝑥)) +
∫︁ 𝑡

0

{︁
𝐷�̄�𝑠 (Ø𝑠 ◇ �̄�𝑠 (𝑥))⊗1

𝐷𝑝𝐹
⎞
𝑠, �̄�𝑠 ◇ Ø𝑠 ◇ �̄�𝑠 (𝑥) , �̄�𝑠 ◇ Ø𝑠 ◇ �̄�𝑠 (𝑥) , 𝑐𝑠 ◇ Ø𝑠 ◇ �̄�𝑠 (𝑥)

⎡}︁
𝑑𝑍𝑠 +

+
∫︁ 𝑡

0
𝐷Ø𝑠 (�̄�𝑠 (𝑥)) 𝑑�̄�𝑠 (𝑥)

= 𝑥+
∫︁ 𝑡

0

{︁
𝐷�̄�𝑠 (Ø𝑠 ◇ �̄�𝑠 (𝑥))⊗1

𝐷𝑝𝐹
⎞
𝑠, �̄�𝑠 (𝑥) , �̄�𝑠 ◇ Ø𝑠 ◇ �̄�𝑠 (𝑥) , 𝑐𝑠 ◇ Ø𝑠 ◇ �̄�𝑠 (𝑥)

⎡}︁
𝑑𝑍𝑠 +

⊗
∫︁ 𝑡

0
𝐷Ø𝑠 (�̄�𝑠 (𝑥))𝐷𝑝𝐹

⎞
𝑠, �̄�𝑠 (𝑥) , �̄�𝑠 (𝑥) , 𝑐𝑠 (𝑥)

⎡
𝑑𝑍𝑠

usamos que �̄�𝑠 (Ø𝑠 (𝑦)) = 𝑦 na primeira integral. Para simpliĄcar a segunda integral acima vamos de-
rivar �̄�𝑠 (Ø𝑠 (𝑦)) = 𝑦 em 𝑦 e calcular em 𝑦 = �̄�𝑠 (𝑥), concluindo que, 𝐷Ø𝑠 (�̄�𝑠 (𝑥)) = 𝐷�̄�𝑠 (Ø𝑠 (�̄�𝑠 (𝑥)))⊗1.
Desse modo, podemos reescrever Ø𝑡 ◇ �̄�𝑡 (𝑥) como

Ø𝑡 ◇ �̄�𝑡 (𝑥) = 𝑥+
∫︁ 𝑡

0

{︁
𝐷�̄�𝑠 (Ø𝑠 (�̄�𝑠 (𝑥)))⊗1

[︁
𝐷𝑝𝐹

⎞
𝑠, �̄�𝑠 (𝑥) , �̄�𝑠 ◇ Ø𝑠 ◇ �̄�𝑠 (𝑥) , 𝑐𝑠 ◇ Ø𝑠 ◇ �̄�𝑠 (𝑥)

⎡

⊗𝐷𝑝𝐹
⎞
𝑠, �̄�𝑠 (𝑥) , �̄�𝑠 (𝑥) , 𝑐𝑠 (𝑥)

⎡]︁}︁
𝑑𝑍𝑠

e esta equação (do caminho 𝑡 ↦⊃ 𝑖𝑡 ◇ �̄�𝑡 (𝑥)) possui única solução Teorema 1.2.1, ou seja, esta deve
ser 𝑖𝑡 ◇ �̄�𝑡 (𝑥) = 𝑥 para 𝑡 < á̄ (𝑥) .
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Nesse momento temos praticamente mostrado que Ø𝑡 (�) e a inversa de �̄�𝑡 (�). Isto é, sabemos
que ∏︁

⨄︁
⋃︁
�̄�𝑡 ◇ Ø𝑡 (𝑦) = 𝑦, 𝑡 < à̄ (𝑦)

Ø𝑡 ◇ �̄�𝑡 (𝑥) = 𝑥, 𝑡 < á̄ (𝑥)
(3.2.1)

e para concluirmos o teorema resta mostra que á (𝑥) = á̄ (𝑥) e que à (𝑦) = à̄ (𝑦).
Vamos mostrar que á (𝑥) = á̄ (𝑥). Pela deĄnição temos á̄ (𝑥) ⊘ á (𝑥), assim resta mostrar

que lim𝑡⊃á̄(𝑥) det𝐷�̄�𝑡 (𝑥) = 0. Observando a equação diferencial 𝑑Ø𝑡 (𝑦) = 𝐷�̄�𝑡 (Ø𝑡 (𝑦))⊗1 𝐷𝑝𝐹 (𝑡,
�̄�𝑡 ◇ Ø𝑡 (𝑦) , �̄�𝑡 ◇ Ø𝑡 (𝑦) , 𝑐𝑡 ◇ Ø𝑡 (𝑦)

⎡
𝑑𝑍𝑡, podemos concluir que o tempo terminal à̄ (𝑦) acontece quando

𝐷�̄�𝑡 (Ø𝑡 (𝑦)) deixa de ser inversível, ou quando a curva 𝑡 ↦⊃ Ø𝑡 (𝑦) ŞescapaŤ do domínio do Ćuxo⎞
�̄�, �̄�, 𝑐

⎡
, em outras palavras quando o tempo 𝑡 ⊃ à̄ (𝑦), a condição inicial 𝑥 := lim𝑡⊃à̄(𝑦) Ø𝑡 (𝑦) não

permite calcular
⎞
�̄�𝑡 (𝑥) , �̄�𝑡 (𝑥) , 𝑐𝑡 (𝑥)

⎡
no tempo 𝑡 = à̄ (𝑦). Mais precisamente, quando 𝑡 ≻ à̄ (𝑦),

isto é 𝑡 ⊃ à̄ (𝑦) com 𝑡 < à̄ (𝑦), temos

lim
𝑡≻à̄(𝑦)

det𝐷�̄�𝑡 (Ø𝑡 (𝑦)) = 0 (3.2.2)

ou
lim

𝑡≻à̄(𝑦)
Ø𝑡 (𝑦) /∈

{︁
𝑥 : à̄ (𝑦) < 𝑇 (𝑥)

}︁
(3.2.3)

lembrando que 𝑇 (𝑥) = 𝑇 (𝑥, ã (𝑥) ,∇ã (𝑥)) é o tempo terminal do sistema de equações de (𝑎, 𝑏, 𝑐),
(3.1.1). Sem perda de generalidade podemos assumir á̄ (𝑥) < 𝑇 (𝑥), pois caso contrário 𝐷�̄�

�
(𝑥)

é sempre isomorĄsmo. Com essa obersavação em mãos, se 𝑡 < á̄ (𝑥) e á̄ (𝑥) < 𝑇 (𝑥), por (3.2.1),
temos 𝑥 = Ø𝑡 ◇ �̄�𝑡 (𝑥) e então

lim
𝑡⊃á̄(𝑥)

det𝐷�̄�𝑡 (𝑥) = lim
𝑡⊃á̄(𝑥)

det𝐷�̄�𝑡 (Ø𝑡 (�̄�𝑡 (𝑥)))

= lim
𝑡⊃à̄(𝑦)

det𝐷�̄�𝑡 (Ø𝑡 (𝑦))

= 0

segue pois 𝑡 ≻ á̄ (𝑥) se, e só se, 𝑎𝑡 (𝑥) está escapando de ¶𝑦 : 𝑡 < à̄ (𝑦)♢, domínio do Ćuxo de
Ø = Ø𝑡 (𝑦), e isto acontece se, e só se, acontece (3.2.2) (já que (3.2.3) não ocorre pois assumimos que
á̄ (𝑥) < 𝑇 (𝑥)). Concluimos que á (𝑥) = á̄ (𝑥). Ou seja, por (3.2.1), Ø𝑡 ◇ �̄�𝑡 (𝑥) = 𝑥 para todo (𝑡, 𝑥)
no domínio do Ćuxo �̄� e isto implica que �̄�𝑡 (�) é bijetora sobre sua imagem. Com isto concluímos
que �̄�⊗1

𝑡 (𝑦) = Ø𝑡 (𝑦) para todo 𝑦 ∈ �̄�𝑡 (¶𝑥 : 𝑡 < á (𝑥)♢).
Agora vamos mostrar que à̄ (𝑦) = à (𝑦). Notamos que ¶𝑦 : 𝑡 < à̄ (𝑦)♢ ≥ �̄�𝑡 (¶𝑥 : 𝑡 < á (𝑥)♢) pois

o primeiro conjunto é o domínio do Ćuxo de Ø e já sabemos que Ø𝑡 (�) = �̄�⊗1
𝑡 (�) restrito ao segundo

conjunto. Por simplicidade escreveremos¶𝑡 < à̄♢ ≥ �̄�𝑡 (¶𝑡 < á♢). Por outro lado, da deĄnição de
Ø𝑡 (𝑦), temos que Ø𝑡 (¶𝑡 < à̄♢) ⊆ ¶𝑡 < á♢, logo �̄�𝑡◇Ø𝑡 (¶𝑡 < à̄♢) ⊆ �̄�𝑡 (¶𝑡 < á♢). Desde que �̄�𝑡◇Ø𝑡 (𝑦) = 𝑦
em ¶𝑡 < à̄♢, ver (3.2.1), temos ¶𝑡 < à̄♢ ⊆ �̄�𝑡 (¶𝑡 < á♢). Portanto ¶𝑡 < à̄♢ = �̄�𝑡 (¶𝑡 < á♢) para todo
𝑡. Isto prova que à̄ (𝑦) = à (𝑦).

Observação 3.2.2. O próximo lema são fórmulas para as derivadas de �̄�𝑡 (�) e �̄�𝑡 ◇ �̄�⊗1
𝑡 (�), lem-

brando que �̄� (𝑥) e �̄� (𝑥) são soluções do Sistema das Características (3.1.1) com condição inicial
(𝑥, ã (𝑥) ,∇ã (𝑥)). As fórmulas estão coerentes quando �̄�𝑡 = 𝑢𝑡 (�̄�𝑡), isto é, no contexto do Teorema
3.1.2.
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Lema 3.2.3. Sejam 𝑎, 𝑏 e 𝑐 dados pelo Sistema das Características (3.1.1) com condição inicial
(𝑥, ã (𝑥) ,∇ã (𝑥)). Então

∇�̄�𝑡 (𝑥) = 𝑐𝑡 (𝑥)𝐷�̄�𝑡 (𝑥) (3.2.4)

∇
⎞
�̄�𝑡 ◇ �̄�⊗1

𝑡

⎡
= 𝑐𝑡 ◇ �̄�𝑡 (3.2.5)

lembrando que �̄�𝑡 (𝑥) = 𝑎𝑡 (𝑥, ã (𝑥) ,∇ã (𝑥)), �̄�𝑡 (𝑥) = 𝑏𝑡 (𝑥, ã (𝑥) ,∇ã (𝑥)) e 𝑐𝑡 (𝑥) = 𝑐𝑡 (𝑥, ã (𝑥) ,
∇ã (𝑥)). Observamos que 𝑐𝑡 (𝑦)𝐷�̄�𝑡 (𝑥) =

√︁𝑒
𝑗=1

⟨
𝑐𝑡 (𝑦) , 𝜕𝑥j

�̄�𝑡 (𝑥)
̃︁
𝑒𝑗 onde ¶𝑒𝑗♢ é base canônica do

R
𝑒.

Demonstração. DeĄna 𝑌𝑡 (𝑥) := ∇�̄�𝑡 (𝑥) ⊗ 𝑐𝑡 (�̄�𝑡 (𝑥))𝐷�̄�𝑡 (𝑥), vamos mostrar que 𝑌
�
(𝑥) é solução de

uma equação linear, pois como a condição inicial é 𝑌0 (𝑥) = ∇ã (𝑥)⊗𝑐0 (𝑥) 𝐼𝑒×𝑒 = ∇ã (𝑥)⊗∇ã (𝑥) =
0 resultará que 𝑌

�
(𝑥) = 0.

Vamos calcular ∇�̄�𝑡 (𝑥). Lembramos que �̄� satisfaz (omitindo a variável 𝑥)

�̄�𝑡 = ã+
∫︁ 𝑡

0

⟨
𝐹
⎞
𝑠, �̄�𝑠, �̄�𝑠, 𝑐𝑠

⎡
⊗𝐷𝑝𝐹

⎞
𝑠, �̄�𝑠, �̄�𝑠, 𝑐𝑠

⎡
� 𝑐𝑠, 𝑑𝑍𝑠

̃︁

então (agora também omitindo os argumentos de 𝐹 ) e𝜕𝑗 = 𝜕𝑥j

𝜕𝑗 �̄�𝑡 = 𝜕𝑗ã+
∫︁ 𝑡

0

⟨
𝐷𝑥𝐹𝜕𝑗 �̄�𝑠 + 𝜕𝑢𝐹𝜕𝑗 �̄�𝑠 +𝐷𝑝𝐹 � 𝜕𝑗𝑐𝑠+

⊗𝜕𝑗 (𝐷𝑝𝐹 ) � 𝑐𝑠 ⊗𝐷𝑝𝐹 � 𝜕𝑗𝑐𝑠, 𝑑𝑍𝑠⟩

= 𝜕𝑗ã+
∫︁ 𝑡

0

⟨
𝐷𝑥𝐹𝜕𝑗 �̄�𝑠 + 𝜕𝑢𝐹𝜕𝑗 �̄�𝑠 ⊗ 𝜕𝑗 (𝐷𝑝𝐹 ) � 𝑐𝑠, 𝑑𝑍𝑠

̃︁
(3.2.6)

Agora, vamos calcucular ⟨𝑐𝑡 (𝑥) , 𝜕𝑗 �̄�𝑡 (𝑥)⟩ via fórmula de integração por partes Proposição
1.1.11, omitindo a variável 𝑥,

⟨𝑐𝑡, 𝜕𝑗 �̄�𝑡⟩ = ⟨𝑐0, 𝜕𝑗 �̄�0⟩ +
∫︁ 𝑡

0
⟨𝑐𝑠, 𝑑 (𝜕𝑗 �̄�𝑠)⟩ +

∫︁ 𝑡

0
⟨𝜕𝑗 �̄�𝑠, 𝑑𝑐𝑠⟩ . (3.2.7)

Para calcularmos as integrais vamos usar a fórmula de mudança de variável para reescrevermos
𝑑 (𝜕𝑗 �̄�𝑠) e 𝑑𝑐𝑠 em termos de 𝑑𝑍𝑠. Sabemos que �̄� satisfaz 𝑑�̄�𝑡 = ⊗𝐷𝑝𝐹

⎞
𝑡, �̄�𝑡, �̄�𝑡, 𝑐𝑡

⎡
𝑑𝑍𝑡 então

derivando em relação a 𝜕𝑥j
(e trocando esta derivada com a integral) temos

𝜕𝑗 �̄�𝑡 = 𝑒𝑗 ⊗
∫︁ 𝑡

0
𝜕𝑗 (𝐷𝑝𝐹 ) 𝑑𝑍𝑠. (3.2.8)

Substituindo 𝑑𝑐𝑡 = ¶𝐷𝑥𝐹 ⊗ 𝑐𝑡𝜕𝑢𝐹♢ 𝑑𝑍𝑡 e (3.2.8) em 3.2.7, obtemos

⟨𝑐𝑡, 𝜕𝑗 �̄�𝑡⟩ = 𝜕𝑗ã

+
∫︁ 𝑡

0
⟨𝑐𝑠,⊗𝜕𝑗 (𝐷𝑝𝐹 ) 𝑑𝑍𝑠⟩

+
∫︁ 𝑡

0
⟨𝜕𝑗 �̄�𝑠, ¶𝐷𝑥𝐹 ⊗ 𝑐𝑠𝜕𝑢𝐹♢ 𝑑𝑍𝑠⟩ .

= 𝜕𝑗ã+
∫︁ 𝑡

0
⟨⊗𝜕𝑗 (𝐷𝑝𝐹 ) � 𝑐𝑠 +𝐷𝑥𝐹𝜕𝑗 �̄�𝑠+

+ ⟨𝜕𝑗 �̄�𝑠, 𝑐𝑠⟩ 𝜕𝑢𝐹, 𝑑𝑍𝑠⟩ (3.2.9)
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Agora, combinando (3.2.6) e (3.2.9) podemos calcular 𝑌𝑡,

⟨𝑌𝑡, 𝑒𝑗⟩ = 𝜕𝑗 �̄�𝑡 ⊗ ⟨𝑐𝑡, 𝜕𝑗 �̄�𝑡⟩

=
∫︁ 𝑡

0

⟨
𝜕𝑢𝐹𝜕𝑗 �̄�𝑠 ⊗ ⟨𝜕𝑗 �̄�𝑠, 𝑐𝑠⟩ 𝜕𝑢𝐹, 𝑑𝑍𝑠

̃︁

=
∫︁ 𝑡

0

⟨
𝜕𝑢𝐹

{︁
𝜕𝑗 �̄�𝑠 ⊗ ⟨𝜕𝑗 �̄�𝑠, 𝑐𝑠⟩

}︁
, 𝑑𝑍𝑠

̃︁

=
∫︁ 𝑡

0
⟨𝜕𝑢𝐹 ⟨𝑌𝑡, 𝑒𝑗⟩ , 𝑑𝑍𝑠⟩

ou seja, 𝑑𝑌𝑡 = 𝜕𝐹𝑢𝑌𝑡𝑑𝑍𝑡 como queríamos. Com isto provamos (3.2.4).
Resta mostrar que ∇

⎞
�̄�𝑡 ◇ �̄�⊗1

𝑡

⎡
= 𝑐𝑡 ◇ �̄�𝑡. Temos

∇
⎞
�̄�𝑡 ◇ �̄�⊗1

𝑡

⎡
(𝑦) = ∇�̄�𝑡

⎞
�̄�⊗1

𝑡 (𝑦)
⎡
𝐷�̄�⊗1

𝑡 (𝑦)

= ∇�̄�𝑡

⎞
�̄�⊗1

𝑡 (𝑦)
⎡
𝐷�̄�𝑡

⎞
�̄�⊗1

𝑡 (𝑦)
⎡⊗1

usando (3.2.4) com 𝑥 = �̄�⊗1
𝑡 (𝑦) na lado direito da igualdade acima resulta que

∇
⎞
�̄�𝑡 ◇ �̄�⊗1

𝑡

⎡
(𝑦) = 𝑐𝑡 (𝑥)𝐷�̄�𝑡 (𝑥)𝐷�̄�𝑡 (𝑥)⊗1

= 𝑐𝑡

⎞
�̄�⊗1

𝑡 (𝑦)
⎡
.

Teorema 3.2.4 (Existência). Suponha que 𝐹 = 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑝) é de classe 𝐶𝑘+1 nas variáveis (𝑥, 𝑢, 𝑝)
e que ã ∈ 𝐶𝑘 para 𝑘 ⊙ 3. Sejam 𝑍 ∈ 𝐶Ð

⎞
[0, 𝑇 ] ;R𝑑

⎡
com Ð > 1

2
, e (𝑎, 𝑏, 𝑐) solução do Sistema

(3.1.1) com condição inicial (𝑥, ã (𝑥) ,∇ã (𝑥)). Denote �̄�𝑡 (𝑥) = 𝑎𝑡 (𝑥, ã (𝑥) ,∇ã (𝑥)) , analogamente
para �̄� e 𝑐. DeĄna

à (𝑦) := inf ¶𝑡 > 0 : 𝑦 /∈ �̄�𝑡 (¶𝑥 : 𝑡 < á (𝑥)♢)♢ ,

como no Lema 3.2.1.
Então 𝑢𝑡 (𝑥) := �̄�𝑡

⎞
�̄�⊗1

𝑡 (𝑥)
⎡

é solução de
∏︁
⨄︁
⋃︁

𝑑𝑢𝑡 = 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑢𝑡,∇𝑢𝑡) 𝑑𝑍𝑡

𝑢0 (𝑥) = ã (𝑥) ∈ 𝐶3

onde 𝐹 : [0, 𝑇 ] × R
𝑒 × R × R

𝑒 ⊃ R
𝑑.

Demonstração. Pela fórmula de Itô-Ventzell, Teorema 2.1.2 (omitindo 𝐹
⎞
𝑠, 𝑥, �̄�𝑡 ◇ �̄�⊗1

𝑡 (𝑥) , 𝑐𝑡◇

◇�̄�⊗1
𝑡 (𝑥)

⎡
= 𝐹 )

𝑢𝑡 (𝑥) = �̄�𝑡

⎞
�̄�⊗1

𝑡 (𝑥)
⎡

= �̄�0

⎞
�̄�⊗1

0 (𝑥)
⎡

+
∫︁ 𝑡

0
⟨𝐹 ⊗𝐷𝑝𝐹 � 𝑐𝑠, 𝑑𝑍𝑠⟩ +

+
∫︁ 𝑡

0

⟨
∇�̄�𝑠

⎞
�̄�⊗1

𝑠 (𝑥)
⎡
, 𝑑�̄�⊗1

𝑠 (𝑥)
̃︁
. (3.2.10)
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Lembrando que
∇�̄�𝑡 (𝑦) = 𝑐𝑡 (𝑦)𝐷�̄�𝑡 (𝑦) ,

ver (3.2.4) no Lema 3.2.3, e que

𝑑�̄�⊗1
𝑡 (𝑥) = 𝐷�̄�𝑡

⎞
�̄�⊗1

𝑡 (𝑥)
⎡⊗1

𝐷𝑝𝐹
⎞
𝑡, 𝑥, �̄�𝑡 ◇ �̄�⊗1

𝑡 (𝑥) , 𝑐𝑡 ◇ �̄�⊗1
𝑡 (𝑥)

⎡
𝑑𝑍𝑡,

ver Lema 3.2.1, podemos reescrever a ultima integral como
∫︁ 𝑡

0

⟨
∇�̄�𝑠

⎞
�̄�⊗1

𝑠 (𝑥)
⎡
, 𝑑�̄�⊗1

𝑠 (𝑥)
̃︁

=
∫︁ 𝑡

0
𝐷𝑝𝐹

⎞
𝑠, 𝑥, �̄�𝑠 ◇ �̄�⊗1

𝑠 (𝑥) , 𝑐𝑠 ◇ �̄�⊗1
𝑠 (𝑥)

⎡
� 𝑐𝑡, 𝑑𝑍𝑡 (3.2.11)

Substituindo (3.2.11) em (3.2.10) temos

𝑢𝑡 (𝑥) = �̄�0

⎞
�̄�⊗1

0 (𝑥)
⎡

+
∫︁ 𝑡

0

⟨
𝐹
⎞
𝑠, 𝑥, �̄�𝑠 ◇ �̄�⊗1

𝑠 (𝑥) , 𝑐𝑠 ◇ �̄�⊗1
𝑠 (𝑥)

⎡
, 𝑑𝑍𝑠

̃︁

= ã (𝑥) +
∫︁ 𝑡

0
⟨𝐹 (𝑠, 𝑥, 𝑢𝑠 (𝑥) ,∇𝑢𝑠 (𝑥)) , 𝑑𝑍𝑠⟩ ,

pela deĄnição de 𝑢𝑠 (𝑥) = �̄�𝑠 ◇ �̄�⊗1
𝑠 (𝑥) e pois ∇𝑢𝑠 (𝑥) = ∇

⎞
�̄�𝑠 ◇ �̄�⊗1

𝑠

⎡
(𝑥) = 𝑐𝑠 ◇ �̄�⊗1

𝑠 (𝑥) (ver (3.2.5)
no Lema 3.2.3).

Teorema 3.2.5 (Unicidade). Suponha que 𝐹 = 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑝) é de classe 𝐶𝑘+1 nas variáveis (𝑥, 𝑢, 𝑝)
e que ã ∈ 𝐶𝑘 para 𝑘 ⊙ 4. Sejam 𝑍 ∈ 𝐶Ð

⎞
[0, 𝑇 ] ;R𝑑

⎡
com Ð > 1

2
, e (𝑎, 𝑏, 𝑐) solução do Sistema

(3.1.1) com condição inicial (𝑥, ã (𝑥) ,∇ã (𝑥)). Denote �̄�𝑡 (𝑥) = 𝑎𝑡 (𝑥, ã (𝑥) ,∇ã (𝑥)) , analogamente
para �̄� e 𝑐. Seja 𝑢𝑡 (𝑥), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 (𝑥)), solução local de

∏︁
⨄︁
⋃︁

𝑑𝑢𝑡 = 𝐹 (𝑡, 𝑥, 𝑢𝑡,∇𝑢𝑡) 𝑑𝑍𝑡

𝑢0 (𝑥) = ã (𝑥) ∈ 𝐶𝑘

Então 𝑢 pode ser representado como 𝑢𝑡 (𝑥) = �̄�𝑡 ◇ �̄�⊗1
𝑡 (𝑥) para 𝑡 ∈ [0, à (𝑥) ∧ 𝑇 (𝑥)). Ou seja, o

problema possui solução unica.

Demonstração. Como �̄�𝑡 (𝑥) e �̄�𝑡 (𝑥) são unicamente determinados por 𝐹 e por ã (𝑥), o teorema
anterior garante a unicidade.
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