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RESUMO 

O planejament.o da a.rnost.ragem de un-aa var-iável espacial é 

t.rat.ado nest.a dissertação utilizando a t.eoria geoest.at.i st.ica. 

Planos amos:t.r-ais par-a mapeamento de uma variável espa

cial com semivariograma não-decrescente e isot.róplco são defi

nidos em primeiro lugar. Eles levam à um acréscimo relat.ivamen

t.e pequeno na variãncia máxima do erro de predição.- se a melhor 

configuração para a amost.ra <malha triangular) for t.rocada pela 

malha quadrada, cuja alocação no campo é menos onerosa. Caso o 

semivariograma seja anisot.rópico geomét.:r-ico com modelo· linear,

demost.ra-se formalmente que para cont.rolar o risco é suficiente 

usar uma malha retangular- cuja razão ent.r-e os lados do ret.ãngu

lo seja a mesma que ent.re os compriment.os dos eixos da elipse 

de anisot.ropia. 

Planos amostrais para a estimação da média espaci.al de 

uma variável com semivariograma isot.r6pico do t.ipo linear que 

se distribui sobre uma subreg:ião quadrada, são sat.is:fatórios se 

prescrevem uma malha também quadrada, interna à subregião. 

Algoritmos para a determinação do tamanho da amost.ra e 

o espaçamento entre os pontos amost.rados são fornecidos em to

dos os casos est.udados. ESt.es planejamentos dependem de uma es

t.imação prévia do semivariograma, possivelment.e através de uma 

pré-amostragem. 

Aplicações numéricas em ciência do solo são utilizadas 

como ilust.:ração am t.oda a dissertação. 



ABSTRACT 

This dissert.ation deals wit.h sam.pllnc; or a spat.ial 

val"'ia.ble using the geost.at.ist.ical t.heory. 

Sample desir,;ns Cor mapping a Va.l'iable wit.h non 

decr-e.asing, isot.r-opic sernivariogram are f'irs:t. discussed. They 

cause a slight. increase in t.he maximum errar variance of 

predict.ion i i' t.he bes:t. s:ample conf'igurat.ion (which is a 

triangular- grid) is replaced by a squar-e grid. A fol'mal proof" 

of t.he opt.imalit.y of t.he rect.an~;ular ~;rid is t.hen t;iven in t.he 

case of' a linear semivar-iogr-am wit.h geomet.rical anis:ot.r-opy when 

t.he rat.io of' sides coincides wit.h t.he rat.io bet.ween t.he 

principal axes of t.he anisot.ropy ellipse. 

Sample designs ror t.he estimat.ion of" t.he spat.ial mean 

of' a variable Wít.h linear isot.ropic semivariogram, dist.ribut.ed 

in a square subregion, are f'ound adequat.e when based on an 

int.er-nal squar-e ~r-id. 

Algol"it.hms: for- t.hé det..er-minat.ion of'" sample siza and 

sp.acin~ bet.ween sample point.s ar-e ~iven. 

Numer-ical examples from soU science are used as 

illust.rat.ions. 
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Capf t.ulo i. INTRODUÇ:XO 

Em mui t.as áreas da ciência e da. t.ecnologia é nece-asâ:r-io 

conhecer a dist.ribuição dos valores de variáveis no espaço. Por 

exemplo, o interesse do estudo pode ser a dis-tribuição dos t.eo

:res de um minério em uma jazida, ou a dist.ribuição da quant.ida

de de chuva sobre uma região da Terra, ou a variabilidade espa

cial da velocidade de infiltração da água no solo, ou ainda a 

dist..ribuição da concent.ração de poluent.es gasosos, 11 quidos. ou 

sólidos em um meio ambient.e especificado. Em re~ra, o conheci

mento da distribuição de variáveis no espaço é obtido at.ravés 

de uma amostrac:;em espacial. Um dos problemas que se ap:resent.a 

ao pesquisador é a const.rução de um plano para realizar a 

amostragem de modo satisfatório. Num plano de amostragem 

espacial essencialment.~ dois element.os devent ser definidos: a 

configuração da amostra <ist..o é, a posição relat.iva dos 

pont.os amostrados ent.re si) e o espaçamento entre os pontos 

amostrados. A con:fi~uração e o espaçament-o definirão o t.amanho 

da amost.ra espacial. 

Est.a dissertação t.em o objet.ivo especifico de est.udar 

os problemas envolvidos no planejamento da amost.ra~em espacial 

para dois fins: a determinação dos valores de wna variável em 

cada ponto do uma região (o problema do mapeament-o) e a 
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det.erminação dos valores médios de uma variável em pequenas 

re~iôes (o problema de médias espaciais). 

No planejament.o da amost.:r.agem espacial para fins de 

mapeamento as seguint.es quest.ões est.ão envolvidas: 

(a) Definição de um plano amost.ral "aceit.ável'\ e das 

configurações que a amost.ra espacial possa t.er para 

que o plano seja aceit.ável. 

{b) Possibilidade de est.abelecer uma hierarquia, segun

do algum c:r-it.ério, ent.re as corúiguraçôes descrit.as 

em (a). 

(c) Cálculo do espaçament-o ent.re os pont.os amost.rados e 

o t.amanho da amost.ra, em função da qualidade dese

jada p.ar-a o plano. 

Quest.eses paralelas às acima podem ser reconhecidas no 

est.udo de planos amost.roais para est.irnação de médias espaciais. 

Todos est.es pont.os serão t.rat.ados nest.a dissertação 

usando uma t.eoria est.at.ist.ica relat.ivament.e recent.e chamada 

geoest.a.t.i st.ica.. Procurar--se-á est.udar aspect.os dessa t.eo:ria, 

propondo-se mét.odos para a solução de alguns problemas de 

amost.ragem encont.rados na prá t.ica.. 

O capi t.ulo 2, apresent.a element.os de um caso particular 

da geoest.at.i st.ica, suas pressuposições e alguns conceit.os, como 

os de semivariosrama e F..riça&em. Est.es são os inst.rument.os t.e6-

ricos básicos para a solução dos problemas de planejament.o da 

amost.ra espacial t.rat.ados nos capi t.ulos 3 e 4. O capi t.ulo 2, 

t.amhêm apresent.a subsidias p~a uma melhor compreensão dos 
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exemplos numéricos encont.:r-ados nos capi t.ulos post.eriores. 

O capl t.ulo 3 discut.e as quest.13es (a), (b) e (c) envol

vidas na const.rução de um plano para mapeament.o. Mesmo sendo 

est.as questões em part.e respondidas pela lit.erat.ura, aqui 

apr·esent.am-se arg'ument.ações e demonst.rações novas, levando à 

fórmulas e algol'i t.mos aplicáveis na prát.ica do planejamento. 

Nest.e contexto é apresent.ada a demonst.ração de que a 

razão ent.re os compriment.o:s: dos lados dos ret.ângulos que compõe 

uma malha retangular deve ser igual a razão que há ent.re os 

compriment.os dos eixos da elipse de anisot.ropia) quando o 

semivariograma é linear. 

Tant.o p.ar-a o caso isot.:r-ópico quant.o para o caso aniso

t.r6pico, algori t.mos com exemplos numér-icos de aplicação em 

ciência do solo serão fornecidos. <Esta aplicação numérica foi 

executada usando o módulo IML do SAS <vel'são par-a PC), instala

do no Laboratório de Estatistica do Instit.ut.o de Mat.emát.ica, 

Est.at.i stica e Ciência da Computação da Universidade Est.adual de 

Campinas.) Est.as ins-t.ruçôes ordenadas poder-ão ser úteis ao 

pesquisador interessado em usar- o computador- como :ferramenta no 

planejamento da amostragem espacial. Ainda neste capi t.ulo uma 

seção é dedicada à discussão da pr-é-amostr-agem, necessár-ia à 

estimação do semi variograma, que deve preceder às soluçeles dos 

problemas de planejamento amostral. 

O capi t.ulo 4 discut.e as quest.ôes {a), {b) e (c) apre

sentadas ant.eriorment.e, visando a estimação de uma média aspa-

cial. Uma sequência de inst.l'uçeles que pel'mit.e o cálculo 
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variância de krigagem de bloco em função do tamanho da amost.ra 

é const.rui da. Nela é baseada um al~:;ori t.mo comput.acional para a 

det.erminação do t.amanho da amost.r-a e do espaçament.o ent.re 

pontos amost.rados. Um exemplo numérico utilizando variáveis e 

valores t.i picos da ciência do solo ilus-tra uma possi vel aplica-

ção p:rát.ica do mét.odo. Os cálculos numéricos foram e:fet.u.ados 

usando o sof't.ware LOTUS 1-2-3 <núcrocomput.ador PC) no Laborató

rio de Comput.ação do Depart.ament.o de Ciências Exat.as da Escola 

Superior de Agricultura de Lavras. 

O capi t.ulo 6 examina os possi veis obst.áculos ao uso dos 

planos propost.os nest.a dissertação~ analisando mais det.idament.e 

o compromisso que deve exist.ir ent.:r-e o r-isco do plano e . seu 

cust.o. 

O apêndice contêm algumas demonstrações usadas na fnn

dament..açl'ío de :r-esult..ados apr-esent.ados nos capi t..ulos: 9 e 4. Uma 

list.a de notações <apresent.ada no inicio) e as referências 

biblio~ráficas 

dissert.ação. 

ut.ilizadas nest.e t.rabalho complet-am est.a 



Capít.ulo 2. GEOESTATlSTICA 

Desde à mui t.o t.ernpo, cient.ist.as 

conheciment.o est.ão est.udando processos de variação espacial 

e/ou t.emporal <Cressie, 1990), por exemplo: 

<D A dist.ríbuição espacial do t.eor de est.anho, 

exp:resso em lb/t.on, em uma jazida (Cla.:rk, 1979). 

<iD A distribuição espacial da quantidade de chuva, 

em mm, que cai em uma cert.a :re~ião, num det.ermi-

nado per iodo de t.empo <Swit.zer, 1979; Cabarines, 

1979). 

(iiD O est.udo da dist.ribuição espaço-t.emporal da po-

luição at.mos:férica, por exemplo chuva ácida, em 

uma det.erminada região geog:rá:fica <Croessie,1989). 

(iv) A variabilidade espacial da t.ax:a de in:filt.ração 

da água· no solo, medida no campo <Vieira, Nielsen 

e Biggar-, 1991>. 

Nest.es est.udos, principalment.e dois elementos podem ser 

discernidos: 

(i) A necessidade de considerar explicit.amente ab 

initio as relações de dependência ent.re os valores 

de uma variável em pont.os vizinhos. 
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(ii) A construção de predit.ores (ou est.imadores) ut.ili-

zando a dependência acima e a informação fornecida 

pol"' dados amost.r-ais. 

Dent.re os muit.os aut.ores que cont.ribuiram para est.e 

est.udo, at..ribui-se à <3. Mat.heron no inicio da década de 60 na 

França a apresentação/formalização da t.eoria que se passou a 

chaJnar Geoestat(stica (Cressie, 1990). Est.a t.eori.a incorpora os 

element.os <D e (ii) acima. Mat.heron est.ava inicialmente volt.a

do para a solução de problemas de variação espacial na minera

ção, mas hoje a t.eoria é aplicada em vários out.ros campos da 

ciência, como por- exemplo às dist.ribuiçê$es das variáveis espa

ciais e t.empor-ais mencionadas acima. Porém, nest.a disser-t.~ção, 

serão consideradas soment.e variáveis espaciais. t.ambém 

convenient.e salient.ar que a geoest.at.i t.ica não é hoje (como seu 

nome poderia sugerir) o conjunt.o de t.odas as t.écnicas est.at.is

t.icas aplicáveis em ciência da t.erra nem t.ampouco rest.ringe sua 

aplicação soment.e à ciência ~eol6gica. 

O objet.ivo dest.e capi t.ulo é fornecer ao leit.or os sub

si dias necessários para a compreensão dos capi t.ulos 3 e 4, 

assim como também informações t.écnicas e hist.óricas sobre a 

junção da geoest.at.i st.ica com a ciência do solo, pois os exem

plos numéricos de aplicações dos capi t.ulos 3 e 4 pert.encem a 

essa área. A seção 2.1, t.rat.a da t.eo:ria geoest.at.i st.ica e a 

seção 2.2, relaciona a geoest.at.i st.ica com a ciência do solo. 
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2.1. Teoria 

Est.a seção a.pr>esent.a. a pe:l't.e da t.eor-ia que é f'undamen

t.al para a solução de alguns problemas em planejamento da amos

t.ragem espacial, assunt.o a ser t.r-at.ado nos capi t.ulos S e 4. Uma 

apresent.ação mais complet.a pode ser encont.rada nos t.ext.os de 

Journel e Huijbre~t.s <1978) ou lsaaks e Srivast.ava (1989). 

Em 2.1.1" o modelo geoest.at.i st.ico é apresent.ado e em 

2.1.2, cert.os tipos de inferências são examinados com algum 

det.alhe. 

2.1.1. Modelo 

Um processo estocdstico CreaD é uma coleção < ZCx):x e 

R c }!?. P } de variáveis aleat.ór-ias reais, definidas sobre um 

mesmo espaço de pr-obabilidade, indexadas em um subconjunt.o R 

do espaço vet.or-ial p-dimensional }R P, Est.e ólt.imo é chamado es

paço de índices do processo est.ocást.ico. Nest.a dissert..ação, o 

subconjunto R será denominado re;giêío e prescindir-se-á de ou

t.r-as: consider-ações sobr-e sua seomet.r-ia. Em par-t.icula.r- ~ unt pr-o

cesso est.ocást.ico é dit.o ser de .o,:~ ordem se a esper-ança mat..emá

t.ica E[Z(x)1
2 é f'init.a, V x e R (veja p. ex.~ Cramér e 

Leadbet.t.er, 1967). O espaço de indices lR P é definido de t.al 

maneira que seja possi vel represent.ar variações aleat.órias em 

espaços de qualquer dimensão, p. ex., p = 1 para variaçeíes no 

t.empo (como as est.udadas nas séries de t..empo), p = 2 para 

var-iações em superfi cies, p 3 para variações no espaço 
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t.ridimensional e p • 4 para variação no es:paço-t..empo. 

A g:eoest.at.ist.ica baseia-se no supost.o de que a dist.ri-

buição espacial {e/ou t.emporaD de uma variável z em uma região 

R é uma realização { z{x):x -a R c lR p } do processo est.ocást.ico 

{ Z(x):x e R c IR P }. Est.a realização será também chamada nest.a 

dissert.ação de populaçêf.o de valores da var-iável z associada à 

região R. Ne:s:t.a d.issert..ação, dot.ar-se-á o processo est.ocást.ico 

básico com al~umas caract.erist.icas1 explicit.adas abaixo. 

Seja uma população { z(x):x e R c IR 2 
}, realização do 

processo est.ocást.ico de z2 ordem < Z<x>:x 2 
que e R c 1R >, 

sat.is:faz o seguint.e supost.o de est.acionaridade 7 chamada t.radi-

cionalment.e de hipótese intr (n.seca <Journel, 1978; C:r-essie., 

1988, 1989): 

{i) E[Z(x)J = 1.J , V x e R, onde 
z 

é uma const.ant.e 

real desconhecida 

<iD Var[Z(x) - Z<y)J a g[z(x) - Z(y)J2 
11:11 

2.r <x-y), V x,y e R, 
z 

real não-negat.iva. 

onde r (,) é uma função 
z 

A ÍW"lÇão 2.r <.) z 
é chamada variograma e r (,) é chamada .semi

z 

variogr-ama. o valox- r <h) z 
é chamado semivarid.ncia ent.:re dois 

pont.os separados pelo vet.or h. Se a função semivariograma r (.) z 

s6 depende da dist.ância ent.re os pont.os x e y (ist.o é, se r <xz 

y) só depende da norma I x - yl ), o semivariograma é dit.o ser 

i.sotrópico. Se y (.) z 
depende não só da dist..ància, mas t.ambém 

da direção da ret.a que passa pelos pont.os x e Y~ o semivario-

grama é dit.o ser anisotrópico. 
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As seE;Uint.es propriedades para_ a função r <.> decorrem 
z 

de sua própria definição: (i)-y(0)-0 

" m m 

v x, y E R, {iii) E E a.a.r <x.-x.) 
i=J. 

. I J Z 1 J p: 1 
m 

v a •' ... , a E g;, tal que E a. = o, 
m 

i= .i 

1988). 

(ii) 

:5 o, 

y <x-y> z 

v " •' ... , 

Vm E )N <veja 

" m 
E R, 

Cressie, 

O sent.ido f'isico do semi va:r-iograma r <.> 
" 

pode ser 

percebido quando se analisa sua definição: ele mede a variabi-

lidada das diferenças ent.re as: re.alizaç<:;es da. variável alea-

t.ória de int.er-esse, de t.al maneira que quant.o menor a semiva-

riância, menor a variação dessas diferenças. A compreensão 

dest.e f'at.o pode ser- melhorada quando se considera um . conjunt.o 

de processos est.ocást.icos que satis:fazem a hipót.ese int.ri nseca: 

o conjunt.o dos processos e.staciondr-ios de ~~ ordem ou estacio-

nários com respeito à covariélncia (covariance stationary. em 

ing-lês). Estes são processos de ordem que satisfazem (a) 

E [Z(x)] = J-l ,V x e R 
z 

<h> Cov[Z(x)~ Z<y>J = 

V x,y e R, onde :H. (.) é denominada função de covariância. 

" 

u <x-y), 

" 

Nesse caso,pode-se mOstrar que y <x-y) = u (0)-u (x-y). 
" z z 

Essa relação permite ver que, enquanto 

tos ficam mais corre !acionados>, a 

decresce. 

u <x-y> cresce z 

semivar-iância 

(os pon-

y (x-y> 

" 

Alr;uns modelos par-a a função y {.) t.em sido 

" 
propostos, 

todos eles satisfazendo as exigências <D, <iD e <iiD acima 

(veja Journel e Huijbregt.s, 1978). Especialment-e um deste é in-

t.eressant.e nesta dissertação, devido a sua simplicidade: o 

modelo linear, representado por y(h) • a h um 
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número real que depende da direção do vetor h. Est.a função pode 

modelar o semivario~rama de processos que s.at.is:fazem a hip6t.ese 

int.:r1 nseca mas que não São est.acionál'ios com :respeito à cova-

riância. Um modelo para est..e último poderia ser o denominado 

esfér-ico. Al~uns :fenômenos exigem uma descontinuidade na origem 

do semívariograma, chamada efeito pepita, que expressa limit.a-

ção na est.imação do semivariograma em pequenos espaçament.os. 

Sua ocorrência pode est.ar associada ao aument.o acent.uado na 

dependência espacial ent.re pares de pont.os próximos, como quan-

do há gr-ãos ou palhetas de met.al nativo, em mineração, par-t.icu-

larment.e de ouro {"pepitas") (Cressie, 1988). De :fato, o semi-

variog:rama pede ser modelado complet.ament.e pelo e:feit.o pepit.a, 

isto é, y(h) = :y 
0 

par-a h ~ O, r 
0 

~ O. Ist...o é um caso ext.r-emo e 

est.ar-ia associado à um processo onde t.oda a var-iação seria 

alea.t.ér-ia., ist.o é, hã uma cor-r-elação zer-o ent.r-e os pont.os da 

região. O mais comum é o efeit.o pepit.a est.ar combinado aos mo-

de los usuais, por exemplo, com o linear-: y z (h) = r 
0 

+ a h Ih I. 

Nest.a dissert.ação, além das propriedades nat.urais, mais 

uma propriedade ser-á exigida para a fl.Ulção r (.): ela deve ser z 

não-decrescente. A razão para ist.o pode ser percebida quando 

consideramos um processo estacionário com r-espeit...o à sua 

covariância: ~ {h) = x (0) - r (h). A medida que I hl cresce (os 
z z z 

pont.os ficam nt{:tis dist.ant.es), a covariância (e a correlação) 

diminuem. Assim, pont...os mais dist.ant.es fornecem menos informa-

ção sobre o valor de em um det.ernúnado pont.o em est..udo. 

Ist.o cr-ia uma associação dir-et.a ent.re dist.ância e incert.eza, 
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íac:ilit.ando a correspondência ent.re re:s:ult.ado:s: geomét.ricos a 

est:.at.i st.icos. 

Suponha que para x e R é considerada a subret!Jitlo R(x) 

de forma e dimensão :fixas,cont.endo o pont.o x (veja quadro 2.1). 

Assuma ainda que a subre~ião R<x) c R e que a função u (. , .) 
z 

sejam t.ais que a int.egral 

J' f n (s, t.)ds dt. 
RC)f) RCJC) Z 

é finit.a, e que R<x> não impossibilit.e a ex:ist.ência da variável 

aleat.6ria 

S<x> .. I Rôül -t. J' Z<t.>dt. 
R <te> 

definida como a média espacial da variável z na subregião R<x>. 

(Aqui I R<x>l é o volume de R{x).} Uma realização s(x) de S{x) é 

a média ai'it.mét.ica da subpopulaçêlo {'z(t.):t. e R<x) c R>. Nessas 

condições, pode ser demonst.rado <David, 1978) que o processo 

< Súc):R<x> c R c ]R 
2 Q 

) é de 2- ordem e que sat.isfaz a hip6t.ese 

int.ri nseca, ist.o é: 

(i) E [S(x)J é const.ant.e e coincide com J.l z , V R<x) c 

R. 

2 <iD V~ [Súc) - S(y) .,. E [S(x) - S(y)J • 

2 . r <x-y) .. 
• 

-2 { =2.1 R<x>l . .f .f y <s-t.)ds: dt. - .f f y <s-t.)ds 
RCX> RCy> Z R()t) R()O Z 

dt.} 

Uma amostra de t.amanho n da população { z{x):x e R c 

lR 2 > é um subconjunto finit.o {z(x ), ... , z(x )} da mesma. 
1 n 

Definidos os supost.os t.eóricos adot.ados, prosset;uir-se-

á com os t.ipos usuais de inferências. 



(a) 

!bl 

QUADRO 2.1. Duas f"or-mas dif"er-ent..e-s para as aubregi~es R<x) dis

t.ribui das na :r~gião R :<a) regular (b) forma arbi

t.rãr-ia. 

12 
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ção anterior podem agora ser discut.idas. Para desenvolvê-las é 

necessário ralizar det.erminações de t.rês t.ipos di:ferent.es: 

<D Est.imação da :função semivario~rama y <.), usada 
z 

pal'a descr-ever- a dependência espacial no processo 

sob est.udo. 

CiD Prediçêlo da variável z<x>.. x e R. Predizer z{x) 

baseado numa amost.ra <z<x >, ... ,z<x )}1 é cons-
1 n 

t.:r-uir uma :funçM.o real "mensurável g ( 
o 

, ... , 
t.al que o númer-o z(x) = g {z(x > ....... z(x )) opere 

o 1 n 

) 

como subst..it.ut.o do valor desconhecido de z(x); o 

~ 

valor z<x> é chamado prediçêl.o de z()c). A variável 
~ 

aleat.ória Z(x)=g <Z<x ), ... ,Z<x )) é dit.a ser- um 
o 1 n 

pr-editor de Z<x>. Como a prediçãl? é: :feit.a para a 

realização da var-iável aleat.6ria em um pont.o x e 

R, t.al pr-edição é dit.a pontual. 

<iiD Predição da variável s<x> para R<x> c R usando a 

o 

amost.r-a {z(x 
1 
), ___ , z(x )}_ 

n 
A var-iável ale-at.6r-ia 

S(x) é pre-dit.a pelo predit.or S(x). 

conheciment.o do semiv.ar-iogr.ama y (.) 

"' 
é f'undament.al 

para desenvolver as p1~ediçeies:. A função y (.) é est.imada USitfldO . z 

uma amost.ra, não necessariament-e a mesma que ser-á usada nas 

p:rediçf::;as: sua. est.imação poder-á se basear numa pré-am.ost.ragem.. 

E:st.imadores ~ procediment..os para est_.imaçg(o de semivariograma:s: 
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não são t.rat.ados aqui; eles podem ser encontrados nos t.ext.os de 

Isaaks e Srivast.ava <1989), Zimmerman e Zimmerman <1991) ou 

journel e Huijbregot.s: (1978), 

Na predição pont.ua1, uma at.it.ude usual é considerar 

~ n 
predit.ores que são uma combinação linear Z(x) ""' I: ~ 

i= t. 
Z<x.) dos 

' 
element.os da amost.ra. Dent.re est.es, procura-se um preditor 

ótimo, no sent.ido de que seja néto-tendencio.so e que possua o 

menor erro quadrático médio de prediçéío dent.re t.odos os predi-

t.ores lineares não- t.endenciosos. Assim, o predit.or procU!"ado 

~ 

Z(x) deve satisfazer as condiçeles: 

~ 

<D E [Z(x)J ;;;:; E lZ<x>l = J.1 , V x e R. z 
~ 2 ~ 

<iD E IZ<x> - Z<x>l • Var lZ<x) - Z<x>J • 

min V ar rz* {X) - Z(x)J, v X E R, onde o mi nimo é 

obt.ido ent.re t.odos os predi t.ores • Z <x> que 

sat.is:fa2em (i), 

Em out.ros t.ermos, procura-se um BLUP <Best. Linear 

Unbiased Predict.or-) no cont.ext.o do modelo definido em 2.1.1 

<Cressie, 1990). A condição de não-t.endenciosidade para t.odo 1-Jz 
n 

e }R implica em E>... = 1. Para obt.er os valores de (À , .•• ,À ) 
• n i= :t l 

n 

"" Ã , que minimizam E CZ<x) -
2 E X .. Z<x . )J , bast.a resolver a 

i= .i. I l 

equação mat.ricütl 

onde ex é um mult-iplicador de Lagrange associado à rest.rição 
n 

r, À. • 1, r é uma mat.riz n x n cujo element.o na posiyão (i,j) 
j: l I 



iB 

Q y (X.- X,), 1 Q o V~õ?t.or n X 1 com t.odonõ" OrA ~lsomli!'nLoN igu;;;ris à 
" ' J 

1 e )" é um Vet.or n X 1 cujo 1-ésimo element.o é y (x - X.). 0 
"' ' 

predit.or 6t.imo assim obt.ido l'ec:ebe o nome de P)'editor- de krica-

cem linear ordindria ou resumidament.e preditor de kricacem 

<Cressie, 1990). Definindo Z' <Z<x >, • 
.... , Z<x )) pode-se 

n 

anot.â -lo como 

~ 

Zk <x> • A'.Z 

Seu erro quadrático médio de predição é chamado uaridn-

cia de krieacem. Ela é dada pela fórmula 

onde diag (J() é a diat:;onal principal da mat.riz com o element.o 

n <x ·'" .>. z ' J 
Pol' causa do de.s:conheciment.o da 

:função de covariància, usa-se out..r-a expressão equivalent..e 

Os números À , •.• ;>.. são chamados pesos de krigacem. 
< n 

Not.e que a var-iância de krigagem não depende da realização 

<z<x >, • 
... , z(x >>, 

n 
pois apenas semivariâncias e os pesos 

de krigagem (que por si t.ambém só dependem das semivar-iãncias) 

são requeridos p·ara calculá-la. Porém, ela é função da corüigu-

ração da amost.ra, pois depende das d.ist..ãncia~ e da posição r-e-

lat.iva dos pont.os amost.rados ent.re si. Demonst.rações e maiores 

ínformaç5es sobre a k:r-igagem podem ser encont.radas nos t.ext.os 
' 

de journel e Huijbre~t.~ <1978), Clark <1979), e Cressie <1988, 

1990). 
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Um p:redit.o:r para S(x)(com R(x) .c R>, pode ser const.rui-
n 

do de modo análog-o. A combinação linear S<x> e~ E v . . Z<x > 
' jlll:lt 

f'ornece o p:r-edit.or não-t.endei"lcioso de mi nimo erro qu.adr-át.ico 

médio dent.r-e t.odos os predit.ores linear-es não-t.endencios:o.s, se 

os pesos de kri~agem (v ' • 
... , forem a solução da 

equação mat.:ricial 

1-~-J c 1+:-~-r !-~-1 

onde (3 é wn mult.iplicador de La~rang-e associado à rest.rição 

= 1 e f' é um vet.or n x 1 cujo i-ésimo element.o é r <x. 
z ' ' 

R<x>> == I R<x> I - t . .r y <x 
ROP Z i 

s)ds. Preditor de "icagem de 

bloco é sua denominação usual. Seu erro quadr-á'tico médio de 

predição é chamado varic::!ncia de krigagem de bloco. Em linguagem 

mat.r-icial: 

• 
S <x> • 'U'.2 

KB 

1 R<x>l -s .J' ~ <t.,t.>ctt. - \l'.r., + 2v'.y 
RC"> Z 

onde ~ <x,x) .., Cov[S(x), S<x>J. Pelo fat.o das covai'iâncias se-
s . 

rem desconhecidas, usa-se a e)(pr-essão equivalent.e 

2 -
o- <x> = u'.r + f3 - r <R<x>> 

KB Z 

onde 

r <R<xn = I R<x> I - 2
• J' f r <s-t.>ds dt. • 

Z R(.)C) RC)C) Z 

• I R<x> I - .t .J' y <t. - R<x> dt. 
R<lC) Z 
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apenas da est.rut.ura de dependência espacial do processo sob es

t.udo, da t'orma e dimensão da subregião R<x> e da posição r-ela

tiva dos pont.os amost.rados entr-e si e ent.re pont.os amost.rados e 

a subreg:ião. Assim, os valores da amost.ra não in:fluem no risco, 

sendo est.e função apenas da configuração e t.amanho amostrais. 

Informações suplementares podem ser encontradas nos t.ext.os: de 

Clark <1979), David (1978) e Cressie (1990). 

Observe que a gaoest.at.i st.ica incol."por-a na sua t.eoria a 

est.rut.ura de dependência espacial 1 at.ravés do semivariograma, e 

fornece um predit.o:r espacial ót.imo, a kr-iga~em, com uma medida 

calculável para sua qualidade, a variância de krigagem. Ist.o é 

uma vant.agem definida sobre out.ros mét.odos de interpolação/ 

predição propostos na lit.erat.Ul"a e, em problemas onde é l"azoâ

vel supol" a validade da hipót.es:e int.ri nseca, pode for-necer- um 

argumento conclusivo para a escolha do preditor <veja Cr-essiE~, 

1999). 

2.2. Geoest.at.íst.ic:a e Ciência do Solo 

Est.a seção visa def'inir- convenient.em.ent.e alguns es:t.udos 

realizados em ciência do solo, como os exemplos numér-icos dos 

capi t.ulos 3 e 4 . 

Em 2.2.1 define-se objetivos e exemplos do estudo de 

solos. Em 2.2.2 é apresentado um histórico resumido. 
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2.2.1. Est.udo de Solos 

Ê um fa-t.o est.abelecido em ciências agrárias que um solo 

mal utilizado coloca em risco a sua produção agr1 cola. Para que 

um solo seja adequadamente usado é necessário que seja bem co-

nhecido. Seu conheciment.o envolve a descrição e est.udo de pro-

pl'iedades, levando à propost..as adequadas de manejo. Uma classi-

f'icação das propriedades det.ect.áveis de um solo est.á apresenta-

da no quadro 2.2. Seu est.udo pode ser- realizado qualit.at.iva ou 

quant.i t.at.i varnent.e. 

O est.udo dos valores de variáveis do solo de uma região 

poderia ser feito sem incei't.ezas se uma amostragem complet.a 

fosse realizada, ist.o é, se todo o solo fosse avaliado, exaus-

t.ivament.e. Porém ist.o é imprat.icável, pois o t.rabalho de colet.a 

de dados, as medições no laborat.ório e mesmo a comput..ação dos 

dados s!ão sempre f'eit.os com recur-sos limit.ados. ·A ·alt.ernat.iva é 

ent.ão amost-rar só em det.erminados pont.os, fazendo um levant.a-

ment.o incomplet.o, chamado amostracem e preenchendo as lacunas 

de informação sobre os pontos não amost.rados at.ravés de p:r-edi-

ções. A descrição de um solo pode t.ambém ser realizada mediante 

valores da média espacial de uma variável em determinadas sub-

regiões R(x) cont.idos em R - ist.o leva à est.udar a população 

IR 2 . 
{ s(x):R(x) c R c }. Out.ra possibilidade é o mapeamento de 

uma variável espacial dist.ribui da :sobre R. E:st.a t.aref'a pode ser 

t.rat.ada est.at.i st.icament.e est-abelecendo-se isolinhas (cUJ:"vas de 



Descriç~o 

Fisica 

Variâvel 

Velocidade de 
i nf i 1 t..ração bá
sica da água no 
solo. 

Ret.enção de 
água no solo. 

Qtúmlca pH 

Biológica População de 
nemat.6 ides . 

19 

Det..er·m:lnaç~o Referência 

No campo, usando um in
fi lt.rômet.ro de anel. 
Unidade de medida: 
mm/h. 

No laboratório, usando 
o principio de equili
brio do pot.encial via 
placa porosa. Unidade 
de medi da: g água/g so
lo. 

Mé~odos coloriméLricos 
ou elet..romét.ricos. 
Unidade de medida: Lo
@;arit.mo na base 10 do 
inverso da concent.ra-

+ ção do 1 on H . 

.Mét.odos de separação 
ent.re o ser vi v o e o 
solo {centrifugação, 
et.c), Unidade de medi
da: número de indivi
duos/m2 

Vieira et 
alii (1981). 

Klut.e, A. 
(1986). 

McLean, E. 
o. (1992). 

Van Gundy, 
S.D. 
(1982). 

QUADRO 2.2. Algumas propr-iedades descr-it.ivas do solo. 
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n1 veD de prediçí:Se::s pont.uais z(x) dent.ro de R. A isolinha asso-

ciada ao valor z é o lu~ar geomét.rico de todos os pontos x e R 

~ 

t.al que z(x)=z. 
' 

O conjunto das iso1inhas associadas aos valo-

res i ... t, ... ,k poderia ser denominado o mapeamento estat(s-

tico da população { z(x):x e R c }R 
2 

... ,zk ). 

2.2.2. Breve Histórico 

} pax-a cotas {z ' 
' 

Um estudo quant.it.a.t.ivo de solos poda ser- def'inido como 

uma descrição conveniente de populaçêSes de variáveis espaciais, 

tendo como base uma amostra de solo. E:s:t.udos dest.e tipo já são 

feit.os pelo menos desde o inicio deste século. Alguns marcos 

hist.6ricos são apont.ados abaixo. Veja Oliver (1989), para mais 

detalhes. 

Regist.ros históricos ant.igos sobre est.udos da varia-

bilidade espacial em solos para uso agr-i cola são os ensaios de 

uniformidade de Mercer- e Hall em 1911, realizados na estação 

exper-iment.al de Rot.hams:t.ed, na In~lat.erra. Eles dividiram 

campos· de 2 cult.uras <t.rigo e nabo) em cent.enas de pequenas 

par-celas e mediram suas produções. Ap6s aglomeração dest.as 

parcelas pequenas em parcelas maiores com t.amanhos crescent.es, 

eles mediram a alt..eração pr-oduzida na variação da produção. Sua 

descobert.a foi que, quando as parcelas eram de aproximadament.e 

0,01 hect.a.r-e (100 m 2
), a variação ent.re pa.:r-celas era quase com-

plet.ament .. e anulada. Diant.e desse I"esult.ado~ recomendaram 
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parcelas del!iise t.amanho para fut.uros.~ experiment.oiR contp~at.ívo151 

ent.~e t.~at.ament.os ag~on6nrlcos. 

Fairf1eld Smit.h em 1938 est.udando t.ambém a varoi.ação das 

pr-oduções de par-celas em ensaios de uniformidade descobriu que 

a variância da produção tende a aumentar indefinidament.e com o 

cresciment.o do tamanho da parcela, formulando uma import.ant.e 

lei empi r-ica. Aqui t.em-se um dos primeiros estudos da variação 

espacial com um modelo para descrevê-la. 

Ainda nos anos 30, R.A. Fisher em Rot.hamst.ed t.inha in

fluenciado decisivamente a es:t.at.ist.ica agricola, most.rando como 

separar a variação nos experimentos de campo e em levantamentos 

amostr-ais de acordo com as diferent.es causas:, Youden e Mehlich 

em 1937 adaptaram as t.écnicas de Fisher p.aroa analisar- dados de 

solos vindos de levantamentos espaciais com estrutura hierár

quica. Nesta situação estimaram os componentes da variância do 

pH do solo para espaçamentOs de 3 m, 30 m, 300 m e aprox:imada

ment.e 1600 m. Acumularam os componentes começando nos menores 

espaçament-os, obt.endo · assim os pr-imeir-os proot.ót.ipos do var-io

grama. Seu t..rabalho n.;Io :f"oi explorado adequadament..e e seus l"'e

sult..ados foram redescobert.os sucessivament.e por L.C. Hammond e 

out.ros em 1958 e por Webst.el' e But.ler em 1976. 

F. Ya-t.es em 1948 t..rabalhou no planejamento de levanta

mentos amostrais em agricultur-a à procura de planos e:f"icient.es 

para estimação da produção de uma cultura e de uma propriedade 

do solo. Para isso usou semivariâncias calculadas sobre medi

ções ao long'o de t.ranseçeies ("transects") no terreno. 
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Webst.er e Becket.t. em 1968 t.rabalhal'am na Inglat..erra es

t.udando o solo usando o modelo que em ciência do solo é denomi-

nado usualment.e de "estati.stica cldssica" <veja Burgess, 

Webst.er e McBrat.ney.. 1981; McB:l'at.ney, Webst.er e Burgess, 1981). 

De acordo com est.e modelo o solo é dividido em est .. rat.os <subre

giões:), chamadas classes de solo, a var-iação dent.ro dessas 

classes é espa.cialment.e não-correlacionada e a mudança das 

caract.eri st.icas do solo de uma classe para out.ra é abl'upt.a. 

Est.e modelo most.r-ou-se inadequado quando expost.o ao conhecimen

t.o jã adquirido em ciência do solo. 

P. Becket.t. volt.ou às idéias de Fairf'ield Smit.h e est.u-

dou o aumento na va..riância "dent.ro das classes" como uma f'unção 

do t.amanho das mesmas. Técnicas de série de t.empo foram intro

duzidas no t..rabalho de Webst..er e Cuanalo em 1976. 

Mais rec:ent.ement.e t.em sido feit.os esforços no sent.ido 

de aplicar os inst.rument.os concei t..uais da g-eoest.at.i st.ica no 

est.udo de solos. Bur~;ess e Webst.er (1980a, 1980b), Webst.er e 

Bur!!;ess (1980), Bur~ess, Webs"t-er e McBrat.ney (1981) apr-esenta

ram part.e da t.eoria geoest.at.ist.ica que pode ser usada no est.udo 

de solos. Simult.aneament.e Vieira, Nielsen e Bi!!;l!;al" (1981) e 

Gajem, Warrick e Myers (1981) ut.ilizavam ~eoest.at.i st.ica para o 

est.udo de solos. Desde ent.ão est.a t.eoria t.em sido explorada na 

descrição cient.i fica do solo. 

Esse hist.óric:o most.ra diferent.e:s opções para modelar a 

dist.ribuição de variáveis espaciais em um solo. Há essencial

ment-e duas propost.as est.at.i st.icas para modelar populaçê:Ses do 
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2 
t.ipo { z(x):x e R c IR } (de Gr•uiJl.e:r e t.e:r- Braak, 1990): 

A primeira delas consiste em considerar { z(x):x E R 

e/R 2 } como uma população no sent.ido da t.eoria clássica da 

amost.r-agem (Cochran, 1977). A mesma considera a população como 

um conjunt.o de números, sem qualquer relação qu.ant.it.at.iva ex-

pli cit.a de dependência ent.l'e eles. Fazendo assim, ~o levant.a 

nenhum supost.o questionável para viabilizar e/ou validar suas 

análises, porém não t.oma a vant.a~em de considerar a est.rut.ur-a 

de dependência que possivebnent.e exist.a em dados espaciais. 

A segunda proposta considera { z(x):x e R c lR. 2 
} 

como uma amost.:roa retirada de uma supe-r-população, que é uma 

"população" de populaç5es do t.ipo de < z(x):x e R c IR 2> .. Est.a 

proposta expressa-se na t.eoria de processos es~ocás~icos, da 

qual t.ant.o a geoest.at.ist.ica como a "est.at.lst.ica clássica" são 

casos par-~iculares. A geoest.at.i s~ica. necessi~a de supost.os para 

ser válida (a hipótese int.ri nseca), mas considera a correlação 

espacial dos dados. A "est.at.l st.ica clássica" apresenta desvan-

t.agens pois exige supost.os (não-correlação, normalidade, et.c.), 

n:ão considerando a est.rut.ura de dependência espacial <Burgess, 

\rlebst.er e McBrat.ney, 1981). 



Capit.ulo 3. PLANO AMOSTRAL PARA MAPEAMENTOS 

Em 2.1.2 ficou claro que as inferências 

geoes~a~istico são baseadas na amost.r-a {z(x >, 
i 

... , 

no modelo 

z<x )} da 
n 

2 
população { z(x):x e R c lR. }. Um plano para amostragem espa-

cial indica de que maneir-a essa amost.ra se:r-á oht.ida. Tal plano 

inclui dois elementos essenciais: 

(i) A configuraçêto da amostra, ist.o é, a posição rela-

t.iva dos pont.os amost.:roados ent.r-e si. 

(ii) O espaçamento entr-e os pontos amo.str-ados, ist.o é, 

a dist.ãncia entre pares cons:ecut.ivos de pont.os. 

Observe que a conflguração e o espaçament.o definem o tamanho da 

amostra, ist.o é, o número de pont.os amost.rados na regi~o, e a 

densidade de amostragem, ist.o é, a razão ent.re o tamanho .da 

amost.ra e a área da regH~.o amost.rada. 

O espaçament.o é dado numa escala de comprimento ade-

quada ao plano amost.ral~ p. &H. &Jn Jnet..r-os. A configuração deve-

r-á ser escolhida ent.re confieuraçi!Ses aleatór-ias e confieuraçi!Ses 

sistemáticas. Em amostragem espacial algumas configuraçêSes sis-

t.emá't.icas são preferidas, especificamente as chamadas malhas 

(reticulados, te.s.selaç5es) <veja quadro 3.2.)~ que são parti-

çESes da região usando poli gonos. Os pont..os amostrados são os 

vértices d~ cada poli ~ono e coincidem com os nós da malha, Se-
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os poli gonos são regulares (ist.o é~ poli gonos com t.odos os 

ân~ulos internos iguais e todos os lados iguais}, a malha rece

be o nome de malha r-ecular-. Os quadros :3:1 e 3.2 most.r-am exem-· 

plos de configurações espaciais:. Maiores informações podem ser 

encontradas em Pet.ersen e Calvin (1986), Wildinb e Drees 

(1993) ~ Cochran (1977) e Ripley <1981). O planejament.o da amos

tragem espacial será proposto, nesta dissertação, num cont.e:Kt.o 

onde vale a t.eoria geoest.at.i st.ica definida na seção 2.1. 

Uma ut.ilidade da amostra espacial é :fornecer uma base 

para krigagem num mapeamento. O plano amostrai é construi do 

levando-se em consideJ:>ação duas quantidades. 

(i) O risco do plano para mapeamento da população 

{ z(x):x e R c lR 2 
}, definido aqui como a máxima 

var-iância de krig:agen produzida pela amost.ra. 

(ii) O custo do plano par-a mapeamento da população 

{ z(x):x e R 2 
}~ definido aqui como a 

quant.idade de recursos :financeiros necessária para 

execut.a.r: o plano. 

Con:fi~Ul'ação e espaçament.o num plano para mapeament.o serão de

t.erminados em função do risco e do cust.o. Porém~ para chegar à 

pr-opost.as fact.i v eis para o planejament-o devemos inver-t.er- a re

lação ent.r-e risco (e cust.o) e caracter i st.icas do plano. Por 

isso~ nest.e capi t.ulo será apresentado um est.udo do risco do 

plano para mapeamento em função da configuração e espaçamento 

do:s pont.o:s: amost.rado:s. O cust.o t.ambém será considerado, incor

porando-o na t.a:ref'a do planejament.o. 
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QUADRO 3.1. Alguns e"'emplos de conf1gu:r-ações .aleat.6r-iãS possi

veis para uma amost.ra espacial: (a) Amostra aleató

ria simples {b) Amostra aleat.6ria est.rat.ificada (c) 

Amostra aleatória em conglomerados. 
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QUADRO 3.2. Malhas par-a amost.r•agem. (a) Malhas regulares: (a.1) 

Triangular (a.2) Quadrada (a.3) He,.;agonal. (b) Ma

lha ret.angular, 
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A principal necessidàde que ~eva ao planejament..o da 

amost.ragem espacial é o controle do risco est.abelece-se um 

risco máximo para as inferências e planeja-se a amost..ra-

gem para que o risco não ultrapasse esse máximo <C21bannes, 

1979; Burgess, Webst.er e McBrat.ney, 1981>. 'Um plano t..al que o 

2 
risco seja menor ou igual ao máximo estabelecido o- ser-á de-

nominado aqui plano o-
2 -aceitdvel. 
max 

max 

A seção 3.1 est.uda o caso no qual o semivariograma é 

isot.r-ópico. Nessa si t.uação uma série de problemas devem ser 

resolvidos, ent.re os quais se dest.acam os set;uint.es. (A ident.i-

ficação dos problemas corresponde às quest.é:Ses propost.as no 

capi t.ulo 1; p.ex., à quest.ão (a) foi di vi di da nos dois p:l'oble-

mas:, Ai e A2.) 

Problema Ai. Det.er-minar- a conf'igur-aç:ilto da amost.ra par-a 

mapeamen-t.o. 

Se um risco máximo est.abelecido para um plano 

amost.ral foi' t.ão alt.o que não podel'á ser- ult.r-apassado nem por 

uma amost.ra de t.amanho n • 1, ent.~o não há razão para planejar 

est.a amost.ragenl, pois bast.a amostrar um pont.o " qualquer per-

t.encent.e à região R para que o plano seja z 
<r -ac:eit.ável, 

max 
lst.o 

é urna sit.uação extrema, quase nunca encont.rada na prát.ica. Uma 

out.ra sit-..uação, bem mais comum, apresent.a-se quando é necessá-

rio escolher uma configuração e um t.amanho de amo:st.ra que at.ri-

2 
bt..~am <r -aceit..abilidade à um plano que pode não ser 

max 

t.ável. Em casos assim, a única maneira de garant.ir 

2 o- -acei
max 
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bilidade ao plano é lazê-lo prescrever uma amostragem sist.emá

t.ica. Est.e resultado é apresentado em Burgess, Webst.er e 

McBrat.ney <1981> mediante argumentos de plausibilldade, consi

derando a minimização da vai'iância máxima de krigagem. A neces

sidade de de:finir qual t.ipo de amost.ra sist.emát.ica será. adot.ada 

leva à outro problema: 

Problema A2. Escolher uma conf'iguração sist.emát.ica para 

mapeament.o. 

Bur-gess, Webst.er e McBrat.ney (1981), McBrat.ney, Webst.el' 

e Burgess <1981), Yf'ant.is, Flat.man e Behar (1987) consideram 

est.e problema I'esolvido (sem demonstrar) quando a amost.rag.em é 

feit.a em malhas regular-es. O crit.ério usado para se chegar à 

est.a conclusão é ainda a minimização da variãncia máxima de 

kl'igagem. Como os únicos poli gonos regular-es capazes de f'o:rmar 

uma malha no plano são o triângulo equilátel'o, o quadrado e o 

hexágono regular {Mat.ér-n, 1986, p. 74), uma malha regular para 

mapeamento ser-á uma dentre três t..ipos: malha tri.angular, malha 

quadx-ada ou malha hexagonal. A compar-ação ent.re elas leva ao 

est.udo dos pr-oblemas que se seguem. 

Problema Bi. Localizar a variânaia máxima de krigagem 

Também sem pr-ova, Bu:r-gess, \rlebst.e:r- e Mcbr-at.ney {1981) 

estabelecem o centro de cada pollgono constituinte da malha 

como o pont.o onde ocorre a máxima variância de krigagem. Para 

que essa conclusão seja válida. é necessário considerar a 
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amos~ragem execu~ada sobre t.odo o conjunt.o 
2 IR . Est.a pressu-

posição é necessária para evit.ar o problema das bordas (o con-

torno) de uma região finit.a. 

Problema B2. Minimizar a variáncia máxima de krig:agem 

Burgess, Webst.er- e Mcbrat.ney <1981) concluem a part.ir 

de estudos numéricos que na malha t.r-iangular- a Val'iância máxi-

ma de krigagem é menor do que na quadrada e na hexagonal. Nest.e 

capitulo, uma con:Iirmação t.ambém numérica é obt.ida e um argu-

ment.o de plausibilidade é apresent.ado para a solução deste 

problema. Ainda é necessário pressupor malhas írúinit.as. A 

malha triangular produz a menor variância, a quadrada é ligei-

rament.e menos precisa e a malha hexagonal é ainda menos precisa 

do que as ant.eriores. 

A malha hexagonal não será considerada nest.a dissert.a-

ç~o como opç~o .viável na amost.r-agem espacial~ por- causa de sua 

inferioridade na escala acima e porque não apresenta vantagens: 

em t.er-mos de cust.o em compar-ação com a tr-iangular- e a quadr-ada. 

A escolha fica então entre as malhas triangular e quadrada. 

Problema B3. Comparar o risco e o custo dos planos com 

malhas t.riangular- e quadrada. 

Ainda um estudo numérico levou Burgess~ Webst.er e 

McBrat.ney <1991) à concluir que o aurnent.o no ri::s:c:o do plano ao 

t.rocar de malha t.riangular para quadrada G> pequeno e é compen-

sado pela redução no cust.o do plano~ argumentando qye a 
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alocação no campo de uma a.most..ra em malha quadrada é menos 

custosa do que uma triangular. Semelhant..ement.e, nest.e capi t.ulo, 

um es:t.udo numérico conf'irmará a pequena diferença ent.:r-e trian

gular- e quadrada. Par-a o desenvolviment.o desse est.udo numérico 

e t.ambém para propór um alt;ol'it.mo que det.ermine o espaçamento 

ent.re pont.o:s a.most.rados, necessário ainda resolver os 

problemas: que se seguem: 

:r-esolver-

Problema C1. Det.e:r-mina:r- a vizinhança de pont.os amost.ra

dos que deve ser usada na kriga"ern. 

A lit.erat.ur-a parece não cont.er crit.érios objet.ivos _pal"'a 

est.e problema. Porém, Vieira, Hat .. field, Nielsen e 

Big:g:ar <1983) propõem a ut.ilização de uma validação cruzada, 

enquant.o jour-nel (1989) sugere um número mi nimo de pont.os nos 

oct.ant.es em t.or-no do pont.o sob krigagem, para enfrent-ar o pro

blema. Nest.e capitulo, uma discussão de:st.e problema e uma 

proposta de solução são apresentadas. 

Problema C2. Calcular- 3. var-iãncia máxima de krigagem 

Em 2.1.2 mos:t.rou-se uma f"6rmula que permit.e calcular- a 

v.ar-iância de kl"igagem em qualquer- caso. Uma par-t.icular-ização 

se:r-á ap:r-esent.ada para o semivariogr-ama linear-, pr-essupondo ma

lhas in:f'init.as. Estas fór-mulas são explicitas e pe:r-mit.em o cál

culo da máxima variância t.ant.o em malhas t.riangulares como qua

dradas. 

A necessidade de adequar os result.ados para mallia infi

nit.a à r-ealidade pr-át.ica, que t.r-at.a com malhas int.ex-nas a uma 
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Pr-oble-ma C9. Calcular- a. v.u~iãncia máxima de kr-igagem em 

função do semivariograma, da área da 

re~ião R (:finit.a) e do t.amanho da amost.ra. 

Fórmulas e um algor-it.mo não encontrados na lit.erat.u:ra 

são apresentados para solucionar est.e problema. Em malhas que 

amostram uma re~ião íini t.a não se pode garant.ir que a variãncia 

calculada para o cent.ro do poli gano seja a máxima, pois não há 

cont.r-ole das bor-das. Port.ant.o, a solução aqui apresent.ada ao 

problema C3 será somente aprorlmada. 

Todos os pl'oblem.as for-mulados acima t.em por- objet.ivo 

fol'necer informaçe$es para planejar amostras para mapeament.o 

quando o semivariog:r·ama é isot.r6pico. Para os problemas Ai, A2 

e 81 serão adotadas as soluçeses suge:ridas na lit.e:ra:t.Ul"a. Os 

pr-oblemas B2, 83, C1, C2, C3 serão t.r-at.ados na seção 3.1, sub

sidiando uma pr-opost..-3: par-a a configur-ação e t.amanho da amost.r-a 

espacial, incluindo um algori t.mo e um exemplo de aplicação na 

ciência do solo. 

Um estudo para o caso aniso-t.r-6piao se1"á apx·esent.ado na 

seção 3.2, utilizando uma pl'opost.a de Bul"g:ess, Webst.el' e 

McBra:t..ney (1981), os quais suc;erem (sem demonst.ração) uma ma

neira de planejar a amostragem no caso anisot.r-ópico. Uma pr-opo

sição é demonst.rada, que just.iflca a proposta dos aut.ores cita

dos. Ela é reapresent.ada na forma de um algo ri t.mo ~ com um 
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exemplo numérico de aplicação. 

Como ficará claro no desenvolver dest.e capi t.ulo, uma 

est.imação prévia do semivar-iogra.ma se f'a1~á necessária. Na seção 

3.3 apresent.am-se considerações sobre a pré-amostragem visando 

estimá-lo. 

A seção 9.4 conclui est..e capi t..ulo com coment.ários sobre 

os resultados encont.l"ados; alguns problemas que ainda aguardam 

solução t.ambém são apresentados. 

3.1. Semivariograma Isotr-6pico 

Nesta seção r-ecebe.I"ão at.enção alguns problemas cont.idos 

no est.udo do risco de planos para mapeamento, no caso isot..rópi

co. 

As sugest.ões da li t.erat.ura para solução dos problemas 

Ai, A2 {relat.h•os às conf'igllr'ações) e Bi (localização da va

riância máxima de krigagem) são adotadas nest.a dissertação, que 

passa a discutir a sequ&ncia de problemas: à part.il' do problema 

B2 (minimização da variância máxima de krigagem), Em 3.1.1 t..ra

t.a-se de 82, 83, (hierarquia das configuraç5es) e C1, C2, C3 

(cálculo do espaçamento e t.amanho da amos\:.ra). Configuração e 

t.amanho da amost.ra espacial para mapeament.o são conclusiva

mente determinadas em 3.1.2. 
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3.1.1. V ariância Máxima de Kl'i~ag:em 

Problema B2. Minimizar- a variãncia máxima de ki'-igagem. 

Bur~ess, Webst.er e McBrat.ney (1981) e McBrat.ney, 

Webst.e:r e Burges:s (1981) af'ir,mam que a malha t.l'iangular produz 

a menor variância máxima de krigagem dent.re os t.rês t.ipos pos-

si veis. A formalização dessa afirmação desenvolve-se nos 

result.ados abaixo: 

Lema 3.1. <Relações ent.re QOli ganas das malhas). Seja 

IR 2. uma malha regular que cobre t.odo o Seja 6 uma densidade de 

amost.rag:em :fixa. Se 1 é o lado de um dos t.riângulos equilát.e
t 

r-os de uma malha -triangular com densidade 6, ent.ão os lados 

correspondentes dos quadrados e hexágonos regulares em malhas 

quadrada 

0,9306.1 
' 

e hexagonal com -densidade 6 são 1 
q 

= (2/3) 1
/

2 .1 

' 
~ 0,8165.1 . 

' 
Se 

= 

r 

' 

(3.1/2 /2)1/2 .1 
. ' 
é o raio da 

circunfer-ência que passa pelos vél't..ices de um dos tr-iângulos 

equilá-t.er-os de uma malha t.r-iangular- com densidade 6, ent.ão os 

r-aios cor:r-espondent.es dos qu.adr-.ados hexágonos :t"egular-es:: em 

r = [s1/Z. 
q 

malhas quadr-ada 

(3/4)] i/2. ;:;: r, 
quadro 3.3). 

e he:-!:agon.al 

1,1398.1' t e 

com densidade-

= 21/2. 

são 

1,4142.1' 
L 

A demonst.ração dest.e lema encont.ra-se no apêndice. 

(veja 



QUADRO 3.3. Raio r- da 

lado 1 dos 

quadrada 

36 

. "Z lq 

cir-cunfer-ência que passa pelos: vért.ices e 

poli gonos que formam malhas t.riangular;. 

e hexagonal com mesma densidade de 

amost.ragem. 
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Lema 3.2. (Ot..irnalidade da malh<'! tr-iangular). Seja a po

- IR 2 pulação { z(x):x = ) realização do processo est.ocást.ico 

< Z{x):x E lR 2 
} que sat.isíaz a hip6t.ese int.l'inseca com semiva-

riog:rama não-decrescent.e e isot.!'6pico. Seja um plano-amost.ral 

para mapeamento dessa população que estabelece uma malha reg'u-

lar- com densidade de amost.ra!;em :fixa 6 sobre t.odo /R. 2
• Ent.ão a 

malha t.riangular minimiza o risco desse plano. 

Est.e lema não t.erá uma demonst.ração formal nest..a dis-

ser-t.ação, r-est.ringindo-se t.ão soment.e à um a:l'gument.o de plausi-

bilidade, apresent.ado no apêndice. Est.e argument.o permit.e t.am-

hém est.abelecet~ a hier-ar-quia das malhas quant.o ao valor da va-

l'iãncia máxima de krigagem: triangular é superior à quadrada, 

que por sua vez é superior à hexa~onal. 

Problema B3. Comparar o risco e o cust.o dos planos para 

malhas t.riangular- e quad:rada. 

A necessidade de efet.uar cálculos do risco impedirá o 

t.rat..ament..o desse problema nest..e pont.o, pois ainda nã:o há um 

algoritmo para execução dos cálculos necessá:rios. Ele será 

discut.ido na consideração do problema C3. 

Problema Ci. Det.erminar a vizinhança de pont..os amost..ra-

dos que deve se:r usada na kl"igagem. 

Sugest..ões de c:rit.érios para o est..abeleciment.o dessa vi-

zinhança podem ser encontrados em Journel (1988), Burgess, 

W&bst..er e McBrat..ney (1991) e Vieira, Hat.f'ield, Nielsen e Biggar 
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(1993). Todos est..es são baseados no crit.ério que consist.e em 

"não deb:.ar de fora nenhum pont.o que contenha in:formação 

r-elev.ant.e par-a a kriga.gem, mas não incluir- nenhum pont.o que 

:forneça in:formação duplicada". Est.a propriedade da vizinhança 

quant.o à economia de informação é algumas: ·vezes referida como 

efeito de tela (screen effect) da vizinhança. T.ant.o em malha 

triangular quant.o em quadrada, diferent.es vizinhanças podem ser 

consideradas, em função do número de pont.os amost.rados que elas 

encerr-am, veja quadro 3.4. Nest.e trabalho será analisada uma 

vizinhança de 12 pont.os, est.abelecida após uma análise do 

ef'eit.o de t..ela proporcionado por ela: t.odo pont.o fora dest.a 

vizinhança g-uarda informação que já f'oi considerada pelo menos 

em part.e por no mi nimo um pont.o incluso na vizinhança. 

Problema C2. Calcular a variância máxima de krigagem 

Depois de est.abelecer uma vizinhança de 12 pont.os para 

as krigagens, pode-se realizar o cálculo do risco de um plano. 

Lema 3.3. {Cálculo do risco). Seja o processo {Z{x):x ~ 

que sat.isfaz a hip6t.ese int.ri nseca, com o semi v ariog:ra.ma 

isotrópico linear {efeito pepita r 
o 

e inclinação a). Se uma ma-

lha t.riangular com triângulos de lado 1 t é usada para amost.rar 

uma realização desse pl'ocesso, ent.ão o risco do plano amost.ral 

dado por 

<1.1" - I) 

• 
Q"KMTL 

' :r T 

2.).' .y 
T T 

+ t.y 
o 

onde 

e ).T é 

a.l
1 

obt.ido conforme 

equação matricial apresentada em 2.1.2. A mat.riz simétrica 

+ 

a 



(a) 

Número n de pon~os Valor- do coef'icient..e T 
n 

da vizinhança Exato ApL'ox i ni.ado 

3 r,;-'/3 o ,5774 

6 1""12' /3 1,1547 

12 lz1 '/3 1,5275 

18 139'/3 2,0817 

21 l4B'/3 2,3094 

27 157'/3 2' 5166 

36 l84'/3 3,0551 

42 T'Ç31/3 3,2146 

48 rriT/3 3,5119 

54 .129'/3 3,7859 

63 11471/3 4,0415 

QUADRO 3.4. O r-aio da circunierência que passa por pont..os amo:s
t.r-ados delimit.ando uma vizinhança para a k:r-igagem 
no cent..ro do poli g:ono t.em compriment.o que depende 
do número- n de pont.os encerrados pela circunferén
cia. Seu valor é:(a) T .1 na malha t.riangular com 

n t 

t.l"iàngulos: equilát.er-os de lado 1 . 
t 



(b) 

Número n de pontos 

da vizinhança 

4 

12 

16 

24 

32 

44 

QUADRO 3.4. (b) Q .1 
" q 

1 
q 

39 

'5 '6 

/ ,, x0 '7 
X12· • 'a x,, 

··"- '• > 
'10 '9 

Valor do coeficient-e Q 
n 

Exat.o Aproximado 

~/2 o ,6680 

Tiõ'/2 1 '4714 

l'Tã""'/2 1 ~ 97 41 

126'/2 2,3726 

1""34'/2 2,7132 

~/2 3,2902 

na malha quadrada com quadrados de lado 
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I" e o vet.or 7RT RT 
são const.ant.es para t.oda densidade de amos-

t.ragem, t.odo valor do e.f'eit.o pepit.a e da inclinação do semiva-

r-iogr-ama e são 

o 1 1 1 

o 1 2 

o <$' 

o 

I" = 
RT 

Se a malha é 

ent.ão o risco 

I" .a.l + (1.1' -
RQ q 

dados p01' 

1 1 ·1"3' 2 <$' 2 <$' 1 3 

<$' 1 1 1 1 <$' 2 <$' <$' 

2 <$' 2 <$' 1 1 1 1 <$' 

1 <$' f?' 3 f?' 17' 2 1 '21' 
o 1 2 

o 1 

o 

* 

quadrada 

t..orna-se 

D ,..o 

17' 17' 3 17' <$' l2t' 

<$' 2 f?' 17' 2 ,yRT= 
1 '12: 3" 

1 <$' f?' 3 f?' '21' 
o 1 2 f?' 17' l2t' 

o 1 l3 2 '12: 
o 1 <$' l2t' 

o 1 l2t' 
o '12: 

com quadrados de lado 1 a compondo, 
q 

2 
(T = 2. 1\.'.)' -

KMQL Q Q 
1t' .r _). onde r == 
QQQ Gl. 

e 
:rQ = "•o .a.l + 1.r

0 q 
A mat.riz e 

vet.or const.ant.es são dadas por 

o 1 -12' 1 1 -12' 2 <6' <6' 2 -12' 1 

o 1 -12'-12' 1 1 '2' 2 <6' G-. 2 l3 
o 1 <6' 2 '2' 1 1 f2' 2 f5' l2' 

o 2 <6' <6' 2 '2' 1 1 l2' l2' 
o 1 <6' .f8' 'to' 3 <6' l2' rw 

r.o = o l2' <6' 3 fio' .f8' f5' ,.,RQ= 
1 'iõ' ::r· 

o 1 f5' l8' fio' 3 110' 

o '2' f5' 3 rw rw 
* o 1 l5' lã"' rw 

o f2' f5' rw 
o 1 rw 

o rw 
Demonst.ração. Veja apêndice. 
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O lema 3.3 é uma soluçâo par-a o problema C2. Porém, a 

prática do planejamento amost.ral não lida com malhas irúinit.as. 

O pr-oblema que surge ent.~o é calr.ula~' o risco do plano par-a 

malhas que amost.ram uma região íinit.a. 

Problema 03. Calcular a variância máxima de krigagem em 

.função do semivariograma, da área da re-

gião R (finit.a) e do tamanho da amostra. 

2 
Na amost.ragem de populações { z(x):x oa R c IR } onde a 

região R é limitada não se pode garant.ir que a variância máxima 

de kx-igagem ocorX'e nos cent..ros dos poli gonos por- causa do efei-

t.o das bordas <veja quadro 3.5). Por isso cria-se uma :faixa 

:front.eiriça onde a variância de krigagem pode ultrapassar- os 

valores obt.idos nos cent.r-os dos poli gonos mais internos. Est.a 

fai"'a é função. da :forma do cont.orno da região. Nesta dissert.a-

ção desprezar-se-á est.e efeit.o e considerar-se-á o risco 4o 

plano como a variãncia de krigagem que ocorre no cent.ro de wn 

poli gono com vizinhança complet.a (12 pont.os). Par-a chegar--se ao 

cálculo do risco em função do semivariograma, da área da região 

e do t.amanho da amost.ra necessit.a-se de um result..ado auxiliar: 

Lema 3.4. <Relação ent.re malha e :r-e~;ião). Seja a região 

R c IR 2 , com área s. Se uma malha regular est.eJ;lde-se sobre R 

com densidade de amost.ragem ó, ent.ão: (i) o t.amanho n da amos-

t.ra em R G ó.s (fi) o lado lt. dos t.riângulos equilát-eros 
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( "'R 
,....,.-

/ r\ 
(/ 

I 
f •"., / 

\ 

" v 
'-..... v 

QUADRO 3.5. Em malhas quê amost.r-a.m uma r-egHio limi t.ada, a ocol'

rência da variância máxima de kri{;a~em desloca-se 

do cent.ro do poli gono para al5um out.ro pont.o porque 

a vizinhança de pont.os amost.rados t.orna-se. assimé

t.rica. 
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const.it.uint.es de uma malha t.•r·iangular é ( (2.3 1 /Z .s)/(3.n>] i/Z 

(iii) o lado 1 dos quadrados const.it.uint.e-s de uma malha qua
q 

i/2 
drada é (s/n) . 

Demonst.ração. Veja apêndice. 

O lema 3.5 resolve aproximadament ... e o problema CS. 

Lema 3.5. <Cálculo do risco em re;:;i5e~ limit.adas). Seja 

um processo { Z<x>:x e R c );!. 
2 

} sat.isf.azendo a hip6t.ese in-

t.rlnseca, com semivariograma isot.rópico linear, com ef"eit.o r 
o 

e 

inclinação a. Seja uma malha regular para amost.ra:r- uma reali-

zar;ã.o desse processo, est.endida sobre R. Se a área de R é s e a 

densidade de amostragem da malha é t.al que aloque n pont.os em 

R, ent.ão a variância de krigagem obt.ida no cent.ro dos poli gonos 

que t.em uma vizinhança de pont.os amost.rados complet.a (12 pon-

t.os) é dada por (i) malha t.riangular o-
2 

• 2.).' .,. A' .r .l 
KMTL T •r T T T 

I" = {2.3j./ 2 /3]:1/ 2 .a.st/ 2 .r /nj./ 2 + <1.1'- I> onde 
T RT ~ ' 

[
2.3:1./ 2 /3] :1./ 2 

. .a.s 1
/

2 .f /n_1
/

2 + t . r e 1 é obt.ido con-
RT O T 

forme a equaçãt:? mat.ricial apresent.ada em 2.1.2. A mat..riz r e 
RT 

o vet.or- são os 

= 

do lema 3.3. 

onde r 
Q 

<iD malha quadrada: 

1/2 r J 1/2 a.s . .r n 
RQ 

+ 

2 
u 

KMQL 
= 

<1.1'-l).y 
o • 

t >/2 t ' n'/2 ... a.s , 
Q • RQ 

+ 1 . r 
0 

e Ao é obt.ido confor-me a equa-

ção mat.r-icial de 2.1.2. A mat.r-iz r RQ e o vet.or são os do 

lema 3.3. 

Demonst.ração. Veja apêndice. 
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~licaçZ.o numéric~ 

Uma aplicação numé-~~ica do lema 3.5 pode SUJ."'E;h" no 

est.udo da capacidade de :ret.enção de água do solo na camada O -

20 em de profundidade sob pressão de 0,33 at.m <~ ábua/t; solo>. 

Est..e est.udo foi realizado no Campus da Escola Superior de Agri-

cult.ur-a de Lavras,. junt..ament.e com o est.udo de algumas out.ras 

variáveis espaciais. Uma malha quadrada com 100 pont.os no espa-

çament.o igual à 10 met.:r-os amost..rou um lat.ossolo vermelho-amare-

lo com respei t.o à várias caract..eri st.icas fi sicas, ent.re elas a 

cit.ada acima, que apresent.ou média de 29,27 g água/g solo e 

desvio-pad:rão de 2, 78 g água/g solo. O semi variograma da capa-

cidade de ret.enção foi achado anisot..r6pico geomét..rico, C'?m o 

modelo linear {Carvalho, 1991) com a inclinação na direção do 

eixo menor da elipse de anisot.ropia igual à 0,16 <g á~g;ua/g so-

2 
lo) /m e na dir-eção do eixo maior- 0,07 {g água/g 

sendo o efeit.o pepit.a ig;ual à 1,5 {g água/g solo)
2

. ·Nenhuma· das 

variáveis f'oi achada sendo de var-iação isot..r-6pica. Um exemplo 

par-a o caso isot.rópico pode ser- encontr-ado modificando-se 

ligeirament.e os r-esult.ados acima, cr-iando uma situação fict.i ela 

par-a a dist.:r-ibuição espacial da va1~iável em quest.ão. Assim, 

consider-ar-se--á para ef'eit.o de ilust.r-ação um semival'iog:r-ama 

isot.rópico linear, com inclinação a = 0,14 

efeit.o pepit..a var-iável no conjunt..o <O; 1,5; 

2 solo) /m e 

15,0; 

1500000,0 <g água/g 
2 solo) }. A razão pal.~a variar o efeit.o pepi-

t.a est.á. baseada no f'at..o de que es:t.e parâme-t.r-o mede a quant..idade 

de variaç~o espacial que n~o é explicada pela cont.inuidade 
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espacial na população sob est.udo. Com esses parâmetros proce-

deu-se o cálculo do risco de um plano amost.ral para mapeamento 

da variável espacial 'capacidade de ret.enção de água do solo na 

camada 0-20 em de profundidade sob pressão de 0,33 at.mos:fera' 

numa reg:ião R com área 
2 

s = 10.000 met.ros , usando malha t..rian-

gular- e quadrada, veja quadr-o 3.6_ Nesse quadr-o r-esume-se o 

cálculo do risco para cada t.ipo de malha em :função do t.amanho n 

da amostra alocada na região e do efeit.o pepit.a 'Y ,p. eK.1 Se O 
o 

efeito pepit.a é y 
o 

2 =1,5 <g água/ g solo) e uma amost.ra de 36 

pont.os :for alocada na região em malha t.riangular, o risco do 

plano é aproximadamente 3,12 {~ água/ g 2 solo) ; se 

for feit.a em malha quadrada o risco sobe para 3,17 

a alocação 

<g água/ 

2 g solo) . Os grá:Cicos do quadr-o 3.7 r-esumem t.oda a inf"or-mação 

numérica do quadr-o 3.6. 

Tant.o pelos result.ados numéricos como pelos gráficos 

percebe-se a pequena diferença ent.r-e os riscos do plano usando 

malha t..riangula:r- e malha quadrada, diminuindo est.a dif"e:r-ença à 

medida que o efeit..o pepit...a aument.a. Est.e J:•esult.ado é coe:r-ent.e 

com os encont..:r-ados por Burgess.. Webst.e:r- e Mcbrat.ney (1981). 

Est.es result.adoS serão usados para propór uma configuração de 

amost.ra, t.ambém det.erminando seu t.amanho. 

3.1.2. Configur-ação e Tamanho da Amostra 

Os result.ados de 3.1.1 most.ram o pequeno decréscimo no 

risco do plano ao t.rocar uma malha quadrada por uma t.riang-ular. 
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Risco do plano para mapeament.o 

Tr;tangy!~ QuadraQ.ª-
2 2 

r o n <Y O' 
KMTL KMQL 

o 10 2,30 2~44 

15 1~88 2~00 

20 1 '63 1,73 

25 1,45 1,55 

30 1~33 1,41 

35 1,23 1,31 

40 1,15 1 '22 

1,5 10 4,25 4,35 

15 3,81 3,89 

20 3,55 3,62 

25 3,36 3,43 

30 3,23 3,29 

35 3,12 3,17 

40 3,04 3,09 

<Cont.inu.a) 

QUADRO 3.6. Risco do plano amost...ra.l par-a mapeament.o da variável 

espacial "capacidade de r-et.enção de água do solo na 

camada O 20 em de profundidade sob pressão de 

0,33 at.m'\ numa re6ião com área de 
2 

10.000 m . Nest..e 

exemplo {fict.i cio).. o semivariograma isot.rópico é 
2 

linear:> com inclinação 0,14 «g água/g solo) /m). O 

risco e:st.á em função do efeit.o Pepit.a v 
' o' 

do 

t.amanho n da amost-ra e do t.i po de malha. 
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Risco do plano para mapeamento 

Tri.angu!9!: Quadra c,!ª 
2 2 

r o n O' <Y 
KMTL KMO.L 

7,5 10 11,29 11,35 

15 10,77 10,81 

20 10,45 10,49 

25 10,23 10,26 

30 10,06 10,09 

35 9,93 9,96 

40 9,82 9,86 

16,0 10 19,65 19' 69· 

15 19,07 19,10 

20 18,72 i9,75 

25 19,48 19,50 

30 18,29 18,31 

35 18,15 18,17 

40 18,03 18,05 

1 500 000,0 10 1 625 003,81 1 625 003 J 81 

15 1 625 003,11 1 625 003,11 

20 1 625 002;69 1 625 002,69 

25 1 625 002,41 1 625 002,41 

30 1 625 002,20 1 ó28 002,20 

35 1 625 002,03 1 625 00:.?.,03 

40 1 625 001,90 1 625 001,90 

QUADRO 3.6. <Conclusão) 
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2 
dKM 

2 
dKM 

3,50 5,50 

2,80 4,40 • 
' • • 

2,10 ' 3,30 • • • • • • ' • 
1,40 ' A 2,20 

' • • 
0,70 1,10 

5 10 15 20 25 30 35 40 n 5 10 15 20 25 30 35 40 n 

(a) ( b) 

2 
dKM 

2 
dKM 

12,50 21,00 

• • ' • • • ' • ' 10,00 • • • 16,80 • ' 
7,50 12,60 

5,00 8,40 

2,50 4,20 

5 10 15 20 25 30 35 40 n 5 10 15 20 25 30 35 40 n 

I c) ( d) 

2 
dKM 

1625010 • • • • • • • 

1300008 

• malha quadrada 
975006 

X malha triangular 

650004 

325002 

5 10 15 20 25 30 35 40 n 

(e) 

QUADRO 3.7. Risco de um plano par-a mapeament-o em função da ma-

lha de amost.ragern_,. t.amanho n da amost.ra a efeit.o 

pepi t.a. (a) efei t.o 

r •'7,!3 <d> r •15,0 <e> o o 

pepit.a y =0,0 
o 

r -tsooooo,o. 
o 

{b) y =1,5 
o 

{c) 
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Burg-ess, Webst.er e McB:rat.ney (19SD sust.ent.am que esse 

decréscimo não é compensado pelo maior- cust.o de alocação da 

malha t.r-iangular-, concluindo que uma malha quadrada deve s:e:r 

preferida quando deseja-se urna amostra para subsidiar o 

mapeamento de uma variável com semivario~rama isot.r6pico numa 

região de solo limit.ada. Est.a disse:r-t.ação aceit.a est.a proposta 

e propõe um algori t.mo para a determinação do t.amanho da .amost.ra 

quando o semiVal'Íogr-ama. (isot.r-6pico) é linear, veja quadro 3.8. 

Est.a sequência de inst.r-uções perrrút.e a determinação do tamanho 

da amost.:ra em malha quadrada que ser-á alocada numa região de 

solo limitada e t.ambém o espaçamento ·ent.re os pont.os amostra-

dos. Paralelament.e à est.e alg:ori t..mo prát.ico apresent.a-se no 

quadro 3.9 um e"emplo numérico de aplicação, associado à si-

t.uação prát.ica envolvendo a variável ~capacidade de ret.enção de 

água do solo na camada O - 20 em de profundidade sob pressão de 

0,33 at.mosfera', apresent.ada em 3.1.1. Nesse .ex~mplo conside-

rou- se a necessidade de um plano amost.ral com um risco menor 

ou igual à 4,00 (g 
2 

água/g solo) . A det.e:rmínação do núme-r-o de 

pont.os foi feit.a por unidade de ár-ea, cada unidade com 1 ha 

(10000 2 
rn ), cont..ida na região R. Para que o plano seja aceit.á-

vel, bast.aria amost.r-ar- 14 pont.os em cada unidade de área de 

2 10000 m , em malha quadrada, espaçados de 26,7 m. 

A t.eori?, algorit.mos e exemplos t.rat.ados at.é aqui est.ão 

baseados na isot.ropia do semivariograma. O caso anisot.rópico 

será t.rat.ado na próxima seção. 
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Passo 

1 

2 

3 

Det.erminnção do Tamanho da Arnost.ra 

Pr-ocediment.o 

Especificar o valor do efelt.o peit.a y , da in
o 

50 

clinação a, da área s da região à ser amost.ra-

da e do risco máximo t.olerável 0'
2 

max 

Usar- os l"esult..ados do lema 3,6 para construir 

uma t.abela como no quadro 3.6 e/ou um gráfico 

como no quadro 3.7 obt.endo risco em função . de n 

(o t.amanho da amost.ra), n variando at.é um núme-

ro de pont.os amost.radcis máximo, de 

os recursos disponi v eis. 

acordo com 

Usar:- a t.abela e/ou gráf'ico do passo 2 par-a es

colher o valor de n t.al que o risco associado 

seja menor ou igual à 0"
2 
max 

t.re pont.os amost.rados é 

O espaçament-o en-

~~-

QUADRO 3.8. Algol'i t.mo para a det.erminação do tamanho da amost.ra 

e do espaçament-o ent.re pont.os amost.rados para fins 

de mapeamento. Est...a amost.ra ser-á alocada numa regi

ão R com área s, em malha quadr-ada. O semiva:riogra-

ma da variável de interesse deve ser isot.rópico e 

linear, com eíeit.o pepit.a 

malha :Caz o plano amost.ral ser 

e inclinação a. Est.a 
z 

C' 
max 

- aceit.ável. 
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Determinação do Tamanho da Amos~ra 

o 
1- Passo 

Região Plano de Amost.ragem 
Unidade de 

;S~e~nn~i~v~a~~~l~o~~~p~a~nn~aa_ ______ _cáêL~ea Risco 

a s 

1,50 o' 14 10000 4,00 

2~ Passo. Veja quadros 3.6 e 3.7. 

s? Passo. n "'" 14 pont.os amost.rados. na região, em malha 

quadrada. O espaçament.o ent.re pontos .2most.rados 

será de 1 = 100/Tf~ = 26,7. 

Escala 1:2000 

(1cm::: 20m) 

26, 7m 

QUADRO 3.9. Exemplo de aplicação do algori t.mo do quadro 3.8. 

Unidades das medidas: área 
2 

(m ), efeit.o pepit.a e 
2 risco ((g água/g solo) )~ inclinação <<g água/g so-

2 
lo) /m) e espaçamento (m). 
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2.2. Snrniv~riogr~J:~Ga Ani~of.,r6p:i10o 

Nest.a seç~o est.Üdal'-se-á o risco de um plano amost.r-.a.l 

para mapeamento quando o semi variograma é anisot.rópico. Um se-

mivariograma de modelo linear é dit.o ser ani.sotrópico ~eométr-i-

co se ele pode ser escrit.o na :forma seguint.e <Journel, 1988; 

Isaaks e Srivast.ava, 1989): 

y{h) c { 

o , I h! = o 

,!hi"'O 

onde ah (a inclinação na direção do vet.or h) depende da direção 

do vet.or h, de t.al maneira que os inversos de ah para cada di-

reção formam uma elipse, veja quadro 3.10. Ist.o pode ser ex-

pressa de outra maneira: 

y{h) = { 
o 

y
0 

+ IA . R . h! 

onde: 

[ 

cos C( 

{i) a mat.riz R = 
sen o: 

, lhl z o 

,lhi"'O 

-senal 
cos O( 

rot.aciona o sist.ema 

or-iginal de coor-denadas (0 
u' 

o ) para o sist.ema <O ,O ) 
v u• v• 

definido pelos eixos da elipse (a é o ângulo ent.re O e O ). 
u u• 

-- [ oau· (ii) a matriz A 

circlll"lf"erência. 

o 

a 
] ~ransCorma a elipse numa 

v· 
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o vetor h é expressado 

sist.ema <O o ) é 
u' v' 

de anisot.ropia. 

a é o coeficien-t.e 
u' 

a é o coeficient.e 
V' 

''h é o coeficiente 

\ 
\ 

\ 
\ 

\ , ___ ._] 

\ 
\ 

\ 
\ 

h 

' 
\ 

' 
' \ 

\ u' 

no sist.ema de coordenadas <O 

o sistema definido pelos eixos 

.angular- na direção do eixo o 
u' 

an~ular na direção do eixo o 
V' 

angular na direção do vet.or h. 

53 

u 

' o ). o 
u v 

da elipse 

QUADRO 3.10. Anisot.ropia geométrica num semivariograma linear. 
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minar o esp.açament.o ent.r-e seus 
2 

pont.os, que confa~a & 
max 

84 

- acei-

tabilidade à um plano amost...ral quando o semivaT'iO(;l'ama linear é 

anisot.rópico geom.ét.rico, Em 3.2.1 demonst..ra-se um lema que 

fundamenta e dá validade a essa proposta. Em 3.2.2 apresent-a-se 

um alí;orti mo para det-erminação do t..amanho dessa amost.ra e o 

espaçamento ent.re os pont..os~ com um exemplo de aplicação em 

ciência do solo. 

3.2.1. Configuraç~o 

Devido ao f"at.o de que pode-se levai> uma. elipse de 

anisotropia à uma circunferência de isot.ropia através da matriz 

A~ é possi vel ut.iliza.r- a solução apresentada para o caso 

isot.r•ópico t.ambém no caso anisot.rópico, à menos de uma pequena 

modidi:ficação na malha. Btll'gess, Webst.er e McBrat.ney (1991) 

propõem uma amostragem com malha retangular quando há anisot.ro-

pia geomét.rica. O lema seg:uint.e g~ant.e o acert.o dessa pro-

post..a. 

Lema 3.6. <Malha retangular aceit.áveD. Seja 
2 

O' 
max 

o risco máximo t.oler-ável par-a um mapeament.o. Seja o processo 

{W{x): x e ]R 
2

} que satisfaz a hlpót.ese intri nseca, com semi v a-

riograma isot.r6pico linear- com efeit.o pepit.a e incli-

nação a. Seja uma malha quadrada que amost.ra uma realização 
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{ w(x): x E !R2 > desse pr•oaesso. Sua densidade de amost.r-agem e 

6 . , o espaçament.o ent.re pont.os .amost.rados é 1 

' 
e a val'iância 

máxima de krit;agem é 
2 

<T" 
KMi 

. Seja o processo < Z(x): x e IR 2 ) 

que t.ambém sat.islaz a lllpót.ese int.~"'inseca, com semivariogl'ama 

anisot.rópico geométrico linear com e!'eit.o pepit.a r o' inclinação 

na direção do eixo o igual à a e na dir-eção o:r-t.ogonal, in-
u' U' 

clinação a = a. Seja uma malha ret.angulal' que amost.ra uma 
v' 

realização < z(x): IR 
2 

} desse Sua densidade de " E processo. 

amost.ragem é 6 , os lados dos retângulos est.ão descansando so
a 

bre as direções dos eixos da elipse de anisot.ropia (sendo que o 

lado sobre o eixo O 
V' 

t.em compriment:o 1 e o lado na direção 

ortogonal t.em compl"iment.o f.l ' :f=a 
V' 

/a 
U' ' veja quadro 3.11, 

e sua variância máxima de (i) 

dade de amostragem na malha retangular é ó = ó . /f <iD dada uma 
a 

re ~>'"o R c ~ 2 á :f' . .._ ' d • • d e. d. lr'- com rea s :nu .... a, o numero e pon .... os amos .... ra os 

dent.ro de R em ma.lha. quadrada é n. 
' 

2 = s/1. e o número n de pon-
' a 

t..os amost.z·ados dent.ro de R em malha retant::ular é n = 
a 

ni/f' 

(iii) a variância máxima de krigagem 

é igual a variância máxima de krigagem 

Demonstração. Veja apêndice. 

2 
O' 

KMa 

2 

"' KMi 

da malha retangular 

da malha quadrada. 

Escolhida uma malha r-et.angular pa~'a amos:t.ral' sob aniso-

t.ropia rest.a a t.arefa de det.erminar o número de pont.os à serem 

amos~rados e seus espaçament.os. 
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r----------------------------------------~ 
(a) 

(b) 

I I ~- I -- -
J 

o 
. ,, 

-
- I - I I -

QUADRO 3.11. Disposição da malha: (a) sob isot.l'opia, a o:I'ient.a-

ção espacial da malha quadrada é irr-eleva.nt.e (b) 

sob anisot.ropia geomét.r-ica> a orient.ação espacial 

da malha ret.ang:ular deve est.ar de acordo com os 

eixos de anisot.ropia O e O 
o.!' V' 
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3.2.2. Tamanho da Amosf.ra 

A deter-minação do número de pont..os à s.:er-em amost.1~ados 

no est.udo de wna Val"iável espacial que possui semivar-iograma 

anisot.r6pico geométrico com modelo linear é feit.a em função dos 

espaçamentos na malha retangular. No quadro 3.12 apresenta-se 

uma sequência de instruções para dimensionar uma malha ret.angu-

lar- numa sit.uação prát.ica. O quadro 3.13 é um paralelo aplica-

t.ivo em ciência do solo, no est.udo da variável espacial ~capa-

cidade de retenção de água do solo na camada O - 20 em de pro-

fundidade sob pr-essão de 0,33 at.m', me-dida em <g água/g solo). 

Os valores dados às inclinações são f'lct.i cios. Nesse exemplo 

consider-ou-se um pla.'""lo amost.ral com um risco menor ou igual à 

3,50 <g água/g 
2 solo) , amostrando uma região dividida em uni-

2 
dades de área com 10000 m . O valor- do efeit.o pepit.a é- de 1,60 

2 
(g água/g solo) . Um croqui mos:t.ra a região e a malha que a 

amost.ra, uma malha ret.angular com 10 pont.os amost.rados em cada 

10000 m
2 

de área. 

A determinação da configuração, do espaçament-o e do nú-· 

mero de pont.os amost.rados: para o mapeament.o de uma variâvel de 

int.eresse foi t.rat.ada at.é aqui, t.ant.o para o caso isot.rópico 

quant.o pat'a um caso anisot.rópico.Em ambos fica pat.ent.e a neces:-

sidade de se conhecer o semivario~rama ant.es de planejar a 

amost.ragem. Para a est.imação do semivariograma uma pré-amost.ra-

gem é sugerida na próxima seção. 
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Passo 

1 

2 

3 

4 

5 

Determinação do Tamanho da Amostr-a 

Procedimento 

Especificar o valor do eíeit.o pepita y , 
o 

59 

das inclinaçôes a e a , da área s da 
u- v. 

região a ser- amost.rada e do risco máximo 
2 tolerável O' • Obs. As diN~·ções dos ei-
max 

xos: da elipse de anisot.r-opia devem ser 

conhecidas. 

Escolhe-se a direção de um dos eixos da 

elipse: p. ex., O . Usando o coeficien-
v' 

t.e angular do semivariograma nesta dire-

ção (a ) dJ.mensiona-se, pelo algoritmo 
v' 

espaçamento 1 
. v' 

do quadro 3.8, o ent.re 

pont.os .amost.rados na dir-eção O . 
V' 

O espaçamento 1 na direção O é obt.i-u. u. 

fazendo-se 1 • f'.l onde f' • a /a 
u • v • v• u • 

O número de pontos amost.rados nessa ma

lha ret.anbular const.rui da é 

n = s/(1 1 ) = s/1'.1
2 

a u' v. v. 

O risco do plano que prevê est.a malha é 

o risco associado ao passo 2 deste algo

ri t.mo. 

QUADRO 9.12. Algori t..mo para a det.erminaç-ªlo do espaçamento en-

tre pont.os 

numa malha 

amost.rados <e do tamanho da amostra) 

retangular estendida sobre uma região 

R "com área s. O semivar-iograma da variável de in-

t.eresse deve ser anisot.rópico geomét.rico com mode-

lo linear, 

e a nas 
V' 

com efeit.o pepita 

dil:"eç5es dos ei"'os 

e inclinações a 
u' 

elipse. Est..a malha 

faz o plano amostrai 0'
2 

max 
- aceit.ável. 
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-

Det.erminação do Tamanho da Amost.ra 

1~ 
-

Passo. 

Região Plano de Amost.rag:em 
Unidade de 

Sémiva:t~iog:rama ár-ea Risco 

2 
~'o a a s O" 

u- v· max 

1 50 o 06 o 14 10000 3 50 

2~ Passo. Com ~'o = 1,5> a ~ a -0,14 ent.:r-a-se no algo-
v" 

r-i t.mo do quadro 3.8. o result.ado obt.ido é 1 • v" 

100 2o,es. = 
123' 

3~ Passo. Í = o' 14 z 2,33 -0,06 

1 r 1 o' 14 100 
4S,7 = = = 0,06 -u" V" l2:l' 

4~ Passo. 
10000 ;, 10 n -a 2 (20,95) .2,33 

5~ P~so. 
2 

3,50 "" = -
'"'~ /N 

O v' 
20.Bm 

-

Escala 1 : 2000 
(1cm=20m) 

ou 48,7m 

QUADRO 3.13. Exemplo de aplicação do algor-i t.mo do quadro 3.12. 

As ur.dda.des dos dados são: área (m
2
), ef"eit..o pepi

t.a e r-isco <<g água/g solo) 2 ),inclinação {(g água/ 

2 
g solo) /m) e espaçament.o (m). 
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As p:ropost.as pa:r-a o planejament-o da amost.l~agom espacial 

apresent.adas: nest.a diss:ert.ação prossupeiem que um modelo para o 

semivariograma já foi det.er-minado~ possivelment.e utilizando uma 

pré-amost.ragem. Nest.a seção apresent.~-se-á sugestões para con-

duzi-la. 

Seja um processo { ZCx): x e R c /R 2 } que sat.is:f'"az a 

hipót.ese int.rinseca, com semivariograma desconhecido. Ent.ão uma 

realização desse processo pode ser amost.rada para est.ímar o 

semivariograma segundo o plano abaixo: 

(i) São realizadas t.ranseções sobre R, procurando-se 

amost.rar pont.os sobre est.as linhas separados por 

dist.ãncias menores do que possivelment.e serão as 

dist.âncias no plano de amost.ragem para as kriga

gens (Burgess, Webst.er e McBrat.ney, 1981). lst.o 

per-mi t.irá det.ermínar com det.alhe a est.rut.ura de 

dependência espacial à pequenas distâncias. 

(ii) Est.as Jinhas de <pr-é) am.ost.:ragem deve1~ão t.er vá

r-ias diJ:'eç.::Se.s: dent..ro de R para pode:l'-se det.ect.ar

a exist.ência de possi vel anis:ot.:l'opia. Est.a aloca

ção poderá ser feit.a pelo menos de duas maneiras, 

veja quadr-o 3.14. 

(iiD O número de pont.os amost.rados poderá consumir at.é 

um t.erço do esforço t.ot.al do levant.ament.o (Young, 

1976; cit.ado em Bur~ess, Webst.er e McBrat.ney, 
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(a) 
R 

(b) 

QUADRO 3.14. Duas possi v eis alocações de t.r-anseçêSes par-a amos-

t..ragem de uma região R : (a) cent.rado ("em 

(b) não-centrado. 

cruz") 
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198D. Ist.o pel:-miUrá uma melhor estimação do se-

mivario{;rama, principalment.e à pequenas dist.àn-

cias. 

A necessidade de est.imaro bem o semiva.r-iog:r-ama à peque-

nas dist.âncias reside no f'at..o de que é de f'und.ament.al impol'-

t.ância conhecer a dependência espacial ent..re um pont.o e sua vi-

zinhanç:a. Por exemplo, a qualidade da est.imaç:lli:o do ef'eit.o pe-

pit.a depende da qualidade da estimação do semivariograma à pe-

quenas distâncias. Como pode ser vist.o nos srá:ficos do quac:b:-o 

3.7, o t.amanho da amost.ra necessário par-a :fazer um plano 

o-2 -aceit.ável, 
mux 

depende sensivelmente do valor do efeit.o 

pepit.a. Por exemplo, no quadro 3.7 ~ se um plano deve ser. 2,00 

(g água/g solo)
2
-aceit.ável, o t.amanho da amost.ra muda de apr-o-

ximadament.e 15 para mais de 40, quando o efeit.o pepit.a muda de 

0,00 par-a 1,6 (g água/g 
2 

solo) . Além disso, e conclusivamente, 

o próprio modelo à ser- adotado depende da qualidade dessa est.i-

mação, veja quad:r-o 3.15. Com o objet.ivo de melhorai' a <pré) es-

t..imação do semival"iO~I'ama à pequenas dist.âncias, suger-e-se que 

nas t.ranseções propost.as nos it.ens (i) e {fi) acima contenham 

segmentos onde os espaçamentos ent.re os pontos seja t.ão peque-

nos quant.o as condições de medição o per-mit.am. Nat.ur-alment.e, a 

qualidade de todas as infer-ências fut.ur-as <kr-ir;agens: pontuais 

em mapeamentos e krigagens de bloco na estimação de médias 

espaciais) e do próprio planejament-o da amostragem dependerá da 

qualidade da est.imação do semivariograma. 
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h 

h 

QUADRO 3.15. O modelo do semivariograma e em particular o efei

to pepit.a dependem crit.icamente da informação da 

<pré)amost.ragem à pequena~ distâncias. Exemplos: 

(a) semivariograma esférico com diferent.es efeitos 

pepi t.a {b) Dois modelos diferent.es ajustados para 

a mesma nuvem de pontos. 
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Um plano de a.moat.l'&g'ern espa.ci.a.I pal.~a conhec&l" UJna popu-

!ação { zúc): x t;; R c /1?. 2 
} realizada sob semivar-iogr-ama não-

decr-e:scent.e t.erá um risco mi nimo se uma malha triangular- f' ar

usada. Apesa:r- disso, uma malha quadrada é recomendada, pol'que 

seu risco não é mui t.o maior do que a triangular- Cprincipalment.e 

se o efeit.o pepit.a for grande) e seu cust.o de implant.ação é me

nor. Pal'a o exemplo apr-esent.ado no quadro 3.9, o que se perde 

em usar- uma malha quadrada em vez de uma t.rianguléU' é no má.ximo 

da or-dem aproximada de 6%, em t.ermos do aument.o no r-isco. 

O est.udo de uma variável espacial que apr-es:ent.a um 

semivat"iog:r-ama anisot.rópico geomét.:t'ico, com modelo linear, pode 

ser feit.o levando-se em consideração os resultados par-a o caso 

isot.r-6pico, modi:licando-se a malha de amost.ra~em de quadrada 

para retangular-. Est.a alteração consiste em alongar (ou 

contrair-) o lado do quadr-ado na direção de um dos eixos da 

elipse segundo a razão ent.r-e os compr-iment.os desses eixos. 

O invest.iment.o numa pr-é-amost.ragem para a est.imação do 

semivariograma pode ser- compensador-~ vist.o que permitirá um 

planejament-o calcado em bases mais: seguras. 

Finalment.e, est.udos que demonst.r-em r-igor-osamente as 

soluções apresentadas: aos pr-oblemas A1, A2, B1 e B2~ que per-mi

t.am uma medição melhor- da eficiência r-elat.iva ent.re as malhas 

t.riangular e quadrada {problema 83) e forneçam um crit.ério 

objetivo para solucionar o problema 01~ estão ainda sendo 

I 
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necessários. Os problemas C2 e· C3 podem .ser resolvidos para ou-

t.ros t.ipos de semivariograma (por exemplo o esférico) e o pro-

h lema das bordas da r·egião R, contido no pl.'oblema C3, merecem 

maior- atenção. Um es-t.udo pax-a um semiva.\~iograma anis:ot.l'ópico 

geométrico com o modelo esférico poderia ser também feit.o, bem 

como para outros t.ipos de anisot.l'opia (zona!~ por- exemplo). Por 

últ..imo, sem dúvida um est.udo mais objetivo est.udo sobre a pré-

amost.rag:em para estimação do semivariograma seria bem recebido. 

I 
I 

l 
' 



Capit.ulo 4. PLANO AMOSTRAL PARA MEDIAS ESPACIAIS 

No capi t.ulo 3, pr-opós-se um plano amost..r-al par-a a amos-

t.r-agem espacial para mapeament..o de um população { z(x):x E R c 

IR 2 
}. Out.r-a ut.ilidade da amost.r-a espacial é f'o:r-nece:r uma base 

para predição de uma média espacial. Em 2.2.2 de:f'ine-se essa 

média e sua predição geoest.at.i st.ica~ que é a krigagem de bloco. 

O objet.ivo deste capi t.ulo é propór um plano amostrai para est.i-

mação da média espacial de uma subpopulação {z(t.):t. e RCx) c R 

c R 2 
}, :realizada sob um semival'iogr-ama. isot.r-ópico com modelo 

linear. 

Um plano amost.:r-al par-a est...imação de uma média espacial 

é const.rui do c~nside:r-ando-se duas quantidades: 

(i) O r-isco do plano par-a estimação da média espacial 

s(x) da subpopulação { z(t):t. e R (x) c R c lR 2 }~ 

definido aqui como a var-iância de kr-igagem de 

bloco pr-oduzida pela amost.r-a. 

(fi) O custo do plano par-a estimaçet.a da média espacial 

2 s(x) da subpopulação { z(t):t E R <x) c R c IR >, 

definido aqui como a qqant.idade de reCUl"SOS 

:financeiros necessária para executar o plano. 

A pr-incipal necessidade que leva ao planejament...o da 

amo.s:t..ragem espacial para estimação de uma média espacial é o 



cont.X'ole do l'isco: um l'isco máximo 2 
O' 

max 
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est.abelecido e a 

.amost.l'a é planejada para que o risco do plano não ult.l"ap.asse 

esse limit.e (\1/ebst..er- e Bur-gess, 1984). Um plano t.al que seu 

risco seja menor ou igual ao máximo est.abelecido &
2 

é um 
max 

plano 
2 

O' 
max 

- aceit.ável. Con.figuraç:ão e espaçament.o num plano de 

amost.ragem par-a a est..imação de uma média espacial ser-ão det.er-

minados em função do risco do plano. Como no planejamento par-a 

rnapeament.o, o cust.o do plano influenciar-á decisivamente a esco-

lha da conf'iguração da amost.ra. 

Sob semivariog:r-ama is:ot.r-ópico, linear, uma sél'ie de 

problemas devem S€H"' r-esolvidos at.é se chegar- à uma pr-opost.a 

par-a o plano visando médias espaciais. Est.a sequência é análoga 

à apresent.ada no capi t.ulo 3 e est.á apresentada como sebUe. <A 

identificação dos problemas g-uarda correspondência com as 

questões levant.adas no capitulo 1). 

Problema A. Determinar a conf"i~uração da amostra para 

estimação de uma média espacial. 

Considerações: análogas aquelas desenvolvidas par-a con-

cluir a superioridade da amost.ragem sistemática para mapeamen-

t..os levam à conclusão de que t...ambém para médias espaciais é 

melhor a amostragem sist.emát.ica. Como antes, essa superioridade 

traduz-se na qualidade de garantir 

sit.uação onde o plano puder não ser 

z 
O' 

max 
2 

O' 
max 

aceit..abilidade numa 

- aceit.ável (numa si-

t.uaç1ão onde qualquer amostra produz um plano 
2 

O' 
max 

aceitável 

não há necessidade de planejar- no sent.ido definido nest..a 
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t.al supel'iol'idade ~ nest.e capi t.ulo ela também será aceita sem 

demonst.ração f'ormal. 

Problema !!: Escolher uma configuração sis:t.emát.ica para 

es:t.imação de uma média espacial. 

Se a subregião R<x) c R c IR t.em f'orma quad:l"ada, 

Webst.er e Burgess <1984) af'irmam que uma malha quadrada interna 

à suhregião deve ser usada. Esta .af'il'mação é adot.ada aqui como 

solução do pl'oblema B quando a subregião é quadrada. Necessita-

se agora det.erminar o tamanho da amostra _e o espaçament.o entre 

pontos amo.st.r-ados. Para que est.e objet.ivo seja atingido é 

necessário solucionax- ainda dois pl'oblemas: 

Problema Q!. Minimizar a variância de ki'igagem de bloco 

em .f"unção do e-spaçament.o, _pa!"a um tamanho 

de amost.ra f'ixo. 

Dada um.a s:ubregião quadr-ada, vár-ias: são as: rnaneix-as de 

alocar-lhe intel"nament.e uma malha quadrada com n nós: o espa-

"' • • .. d ' d O à L/<n.t....- 2 - 1) <L é çameno...o eno...re pon .... os amoso...ra os var1a e 

o comprimento do lado da subregião R(x) quad1'ada), veja quad.r·o 

4.1. Webste:r- e Bur~ess (1984) apresentam a solução à este pr-o-

1/Z 
blema (sem demonst.rá-la), dando como L/(n ) o espaçamento que 

minimiza a variância de krigagem de bloco, veja quadro 4.2. 

Neste capitulo est.e resultado é usado sem demonst.raçâo. 

' i 
i 

I 
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QUADRO 4.1. Poss:i veis malhas quadr-adas: (como exemplo n • 9) 

internas à uma subr-e~iâ:o R<x) quadr-ada. Os espaça-

ment.os: ent.r-e os pont.os amost.r-ados variam de O à 

L/<..fil" - 1). 
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4.2. 

qua!Íl'ada que nrlnimiza a var-iância de kJ:.igagem de 

bloco para est.a região R(x) quadr-ada <um exemplo 

para n = 9). Os pont.os amost.r-ados est.ão no cent.ro 

das t.esselas quadradas que compõem R(x). 
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Pr-oblema C2. Calculai' a va.r-iância de krigagem de bloco. 

Definido o espaçamento ót.imo, resta a t.aref'a de calcu-

lar- o risco do plano que pl'evê um.a. amostra de tamanho n. Ne:srt..e 

capl t.ulo, um algori t.mo pa.l"a esse cálculo é p:r-opost.o. 

Os problemas A até C2 são tratados na seção 4.1. Eles 

conduzem à uma proposta para a deter-minação do tamanho da amos

t.ra suficiente pal'a tor-nar um plano 0'
2 -aceitável. Ela é 
max 

apre-

sentada como um algo:r-1 t.mo na seção 4.2, onde também um exemplo 

de aplicação é dado, num estudo com dados fict.i cios, modifica-

dos de dados de um estudo de solo. A seção 4.:3 conclui este 

capi t.ulo salient.ando resultados importantes e expondo alguns 

problemas ainda em aberto no planejamento da amos:t.:ragem espa-

cial para estimação de uma média espacial. 

4.1. Variãncia de Kr-igagem de Bloco 

Nest.a disse:rt.ação os pr-oblemas A~ B e C1 t.em suas solu-

ções aceit.as conforme expost.as na lit.e:rat.Ul'a. O p:roblema C2 

t.ambém é enfrentado na lit.erat.u:ra <Webst.er- e Burgess, 1984) po-

r-ém sem uma sequência de inst.ruções sobre o cálculo da variân-

cia de kl"igagem de bloco. Est.a seção procura suprir- est.a falt.a 

apresent.ando um algo :r-i t.mo adequado. O lema seguint..e é apresen-

t.ado como subsidio para a construção do algori t.mo. 

I Lema .14 (Cálculo !:@ variància de ~ de bloco). 

2 
Seja um processo <Z<x>:x E: R c IR ) que sat.isfaz a hipót.ese in-

t.r-1 nae-ca~ com semivar-iogr-ama isot.l"-ópico, linear-~ com inclinação 



a e efeit.o pepit.a r . Seja uma subpopulaç$:o {z{t.):t. e R (x) c R 
o 

c lR 2
), r-ealização do pr-ocesso acima dent.ro da subregião R<x> 

quadr-ada, de lado L, contida em R. Se uma amost.ra de n pont.os 

em malha quadrada é alocada dent.r-o de R{x) no espaçamento 

L/n t/Z 1 então a variãncia de k:r-igagem de bloco é dada po1' 

2 
O' <x> = '11'.1" + (3 - r <R<x>> onde: 

KB Z 

(i) "' e {3 são dados por 

! -~-] [_: __ :-~-~-.. [-~-] 
1' I O 1 

U2 r é igual à a.L.r /n + y .<1.1' 
R O 

I) onde a mat.:r-iz r R é uma 

mat.riz simét.:r-ica n x n, com o element.O na posição {i,j) dado 

por :f(i,j) = 

U2] f n + e vk 

[{u_ 

' 
= [(k 

-

u_)2+ (v_ v_)2]1/2 , = [{k DIV 
J J 

- 1) MOD n 1
_,.

2 J + 1. 

-
(ii) 2" é igual à 

- :1./2 
a.L.f /n 

R 
+ r .1 

o onde J' R é um ve-

t.or n x 1 com o i-ésimo element.o dado pOI' (1 .. 1 .. g<l . ,1 . ) 
1 I" 2 I 1. 1 2 l 

1 .. 1 .. g<l . ,1 . ) + 1 _ .l .. g<l . ,1 . ) + 1 .. 1 .. g<l _..I . )J/n 
21 31 21 31 3! 4-1 31 41 "' 11 41 .tl 

1 . = (2.u . ' - 1>/2,1 . 
2 ' 

= <2v 
i 

- 1)/2, 1 . 
a ' 

V2 = n 

' 

U2 ! { ~ 2 { 2 2)V2]+{{ 2/ ) ] [{q+{p2+q2)V2) ~]} n - , g p,q)=-u. . p +q p q . n , .t-'" 
2< 

2 2 2 1/2 + <«q /p).ln [Cp+<p +q ) )/q)]}}/6. 

Ciii) r <R<x>>=IRC>c:)l-
2

• J' f r <s- t.) ds dt. • 
Z R!~> R(~} Z 

= r + a. L . {(2+f2'> + [5 . In <1 + ~)J}/15. 
o 

Demonst-ração. Veja apêndice. 

+ 
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O algorí t.mo do quadro 4.3 est..á baseado no lema 4.1. Ele 

conduz ao cálculo da. VZtl'iância de krig:agem de bloco numa subre-

gião R<x> quadr-ada sob· semivariograllUl isat.I'ópico, Unea.r-. Um 

exemplo de sua aplicação prát.ica se dá com dados :fict.icios, 

modificados de um est.udo da variável espacial ~capacidade de 

ret.enção de ág-ua do solo na camada 0-20cm de profundidade sob 

pressão de 0~33 at.rn '<g água/g solo), sobre uma subregião R<x) 

quadrada com lado L = 100m. Seu semi variog:r-ama apresent.a um 

ef'eit.o pepit.a de 1,5 (g 
2 água/g solo) uma inclinação 0,14 

(g água/g solo) 
2 
/m. A variância de krigagem de bloco f' oi calcu-

lada para vários tamanhos de amost.r-·a sob difel'ent.es ef'eit.os 

pepita e os :r-esultados est..ão resumidos nos quadros 4.4 e 4.6. 

Os resultados dest.a seção fundamentam a pl'opost.a pa:r-a 

detel'minação do t.anlanho da amostl'a espacial pal'a estimação de 

uma média espacial, t.ema da próxima seção. 

4.2. Tamanho da Amost.ra 

A con:íiguração de uma amost.l'a espacial que fol'necel:'á 

uma base pal:'a a est.imação da média espacial de uma variável que 

apresent.a semiv.a..r-iog:rama isotr6pico com modelo linear, dist.ri-

bui da sobre uma subr-egião quadr-ada de lado L est.á escollrlda 

como uma malha . quadrada int.el'na à subregião, com o espaçamento 

ent.re os n pontos amost.rados igual à L/n
1

/
2

. Rest.a pois 

det.erminal' n par-a que o plano seja 
2 

"' max 
- aceit.ável. 
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nação a e o compriment.o L do lado da subregião 

R<x>. 
Det.erininar o t.:amanho n da amokt.ra em malha qu.adr-a-

2 2 2 2 2 
da à ser- alocada em R<x>, n =<1 ,2 ,3 ,4 ,5 , ... >. 

Calcular as quan.t.idades 

= C<í-1)MOD n 1 ..... 2 l+ 1, 

u. 
' 

a [(i-üDIV n 1
/

2 + 1 , 

zt i • <2.u i -D/2, 
V2 

- 1)/2, l a n l . , l . • 
3i 11 41 

g<Z .,z .>, g<Z ,,l .>, g<Z _,z ),. g<l ,,l .> 
1121 2131 3t4I 4111 

l 
2 ; 

, 

on-

de g<p,q)={[2 (pz+qz)'t/2] + {(pz/q) Zn (q+(pz+ 

2 1/2 2 2 2 1/2 
q ) )/pJ}+{{q /p) .Zn [(p+(p +q > }/q]}}/6, 

para cada pont.o x. da amostra. 
' 

4 Determinar- o vet.or 11 de pesos de krigagem, o núme-

ro (1, o vet.or de semival"iâncias médias r e a quan

t.idade r <R<x)) at.ravés das fórmulas seguint.es: 
z 

- 1/2 
J" = a.CL/n >.t +y .1 onde f 

R O R 
é o vet.or n x 1 cu-

jo i-ésimo elemento é [l . . l .. g<l . , l . )+l . . l . 
1121 11 Zl 2131 

.g{l . ,l . ) 
2 l 3 I 

+ l .. l .. g<Z .. l .> + z.,.z,,. g<Z····' 
31 4-l 31 41 

l . )]/n. » e (3 são solução de 
1 ' 

[-~-] = [-~-i-~-J-
1 

[-~-] ~ onde a mat.x-iz n x n 

r igual a 
</2 

a.{L/n ).rR + r 0 .<1.1'-1)~ 

(i,j) "' 

A 

a mat.riz n x n cujo 
2 

:f(i,j)== [{u. u.) + 
- ' J 
yz(R{x)) é dado por y

0 

element.o 

(v V )2]1/Z. 
j 

+ 0,52140S4.a.L. 

5 Calcular a Val"'iância de krigagem de bloco: 

T ~ - y <R<x)). 
z 

sendo I' R 

dado pol"' 

quant.idade 

QUADRO 4.3. Algol'i t.rno par-a cálculo da variância de krigagem de 

bloco em uma subl'egião quadrada, amost.rada em malha 

quadr-ada. 
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RISCO DO PLANO PARA ESTIMAÇÃO DE MÉDIA ESPACIAL 

2 2 
>'o n O' yo n O' 

KB "" 
o 1 3,41. 15,0 i 18,41 

4 0,42 4 4,17 

9 0,12 9 1,79 

16 0,05 16 0,99 

25 0,03 25 0,63 

36 0,02 36 0,43 

49 0,01 49 0,32 

1,5 1 4,91 1 500 ooo,o 1 1 500 003,00 

4 0,80 4 375 000,40 

9 0,29 9 166 666., 70 

16 0,15 16 93 750,05 

25 0,09 25 60 000,02 

36 0,06 36 41 666,68 

49 0,04 49 30 612,25 

7,5 1 10,91 

4 2.,30 

9 0,96 

16 0,52 

25 0,33 

36 0,22 

49 o, 16 

QUADRO 4.4. Risco do plano amost.ral para est.imação da média 

espacial da variável "capacidade de ret.enção de 

á~ua do solo na camada 0-20 em sob pressão de 0,33 

at.m", numa subreg-ião quadrada de lado 100 m. Nest.e 

exemplo (lict.i cio), o semivariog.rama isot.l:'é>pico é 

linea.I', com inclinação de 0,14 (g á{!;ua/g :solo) 2/m. 



l 

dRs 
2 

dKB 3,40[ ] 5,00 l I 
0,40 0,80 

0,30 0,60 

0,20 0,40 

0,10 • 0,20 
• 

• • • • -• ' 
1 4 9 16 25 36 49" 1 4 9 16 25 36 49" 

{a) { b) 

dRs 
2 

dKs 
; 10,80 f 18,90 f 
I 
' ' 2,40 4,20 I 

I 1,80 3,15 

I 
' 1,20 2,10 
i 
' • ' I 0,60 1,05 
\ • • 

• • 

1 4 9 16 25 36 49" 1 4 9 16 25 36 49" 

I 
{') { d ) 

I dRs 
I 

1500000 f J I 

l 375000 
I 
I 281250 ' 
li 

1'87500 

I • 
93750 • 

• • 

1 4 9 16 25 36 49" 

{e ) 

QUADRO 4.6. Risco dA um plano para &st.ima.ç§.o dA uma rnédia aspa-

cial. Valores do G:feit.o pepit.a: <a> 0~00 (b) 1,5 

(c) 7,5 (d) 15,0 (e) 1 soa ooo,o 
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A p~opos~a pa~a a determinação de n é apresenlada em 

modo a!go.l'i t.mo no quadro 4.6. Um exemplo de aplicação no plane-

jament..o de uma amostra espacial par-a est.imação da média espa-

cial da ~capacidade de ret.enção de água do solo na camada 

0-20cm de prolundidade à Pl"essão de 0,33 at.m' (g água/s solo) 

sobre uma subregião quadrada de 10000 
2 

m de á~ea, que apresenta 

um semivariograma isot.rópico, com efeit.o pepita de 1~5 (g água 

/g s:olo)
2

e inclinação de 0,14 Cg água/g solo) 2 /m, está apresen-

t.ado no quadro 4.7. Uma amostra de 4 pont.os espaçados de 50 m, 

dent.ro de R<x), confere ao plano 
2 

solo) -aceit.a-

bilidade. 

4.3. Conclus~o 

Um plano amost.r-al para se estimar a médla espacial da 

subpopulação { z(t.):t. E RCx) c R c IR 2 } de uma val'iável que 

apresenta um semivariograma isotrópico, modelo linear, pode :ser-

f'eit.o em malha quadl'ada :se a suhJ."'egião Rüd é quadrada_ Est.e 

est.udo pode ainda ser generalizado em pelo menos t.rês direções: 

(i) considerar subregi5e:s: com out.r-os :Iormato:s:, pol' exemplo, o 

retangular CiD considerar out.ros modelos pax-a o semi variogra-

ma, p,ex. o esférico (iii) considerar o planejamento sob aniso-

t.ropia. 
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DETERMINAÇÃO 00 TAMANHO DA AMOSTRA 

Procediment..o 

Especificar o valor do efeit.o 

clinação a~ do comprimento L 

pepit.a r ' da in
o 

do lado da subre-

gião quadl'ada e o risco máximo t..ole:rá vel 

para est..e plano. 

Usa.l' o algorit.mo proposto no quadr-o 4.3 

2 
O' 

max 

para 

construir uma t.abela como no quadr-o 4.4 e/ou 

gráfico como no quadroo 4.5 para a variância de 

krigagem de bloco em !'unção do t.amanho n da 

amost.ra~ n variando de .1 at.é o maior número in-

t.ei:r-o quadl."'ado possi vel~ dent..r-o dos recursos 

disponí veia. 

Usar a t.abela e/ou gráf'ico pa:~>a escolher o valor 

de n que faz a variância de krigagem de bloco 
2 

ser- menor ou igual à o- O espaçamento ent.re 
mox 

1/2 os pont..os amost..:rados é L/n . 

QUADRO 4.6. Algoroi t.mo par-a det.er-minação do t.amanho da amostra 

{e do espaçamento ent~e pontos amost~ados) pa~a es

timação da média e-spacial de uma va~iável êspacial 

que ap~esenta um sendv.a1.~iof;~a.ma isotr-ópico, modeló 

lineal' com efeito pepita r 
0 

e inclinação a, distri

bui tla sobl'e uma subree;ião quadrada com lado L. Est.a 

amostra disposta em malha qu.ad:l'ada no int.e:l'ior da 

subl'egiãó confere q
2 
mox 

amost.~al. 

aceit.abilidade ao plano 
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1~ Passo. 

Região Plano de AmosL~agem 

Semivario;:r.ama Subredão Risco 

a L 

1 50 014 100 4 00 

2~ Passo. Veja quadl'OS 4.4 e 4.5. 

3~ Passo. n = 4 pont.os amost.:r-ados na subre~ião, em malha qua-

drada. O espaçamento ent.r-e pont.os amost.r-ados será 

de =~=50. 

100m 
• 

• • 
... SOm ~ " ,. 

Subregião 

Região 

Escala 1 ~ 4000 

{1cm:40m} 

QUADRO 4.7. Exemplo de aplicação do algori t.mo do quadro 4.6. As 

unidades dos dados :são: compriment.o e espaçamento 

(m), ef'eit.o pepit.a e risco {(g água/g solo)2 ) e 

inclinação «g água/g solo)
2
)/m). 



Capitulo 5. CONSIDERAÇOES FINAIS 

Nest.a dissel't.ação f'oi exibida a ut.ilidade da t.eoria 

g:eoest.at.i st.ica no estudo da val'iação de uma variável espacial, 

quando a hipótese int.r-1 nseca é válida. Nesse cont.ex·lo most.rou-

se a conveniência de se usar uma malha quadl'ada na amostragem 

para :fins de mapeamento quando o semivariog::r-ama é não-decres-

cent.e e isot.rópico. Numa aplicação numéi-ica, verificou-se a pe-

quena diminuição da variância máxima de krigag:em (no máximo 

apenas ap:r-oximadament.e de 6%), ao se trocar uma malha quadrada 

por uma t.riangular-. Est.a vantagem não compensa a desvantagem na 

alocação de campo, pois é mais cust.oso demar-car em malha t.rian-

g-ular do que em quadrada. 

Conhecendo-se uma estimativa pi'évia para o semiva:rio-

g-r-ama da variável espacial e a ár-ea da r-egião sob est...udo, pode-

se chegar-, at.r-avés de algor-i t.mo pr-opost.o no quadro 3.8, à de-

t.er-minação do t.amanho da .amost.r-a e do espaçarnent.o ent.l"e pont.os 

amost.T'ados: ~ pa:r-a que o plano seja o- 2 -a.ceit.ável. 
max 

No exemplo 

com aplicação numérica do quadro 3.9, o mapeament.o da var-iável 

~capacidade de ret.enção de ár;ua no solo~ na camada 0-20 em sob 

pressão de 0,33 at.m' Cg água/g solo) (semivariogl'ama isot.r-6pico 

com modelo linear, efeit.o pepit.a 1,50 2 solo) " incli-

nação 0~14 CCg água/g solo)
2 
.rm)) numa l'egião de solo, poderia 



se~ feito com 14 pontos amestrados para cada 10000 2 
m 

• 

91 

malha 

quadrada, espaçados: de 26,7 m, sob um risco máximo de 4,00 (g 

2 água/g solo) . 

Caso o SG•mivar-iog-rama seja anisot.:r6pico geomét..rico, com 

modelo linear, basta usar uma malha ret~angular cuja razão ent.re 

os lados do retângulo é a mesma que ent.re os comprimentos dos_ 

eixos da elipse de anisot.ropia. O quadro 3.12 apresenta um ai-

gol'1 t.mo par-a a determinação do tamanho da amostra e do espaça-

menta entre pontos amost..:r-ados, nessa sit.uaç~o. A aplicação nu-

mérica do quadro 3.13 mostra como 10 pont.os amestrados em 10000 

2 
m pode conferir 3,50 

2 solo) aceit.abilidade à um 

plano, para mapear a ~capacidade de retenção de água no so~o na 

camada 0-20 em sob pressão de 0,33 at.m' se seu sernivariog-rama é 

anisotrópico geomét.rico, com efeito 

2 solo) , inclinação de 0,06 

pepita igual à 1,50 

{{g água/g na 

direção NE - SO e 2 
0,14 ({g água/g solo) /m) na direção ort.ogo-

nal. 

A est.im.ação ~a média de uma variável espacial com semi-

variograma isotl'ópico do t.ipo linear, que se dist.rihui sobre 

uma subregião quadrada, pode ser ef'et.uada por uma malha também 

quadrada int.erna à subregião. O número de pontos amost.rados: e o 

espaçament.o ent.re eles, calculados pelo algorit.mo do quadro 

4.6, conferirá ao plano 
2 

" rnax 
aceit.abilidade. Para que a média 

espacial da 'capacidade de retenção de água no solo na camada 

0-20 em sob pressão de 0,33 at.m' {semivario~rama i:sot.r6pico, do 

2 t.ipo linear, com e:feito pepita 1,50 (g água/g solo) e iriclina-
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2 
ção 0,14 ({g água/g solo) /m) numa subregião quadr-ada com A~·ea 

10000 
2 

m , seja êsLimada com um I'isco máximo de 4,00 (g água/g 

2 
solo) , bast.a que o plano pr-escreva uma amost.l"a de 4 pont.os 

espaçados de SO m, dent.ro da subregião {veja quadro 4.7>. 

Par-a que os planos de amostragem espacial sejam aplicá-

veis em vá~~ias situações prát.ica.s di:fer-ent.es, é necessál'io ain-

da explol'ar- outros problemas. Por exemplo, est.udar o planeja-

ment.o sob dit'erent.es tipos de anisot.:ropia, planejar est.imação 

de médias espaciais em subregii'5es com f"or-mas diferentes da qua-

drada, t.ol'nar mais segura e confiável a pré-estimação do semi-

V3l'ÍOl?;:t'am.a. 

Pode-se dist.inguir três possi veis obstáculos à utiliza-

ção dos planos amostrais propost.os nest.e t.I-abalho: 

(i) Não se pode admitir a validade da hipótese in-

t.:r-1 nseca na variabilidade espacial da car-act.eri s-

t.ica sob estudo. 

(ii) A insuficiência dos recursos computacionais para 

o planejament.o <máquina e/ou pr-ograma). 

{iii) O custo do planejamento e execuçã.o. <Est.e custo 

está diretamente relacionado com o número de 

pontos: que devem ser- amestrados: para se alcançar 

o cont.role desejado no risco). 

Somente <D é intran:sponi ve-1 quando verincado. Com o 

avanço da informatização na pesquisa cient.i fica e- na e-mpresa, o 

obst.áculo (ii) t.ende- à desaparecer mais mais. Nest.a 
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a a 

diss~r-t.ação tal desafio foi enfr-ent.ado ut..ilizando um rnicr-ocorn-

put.ador compat.i vel com o IBM-PC e sof't .. wares como o módulo IML 

do SAS e o LOTUS 1-2-3. Transposto (i) e CiD resta o terceiro 

obstáculo: vencê-lo implica em encont.:t-.ar - como lá frequent.'"' srn 

amost.ragem - um ponto de equilíbrio ent.re o r-isco do plano e 

seu cust.o. Quando o cust.o é limitante, o número t.ot.al de pontos 

à serem amost.r-ados na região é f"unção do cust.o máximo, e o ris

co é então dependente do custo. Se o risco é limít.ant.e, então o 

tamanho da amostr-a é f'un.ção do risco, e consequentement.e também 

o custo. 

Tr-anspostas estas barreil'as, t.e:r--se-á em mãos uma :fer-

ramenta para o est.udo da va.r-iabilidade espacial. Sua ut.ilidade 

deverá ser- avaliada após consider-ação de diversos estudos subs

tantivos e poder-á influenciar- decisivamente na continuação da 

exploração desse campo da e:st...at.i stica. 

L 
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APf:NDICE 

A.1. Detnonst.ração do Lema 3.1. 

Fixada uma densidade de amostragem ó~ os: lados: dos po-

li gonos regulares que íormam malhas com densidades 6 são 1 para 

' i' 1 "lá' (31/Z/2. J./Z l ...,r- a.ngu o equ1 vero, ) . para o quadrado e (2/3)1/Z J. 

par-a o hexágono regular, veja Ylant.is, Flat.man e Behar (1987). 

Seja H a alt.ura do poli ~o no' regular, h seu apót-ema e r 

o raio da circun:fer-ê.ncia que passa pelos seus vértices_ 

Utilizando o t.eorema de Pitágoras. as relações ent.re essas t..rês 

medidas para o t.riângu!o equilá t.ero, o quadrado e o hexágono 

regular são as s:eguint..es:: 

r = . l 

h 
l3' 

l = 6 

H 
l3' 

l = 2 

f2' l r = 2 

h 
1 

l = --z-
H = l 

r = l 

h 
l3' 

l = 
2 

H 

H = l3' l 
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Post.o isso, é imediat.o que os raios da circunferência que pas-

sam pelos vért.ices dos poli gonos regulares que formam malhas 

com densidade 6 são dados por r para o t.riângulo equilát.ero, 

G3./4)J.:t/ 2
• r- para o quadrado e para o hexágono 

regular. 

A.2. Argumento de Plausibilidade para o Lema 3.2. 

Sejam os pont.os amost.rados dispost.os em malha regular. 

Pax-a x cent .. ro de um poli gano, a variância (máxima) de krig:agem 

é dada pol' 

2 
O' (x) = 2 

K 
E).. , )" (x . - x) - E E ).. . 

z ' ' j 
À .. r<x -x.) 

J z i J 

{veja 2.1.2). Como o semivariograma é não-decrescent.e, pelos re 

sult.ados do lema :3.1. conclui-se que o primeiro t.ermo é minimi-

zado quando a malha é triangular enquant.o que o segundo termo é 

maximizado nest.a mesma malha. Como o primeiro t.ermo é posit.ivo 

e o segundo é negat.ivo, a variância máxima de krigagem é mini-

mizada numa malha t.r-iansular-. 

A.3. Demonstração do Lema 3.3. 

Num semiva:r-iogr-ama y(.) isot.r-6pico, as semivar-iâncias 

só dependem da norma I h I do argument.o h. As dist.âncias I h) en-

t.re os pares de pont.os amost.rados e ent.re os pont.os amost.rados 

e o pont.o à ser predit.o t.ant.o em malha t.riangular como em qua-

drada são do t.ipo 
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I h l 

onde ! é o lado do poli gon.:> (! o.... ! ) ,. c "' d ,..:;:o coei'ioi,;,,,t,.,a 
l q 

que dependem dos pares de pont.os considel'ados (por exemplo, na 

malha t.rianl':...,lar do quadro 3.4(a), 
1/2 

c ,. 1/2 e d = 3 /2 para o 

par <x ' • 
X ) .. pois lx • X I .. .. 

Aliando os result.ados apresent.ados em 2.1.2 para r , T e A, 

chegam-se aos result.ados do lema 3.3. 

A.4. Demonstração do Lema 3.4. 

(i) Decorre da própria deíiniÇão de õ. 

(iiD Seja uma malha quadrada de lado l . Nest.a malha, 
q 

r
2

pon'Los amast.rados ocupant uma é.l""ea de (t'.l ) 2
: 

q 

1 2 r 
1 

2 

. . . . 
. r 

r.Jq 

r .lq 
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A densidade ó de amost.ra.gem é ent.âo 1' 2 /{1~
2

1
2
) "" 

q 
.Mas:óé 

t.ambém n/s, logo 

n 
s 

1 
... T'7 

q 

.. l 
q 

n 
s 

1 a--=::='--
(f3'"'1 /'2) l 2 

.. l 
t 

1-;-' . 1 

r,;-' 
t 

A.S. Demonstl'ação do Lema 3.5. 

J -
23, ~. 

(i) O lema 3.4. mostrou que l = - ~ 
t 

O lema 3.3. apresent.ou 
2 

O' 
I<MTL 

r 
T 

. l\ 
T 

onde r T 

e "" = 7 _. T RT 

= r 
RT 

. a 

c:otno 

l 
t 

2 ~· T 

+ (1 

A conju~ação dos. dois resultados leva à 

r = rRT T. 

e = a <Z.S1/2 /S)1/2 .s:J./2/nJ./2 

como se que!' demonst.rar. 

(ii) É demonstrado de maneira análoga, 

1 -. 
l~ n 

I'T 
).' 

T 

1' - I) . 

+ t.y 
o ' 
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(i) Seja uma malha r-et.angular de lados l e f.Z .. 
' 

Nest.a malha~ r- 2 
pont.os amost.rados ocupam uma área 

de 

1 • • • r 
1 

2 

. • . . 

• • r 

r. f. 1 i 

densidade 6 de 
Q 

amost.:ragem é ent..ão 
2 2 2 

r- /(r .f.Z. ) 

2 
1/(LZ . ). Como 6 = 1/l . 2 t.em-se que 6 == ó . /t:. 

z 
C' 

KMi 

' Q 

(ii) Como 6 • n /s e 6. • n. /s t.em-se que n • n. /f" .. 
a. a. l Q. 

(iii) Seja um& malha quadrada amost.r-ando uma populaç~o 

gerada por um processo com semi variograma isot.r-6-

pico. A variância máxima de krigagem é função das 

dist.ânc:ias dos pont.os amost.l'ados ent.r-e si e ent.re 

os pont.os amost.rados e o centro do quadr-ado. 

fórmula é: 

. y w <I X - xl>- E E t-,.!l.;.;yv 
j 

clx . 
' 

X .I), 
J 

Sua 

r.lj 



Todas: as dist.âncias 

do t.ipo 
2 

{(c.l.) 
• 

+ 

pontos conside:rados:: 

-

ent.re os 

'12 

'11 

pont.os: {x, 

' onde c e 

'S '6 

'1 '2 '7 

0. 
'4 '3 '8 

'10 '9 

. 

X 1X , 
1 2 

... , X 
12 

d dependem do 

} 

par 

Sendo assim~ t.od.a.s. as semiv.ax•iâncias ser-ão do t.ipo 

= c1 2 
(c .l . ) + 

• 

+ a . 

(d .z ) 2 
) • 

• 

' 

<d. l ' 

+ <d.Z.) 2 

• 

]<c.Z.)
2 + (d.l.)2 

onde a inclinação ~a ~independente da dir-eção . 

BO 

de 

= o 

.. o 

Seja uma malha r-et.angul.al'- amostrando sob um semivario-

gr-ama anisot.rópico geomét.l'ico, linear. A variância máxima de 

kriga(?;em é função da:s distâncias dos pont.os amo.:s:t.rados entre :si 

e ent.re os pontos amos:t.rados: e o centro do retângulo e também é 

função da direção da ret.a que passa pelo par de pontos 
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• cr = 2 . E :>.. . • y <x - x.) 
KMa 1 Z 1 

E E À .. À .• y <x. - x .) 
l Z I J 

j 

Semelhant.ement.e à malha quadrada <caso isot.rópico), t.odas as 

dist..âncias entre 

t.ipo • [(c . .f".l.) + 

os 

onde 

" ' 
c 

' 
e 

X 
2 ' 

d são 

' 

os 

" 1Z 
} são do 

n1esn1os coef'i-

cient.es do correspondent.ê par- de pont.os na malha quadrada: 

'5 '• 
'1 '2 

'12 
0. 

'11 '4 '3 

'10 '9 

f .lj 

Assim, t.odas as semivax.fâncias sEI.o do t.ipo 

r <h> ... 
z 

o 

. 1 

'7 

'8 

' lhl = o 

, I hl " o 
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onde lhl • A :i,nclinação depende da 

dil'eção do vet.or- h. Apesar dessa dependência que ah t.em da di-

reção de h, 

a 
V' 

2 C<c.l.) 
' 

2 
[{c.f.Z.) 

' 
+ result.a se1:' igual 

A demons:t.r-.aç!ío desse fat.o de-

pende de um result.ado in:t.ermediário, que é provado abaixo: 

Seja a elipse que descr-eve a anisot.ropia geométrica 

para o semivar-iograma linear: 

Nessa elipse, por- semelhança 

" c. r. z i 
= = 1 <) czf'z+dz 

ak )! 

y d. l j 
= = 

1 <] c2fz+d2 
a h )! 

Pela equação da elipse: 

,. 

1 
ãU' 

de tr-iângulos, 

c.í' 

Jczfz+dz 

d 

] czf'z+dz 

h 

u' 

conclui-se que: 



+ 

2 
a , 

v 

Est.e .result.ado é aplicado 

seguinte maneira: 

' 2 

(c.í.l.) + (d.l .) 2 

= 

= a 
V' 

' 

l(c.l_)z + 
' 

1 
a 

U' 

em 

+ 

2 [(c:.f'.l.) 

= 

desde que f" • a 
v• 

/a 

1 
a 

+ 

-

= 

U' 

V' 

2 " , v 

J 

Est.e t~esult..ado per-wdt.e ent.ão escrever par-a o caso ;;;.nfsot.r-6pico: 

da 



onde lhl a 

conclui-se que 

r <h) = r 
z "' 

para h tal que I hl = ]<c.f".l >2 + 
; 

Ora, ent.ão 

.., 
+{d.l)

2
) 

; 

J 

diant.e disso 

ist.o é, a serniva-

93 

riância entre pares de pont.os que são corresponden~es nas 

malhas quadrada (caso is:ot.rópico) e ret.angular (caso anisot.ró-

pico) são iguais. Como os pesos de krig:agem só dependem das 

semivariâncias, os pesos na malha ret.angular sob um semivar-io-

grama anisot.rópico serão os mesmos que os da malha quactr-ada, 

sob isot.ropia. Como a variância máxima de krigagem só depende 

dos pesos de krigagem e das semivat'iâncias, conclui-se que a 

variância máxima na malha ret.angular é igual à variância máxima 

na malha quadrada: 

2 2 
& ... O' • 

JCM:a. KM 1 

A.7. Lema auxiliar- à demonst.l"a.ç~o do Lema 4.1. (:Semiva:r-iogram..a 

médio ent~ yma região ~ .!:!!!! P-Onto>. Seja um processo <Z(x):x e 

R c R 2
} que sat.isf'az a hipótese int.:ri nseca, com semivariograma 

isot.rópico~ linea:r~ com ef'eit.o pepit.a r e inclinação a. Se uma 
. o 

subregião r ret.ang:ular, de lados com comprimento p e q é def'i-

nida dent.ro da :reg-ião R, ent.ão a média das semiva:riâncias ent.re 

os pontos de :r e um de seus vé:rt.ices :s é dado por r<s~r) = r + 
o 

a.g(p,q) 
2 2 1/2 2 z onde g(p,q) = -<r2.(p +q ) ] + {(p /q).ln [(q + (p + 
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Z 1/Z 2 Z Z 1/Z 
q > /p)J+{(q /p).Jn [(p+(p +q ) )/qJ)/6_. 

Demonst.:r-ação: 

Por ser uma média sobre em cont.inuo de valor-es, y <s,:r-) 

pode ser e:Scl'it.a como -· I r-I .f y(s:,t)dt, que pode ser- escrita 

como 
-1 

(pq) . 

2 2 :l/2 
(p +q ) 

./' c (h) . y<h>dh, veja figura abaixo: 
o 

q 
h 

p 

O compr-imento de a:f'co cCh) de-pende do valor de h da seguint.e 

for-ma: se h~p ent.ãO c(h) • rr.h/2.; par-a p<h:5q c<h>•h.[úr/'2)-a.z.c 

cos(p/h)J e s~ q<hSCp 2 +q2
):l/Z ent.ão c<h>""h.[ Crr/2)-a.z.ccos:(p/h)-

arccos(q/h)J. Po:r-t.ant.o, Y<s,r)=(p.q) -t .·UP (rr.h/2).y(h)dh + 
o 

( 
2 2 1/2 

J'q. h.[{rr/2)-ar-ccos: (p/h)J.y(h) dh + J' P +q > h.f(rr./2) 
p q 

a:r-ccos{p/h) a:r-caos(q/h)].y(h)dh} quê se par-t.icul,ar.iza pat'a 

semivariog-1"ama linea:I> como y(s,:r-) • r + a.g-(p,q). 
o 

A.9. Dernonst.raç~o do Lema 4.1. 

<D De 2.1.2 tem-se que a matriz s:imét.rica n X n r 

t.em seu elemento <i,j) igual à r z <x i x j). Sendo o semi var-io-

gr-ama isot..r-6pico, ele é função apenas da nor-ma de x. - x . P.a.
' j 

r-a o modelo linear sua expr-essão f'ica 
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{ 
o I x i - X .I = o ' J 

:Yz <x. ".) -' J 

Yo + a. I x. - xl I X i - " .I "' o ' ' J J 

Para um conjunto de n pont.os <x , ... , x } al'r-anjados: em malha 
' n 

quadrada interna à uma :suhr-egi~o quadr-ada de lado L, qualquer

di:st.ância I X. 

' 
:i/2-f 

({v i -v j ).L/n } 

" .I J 

(L/n t/Z).f'(i,j), onde ulc 

e v, = [(k DMOD 

é dado p01' 

dados por-

+ 1 são 

{[(u. 

' 
u.). 

J 

L/ni/2]2+ 

= 

:r-espect.ivament.e a fila 

horizontal e a fila vertical do pont.o xk , veja figura abaixo: 

Logo r ""' y , <1.1'- I) + 
o 

'1 • 

lll/ii' + 1 

• 
• • • 

• 

... 

'k 

• 

• •• 

V2 
a.L.rR/n . 

... 

'"" • 

"2Vii 

• 
• 

•n • 
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(ij) 7 é o vet.or n x 1 que t.em seu i-ésimo element.o 

igual à y<x. ~ R<x>>, 
' 

veja 2.1.2. Nest.e caso espe-

cial onde R<x> é quadrada t.em-se que r<x., R<x)):::o 
' 

=IR<x>l- 1 
f y<x.-s>ds• 

R (X> Z l 

• 
... IR<x>l- 1 .r E J' r <x. - s>dsl • 

r z ' )c::;:1 )c 

• _, 
lrk I 

_, 
= I R<x)l .r E .I r k I f 

1.:=1 rk 

• 
yz <x 

- I _, 
R<x>l . [ E Ir I r<x i ,x\ )]. Pelo 

k: 1 
k 

-s)ds:J = 
i 

lema au-

xiliar anunciado ant.es dest.a demonst.:r-ação con-

clui-se que y(x . ,R<x>> = 
' 

l . 
2 ' 

+ a.(L/n 1 /
2

) 

l . .. g<l . 
2 ' 

, l 
3 i 

-<IZ1 i 

) + 

+ l 
• i 

l . g<Z . • l )J/n}. 
11 41 .ll 

l 
3 i 

l . 
2 ' 

l •• 

€<l . ,l . ) 
1 I 2 l 

+ 

.g<! . .. ,l ) 
4 i" 

(iii) Est.e result.ado est.á apresent.ado sem prova em 

\1/ebst.e:l' e Bur-gess <1984>. Sua dêmOnst.r-ação pode 

ser f'"eit.a .analogamente à do lema auxiliar- anun-

ciado ant.es dessa demonst.ração. 
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