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ABSTRACT

We have presented in this work new combinatorial interpretations for sequences including
Fibonacci numbers, Pell numbers and Jacobsthal numbers, in terms of partitions. At the first
moment we have listed the identities, definitions and results that we used in this work. Next we
have introduced the Andrews method to find out the recurrence relations used at combinatorial
interpretations and examples that them had been done. The next chapters are dedicated to
new interpretations to Fibonacci, Pell and Jacobsthal sequences, and others. Lastly we have
found identities among the sequences, some of them proved bijectively, through combinatorial

interpretations setted up on previous chapters.

RESUMO

Neste trabalho apresentamos novas interpretacdes combinatdrias para sequéncias que in-
cluem os nimeros de Fibonacci, os nimeros de Pell e os nimeros de Jacobsthal, em termos de
particdo. Na primeira parte listamos as identidades, defini¢des e resultados que foram utiliza-
dos durante o trabalho. Na segunda parte introduzimos o método de Andrews para encontrar
as relagdes de recorréncia usadas nas interpretacdes combinatorias e exemplos de como es-
tas interpretagdes foram feitas. Os capitulos seguintes estdo dedicados a novas interpretagdes
para as sequéncias de Fibonacci, Pell, Jacobsthal, entre outras. No dltimo capitulo encontra-
mos identidades entre as sequéncias, algumas provadas bijetivamente, através das interpretacoes

combinatdrias estabelecidas nos capitulos anteriores.
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INTRODUCAO

Em geral, as séries vistas em célculo sdao hipergeométricas e por isto alguns fatos a res-
peito delas sdo conhecidos. Apesar disto, muitos pesquisadores, que se deparam com tais séries
em seus trabalhos, ndo estdo conscientes da teoria geral existente acerca das mesmas. Varios
fatos sobre séries hipergeométricas foram, primeiramente, encontrados por Euler e uma impor-
tante identidade foi descoberta por Pfaff, um dos professores de Gauss. Contudo, foi Gauss
mesmo quem completamente reconheceu seu significado e deu um tratamento sistematico em
dois importantes trabalhos, um dos quais foi publicado apds sua morte. Uma razao para o inte-
resse de Gauss nestas séries foi o fato de que as funcdes elementares e varias outras importantes
fungdes em matematica podem ser expressas em termos de fungdes hipergeométricas. Meio
século depois de Gauss, Riemann apresentou as fung¢des hipergeométricas sob um ponto de
vista diferente o que tornou disponivel as formulas basicas com um minimo de calculo.

Em 1894, L.J Rogers descobriu um par de identidades que, mais tarde, passaram a se
chamar Identidades de Rogers-Ramanujan. Durante a primeira metade de Século XX varios
matematicos incluindo Rogers, F.H. Jacson e W. N. Bailey descobriram varias identidades que,
na forma, assemelham-se as de Rogers-Ramanujan. Em sua tese de doutorado, L. J. Slater
(aluna de Bailey) apresentou uma lista de 130 identidades do tipo Rogers-Ramanujan. Em 1986
Andrews apresentou um algoritmo através do qual generalizagdes polinomiais de Identidades
do tipo Rogers-Ramanujan podem ser obtidas.

Uma das principais razdes para o estudo de identidades do tipo Rogers-Ramanujan € o
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fato de identidades deste tipo surgirem em problemas de modelagem em Mecanica Estatistica,
Teoria de representagdo de grupos, Algebras de Lie, Combinatdria, etc.

Neste trabalho apresentamos novas interpretacdoes combinatdrias para varias sequéncias a
partir de ideias dadas por Andrews em [3], e resultados dados por Santos em [9]. Andrews in-
troduziu uma fungdo de duas varidveis para o estudo de Identidades do tipo Rogers-Ramanujan
e Santos conjecturou formulas explicitas para familias de polindmios que podem ser obtidas
usando-se 0 método de Andrews para mais de 70 identidades da lista de 130 de Slater [19]. As
féormulas apresentadas neste trabalho podem ser provadas como feito em [12] para a Identidade
20, fazendo-se varios célculos, ou com a ajuda do programa dado por Sills em [16]. Obtive-
mos interpretacdes combinatdrias para sequéncias, que incluem os nimeros de Fibonacci, os
numeros de Pell e os nimeros de Jacobsthal em termos de parti¢do. Para isso, usamos as Iden-
tidades 9, 12, 15, 16, 19, 20, 23, 27, 28, 29, 31, 32, 33, 38, 39, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 50,
51, 62, 63, 66, 67, 80, 81, 82, 84, 87, 95, 111, 113, 114, 115, 116, 117, 118, 119, 120, 121,
122, 123, 124 e 125 listadas abaixo, que sdo parte da lista de 130 identidades dadas por Sla-
ter em [19]. Também foram estudadas as sequéncias A052542, A006054, A003462, A006054,
A001654, A028495, A052534, A007051, A188022, A000079, A000244, A077846 ¢ A025192
dadas em [22].

Ao longo deste trabalho, usaremos a notacao de g-séries,

= (1 -aq)) o
@, =@ g =] | —r = -a)1 -ag)...(1 - ag"") (1
o (L—aq”™™)
onde n é um inteiro positivo, e
(@ @) = (@ = | (1 - ag”), 2)
=0
para|g| < 1.
Identidade 9:
o qn(2n+1)
> = = ———(q% 9D (-0" 4o (= ¢ )eo- 3)
pr (45 D2ns1 (G*; %)
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Identidade 12:

(" qHe (@ ")z 4)

i 194" _ g9
(@D (43 9P

Identidade 15:

®© 1) n(3n-2) 1
Z(qi. q4)) cg_q,qz) =D (@300 (@ )oo(@3 @)oo (5)
n_o b n b n bl o0

Identidade 16:

n*+2n

e e A2
> (;’4_ = ((qj’.’;))” (@ )o@ )o@ oo ©6)
n=0 ’ n ’ o0

Identidade 19:

N -1g™ 5. 5 3. 5 2. 5
T ) = D) (@)@ T )o@ @)oo (7)
n:() 9 n 9 n 9 o0
Identidade 20:
S A
Z T (qz,’qz)w(qs;qs)m(f;qS)m(qz;qs)m. (8)
l’l:O b n ’ (o)
Identidade 23:
O D' @GP 6 6 a6 26
; = — (@39)(G": 4 )o@ @)oo 9)
(@ g (@ 4D)s
Identidade 27:

2n(n+1)

i (=4:4")nq _
e U/ S C A M S D

(4% 4% (=45 ¢°)oo (-3 ¢°)co (10)

Identidade 28:

e (_ 2; 2)n n+n (_ 2; 2)00
> TG - T2 (46 68 (4% 4o~ €)oo (11)
n=0 (q’ Q)2n+1 (q ,q )oo
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Identidade 29:
S (g (=440
Z (qq.qq)zq = q? ;]2) (0% 4°)o(—q"; 4o (0% ¢®)o. (12)
n=0 > n 0
Identidade 31:
2n(n+1) 1 . 0 5 ;
(q"59)(q”3 4 )oo(q5 G oo (13)
;(C] qz)n( qq}2n+l (C[ (]2) 74 1-49 49
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2n(n+1) 1 o s . -
Z (¢ q2)( D D) (4394739 )o(q"5 § oo (14)
n=0 n n 0
Identidade 33:
2n? 1
_ 7. 17 4, 1 3. 7
Z (q2q2) (_q q)2 - (qzqz) (q ’q )oo(q ’q )oo(q ,6] )oo- (15)
n=0 ’ n ° n ) o)
Identidade 38:
S 2n(n+1) 1 s e .
Z T 7=y MC AL RS AR R (16)
Identidade 39:
1 8. 8 5. 8 3, 8
Z : = 55059034 )eo(=q"3 @ oo (17)
n=0 (q’ Q)2n (q ’q )00
Identidade 43:
(=4 D" (=q; @)oo
Z U LD (419 4')(g% 4" )o@ 4o (18)
L (g Pt (@D (G5 Do
Identidade 44:
n(n+l) | " ) 1
Z(q P (7" 4")e0(d% 4" )eo(@; 4')co. (19)
n+ n

(q q)oo
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i - q(;q ?)q” Zi,:(l,,+1> _ ((—qcf;q‘;l"" (@1 4)(@"1)(@%47)(q”: 4" ee(@36" o (2T



Introducio 6

Identidade 66:

Z( Lg (=4 dq"  (~¢: )

o =D (@' 4")e(@"; ¢")e0(@%; ¢"%)eo (28)

+q(('% '%)0(g"; ') eo(@%; §"0)e0)-
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D o (@506 4 el ) 29)
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(-q: g™ (& D, 21, 2 5o .
) 24 )= )eo(=G7 G ) 30
nz;‘(q S G Pt (@ Do (@747 )eo(=q":07 )e(=q"397) (30)

("3 "N eo(="%; oo (=3 4*1 ).
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D9 7 (@D, 21 2 1. 21 10. 21
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n(n+3)

(4P

(=q:@nq 2 ’ ;
’ 0 00 o0 32
Z(q PGP @ (@RS (32)

~4(05 4*Neo(=4": Do (=% 4*)eo).

Identidade 84:

n(2n+l)

nz(; @ D1 @ Do

(0% 6%)(q%; 6*)oo(@*; 6%)o0 ("5 4" )0 (@ ') oo (33)
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cAPiTULO 1

DEFINICOES

Antes de apresentarmos nossos resultados sao necessarias algumas defini¢des. Iniciamos
introduzindo os objetos de estudo: particao, sobreparti¢do e particdo em cores. Em seguida,
definimos as sequéncias de Fibonacci, Pell e Jacobsthal e listamos algumas relacdes e resultados

importantes.
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Uma particdo de um inteiro n é uma sequéncia ndo crescente de inteiros positivos

(A1, A2 -+ - Ay), tal que Zle A; = n. Por exemplo, para n = 4 as parti¢des sao:

4 3+1 242 2+1+1 1+1+1+1.

Denotamos o numero de particdes de n por p(n), no caso do exemplo anterior, temos
p4) =5.

Uma sobreparticao de um inteiro n é uma parti¢ao de n, onde a primeira aparicdao de uma
parte pode ser marcada. Utilizando novamente o inteiro 4 para exemplificar, temos abaixo a
lista de suas sobreparti¢des:

4 4 3+1 3+1 3+1 242 242 2+41+1

(O]
+
—i

2+1+1 2+1+1 2+1+1 1+1+1+41 T1+1+1+1.

As sobreparti¢cOes de um inteiro n sdo denotadas por p(n) e, para n = 4 temos o total de
p4) = 14.

Uma parti¢do em cores de um inteiro n € uma parti¢ao onde as partes de uma dada cor
representam uma parti¢do com certas restri¢coes. Utilizando ainda n = 4, podemos definir, como
exemplo, as particoes -azul como segue:

Parti¢coes -azul sao aquelas onde as partes sao formadas por pares distintos

e impares irrestritos e as partes azuis por pares irrestritos.

+ +1+ +1+1+ 4 242 2+ 2+ 1+

Podemos denotar o niimero de parti¢des -azul de n por p;,(n) e com isso,
Pra(4) = 8.

Iremos estabelecer igualdades entre o nimero de particdes com restricoes e sequéncias
conhecidas, como as sequéncias de Fibonacci, Pell e Jacobsthal, definidas a seguir.

Os niimeros de Pell 1, 2,5, 12, 29, ..., definidos pela relacdo de recorréncia py = 1;

P1 =25 pp =2pu_1 + Pna,n = 2, s@o os denominadores da sequéncia de nimeros racionais
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1 37 17 41 99

que sdo os convergentes da fracdo continua que representa V2.

Os numeros de Fibonacci 0,1, 1,2, 3,5, 8, 13, ... sdo definidos por
Fo=0Fi=1,F,=F,1+F,»,n>2.

Os niimeros de Jacobsthal 1, 1, 3,5, 11, 21,43, ... sdo definidos por
Jo=LLh=1J,=J,.1+2J,0,n>2.

Nas conjecturas para os polindmios, apresentadas neste texto, necessitamos de algumas
relagdes listadas abaixo. Para simplificar, usamos a seguinte defini¢ao,

Os polinomios Gaussianos sao definidos como a seguir:

(@

nl (D Dnem - (1)

q 0, caso contario.

Estes polindmios sdo conhecidos como g-andlogos dos nimeros binomiais, o que significa

n |

que o limite quando g tende a 1 de (1.1) é =— - [p. 64 [7]].
m (n—m)\m!

Os coeficientes de x/*" na expansio de (1 + x + x?)" sdo chamados de coeficientes trino-

miais e sao dados por:

n

- Z(_Dh ‘ . (1.2)

j , 0 h n—j—h

Tais coeficientes satisfazem as seguintes identidades.

n n
= . (1.3)
I ), =),
n n-—1 n—1 n-1
= + + . (1.4)
J J—1 J J+1
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As duas expressoes seguintes sdo g-andlogos dos coeficientes trinomiais, da mesma ma-

neira que os polindmios Gaussianos sao g-andlogos dos ndmeros binomiais, ou seja, o limite

quando ¢ tende a 1, de cada um desses valores, resulta nos coeficientes trinomias.

[[5], Eq. (4.2) e Eq. (4.3)]

[ a | | 2n-2n ]

To(n, jq) = Y (=1)"
h=0 h| |n—Jj—h
- -q° = -q
» n | | 2n—2h |
Ti(n, j,q) = ) (~9)"
h>0 | h |, | n—J—h |

-q q

(1.5)

(1.6)

Para verificarmos isso, basta observar que ao trocarmos g por ¢> em (1.1) encontramos

n

. Como
h
(12
n n 2n —2h 2n—2h
lim = e lim =
“Ha|, () T n-j-n n—j—h
q q
Temos que,
n
Iim7y=limT7T, =
g—1 g—1 h

Podemos ainda definir U(n, j) e CT(n, j) como:

U(n, ]) = TO(n’ j7 Q) + T()(I’l,j+ 1, Q)

CT(}’Z, .]) = Tl (n’ j, q]/z)'

O seguinte g-analogo dos coeficientes trinomias também € necessdrio:

' | n 2n—2h
Jon jog) = Y (~1)'q"
h=0 h n—j—nh
¢ ¢
n
Juntamente com lim1 J(n, j, q), neste texto denotado por , dado por
q—-

I )

(1.7)

(1.8)

(1.9)
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n n 2n —2h

-

j3 n=0 | h n—j—h

O limite (1.10) seréa utilizado na demostracdo da Identidade (6), a qual sera utilizada para

exemplificar o método de Andrews.

( (=49~ qz)oo

Sdo necessdrios ainda dois resultados importantes, cujas demonstracdes podem ser en-

lim U(n, j) = [[5], Eq.(4.16)] (1.10)

contradas nas bibliografias citadas:

Lema de Abel: Se 1im a, = L, entdo hm (1 -1 Z a,t" = L. [p. 190 [6]]
e n=0
Produto Triplo de Jacobi: Z( 1)'x"g" V2 = n(l TN = xgM(A = g).

n=—00

[[21], Eq. (1.1)]
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CAPITULO 2

METODO DE ANDREWS E
INTERPRETACOES COMBINATORIAS

Vamos descrever aqui a ideia introduzida por Andrews em [3] e utilizada por Santos
em [9] para encontrar as relagdes de recorréncia apresentadas neste trabalho. O interessante
destas relacOes de recorréncia € que, para certos valores da varidvel g, obtemos importantes
sequéncias. Mostraremos, através de dois exemplos, como estas interpretagdes combinatdrias

foram obtidas. Um deles envolve uma sequéncia conhecida e o outro uma ndo conhecida.

17
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Método de Andrews

Uma identidade do tipo Rogers-Ramanujan é uma igualdade n(g) = ¢(g), onde n(q) é
uma série € ¢(g) € um produto infinito. O método de Andrews define uma funcao de duas
varidveis f(q,t) com propriedades que auxiliam na demostracdo desta identidade, e que permite
as interpretacdes combinatérias. Considere essa fun¢do com as seguintes propriedades:

i) f(g,0) = Z P.(q) t", onde P,(q) sdao polindmios;
n=0

i) lim P,(q) = ¢(9);

iii) f(g,1) satisfaz uma equagao nao homogénea da forma:
f(f]» t) = Rl(q» t) + RZ(q’ t) f(q’ tqk)’

onde R; e R, sdo fungdes racionais de g e k € um inteiro ndo negativo. A fun¢do f(g,t) é obtida
inserindo-se um parametro ¢t em 7(g) de maneira que o (n + 1)-ésimo termo desta nova série €
obtido a partir do n-ésimo termo, trocando ¢ por tg*. Através de i) e iii) é possivel obter a uma
relagdo de recorréncia para P,(q), que pode ser interpretada combinatorialmente e, com f(q, f)
e o Lema de Abel, € possivel mostrar que 7(g) = ¢(q).

Vamos apresentar aqui a ideia geral deste trabalho, mostrar como aplicar o método de

Andrews para encontrar as relacdes de recorréncia e como interpretar combinatorialmente as

fungdes f(q,1).

Equacao funcional

Dada uma identidade do tipo Rogers-Ramanujan, podemos introduzir o parametro ¢ no
somatorio, como sugerido em i) no método de Andrews, de maneira que possamos encontrar
uma equacdo funcional como em iii). Esta equagdo funcional serd importante para chegarmos
a relacdo de recorréncia, que € o objeto central de nossas interpretacoes.

Para exemplificar, considere a Identidade 16, equagao (6), dada por:

n?+2n

e e 2
Z (54, o ((qg,;zz))m (@3 0)o0@ 0)o(@3 @)co- 2.1)
n=0 > n > o
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Se introduzirmos o parametro # no somatorio de (2.1) da seguinte maneira

tn n*+2n

Z(t @1 (=167 4%

(2.2)

encontramos uma funcao de duas varidveis, que serd chamada de fi¢(g, t).
De acordo com o método de Andrews esta funcio deve satisfazer as propriedades i), ii) e

iii). Reescrevendo a func¢ao fi¢(g, t), € possivel encontrar a propriedade iii), da seguinte maneira

tn n+2n tnqn 242n

fie(g, ) = Z(, Pt (~1G% ) (1—:) Z(t Pt (1650

I"+1 n+4n+3

q
(1—t) Z(l—t)(tq @) (1 +1q*)(—tq*; %),

1 [ 3 nqn 2+4n

a-1 (1—r><1+rq2>z<rq Pt 1 P

1 tq®

2
(1=17) + (1 -1 + tqg)fl6(q’ 1q°).

Reorganizando, temos a equacao funcional procurada:

(1= + 14" fislg. 1) = 1 + 1¢° + 14 fi6(q, 1q°). (2.3)

Relacao de recorréncia

De posse desta equacao funcional, e sabendo que o coeficiente de " da equagdo (2.2) é um
polindmio em ¢, podemos chegar a uma relacdo de recorréncia. Continuando com o exemplo

de fi6(g,1), usando a equacdo funcional (2.3) e substituindo nela fi4(q, t) = Z P,t" obtemos
n=0

(1 =01 +tg%) Z Pt =1+t +1q° Z P,
n=0 n=0

Expandindo a igualdade obtemos

iPnt" ipn 1" +q ZP" T qZPnzt =1+t +q an P

n=0 n=1
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Po+(Py=Po+q"Po) t+ ) (Pa=Po + @ Pui ~ P )l = 14(G+@°Po) 140’ ) P 1",

n=2 n=2

Igualando os coeficientes de mesma poténcia encontramos

Po=1, P,-Py+qPy=q +qP

Z(Pn - Pn—l + qun—l _ qun—z)tn — q3 Z Pn_1q2n—2tn'
n=2 =

E com isso chegamos a relacao de recorréncia dada por:

P():l; P1:1+q3;

Pn(Q) = (1 - q2 + q2n+1)Pn—l + qun—Z- (24)

Em muitos casos, para ¢ = 1, essa € uma relacio da qual ja temos uma interpretagdo. O
que fazemos € analisar f(g, ) em termos de parti¢do e encontrar uma interpretacio combinatdria
para essas sequéncias, usando o fato de que Py(q) € o coeficiente de ' em f(g,t). Também
encontramos interpretacdes combinatorias para a relacdo com ¢ = —1, basta usar a fun¢do
correspondente fi(—gq, t).

Antes de apresentarmos um exemplo de como as interpretacdes combinatorias foram fei-
tas, vamos exemplificar como € possivel provar as identidades do tipo Rogers-Ramanujam,

apresentadas na introducao.

Prova da Identidade 16

Santos apresentou em [9] uma féormula explicita para os representantes de posi¢ao impar

da familia de polindmios dadas por (2.4):

Poi(@) = ), ¢ U@n S5~ ) ¢ IHU@n, 5+ 3).

j=—00 j=—0
Ela pode ser provada como feito para a Identidade 20 em [12] , através de varios célculos,

ou com a ajuda de um pacote dado por Sills em [16].
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Tendo provado isso, é possivel mostrar a Identidade (2.1) tomando o lim P,(g).

n 2+2n *

Z = lim (1 - Dfielg, )= lim Py(g) =
(G gD, —I1 i

lim lz q10j2+3jU(2n, 5j) - Z q10j2+13j+4U(2n, 5/+3)|” ="
Jj=—00 Jj=—o0

(—q§q2)oo i 10j2+3j_i 102+13j+4 | _
(% P 1 1 -

Jj=—00 j=—00

Hkok

2 oo
Gl S
( q;9 )oo

Observe que foram usados o Lema de Abel (x) , o limite dado pela equacdo (1.10) (xx) e

n=—oo

20 )o@ 7)o@ @)oo

o Produto triplo de Jacob com x = g~' e ¢ = ¢° (* * %), apresentados na introduc@o.

Nosso objetivo € encontrar interpretagcdes combinatorias para as equagdes sem provar
as identidades, mas este exemplo serve para mostrar de maneira completa como o método de
Andrews pode ser usado.

Usando o fato de termos P, (1) ou P,(—1) como uma sequéncia conhecida e uma férmula
explicita para P,(q) podemos, além da interpretacdo combinatéria, encontrar uma nova férmula
geral para tal sequéncia. Neste trabalho, procedemos como no exemplo seguinte para encon-

trarmos novas formulas para as sequéncias estudadas.

Formula para os nimeros de Fibonacci usando a Identidade 16

Utilizando o método de Andrews € possivel, por exemplo, encontrar uma nova férmula
fechada para a sequéncia de Fibonacci. Substituindo ¢ = 1 em (2.4) chegamos a sequéncia dos

numeros de Fibonacci. Ao mesmo tempo, sabemos que

Pui(@) = ). g U@ sj) - > g U@, 5 + 3) (2.5)

= j==o
usando (1.5) e (1.7) em (2.5) e tomando o limite quando ¢ tende para 1, podemos encontrar uma

nova féormula para a subsequéncia impar dos nimeros de Fibonacci.
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[ (2n 2n 2n 2n
lim Py,- = - -
2 Pt @ Z[(Sj)2+(51+1)2 (5j+3)2 (SJ+4)2

Jj=—00
Quando fazemos a substituicdo ¢ = 1 em (2.4) encontramos a sequéncia de Fibonacci

deslocada, pois P,(1) = F,,,. Fazendo o mesmo deslocamento em (2.5) podemos concluir que

F _i 2n —1 +2n—1 2n —1 2n—1
SR si ), \sj+1), \s5j+3), \5j+4),

j:—OO

Conjecturamos que:
i n—1 N n—1 B n—1 B n—1 3
“, , \Sj+1), \s5j+3), \s5j+4),]
i n+2 n+?2
5j+1), 5j+32'

Jj=—0c0

Interpretacio Combinatéria da Identidade 16

Iremos mostrar uma forma de obter uma interpretacao combinatoria para a Identidade 16,

para tanto € conveniente reescrever a funcao fi¢ da seguinte maneira:

tn n*+2n 1 n*+2n

tq
Z (t; @) ni1 (=1G%; ¢, (1 -1 Z (1= 2g22) (1 - gy |

E importante observar que o fator 1/(1 —¢) = 1 +t+ > +---, |t| < 1, faz com que, ao
interpretarmos a parte interna do somatdrio estamos contando as particdes em até N partes, ja
que o expoente de 7 conta o nimero de partes e o expoente de g 0 nimero particionado.

Consideramos o expoente n(n+2) de g como a soma 3+5+---4+2n+1, que significa que a
maior parte € impar e todo impar de 3 até 2n + 1 aparece exatamente uma vez. No denominador
olhamos para um nimero da forma 4n, como 2n + 2n, que pode ser visto como cada parte par
aparecendo um niimero par de vezes, pois s6 aparecem de componentes do tipo 2g*"*%".

Com essas observacdes e levando em consideragdo o fator 1/(1 — ¢), podemos enunciar o
seguinte teorema, capaz de fornecer uma interpretagcao para os nimeros de Fibonacci em termos

de parti¢do.
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Teorema 2.1 O niimero de particoes em no mdximo N partes, onde a maior parte é impar, todo
impar de 3 até a maior parte aparece exatamente uma vez e cada parte par aparece um nimero

par de vezes é igual a Fy,;.

Na Tabela (2.1) mostramos como o teorema funciona para pequenos valores de N.

’ Particdes descritas no Teorema (2.1) ‘

N Fni2
0 0 1
1 3 2
2 3+5 3
3 T+5+3;3+2+2; 5
4 9+7+5+3;5+4+4+3;,5+3+2+2 8
5 1149+7+5+3;,7+6+6+5+3; 7+5+4+4+3;
T+5+34+2+2;3+2+2+2+2 13

Tabela 2.1: Ilustragdo do Teorema para fi¢(q, ?).

Procedendo desta maneira encontramos interpretacdes para muitas sequéncias, além da
sequéncia de Fibonacci, algumas conhecidas como a sequéncia de Pell, Jacobsthal e outras
dadas em [22].

Para sequéncias ndo conhecidas procedemos como no proximo exemplo, interpretando

também como coeficiente da expansdo de uma certa fungdo em série de poténcias.

Interpretacao Combinatoria da Identidade 31

A Identidade 31 é um exemplo que resulta em uma sequéncia ndo conhecida, quando
substituimos g por 1 ou -1, mas € possivel provar que seus termos sao os coeficientes, em série
de poténcias, de uma fungdo e esses coeficientes sao interpretados combinatoriamente.

Seja a Identidade 31, equacdo (13), dada por

2n(n+1)

(o] q ~
; (7% (=G Damn1 (GG

(q"3:9)(q% q)eo(@3 4 oo

escrevemos a funcdo de duas variaveis f31(g, t), como

2 qZ(n2+n)

S0 = Z:;; (& qPns1 (=175 G)u (1G5 st 20




Método de Andrews e Interpretacoes combinatdrias 24

Da mesma maneira feita para fis chegamos a equacao funcional:

(1 =01+ 1)1 +1q) f31(q, D) = 1 +1¢” + 4" f31(q, 14°).
E arelacdo de recorréncia:

Po=1; Pi=1-gq; P,=1-q+q*+q*

P =(0=q- P+ @+ @ — @+ ¢*)Pus + @ Pros. (2.7)

A férmula apresentada em [9] para os indices pares desta familia de polindomios é dada

por:

[

) .
Py = 3 o

j=—

2n+1
n—7jq2

=—00

_ i q56j2—18j+1[ 2n+1
j n—1+7j p

_ Z 5076 2n+1 |+ Z 674679 2n+1 | 2.8)
£ n—2-="Tjl, ¥4 n—2+7j|,
JE=o ¢ jEme q
Interpretacao Combinatoéria da Identidade 31 para g = —1
Ao substituirmos ¢ = —1 em (2.7), obtemos que P,(—1) sao os coeficientes da expansao
1+
de il em série de poténcias.

l—x-2x*+x3
Os primeiros elementos da sequéncia P,(—1) = M, sdo dados por: 1,2,4,7,13,23,42---

A interpretagdo combinatéria para P,(—¢q) € feita através de f3,(—gq, t), dada por:

t2n 2(n%+n)

Z (t q )n+l( tq qz)n(tq q )n+l B

th 2(n%+n)

1 1 Z q
(I-{(1-19) (1 =22¢**%) - (1 = 2¢>* (1 —1q)--- (1 —tg>*1) |

Devemos observar que no caso de n = 0 na funcdo geradora, ndo temos contribui¢cdes
pares, mas temos as particoes formadas apenas por partes 1 que devem ser contadas. Levando

em consideracao o fator 1/(1 — #), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 2.2 O niimero de parti¢cdes onde todo par de 2 até o maior par aparece pelo menos
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duas vezes e um niimero par de vezes, a maior parte pode ser um a mais do que a maior parte

par, mais as parti¢oes formadas apenas por partes 1, em até N partes, é igual a M.

Na Tabela (2.2) mostramos como o teorema funciona para pequenos valores de N.

’ Particdes descritas no Teorema (2.2) ‘

N My
0 1
1 1 2
2 1+1;2+2 4
3 1+1+1;2+2+1;3+2+2 7
4 1+1+1+4+1;2+2+1+1;3+2+2+1;3+3+2+2;
2+2+2+4+2;4+4+2+2 13

Tabela 2.2: Ilustragdo do Teorema para f3;(—g, t).

Falta agora mostrar que os termos da sequéncia coincidem com os coeficientes da ex-
I+x

I —x-2x2+x°

ficamos com

em série de poténcias. Quando substituimos ¢ = —1 em (2.7),

pansdo de

My=1; My =2; M, =4,
M3 = Myr +2M, i — M,

Para encontrar uma expressao para o termo geral dessa relagdo de recorréncia, utilizamos

a técnica apresentada no primeiro capitulo de [20].

Multiplicando a relagdo de recorréncia por x" e somando para todo n > 0, chegamos a

i M, 3x" = i M, X" +2 i M, X" — i M, x". (2.9)
=0 =0 =0 =0

Que pode ser reescrita em funcao de A(x) = Z M,x" como:
n=0

A(x)— My — Myx — M>,x? Ax)—My— M Alx)— M
(x) 0 1 X X (x) 0 L (x) 0 _ A(x) =
x3 x2 X
1+x
A = .
(%) 1—x-2x2+x3
1+x

O que mostra que a sequéncia representa os coeficientes da expansao de T TR
—X— 42X+ X
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em série de poténcias.

Este mesmo processo foi utilizado em todas as identidades onde relacionamos com ex-
pansao em série de poténcias. Com esta ferramenta em maos, podemos ainda fazer uma segunda
interpretacdo para a Identidade 31, substituindo g = 1.

Calculando o limite

(o)

Jim Py, (g) = >

Jj=—00

. (2.10)

2n+1 N 2n+1 2n+1 2n+1
n—717j n—1+7j n—2-17j n—-2+7j

Donde segue que os coeficientes pares da expansao em série de poténcias de
1+x

1—x—2x2+x3

podem ser calculados através de (2.10).

Interpretacao Combinatoéria da Identidade 31 para g = 1

Se agora substituirmos g = 1 em (2.7), obtemos um nova sequéncia, P,(1), que representa
1 +x

+x—=2x2 - x3 B

Os primeiros representantes da sequéncia P,(1) = M, sdo dados por 1,0, 2, -1,5,-5, - --

os coeficientes da expansao de em série de poténcias.

Reescrevendo f3;(q, 1) fica mais facil de fazer sua interpretacdo combinatoria.

© 2n 2(n2+n)

q
(1,47 nr1 (1975 GP)n(=1G; s

£2n 2(n%+n)

1 1 +Z’°] q
Q- -1g9) < (1= 222 (1 = 21 + tq) -~ (1 + tg>* V) |

Neste caso temos um sinal ligado as partes impares que serd positivo se 0 nimero de partes
impares for par e negativo se o nimero de partes impares for impar. Levando em consideragdao

o fator 1/(1 — ¢), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 2.3 O niimero de particoes onde todo par de 2 até o maior par aparece pelo menos
duas vezes e um niimero par de vezes, a maior parte pode ser um a mais do que o maior par,
mais as particdes formadas apenas por partes 1, com um niimero par de partes impares menos

aquelas com um niimero impar de partes impares, em até N partes, é igual a M.

Na Tabela (2.3) mostramos como o teorema funciona para pequenos valores de N.
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Parti¢coes descritas no Teorema (2.3).

N nuimero par de impares nimero impar de impares My
0 0 1
1 1

2 1+1;2+2

3 1+1+1; 2+2+1; 3+2+2 | -1
4 1+1+1+1;2+2+1+1;3+2+2+1;

34+3+2+2;242+2+2;444+2+2

Tabela 2.3: Tlustracdo do Teorema para f3,(g, t).

Para mostrar que os termos da sequéncia coincidem com os coeficientes da expansao de

I +x . A . . . A
em série de poténcias, aplicamos a técnica usada em (2.9) na sequéncia dada
1+x—-2x2—x°
por:
1\70:1; 1\71:0; ]\72:2;
M3 = =M, +2M, . + M,.
A(x) = My — Mix — Mox* —A(x) + My + M x A(x) — M,
(x) 031 2" _ AR 2o 1+2() 0 4 A(x) =
X X x
I+x
A(x) = .
*) 1+ x-2x2-x3
Do mesmo modo que anteriormente, os coeficientes pares da expansdo em série de poténcias
I+x
de podem ser calculados através de
I+x-2x2-x°

(o8]

qlgnﬂ PZn(q) = Z

Jj=—0

. (2.11)

2n+1 2n+1 2n+1 N 2n+1
n—-7j n—1+7j n—-2-7j n—2+7j

Nos proximos capitulos serdo apresentados os resultados obtidos com os procedimentos

descritos aqui. Por isso apresentaremos a funcao de duas varidveis f;(q, t) descrita pelo método
de Andrews, a equacdo funcional, a relacdo de recorréncia, a férmula para as familias de po-
lindmios seguida do calculo do limite, que fornece uma nova férmula fechada para a sequéncia,

e a interpretacdo combinatdria com uma tabela que mostra o resultado para pequenos valores

de N.



28



CAPITULO 3

NOVAS INTERPRETACOES
COMBINATORIAS PARA OS NUMEROS

DE FIBONACCI

Existem muitas interpretagdes para os nimeros de Fibonacci, algumas delas combinatorias,
como as apresentadas em [8], [10] e [11]. Detalhamos aqui interpretacdes disponiveis em nosso
artigo [ 14] e outras que envolvem os niimeros de Fibonacci em termos de parti¢cao, sobreparticao

ou particao em cores. Com esse estudo varias formulas fechadas também foram encontradas

para estas sequéncias.

29
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Identidade 15

Para .
had (_ 1)nt3nq3n -2n
fis(g, 1) = - (3.1
e Z::; (t; @Pns1 (=175 G*)n(—1G; G*)n
Temos a equagdo funcional:
(1 =01 + 1)1 + 1) fis(q. 1) = (1 +1¢°)(1 + 1q) = £qfis5(q. tq).
E a relacdo de recorréncia:
Pp=P =P =1
Puq)=(1=q=q)Pui +(@+q" = @)Pus+ (@’ = ¢ )Pps. (3.2)
Férmula apresentada em [9] para esta familia de polindmios:
Ponia(q) = i UL 2n _ i 071471 2n
" £ n—=5j|,. ¥4 n—1+5j]|,
Jj=—00 q J=— q
_ i q40 2+26j+4 2n + i q40 2-34j+7 2n (3.3)
= n—=2-5j|. = n—2+5jq2' '

Calculando o limite

= 2n 2n 2n 2n
li Pn = . N 0 .-
qglll 2n2(4) Z(n—5])+(n—1+5]) (n—2—5]) (n—2+5])

j:—oo
Neste caso, substituindo ¢ = —1 em (3.2), obtemos P,(—-1) = F,, n > 1.
Com isso, obtemos uma nova férmula para o célculo dos coeficientes pares maiores do
que ou iguais a 2 da sequéncia de Fibonacci.

- 2n 2n 2n 2n
Fonir = _ _ _
a2 Z(n—Sj)+(n—1+5j) (n—2—5j) (n—2+5j)

]:—(X)
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Para a interpretacdo combinatéria de P,(—¢g), usamos fi5(—g, t) como segue:

t3n 3n2-2n

Z (t q )n+1( tq qz)n(tq qz)n

t%n n?+2(n%-n)

1 q
(1 —1) Z (1= 2¢22) (1 = 2?1 —1q) - - (1 — tg> )

Olhando para a poténcia de ¢, no numerador, ou seja

3 -2n=n*+2n*-n)=1+3+--+2n—1+20+2+4+---+2n-2),

temos os impares de 1 até 2n — 1 aparecendo uma vez e os pares de 0 até 2n — 2 aparecendo
duas vezes. Observe que a parte 0 s6 pode aparecer do numerador, com isso, exatamente duas
vezes. Olhando para o denominador, temos os pares aparecendo um nimero par de vezes € 0s

impares irrestritos. De onde segue o teorema:

Teorema 3.1 O niimero de particoes onde todo impar de 1 até o maior impar aparece pelo
menos uma vez, todos os pares de 2 até um a menos do que a maior parte impar aparecem
pelo menos duas vezes e um niimero par de vezes, a parte 0 aparece exatamente duas vezes,

com a maior parte podendo ser um a mais que a maior parte impar, em até N partes, é igual a

Fy, N> 1.

A Tabela (3.1), mostra exemplos para pequenos valores de N.

’ Particdes descritas no Teorema (3.1)

N Fy
1 ] 1
2 1
3 1+0+0 2
4 1+1+0+0 3
5 2+2+140+0;1+1+1+0+0 5
6 ||2+2+1+1+0+0; 1+1+1+1+0+0; 3+2+24+1+0+0]| 8

Tabela 3.1: Ilustragdao do Teorema para fi5(—g,t).
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Identidade 19
Para ,
had (_1)nt3nq3n
(g,1) = . (3.4)
fta Z::; (t; @Pns1 (=175 G*)n(—1G; G*)n
Temos a equagdo funcional:
(1 =0 +1¢)(A +19) fio(g, 1) = (1 + 1g°)(1 + 1g) = £’ fio(q, 1q°).
E a relagdo de recorréncia:
P():P]:Pg:l; P3:1—q3;
Pu(q)=(1-q=q)Pii+(q+ 7 — PIPua+ (¢’ — ¢ )Pys. (3.5)
Férmula apresentada em [9] para esta familia de polindmios:
> ; 12n + 1 - 2 . 2n+1
P, — 40 2+2j _ 4072-18j+2
J=— q J=— q
N w0ramaa| 20+ 1 O s0rasie| 2n+1
_ 40 2+22j+3 n 402-38+9 3.6
j:Z_Ooq n+l—5jq2 j:Z_ooq n+3+5]’q2' (3.6)

Calculando o limite
= (2n+ 1 2n+1 2n+1 2n+1
lim Py, = - + - .
A, Paues(d) j:Z_OO(n—Sj) (n—1+5j) (n+l—5j) (n+3+5j)

Para este caso, substituindo g = —1 em (3.5), obtemos a sequéncia de Fibonacci,

P,(—1)=F,, n > 1. Resulta em:
— (21 + 1 2n+1 2n+1 2n+1
Fonyz = Z - g+ - -
= n—35j n—1+35j n+1-5j n+3+5j
Para a interpretacdo combinatéria de P,(—¢g), usamos fio(—g, t) como segue:

t3nq3n2

nzz(; (t: P (~16% 4ntq; 2~




Novas interpretacoes combinatérias para os nimeros de Fibonacci 33

1 t3nq3n

(1 _ t) Z (1 _ t2 2+2) (1 _ t2 2n+2n)(1 _ tq) (1 _ tan 1)

Olhando para a poténcia de ¢ no numerador como 31> = 3(1 +3 +--- +2n — 1) temos os
impares de 1 até 2n — 1 aparecendo trés vezes. No denominador temos os pares aparecendo aos

pares e os impares irrestritos. Segue o teorema:

Teorema 3.2 O niimero de particoes onde todo impar de 1 até o maior impar aparece pelo
menos trés vezes, e os pares aparecem um niimero par de vezes, com a maior parte par podendo

ser um a mais do que a maior parte impar, em até N partes, é igual a Fy, N > 1.

A Tabela (3.2), mostra exemplos para pequenos valores de N.

’ Particdes descritas no Teorema (3.2)

N Fy
1 0 1
2 1
3 1+1+1 2
4 1+1+1+1 3
5 2+2+1+1+1; 1+1+1+1+1 5
6 ||[2+2+1+1+1+1; 1+1+1+1+1+1; 3+3+3+1+1+1]| 8

Tabela 3.2: Tlustracdo do Teorema para fi9(—g,t).

A pequena diferenca no numerador das fun¢des geradoras fis € fi9 torna possivel uma

2_ .
-2 visto

bijecdo simples entre as interpretacdes apresentadas. Enquanto para fis, temos
5 q
como fmpares de 1 até 2n— 1 aparecendo pelo menos uma vez e pares de 0 até 2n—2 aparecendo
1 d " vi 3 de 1 até 2n — 1
pelo menos duas vezes, para fig, temos g visto como impares que de 1 até 2n aparecem
pelo menos trés vezes. Com isso, basta somarmos 1 aos pares que de 0 até 2n — 2 aparecem
pelo menos duas vezes na interpretacao de fis que chegamos a interpretacao de fj9, da mesma

forma, basta subtrairmos 1 de duas cépias de cada impar que de 1 até 2n — 1 aparecem pelo

menos trés vezes na interpretacao de fi9 que chegamos a interpretacdo de fis.

Identidade 20

Para

J20(g,1) 3.7

Z (t; qz)m( 4% 4"
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Temos a equacdo funcional:

(1 =01 +1¢°) foo(q. 1) = 1 + 1¢” + 1qf20(q. 1).
E arelacdo de recorréncia:

Po=1; Pi=1+g¢;

Puq) = (1= ¢+ " DPui + ¢ P (3.8)

Férmula foi apresentada em [9] para os coeficientes pares desta familia de polindmios:

Pu(@) = > U@ 5) - Y 4" PR, 5+ 2). (3.9)

Jj=—0 j=—00

Calculando o limite

) o) n 2n 2n
lim P,,(q) = B -
qEn” 20(q) Z [(5])2 + (5] + 1)2 (5] + 2)2 (5] + 3)2

Jj=—00

Facilmente verificamos que ao substituirmos ¢ = 1 em (3.8), obtemos a sequéncia dos

numeros de Fibonacci deslocada P,(1) = F,,,. Resulta em:

. _i 2n . 2n\ [ 2n ) [ 2n
a2 5i), \5j+1), \5j+2), \5j+3),

j:—oo

Conjecturamos que:

ro= G50
n2 = . . —1.. ..
= 5j), \5j+1), \5;j+2), \5j+3),

Interpretacdo combinatdria:

n_n?

(o] [ qn 1 (o) l’nq 2
E = 1+ E .
G (16767, (1 - t)( (1 =12+ (1 = Pg*+")

No numerador temos n?> = 1 +3 + - -+ + 2n — 1, o que significa que todo impar de 1 até o

maior impar aparece exatamente uma vez € no denominador temos 4n = 2n + 2n, a maior parte



Novas interpretacoes combinatérias para os nimeros de Fibonacci 35

par pode ser um a mais do que a maior parte impar. Com essas observacdes podemos enunciar

um novo teorema:

Teorema 3.3 O niimero de particoes em no mdximo N partes, onde todo impar de 1 até o maior
impar aparece exatamente uma vez, cada parte par aparece um niimero par de vezes e a maior

parte par é no mdximo um a mais do que a maior parte impar é igual a Fy,.

A Tabela (3.3), mostra exemplos para pequenos valores de N.

’ Parti¢des descritas no Teorema (3.3).

N Fni2
0 0 1
1 1 2
2 3+1 3
3 543+1;2+2+1 5
4 T+5+3+1; 3+2+2+1; 4+4+3+1 8
519+7+5+3+1; 2+2+2+2+1; 5+3+2+2+1
544+4+3+1; 6+6+5+3+1 13

Tabela 3.3: Ilustragdo do Teorema para fy(q, ).

Identidade 43

Para ]
) (—lq; q)nlnqzn(n+3)
Jas(q, 1) = : (3.10)
v Z; (45 4P ne1 (8 D1

Temos a equacao funcional:

(1 =0)(1 = 29 fra(q, D) = 1 + (1 + tq)tq” f13(q, 1q)-

E a relagdo de recorréncia:

Po=1; Pi=1+¢* Po=1+g+q*+2¢° +¢q°;

Piq) = (1 +q"DPui +(q+q"")Prs = qPps. (3.11)
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Férmula apresentada em [9] para esta familia de polindmios:

Po_i(q) = Z GO ICT2n + 1,10 +2) — Z GO T2 CT (20 + 1,107 + 3)(3.12)

Jj=—00 j=—0

n>1.

Calculando o limite
> (2n+ 1 2n+1
lim P,,_ = - .
i, P (9) j;o(mj + 2)2 (IOj + 3)2

Neste caso, substituindo ¢ = 1 em (3.11), obtemos um produto de sequéncias de Fibonacci

deslocadas P,(1) = F,,1 - F,+». Resulta em:

P F i 2n+1 2n+1 -
n " n+l = . - . » = 1.
2 Tl 10j+2), \10j+3),

j=—o

Conjecturamos que:

F.F _i n+1 B n+1
noom 10j+2), \10j+3);

=
Interpretacdo combinatdria:

3 Clggnrgd | [ LS v )

(g, ¢ (P L=\ (1 -12q) & (1-1g)--(1-g) '
Definindo sobreparticdes -azul como sendo sobreparti¢des onde as partes azuis sao

formadas por impares, contados duas vezes, a maior parte azul pode ser duas vezes a maior parte

menos um, ou a parti¢ao € formada apenas por partes 1. Estas partes estdo representadas
pelo fator (*q; g*),+1 no denominador. Vamos olhar para o fator %n(n +3)=243+---+(n+1)
que, juntamente com a parcela no denominador (zg; g),, formam as partes , que sdo
particdes onde toda parte de 2 até n aparece pelo menos uma vez e a maior parte n+1
aparece somente uma vez. A maior parte marcada pode ser no maximo um a menos que a maior
parte . Com essas observagoes, e levando em consideracao o fator 1/(1 — ¢), podemos

enunciar o seguinte teorema:
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Teorema 3.4 O niimero de sobreparticoes -azul, em até N partes, é igual a

FN+1 : FN+2-

A Tabela (3.4), mostra exemplos para pequenos valores de N.

’ Particdes descritas no Teorema (3.4)

N Fni1 - Fny2
0 0 1=F, - F,
1 2=F, -F3
2 + 52+ 113+ 6=F3-F,
3 I+ 52+ 1 +1; 241, 2+3;3+24+1;

F24+2;3 42415 34+2+2; 443+ 15=F4-Fs

Tabela 3.4: ITlustragdo do Teorema para fi3(q, 7).

Identidade 44

Para
t3n 3 3n(n+1)

(g (3.13)
Jula! Z P Pt et
Temos a equacao funcional:
(1 =01 = £@)fas(g, 1) = 1 + £ fua(g 19).
E a relagdo de recorréncia:
P():P]:l; P2:1+q;
Py(q) = Pyt + qPpr = (g — ") Pys. (3.14)
Férmula apresentada em [9] para esta familia de polindmios:
hd ; 12n+1 > 2 . 2n+1
P, — 80%+12; _ 80;2-28j+2
() ,_Zq n—10j ,_Zq n—14+10j
J=—00 q J=—0 q
) sopesjs| 2nt ] + N sopesjens| 2nt ] 315
;oq [n—3—10jq j:Z_mq n—4+10j], 3-15)
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Calculando o limite
= (2n+ 1 2n+ 1 2n+ 1 2n+ 1
lim Po(g) = » ("7 - T - T e )
g—1 /_z_oon—10] n—1+10j n—3-10j n—4+10j

Para este caso, substituindo g = 1 em (3.14), obtemos a sequéncia de Fibonacci deslocada,

P,(1) = F,,;. Resulta em:

— (2n+ 1 2n+1 2n+1 2n+1
Fony1 = E - - gt NE
. n—10j n—1+10j n—3-10j n—4+10j

Jj=—c0

Interpretacdo combinatdria:

> t3n %n(n+1) 1 1 &
Z 2. 26] . = [ 2 +Z 2 2 2t )
H(EG gD L=\ (1 -12q) (1 -rg)---(1-1g"")

Definindo como parti¢cdes -azul, as parti¢cdes onde as partes sao formadas

por todos os inteiros que de 1 até a maior parte aparecem pelo menos trés vezes. As partes azuis
sdo particdes em partes impares, contadas duas vezes. A maior parte pode ser azul e dada por

duas vezes a maior parte mais um, ou a parti¢do é formada apenas por partes 1.

Teorema 3.5 O niimero de particoes -azul, em até N partes, é igual a Fy,.

A Tabela (3.5), mostra exemplos para pequenos valores de N.

’ Particdes descritas no Teorema (3.5)

N Fni1
0 0 1
1 1
2 1 2
3 + 1+ 3
4 1+ 1 +1+1+ 5
5 +1+1+1+051+1+1+1; 1414143 8
6 | 1+1+1; 1 +14+1+1+1;1+14+1+1+3;
+2+2+14+1+L1+14+1+1+1+ 13

Tabela 3.5: Tlustragdo do Teorema para fi4(q, t).
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Identidade 45

Para

S (—tq, q)ntnq%n(n+l)
(g.1) = : (3.16)
fista Z::g (G ¢Pns1 (3 Qs

Temos a equagdo funcional:

(1 =01 = £q)fas(g: ) = 1+ (1 + 19)1qfas(q, 1q).
E a relagdo de recorréncia:

Po=1; Pi=1+qP,=1+2q+2¢*+ ¢’

Py(q) = +¢")Pu1+(q+q")Pn2—qPys. (3.17)
Férmula apresentada em [9] para esta familia de polindmios:

Po(q) = Z GOHCT2n + 1,10 + 1) - Z GO CT 20 + 1,10 + 4). (3.18)
j=— j=—
Calculando o limite:
> (2n+1 2n+1
lim P,,(q) = - )
M, Pou(q) _Z (10j+ 1)2 (10j+4)2
]——(X)

Neste caso, substituindo g = 1 em (3.17), obtemos um produto de sequéncias de Fibonacci

deslocadas P, (1) = F,,1 - F,.». Resulta em

F P B i 2n+1 2n+1
2n+1 2n+2 — 10]+ 1 ) 10]+4 2~

je—oo

Cojecturamos que:

= n n
Fn'Fn = . - . .
+ Z (1o]+1)2 (10J+4)2

j=—00
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Interpretacdo combinatdria:

i (—tg: @ut"g?"*) 1 L, i (1 +1q)---(1 +1q")
n=0 (tZQ’ qz)rHl(t; q)n+l (1 - t) (1 - lzq) = (1 — tzq) e (1 _ l2q2n+l) .
Definindo sobreparti¢dao -azul como sendo sobreparticdes onde as partes azuis sao

nio marcadas e formadas por impares contados duas vezes, a maior parte azul pode ser duas
vezes a maior parte mais um, ou a particdo é formada apenas por partes 1, representadas
pelo fator (2q; g*),+1. As partes sdo parti¢des onde toda parte de 1 até a n, maior parte
, aparece pelo menos uma vez, %n(n +1) =1+ 2+ --- + n no numerador, juntamente
com (tq; ), no denominador. A maior parte marcada pode ser no maximo igual a maior parte
. Com essas observacoes e, levando em consideragado o fator 1/(1 —¢), podemos enunciar

0 seguinte teorema:

Teorema 3.6 O niimero de sobreparticoes -azul, em até N partes, é igual a Fy,, - Fyy».

A Tabela (3.6), mostra exemplos para pequenos valores de N.

’ Particdes descritas no Teorema (3.6)

N Fnii - Fyo
0 0 1=F - F
1 2=F, -F3
2 + L1+ 2+ 6=F;-F4
3 1+l T+T+1; 1+1; 1+3; 2+ 1+1;

F1+224 1+ 124241, 3424+ 15=F4-Fs

Tabela 3.6: Ilustragao do Teorema para fi5(q, ?).

1
A diferenca de fy5 para fi3 € o expoente de g no numerador. Para f;3, temos En(n + 3),

. o . 1 .

interpretado como soma de inteiros de 2 até n + 1 e para fy5 temos En(n + 1), interpretado como
soma de inteiros de 1 até n. Diante disso, uma bije¢do simples entre as duas interpretacdes ¢é
possivel, subtranindo 1 da primeira apari¢ao de cada inteiro da cor em f43 chegamos em

f15 € somando 1 na primeira aparicao de cada inteiro da cor de f45 chegamos em fy3.
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Identidade 46

Para
3n n(3n—l)

t
Jaelg:1) Z TR (5-19)

Temos a equagdo funcional:

(1 =01 = P fis(q. 1) = 1 = g + 'q fis(q. 19).
E a relagdo de recorréncia:

Py=P =P,=1;

Pu(q) = Puot + qPua = (q = ¢"2)Pps. (3.20)

Férmula apresentada em [9] para esta familia de polindmios:

()

: 2n — - 2 . 2n—1
P, — 80%+4 80] -36j+4
2n+2(4) FZ_DO‘I n+10] FZ n-3+10j],
N 802+44 j+4 2n—-1 + N 802-76,+18 2n—1 391
j;oq n-3-10j|, jzz_wq n-s+10 2V

n>1.

Calculando o limite

> (2n—1 2n—1 2n—1 2n —
lim Poa(g) = » (7T )= T - T e b
g—1 jz_oon+10] n—3+10j n—-3-10j n—5+10j

Neste caso, substituindo ¢ = 1 em (3.20), obtemos a sequéncia de Fibonacci para n > 1,

P,(1) = F,. Resulta em:

F _i 2n—1 2n—1 2n—1 N 2n—1
2”*2_j:_mn+10]' n-3+10j] \n-3-10j) \n-5+10j/



Novas interpretacoes combinatérias para os nimeros de Fibonacci 42

Interpretacdo combinatdria:

l.3n 2n(3n 1) & " sn(n—1)
Z 2.2 I+ Z d :
(Pq: Ot Pt 1—0 Z (d—1g)(1- 1)
Definindo as parti¢des -azul como sendo particdes onde as partes sao

impares contados duas vezes, todo impar de 1 até a maior parte (2n — 1) aparece pelo menos
uma vez. As partes azuis como sendo particdes onde todo inteiro de 0 até (n — 1) aparece pelo
menos uma vez e a maior parte azul pode ser no maximo metade da maior parte mais
um. Com essas observagodes e, levando em consideracdo o fator 1/(1 — ), podemos enunciar o

seguinte teorema:

Teorema 3.7 O niimero de particoes -azul, em até N partes, é igual a Fy,

N2> 1

A Tabela (3.7), mostra exemplos para pequenos valores de N.

] Particdes descritas no Teorema (3.7) ‘

N Fy
1 0 1
2 1
3 +0 2
4 +1+0 3
5 +1+0; 1+1+1+0 5

Tabela 3.7: Tlustragdo do Teorema para fi5(q, 1).

Identidade 62

Para

Ln(3n+1)

> 3n 3
f62(q, l) _ Z ( L Q)n+lt q

. 3.22
24 (5 g2 (s o (322)

Temos a equacdo funcional:

(1 =01 = 2Q) fsa(q, D) = 1 + £¢* fin(q. 1q).



Novas interpretacoes combinatérias para os nimeros de Fibonacci 43

E a relacdo de recorréncia:

Py=P =1,P,=1+g;

Pu(q) = Puoi + qPra — (@ — ¢ Ps. (3.23)

Férmula apresentada em [9] para esta familia de polindmios:

Pig) = Y. gUHCT(10)+ Y @ PHCT(n,5 - 10))

Jj=—00 j=—0

—~ q[z GO CT (0,2 + 10/) + Z GO CT (0,3 - 10 j)}. (3.24)

Jj=—o Jj=—
Calculando o limite
= n n n n
lim P,(q) = + - -
2, Pu(@) J,:Z_m(mj)2 (5—101')2 (2+10j)2 (3—10]').

Neste caso, substituindo ¢ = 1 em (3.23), obtemos a sequéncia de Fibonacci deslocada

P,(1) = F,.;1. Resulta em:

> (n—1 n—1 n—1 n—1
F, = _ _ _
2, ( 10 )2+(5— 101)2 (2+ 101')2 (3— 101)2

j:—OO

Interpretacdo combinatdria:

3 A
L (1%5.¢P)ns1 (PG5 ¢P)nit
1 1 i t2n n?
£ 1 :
1-n\(A-rqg) HA-1¢)-(1-g)(-rq---(1-rg"™)

Definindo como parti¢cdes -azul, as parti¢cdes onde as partes sd0 compostas
por inteiros de 1 até n aparecendo pelo menos uma vez e no maximo duas. As partes azuis sao
contados duas vezes, onde todo impar de 1 até o dobro da maior parte menos um aparece
pelo menos uma vez, com a maior parte podendo ser o dobro da maior parte mais um, ou

a particdo € formada apenas por partes 1. Com essas observagdes e, levando em consideracdo o
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fator 1/(1 — t), podemos enunciar o seguinte teorema:
Teorema 3.8 O niimero de particoes -azul, em até N partes é igual a Fy,,.
A Tabela (3.8), mostra exemplos para pequenos valores de N.
’ Particdes descritas no Teorema (3.8)
N Fni1
0 0 1
1 1
2 1 2
3 +1 3
4 I+1;1+1+1 5
5 +1+1; 1+1+2; 1 +1+3 8
6 | 1+1+1; 1 +14+1+1; I +1+14+2; 1 +1+1+3;1+2+1+3 13
Tabela 3.8: Ilustracdo do Teorema para fs (g, t).
Identidade 63
Para \
00 (—t, q)n+lt3nq‘§n(n+])
fea(g, 1) = : (3.25)
; (¢ 41 (3 ¢Pnst
Temos a equacao funcional:
(=01 =P fss(q.0) = 1 + ¢ fia(q,19).
E a relacdo de recorréncia:
P():P]:l; P2:1+q;
Py(q) = Pooy + qPr2 — (@ — ¢")Py-3. (3.20)
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Férmula apresentada em [9] para esta familia de polindmios:

D@ TTICT (1 4 10j) + Y g HCT(n,4 - 10/)

j=—0 Jj=—00

Pn—l(CI)

- q[z g ICT(,2+10/) + > ¢ CT(n,3 - 10 j)}, (3.27)

j:—oo j=—00

n>1.

Calculando o limite
= n n n n
lim P,(q) = + - - :
R ,;(Hloj')z (4—101)2 (2+101)2 (3—101)2

Nete caso, substituindo ¢ = 1 em (3.26), obtemos a sequéncia de Fibonacci deslocada

P,(1) = F,;1. Resulta em:

F:i n N n B n B n
" 1+10j),  \4-10j/, \2+10j), \3-10j),

j:—oo

Interpretacdo combinatdria:

i (—t; q)n+lt3nq%n(n+l) ~
(¢ ¢7)n1 (75 ¢7)nir

1 1 . =
(1-0l(1-rg ;(l—tzq)---(l—t2q2”“)(1—t2q2)---(1—tzqz") '

Definindo como particdes -azul as particdes onde as partes de 1 até n
aparecem pelo menos trés e no maximo quatro vezes, as partes azuis como sendo parti¢des
irrestritas e contadas duas vezes. A maior parte azul é no maximo duas vezes a maior parte

mais um, ou a parti¢ao é formada apenas por partes 1. Com essas observacdes €, levando

em consideracdo o fator 1/(1 — #), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 3.9 O niimero de particoes -azul, em até N partes, é igual a Fy,.

A Tabela (3.9), mostra exemplos para pequenos valores de N.
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Particdes descritas no Teorema (3.9)
N Fni1
0 0 1
1 1
2 1 2
3 + 1+ 3
4 I+ 1+14+1+ 5
5 +1+ 1+ 1+14+14+2; 1T+14+143 8
6 [ 1+1+1; 1 +14+1+1+1; 1 +14+14+1+2; 1 +14+14+1+3;2424+2+1+1+4+ 13
Tabela 3.9: Tlustragao do Teorema para fs3(qg, ?).
Identidade 95
Para
t3n 3n2-2n
fos(q, 1) (3.28)
Z (5 q))nr1 (195 4n(~1G% 4%
Temos a equacao funcional:
(1 =01 = 1g)(1 +1q°) fos(q: 1) = (1 = 1q)(1 + 1¢°) + P qfos(q, 147).
E a relacdo de recorréncia:
Py=P =P, =1;
Piq)=(+q=¢Pu1 = (=G =g )Pu2~ (@ = ¢")Pus. (3.29)
Férmula apresentada em [9] para esta familia de polindmios:
Pro(g) = Z P, 10)+ Y O 4 - 10)
Jj=—e0 =0
3 i 60j2+28jU . N 6072-32j+1 _ .
q (n,2+10j)) + q Umn,2-10)(. (3.30)
Jj=—0

j=—00
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Calculando o limite

S n n n n
imy—1 Pria(q) j;o(loj)z " (10] + 1)2 ’ (4 - 101)2 ' (5 - 10])2
n [ n B n "

2+10j), \3+10j), \2-10j, \3-10j);

Substituindoo ¢ = 1 em (3.29), obtemos a sequéncia de Fibonacci P,(1) = F,, n > 1.

Resulta em:

T A 1()] 10]+1 "\a-10)), "\5-10j),
n

n n n
2+10j), \3+10j), \2-10j), \3-10j),

Interpretacdo combinatdria:

t?n 3n2-2n

Z(t Pt (G P18 P

21 2(n%-n)

q

T 293

Vamos olhar para o fator
3P -2n=n*+2n"-2n=[1+3+-+2n—1)+20+2+4+---+2n-2)].

Definindo como particdes -azul as particdes onde as partes azuis sao formadas
por todos os pares de 0 até 2n — 2 aparecendo exatamente duas vezes. As partes sao
formadas por impares que de 1 até o maior impar aparecem pelo menos uma vez, o maior impar
sendo um a mais do que a maior parte azul, e partes pares que aparecem aos pares, COm maior
parte par podendo ser um a mais do que a maior parte impar. Com essas observacoes e, levando

em consideracao o fator 1/(1 — #), podemos enunciar o seguinte teorema:
Teorema 3.10 O niimero de particoes -azul, em até N partes, é igual a Fy, N > 1.

A Tabela (3.10), mostra exemplos para pequenos valores de N.



Novas interpretacoes combinatérias para os nimeros de Fibonacci 48

Particdes descritas no Teorema (3.10)

N Fy
1 0 1
2 1
3 +0+0 2
4 +1+0+0 3
5 +1+1+04+0;2+2+140+0 5
6 +1+1+140+0;2+2414+1+0+0;3+1+2+240+0| 8
Tabela 3.10: Ilustracao do Teorema para fo5(q, ?).
Observe que ao substituirmos g = —¢g em (3.1) chegamos em (3.28), logo a mesma

interpretagdo feita para fis com g = —1 também € valida pra fo; com g = 1.



CAPITULO 4

NOVAS INTERPRETACOES
COMBINATORIAS PARA OS NUMEROS
DE PELL E JACOBSTHAL

Algumas interpretagdes combinatdrias para os numeros de Pell e Jacobsthal foram dadas
em [8]. Apresentamos aqui interpretacdes disponiveis em nosso artigo [14] e outras que en-
volvem os numeros de de Pell e Jacobsthal em termos de parti¢do, sobreparticdo ou particao
em cores. As familias de polindmios apresentadas aqui t€ém a propriedade de que quando subs-
tituimos ¢ = 1 ou ¢ = —1 na sequéncia apresentada em [9], esta se transforma na sequéncia, ou

em alguma sequéncia que envolva os nimeros de Pell e Jacobsthal.

49
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Identidade 12

cm

Para o)
flgn =S DL @.1)
=0 (ta Q)n+1

Temos a equacgdo funcional:

(1 =0 fia(g, 1) = 1+ (1 + D1gfia(q, 1g).
E a relagdo de recorréncia:

P():l; P1:1+q;

Py(q) = (1 +q")Pyy + ¢ Py (4.2)
Férmula apresentada em [9] para esta familia de polindmios:

P,(q) = Z FTCT(m+1,1+8j) — Z FPYCT(n+ 1,3 - 8)). (4.3)
j=—00 Jj=—00
Calculando o limite:
o (n+1 n+1
lim P,(q) = - .
o= 2 (1) (s
Neste caso, substituindo ¢ = 1 em (4.2), obtemos a sequéncia de Pell P,(1) = p,. Resulta
> (n+1 n+1
b= Z (1 + 8j)2 B (3 - Sj)z.

]:—OO
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Interpretacdo combinatdria:

(o)

—1: n "erl had n—1ym @
Z(t,q)ntq() 1 [1+Z(1+t)(1+tq)...(l+tq N ]

L (e (-0 (1= tg)(1 —tq?) ... (1 — tq")

I Z"’: A + )1 + 1) ... (1 + tg™")yrg" s
d-n| "4 d--1g)...(0—1g"

ti (I +tg)(1+1tg%)...(1+ tq"—l)tnq”é*"
i (1=—tq)(1-1g?)...(1-19" :

+

Lembrando que

=142+ ...+ n, vamos considerar sobreparticdes em que todas
as partes ndo marcadas de 1 até a maior parte aparecem pelo menos uma vez. A maior parte
marcada € menor do que a maior parte ndo marcada e o nimero de partes € N ou N — 1.
Chamamos estas sobreparti¢des do tipo n. Com essas observagdes e levando em consideragao

o fator 1/(1 — #), podemos enunciar o seguinte teorema:
Teorema 4.1 O niimero de sobreparticées do tipo n para todo n até N é igual py.

A Tabela (4.1), mostra exemplos para pequenos valores de N.

’ Parti¢cdes descritas no Teorema (4.1). ‘

[ | pv |

N

1 0;1 2
2 2+1;1+1;1 5
3 342+1;2+2+1;2+1+1;

T+2+1; 1+1+1;
2+1; 1+1 12

4 |4+3+2+1;3+3+2+1;3+2+2+1;
342+ 1+1;243+2+1; 1+3+2+1;
2+2+4+2+1;2+2+1+1;2+1+1+1;
41 +1+1T+2+1+1; 1T+2+2+1;

342+ 1;2+2+1;1+2+1;

2+1+1;1+1+1 29

Tabela 4.1: Tlustragdao do Teorema para fi,(q, t).
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Identidade 27

Para .
© (—lq; qZ)nthq2(n +n)
(g,1) = . 4.4)
fota Z::; (5 41 (5 G)n1 (175 )
Temos a equagdo funcional:
(1 =01 = 1q)(1 +1g*) fr1(q. 1) = 1 +1¢* + (1 + 1) q" f1(q. 147).
E arelacdo de recorréncia:
Po=1, Pi=1+q Py=1+q+q¢ +q"
P = +q=q)Pui = (@@= ~¢ = ¢"VPr2— (¢’ = ¢ P,s. (4.5)
Formula apresentada em [9] para esta familia de polindmios:
- 2l 2n=1 - 2 g 2n
P, — 12/2+4j + 122-8 j+1 Cn>1.
2n-1(g) j;mq n—1-3j, j;mq n—1+3j], n
(4.6)

Calculando o limite

(9]

qlgn)lpzn—l(CI)— Z (n_1_3j)+(n—l+3j)'

j=—o0

Neste caso, substituindo ¢ = 1 em (4.5), encontramos a sequéncia 1,2,4,8, 16, - --.
Observe que a relacdo de recorréncia é a mesma dos nimeros de Jacobsthal, a menos das

condicdes iniciais. E possivel provar por inducio que P,(1) = 2", visto que,
Po(1)=1=2% Pi(1)=2=2"; Py(1)=4=2% ¢ Py(1)= P,y +2P,.

E possivel mostrar, também por inducéo, que 2" = J,, + J,_1,n > 1.

2n—1 2
22”‘1:2 " 1+ " ), n>1.
. n—1-3j n—1+3j

Jj=—00
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Interpretacdo combinatdria

i (=tq; It "

L (195 st (15 GPnir (<17 )
1 1 . Z’o] t2n qZ(n2+n)

(=0 \(T=1g) " & T=1g)- (T =g (1 = P~ (1 - 2 |

Definimos parti¢coes -azul, como parti¢des onde as partes azuis sao formadas por
pares que de 2 até o maior par aparecem pelo menos duas vezes e um nimero par de vezes,
com maior parte podendo ser um a mais que o maior par, mais as particoes formadas apenas por
partes 1. As partes formadas por impares no maximo um a menos que a maior parte

par. Levando em consideracao o fator 1/(1 — #), podemos enunciar o seguinte teorema:
Teorema 4.2 O niimero de particoes -azul, em até N partes, é igual a Jy + Jy_1.

A Tabela (4.2), mostra exemplos para pequenos valores de N.

’ Particdes descritas no Teorema (4.2)

N N + In-1

0 0 1

1 1 2

2 1+1;2+2 4

3 1+1+1;2+2+1;3+2+2,2+2+ 8

4 1+1+1+1;2+2+1+1;3+2+2+1;3+3+2+2;
242+14+1; 242434+ 1;2+42+2+2;4+4+2+2 16

Tabela 4.2: Tlustragdo do Teorema para f»7(q, ).

Identidade 28

Para .
e (_tq2;q2)nlnqn +n
(g,0) = : 4.7)
fta ZO PG Pl

Temos a equacao funcional:

(1 =01 - 1tq)frs(q, 1) = 1 + (1 + tg)tq” frs(q, 1G°)-
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E a relacdo de recorréncia:

P():l; P1:1+q+q2;

Puq) = (1 +q+q"VPu1 = (q = ¢")Pps. (4.8)
Férmula apresentada em [9] para esta familia de polindmios:

Palq) = Z ¢HCT2n + 1,1 + 6) + Z ¢ HCT2n + 1,2 - 6).

j=—00 Jj=—00

4.9)

Calculando o limite
| 2n+1
lim P,,(q) = - )
Jm, Pau(q) ,-:Z:o(l + 6j)2 (2 - 6j)2
Neste caso, substituindo g = —1 em (4.8) obtemos a sequéncia de Jacobsthal P, (—1) = J,,.

= (2n+ 1 2n+1
Jo, = - .
2 Z (1+6j)2 (2—6j)2

j=—o0

Resulta em:

Conjecturamos que:
o (n+1 n+1
Jo = - .
Z(e) )

Para interpretacdo combinatoria para P,(—g), usamos fos:

i (_tqZ;qZ)ntnqn2+n ~ 1 1 +i
L (6 P (1 D1 A=) \(T+1g) L (T —1g2) (1 — 1)1+ 1g) (L + 12" |

b

Considere que n> +n =2+ 4 + ... + 2n, a soma dos n primeiros pares.

Definimos particdes -azul como parti¢cdes onde as partes sdo pares que
aparecem de 2 até a maior parte, pelo menos uma vez e no miximo duas. As partes azuis sao
particdes irrestritas com maior parte no maximo um a mais do que a maior parte , mais as

parti¢cdes formadas apenas por partes 1, e as partes impares possuem um sinal, sendo positivo se
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o nimero de partes impares for par e negativo caso contrario. Com essas observacoes e, levando

em consideracao o fator 1/(1 — ¢), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 4.3 O niimero de parti¢oes -azul, com um niimero par de partes impares azuis
menos aquelas com um niimero impar de partes impares azuis, em no mdximo N partes, é igual

aJN.

A Tabela (4.3), mostra exemplos para pequenos valores de N.

’ Parti¢des descritas no Teorema (4.3).

N || com um nimero par de impares | com um niimero impar de impares | Jy
0 0 1
1 1 1
2 1+1;24+2; 24+2; 4+ +1; 243 3
3 +24+2;24+242;24+1+1; 1+1+1;242+1; 2+2+3;
+3+1; 2+343;4+2+7; +2+1; 2434244241,
+44+2;44242; 44244, +243;4+245
+ 4+ 5

Tabela 4.3: ITlustragdao do Teorema para fo3(—g, t).

Observe que uma segunda interpretacao pode se feita usando g = 1, pois P(1) = 3". Neste

caso, a interpretacao combinatoria € feita com:

i 1 Pt"q" " 1 o, i
(g (g ¢ =D\ —tq) (1 —1g*)---(1 —tg*)(1 —tq)--- (1 —tg**) )

Se definirmos agora parti¢oes -azul como particdes onde as partes sao
pares que aparecem de 2 até a maior parte pelo menos uma vez e no maximo duas. As partes
azuis sdo parti¢des irrestritas com maior parte no maximo um a mais do que a maior parte

, mais as parti¢cdes formadas apenas por partes 1. Podemos enunciar o seguinte teorema:
Teorema 4.4 O niimero de particoes -azul, em no mdximo N partes, é igual a 3".

A Tabela (4.4), mostra exemplos para pequenos valores de N.
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Particdes descritas no Teorema (4.4)

3N

0

;1

I1+1; 242, 242; 4+2; 241; 243

O | W =

Wi~z

+24+2;
+3+3;

+2+2; 2+1+1; 1+1+1; 2+2+1;
+2+2; 24241, 24342 442+
+2+4; 4+2+3;4+245;

+2+3;
+44+2;
+4+

+3+1;
+2+2;

27

Tabela 4.4: ITlustragdo do Teorema para fr3(q, ).

E calculando o limite

| > On+1 2n+1
qlEn)lPZn(Q)— Z (1 +6])2+(2_6‘])2

Jj=—c0

= (2n+ 1 2n+ 1
2n _
3‘Z&+Jf@—d;

j:—(X)

Conjecturamos que:

=3

= (n+1) +(n+1)
Zi\1+6j), " \2-6j),

Identidade 66

Para i

*® (—tz;q4)nt”q"
f66(qa t) = .
nzz(; (6 @Pnr1(tq; (=197 G*)n

Temos a equacao funcional:

(1 =01 - tq)(1 + £q) fes(q. 1) = (1 — tq)(1 + tg*) + (1 + P)tq fs6(q. tq).

E a relacdo de recorréncia:

Po=1; Pi=l+q; Py=1+q+¢+q"

P@=0+qg-@F+¢" WP — (@G — @)Pu2— (@ — ¢*")Ppos.

(4.10)

.11



Novas interpretacoes combinatérias para os nimeros de Pell e Jacobsthal 57

Férmula apresentada em [9] para esta familia de polindmios:

Ponia(q) = Z FFHIY©2n - 1,8)) - Z GBI + 1,3 - 8))

j:—oo j=—o00

+ qﬁzqm“muan+L1+8p—q§2qW“M“U@n—Lz—sp(4n)

j==o0 j==oo

Calculando o limite

i 2n—1 +2n—1 _2n+1 _2n+1
_ 8j ), \8j+1), \3-8j), \4-38j],

J==00
2n + 1 2n + 1 2n -1 2n —1
n+' N n+. _(2n ) n 1. 4.13)
1+8j/, \2+8j), \2-8j), \3-8j),

Neste caso, substituindo ¢ = 1 em (4.11), obtemos o dobro da sequéncia de Pell para

lim P»,42(q)
q—1

n>1, Pn(l) = 2pn

= (2n—1 2n—1 2n+1 2n+1
2ponsr = E N - | - )
. 8j ), \8j+1), \3-8j), \4-38j],

Jj=—o0
2n+1 2n+1 2n—1 2n—1
A Y Sl I ol IO el B (4.14)
1+8j/, \2+8j), \2-8j), \3-8j),
Denotando por Y, = A052542 em [22], essa sequéncia, exceto o termo inicial 1, é sim-

plesmente duas vezes os nimeros de Pell.

Interpretacdo combinatdria:

i (_t2;q4)ntnqn2 _
£ (1;4)n+1(tq; G*)n(—1G%; G*)n

- (1 +2¢Y - (1 + 2
—— |1+ (1 +7
(1 - t) ( )nz:; (1 — [2q2+2) ce (1 — t2q2n+2n)

Definimos sobreparti¢des -azul como sobreparticdes onde as partes sao
impares ndao marcados e aparecem de 1 até a maior parte 2n — 1 pelo menos uma vez. As partes
azuis sdo pares nao marcados, aparecendo aos pares com a maior parte podendo ser um a mais
que a maior parte e para cada par de pares, até o maior impar menos um, pode existir

uma parte marcada. Com essas observacdes e levando em consideragio o fator (1 + #2)/(1 — 1)
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podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 4.5 Se consideramos para cada n a sobreparticdo -azul com n ou n—?2 partes,

entdo o nuimero de todas estas sobreparticoes comn < N é igual a Y.

A Tabela (4.5), mostra exemplos para pequenos valores de N.

’ Parti¢cdes descritas no Teorema (4.5). ‘

N Yy
0 0 1
1 2
2 +1; 1+ 1; 4
3 +3+1;3+1+1; 3+3+1;

+ 1+ 1 +242; 10

Tabela 4.5: Tlustracdao do Teorema para fss(g, ?).

Identidades 67

Para

*© (_IZ;q4)’1tnqn2+2n
(g.1) = : (4.15)
Jola Z:(; (& 41 (0 4)n(—1G; G

Temos a equacao funcional:
(1 =01 = tq)(1 + 14" for(q. 1) = (1 = 1g)(1 + 1q*) + (1 + )1q’ fer (g, 1).
E arelacdo de recorréncia:

Po=1; Pr=1+¢% P,=1+¢ +q"+4

Piq)=(1+q-¢+q""VPui —(q— ¢~ @)Pu2— (@ —¢")Pys. (416
Férmula apresentada em [9] para esta familia de polindmios:

Pualg) = Y, ¢HU@n8)- ) ¢V U -2,3-8)).

Jj=—00 J=—00

— g ) U@ 1 +8))+q ) ¢TRUQ-2,2-8)), (4.17)

j=—00 Jj=—00
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n>1.

Calculando o limite

=2 (2n 2n 2n—12 2n—2
lim Py, = + - - .
Jim, Pau-1(9) Z (8]‘)2 (1 + Sj)z (3 - 8j)2 (4 _ 8j)2

Jj=—0
2n' B 2n‘ +2n—2. +2n—2. . 4.18)
1+38j/, \2+8j/, \2-8j), \3-8j),

Neste caso, substituindo ¢ = 1 em (4.16), obtemos que P,(1) = 2p,, n > 1. Denotando

por Y, = A052542 em [22], essa sequéncia, exceto o termo inicial 1, € simplesmente duas vezes

os numeros de Pell.
- (2n) ( 2n ) (2n—2) (2n—2) ( 2n ) ( 2n ) (2n—2) (2n—2)
201 = D o)y el a e i) e o e Ho e G <
= 8j), \1+38j), \3-8j/, \4-8j/), \1+8j), \2+38j), \2-8j/, \3-38j],

n>1.

Interpretacdo combinatdria:

i (_t2 : q4)ntnqn2+2n ~
£ (1, g2)nr1 (tG; GPn(—1%; G*)n

— 11 +(1+t2)i (1+z2q4)(1+t2q8),..(1+t2q4n_4)
(I1-1 = (1- t2q2+2) (1= t2q2n+2n)

Considere que n* +2n =3 +...+2n + 1 é a soma dos n impares a partir de 3.
Definimos sobreparti¢des -azul como sobreparticdes onde as partes sao
nao marcadas, impares e aparecem de 3 até a parte 2n — 1 pelo menos uma vez, a maior parte
2n+1 aparece apenas uma vez, mais as particdes formadas apenas por partes 1. As partes
azuis sao pares nao marcados aparecendo aos pares, com a maior parte podendo ser um a menos
que a maior parte e para cada par de pares, até o maior impar menos trés, pode existir
uma parte marcada. Com essas observacdes e, levando em consideracdo o fator (1 +#2)/(1 — 1),

podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 4.6 Se consideramos para cada n, a sobreparticdo -azul, com n ou n—2 partes,

entdo o niimero de todas estas sobreparticoes comn < N éigualay,,.

A Tabela (4.6), mostra exemplos para pequenos valores de N.
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Parti¢coes descritas no Teorema (4.6). ‘

N Yn
0 0 1
1 2
2 +1; 1+1; 4
3 +1+1;3434+1;3+1+1;
+1+1; 1+242; 13 10

Tabela 4.6: Ilustragdo do Teorema para fs7(q, 1).

Identidade 87,

Para

t2q q4) t2n 2n%+2n
(q.1) = . (4.19)
fo.(a Z (6 Pt (<167 40143 PulUq Pl
Temos a equacao funcional:
(1= = )1 + 14" fiz,(q. ) = 1 +1¢° + (1 + 19)£°q" fyr, (4. 14°).
E a relacdo de recorréncia:
Po=1, Pi=1+q; P=1+g+¢*+¢"
Puq)=(1+q=g)Pu1 —(q— ¢ — ¢ = ¢")Pu2— (@ — " HP,s. (4.20)

Em [9] foram apresentadas duas formulas para esta familia de polindmios. A primeira €:

> . 12n+1 - 2 . 2n + 1
P,, — 482+8 i 48 2-40+8
2(q) j;oq n-6j, j;mq n-2+6jl,
[ . o] ‘ 2]’[
482 +16; 48 7-32j+4
+ + . 4.21

Calculando o limite:

limP()—i 2n+1+ 2n+1 N 2n N 2n
oy P = n—-6j] \n-2+6j] \n-1-6j] \n-2+6j/

j=—00

A segunda férmula para a familia de polindmios € dada por:
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(o)

(4.22)

12,2-8j+1 2n
n— 1 + 3] 5[2

j=—oo
Calculando o limite:

hmPZn—Z 2n+1‘+ 2n ).
q—1 n—3j n—1+3j

j_—OO

Neste caso, substituindo g = 1 em (4.20), obtemos a mesma relacdo de recorréncia para
os nameros de Jacobsthal, mas com termos iniciais diferentes, resultando na sequéncia 2", como

argumentado na interpretacdo de f»;. Resulta em:

22"22 2n+1‘+ 2n+1.+ 2n )4 2n ).
; n—=6j n—2+6j n—1-6j n—2+6j

Jj=—00
= (2n+ 1 2n
2211: )
2, (n—3j)+(n—1+3j)

]:—00

Interpretacdo combinatdria:

Z t2 2. 6]4)nf2" 2n2+2n 1
& Ponet (167 PG PG Pt (1)

1
(1-1q) +Zl (= 1) (1 - 1)

Definindo como particdes -azul- particdes onde nas partes 0s pares
de 2 até a maior parte aparece pelo menos duas vezes e um numero par de vezes. As partes
azuis sdo impares, com maior parte podendo ser um a mais do que a maior parte . As
partes sao contadas duas vezes, dadas por pares formados pelo dobro dos impares, com
maior parte sendo no miximo o dobro do maior par menos dois. Temos também um sinal
ligado as partes que serd positivo se o nimero de partes for par e negativo se for
impar. Com essas observacoes e, levando em consideracdo o fator 1/(1 — ), podemos enunciar

0 seguinte teorema:

Teorema 4.7 O niimero de sobreparticoes -azul- com um numero par de partes
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menos aquelas com um niimero impar de partes , em até N partes, é igual a 2V.

A Tabela (4.7), mostra exemplos para pequenos valores de N.

’ Parti¢coes descritas no Teorema (4.7).

N com um ndmero par de partes com um ndmero impar de partes 2N
0 0 1
1 1 2
2 1+1; 2+ 4
3 I+14+1; 24+241; 24243; 242+ 8
4 || 1+1+1+1; 2+2+242; 242+1+1 +2+ 16
+2+1+3; 24+2434+3; 24+2+1+1;
+24+1+1; 2424143 444+2+

Tabela 4.7: Ilustragdo do Teorema para fs7 (g, t).



CAPITULO 5

NOVAS INTERPRETACOES
COMBINATORIAS PARA SEQUENCIAS
DISPONIEVEIS EM OEIS

Apresentamos neste capitulo as interpretacdes feitas para sequéncias que estao disponiveis
em The On-line Encyclopedia of Integer Sequences (OIES) [22]. O objetivo € encontrar relagdes

mais diretas entre as interpretacdes dadas aqui e as ja apresentadas.

63
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Interpretacoes Combinatorias para a sequéncia A000079 (2")

Apresentamos aqui vdrias interpretacdes em termos de particdo para 2" e, no ultimo

capitulo, algumas bijecdes entre estas interpretacdes.

Identidade 9

Para
t2n 2n%+n

N q
foa.n = ZO (t; q)nr1 (443 GP et C-b

Temos a equacao funcional:

(=00 - 19)fs(q.0) = 1+ ¢ folq. 14).
E a relagdo de recorréncia:

Py=1;P =1+gq;

Puq) = (1 +@Pui— (q— ¢ HP,os. (5.2)

Férmula apresentada em [9] para esta familia de polindmios:

[0

PP 2n—1
82—6j+1
+
Z K [n—1+2j

q2 j:—oo

n>1. (5.3)

> 2. 2n — 1
Pri(q) = Z qgj +2][n _1-2j

s
q2

j:—oo
Calculando o limite:

' 2n -1 2n—1
qlEn)IPzn—l(C])— Z (n—1—2j)+(”_1+2j)'

j=—o0

Neste caso, substituindo ¢ = 1 em (5.2), obtemos P,(1) = 2". Resulta em:

(9]

22n_1:Z 2n—1'+ 2n—1‘,n21.
: n—1-2j n—1+2j

Jj=—o0
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Interpretacdo combinatdria:

t2n 2n+n

1 1

t2n an +n

Z P g: Pan (=0 | (1= 19) Z (1 -1g)(A - 1¢*)--- (1 — 1g>")(1 — tg*"*")

Observando que 2n°+n = 1+2+--

)

-+ (2n— 1)+ 2n, temos no numerador todos os inteiros

positivos de 1 até 2n aparecendo pelo menos uma vez, podem aparecer mais do que uma devido

ao fato de que no denominador as partes podem ser de 1 até 2n + 1. Com essas observagdes e

levando em consideracao o fator 1/(1 — #), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.1 O niimero de particoes onde todo inteiro de 1 até o maior par aparece pelo menos

uma vez com a maior parte podendo ser no mdximo um a mais do que o maior par, mais as

particées formadas apenas por partes 1, em até N partes, é igual a 2V.

A Tabela (5.1), mostra exemplos para pequenos valores de N.

|

Particdes descritas no Teorema (5.1)

N 2N
0 0 1
1 1 2
2 1+1;2+1 4
3 1+1+1;2+1+1;2+2+1,3+2+1 8
4 1+1+1+1;2+1+1+1;3+2+1+1;3+3+2+1;

2+2+2+1;2+2+1+1;3+2+2+1;4+3+2+1 | 16

Tabela 5.1: Ilustragdo do Teorema para fy(g, t).
Identidade 23

Para

© 1y 2
falgn =Y EIIC

n=0 (t;q )n+l '

Temos a equacao funcional:

(1 =0 f(g, ) = 1 — tqf(q, 1q°).

5.4)
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E a relacdo de recorréncia:
Py=1;
Puq) = (1 =g P,y (5.5)
Férmula apresentada em [9] para esta familia de polindmios:
Piq) = Z g (n,3),q) - Z g2, 1 - 3j,.q). (5.6)

Calculando o limite:

. - n n
Jim, Pa) = ), (31) i 31)3’

Jj=—0

Neste caso, substituindo g = —1 em (5.5), obtemos P,(—1) = 2". Resulta em:

PR

J_OO

A interpretagdo combinatoria para P,(—q)é€ feita através de f>3(—q, 1), dada por:

1 ~ gt
Z(tQ)nH 1—f)[l+;(1—tq2)---(l—tq2"))'

Observando que n> = 1 + 3 +--- +2n — 1, temos no numerador todos os fmpares de 1 até

2n — 1 aparecendo exatamente uma vez, e no denominador os pares irrestritos, com maior parte

podendo ser 2n. Com essas observacoes e levando em consideracao o fator 1/(1 — ¢), podemos

enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.2 O niimero de particoes onde os impares de 1 até o maior impar aparecem exata-

mente uma vez, e a maior parte pode ser no mdximo um a mais do que o maior impar, em até

N partes, é igual a 2V .

A Tabela (5.2), mostra exemplos para pequenos valores de N.
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Particdes descritas no Teorema (5.2) ‘

N 2N
0 1
1 1 2
2 1+3;2+1 4
3 2+2+1;3+2+1;4+3+1,5+3+1 8

4 12+2+2+1;3+2+2+1;4+4+3+1;4+3+2+1;
5+4+3+1;5+3+2+1;6+5+3+1;7+5+3+1 | 16

Tabela 5.2: Tlustragao do Teorema para f3(—g, t).

Identidade 38

Para
t2n 2(n%+n)

N q
fis(g, 1) = (5.7)
» ZO o

2)n+l(lq; qz)n+l .

Temos a equacao funcional:
(1 =0 ~ 1) fis(q.1) = 1 + " fis(q. 1q).
E a relagdo de recorréncia:

P():l; P1:1+q;

Puq) =+ @Pu1—(q— ¢P,a. (5.8)

Férmula apresentada em [9] para esta familia de polindmios:

it ; 12n +1 > 2 . 2n+1
P, — 16 2+6j + 162-10j+1 . 59
2(9) Z T n-ajl, Z 1 n—1+4j| , ©-3)
J=—0 q J=— q
Py i(q) = N q16j2+6j 2n + N q16j2—10j+1 2n (5.10)
" 2, n—1-4j|, ]Z:_m n—1+4j|. ‘

Jj=—0
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Calculando os limites:

. — (21 + 1 2n +1
Jim Pan(q) = 2 (n—4j)+(n—1+4j)'

Jj=—00

(o)

‘ n 2n
qlgn)len_l(CI) = Z (n— 1 _4j)+ (n— 1 +4j)'

Jj=—00

Neste caso, substituindo g = 1 em (5.8), obtemos P, (1) = 2". Resulta em:

> (2n+ 1 2n+1
2% = - :
Z(n—4j) (n—1+4j)

j=—o00

= 2n 2n
22l = + :
Z(11—1—4]') (n—1+4j)

j=—0

Interpretacdo combinatdria:

t2n 2(n+n) 1

t2nq2(n +n)
Z Pt (G 1 (L= 1) ((1 —1q) Z (I -tg)1 —1g*)--- (1 —1g>)(1 - 2””)}

Levando em consideracdo o fator 1/(1 — ), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.3 O niimero de particoes onde todo par de 2 até o maior par aparece pelo menos
duas vezes e a maior parte pode ser um a mais do que a maior parte par, mais as particoes

formadas apenas por partes 1, em até N partes, é igual a 2".

A Tabela (5.3), mostra exemplos para pequenos valores de N.

] Particdes descritas no Teorema (5.3)

N 2N
0 1
1 1 2
2 1+1;2+2 4
3 1+1+1;2+2+1;3+2+2,2+2+2 8
4 1+1+1+1;2+2+1+1;3+2+2+1;3+3+2+2;
242+424+2;2+2+4+2+1;3+2+2+2;4+4+2+2 | 16

Tabela 5.3: Tlustragao do Teorema para f33(q, ).
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Identidade 39

Para

t2n q2n2

1) = : 5.11
fo(@.0 ;(I;qz)m(tq;q% G-1D

Temos a equagdo funcional:

(1 =01 = 19) fro(q, 1) = 1 — tq + £q* fro(q. tq7).

E a relacdo de recorréncia:

Puq) = (L +@)Pr1 — (g~ ¢ )Py (5.12)

Formula apresentada em [9] para esta familia de polindmios:

- ; | 2n = 2 : 2n
P, — 16242 + 162-14j+3 . 513
2n(q) g_wq n—4jl, ;_ooq n-2+4j, (5.13)
> 25 2n+ 1 - 2 14 2n+1
P, — 16242 + 16214 j+4 ) 514
2n+1(q) j;_ooq n—4j E j;_wq n—1+4j ; ( )

Calculando os limites:

[

. 2n 2n
o Paul) = Z (n—4j)+(n—2+4j)'

J=—
> (2 + 1 2n+1
lim P, = + .
Jim, Pans1(9) jzz_m(n—@) (n— 1 +4j)
Neste caso, substituindo g = 1 em (5.12), obtemos P,(1) = 2*!, n > 1. Resulta em:

o0

2n 2n
22n—1: >1
Z (n—4j)+(n—2+4j)’n_

]:—00
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22,1:5: 2n+1' N 2n+1 ).
: n—4j n—1+4j

j:—OO

Interpretacdo combinatdria:

t2n 2n? 1 t2n 2n?

q

Z GPung P, (1 —t)( Z (I —tq)(1 —tg*) - (1 —tg* (1 —tg*) )

Observando que no numerador temos todos os impares de 1 até 2n — 1 aparecendo pelo

menos duas vezes e no denominador a maior parte pode ser um a mais que no denominador, e

levando em consideracao o fator 1/(1 — ¢), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.4 O niimero de particoes onde todo impar de 1 até o maior impar aparece pelo

menos duas vezes, a maior parte pode ser um a mais do que a maior parte impar, em até N

partes, é igual a 2V, N > 1.

A Tabela (5.4), mostra exemplos para pequenos valores de N.

’ Parti¢des descritas no Teorema (5.4)

N 2N—1
0 0 1
1 1
2 1+1 2
3 1+1+1;2+1+1 4
4 1+1+1+1;2+2+1+1;2+1+1+1;3+3+1+1 8
5 1+1+1+1+1;2+1+1+1+1;24+2+1+1+1;24+2+2+1+1;
3+3+1+1+1;3+3+2+1+1;3+3+3+1+1;4+3+3+1+1 16
Tabela 5.4: ITlustragdo do Teorema para f39(qg, ).
Identidade 84
Para

t2n 2n%+n

Z (t qz)n+1(tq q )n+1

Ssa(q, D)

Temos a equacao funcional:

(1 =01 - 1) fsalq, 1) = 1 + £ faa(q, tg7).

(5.15)
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E a relacdo de recorréncia:
Py=1; Pi=1+gq;
Puq) =1+ P, —(q—¢" P, (5.16)
Férmula apresentada em [9] para esta familia de polindmios:
P.(q) = Z q48] +4] 2n Z q48] —44j+10 2n
" = n+8] = n—4+8]
Z q48 24207 2n + i q48 2-28+2 2n (5.17)
e n-2-38j|, e n-2+38j|, '

Calculando o limite:

[ee)

limPn(q):Z 2n.+ 2n - 2n ) 2n ).
g—1 , n+8j n—4+8j n—2-8j n—2+38j

]:—00

Neste caso, substituindo g = 1 em (5.16), obtemos P,(1) = 2". Resulta em:

(o)

Z”ZZ 2n.+ 2n._ 2n'_ 2n ).
j:_wn+8] n—4+8j n—2-8j n—2+38j

Interpretacdo combinatdria:

Z th 2n%+n 1 [ 1 Z th q2n +n ]
P (g P (L—0) | (1 19) (I —1q)(1 —tg*) - -- (1 — tg*")(1 — tg*"*")

Observando que 2n*+n = 1+2+---+(2n— 1) +2n, temos no numerador todos os inteiros

positivos de 1 até 2n aparecendo pelo menos uma vez, podem aparecer mais do que uma devido

ao fato de que no denominador termos partes 1 até 2n + 1. Com essas observacdes e levando

em consideracdo o fator 1/(1 — ¢), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.5 O niimero de particoes onde todo inteiro de 1 até o maior par aparece pelo menos

uma vez com maior parte podendo ser no mdximo um a mais que o maior par, mais as particoes

formadas apenas por partes 1, em até N partes, é igual a 2" .

A Tabela (5.5), mostra exemplos para pequenos valores de N.
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Particdes descritas no Teorema (5.5) ‘

N 2N
0 1
1 1 2
2 1+1;2+1 4
3 1+1+1;2+1+1;2+2+1,3+2+1 8
4 1+1+1+1;2+1+1+1;3+2+1+1;3+3+2+1;
2+2+2+1;2+2+1+1;3+2+2+1;4+3+2+1 | 16

Tabela 5.5: Tlustragao do Teorema para fg4(q, ?).

Interpretacoes Combinatorias para a sequéncia A000244 (3")

A pequena diferenca no numerador das duas fun¢des geradoras apresentadas aqui, pode
relacionar uma interpretacdo em termos de parti¢do de f5y a uma interpretagdo para fs;, pois o
fator n®> + n é interpretado como soma de pares e n” + 2n € interpretado como soma de fmpares
maiores ou iguais a trés. Mas uma interpretacdo em termos de colora¢do também foi apresen-

tada para f5;, onde a bijecao pode ser escrita mais detalhadamente.

Identidade 50

Para ,

s (—lq; q2)ntnqn +2n
fso(g, 1) = :
» ZO (1 P (16 @

(5.18)
Temos a equagdo funcional:

(1 =0 ~ 1) fso(g.1) = 1 + (t¢° + £¢) fso(q. 17).
E a relagdo de recorréncia:

Po=1; Pi=1+qg+@Po=1+qg+@+¢@ +2¢*+3¢ +q° + ¢

Pyq) = (1 +q+ g )Pui = (g = ¢")Pus. (5.19)
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Férmula apresentada em [9] para esta familia de polindmios:

= ; . 2n - 2 : 2n
P, _ 24248 - 24)°-16j+2 , n>1. (520
(@) Zq v 1—6] Zq agl M1 (520
j==o g jE-e 4
Calulando o limite:
- 2n 2n
lim P,(g) = - .
Ty Pu(@) j;o(n—1—6j) (n—2+6j)
Fazendo a substituicdo g = 1 em (5.19), obtemos P,(1) = 3". Resulta em:
S 2n 2n
3l = - , > 1.
j;o(n—l—6j) (n—2+6j) "
Interpretacdo combinatdria:
i (—tq; qZ)ntnqn2+2n ~ 1 1 . i (1+1q)---(1+ tqz"‘l)t"q"2+2"
(5 (tq; g (L= (A —tq) & (1 —1g)(1 —1g*)--- (1 —tg>)(1 —tg>™*") |’

Levando em consideracdo o fator 1/(1 — ¢), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.6 O niumero de sobreparticoes onde somente os impares podem ser marcados até
no mdximo dois a menos que a maior parte, todo impar ndo marcado de 3 até a maior parte
aparece pelo menos uma vez, mais as particoes formadas apenas por partes 1, em até N partes

é igual a 3V.

A Tabela (5.6), mostra exemplos para pequenos valores de N.

] Particdes descritas no Teorema (5.6)

N 3N
0 0 1
1 1;3 3
2 1+1; 3+1; 342; 3+43; 3+1; 5+3 9
3 1+1+1; 3+1+1;3+2+2; 3+3+3; 3+2+1; 3+3+2;3+3+1;
3+1+1; 342+1; 3+34+1; 5+3+1; 5+3+2; 5+3+3; 5+4+3;
5+5+3; 5+3+1; 5+3+3; 7+5+3 27

Tabela 5.6: ITlustragao do Teorema para f50(q, ?).
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Identidade 51

Para .
s (—lq; q2)ntnqn +n
(q.1) = . (5.21)
fnta Zo & P (G Pl

Temos a equagdo funcional:

(=0 ~19)fs1(g,0 = 1 + (tq” + ) fs1(q. 14°).
E a relagdo de recorréncia:

Py=1;, Pi=1+q+q*

P.(g=0+qg+ q2")Pn_1 -(q - q2"‘1)Pn_2. (5.22)

Férmula apresentada em [9] para esta familia de polindmios:

] 2n—1 O saponoie| 2n—1
P — 242+4j 24220 j+4 > 1. 2
(@) = > q n—1—6jq+zq P S R

Jj=—00 j=—o00

Calculando o limite:

' 2n—1 2n—1
qlEIl)an—l(Q)— Z (n_1_6j)+(n—3+6]').

J:—OO

Neste caso, substituindo g = 1 em (5.22), obtemos P,(1) = 3". Resulta em:

2n—1 2n -1
3t = , n>1.
Z(n—1—6j)+(n—3+6j) "

j=—00

Interpretacdo combinatdria :

i (—lq; qZ)ntnqn2+n _ 1 1 . i tnqn2+n
e (7)1 (tq; g (L= (1 —1q) 4 (I—tq)---(L—tgh))
Definimos particao -azul como parti¢cdes onde a parti¢ao azul é dada por todos os

pares de 2 até o maior par aparecendo exatamente uma vez, com maior parte no maximo um
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a mais do que a maior parte par, mais as particdes formadas apenas por partes 1. Na particao
os impares sao distintos, a maior parte € no maximo a maior parte par azul. Com essas

observacoes e levando em consideragdo o fator 1/(1 —¢), podemos enunciar o seguinte teorema:
Teorema 5.7 O niimero de particoes -azul, em até N partes é igual a 3.

A Tabela (5.7), mostra exemplos para pequenos valores de N.

’ Particdes descritas no Teorema (5.7)

N 3N
0 0 1
1 2;1 3
2 1+1;2+1;3+2;2+1;2+2;4+2 9
31+1+12+1+1;3+2+1;3+3+2;24+2+1;2+242;2+1+72;
2414+ 1;342+2;3+24+1;442+1;4+3+2;5+4+2;
442+ 1;442+2;44+2+3;442+4,6+4+2 27
Tabela 5.7: ITlustragdo do Teorema para f5;(q, ).
Outra interpretacdo combinatoria:
St L (1 Ny (g (g g
(¢ (g @ (L= (A —1q)  &Z (1 -1g)(1 —1g%)--- (1 —tg>)(1 —tg>+") |’

Levando em consideracdo o fator 1/(1 — ), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.8 O niimero de sobreparticoes onde todo par de 2 até o maior par aparece pelo
menos uma vez, a maior parte ndo marcada pode ser um a mais que a maior parte par, as
partes marcadas sdo impares e no mdximo um a menos que a maior parte par, mais as particoes

formadas apenas por partes 1, em até N partes é igual a 3.

A Tabela (5.8), mostra exemplos para pequenos valores de N.
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Particdes descritas no Teorema (5.8)

N 3N
0 0 1
1 1;2 3
2 T4+1; 2+1; 2+2; 34+2; 2+1; 4+2 9
3 1+1+1; 2+1+1;24+2+2; 24+2+1; 3+3+2; 3+2+2;3+2+1;
241+1; 3+42+1; 2+42+1; 442+1; 4+2+2; 4+3+2;
4+4+2; 5+4+2; 4+2+1; 4+2+3; 6+4+2 27

Tabela 5.8: Ilustracdo 2 do Teorema para fs5(q, t).

Interpretacoes Combinatorias para a sequéncia A025192

(2.3"1

~ 2 2
Para a funcdo geradora de f;; temos ¢" no numerador, enquanto para fis temos g" *",
com isso podemos facilmente passar de uma interpretacdo para a outra trocando os impares que
aparecem pelo menos uma vez pelos pares que aparecem pelo menos uma vez. Apresentamos,

no ultimo capitulo, uma bijecao entre as interpretacdes dadas para fr9 € fas.

Identidade 29

Para

i (—tq; q2)ntnqn2
(g,1) = . (5.24)
fola Zg P (O 4P

Temos a equacao funcional:

(1 =0 = 1) fro(q.0) = 1 = 1q + (1 + 114 f0(q. 1°).
E a relacdo de recorréncia:

P():l;P1:1+q;

Puq) = (1 +q+ g )Pus = (g = ¢ )Py (5.25)
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Férmula apresentada em [9] para esta familia de polindmios:

Pig) = D, ¢ HUm6p)+ > ¢ UMm 2 -6)).
Jj=—0 Jj=—00

(5.26)

Calculando o limite:

> n n n n
lim P, = .
Jim P.(o) = ) (6j)2+(6j+1)2+(2—6j)2+(3—6j)2

j=—0

Neste caso, substituindo ¢ = 1 em (5.5), obtemos P,(1) = 2.3""!, dada por A025192 em

[22]. Resulta em:

L=, (gj)z i (6111 1)2 i (2 . 61‘)2 ’ (3 - 61')2'

j=—00

Interpretacdo combinatdria:

i ta e 1, +i (1 +1q)- (1 +1q" H'g"”
;g1 (tq; %) (1= 1) (1 —1g)(1—tg*) - (1 —1g> (1 - tg™) |

n=0
Levando em consideracdo o fator 1/(1 — ¢), podemos enunciar o seguinte teorema:
Teorema 5.9 O niimero de particoes onde todo impar de 1 até o maior impar aparece pelo

menos uma vez, a maior parte ndo marcada pode ser um a mais que a maior parte impar e as

partes marcadas sdo impares menores do que ou iguais a maior parte impar, em no mdximo N

partes, é igual a 2.3V,

A Tabela (5.9), mostra exemplos para pequenos valores de N.
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Particdes descritas no Teorema (5.9)

0

1

1+1; 1+2; 1+3; 1+1

W=7

T4+1+1; 1+1+1; 2+14+1; 2+1+1; 24+2+1;
34+1+1; 3+41+3; 3+14+1; 3+2+1; 3+43+1; 4+3+1; 5+3+1

18

Tabela 5.9: Ilustragdo do Teorema para fy9(q, ).

Identidade 47

Para
(=t ¢*)ut"q"
Jur(@.0) = ZawMWq»

Temos a equacdo funcional:

(1 =01 - tq) fur(q, 1) = 1 —tg + (1 + Dtqfir(q. tq>).

E a relacdo de recorréncia:

Po=1;, Pi=1+g¢;

Puq@) = +q+g" 1 —(q— ¢ P,os.

Férmula apresentada em [9] para esta familia de polindmios:

- 5 - 2 o 2n—1
P.(q) = Zq24ﬂ+2][ ] Z 242 22]+5[n_3+6j
= q

J==oo J==

Z q241 +10/ 2n - q24j2—14j+1 2n
n—2-— 6] n-2+6j,

J__ —00

Calculando o limite:

- 2n 2n—1 2n—1 2n
lim P,(q) = - + -
Jm Pulg) Z(n—6j) (n—3+6j) (n—2—6j) (n—2+6j

j=—0

Neste caso, substituindo g = 1 em (5.28), obtemos que Py(1) =1, P,(1) =

(5.27)

(5.28)

)

2.3,

(5.29)

n>1.
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Resulta em:

[ee)

1 2n 2n—1 2n—1 2n
23 = Y 1- 1+ 1- }on=1
n—=6j n—3+6j n—2-6j n—2+6j

j=—0

Interpretacdo combinatdria:

S (6" 1 = (1+1tq?) (1 + tg"D)r"q"”
= 1+ (1 '
; 4 (tq:9%)n - (1 —10) ( A t); (1 —tg)(1 = tg*)--- (1 = tg>=")(1 — tg*")

Levando em consideracdo o fator (1 + ¢)/(1 — ), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.10 O niimero de particées onde todo impar de 1 até o maior impar aparece pelo
menos uma vez, a maior parte ndo marcada pode ser um a mais que a maior parte impar, as
partes marcadas sdo pares no mdximo um a menos que a maior parte impar, em até N ou N — 1

partes, é igual a 2.3V"', N > 1.

A Tabela (5.10), mostra exemplos para pequenos valores de N.

’ Particdes descritas no Teorema (5.10)

N 2.3N-1

0 0 1

1 1 2

2 1+1; 2+1; 3+1; 1 6

3 1+1+1; 2+1+1; 2+2+1; 3+1+1;3+2+1; 3+3+1; 4+3+1;
34+41+2; S+3+1; 1+1; 2+1; 3+1 18

Tabela 5.10: Ilustracao do Teorema para fi7(q, t).
Identidade 48
Para

O (<5g)a"g"
1) = . 5.30
1020 = 2 o o, 30

Temos a equacao funcional:

(1 -0 —tq) fus(q. 1) = 1 — tq + (1 + D)tq* fus(q. tq).
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E a relacdo de recorréncia:

P():l; P1:1+q2;

Puq) = (1 +q+G"VPui = (q = " )Pros. (5.31)

Férmula apresentada em [9] para esta familia de polindmios:

_ i RIS 2n—1
n-3+6j|,

q Jj=—
_ V) 2apenof] 20t 1
B e

Calculando o limite:

lim P,(q) — (2n+ 1 2n-1 2n+1 N 2n-1
1 n = § ] 0 . .-
g—1 1 n—=6j n—3+6j n—1-6j n—2+6j

Jj=—0

[Se]

P = 3

Jj=—00

2n+1
n—6j

[Se]

_ Z q24j2—14j+1 2n—1
n-2+6j|,

q Jj=—00

. (5.32)

Neste caso, substituindo ¢ = 1 em (5.31), obtemos que Py(1) = 1, P,(1)=2.3"! n>1.

Resulta em:

-1 = (2n+ 1 2n—1 2n+1 2n—1
23 = Y |- |- |+ ) onx1.
: n—6j n—34+6j n—1-6j n—2+6j

j=—00

Interpretacdo combinatdria:

b (—Z‘; q2)ntnqn2+n 1 s (1 + tq2) . (1 + tq211—2)tnqn2+n
= 1+ (1 .
Zg GEPiGg: P (-1 ( Hs ’); (1= 1)1~ 1q?) - (1~ 1g" (I — 1?")

Levando em consideracdo o fator (1 + #)/(1 — ), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.11 O niimero de particoes onde todo par de 2 até a maior parte aparece pelo menos
uma vez, as partes marcadas sdo pares no mdximo dois a menos que a maior parte, em até N

ou N — 1 partes, é igual a 2.3V~!, N > 1.

A Tabela (5.11), mostra exemplos para pequenos valores de N.
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Particdes descritas no Teorema (5.11)

N 2.3V
0 0 1
1 2 2
2 2+2; 2+4+1; 4+42; 2 6
3124+242; 2424+1; 241+1; 4424 1;442+2; 443+4+2; 444472
4+2+2; 6+4+2; 242; 2+1; 4+2 18

Tabela 5.11: Tlustracao do Teorema para fis(q, ?).

Interpretacoes Combinatorias para a sequéncia A028495

As fungdes interpretadas aqui diferem apenas de um fator 2n no expoente de g no nume-
rador. Com isso existe uma bijecdo simples entre elas, basta associarmos os pares de f3, que

aparecem pelo menos uma vez com os impares de f33.

Identidade 32
Para
t2n 2(n2+n)
fx(q,1) (5.33)
* Z (P (107 (1G4
Temos a equacao funcional:
(1= +q)(1 + 1) fra(q, 1) = (1 + 19)(1 +1¢°) + £¢" fo(q. 1)
E arelacdo de recorréncia:
Po=1; Pi=1; P,=1+4"
Puq)=(1=q=qIPui +(q+ 7~ ¢ + " VPr2+ ¢ Pyos. (5.34)
Formula apresentada em [9] para esta familia de polindmios:
> E . 2n —+ l = 2 . 2n + 1
P, — 56 2+6 _ 56,2—22j+2
21(q) __Zq n-1j|, _Zq n-1+7j|,
Jj=—00 q J=—00 q
- 2 a4 2n+1 = 26 2n+1
562+34j+5 + 562+62j+17 5135
;f’ [n—z—nqz FZ_OOCI n-3+7j), (5.35)
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Caldulando o linite:

lim Py () i 2n + 1 2n + 1 . 2n+ 1 2n + 1
1m n = N . | .-
G—-1 0 1 n—717j n—1+7j n—2-7j n—3+7j

j:—oo
Neste caso, substituindo ¢ = —1 em (5.34), obtemos que P,(—1) sdo os coeficientes da
1 - 2
expansao de al em série de poténcias que € apresentado por A028495, em [22].
l—x-2x2+x3
Os primeiros termos de P,(—1) = M, sdao dados por: 1,1,2,3,6,10,19,33--- . Resulta em:
— (21 + 1 2n+1 2n+1 2n+1
M, = Z ]~ |+ 0~ .|
s n—717j n—1+7j n—2-7j n—3+7j

Para a interpretacdo combinatoria de P,(—g), usamos f3(—g, t) como segue:

z‘2n 2(n+n)

Z(t Pt 167 P0G e

1 thq2(n +n)

(1 _ t) Z (1 _ t2 2+2) (1 _ t2 2n+2n)(1 _ tq) (1 _ tq2n 1)

Levando em consideragdo o fator 1/(1 — ), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.12 O niimero de parti¢coes onde todo par de 2 até a maior parte aparece pelo menos

duas vezes e um niimero par de vezes, em até N partes, é igual a My.

A Tabela (5.12), mostra exemplos para pequenos valores de N.

’ Particdes descritas no Teorema (5.12)

2+2+1+1;242+242;44+4+24+2
2424+ 1+1+1:242424+241;444+24+24+1;44+4+34+2+2

N My
0 0 1
1 1
2 2+2 2
3 2+2+1 3
4 6
5 10

Tabela 5.12: Ilustrag@o do Teorema para f3,(—q, 1).

Quando substituimos g = —1, ficamos com

M():l;Mlzl; M2:2;
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M3 = My +2M, — M,.
Aplicando a técnica usada em (2.9) encontramos

A()C) - M() - Mlx - M2X2 _ A()C) - MO - Mlx + ZA(X) - MO
x? - x?

-Alx) =

1 —x?

A = .
(%) 1—x-2x2+x3

1 —x?

O que mostra que a sequéncia representa os coeficientes da expansao de ISR
—x—-2x>+x

em série de poténcias.

Neste caso, podemos ainda substituir ¢ = 1 em (5.34), obtemos que P,(1) sdo os coefici-
1 +2x+ x?

I+x-2x2-x
Os primeiros termos de P,(1) = M,, sdo dados por: 1,1,2,1,4,0,9,5,23--- . Resulta

~ | 2n+1 2n+1 2n+1
MZn(q): E N 0~ T+ .|
n—717j n—1+7j n—2-7j n—3+7j

j==eo

entes da expansdo de em série de poténcias.

cm:

Interpretacdo combinatdria:

(o)

2
t2n 2(n“+n)

q _
(6 g1 (—1q% G7)u(—1G5 G

t2n 2(n%+n)

1 = q
1+ E .
(I-p (1 =r2g*?) - (1= 2g) (1 +1g) - (1 + 1g*"")

Neste caso temos um sinal ligado as partes impares que serd positivo se o nimero de partes
impares for par e negativo se o nimero de partes impares for impar. Levando em consideragdo

o fator 1/(1 — ¢), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.13 O niimero de particoes onde todo par de 2 até a maior parte aparece pelo menos
duas vezes e um niimero par de vezes com um niimero par de partes impares menos aquelas com

um niimero impar de partes impares, em até N partes, é igual a M.

A Tabela (5.13), mostra exemplos para pequenos valores de N.
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Particdes descritas no Teorema (5.13).

N nimero par de impares nimero impar de impares My
0 0 1
1 1
2 242 2
3 2+2+1 1
4 12+2+1+15;24+2+2+2;4+4+2+2 4
5 242+ 1+1+1;4+4+2+2+1; 0
2424+2+241;4+4+3+24+2
Tabela 5.13: Ilustracao do Teorema para f3,(q, ?).
Quando substituimos g = 1, ficamos com
M():l; Ml :1; MZZZ;
Mn+3 = _MrH—Z + 2qu&l + Mn-
Aplicando a técnica usada em (2.9) encontramos
A(x) — My — M,x — Myx>  —A(x) + My + M, x A(x) — M,
(x) 031 X (x) 2o 1+2() 0 4 A(x) =
X X X
142x+x%
A(x) = .
1+x—-2x2-x3
142x+x%

O que mostra que a sequéncia representa os coeficientes da expansao de 7 TR
+x-2x*—x

em série de poténcias.

Identidade 33

Para
t2n 2n?

N q
Jlg ) = Z:(; (t; @1 (~19% G2)u(~1q; G2 (5.36)

Temos a equagdo funcional:

(1 =01 +1q°)(1 +19) f3(q, D) = (1 + 1¢°)(1 + 19) + *¢" f33(g, 14°)-
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E a relacdo de recorréncia:

P():l; P1:1; P2:1+q2;

P@)=(0=q- P+ @+ @ - ¢ + ¢ Pys+ ¢ Pros. (5.37)

Férmula apresentada em [9] para esta familia de polindmios:

- 2., 2m
Ponii(q) = Z q5612+21[n_7j] Z q56]2 30j+4

.j__

Z q56] —26j+3 2n
n+2-— 1jl,

j_—OO

2n
n+2-7jl,

2 .
i Z q56] 54j+13

]:—OO

2
Tl (538
n+3—7]q2

Calculando o limite:
= 2n 2n 2n 2n
1. P n = N . + N .-
qi)rr—ll (@) j;o(”_7]) (I’l+2—7]) (n+2—7]) (n+3—7])

Neste caso, substituindo g = —1 em (5.37), obtemos a sequeéncia M,, como para f3;.

Resulta em:

= 2n 2n 2n 2n
M>, = § N |t )~ .|
A \n—17j n+2-7j n+2-7j n+3-7j

Para a interpretacao combinatdria de P,(—¢q), usamos f33(—g, t) como segue:

Z‘2n 2n?

Z O Phuet (1% PG P

2
t2n 2n

q
1—1‘) Z (1_t2 242y .. (1_t2q2n+2n)(1—IQ)'“(l—tqz"—l) .

Levando em consideracdo o fator 1/(1 — #), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.14 O niimero de particées onde todo impar de 1 até o maior impar aparece pelo
menos duas vezes, as partes pares aparecem um nimero par de vezes, com maior parte par

pode ser um a mais que a maior parte impar, em até N partes, é igual a M.

A Tabela (5.14), mostra exemplos para pequenos valores de N.
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Particdes descritas no Teorema (5.14)

1+1+1+1;2+2+1+1;3+3+1+1

1+1+1+1+1;2+2+1+1+1;3+3+1+1+1;3+3+3+1+1

N My
0 0 1
1 1
2 1+1 2
3 1+1+1 3
4 6
5 10

Tabela 5.14: Ilustracao do Teorema para f33(—gq, 1).

A demonstragdo de que a sequéncia representa os coeficientes da expansao de
em série de poténcias, ja foi feita para f3,.
Podemos ainda substituir g = 1 em (5.37), obtemos ]\7,1 Resulta em:

— = 2n 2n 2n 2n
M, = § N ) gt NE
n—17j n+2-7j n+2-7j n+3-7j

Jj=—
Interpretacdo combinatdria:

t2n q2n2

nz::; (t: Pt (167 GIn(—1q: ¢P)n

1

o t2n 2n?
1+ Z 1 .
(=0 " & A=2g2) (1= 2@ (1 +1g) - (1 +1g> )

1-x°

—x=2x2+x3

Neste caso temos um sinal ligado as partes impares do denominador que serd positivo

se 0 ndmero de partes impares for par e negativo se o nimero de partes impares for impar,

observando que no numerador sempre temos um numero par de partes impares. Levando em

consideragdo o fator 1/(1 — #), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.15 O niimero de particées onde todo impar de 1 até o maior impar aparece pelo

menos duas vezes, as partes pares aparecem um numero par de vezes, com maior parte par

podendo ser um a mais que a maior parte impar, com um nimero par de partes impares menos

aquelas com um niimero impar de partes impares, em até N partes, é igual a M.

A Tabela (5.15), mostra exemplos para pequenos valores de N.
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Particdes descritas no Teorema (5.15).

N nimero par de impares nimero impar de impares My
0 0 1
1 1
2 1+1 2
3 1+1+1 1
4 1+1+1+1;2+2+1+1;3+3+1+1 4
5 1+1+1+1+1;2+2+1+1+1; 0

3+3+1+1+1;3+3+3+1+1

Tabela 5.15: Tlustracao do Teorema para f33(q, ?).

A demostragdo de que a sequéncia representa os coeficientes da expansdo de
1+2x+x2

14+x—2x2-x3

em série de poténcias foi feita para f3,.

Interpretacoes Combinatorias para a sequéncia A006054

Dada uma particdo de fg, para chegarmos a uma parti¢ao de fg, basta levarmos a primeira
aparicao do inteiro n, que € da cor em seu sucessor € marcarmos a sua segunda aparic¢ao.
Da mesma forma, dada uma parti¢do de fg, levamos as partes em seu antecessor, € as

partes marcadas transformamos em partes

Identidade 80

Para
(=1; Qi "q?" "D

e . 5.39
f30(g, 1) ;(t2;q2)n+l(t2q;q2)n+1 o

Temos a equacao funcional:

(1 =01 = Q) frolg, ) = 1 + 1qfso(q, tq).

E arelacdo de recorréncia:

Po=1; Pi=1+q; P,=1+2q+q*+¢q°

Pn(CI) = (1 + qn)Pn—l + an—Z - an—S- (540)
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Férmula apresentada em [9] para esta familia de polindmios:

(o9

Piilg) = ) g VCT(, 1+ 14j)+ ) ¢ SCT(n,6 - 14j)
j=—00 Jj=—
— qz[z g ICT(n,3 + 14j) + ) ¢ CT(n,4 - 14 j)} (5.41)
j=—eo jo
n>1.

Calculando o limite:
- n n n n
lim P,_1(q) = + - - .
2, Prer(@) j;o(1+14j)2 (6—14]‘))2 (3+14j)2 (4—14;‘)2

Neste caso, substituindo ¢ = 1 em (5.40) obtemos a sequéncia G, = A006054, cujos pri-

meiros termos sdo 1,2,5,11,... que, de acordo com [22], possui vdrias interpretacdes. Resulta

em:
n n n n
Gy = ( ) +( ) —( ) —( ,),nzl,
J-:Zoo“‘mlz 6-145)), \3+14j), \4-14j),
Interpretacdo combinatdria:
(et 1 N i
L (2 (Pq Pt (A=) —19) & (1= 2g)(1 = 2g>) - (1 = 2g?)(1 - 2g*) .

Definimos parti¢oes -azul, como sendo parti¢cdes onde as partes sdo forma-
das por todos os inteiros de 1 até o maior aparecendo pelo menos uma vez e no maximo duas.
As partes azuis sdo contadas duas vezes e a maior parte azul € no maximo duas vezes mais um
a maior parte , mais as particoes formadas apenas por partes 1. Com essas observagoes e

levando em consideracao o fator 1/(1 — #), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.16 O niimero de particoes em partes -azul, em no mdximo N partes, é igual

a GN.

A Tabela (5.16), mostra exemplos para pequenos valores de N.
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Particdes descritas no Teorema (5.16) ‘
N Gy
0 0 1
1 2
2 I, 1+1; 2+ 5
3 +1; 14+2; 143
+2+ 1 2+1 415342+ 11
Tabela 5.16: Ilustracao do Teorema para fg(q, ?).
Identidade 82
Para 1
(@ t"g
(q,1) = . (5.42)
feld Z:;‘ (5 ¢*)nr1 (PG ¢
Temos a equacao funcional:
(1 =01 = £g) fia(g. 1) = 1 +14° fio(q. 1g).
E a relacdo de recorréncia:
Po=1; Pi=1+¢% Po=1+q+¢+¢ +q%
Py(q) = (1 +q"")Pyy + qPry = qPys. (5.43)
Férmula apresentada em [9] para esta familia de polindmios:
Pia(g) = ) ¢V MCT(m 2+ 14j)+ ) g? VB CT(n,5 - 14))
j:—oo j=—oo
- q[z ¥ HICT(n,3 + 14)) + Z g BICT (n,4 - 14 j)]. (5.44)
j=—oo j=—oo

n > 2. Calculando o limite:

oo n n n
lim P,_»(g) = - B
Jim, P 2(q) Z (2 I 14j)2 - (5 - 14j)2 (3 + 14])2 (4

Jj=—o00
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Fazendo a substituicdo g = 1 em (5.43), obtemos G,, como para fg,. Resulta em:

M i n N n n n > 9
n— = . . - . - o nz
? 2+14j), \5-14j], 3+14j), \4-14j),

Jj=—00

Interpretacdo combinatdria:

i (—tq; Qut"g?"™> 1 L Z"’: (1 +1g)- (1 +1q")
=0 (t2q;q2)n+l(t; Q)n+1 B (1 - t) (1 - tq) o (1 — tzq)(] — [zqz)- . (] — t2q2n)(1 _ t2q2n+1) :

Definindo sobreparti¢ao -azul como sendo parti¢des onde as partes azuis sao nao

marcadas e formadas por inteiros contados duas vezes, a maior parte azul pode ser duas vezes
a maior parte menos um, mais as particoes formadas apenas por partes 1. As partes

sao dadas pelo fator %n(n +3)=2+3+---+(n+ 1), que sdo parti¢cdes onde toda parte
de 2 até n + 1 aparece exatamente uma vez. A maior parte marcada pode ser no maximo um
a menos que a maior parte . Com essas observacoes e levando em consideragdo o fator

1/(1 — t), podemos enunciar o seguinte teorema:
Teorema 5.17 O niimero de sobreparticoes -azul, em até N partes, é igual a Gy.

A Tabela (5.17), mostra exemplos para pequenos valores de N.

’ Particdes descritas no Teorema (3.4)

N Gy
0 0 1
1 2
2 1; 2+41; 3+ 5
3 +1; 242 243 34+2+41; 2+242; 443+ 11

Tabela 5.17: Tlustracao do Teorema para fg,(q, ?).

Interpretacoes Combinatorias para a sequéncia A052534

As interpretacdes para fi17 € f11g diferem apenas pelo fato de termos os impares apare-
cendo pelo menos um vez, para fi;7 comecando de 1 e para fj;3 comecando de 3. Por isso,

apresentamos no ultimo capitulo uma bijecao nao trivial entre fg; € fi17.
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Identidade 81

Para

N (=t @i 2" D
(q.1) = . (5.45)
futa Z:(; (%5 4P nr1 (PG 4P,

Temos a equagdo funcional:
(1 =01 = 2@ fai(g, 1) = 1 = £q + tqfsi(q, 1q).
E a relagdo de recorréncia:

Po=1; Pi=1+q;, P=1+q+q*+q%

Pu(g) = (1 + q")Pu-1 + qPyz — qPys. (5.46)
Férmula apresentada em [9] para esta familia de polindmios:

D gHICT(m14)) + ) g HINCT (n,7 - 14))

Pn—l(Q) =
Jj=—00 Jj=—00
- q[z G BICT (n,2 + 14)) + Z G2 IHCT (5 — 14 j)]. (5.47)
j=—00 j=—00
n>1.

Calculando o limite:

> n n n n
lim P, = - - .
A Pula) Z(l4j)2+(7_14j)2 (2+14j)2 (5—141)2

Jj=—00

Neste caso, substituindo ¢ = 1 em (5.46), obtemos a sequéncia H, cujos primeiros
termos sdo dados por 1,2,4,9,20,45,101,227,... que sdo os coeficientes da expansdo de
(1-x)(1+x)

) o em série de poténcias representado por A052534, em [22]. Resulta em:
—-2x—x*+x

H Em Y " " > 1
n-1 = . J d J.n= 1.
oa\4g), \1-14), 2+ 14)), s - 14),
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Interpretacdo combinatdria:

i (—t; Q1 1"q?

n(n+1) 1 . i
= + .
HE P Pqq*)n Q- LG A -l -r¢)---(1-¢" (1 - rg)

Definimos parti¢oes -azul, como sendo parti¢des onde as partes sao forma-
das por todos os inteiros de 1 até o maior aparecendo pelo menos uma vez e no maximo duas.
As partes azuis sdo contadas duas vezes e a maior parte azul € no méximo duas vezes a maior
parte . Com essas observagdes e levando em consideragdo o fator 1/(1 — ), podemos

enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.18 O niimero de particoes em partes -azul, em no mdximo N partes, é igual

ClHN.

A Tabela (5.18), mostra exemplos para pequenos valores de N.

’ Particdes descritas no Teorema (5.18)

N Hy
0 0 1
1 2
2 +1; 1+ 4
3 +24+ 1242402401 4+1; 1+1; 1+2 9
4 +1+1; T+142; 2+1+1; 24+1+2;
+14+3; 241 +4; 3+2414+1; 34242+ 1;
+34+24+1; 443+24+1;242+1 4 20

Tabela 5.18: Ilustracdo do Teorema para fg;(q, ).

Quando substituimos g = 1, ficamos com:

Hy=1, H =2; H, =4,

H,.;3=2H,,+ H,, — H,.

Aplicando a técnica usada em (2.9) encontramos

A(x)— Hy— Hyx — Hyx*  2A(x) - 2Hy — 2H,x . A(x) — Hy

= = —Ay) =

(I -x)(1+x)

1 -2x—x2+x3

A(x) =
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(1=x)(1+x)

1-2x—x2+x3

O que mostra que a sequéncia representa os coeficientes da expansao de

em série de poténcias.

Identidade 117
Para
tnqn2
(g,1) = . (5.48)
finta ZO (& q)ne1 (14 G)n(—1G°; G
Temos a equacao funcional:
(1 =01 = tq)(1 + 1> fir7(g. 1) = (1 = tq)(1 + 2q) + 19 f117(q, 1)
E a relagdo de recorréncia:
Po=1; Pi=1+q;, P,=1+q+q +q*
P =(0+q-¢+¢" VP01~ (g~ ¢ ~q)Pr2—qPus. (5.49)

Férmula apresentada em [9] para esta familia de polindmios:

Pug) = Y, q* UM 14D+ Y ¢ U6 - 14))

j:—oo j:—oo

7 [Z ¢V UM 2+ 14))+ ) ¢ UM, 4 - 14 j)]. (5.50)

Jj=—00 Jj=—00

Calculando o limite:

= n n n
lim P E -
qgn’l a) = (14J) (14j + 1)2 " (6 - 14])2 " (7 - 14j)2

]=

n _ n _ n _ n
2+14j), \3+14j), \4-14j), \5-14j);

Neste caso, substituindo g = 1 em (5.49), obtemos a sequéncia H, como para f3;. Resulta

Ho = 20 (141) (14] + 1) (6 —n14j)2 * (7 —n14f)2_

cm:
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n n n n
2+14j), \3+14j), \a-14j], \5-14j);

Interpretacdo combinatdria:

n2

Z (t q )n+l(tq qz)n( TCI qz)n

2

1 g
(1-19 [1 * HZ:; (1-tq)---(1- tq2n—1)(1 _ t2q2+2) (1= t2q2n+2n))'

Levando em consideracdo o fator 1/(1 — ), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.19 O niimero de particées onde todo impar de 1 até o maior impar aparece pelo
menos uma vez e os pares aparecem um niimero par de vezes, com maior parte par podendo ser

um a mais do que a maior parte impar, em no mdximo N partes, é igual a Hy.

A Tabela (5.19), mostra exemplos para pequenos valores de N.

] Particdes descritas no Teorema (5.19)

N Hy
0 1
1 1 2
2 1+1; 3+1 4
3 1+1+1; 2+241; 3+1+1; 3+3+1; 5+3+1 9
4 || 1+1+1+1; 242+1+1; 3+1+14+1; 342+2+1; 3+3+1+1;3+3+3+1;
44+4+3+1;54+3+1+1; 5+43+3+1; 5+54+3+1; 7+5+3+1 20
Tabela 5.19: Ilustracdo do Teorema para fi7(q, ?).
A demonstragdo de que os termos da sequéncia coincidem com os coeficientes da ex-
I—-x)(1+x . . . ~
pansdo de ( X ) em série de poténcias € a mesma dada na interpretacao de fg;.
—2x— x>+ x
Identidade 118
Para
tn n*+2n
Sfus(g, 1) = (5.51)
Z(t i1 (g3 )n(—1G%5 ¢

Temos a equacao funcional:

(1 =01 = tg)(1 + tg*) fi1s(g 1) = (1 = tq)(1 + tq*) + tq’ fuis(q. tq%).
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E a relacdo de recorréncia:

Po=1; Pr=1+¢* P,=1+¢+q"+4

Pn(Q) = (1 + q-—- q2 + qzn_l)Pn—l - (q - q2 - qS)Pn—Z - qSPn—3- (552)

Férmula apresentada em [9] para esta familia de polindmios:

Pri(@) = Z ¢ IU(n, 14)) + Z ¢ T (n, 6 — 14))

J=— Jj=—00

q[z UM, 1+ 14)) + Z Y (5 - 14 j)]. (5.53)

Jj=— j=—0
n > 1. Calculando o limite:

[ n n n n
lim P,_ =
tm 0= 2 (1) 1w o), b )

j=—c0

[ n B n | n B n
1+14j), \2+14j), \5-4j], \6-14j),

Neste caso, substituindo g = 1 em (5.49), obtemos a sequéncia H, como para fg;. Resulta

> (n+ 1 n+1 n+1 n+1
H, = + + +
= (Ll )

j=—00

n+1 n+1 n+1 n+1
1+14j), \2+14j), \5-4j), 6—14j2'

Interpretacdo combinatdria:

cm:

tn n?+2n

Z(t Pt (G P18 P

1 n qn 2+2n
(1-10 ( Z (A—tq)-- (1 —tg> (1 = 2g**?) - (1 - 1 2n+2n))
Levando em consideracdo o fator 1/(1 — #), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.20 O niimero de partigoes onde todo impar de 3 até um a menos que o maior impar

aparece pelo menos uma vez, 0 maior z’mpar aparece somente uma vez e os pares aparecem
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um numero par de vezes, com maior parte par podendo ser um a menos do que a maior parte

impar, em no mdximo N partes, é igual a Hy.

A Tabela (5.20), mostra exemplos para pequenos valores de N.

’ Particdes descritas no Teorema (5.20)

N Hy

0 0 1

1 3 2

2 3+1; 345 4

3 3+1+1; 342+2; 5+3+1; 5+43+3; 7+3+5 9

4 ||3+1+14+1; 342+2+1; 5+3+14+1; 5+43+2+2; 5+3+3+1;5+3+3+3;
5+4+4+37+5+3+1; 7T+5+3+3; 7+5+5+3; 9+7+5+3 20

Tabela 5.20: Ilustracdo do Teorema para fi;5(q, ?).
A demonstracdo de que os termos da sequéncia coincidem com os coeficientes da ex-
1-x)(1+x ) . . ~
pansdo de ( X ) em série de poténcias é a mesma dada na interpretacao de fg;.

1-2x—x2+x3

Interpretacoes Combinatorias para a sequéncia A077846

~ 2 .z ~
Na fung¢io geradora de fi;5 temos o fator #'¢" **", ja para a fungio fj¢ temos o fator
n ,n>+4n . e . . . .
1"g , que foram interpretados como soma de impares maiores ou iguais a 3 e soma de impares
maiores ou iguais a 5, respectivamente. Como o restante da fun¢do geradora € igual, para
sair de uma interpretacdo para a outra basta aplicar essa translacdo na primeira aparicao dos
impares. De f5 para fi;4 somamos dois a cada impar distinto e para passarmos de fii¢ para

fi15 subtraimos dois de cada impar distinto.

Identidade 115

Para
6. 6) tn n*+2n

fllS(q’ t) Z (l' q )n+2([q q )n+l( tq q2)n+l(tq q )"

(5.54)

Temos a equacao funcional:

(1 =01 —tq)(1 = 2q") fiis(g.t) = 1 + (1 = £¢Otq fiis(q. tq).
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E a relacdo de recorréncia:

Po=1: Pr=1+q+q"s Pr=1+q+q" +q +2¢" + ¢ +¢° +¢";
Pi=1+qg+q@+2¢° +2¢* +3¢° +2¢° +3q" +2¢® + 2¢° + ¢'° + 24" + ¢"* + ¢"* + ¢";

P =(0+qg+g" VP,_1 —(q—qYPus— (¢* + @)Pu3+(¢° — ¥ )Pus.  (5.55)

Formula apresentada em [9] para esta familia de polindmios:

(o) (o)

Pig) = D g7 NUG+1L1+12) = > g UR+ 1,4 - 12j). (5.56)

J=— Jj=—00

Calculando o limite:

lim P.(0) o (n+l NEES n+1 n+1
1 n = . N N .-
i ;_m 1+ 12j), T \2+125), \a-12j), \5-12j),

Neste caso, substituindo ¢ = 1 em (5.55), obtemos Z, cujos primeiros termos sao

1,3,9,25,69,189,517 - - -, sdo os coeficientes da expansao de em série de poténcias,

1 -3x+2x°
representada por A077846 em [22]. Resulta em:

Oo(n+1) (n+1) (n+1) (n+1)
Zn: g+ 0 — 0~ -
2, 1+ 12j), T2+ 12)), T \a-125), T \s - 12j),

j=—0

Interpretacdo combinatdria:

i (t3q6; q6)ntnqn2+2n ~ 1
 (1;47)n2(1G; 41 (=167 4P (1G5 ¢)n - (1= 1)
1 [s]
+ .
(1 —1q) Z:; (I —tq)(1 = 1g%) - -- (1 = 1g*)(1 — 1g*"*")
Definindo como parti¢des -azul- , as particdes onde as partes sao

impares que de 3 até o maior impar aparecem exatamente uma vez € 0s pares um numero par
de vezes, com maior parte podendo ser um a mais que a maior parte impar, mais as particoes
formadas apenas por partes 2. As partes azuis sdo irrestritas, com maior parte no maximo a

maior parte impar , mais as particoes formadas apenas por partes 1. As partes sao
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formadas por pares que podem aparecer exatamente trés vezes, com maior parte no maximo

um a menos que a maior parte impar , € existe um sinal ligado as partes , que €
positivo se o ndmero de partes for par e negativo se o niimero de partes for impar.
Teorema 5.21 O niimero de particoes -azul- com um nimero par de partes
menos aquelas com um niimero impar de partes , em até N partes, é igual a Zy.
A Tabela (5.21), mostra exemplos para pequenos valores de N.
’ Parti¢des descritas no Teorema (5.21).
N com um nimero par de partes com um nimero fmpar de partes Zn
0 0 1
1 1; 3
2 I+1;2+2; 341; 3+2; 3+3; 5+ 9
3 1+1+1; 242+1; 3+2+2; 3+444 +2+ 25
+6+60; 3+1+1; 3+2+1; 3+3+1;
+2+2; 34342; 34+434+3; 54+43+1;
+342; 5+343; 5+3+4; 5+3+5;
+5+

Tabela 5.21: Ilustracdo do Teorema para fi;5(q, ?).

Quando substituimos g = 1, ficamos com:

Z()Zl; Z1:3; 22:9; Z3:25;
Zn+3 = 3Zn+2 - 2Zn
Aplicando a técnica usada em (2.9) encontramos

A(x) = Zy - Zix = Zox* _ 3A(x) —3Zy—3Zix
x3 B x2

-2A(x) =

1

A) = ————
) = T 3720

O que mostra que a sequéncia representa os coeficientes da expansao de

série de poténcias.

1

1—3x+20 0
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Identidade 116
Para .
> (t3q6; q6)ntnqn +4n
(g.0) = . (5.57)
Tl ZO (t; 4P)ns2(tq; G*)n1 (=167 1 (1975 G7)n
Temos a equagdo funcional:
(1 =01 = tg)(1 = g fiie(g. ) = 1 + (1 = £4°) fi16(q. t4°).
E a relagdo de recorréncia:
Po=1; Pi=1+qg+q; Po=1+g+@+q*"+¢@ +¢°+q" + ¢+ q'%;
Pi=1+qg+@+@+q¢*"+2¢° +q¢° +2q" +2¢° +3¢° + ¢'° + ¢"' +
G2+ 2g" + g+ g+ ¢+ g+ @
Puq) = (A +q+ @) Poy = (q=qVPua = (¢ + PIPus + (@ = ¢ )Pya. (5.58)
Férmula apresentada em [9] para esta familia de polindmios:
Piq) = D g Un+2,2+12))= > ¢ PUM+2,3-12)). (5.59)

j=—0 j=—0
Calculando o limite:
- +2 +2 +2 +2
im Py = > (0 (o) = =T
g—1 ~\2+12j), \3+12j), \3-12j), \4-12j),
]——OO
Neste caso, substituindo ¢ = 1 em (5.58), obtemos Z, como para fi;5s. Resulta em:

oo(n+2) (n+2) (n+2) (n+2)
Zn:Z g+ 0~ N -
2+12j5), \3+12j), \3-12j), \4-12j),

]:—OO

Interpretacdo combinatdria:

i (Z3q6; q6)ntnqn2+4n _ 1
(1;47)n2(1q; 41 (<167 4P (197 ¢ (1= 1)
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1 . i
(-19) " & (1= 1)1~ 1g>)--- (1 = 1)1 = 16" ) |
Olhando para n>+4n = 5+7+- - -+2n+3 e definindo como parti¢des -azul- ,as
particdes onde as partes sdao impares que de 5 até o maior impar aparecem exatamente

uma vez e os pares, um nimero par de vezes, com maior parte par podendo ser um a menos
que a maior parte impar, mais as particdes formadas apenas por partes 2. As partes azuis sdao
irrestritas, com maior parte dois a menos que a maior parte , mais as particdes formadas
apenas por partes 1. As partes sdo formadas por pares que podem aparecer exatamente
trés vezes, com maior parte no maximo trés a menos que a maio parte , € existe um sinal
ligado as partes , que € positivo se o ndmero de partes for par e negativo se o

nimero de partes for impar.

Teorema 5.22 O niimero de particoes -azul- com um niimero par de partes

menos aquelas com um niimero impar de partes , em até N partes, é igual a Zy.

A Tabela (5.22), mostra exemplos para pequenos valores de N.

’ Parti¢cdes descritas no Teorema (5.22).

N com um nimero par de partes com um nimero impar de partes Zn
0 0 1
1 1; 3
2 [ 1+1,2+42; 5415 5+2 5+3; 7+ 0
3 14+14+1; 2424+1; 54+2+2; 5+444 +2+ 25

+60+6; S5+14+1; 5+2+1; 5+43+1;

+2+2; 543+2; 5+3+3; 7T+54+1;

+5+2; 7T+5+43; T+5+4; T+5+45;

+7+

Tabela 5.22: Ilustracdo do Teorema para fi6(q, ?).

1

A demonstragdo de que a sequéncia representa os coeficientes da expansao de T 3r3 00
—3x+2x

em série de poténcia é a mesma feita em fi;s.

Interpretacoes Combinatorias para a sequéncia A007051

As interpretagdes para esta sequéncia apresentam uma pequena diferenca na funcio gera-

2 ..
dora. Para fi, temos "¢ ", que foi interpretado como soma de pares, enquanto para f,; temos
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2 . L . e o . . ~
'q" visto como soma de impares. Logo existe uma bije¢ao simples entre as duas interpretacdes.

Identidade 120

Para ,
_tq2; qZ)n_ltnqn +n
(t; @Pne1(tq; G*)n

| o0
Si20(g, 1) = 1—; + HZ:; ( (5.60)

Temos a equacao funcional:
(1= = 19)(1 +2¢") fiao(q. 1) = 1 —1g + £'q° = 287q"* = ¢° + (1 — 1)1 = £ qiq’ fio0(q. 1¢°).
E arelacdo de recorréncia:

Po=1, Pi=1+g*% Pr=1+q¢+q +q*+q%
Pi=1+@+@+2¢* +¢ +2¢° + ¢’ +2¢° + ¢° + ¢'° + ¢'%;

P =(0+q+¢@VPu1—(q—q" —¢VPra— (¢*+ @ + ¢VPus + (@ — ¢*)Poy.

(5.61)
Férmula apresentada em [9] para esta familia de polindmios:
- 2.4 2n+ 1 - oy 2n+1
P, - 96/ +4j " 96,2-92j+22
@ ._Zq n—12j Zq n—5+12j
j=—o q  j=—o0 q
= 0o 2n+1 - by ot
_ 96,7+20, n 962-76j+14 562
q[j;wq [n—l—leq j;mq n—4+12jJ' (5.62)

Calculando o limite:
> (2n+ 1 2n+1 2n+1 2n+1
lim P,(q) = + - - )
Jim, Pu(@) j:Z_DO(n— 12j) (n—5+ 12j) (n— 1 - 12j) (n—4+ 12]')

n
Neste caso, substituindo g = 1 em (5.61), obtemos a sequéncia L,,T Cujos primeiros
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termos sdo dados por 1,2,5,14,41,122 ... reprentados por AO07051 em [22]. Resulta em:

— (2n+1 2n+ 1 2n+ 1 2n+ 1
o \n =127 \n=5+12j) \n—=1-12j] \n—-4+12j

Interpretacdo combinatdria :

1 i —t 2; 2n_tn n%+n 1 > 1+t2‘__1+t2n—2tn n’+n
+Z( qzq)lq2 _ 1+ ( q)z( q 2)_lq |
-t & 6¢)nlg:9) (-0 — (1 —1q)(1 —1g°) -~ - (1 =1~ )(1 — 1g°")

Levando em consideracdo o fator 1/(1 — ), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.23 O niimero de particoées onde todo par ndo marcado de 2 até a maior parte
aparece pelo menos uma vez e as partes marcadas sdo pares e no mdximo dois a menos que a

maior parte, em no mdximo N partes, é igual a Ly.

A Tabela (5.23), mostra exemplos para pequenos valores de N.

’ Particdes descritas no Teorema (5.23)

N Ly
0 0 1
1 2 2
2 24+1; 2+2; 4+2 5
3 2+414+1; 242+2; 242+1; 4+2+2; 4+2+1;
4+4+2+2; 4+3+2; 44+44+2; 6+4+2 14

Tabela 5.23: Tlustracdo do Teorema para fi,(q, ?).

n

Falta demonstrar que P,(1) =

. Observe que:
Ly=1;, L, = 2; L, = 5; L, = 3Ln—l +L,,— 3Ln_3.

Com isso temos,
3041 . 341 L 3%+
- 2 5 1 — 2 5 2 — 2 .

Suponha que de 0 até n temos a afirmacdo verdadeira, vamos mostrar que ela vale para

Ly

n + 1. De fato:

3+1 34 33”‘2+1 _

L,..=3L,+L,—3L,,=
n+1 3n+n13n232 + D) D)
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3n+1 3 3n—1 1 3n—1 3 3n+1 +1
+ -+
2 2 2 2 2 2 2

3"+ 1
Logo, L, = .

Identidade 121

Para .
(=1¢°; 4P r?"q"
£ (t; *)ne1 (1G5 G*)n

1
Sl )= 7+ (5.63)

Temos a equacao funcional:
(1= - 19)(1 = 2" fin(q.0) = 1 —tq = ¢" = £ + (1 +1¢")(1 = £q")1qfi21(q.14).
E a relacdo de recorréncia:

Po=1; Pi=1+q; P=1+qg+q¢*+q +q"
P3:1+q+q2+2q3+2q4+2q5+2q6+q7+q8+q9;

P =(0+q+@ VP — @G- ¢* =" VP2 — (@ + @ + " OHPus + (¢ — ¥ NP, 4.

(5.64)
Férmula apresentada em [9] para esta familia de polindmios:
> ; , 2n + 1 - 2 . 271 + 1
P, — 96,2 +4 + 96,2-92j+22
@) __Zq n—12j ,_Zq n—54+12j

j=—00 q J=—00 q

) N g62+28;| 2n+1 + N 96/2—68j+10] 2n+1 565
q[j;oq [n—1—12jq PN n-drnoj) | O

Calculando o limite:

) o (2n+1 2n+1 2n+1 2n+1
lim P,(q) = |+ |- |- .
q—1 : n—12j n—5+12j n—1-12j n—4+12j

3" +1

Neste caso, substituindo ¢ = 1 em (5.64), obtemos a sequéncia L, = cujos primei-
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ros termos sdo 1,2,5, 14,41,122. .. reprentados por AO07051 em [22]. Resulta em:
o (2n+ 1 2n+ 1 2n+ 1 n+ 1
j:_oo”_lzl n—=5+12j] \n—-1-12j n—4+12j

Interpretacdo combinatdria:

L N G arg” ] 14y (Lt 1) (1 +1g”" )r'g"”
L=t G Galgg), A-n G A=) =ig?) 1= 1g (A ~1g™) )

Levando em consideracdo o fator 1/(1 — ), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.24 O niimero de particoes onde todo impar de 1 até o maior impar aparece pelo
menos uma vez, a maior parte ndo marcada é no mdximo um a mais que a maior parte impar e
as partes marcadas sdo pares e no mdximo um a menos que a maior parte impar, em no maximo

N partes, é igual a Ly.

A Tabela (5.24), mostra exemplos para pequenos valores de N.

’ Parti¢des descritas no Teorema (5.24)

N Ly
0 0 1
1 1 2
2 1+1; 2+1; 3+1 5
3 T4+1+1; 24+1+1; 2+2+1; 3+1+2; 3+1+1;
3+2+1; 3+3+1; 4+3+1; 5+3+1 14

Tabela 5.24: Tlustracdo do Teorema para fi,1(q, ?).

3+ 1

A demonstracdo de que a sequéncia € representada por ¢ a mesma feita para a

interpretacdo de fio.

Interpretacoes Combinatorias para a sequéncia A003462

No dltimo capitulo apresentamos uma bijecdo entre as interpretacdes combinatdrias apre-
sentadas aqui. As func¢des geradoras ndo sao muito diferentes, mas as interpretagdes feitas para

cada uma sdo suficientes para uma bijecdo interessante.
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Identidade 122

Para ’
O (=1 Pt
( 9 t) = ' (5.66)
finlg ; (t; ¢2)ns2(tq; G*)nsn

Temos a equagdo funcional:

(1 =0 = 1)1 = 1)) fina(q, 1) = 1 + (1 = PgNig" fira(g. 1)
E a relagdo de recorréncia:

Po=1; Pi=1+qg+q@*+q" Pr=1+q+2¢° +¢@ +2¢* +¢°> +2¢° + g’ + ¢* + ¢'%;

P@)=+g+@+¢" P — @+ G +@P)Pua+ (@ — ¢*)Pos.

(5.67)
Férmula apresentada em [9] para esta familia de polindmios:
P,1(q) = i q96j2+28j[n _2’1’ "_' 112]' + i q96j2—68j+10[n _2’;: 112]'
== 4 jm-eo 1
-4 []i q96j2+44j[n _2’2’ J: 112]‘ q + j:iw GO0 ~52%2 [n _2’; : 112]' J . (5.68)
n>l1.

Calculando o limite:

) - 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1
lim P,_(q) = Z A+ - - NE
g—1 n—1-12j n—4+12j n—-2-12j n—3+12j

Jj=—0

Neste caso, substituindo ¢ = 1 em (5.67), obtemos P,(1) = Q,41, cujos primeiros de
Q, termos sao dados por 0,1,4,13,40,121,364,---, que aparece em [22] pela numeracao
3n+1 _
A003462, como P,(1) =

¢ 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1
Qn:Z Tt N g .-
: n—1-12j n—4+12j n—-2-12j n—3+12j

Jj=—00

. Resulta em:
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Interpretacdo combinatdria:

i (_tqZ;CIZ)ntnqn2+3n _
- (1;q)n+2(195 G

1 1 N i 1+ tql) (14 tan)tnqn2+3n
(1= =1tg)(1 -1tq?) (1 -1q)(1 - 1¢%) - (1 — tg?*)(1 — tg>*2) |’

Levando em consideracdo o fator 1/(1 — ), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.25 O niimero de particoes onde todo par ndo marcado de 4 até a maior parte
aparece pelo menos uma vez, e as partes marcadas sdo pares e no mdximo dois a menos que
a maior parte, mais as particoes formadas apenas por partes 1 e 2, em no mdximo N partes, é

igual a Qy.

A Tabela (5.25), mostra exemplos para pequenos valores de N.

’ Particdes descritas no Teorema (5.25) ‘

N On
0 0 1
1 1; 2; 4 4
2 ([ 1+1; 242, 2+41; 4+1; 4+2; 4+3; 4+4; 4+2; 4+6 | 13

Tabela 5.25: Ilustracdo do Teorema para fi,,(q, ?).

n+1

Falta demonstrar que P,(1) = . Observe que:

OQo=1;, O1=4; O,=13; Q0,==40,-1 —30,.

Com isso temos,
311 32-1 3 -1
Qo = ;

) Ql = 5 Q2 = .
Suponha que de 0 até n temos a afirma¢do verdadeira, vamos mostrar que ela vale para

2 2 2

n + 1. De fato:
AR | 3N—-1

.\ :4. n_3. o :4. _3.
Q+1 Q Ql 2 2
4.3 —4-3.3"4+3 3.3" 1] 32|
2 B 2 -2

n+1_1

2

LOgO, Qn =
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Identidade 123

Para

o (<tqh Pat"g"
(q.1) = ' o
f123 q ; (t; qz)n+2(lq;q2)n+1

Temos a equagdo funcional:

(1 =0 = 1)1 = 1)) fis(q, 1) = 1 + (1 = 2giq’ fi23(q. 1¢).
E a relagdo de recorréncia:

Py=1; P :1+q+q2+q3; PZ:1+q+2q2+2q3+2q4+2q5+q6+q7+q8;

P@)=+g+@+¢"" WP — @+ G +P)Pua+ (@ — ¢*)Ps. (5.70)

Férmula apresentada em [9] para esta familia de polindmios:

[

-1 2 : 2n+1
Pn— — 96,2+20; + 96j--76j+14
1) Zq n—1—12 Zq n—4+12j),

]——OO ]:—OO
- 2n+1 - 2 s 2n+ 1
4 962 +44j + 96,°-52j+2 ) 571
[]_qu [n— 2-12j)], ]:Z_;oq [n—3+12ju ©71)

n>1.
Calculando o limite:

lim . 1(0) i 2n+ 1 . 2n+1 2n+1 2n+1
1m £, = . N N .
o1 T Zi\n 1 —12j) T n-aw12j) Tn-2-12j) -3+ 125

j==

Neste caso, substituindo ¢ = 1 em (5.70), obtemos P,(1) = Q,.;, cujos primeiros
de Z, termos sdo dados por 0, 1,4,13,40, 121,364, ---, que aparece em [22] pela numeragdao
3n+] _
A003462, como P,(1) =

- 2n+ 1 2n+1 2n+1 2n+1
Qn:Z gt N = N n>1.
: n—1-12j n—4+4+12j n—2-12j n—-3+12j

j=—o0

. Resulta em:
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Interpretacdo combinatdria:

n*+2n

i (=1 t"q" "
£ (15 g*)n2(1G; G )ns

1 1 = lnqn2+2n
(1—t)( (1 -1t4?) +Z (1—1g%)---(1 _tq2n+2)]'

n=1

Definindo como particdes -azul, as particdes onde nas partes azuis os impares de

3 até o maior impar aparecem exatamente uma vez € a maior parte pode ser um a mais que
0 maior impar, ou a parti¢cdo € formada apenas por partes 2. Nas partes 0s pares sao
distintos, com maior parte no maximo igual a maior parte impar da parti¢ao azul, ou a particao

pode ser formada apenas por partes

Teorema 5.26 O niimero de partigoes -azul, como definida acima, em até N partes, é

igual a Q.

A Tabela (5.26), mostra exemplos para pequenos valores de N.

] Particdes descritas no Teorema (5.26) ‘

N On
0 0 1
1 2; 3; 4
2 + 11 +2;242; 1+3;3+3;3+2;4+3;3+2;5+3 ] 13
Tabela 5.26: Ilustracdo do Teorema para fi,3(q, ?).
n+l _
A demonstragdo de que P,(1) = — ¢ a mesma feita para fi,

Interpretacoes Combinatorias para a sequéncia A188022

Existe uma bijecdo simples entre as duas interpretacdes combinatdrias apresentadas para
essa sequéncia, que pode ser observada na funcio geradora. Para fi,4 temos no numerador o
fator tz”qz”z”” que foi interpretado como pares de 2 até 2n aparecendo duas vezes € para fis
o fator € dado por tz"qznz“‘” interpretado como impares de 3 até 2n + 1 aparecendo duas vezes.

Com isso se somarmos um a cada parte par distinta de uma parti¢ao para fi,4 chegamos a uma
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particdo para fi,s e se subtrairmos um de cada impar distinto a partir de 3 de uma particao fis

chegamos a uma parti¢ao para fio4.

Identidade 124

Para

(t3 qs. q6) 2n q2n2+2n
Si2a(q, 1) = = :
1 Z:(; (1 @Pne1(tq; Gt (—1G5 P ne1 (—1G%5 G2)u(tq; G*)n

(5.72)

Temos a equacao funcional:

(1 =01 +tg)(A = 2g)) finalq, ) = (1 — tg>) + (1 + £GP q" fiaa(q, tg7).

E a relacdo de recorréncia:

Po=P =1, Po=1+¢+q* Ps=1+¢+q"+¢;

Puq@) =1 =g)Puy+ ¢+ ¢*"Pu2 — (¢* — ¢* — ¢ DPus = (¢* — " )P,_s. (5.73)

Férmula apresentada em [9] para esta familia de polindmios:

o0

0 ni2n+ 1 - 2 oc: 2n
_ 1082 +12j _ 108,%2-96 j+21
Pu@) = D, n—-9jl,: 2.9 [n—4+12j :
Jj=—00 Jj=—00 q
5 N 108 /2 +48 N 108,2-60j+3 2n+1
+ . 5.74
qL:Z_mq [n—Z 9]] j;oq n=2+9j|, 74

Calculando o limite:
= (2n+ 1 2n 2n 2n+1
lim P,,(q) = - + _ )
s, Pan(9) j:Z_OO(n—9j) (n—4+12j) (n—2—9j) (n—2+9j)

Neste caso, substituindo g = 1 em (5.73), obtemos R, cujos primeiros termos s0 dados

por 1,1,3,4,10,15,34,55,117 - - -, que aparece em [22] pela numeracdo A188022. Resulta em:

R _i 2n+1_ 2n N 2n B 2n+1
o n-9j) \n-4+12j) \n-2-9j) \n-2+9j)

Jj=—o
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Interpretacdo combinatdria:

0 (t3 qs. q6) 2n q2n2+2n 1
an (1 4Pns1 (145 Pt (<163 GPni1 (=167 ¢Pn(tq3 G2~ (1= 1)
+ .
Z; (I=1q)- (1= 1g”)
Definindo como parti¢oes -azul- , as particdes onde as partes apa-

recem um ndmero par de vezes com pares aparecendo pelo menos duas vezes, a maior parte

pode ser um a mais que o maior par, mais as particoes formadas apenas por partes |. As
partes azuis sdo formadas por impares irrestritos, com maior parte no maximo um a menos que
0 maior par . As partes sdo formadas por impares que podem aparecer exatamente
trés vezes, com maior parte no maximo um a menos que o maior par , € existe um sinal

ligado as partes , que € positivo se o nimero de partes for par e negativo se o

numero de partes for impar.

Teorema 5.27 O niimero de particoes -azul- com um nimero par de partes

menos aquelas com um niimero impar de partes , em até N partes, é igual a Ry.

A Tabela (5.27), mostra exemplos para pequenos valores de N.

’ Particdes descritas no Teorema (5.27).

N com um numero par de partes com um nimero impar de partes Ry
0 0 1
1 1
2 +1; 2+ 3
3 +2+1 4
4 +1+1+1; 242+14+1; 24242472 10
+34+24+2; 242+1+1; 44442+
5 +2+1+141; 242424+2+1;
+34+2+24+1; 444+24+2+1; +1+1+1+ 15
+44+24+242; A+44+24+241

Tabela 5.27: Ilustracdo do Teorema para f,4(q, ?).
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Identidade 125

Para

oo (t3 q3' q6) 2n q2n2+4n
Sfi2s(g, 1) = 2 .
nZ:O (t; qz)n+l(tq; qz)n+l(_tq; qz)n+1(—fq2; qz)n(tq; qz)n

(5.75)
Temos a equagdo funcional:

(1 =01 =2 +16) fios(q, 1) = (1 + 16°) + (1 + 1 + £¢*)40,5(q. 1q°).
E a relagdo de recorréncia:

Po=P =1, Po=1+¢+¢% Ps=1+¢+q¢°+q’;

Puq) = (1 = ¢Pui + 2¢° + ¢ )Pua = (¢° = 4" = ¢ Pus = (§* = ¢")Pya. (5.76)

Férmula apresentada em [9] para esta familia de polindmios:

N 2424 2n N 2 g4i 2n—-1
P, = 1082+24; _ 108,284 j+15
2n-2(4) Zq n—1-9j|, Zq n-4+9j|,
J=—0 q Jj=—o0 q
-4 N ospeas] 2N N0 osp-eojes| 2=l 577
n>1.

Calculando o limite:
= 2n 2n—1 2n 2n—1
lim Py, = - - + .
Jim, Pan-2(9) j:Z_oo(n—l—9j) (n—4+9j) (n—2—9j) (n—3+9j)

Neste caso, substituindo g = 1 em (5.76), obtemos R,, cujos primeiros termos sdo dados

por 1,1,3,4,10,15,34,55,117 - - -, que aparece em [22] pela numeracdo A188022. Resulta em:

- 2n 2n—1 2n 2n—1
R2n—2:Z |- |- ]+ ] n>1.
: n—1-9j n—-4+9j n—2-9j n—3+9j

J:—OO
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Interpretacdo combinatdria :

0 (t3 qs. q6) 2n q2n2+4n 1
an (1 4Pns1 (145 Pt (<163 GPni1 (=167 ¢Pn(tq3 G2~ (1= 1)
+ .
Z; (I—1q)-- (1 - 1)
Definindo como parti¢cdes -azul- , as parti¢cdes onde as partes apare-

cem um nimero par de vezes com impares de 3 até a maior parte aparecendo pelo menos duas
vezes, e particoes formadas apenas por partes |. As partes azuis sao formadas por impares irres-
tritos, com maior parte no maximo dois a menos que 0 maior parte . As partes sao
formadas por impares que podem aparecer exatamente trés vezes, com maior parte no maximo
dois a menos que a maior parte , € existe um sinal ligado as partes , que é positivo

se o numero de partes for par e negativo se o numero de partes for impar.

Teorema 5.28 O niimero de particoes -azul- com um niimero par de partes

menos aquelas com um niimero impar de partes , em até N partes, é igual a Ry.

A Tabela (5.28), mostra exemplos para pequenos valores de N.

’ Parti¢des descritas no Teorema (5.28).

N com um nimero par de partes com um nimero impar de partes Ry
0 0 1
1 1
2 +1; 3+ 3
3 +3+1 4
4 + 1+ 1+1; 3+3+141; 34+3+2+72; 10
+34+34+3; 3+3+1+1; 5+5+3+3;
5 +34+1+14+1; 343+242+1;
+34+3+341; 5454+3+3+1; +1+1+1+ 15
+5+3+3+2; 5+5+3+3+1

Tabela 5.28: Ilustracdo do Teorema para fi,5(q, ?).



CAPITULO 6

INTERPRETACOES COMBINATORIAS
PARA OUTRAS SEQUENCIAS

Algumas sequéncias nao sao ainda conhecidas, mas apresentamos aqui suas interpretacoes

combinatdrias e sua relacdo com a expansiao em série de poténcias.

113
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Identidade 111

Para .

1 x© (t3616;616)n_ tnqn +2n
Sfin(g, 1) = + Z ) ) 12. 2 2. 2y
1 -1 n=1 (l’q )n+1(tq’q )n(_lq »q )n(tq sq )n—l

(6.1)

Temos a equacao funcional:

(-1 -tq)1-£q" fin(g, D) = (1=tq)(1-¢")+(1-£¢)q’ fin(q, 1) +1q* —tq* (1 +1q* +1°q").
E arelacdo de recorréncia:

Po=1; Pi=1+¢ Po=1+¢ +q¢" +q%
Pi=1+@+q¢"+@+q +¢®+q° +q"' +q";

Pq)=+qg+g" WP 1—(q—qYPus—(@*+@P)Pus+ (@ — ¢ DPs.  (6.2)

Férmula apresentada em [9] para esta familia de polindomios:

Pu(@ = Y @U@+ 1,12j)= Y g UQn +1,5 - 12))

Jj=— Jj=—00

- q[z FIUQn + 1,1 + 12j) - Z GOy + 1,4 - 12 j)]. (6.3)
j==oo /

.I:—OO

Calculando o limtie:

lim P ()_i 2n+1 N 2n+1 B 2n+1 B 2n+1 B 2n+1
g—1 ') = 12 /, 1+12j), \5-12j), \6-12j/, \1+12j),

j=—00
2n+1 N 2n+1 N 2n+1
2+12j), \4-12j5), \5-12j),
Neste caso, substituindo g = 1 em (6.2), obtemos S, cujos primeiros termos sao
1 —x—2x?

1,2,4,10,26,70,190- - -, que sdo os coeficientes da expansaio de —————— em série de
1 -3x+2x3
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poténcias. Resulta em:
o (2n+ 1 2n+1 2n+1 2n+1
S = Z( 12 ) _(6—12') _(2+12') +(4—12')'
=0 J )2 J/2 Ja J/2
Conjecturamos que:
Sn:i n+1 n+1. B n+1‘ N n+1"
= 125/, 6—12]2 2+12j), \4-12j/,

Interpretacdo combinatdria:

Z t3 6. qﬁ)n— tn n+2n _ 1 N
(t: @1 (105 4P (—1G% ¢*)n(tG* Gy 1 =1

(1 —l‘) ; (1 _t2q2.2)(1 —t2q2~4)~--(1 _t2q2.2n)'

Definindo como parti¢cdes -azul- , as particdes onde nas partes 08
impares de 3 até um a menos que a maior parte aparecem pelo menos uma vez e a maior parte
2n + 1 aparece exatamente uma vez. As partes azuis sdo formadas por pares que aparecem aos
pares, com maior parte podendo ser no maximo um a menos que a maior parte . As partes

sdo formadas por pares que podem aparecer exatamente trés vezes, com maior parte no
maximo trés a menos que a maior parte , € existe um sinal ligado as partes , que é

positivo se o ndmero de partes for par e negativo se o nimero de partes for impar.

Teorema 6.1 O niimero de particoes -azul- com um nimero par de partes

menos aquelas com um niimero impar de partes , em até N partes, é igual a S y.

A Tabela (6.1), mostra exemplos para pequenos valores de N.

E importante observar que neste e nos préximos exemplos, a segunda coluna da tabela,
relativa aos nimeros impares de partes , S0 comecard a ser preenchida a partir de n = 5.
Veja que para as partes temos no expoente de g pares da forma 2n — 2, que resulta em
n > 2, com isso devemos ter no numerador das partes 2¢>". Neste caso, os exemplos

se tornam muito grandes e ndo foram apresentados no texto.
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Parti¢coes descritas no Teorema (6.1).

N com um ndmero par de partes com um nimero fmpar de partes S
0 0 1
1
2 +1;5+ 4
3 +1+1; 34+242; 5+341; 10
+34+2; 5+34+3; 7T+5+

4 + 1+ 1+1; 3+14242; 543+1+1; 26

+34+241; 5+3+2+2; 5+3+3+3;

+3+3+2; 5+3+3+1; 5+43+2+2;

+34+44+4; T+5+3+1; TH5+3+72;

+54+343; 7+5+4+3; T+5+5+3;

+7+5+

Tabela 6.1: Ilustragao do Teorema para fi11(q, ?).

Quando substituimos g = 1, ficamos com:
S(): 1; S1 :2; 52:4; S3: 10,

Spea =38 013 — 285 441
Aplicando a técnica usada em (2.9) encontramos

A(x)—So—Slx—Szxz—ng3 _ 3A()C)—3S()—3SIX—352X2 2A(X)—2S() —

x4 B x3 X
1 —x—2x2
A =
W = T3 720
1 —x—2x?

O que mostra que a sequéncia representa os coeficientes da expansao de T 3100 em
- 3x+2x°

série de poténcias.

Identidade 113

Para

B 6. 6)n— tn n?
Jis(g:-1) = 5 Z(r qz)n+1(lq P P ©4
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Temos a equacdo funcional:

(-0 -tq)(1 =g fis(q, ) = A —tq)(1 =g+ (1 =L ¢O)tq fis(q, tg*) —tq(1 +1q* +¢*) +1q.
Temos a equacao funcional:

Po=1; Pi=1+q;, Py=1+q+q¢* +q"
Pi=l+qg+@+@+q¢*+2¢° +q¢° +q' + ¢°;

P)=(0+q+q" VP,1 —(q—qgYPus— (¢* + @)Pr3+(¢° — ¥ )Pus.  (6.5)

Formula apresentada em [9] para esta familia de polindmios:

[ee)

P.q) = Z q72j2+6jU(n’ 12) - Z q72j2—66j+15 Un,5 — 12)

j=—o00 Jj=—o00
7 [Z 70U, 2 + 12)) - Z g By (n,3 - 12 j)]. (6.6)
j=—o00 Jj=—00

Calculando o limite:

SR n n n n
lim P = - - -
Al @)= Z (121) (1 + 12j)2 (5 - 12j)2 (6 - 12j)2 (2 + 12j)2

=
n n n

- + + )

(3 + 12j)2 (3 - 12])2 (4 - 12])2

Neste caso, substituindo g = 1 em (6.5), obtemos S, sequéncia apresentada anteriormente

para fi1;. Resulta em:

2(121) (1+121) (5 —nlzj)z_(6 —n12j)2

—00

[ n B n N n N n
2+12j), \3+12j), 3-12j), " \4-12j);
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Interpretacdo combinatdria:

1 il B3¢ ¢° Y n? 1
+Z 2 ( qz 7) 21 Z 2. 2 = +
-1 (6400 0q:42n(=1q" ¢°)n(tq* G )y 1 -1
1 (o8]
(-1 & (1= P21 = P4 (1= g2
Definindo como parti¢cdes -azul- , as particdes onde nas partes 0s

impares que de 1 até a maior parte aparecem pelo menos uma vez. As partes azuis sdo for-
madas por pares que aparecem aos pares, com maior parte podendo ser no maximo um a mais
que a maior parte . As partes sdo formadas por pares que podem aparecer exata-
mente trés vezes, com maior parte no maximo um a menos que a maior parte , € existe
um sinal ligado as partes , que € positivo se o numero de partes for par e negativo

se o nimero de partes for impar.

Teorema 6.2 O niimero de parti¢oes -azul- com um numero par de partes

menos aquelas com um niimero impar de partes , em até N partes, é igual a S y.

A Tabela (6.2), mostra exemplos para pequenos valores de N.

’ Parti¢cdes descritas no Teorema (6.2).

N com um nimero par de partes com um numero {mpar de partes S
0 0 1
1 2
2 +1;3+ 4
3 + 1+ 1+242; 3+14+1; 10
+24+1; 3+3+1; 5+3+

4 + 1+ 1+1; T+14242; 34+41+1+1; 26

+24+14+1; 342+1+2; 3+3+3+1;

+34+2+1; 3434141 34+1+2+2;

+14+44+4; 5+3+1+1; 5+3+2+1;

+34+34+1; 5+4+3+1; 5+5+3+1;

+5+3+

Tabela 6.2: Tlustragao do Teorema para fi13(q, ?).

Esta interpretacdo € muito parecida com a interpretagdo dada para fi;, isso se deve ao

fato da pequena diferenca apresentada na fun¢do geradora das duas funcdes. Enquanto para

n*+2n

111 temos " , que interpretamos como impares de 3 até 2n + 1, para fi;3 temos ¢" ”2, ue
q q p P P q .9
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interpretamos como impares de 1 até 2n — 1. Com isso para sairmos de uma interpretacdo para

a outra basta fazermos essa transla¢ao nos impares.

Identidade 114

Para

(o)

(Pq% ¢%)urt"q"
T, = Z; T P10 P UG5 ©D

Temos a equacao funcional:

(1 =01 = 1g)(1 = ¢ fualq.0) = 1 = tq = °g* + (1 = '¢")tq fr14(q. 1¢°).
E a relagdo de recorréncia:

Py=1;, Pi=1+q; P=1+q+q*+¢ +q"
Pi=1+q+@+2¢@ +2¢* +2¢° +¢° + ¢’ + ¢ + ¢°;

P)=(0+qg+q" VP, 1 —(q—qYPus— (¢* + )Py 3+ (¢’ —¢* )Py (6.8)

Férmula apresentada em [9] para esta familia de polindmios:
Piq) = D q7 UM 12)— ) ¢ UM, 5 - 12)). (6.9)
j=—o Jj=—o
Calculando o limite:

. - n n n
Jim P.(o) = ), (121) (1 + 121)2 B (5 - 121)2 B (6 - 121)2'

Jj=—o0

Neste caso, substituindo ¢ = 1 em (6.8), obtemos 7, cujos primeiros termos sao dados
l-—x-x°
1 -3x+2x3

T_i n + n _ n _ n
A2, \t+12j), \5-12j), \6-12j);

(o)

por1,2,5,13,35,85 - -, sdo os coeficientes da expansao de em série de poténcias.

Resulta em:
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Interpretacdo combinatdria:

1 *® t3 6; 6 e " n? 1
+Z : (261 61)21261 B N
=1 & 6q)(tq; g)n(=19% g1 (1q> %) 1 -1
1 [Se]
(1-1 o (1= 2¢*2) - (1 = Pg2r2))’
Definindo como parti¢cdes -azul- , as particdes onde nas partes 0s

impares aparecem pelo menos uma vez € a maior parte pode ser um a mais que a maior parte
impar. As partes azuis sdo formadas por pares que aparecem aos pares, com maior parte po-
dendo ser no maximo um a menos que a maior parte impar . As partes sdo for-
madas por pares que podem aparecer exatamente trés vezes, com maior parte no maximo um a
menos que a maior parte impar , € existe um sinal ligado as partes , que € positivo

se o nimero de partes for par e negativo se o numero de partes for impar.

Teorema 6.3 O niimero de particoes -azul- com um niimero par de partes

menos aquelas com um niimero impar de partes , em até N partes, é igual a Ty.

A Tabela (6.3), mostra exemplos para pequenos valores de N.

’ Particdes descritas no Teorema (6.3)

N com um ndmero par de partes com um ndmero impar de partes Ty

0 0 1

1 2

2 +12+15 3+ >

3 +14+052+1+1;24241; 3+14+1; 13
+241; 3+3+1; 4+43+1; 543+

Tabela 6.3: Ilustracao do Teorema para fi14(q, 1).

Quando substituimos g = 1, ficamos com:

T()Zl; T1:2; TQZS; T3:13;

Tpis =3T3 — 2T 4.
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Aplicando a técnica usada em (2.9) encontramos

A(X) =Ty~ Tix — Tox® = Tsx® _ 3A(x) - 3Ty - 3T x = 3Tox>  2A(x) — 2T, _

x4 B x3 X
1 —x—x2
A =
W= T3 720
1—x-—x?

O que mostra que a sequéncia representa os coeficientes da expansao de T 3r 100 em
—3x+2x

série de poténcias.

Identidade 119

Para
n n 242n
fio(g, 1) = (6.10)
o Z (t; q*)n+1 (tq; qz)m( 197 4"
Temos a equacao funcional:
(1 =01 = 1g)(1 + 14" fi19(q: 1) = 1 + 1¢* + 1g° fr10(q, 16°)-

E a relacdo de recorréncia:

Po=1; Pr=1+q+q5 Pr=1+9+¢ +¢ +q" +¢° +¢"%

P = +q=¢+q" VP~ (g~ ¢~ )Pz~ Py (6.11)

Formula apresentada em [9] para esta familia de polindmios:

Poi(q) = Z G, 1+ 14)) + Z g, 5 - 14))
J=— Jj=—00
= g D UM+ 14) + Y PTHEI UM 3 - 14))|. (6.12)

j:—oo j:—oo
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Calculando o limite:

- n n n n
lim P,_,(q) =
2 i (@) j;o(l + 14j)2+(2+ 14j)2+(5— l4j)2+(6— 141')2

n n n n
3+14j), \a+14j), \3-14j), \4-14j),

Nete caso, substituindo ¢ = 1 em (6.11), obtemos a sequéncia U, cujos primeiros termos

+1
sdo dados por 1,3,7, 16,36, 83, ... que sdo os coeficientes da expansao de al em
1 -2x—x>+x3

série de poténcias. Resulta em:

= n+1 n+1 n+1 n+1
Un:Z N s |+ ]+ .
j:_m1+l4]2 2+14j), \5-14j), \6-14j/,

n+1 n+1 n+1 n
3+14j), \4+14j), \3-14j), \4-14j),
Interpretacdo combinatdria:

l.n n%+2n

Z Pt G Pt 1 Pl

1 1 Z tnqn 2420
-0\ -1g) " &A=~ (1 =Pg (1~ 1g)-— (1= 1g" D))

Levando em consideracdo o fator 1/(1 — ¢), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 6.4 O niimero de particoes onde todo impar de 3 até o maior impar aparece pelo
menos uma vez e oS pares aparecem um niumero par de vezes, mais as particoes formadas

apenas por partes 1, em no mdximo N partes, é igual a Uy.

A tabela (6.4), mostra exemplos para pequenos valores de N.
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Particdes descritas no Teorema (6.4)

N Un
0 0 1
1 1; 3 3
2 1+1; 3+1; 3+3; 5+3 7
3 1+1+1; 3+1+1; 3+2+2; 3+3+3; 3+3+1;
5+3+1; 5+43+3; 5+5+3; 7+3+5 16
Tabela 6.4: Ilustragdao do Teorema para fi9(q, 1).
Quando substituimos g = 1, ficamos com:
Up=1, U =3; Uy =7,
Un+3 = 2l]n+2 + Un+l - Un-
Aplicando a técnica usada em (2.9) encontramos
Ax) - Uy—Ujx—Uyx* 2A(x)-2U,-2U A(x)-U
(x) = Uy 1X = Uox” _ (x) 0 X (x) = Uy CAG) =
x3 x2
x+1
Alx) = .
) 1 -2x—x*+x3
0 t anci { ficientes d fo d X+
ue mostra que a sequéncia representa os coeficientes da expansio de
d d q P P - 2x—x% + x°

em série de poténcias.
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CAPITULO 7

BIJECOES

Durante o estudo das interpretacdes combinatdrias algumas sequéncias foram encontra-
das ligadas a mais de uma fun¢do geradora, o que nos permitiu estabelecer bijecdes entre tais

interpretagdes. Apresentamos primeiro as igualdades que demonstramos e por dltimo as que

ficaram como cojecturas.

125
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Bijecoes

O seguinte teorema estabelece uma bijecao entre as interpretacdes combinatdrias apre-

sentadas para fy (5.1) e f3(5.4).

Teorema 7.1 O niimero de particoes onde todo inteiro de 1 até o maior par aparece pelo menos
uma vez com a maior parte podendo ser no mdaximo um a mais do que o maior par, em N partes,
€ igual ao niimero de particoes onde os impares de 1 até o maior impar aparecem exatamente

uma vez e a maior parte pode ser no mdximo um a mais do que o maior impar, em N partes.

Demonstracao:

Considere parti¢des do tipo A as parti¢des onde todo inteiro de 1 até o maior par aparece
pelo menos uma vez com maior parte podendo ser no maximo um a mais do que o maior par, em
N partes; e as particdes do tipo B, particdes onde os impares de 1 até o maior impar aparecem
exatamente uma vez, € a maior parte pode ser no maximo um a mais que o maior impar, também
em N partes. Fixado N, a prova sera feita através de bijecao entre as particoes dos tipos A e B.

Seja uma particao do tipo A. Se as partes impares dessa particdo de 1 até o maior impar
aparecem exatamente uma vez, € a maior parte no maximo um a mais que 0 maior impar entao
essa parti¢cao também € do tipo B e portanto serd associada a ela mesma na bijecao. Por exemplo,
seja a parti¢ao do tipo A, 3+2+2+ 1. Neste caso temos que as partes impares aparecem somente
uma vez € a maior parte € 3 portanto, 3 + 2 + 2 + 1 € uma parti¢ao do tipo B.

Caso contrério, haverd impares repetidos e pelo menos uma das partes serd igual a 1. O
processo para obter impares que apare¢cam somente uma vez € somar 2 a cada parte maior do
que ou igual ao impar que aparece repetido, menos na primeira parte igual a 1, sucessivamente.

Por exemplo, considere a particdo 2 + 1 + 1 + 1. Temos que o nimero impar 1 repete
exatamente trés vezes, assim aplicando duas vezes a operacdo, exceto em uma parte igual a 1,
obtemos

2+1+1+1->4+3+3+1—->6+5+3+1

e portanto a particado 2+ 1 + 1 + 1 serd associadaa 6 + 5 + 3 + 1, uma parti¢ao do tipo B.
Reciprocamente, a aplica¢do inversa € dada tomando uma parti¢ao do tipo B e retirando 2

unidades de cada parte, se possivel (zero nao é considerado como parte ), menos da parte igual
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a 1, até que se encontre as partes de 1 até o maior par aparecendo pelo menos uma vez. Por

exemplo,

6+5+3+1>4+3+1+1>2+1+1+1.

Assim, tem-se uma bijecdo entre as parti¢des do tipo A e B, o que estabelece o resultado.

O

O seguinte teorema estabelece uma bijecao entre as interpretagdes combinatdrias apre-

sentadas para fo (5.1) e fag (5.7).

Teorema 7.2 O niimero de particoes onde todo inteiro de 1 até o maior par aparece pelo menos
uma vez com maior parte podendo ser no mdximo um a mais do que o maior par, em N partes,
é igual ao niimero de parti¢coes onde todo par de 2 até o maior par aparece pelo menos duas

vezes, e a maior parte pode ser um a mais do que a maior parte par, em N partes.

Demonstracao:

Considere parti¢des do tipo A as parti¢des onde todo inteiro de 1 até o maior par aparece
pelo menos uma vez com maior parte podendo ser no maximo um a mais do que o maior par,
em N partes; e as particdes do tipo B, particdes onde todo par de 2 até o maior par aparece pelo
menos duas vezes, € a maior parte pode ser um a mais do que a maior parte par, também em N
partes. Fixado N, a prova serd feita através de bijecdo entre as particoes dos tipos A e B.

Dada uma particao do tipo A, temos todos os inteiros de 1 até o maior par 2n aparecendo

pelo menos uma vez, que podemos escrever da seguinte maneira:

1+2+3+4+---2n-1)+2n+4,

onde A é uma particdo irrestrita com maior parte no maximo 2x + 1, e nimero de partes igual
a N — 2n. Para passarmos para uma parti¢ao do tipo B, vamos transformar a primeira apari¢cao
de cada impar de 1 até 2n — 1 que aparece pelo menos uma vez em seu sucessor. Essa nova

particdo € representada por:

24+2+44+44+---2n+2n+ A,
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que € uma parti¢ao onde todo par de 2 até o maior par aparece pelo menos duas vezes e a maior
parte pode ser uma a mais do que o maior par, ou seja, uma particdo do tipo B.

Agora dada uma parti¢do do tipo B, podemos representa-la como acima

242+44+44+---2n+2n+ A,

onde A € uma parti¢do irrestrita com maior parte no maximo 2n + 1, e nimero de partes igual a
N — 2n. Para passarmos para uma particdo do tipo A basta transformarmos a primeira apari¢ao

dos pares que de 2 até 2n aparecem pelo menos duas vezes, em seu antecessor, com isso temos

1+2+34+4+---2n-1)+2n+4,

que € uma particdo onde todo inteiro de 1 até o maior par aparece pelo menos uma vez, € a
maior parte € no maximo um a mais do que o maior par.

O que resulta na igualdade de parti¢des dos tipos A € B.

O seguinte teorema estabelece uma bijecao entre as interpretagdes combinatdrias apre-

sentadas para frg (4.7) e f50(5.18).

Teorema 7.3 Definindo como particoes -azul, as particoes onde as partes sdo

pares que aparecem de 2 até a maior parte, pelo menos uma vez e no mdximo duas. As partes

azuis sdo parti¢oes irrestritas com maior parte no mdximo um a mais do que a maior parte
, mais as parti¢oes formadas apenas por partes 1.

O niimero de particoes -azul, em N partes, é igual ao niimero de sobreparticoes

onde somente os impares podem ser marcados até no mdximo dois a menos que a maior parte,

todo impar ndo marcado de 3 até a maior parte aparece pelo menos uma vez, mais as particoes

formadas apenas por partes 1, em N partes.

Demonstracao:
Considere parti¢oes do tipo A as parti¢coes -azul, em N partes; e as particdes do tipo

B, sobreparti¢cdes onde somente os impares podem ser marcados até no maximo dois a menos
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que a maior parte, todo impar ndo marcado de 3 até a maior parte aparece pelo menos uma vez,
mais as parti¢cdes formadas apenas por partes 1. Fixado N, a prova serd feita através de bijecao
entre as parti¢des dos tipos A e B.

Dada uma parti¢do do tipo A, ela pode ser formada apenas por partes 1, neste caso, serd
transformada na particao do tipo B formada apenas por partes 1, apenas desconsiderando a cor
azul. Caso contrario, basta tomarmos a primeira apari¢ao de cada par e adicionarmos
uma unidade. Na sua segunda apari¢@o, caso aconteca, basta subtrairmos uma unidade e mar-
carmos. As partes azul se mantem as mesmas. Nao considerando mais a diferenca de cores,
temos uma particao do tipo B.

Agora dada uma particdo do tipo B, ela pode ser formada apenas por partes 1, neste
caso, serd transformada na mesma particao de cor azul. Caso contrario, basta subtrairmos uma
unidade de cada primeira apari¢ao do impar, somarmos uma unidade em cada apari¢ao do impar
marcado e colorirmos de essas partes. As demais serdo coloridas de azul. Essa operacao

leva a uma particao do tipo A.

O seguinte teorema estabelece uma bijecao entre as interpretagdes combinatdrias apre-

sentadas para fs5o (5.18)e fs; (5.21).

Teorema 7.4 O niumero de sobreparticoes onde somente os impares podem ser marcados até
no mdximo dois a menos que a maior parte, todo impar ndo marcado de 3 até a maior parte
aparece pelo menos uma vez, mais as particoes formadas apenas por partes 1, em N partes, é
igual ao niimero de particoes -azul onde a particdo azul é dada por todos os pares de
2 até o maior par aparecendo exatamente uma vez, com maior parte no mdximo um a mais do
que a maior parte par. Na particdo os impares sdo distintos, a maior parte é no mdaximo

a maior parte par azul, em N partes.

Demonstracao:

Considere parti¢des do tipo A sobreparti¢des onde somente os impares podem ser marca-
dos até no maximo dois a menos que a maior parte, todo impar ndo marcado de 3 até a maior
parte aparece pelo menos uma vez, mais as particdes formadas apenas por partes 1, em N partes;

e as parti¢des do tipo B, parti¢des -azul onde a particdo azul € dada por todos os pares de
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2 até o maior par aparecendo exatamente uma vez, com maior parte no maximo um a mais do
que a maior parte par. Na particao os impares sao distintos, a maior parte € no maximo a
maior parte par azul, também em N partes. Fixado N, a prova sera feita através de bijecdo entre
as parti¢oes dos tipos A e B.

Considere uma parti¢ao do tipo A, ela € formada apenas por partes 1 ou pode ser escrita
como:

G+5+7+-+2n+1)+2+4,

onde A é uma particdo em que todas as partes sio impares, distintas e marcadas, com maior
parte no maximo 2n — 1 e A € uma particao irrestrita com maior parte no maximo 2n + 1.

Se a particdo for formada apenas por partes 1, ela serd levada na parti¢do formada apenas
por partes 1.

Caso contrario, ela pode ser levada a uma particdo do tipo B da seguinte maneira. A
primeira aparicdo dos impares que de 3 até a maior parte aparecem pelo menos uma vez, serao
levados em seus antecessores, e juntamente com as partes impares de A (A;) formardo as partes
azuis e, A (sem a marcagio) juntamente com as partes pares de A (4,) serdo levados nas partes

. Logo

Q2+4+6+---+2n)+ 4+ 1+ 1,

com A; formada por impares com maior parte podendo ser 2n + 1, e .l + .1, com maior parte no
maximo 2n.

Com isso, temos uma particao -azul, onde nas partes azuis os pares que de 2 até o
maior par aparecem exatamente uma vez € a maior parte pode ser um a mais que 0 maior par,
ou a particdo € formada apenas por partes 1. Nas partes os impares sao distintos, com
maior parte no maximo a maior parte par da particao azul.

Agora dada uma parti¢cdo do tipo B, ela pode ser escrita como:
2+4+6+---4+2n)+A+ 41,

com A formada por impares com maior parte podendo ser 2n+ 1, e .1, formada por impares
distintos e pares irrestritos com maior parte 2n. Os pares azuis, que de 2 até o maior par,

aparecem exatamente uma vez, serdo levados em seus sucessores. As partes impares distindas
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de .1 devem ser levadas nas partes marcadas. Ou, seja:

G+5+7+-+2n+ 1)+ 1+ 1

Como A é formado pelas partes fmpares distintas de .1, que tem maior parte 27, a maior
parte de A é 2n — 1 e, A uma particdo irrestrita com maior parte 2n + 1.

A particao formada apenas por 1, serd levada na particdo formada apenas por partes 1.

Com isso temos uma sobreparti¢cdes onde somente os impares podem ser marcados até no
maximo dois a menos que a maior parte, todo impar nao marcado de 3 até a maior parte aparece
pelo menos uma vez, mais as particdes formadas apenas por partes 1, que € uma parti¢ao do

tipo A.

O seguinte teorema estabelece uma bijecao entre as interpretagdes combinatdrias apre-

sentadas para fg; (5.45) e f117 (5.48).

Teorema 7.5 O niimero de particoes nas cores -azul onde as partes sdo forma-
das por todos os inteiros de 1 até o maior aparecendo pelo menos uma vez e no mdximo duas.
As partes azuis sdo contadas duas vezes e a maior parte azul é no mdximo duas vezes a maior
parte , em N partes, é igual ao niimero de particoes onde todo impar de 1 até o maior
impar aparece pelo menos uma vez e os pares aparecem um niimero par de vezes, com maior

parte par podendo ser um a mais do que a maior parte impar, em N partes.

Demonstracao:

Considere particdes do tipo A as parti¢des nas cores -azul onde as partes sao
formadas por todos os inteiros de 1 até o maior aparecendo pelo menos uma vez € no maximo
duas. As partes azuis sdo contadas duas vezes e a maior parte azul € no maximo duas vezes
a maior parte , em N partes; e as particoes do tipo B, particdes onde todo impar de 1
até o maior impar aparece pelo menos uma vez e os pares aparecem um nimero par de vezes,
com maior parte par podendo ser um a mais do que a maior parte impar, também em N partes.

Fixado N, a prova sera feita através de bijecdo entre as particdes dos tipos A e B.
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Uma particdo do tipo A pode ser escrita como:
+ A+ A

Com . uma parti¢cdo em partes distintas, com maior parte no maximo »n e A uma parti¢do
irrestrita com maior parte no maximo 2n.

Some i em cada parte igualai+ 1, comi > 1, e duplique cada parte azul. Ou seja:
1+Q2+D+B+D)+-+n+n—-1+A1+1—

1+3+5+--+@Qn—-1)+A+2,

com A uma parti¢io em partes fmpares distintas com maior parte 2n—1 e A uma particio irrestrita
com todas as partes aparecendo um nimero par de vezes. Observe que as partes pares estdo em
A e por isso aparecem um niimero par de vezes, e as partes impares aparecem pelo menos uma
vez. Que é uma particdo do tipo B.

Por exemplo, se tomarmos a parti¢ao do tipo A dada por:
+ 1 +24+2+34+4+44+5+14+2+24+3+8+10—>

+2+34+4+54+1+24+44+1+2+2+3+8+10—
N——
A

+C+D+C+D)+E+)+OE+DH+T+C+DH+E+)+

I1+1+4+24+24+24+2+3+3+8+8+10+10—
A

1+1+1+1+2+2+2+2+3+3+3+3+5+7+7+8+8+9+ 10+ 10,

que € uma particao do tipo B.

Reciprocamente, tome uma parti¢ao do tipo B.

1+3+5++Q@n-1)+A+4,
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com A dada por partes impares e A por pares aparecendo um niimero par de vezes, com maior
parte no maximo 2n.

Cada par de partes pares se transformard em uma parte par azul. Transforme cada par de
partes iguais de A em uma parte azul, caso o nimero de uma determinada parte seja impar, uma
cOpia dela se juntard as partes impares. Subtraia i das partes iguais a 2i — 1,7 > 1 que ndo sao
azuis, e transforme em partes . Como tinhamos partes impares de 1 até o maior impar,
obteremos partes de 1 até a maior parte aparecendo pelo menos uma vez e no maximo duas.
Que € uma particdo do tipo A.

Tomando, por exemplo, a parti¢do do tipo B
1+1+1+1+2+24+2+2+3+3+3+3+5+7+7+8+8+9+10+10—

1+3+5+7+9+1+1+1+3+3+3+7+2+2+2+2+8+8+10+10—

1 pl

I+14+3+3+5+74+7+94+1+24+2+3+8+10—
+ 1+ + + + + + +14+2+2+3+8+10—
+1+242434+4+44+54+14+2+24+3+8+10,

que € uma particao do tipo A. O

O seguinte teorema estabelece uma bijecao entre as interpretacdes combinatdrias apre-

sentadas para fi; (5.66) e fi23 (5.69).

Teorema 7.6 O niimero de parti¢coes onde todo par ndo marcado de 4 até a maior parte apa-
rece pelo menos uma vez, e as partes marcadas sdo pares e no mdximo dois a menos que a
maior parte, mais as particoes formadas apenas por partes 1 e 2, em N partes, é igual ao
niimero de particoes -azul, que sdo parti¢cdes onde nas partes azuis os impares de 3 até
0 maior impar aparecem exatamente uma vez e a maior parte pode ser um a mais que o maior
impar, ou a parti¢do é formada apenas por partes 2. Nas partes os pares sdo distintos,
com maior parte no mdximo igual a maior parte impar da particdo azul, ou a particdo pode

ser formada apenas por partes 1, em N partes.
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Demonstracao:

Considere particdes do tipo A as particdes onde todo par ndo marcado de 4 até a maior
parte aparece pelo menos uma vez, e as partes marcadas sdo pares € no maximo dois a menos que
a maior parte, mais as parti¢cdes formadas apenas por partes 1 e 2, em N partes; e as particdes do
tipo B, parti¢oes -azul, onde nas partes azuis os impares de 3 até o maior impar aparecem
exatamente uma vez € a maior parte pode ser um a mais que 0 maior impar, ou a particao €
formada apenas por partes 2. Nas partes os pares sao distintos, com maior parte no
maximo igual a maior parte impar da parti¢cao azul, ou a particdo pode ser formada apenas por
partes |, também em N partes. Fixado N, a prova sera feita através de bijecao entre as particoes
dos tipos A e B.

Tome uma particdo do tipo A, ela é formada apenas por partes 1 e 2, ou pode ser escrita
como:

(4+6+8+--+2n+2)+ A+ 4,

onde A é uma particio em que todas as partes sio pares, distintas e marcadas, com maior
parte no maximo 2n e A é uma parti¢ao irrestrita com maior parte no maximo 2n + 2.

Se a particdo for formada apenas por partes 1 e 2, as partes 1 serdo e as partes 2
serao azuis.

Caso contrério, ela pode ser levada a uma parti¢ao do tipo B da seguinte maneira. Os pares
que de 4 até a maior parte aparecem pelo menos uma vez, serdo levados em seus antecessores,
e juntamente com as partes pares de A (4,) formardo as partes azuis e, A (sem a marcagio)

juntamente com as partes impares de A (4;) serdo levados nas partes . Logo
B+5+T7+--+2n+1D)+A,+ 1+ 1,

com A, formada por pares com maior parte podendo ser 2n + 2, e .1 + .|, com maior parte no
maximo 2n + 1.

Com isso, temos uma particao -azul, onde nas partes azuis os impares de 3 até o
maior impar aparecem exatamente uma vez € a maior parte pode ser um a mais que o0 maior
impar, ou a parti¢cao é formada apenas por partes 2. Nas partes os pares sao distintos,

com maior parte no maximo igual a maior parte impar da parti¢do azul, ou a particdo pode ser
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formada apenas por partes 1.

Agora dada uma parti¢cdo do tipo B, ela pode ser escrita como:
B+5+7+--+2n+ 1)+ 2+ 4,

com A formada por pares com maior parte podendo ser 2n + 2 e, .| formada por pares distintos
e impares irrestritos com maior parte 2n + 1, ou formadas apenas partes | e 2. Essas ultimas
podem ser levadas em particdoes formadas apenas por partes 1 e 2, que sdo particdes do tipo A.
As outras podem ser levadas em parti¢des do tipo A, apenas levando os impares azuis , que de 3
até o maior impar, aparecem pelo menos uma vez, em seus sucessores. As partes pares distindas

de .1 devem ser levadas nas partes marcadas. Ou, seja:
(4+6+8+ - +2n+2)+ A+ 1

Como A é formado pelas partes pares distintas de .1, que tem maior parte 27 + 1, a maior
parte de A é 2n e, 1 uma parti¢io irrestrita com maior parte 27 + 2.

Com isso temos uma parti¢ao onde, todo par ndo marcado de 4 até a maior parte aparece
pelo menos uma vez, e as partes marcadas sao pares € no maximo dois a menos que a maior

parte, mais as particdes formadas apenas por partes 1 e 2, que € uma parti¢ao do tipo A.

Conjecturas

Bijecdo entre as interpretacdes combinatorias apresentadas para fo (5.1)e fo7 (4.4).

Conjectura 7.1 O niimero de particoes onde todo inteiro de 1 até o maior par aparece pelo
menos uma vez com maior parte podendo ser no mdximo um a mais do que o maior par, em
N partes, é igual ao niimero de parti¢oes -azul, onde as partes azuis sdo formadas por
pares que de 2 até o maior par aparecem pelo menos duas vezes e um niimero par de vezes, com

maior parte podendo ser um a mais que o maior par, mais as particoes formadas apenas por
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partes 1. As partes formadas por impares no mdximo um a menos que a maior parte

par, em N partes.

Bijecdo entre as interpretagdes combinatorias apresentadas para fy (5.1) e fg7 (4.19).

Conjectura 7.2 Definindo como particées -azul- particées onde nas partes

os pares de 2 até o maior aparecendo pelo menos duas vezes e um niimero par de vezes. As
partes azuis sdo impares, com maior parte podendo ser um a mais do que a maior parte
As partes sdo contadas duas vezes, dadas por pares formados pelo dobro dos impares,
com maior parte sendo no mdximo o dobro do maior par menos dois. Temos também um sinal
ligado as partes que serd positivo se o niimero de partes for par e negativo se for
impar.

O niimero de particoes onde todo inteiro de 1 até o maior par aparece pelo menos uma

vez com maior parte podendo ser no mdximo um a mais do que o maior par, em N partes, é

igual ao niimero de particoes -azul, em N partes.

Bijecdo entre as interpretagdes combinatdrias apresentadas para f9 (5.24) e fag (5.30).

Conjectura 7.3 O niimero de particoes onde todo impar de 1 até o maior impar aparece pelo
menos uma vez, a maior parte ndo marcada pode ser um a mais que a maior parte impar e as
partes marcadas sdo impares menores do que ou iguais a maior parte impar, em N partes, é
igual ao niimero de particoes onde todo par de 2 até a maior parte aparece pelo menos uma
vez, as partes marcadas sdo pares no mdximo dois a menos que a maior parte, em N ou N — 1

partes.

Bijecdo entre as interpretagdes combinatdrias apresentadas para fi4 (3.13)e fi6 (3.19).

Conjectura 7.4 Definindo como particoes -azul, as particées onde as partes

sdo formadas por todos os inteiros que de 1 até a maior parte aparecem pelo menos trés vezes.
As partes azuis sdo particoes em partes impares, contadas duas vezes. A maior parte pode ser
azul e dada por duas vezes a maior parte mais um, mais as parti¢coes formadas apenas
por partes 1. E as particoes vermelha- como sendo particoes onde as partes vermelhas

sdo impares contados duas vezes, to impar de 1 até a maior parte (2n — 1) aparece pelo menos
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uma vez. As partes como sendo particoes onde todo inteiro de 0 até (n — 1) aparece pelo
menos uma vez e a maior parte pode ser no mdximo metade da maior parte vermelha
mais um.
O niimero de particoes -azul em N partes é igual ao niimero de parti¢coes vermelha-
, em N partes.

Bijecao entre as interpretagdes combinatodrias apresentadas para fie (3.19)e fer (3.22).

Conjectura 7.5 Definindo como particoes vermelha- como sendo parti¢des onde as par-

tes vermelhas sdo impares contados duas vezes, to impar de 1 até a maior parte (2n—1) aparece

pelo menos uma vez. As partes como sendo particoes onde todo inteiro de 0 até (n — 1)
aparece pelo menos uma vez e a maior parte pode ser no mdximo metade da maior parte
vermelha mais um. E parti¢coes -azul, as particoes onde as partes sdo compos-

tas por inteiros de 1 até n aparecendo pelo menos uma vez e no mdximo duas. As partes azuis
sdo contados duas vezes, onde todo impar de 1 até o dobro da maior parte menos um
aparece pelo menos uma vez, com a maior parte podendo ser o dobro da maior parte
mais, ou a parti¢do é formada apenas por partes 1.

O niimero de particoes vermelha- em N partes é igual ao niimero de particoes

-azul, em N partes.

Bijecao entre as interpretagdes combinatdrias apresentadas para fq; (3.22)e fo3 (3.25).

Conjectura 7.6 Definindo -azul, as particoes onde as partes sdo compostas
por inteiros de 1 até n aparecendo pelo menos uma vez e no mdximo duas. As partes azuis
sdo contados duas vezes, onde todo impar de 1 até o dobro da maior parte menos um
aparece pelo menos uma vez, com a maior parte podendo ser o dobro da maior parte
mais, ou a particdo é formada apenas por partes 1. E particoes vermelha- as particoes
onde as partes vermelhas de 1 até n aparecem pelo menos trés e no mdximo quatro vezes, as
partes como sendo particoes irrestritas e contadas duas vezes. A maior parte é
duas vezes a maior parte vermelhas mais um, ou a particdo é formada apenas por partes

O niimero de particoes -azul em N partes é igual ao niimero de particoes vermelha-

, em N partes.
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Bijecdo entre as interpretagdes combinatdrias apresentadas para fq3 (3.25)e fos (3.28).

Conjectura 7.7 Definindo como particoes vermelha- as particoes onde as partes verme-
lhas de 1 até n aparecem pelo menos trés e no mdximo quatro vezes, as partes como
sendo particées irrestritas e contadas duas vezes. A maior parte é duas vezes a maior
parte vermelhas mais um, ou a particdo é formada apenas por partes |. E particoes -
azul as particoes onde as partes azuis sdo formadas por todos os pares de 0 até 2n — 2 apa-
recendo exatamente duas vezes. As partes sdo formadas por impares que de 1 até o
maior impar aparecem pelo menos uma vez, o maior impar sendo um a mais do que a maior
parte azul, e partes pares que aparecem aos pares, com maior parte par podendo ser um a mais
do que a maior parte impar.
O niimero de particoes vermelha- em N partes é igual ao niimero de particoes

-azul, em N partes.



CAPITULO 8

TRABALHOS FUTUROS

No célculo da férmula para o termo geral da sequéncia encontrada usando o Método de
Andrews com f,3(—g,t), nos deparamos com um novo instrumento de contagem, que difere
do coeficiente trinomial por ndo ter a variacdo de sinal. Apresentamos aqui uma interpretacao
em termos de caminhos reticulados e algumas conjecturas ligadas a este coeficiente. Nosso
objetivo, € encontrar propriedades que nos permitam compreender melhor as caracteristicas

combinatdrias desse coeficiente.
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n
No texto esse novo coeficiente foi denotado por e tem formula geral:
I
n n 2n —2h

j3:hZ_O h n—j—h

Construimos com esse coeficiente um tridngulo, cada linha representa um valor fixo de n

e as colunas se devem a variacao de j ( —n < j < n).

1
1 3 1
1 6 11 6 1

1 9 30 45 30 9 1
1 12 58 144 195 144 58 12 1
1 15 95 330 685 873 685 330 95 15 1
1 18 141 630 1770 3258 3989 3258 1770 630 141 18 1
1 21 196 1071 3801 9198 15533 18483 15533 9198 3801 1071 196 21 1

O que percebemos € que existem interpretacoes para as diagonais desse triangulo.
Da direita para a esquerda temos a primeira diagonal formada apenas por 1’s, a segunda

diagonal € formada por multiplos de 3, ou seja:

n n n n
= I; = = 3n.

n -n n—1 1-n
3 3 3 3

A diagonal, cujos primeiros termos sdo 1,11,30,58,95,141,--- é descrita em [[22],
A051682] pelos numeros hendecagonais que sao da forma @ Eles sdo encontrados
quando escrevemos os nimeros 0, 1,2, 3,4, --- em uma espiral triangular, a sequéncia dada re-
presenta os valores presentes na mesma linha, e a direita do 0. Essa diagonal pode ser descrita

COmo:
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A coluna central desse tridngulo tem os primeiros termos dados por 1, 3,11, 45,195,873, - - -

e € descrita em [[22], A026375], com termo geral dado por:

" n 2k
a(n) = Z =T(Q2n,n).
=0 | k k

Define-se T'(n, k) como o nimero de caminhos reticulados de (0, 0) até (n, n — 2k), usando
passos U = (1, 1), D = (1, -1) e, em niveis pares também H = (2,0). [[22], A026374.]
Neste caso € ficil ver a equivaléncia, ja que a coluna central do tridngulo corresponde a

j=0,esehvariade 0 até m, k = m — h varia de m até 0.

n 2(n—h) n n 2k " n 2k

03:;1 h)l n-n :kzz(; n—k | k :kzz(; k| k -

n

Para a segunda coluna, com primeiros termos dados por 1, 6, 30, 144,685 - - - encontramos

a mesma interpretacao em termos de caminhos reticulados,

"l =rean-1).  [1221,4026376]

1
3

Do mesmo modo, encontramos para a terceira coluna cujos primeiros termos sao dados

por 1,9,58,330,1170 - - -, a interpretacdo em termos de caminhos reticulados:

n
=T(2n,n-2). [[22],A026377]
2

3

Para as demais colunas ndo ha na literatura nenhuma interpretacao mas, as apresentadas

anteriormente nos levaram a seguinte conjectura

n
=TQ2n,n — j).

I )

Para mostrar que a conjectura é verdadeira utilizamos a definicao dada em [[22], A026374]

de que (1 + 3x + x?)" € a fungdo geradora para T'(2n, k).
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Sendo necessdrio apenas demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 8.1

n n

(1+3x+ )" = Z X,
=\ J ),
Demonstracao:
"l n n n
(1+3x+x)"=[1+x)>*+x]" = [(1 + x)*]" "Xt = Z (1 + x)>=2hxh =
=0 | h h=0\ h
n n 2n-2h 2n—-2h n 2n-2h n 2n—-2h
x2n—2h—k1k Xh — xn xn—h—k —
=0\ h k=0 k h=0 k=0 | h k
n n 2n—2h , " | n ,

X' Z Z x = Z Xt

j=—n >0\ h n—j—nh j=n\ J

3

Ao substituirmos j = n — h — k, observando que 4 varia de O até n e k de O até 2n — 2h,

podemos concluir que j ird variar de —n até n.

Corolario 8.1

n
=TQ2n,n — j).
J 3

Agora, tomando x = 1 no Teorema (8.1) conseguimos o seguinte resultado:

Corolario 8.2
n n
Z = 5"
=\ J ),

Reescrevendo a funcdo geradora (1 + 3x + x%)" = x¥"(x™' + 3 + x)", encontramos um fato

que j4 era visualizado no tridngulo
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Da seguinte igualdade segue uma importante propriedade,

G +3+0)" =7 +3+ 0+ 3+ 27!

Isso quer dizer que o coeficiente de x/ na expansdo de (x~' + 3 + x)" € igual a soma do
coeficiente de x/~! com o triplo do coeficiente de x/ e o coeficiente de x/*! na expansdo de

-1 -1 .
(x™" + 3+ x)" . Disso segue,

Conjecturas

Com esta nova interpretacdo para 7'(2n,n — j) e trabalhando com classes de uma linha

encontramos algumas conjecturas:

2n+1 5n ©
al Z . [[22], A247313] (8.1)
Jj=—00 3] 3
e n n i n n
P Z _ = Z — . [[221,A077569]  (8.2)
=3 ) (1=3 ) A3), \2-3j ),

Esta primeira igualdade foi encontrada no estudo da identidade 23.

(o)

5"+2:3"+1 2 341
hl - Z [[22]. A146086] (8.3)
j==ee 3
3 4] b n o n
t1_ Z _ Z . [1221,4007051] (8.4)
2 A 4 1-4j | | 4) 3-4j
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3" = Z[ " ] —[ " J . [[22],A000244] (8.5)
3 3

5";1 _ Z[ " ] +[ " ] [[22].A034478] 8.7)
3 3

2 5:_ +l = Z [ ! ] +[ " ] +[ " ] . [[22],A083065] (8.8)
3 3 3

5":3 _ Z[ " ] [ " ] +[ " ] . [[22]. A047850] (8.9)
| . , -
3 3 3

+
2 2 ) had n n

+ = Z - (8.10)
10 10 jm[SjJ3 [1—51‘]3

1 n "
s o RS S A
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(=)

2 2 & n n
_ Z - . [[22],A093131] (8.12)
V5 ol 1-5) 3-5j ).
& n n o n n
211 42y = Z — = Z - . [[22], A007582]
o\ 6f )\ 2-6j ) ==\ 6j ) | 4-6j ) w1
22n+1 1 & n n
: t_ Z _ . [[22],A007583] (8.14)
Jj=—00 6] 3 3 — 6] 3
. 2n—1 22n—1 1 © n n s n n
3 +3 1 3 _ > _ . [[22],A007581]
Jj=—o0 6] 3 5—6] 3 Jj=—00 6] 3 1 —6] 3
(8.15)
b n n
212l _ ) = Z - . [[22],A006516] (8.16)
3 3
-1 O n n
- Z - . [[22],A002450] (8.17)
3 Hli-ej o L4-6j

Nosso objetivo, em trabalhos futuros, é encontrar propriedades deste tridngulo que nos
n
permitam compreender melhor as caracteristicas combinatérias do coeficiente

I )
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CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho apresentamos novas interpretacdes combinatdrias para as sequéncias que
incluem as sequéncias de Fibonacci, Pell e Jacobsthal, utilizando o método de Andrews. Através
das conjecturas polinomiais encontradas por Santos apresentamos também novas férmulas para
o termo geral dessas sequéncias, ou subsequéncias delas. Fizemos o mesmo estudo para outras
sequéncias, com as mais variadas interpretacdes, porém nao tdo conhecidas como as citadas
anteriormente.

Através dessas interpretagdes, pudemos ainda, provar bijetivamente algumas identidades
entre nossas interpretacdes combinatorias, nesse aspecto, deixamos algumas em aberto.

No célculo de algumas dessas féormulas para os termos gerais da sequéncia nos depara-
mos com um novo instrumento de contagem que difere do coeficiente trinomial por ndo ter a
variagdo de sinal. Foi possivel encontrar uma interpretacio para esse coeficiente em termos de
caminhos reticulados. Construimos, com esses coeficientes, um triangulo e pretendemos encon-
trar propriedades dele que nos permitam compreender melhor as caracteristicas combinatorias

desse novo coeficiente.
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