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ABSTRACT

We have presented in this work new combinatorial interpretations for sequences including

Fibonacci numbers, Pell numbers and Jacobsthal numbers, in terms of partitions. At the first

moment we have listed the identities, definitions and results that we used in this work. Next we

have introduced the Andrews method to find out the recurrence relations used at combinatorial

interpretations and examples that them had been done. The next chapters are dedicated to

new interpretations to Fibonacci, Pell and Jacobsthal sequences, and others. Lastly we have

found identities among the sequences, some of them proved bijectively, through combinatorial

interpretations setted up on previous chapters.

RESUMO

Neste trabalho apresentamos novas interpretações combinatórias para sequências que in-

cluem os números de Fibonacci, os números de Pell e os números de Jacobsthal, em termos de

partição. Na primeira parte listamos as identidades, definições e resultados que foram utiliza-

dos durante o trabalho. Na segunda parte introduzimos o método de Andrews para encontrar

as relações de recorrência usadas nas interpretações combinatórias e exemplos de como es-

tas interpretações foram feitas. Os capı́tulos seguintes estão dedicados a novas interpretações

para as sequências de Fibonacci, Pell, Jacobsthal, entre outras. No último capı́tulo encontra-

mos identidades entre as sequências, algumas provadas bijetivamente, através das interpretações

combinatórias estabelecidas nos capı́tulos anteriores.
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3 Novas interpretações combinatórias para os números de Fibonacci 29
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ix



x



❛❜❜❜❜❜❜❜❜❜❜❜❜❜❜❜❜❜❜❝
❞❞❞

Ao meu marido Fabiano e ao

meu filho Fábio.
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famı́lia que me ama e me apoia sempre e por me guiar na formação de uma nova famı́lia, ambas
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Agradeço aos meus amigos de maneira geral. Alguns não têm a menor ideia do que é
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INTRODUÇÃO

Em geral, as séries vistas em cálculo são hipergeométricas e por isto alguns fatos a res-

peito delas são conhecidos. Apesar disto, muitos pesquisadores, que se deparam com tais séries

em seus trabalhos, não estão conscientes da teoria geral existente acerca das mesmas. Vários

fatos sobre séries hipergeométricas foram, primeiramente, encontrados por Euler e uma impor-

tante identidade foi descoberta por Pfaff, um dos professores de Gauss. Contudo, foi Gauss

mesmo quem completamente reconheceu seu significado e deu um tratamento sistemático em

dois importantes trabalhos, um dos quais foi publicado após sua morte. Uma razão para o inte-

resse de Gauss nestas séries foi o fato de que as funções elementares e várias outras importantes

funções em matemática podem ser expressas em termos de funções hipergeométricas. Meio

século depois de Gauss, Riemann apresentou as funções hipergeométricas sob um ponto de

vista diferente o que tornou disponı́vel as fórmulas básicas com um mı́nimo de cálculo.

Em 1894, L.J Rogers descobriu um par de identidades que, mais tarde, passaram a se

chamar Identidades de Rogers-Ramanujan. Durante a primeira metade de Século XX vários

matemáticos incluindo Rogers, F.H. Jacson e W. N. Bailey descobriram várias identidades que,

na forma, assemelham-se às de Rogers-Ramanujan. Em sua tese de doutorado, L. J. Slater

(aluna de Bailey) apresentou uma lista de 130 identidades do tipo Rogers-Ramanujan. Em 1986

Andrews apresentou um algoritmo através do qual generalizações polinomiais de Identidades

do tipo Rogers-Ramanujan podem ser obtidas.

Uma das principais razões para o estudo de identidades do tipo Rogers-Ramanujan é o
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Introdução 2

fato de identidades deste tipo surgirem em problemas de modelagem em Mecânica Estatı́stica,

Teoria de representação de grupos, Álgebras de Lie, Combinatória, etc.

Neste trabalho apresentamos novas interpretações combinatórias para várias sequências a

partir de ideias dadas por Andrews em [3], e resultados dados por Santos em [9]. Andrews in-

troduziu uma função de duas variáveis para o estudo de Identidades do tipo Rogers-Ramanujan

e Santos conjecturou fórmulas explı́citas para famı́lias de polinômios que podem ser obtidas

usando-se o método de Andrews para mais de 70 identidades da lista de 130 de Slater [19]. As

fórmulas apresentadas neste trabalho podem ser provadas como feito em [12] para a Identidade

20, fazendo-se vários cálculos, ou com a ajuda do programa dado por Sills em [16]. Obtive-

mos interpretações combinatórias para sequências, que incluem os números de Fibonacci, os

números de Pell e os números de Jacobsthal em termos de partição. Para isso, usamos as Iden-

tidades 9, 12, 15, 16, 19, 20, 23, 27, 28, 29, 31, 32, 33, 38, 39, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 50,

51, 62, 63, 66, 67, 80, 81, 82, 84, 87, 95, 111, 113, 114, 115, 116, 117, 118, 119, 120, 121,

122, 123, 124 e 125 listadas abaixo, que são parte da lista de 130 identidades dadas por Sla-

ter em [19]. Também foram estudadas as sequências A052542, A006054, A003462, A006054,

A001654, A028495, A052534, A007051, A188022, A000079, A000244, A077846 e A025192

dadas em [22].

Ao longo deste trabalho, usaremos a notação de q-séries,

(a)n = (a; q)n =

∞∏

j=0

(1 − aq j)

(1 − aq j+n)
= (1 − a)(1 − aq) . . . (1 − aqn−1) (1)

onde n é um inteiro positivo, e

(a; q)∞ = (a)∞ =

∞∏

j=0

(1 − aq j), (2)

para |q| < 1.

Identidade 9:

∞∑

n=0

qn(2n+1)

(q; q)2n+1

=
1

(q2; q2)∞
(q4; q4)∞(−q3; q4)∞(−q; q4)∞. (3)



Introdução 3

Identidade 12:

∞∑

n=0

(−1; q)nq(n+1
2 )

(q; q)n

=
(−q; q)∞

(q; q)∞
(q4; q4)∞(q2; q4)2

∞. (4)

Identidade 15:

∞∑

n=0

(−1)nqn(3n−2)

(q4; q4)n(−q; q2)n

=
1

(q2; q2)∞
(q5; q5)∞(q4; q5)∞(q; q5)∞. (5)

Identidade 16:

∞∑

n=0

qn2+2n

(q4; q4)n

=
(−q; q2)∞

(q2; q2)∞
(q5; q5)∞(q4; q5)∞(q; q5)∞. (6)

Identidade 19:

∞∑

n=0

(−1)nq3n2

(q4; q4)n(−q; q2)n

=
1

(q2; q2)∞
(q5; q5)∞(q3; q5)∞(q2; q5)∞. (7)

Identidade 20:

∞∑

n=0

qn2

(q4; q4)n

=
(−q; q2)∞

(q2; q2)∞
(q5; q5)∞(q3; q5)∞(q2; q5)∞. (8)

Identidade 23:

∞∑

n=0

(−1)nqn2

(q2; q2)n

=
(q; q2)∞

(q2; q2)∞
(q6; q6)∞(q4; q6)∞(q2; q6)∞. (9)

Identidade 27:

∞∑

n=0

(−q; q2)nq2n(n+1)

(q; q2)n+1(q4; q4)n

=
1

(q2; q2)∞
(q6; q6)∞(−q5; q6)∞(−q; q6)∞. (10)

Identidade 28:

∞∑

n=0

(−q2; q2)nqn2+n

(q; q)2n+1

=
(−q2; q2)∞

(q2; q2)∞
(q6; q6)∞(−q5; q6)∞(−q; q6)∞. (11)
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Identidade 29:

∞∑

n=0

(−q; q2)nqn2

(q; q)2n

=
(−q; q2)∞

(q2; q2)∞
(q6; q6)∞(−q4; q6)∞(−q2; q6)∞. (12)

Identidade 31:

∞∑

n=0

q2n(n+1)

(q2; q2)n(−q; q)2n+1

=
1

(q2; q2)∞
(q7; q7)∞(q6; q7)∞(q; q7)∞. (13)

Identidade 32:

∞∑

n=0

q2n(n+1)

(q2; q2)n(−q; q)2n

=
1

(q2; q2)∞
(q7; q7)∞(q5; q7)∞(q2; q7)∞. (14)

Identidade 33:

∞∑

n=0

q2n2

(q2; q2)n(−q; q)2n

=
1

(q2; q2)∞
(q7; q7)∞(q4; q7)∞(q3; q7)∞. (15)

Identidade 38:

∞∑

n=0

q2n(n+1)

(q; q)2n+1

=
1

(q2; q2)∞
(q8; q8)∞(−q7; q8)∞(−q; q8)∞. (16)

Identidade 39:

∞∑

n=0

q2n2

(q; q)2n

=
1

(q2; q2)∞
(q8; q8)∞(−q5; q8)∞(−q3; q8)∞. (17)

Identidade 43:

∞∑

n=0

(−q; q)nq
1
2

n(n+3)

(q; q2)n+1(q; q)n

=
(−q; q)∞

(q; q)∞
(q10; q10)∞(q9; q10)∞(q; q10)∞. (18)

Identidade 44:

∞∑

n=0

q
3
2

n(n+1)

(q; q2)n+1(q; q)n

=
1

(q; q)∞
(q10; q10)∞(q8; q10)∞(q2; q10)∞. (19)
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Identidade 45:

∞∑

n=0

(−q; q)nq
1
2

n(n+1)

(q; q2)n+1(q; q)n

=
(−q; q)∞

(q; q)∞
(q10; q10)∞(q7; q10)∞(q3; q10)∞. (20)

Identidade 46:

∞∑

n=0

q
1
2

n(3n−1)

(q; q2)n(q; q)n

=
1

(q; q)∞
(q10; q10)∞(q6; q10)∞(q4; q10)∞. (21)

Identidade 47:

∞∑

n=0

(−1; q2)nqn2

(q; q)2n

=
1

(q; q)∞
(q4; q4)∞(q6; q8)∞(q2; q8)∞(−q; q2)∞. (22)

Identidade 48:

∞∑

n=0

(−1; q2)nqn(n+1)

(q; q)2n

=
1

(q; q)∞
(−q3;−q3)∞(−q2;−q3)∞(q;−q3)∞. (23)

Identidade 50:

∞∑

n=0

(−q; q2)nqn(n+2)

(q; q)2n+1

=
1

(q; q)∞
(q12; q12)∞(q10; q12)∞(q2; q12)∞. (24)

Identidade 51:

∞∑

n=0

(−q; q2)nqn(n+1)

(q; q)2n+1

=
1

(q; q)∞
(q12; q12)∞(q8; q12)∞(q4; q12)∞. (25)

Identidade 62:

∞∑

n=0

(−q; q)nq
1
2

n(3n+1)

(q; q)2n+1

=
(−q; q)∞

(q; q)∞
(q5; q5)∞(q4; q5)∞(q; q5)∞(q7; q10)∞(q3; q10)∞. (26)

Identidade 63:

∞∑

n=0

(−q; q)nq
3
2

n(n+1)

(q; q)2n+1

=
(−q; q)∞

(q; q)∞
(q5; q5)∞(q3; q5)∞(q2; q5)∞(q9; q10)∞(q; q10)∞. (27)
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Identidade 66:

∞∑

n=0

(−1; q4)n(−q; q2)nqn2

(q2; q2)2n

=
(−q; q2)∞

(q2; q2)∞
(q16; q16)∞(q10; q16)∞(q6; q16)∞ (28)

+q((q16; q16)∞(q14; q16)∞(q2; q16)∞).

Identidade 67:

∞∑

n=0

(−1; q4)n(−q; q2)nqn2+2n

(q2; q2)2n

=
(−q; q2)∞

(q2; q2)∞
((q16; q16)∞(q10; q16)∞(q6; q16)∞ (29)

−q(q16; q16)∞(q14; q16)∞(q2; q16)∞).

Identidade 80:

∞∑

n=0

(−q; q)nq
n(n+1)

2

(q2; q2)n(q; q2)n+1

=
(−q; q)∞

(q; q)∞
((q21; q21)∞(−q13; q21)∞(−q8; q21)∞ (30)

−q2(q21; q21)∞(−q20; q21)∞(−q; q21)∞).

Identidade 81:

∞∑

n=0

(−q; q)nq
n(n+1)

2

(q2; q2)n(q; q2)n

=
(−q; q)∞

(q; q)∞
((q21; q21)∞(−q11; q21)∞(−q10; q21)∞ (31)

−q(q21; q21)∞(−q17; q21)∞(−q4; q21)∞).

Identidade 82:

∞∑

n=0

(−q; q)nq
n(n+3)

2

(q2; q2)n(q; q2)n+1

=
(−q; q)∞

(q; q)∞
((q21; q21)∞(−q16; q21)∞(−q5; q21)∞ (32)

−q(q21; q21)∞(−q19; q21)∞(−q2; q21)∞).

Identidade 84:

∞∑

n=0

qn(2n+1)

(q; q)2n+1

=
1

(q; q)∞
(q8; q8)∞(q6; q8)∞(q2; q8)∞(q12; q16)∞(q4; q16)∞. (33)
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Identidade 87:

∞∑

n=0

(q2; q4)nq2n(n+1)

(q4; q4)n(q; q2)n(q; q2)n+1

=
1

(q2; q2)∞
(q6; q6)∞(−q; q6)∞(−q5; q6)∞. (34)

Identidade 95:

∞∑

n=0

(−q; q2)nqn(3n−2)

(q2; q2)2n

=
(−q; q2)∞

(q2; q2)∞
(q10; q10)∞(q7; q10)∞(q3; q10)∞(q4; q20)∞(q16; q20)∞. (35)

Identidade 111:

∞∑

n=0

(−q; q2)n(q6; q6)n−1qn2+2n

(q2; q2)2n(q2; q2)n−1

=
(−q; q2)∞

(q2; q2)∞
((q36; q36)∞(q21; q36)∞(q15; q36)∞ (36)

−q(q36; q36)∞(q27; q36)∞(q9; q36)∞).

Identidade 113:

∞∑

n=0

(−q; q2)n(q6; q6)n−1qn2

(q2; q2)2n(q2; q2)n−1

=
(−q; q2)∞

(q2; q2)∞
((q36; q36)∞(q21; q36)∞(q15; q36)∞ (37)

−q3(q36; q36)∞(q33; q36)∞(q3; q36)∞).

Identidade 114:

∞∑

n=0

(−q; q2)n(q6; q6)n−1qn2

(q2; q2)2n−1(q2; q2)n

=
(−q; q2)∞

(q2; q2)∞
(q36; q36)∞(q21; q36)∞(q15; q36)∞ (38)

Identidade 115:

∞∑

n=0

(−q; q2)n+1(q6; q6)nqn(n+2)

(q2; q2)2n+2(q2; q2)n

=
(−q; q2)∞

(q2; q2)∞
(q36; q36)∞(q27; q36)∞(q9; q36)∞ (39)

Identidade 116:

∞∑

n=0

(−q; q2)n+1(q6; q6)nqn(n+4)

(q2; q2)2n+2(q2; q2)n

=
(−q; q2)∞

(q2; q2)∞
(q36; q36)∞(q33; q36)∞(q3; q36)∞ (40)
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Identidade 117:

∞∑

n=0

(−q; q2)nqn2

(q2; q2)2n

=
(−q; q2)∞

(q2; q2)∞
((q42; q42)∞(−q23; q42)∞(−q19; q42)∞ (41)

−q3(q42; q42)∞(−q37; q42)∞(−q5; q42)∞).

Identidade 118:

∞∑

n=0

(−q; q2)nqn(n+2)

(q2; q2)2n

=
(−q; q2)∞

(q2; q2)∞
((q42; q42)∞(−q25; q42)∞(−q17; q42)∞) (42)

−q(q42; q42)∞(−q31; q42)∞(−q11; q42)∞).

Identidade 119:

∞∑

n=0

(−q; q2)n+1qn(n+2)

(q2; q2)2n+1

=
(−q; q2)∞

(q2; q2)∞
((q42; q42)∞(−q29; q42)∞(−q13; q42)∞) (43)

Identidade 120:

∞∑

n=0

(−q2; q2)n−1qn(n+1)

(q; q)2n

=
1

(q; q)∞
((q48; q48)∞(−q26; q48)∞(−q22; q48)∞) (44)

−q(q48; q48)∞(−q34; q48)∞(−q14; q48)∞).

Identidade 121:

∞∑

n=0

(−q2; q2)n−1qn2

(q; q)2n

=
1

(q; q)∞
((q48; q48)∞(−q26; q48)∞(−q22; q48)∞) (45)

−q2(q48; q48)∞(−q38; q48)∞(−q10; q48)∞).

Identidade 122:

∞∑

n=0

(−q2; q2)nqn(n+3)

(q; q)2n=2

=
1

(q; q)∞
((q48; q48)∞(−q38; q48)∞(−q10; q48)∞) (46)

−q3(q48; q48)∞(−q46; q48)∞(−q2; q48)∞).
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Identidade 123:

∞∑

n=0

(−q2; q2)nqn(n+2)

(q; q)2n+2

=
1

(q; q)∞
(q16; q16)∞(q10; q16)∞(q6; q16)∞(q28; q32)∞(q4; q32)∞. (47)

Identidade 124:

∞∑

n=0

(q3; q6)nq2n(n+1)

(q2; q2)2n+1(q; q2)n

=
1

(q2; q2)∞
(q18; q18)∞(q28; q36)∞(q13; q36)∞(−q13; q18)∞(−q5; q18)∞.

(48)

Identidade 125:

∞∑

n=0

(q3; q6)nq2n(n+2)

(q2; q2)2n+1(q; q2)n

=
1

(q2; q2)∞
(q18; q18)∞(q32; q36)∞(q4; q32)∞(−q11; q18)∞(−q7; q18)∞.

(49)
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CAPÍTULO 1

DEFINIÇÕES

Antes de apresentarmos nossos resultados são necessárias algumas definições. Iniciamos

introduzindo os objetos de estudo: partição, sobrepartição e partição em cores. Em seguida,

definimos as sequências de Fibonacci, Pell e Jacobsthal e listamos algumas relações e resultados

importantes.

11



Definições 12

Uma partição de um inteiro n é uma sequência não crescente de inteiros positivos

(λ1, λ2 · · · λk), tal que
∑k

i=1 λi = n. Por exemplo, para n = 4 as partições são:

4 3 + 1 2 + 2 2 + 1 + 1 1 + 1 + 1 + 1.

Denotamos o número de partições de n por p(n), no caso do exemplo anterior, temos

p(4) = 5.

Uma sobrepartição de um inteiro n é uma partição de n, onde a primeira aparição de uma

parte pode ser marcada. Utilizando novamente o inteiro 4 para exemplificar, temos abaixo a

lista de suas sobrepartições:

4 4̄ 3 + 1 3̄ + 1 3 + 1̄ 3̄ + 1̄ 2 + 2 2̄ + 2 2 + 1 + 1

2̄ + 1 + 1 2 + 1̄ + 1 2̄ + 1̄ + 1 1 + 1 + 1 + 1 1̄ + 1 + 1 + 1.

As sobrepartições de um inteiro n são denotadas por p̄(n) e, para n = 4 temos o total de

p̄(4) = 14.

Uma partição em cores de um inteiro n é uma partição onde as partes de uma dada cor

representam uma partição com certas restrições. Utilizando ainda n = 4, podemos definir, como

exemplo, as partições laranja-azul como segue:

Partições laranja-azul são aquelas onde as partes laranjas são formadas por pares distintos

e ı́mpares irrestritos e as partes azuis por pares irrestritos.

4 3 + 1 2 + 1 + 1 1 + 1 + 1 + 1 4 2 + 2 2 + 2 2 + 1 + 1.

Podemos denotar o número de partições laranja-azul de n por pl,a(n) e com isso,

pl,a(4) = 8.

Iremos estabelecer igualdades entre o número de partições com restrições e sequências

conhecidas, como as sequências de Fibonacci, Pell e Jacobsthal, definidas a seguir.

Os números de Pell 1, 2, 5, 12, 29, . . . , definidos pela relação de recorrência p0 = 1;

p1 = 2; pn = 2pn−1 + pn−2, n ≥ 2, são os denominadores da sequência de números racionais
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1

1
,

3

2
,

7

5
,

17

12
,

41

29
,

99

70
, . . .

que são os convergentes da fração contı́nua que representa
√

2.

Os números de Fibonacci 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, . . . são definidos por

F0 = 0; F1 = 1; Fn = Fn−1 + Fn−2, n ≥ 2.

Os números de Jacobsthal 1, 1, 3, 5, 11, 21, 43, . . . são definidos por

J0 = 1; J1 = 1; Jn = Jn−1 + 2Jn−2, n ≥ 2.

Nas conjecturas para os polinômios, apresentadas neste texto, necessitamos de algumas

relações listadas abaixo. Para simplificar, usamos a seguinte definição,

Os polinômios Gaussianos são definidos como a seguir:


n

m


q

=



(q)n

(q)m(q)n−m

, 0 ≤ m ≤ n

0, caso contário.

(1.1)

Estes polinômios são conhecidos como q-análogos dos números binomiais, o que significa

que o limite quando q tende a 1 de (1.1) é


n

m

 =
n!

(n − m)!m!
, [p. 64 [7]].

Os coeficientes de x j+n na expansão de (1 + x + x2)n são chamados de coeficientes trino-

miais e são dados por:


n

j


2

=
∑

h≥0

(−1)h


n

h




2n − 2h

n − j − h

 . (1.2)

Tais coeficientes satisfazem as seguintes identidades.


n

j


2

=


n

− j


2

. (1.3)


n

j


2

=


n − 1

j − 1


2

+


n − 1

j


2

+


n − 1

j + 1


2

. (1.4)
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As duas expressões seguintes são q-análogos dos coeficientes trinomiais, da mesma ma-

neira que os polinômios Gaussianos são q-análogos dos números binomiais, ou seja, o limite

quando q tende a 1, de cada um desses valores, resulta nos coeficientes trinomias.

[[5], Eq. (4.2) e Eq. (4.3)]

T0(n, j, q) =
∑

h≥0

(−1)h


n

h


q2


2n − 2h

n − j − h


q

. (1.5)

T1(n, j, q) =
∑

h≥0

(−q)h


n

h


q2


2n − 2h

n − j − h


q

. (1.6)

Para verificarmos isso, basta observar que ao trocarmos q por q2 em (1.1) encontramos
n

h


q2

. Como

lim
q→1


n

h


q2

=


n

h

 e lim
q→1


2n − 2h

n − j − h


q

=


2n − 2h

n − j − h

.

Temos que,

lim
q→1

T0 = lim
q→1

T1 =


n

h


2

.

Podemos ainda definir U(n, j) e CT (n, j) como:

U(n, j) = T0(n, j, q) + T0(n, j + 1, q). (1.7)

CT (n, j) = T1(n, j, q1/2). (1.8)

O seguinte q-análogo dos coeficientes trinomias também é necessário:

J(n, j, q) =
∑

h≥0

(−1)hqh2


n

h


q2


2n − 2h

n − j − h


q2

. (1.9)

Juntamente com lim
q−→−1

J(n, j, q), neste texto denotado por


n

j


3

, dado por
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n

j


3

=
∑

h≥0


n

h




2n − 2h

n − j − h

 .

O limite (1.10) será utilizado na demostração da Identidade (6), a qual será utilizada para

exemplificar o método de Andrews.

lim
n−→∞

U(n, j) =
(−q; q2)∞

(q2; q2)∞
. [[5], Eq.(4.16)] (1.10)

São necessários ainda dois resultados importantes, cujas demonstrações podem ser en-

contradas nas bibliografias citadas:

Lema de Abel: Se lim
n−→∞

an = L, então lim
t−→1−

(1 − t)

∞∑

n=0

antn = L. [p. 190 [6]]

Produto Triplo de Jacobi:

∞∑

n=−∞
(−1)nxnqn(n+1)/2 =

∞∏

n=1

(1 − x−1qn−1)(1 − xqn)(1 − qn).

[[21], Eq. (1.1)]
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CAPÍTULO 2

MÉTODO DE ANDREWS E

INTERPRETAÇÕES COMBINATÓRIAS

Vamos descrever aqui a ideia introduzida por Andrews em [3] e utilizada por Santos

em [9] para encontrar as relações de recorrência apresentadas neste trabalho. O interessante

destas relações de recorrência é que, para certos valores da variável q, obtemos importantes

sequências. Mostraremos, através de dois exemplos, como estas interpretações combinatórias

foram obtidas. Um deles envolve uma sequência conhecida e o outro uma não conhecida.

17
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Método de Andrews

Uma identidade do tipo Rogers-Ramanujan é uma igualdade π(q) = φ(q), onde π(q) é

uma série e φ(q) é um produto infinito. O método de Andrews define uma função de duas

variáveis f (q, t) com propriedades que auxiliam na demostração desta identidade, e que permite

as interpretações combinatórias. Considere essa função com as seguintes propriedades:

i) f (q, t) =

∞∑

n=0

Pn(q) tn, onde Pn(q) são polinômios;

ii) lim
n−→∞

Pn(q) = φ(q);

iii) f (q, t) satisfaz uma equação não homogênea da forma:

f (q, t) = R1(q, t) + R2(q, t) f (q, tqk),

onde R1 e R2 são funções racionais de q e k é um inteiro não negativo. A função f (q, t) é obtida

inserindo-se um parâmetro t em π(q) de maneira que o (n + 1)-ésimo termo desta nova série é

obtido a partir do n-ésimo termo, trocando t por tqk. Através de i) e iii) é possı́vel obter a uma

relação de recorrência para Pn(q), que pode ser interpretada combinatorialmente e, com f (q, t)

e o Lema de Abel, é possı́vel mostrar que π(q) = φ(q).

Vamos apresentar aqui a ideia geral deste trabalho, mostrar como aplicar o método de

Andrews para encontrar as relações de recorrência e como interpretar combinatorialmente as

funções f (q, t).

Equação funcional

Dada uma identidade do tipo Rogers-Ramanujan, podemos introduzir o parâmetro t no

somatório, como sugerido em i) no método de Andrews, de maneira que possamos encontrar

uma equação funcional como em iii). Esta equação funcional será importante para chegarmos

à relação de recorrência, que é o objeto central de nossas interpretações.

Para exemplificar, considere a Identidade 16, equação (6), dada por:

∞∑

n=0

qn2+2n

(q4; q4)n

=
(−q; q2)∞

(q2; q2)∞
(q5; q5)∞(q4; q5)∞(q; q5)∞. (2.1)
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Se introduzirmos o parâmetro t no somatório de (2.1) da seguinte maneira

∞∑

n=0

tnqn2+2n

(t; q2)n+1(−tq2; q2)n

, (2.2)

encontramos uma função de duas variáveis, que será chamada de f16(q, t).

De acordo com o método de Andrews esta função deve satisfazer as propriedades i), ii) e

iii). Reescrevendo a função f16(q, t), é possı́vel encontrar a propriedade iii), da seguinte maneira

f16(q, t) =

∞∑

n=0

tnqn2+2n

(t; q2)n+1(−tq2; q2)n

=
1

(1 − t)
+

∞∑

n=1

tnqn2+2n

(t; q2)n+1(−tq2; q2)n

=

1

(1 − t)
+

∞∑

n=0

tn+1qn2+4n+3

(1 − t)(tq2; q2)n+1(1 + tq2)(−tq4; q2)n

=

1

(1 − t)
+

tq3

(1 − t)(1 + tq2)

∞∑

n=0

tnqn2+4n

(tq2; q2)n+1(−tq4; q2)n

=

1

(1 − t)
+

tq3

(1 − t)(1 + tq2)
f16(q, tq2).

Reorganizando, temos a equação funcional procurada:

(1 − t)(1 + tq2) f16(q, t) = 1 + tq2 + tq3 f16(q, tq2). (2.3)

Relação de recorrência

De posse desta equação funcional, e sabendo que o coeficiente de tn da equação (2.2) é um

polinômio em q, podemos chegar à uma relação de recorrência. Continuando com o exemplo

de f16(q, t), usando a equação funcional (2.3) e substituindo nela f16(q, t) =

∞∑

n=0

Pntn obtemos

(1 − t)(1 + tq2)

∞∑

n=0

Pntn = 1 + tq2 + tq3

∞∑

n=0

Pnq2ntn,

Expandindo a igualdade obtemos

∞∑

n=0

Pntn −
∞∑

n=1

Pn−1tn + q2

∞∑

n=1

Pn−1tn − q2

∞∑

n=2

Pn−2tn = 1 + tq2 + q3

∞∑

n=1

Pn−1q2n−2tn,
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P0+(P1−P0+q2P0) t+

∞∑

n=2

(Pn−Pn−1+q2Pn−1−q2Pn−2)tn = 1+(q2+q3P0) t+q3

∞∑

n=2

Pn−1q2n−2tn.

Igualando os coeficientes de mesma potência encontramos

P0 = 1, P1 − P0 + q2P0 = q2 + q3P0

e
∞∑

n=2

(Pn − Pn−1 + q2Pn−1 − q2Pn−2)tn = q3

∞∑

n=2

Pn−1q2n−2tn.

E com isso chegamos à relação de recorrência dada por:

P0 = 1; P1 = 1 + q3;

Pn(q) = (1 − q2 + q2n+1)Pn−1 + q2Pn−2. (2.4)

Em muitos casos, para q = 1, essa é uma relação da qual já temos uma interpretação. O

que fazemos é analisar f (q, t) em termos de partição e encontrar uma interpretação combinatória

para essas sequências, usando o fato de que PN(q) é o coeficiente de tN em f (q, t). Também

encontramos interpretações combinatórias para a relação com q = −1, basta usar a função

correspondente fi(−q, t).

Antes de apresentarmos um exemplo de como as interpretações combinatórias foram fei-

tas, vamos exemplificar como é possı́vel provar as identidades do tipo Rogers-Ramanujam,

apresentadas na introdução.

Prova da Identidade 16

Santos apresentou em [9] uma fórmula explicı́ta para os representantes de posição ı́mpar

da famı́lia de polinômios dadas por (2.4):

P2n−1(q) =

∞∑

j=−∞
q10 j2+3 jU(2n, 5 j) −

∞∑

j=−∞
q10 j2+13 j+4U(2n, 5 j + 3).

Ela pode ser provada como feito para a Identidade 20 em [12] , através de vários cálculos,

ou com a ajuda de um pacote dado por Sills em [16].
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Tendo provado isso, é possı́vel mostrar a Identidade (2.1) tomando o lim
n−→∞

Pn(q).

∞∑

n=0

qn2+2n

(q4; q4)n

= lim
t−→1−

(1 − t) f16(q, t)

∗︷︸︸︷
= lim

n−→∞
Pn(q) =

lim
n−→∞


∞∑

j=−∞
q10 j2+3 jU(2n, 5 j) −

∞∑

j=−∞
q10 j2+13 j+4U(2n, 5 j + 3)


∗∗︷︸︸︷
=

(−q; q2)∞

(q2; q2)∞


∞∑

j=−∞
q10 j2+3 j −

∞∑

j=−∞
q10 j2+13 j+4

 =

(−q; q2)∞

(q2; q2)∞

∞∑

n=−∞
(−1)nqn(5n+3)/2

∗∗∗︷︸︸︷
=

(−q; q2)∞

(q2; q2)∞
(q5; q5)∞(q4; q5)∞(q; q5)∞.

Observe que foram usados o Lema de Abel (∗) , o limite dado pela equação (1.10) (∗∗) e

o Produto triplo de Jacob com x = q−1 e q = q5 (∗ ∗ ∗), apresentados na introdução.

Nosso objetivo é encontrar interpretações combinatórias para as equações sem provar

as identidades, mas este exemplo serve para mostrar de maneira completa como o método de

Andrews pode ser usado.

Usando o fato de termos Pn(1) ou Pn(−1) como uma sequência conhecida e uma fórmula

explı́cita para Pn(q) podemos, além da interpretação combinatória, encontrar uma nova fórmula

geral para tal sequência. Neste trabalho, procedemos como no exemplo seguinte para encon-

trarmos novas fórmulas para as sequências estudadas.

Fórmula para os números de Fibonacci usando a Identidade 16

Utilizando o método de Andrews é possı́vel, por exemplo, encontrar uma nova fórmula

fechada para a sequência de Fibonacci. Substituindo q = 1 em (2.4) chegamos à sequência dos

números de Fibonacci. Ao mesmo tempo, sabemos que

P2n−1(q) =

∞∑

j=−∞
q10 j2+3 jU(2n, 5 j) −

∞∑

j=−∞
q10 j2+13 j+4U(2n, 5 j + 3) (2.5)

usando (1.5) e (1.7) em (2.5) e tomando o limite quando q tende para 1, podemos encontrar uma

nova fórmula para a subsequência ı́mpar dos números de Fibonacci.
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lim
q−→1

P2n−1(q) =

∞∑

j=−∞

[(
2n

5 j

)

2

+

(
2n

5 j + 1

)

2

−
(

2n

5 j + 3

)

2

−
(

2n

5 j + 4

)

2

]
.

Quando fazemos a substituição q = 1 em (2.4) encontramos a sequência de Fibonacci

deslocada, pois Pn(1) = Fn+2. Fazendo o mesmo deslocamento em (2.5) podemos concluir que

F2n+1 =

∞∑

j=−∞

[(
2n − 1

5 j

)

2

+

(
2n − 1

5 j + 1

)

2

−
(
2n − 1

5 j + 3

)

2

−
(
2n − 1

5 j + 4

)

2

]
, n ≥ 1.

Conjecturamos que:

Fn =

∞∑

j=−∞

[(
n − 1

5 j

)

2

+

(
n − 1

5 j + 1

)

2

−
(

n − 1

5 j + 3

)

2

−
(

n − 1

5 j + 4

)

2

]
=

∞∑

j=−∞

(
n + 2

5 j + 1

)

2

−
(

n + 2

5 j + 3

)

2

.

Interpretação Combinatória da Identidade 16

Iremos mostrar uma forma de obter uma interpretação combinatória para a Identidade 16,

para tanto é conveniente reescrever a função f16 da seguinte maneira:

∞∑

n=0

tnqn2+2n

(t; q2)n+1(−tq2; q2)n

=
1

(1 − t)

1 +
∞∑

n=1

tnqn2+2n

(1 − t2q2+2) · · · (1 − t2q2n+2n)

 .

É importante observar que o fator 1/(1 − t) = 1 + t + t2 + · · · , |t| < 1, faz com que, ao

interpretarmos a parte interna do somatório estamos contando as partições em até N partes, já

que o expoente de t conta o número de partes e o expoente de q o número particionado.

Consideramos o expoente n(n+2) de q como a soma 3+5+ · · ·+2n+1, que significa que a

maior parte é ı́mpar e todo ı́mpar de 3 até 2n+ 1 aparece exatamente uma vez. No denominador

olhamos para um número da forma 4n, como 2n + 2n, que pode ser visto como cada parte par

aparecendo um número par de vezes, pois só aparecem de componentes do tipo t2q2n+2n.

Com essas observações e levando em consideração o fator 1/(1 − t), podemos enunciar o

seguinte teorema, capaz de fornecer uma interpretação para os números de Fibonacci em termos

de partição.
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Teorema 2.1 O número de partições em no máximo N partes, onde a maior parte é ı́mpar, todo

ı́mpar de 3 até a maior parte aparece exatamente uma vez e cada parte par aparece um número

par de vezes é igual a FN+2.

Na Tabela (2.1) mostramos como o teorema funciona para pequenos valores de N.

Partições descritas no Teorema (2.1)

N FN+2

0 ∅ 1

1 3 2

2 3 + 5 3

3 7 + 5 + 3; 3 + 2 + 2; 5

4 9 + 7 + 5 + 3; 5 + 4 + 4 + 3; 5 + 3 + 2 + 2 8

5 11 + 9 + 7 + 5 + 3; 7 + 6 + 6 + 5 + 3; 7 + 5 + 4 + 4 + 3;

7 + 5 + 3 + 2 + 2; 3 + 2 + 2 + 2 + 2 13

Tabela 2.1: Ilustração do Teorema para f16(q, t).

Procedendo desta maneira encontramos interpretações para muitas sequências, além da

sequência de Fibonacci, algumas conhecidas como a sequência de Pell, Jacobsthal e outras

dadas em [22].

Para sequências não conhecidas procedemos como no próximo exemplo, interpretando

também como coeficiente da expansão de uma certa função em série de potências.

Interpretação Combinatória da Identidade 31

A Identidade 31 é um exemplo que resulta em uma sequência não conhecida, quando

substituimos q por 1 ou -1, mas é possı́vel provar que seus termos são os coeficientes, em série

de potências, de uma função e esses coeficientes são interpretados combinatoriamente.

Seja a Identidade 31, equação (13), dada por

∞∑

n=0

q2n(n+1)

(q2; q2)n(−q; q)2n+1

=
1

(q2; q2)∞
(q7; q7)∞(q6; q7)∞(q; q7)∞

escrevemos a função de duas variáveis f31(q, t), como

f31(q, t) =

∞∑

n=0

t2nq2(n2+n)

(t; q2)n+1(−tq2; q2)n(−tq; q2)n+1

. (2.6)
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Da mesma maneira feita para f16 chegamos a equação funcional:

(1 − t)(1 + tq2)(1 + tq) f31(q, t) = 1 + tq2 + t2q4 f31(q, tq2).

E a relação de recorrência:

P0 = 1; P1 = 1 − q; P2 = 1 − q + q2 + q4;

Pn(q) = (1 − q − q2)Pn−1 + (q + q2 − q3 + q2n)Pn−2 + q3Pn−3. (2.7)

A fórmula apresentada em [9] para os ı́ndices pares desta famı́lia de polinômios é dada

por:

P2n(q) =

∞∑

j=−∞
q56 j2+10 j

[
2n + 1

n − 7 j

]

q2

−
∞∑

j=−∞
q56 j2−18 j+1

[
2n + 1

n − 1 + 7 j

]

q2

−
∞∑

j=−∞
q56 j2+38 j+6

[
2n + 1

n − 2 − 7 j

]

q2

+

∞∑

j=−∞
q56 j2−46 j+9

[
2n + 1

n − 2 + 7 j

]

q2

. (2.8)

Interpretação Combinatória da Identidade 31 para q = −1

Ao substituirmos q = −1 em (2.7), obtemos que Pn(−1) são os coeficientes da expansão

de
1 + x

1 − x − 2x2 + x3
em série de potências.

Os primeiros elementos da sequência Pn(−1) = Mn são dados por: 1, 2, 4, 7, 13, 23, 42 · · · .

A interpretação combinatória para Pn(−q) é feita através de f31(−q, t), dada por:

∞∑

n=0

t2nq2(n2+n)

(t; q2)n+1(−tq2; q2)n(tq; q2)n+1

=

1

(1 − t)


1

(1 − tq)
+

∞∑

n=1

t2nq2(n2+n)

(1 − t2q2+2) · · · (1 − t2q2n+2n)(1 − tq) · · · (1 − tq2n+1)

 .

Devemos observar que no caso de n = 0 na função geradora, não temos contribuições

pares, mas temos as partições formadas apenas por partes 1 que devem ser contadas. Levando

em consideração o fator 1/(1 − t), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 2.2 O número de partições onde todo par de 2 até o maior par aparece pelo menos
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duas vezes e um número par de vezes, a maior parte pode ser um a mais do que a maior parte

par, mais as partições formadas apenas por partes 1, em até N partes, é igual a MN .

Na Tabela (2.2) mostramos como o teorema funciona para pequenos valores de N.

Partições descritas no Teorema (2.2)

N MN

0 ∅ 1

1 1 2

2 1 + 1; 2 + 2 4

3 1 + 1 + 1; 2 + 2 + 1; 3 + 2 + 2 7

4 1 + 1 + 1 + 1; 2 + 2 + 1 + 1; 3 + 2 + 2 + 1; 3 + 3 + 2 + 2;

2 + 2 + 2 + 2; 4 + 4 + 2 + 2 13

Tabela 2.2: Ilustração do Teorema para f31(−q, t).

Falta agora mostrar que os termos da sequência coincidem com os coeficientes da ex-

pansão de
1 + x

1 − x − 2x2 + x3
em série de potências. Quando substituı́mos q = −1 em (2.7),

ficamos com

M0 = 1; M1 = 2; M2 = 4;

Mn+3 = Mn+2 + 2Mn+1 − Mn.

Para encontrar uma expressão para o termo geral dessa relação de recorrência, utilizamos

a técnica apresentada no primeiro capı́tulo de [20].

Multiplicando a relação de recorrência por xn e somando para todo n ≥ 0, chegamos a

∞∑

n=0

Mn+3xn =

∞∑

n=0

Mn+2xn + 2

∞∑

n=0

Mn+1xn −
∞∑

n=0

Mnxn. (2.9)

Que pode ser reescrita em função de A(x) =

∞∑

n=0

Mnxn como:

A(x) − M0 − M1x − M2x2

x3
=

A(x) − M0 − M1x

x2
+ 2

A(x) − M0

x
− A(x) =⇒

A(x) =
1 + x

1 − x − 2x2 + x3
.

O que mostra que a sequência representa os coeficientes da expansão de
1 + x

1 − x − 2x2 + x3
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em série de potências.

Este mesmo processo foi utilizado em todas as identidades onde relacionamos com ex-

pansão em série de potências. Com esta ferramenta em mãos, podemos ainda fazer uma segunda

interpretação para a Identidade 31, substituindo q = 1.

Calculando o limite

lim
q−→ −1

P2n(q) =

∞∑

j=−∞

[(
2n + 1

n − 7 j

)
+

(
2n + 1

n − 1 + 7 j

)
−

(
2n + 1

n − 2 − 7 j

)
−

(
2n + 1

n − 2 + 7 j

)]
. (2.10)

Donde segue que os coeficientes pares da expansão em série de potências de

1 + x

1 − x − 2x2 + x3
podem ser calculados através de (2.10).

Interpretação Combinatória da Identidade 31 para q = 1

Se agora substituirmos q = 1 em (2.7), obtemos um nova sequência, Pn(1), que representa

os coeficientes da expansão de
1 + x

1 + x − 2x2 − x3
em série de potências.

Os primeiros representantes da sequência Pn(1) = M̃n, são dados por 1, 0, 2,−1, 5,−5, · · · .

Reescrevendo f31(q, t) fica mais fácil de fazer sua interpretação combinatória.

∞∑

n=0

t2nq2(n2+n)

(t; q2)n+1(−tq2; q2)n(−tq; q2)n+1

=

1

(1 − t)


1

(1 − tq)
+

∞∑

n=1

t2nq2(n2+n)

(1 − t2q2+2) · · · (1 − t2q2n+2n)(1 + tq) · · · (1 + tq2n+1)

 .

Neste caso temos um sinal ligado às partes ı́mpares que será positivo se o número de partes

ı́mpares for par e negativo se o número de partes ı́mpares for ı́mpar. Levando em consideração

o fator 1/(1 − t), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 2.3 O número de partições onde todo par de 2 até o maior par aparece pelo menos

duas vezes e um número par de vezes, a maior parte pode ser um a mais do que o maior par,

mais as partições formadas apenas por partes 1, com um número par de partes ı́mpares menos

aquelas com um número ı́mpar de partes ı́mpares, em até N partes, é igual a M̃N .

Na Tabela (2.3) mostramos como o teorema funciona para pequenos valores de N.
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Partições descritas no Teorema (2.3).

N número par de ı́mpares número ı́mpar de ı́mpares M̃N

0 ∅ 1

1 1 0

2 1 + 1; 2 + 2 2

3 1 + 1 + 1; 2 + 2 + 1; 3 + 2 + 2 −1

4 1 + 1 + 1 + 1; 2 + 2 + 1 + 1; 3 + 2 + 2 + 1; 5

3 + 3 + 2 + 2; 2 + 2 + 2 + 2; 4 + 4 + 2 + 2

Tabela 2.3: Ilustração do Teorema para f31(q, t).

Para mostrar que os termos da sequência coincidem com os coeficientes da expansão de

1 + x

1 + x − 2x2 − x3
em série de potências, aplicamos a técnica usada em (2.9) na sequência dada

por:

M̃0 = 1; M̃1 = 0; M̃2 = 2;

M̃n+3 = −M̃n+2 + 2M̃n+1 + M̃n.

A(x) − M̃0 − M̃1x − M̃2x2

x3
=
−A(x) + M̃0 + M̃1x

x2
+ 2

A(x) − M̃0

x
+ A(x) =⇒

A(x) =
1 + x

1 + x − 2x2 − x3
.

Do mesmo modo que anteriormente, os coeficientes pares da expansão em série de potências

de
1 + x

1 + x − 2x2 − x3
podem ser calculados através de

lim
q−→1

P2n(q) =

∞∑

j=−∞

[(
2n + 1

n − 7 j

)
−

(
2n + 1

n − 1 + 7 j

)
−

(
2n + 1

n − 2 − 7 j

)
+

(
2n + 1

n − 2 + 7 j

)]
. (2.11)

Nos próximos capı́tulos serão apresentados os resultados obtidos com os procedimentos

descritos aqui. Por isso apresentaremos a função de duas variáveis fi(q, t) descrita pelo método

de Andrews, a equação funcional, a relação de recorrência, a fórmula para as famı́lias de po-

linômios seguida do cálculo do limite, que fornece uma nova fórmula fechada para a sequência,

e a interpretação combinatória com uma tabela que mostra o resultado para pequenos valores

de N.
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CAPÍTULO 3

NOVAS INTERPRETAÇÕES

COMBINATÓRIAS PARA OS NÚMEROS

DE FIBONACCI

Existem muitas interpretações para os números de Fibonacci, algumas delas combinatórias,

como as apresentadas em [8], [10] e [11]. Detalhamos aqui interpretações disponı́veis em nosso

artigo [14] e outras que envolvem os números de Fibonacci em termos de partição, sobrepartição

ou partição em cores. Com esse estudo várias fórmulas fechadas também foram encontradas

para estas sequências.

29



Novas interpretações combinatórias para os números de Fibonacci 30

Identidade 15

Para

f15(q, t) =

∞∑

n=0

(−1)nt3nq3n2−2n

(t; q2)n+1(−tq2; q2)n(−tq; q2)n

. (3.1)

Temos a equação funcional:

(1 − t)(1 + tq2)(1 + tq) f15(q, t) = (1 + tq2)(1 + tq) − t3q f15(q, tq2).

E a relação de recorrência:

P0 = P1 = P2 = 1;

Pn(q) = (1 − q − q2)Pn−1 + (q + q2 − q3)Pn−2 + (q3 − q2n−5)Pn−3. (3.2)

Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

P2n+2(q) =

∞∑

j=−∞
q40 j2+6 j

[
2n

n − 5 j

]

q2

−
∞∑

j=−∞
q40 j2−14 j+1

[
2n

n − 1 + 5 j

]

q2

−
∞∑

j=−∞
q40 j2+26 j+4

[
2n

n − 2 − 5 j

]

q2

+

∞∑

j=−∞
q40 j2−34 j+7

[
2n

n − 2 + 5 j

]

q2

. (3.3)

Calculando o limite

lim
q−→−1

P2n+2(q) =

∞∑

j=−∞

(
2n

n − 5 j

)
+

(
2n

n − 1 + 5 j

)
−

(
2n

n − 2 − 5 j

)
−

(
2n

n − 2 + 5 j

)
.

Neste caso, substituindo q = −1 em (3.2), obtemos Pn(−1) = Fn, n ≥ 1.

Com isso, obtemos uma nova fórmula para o cálculo dos coeficientes pares maiores do

que ou iguais a 2 da sequência de Fibonacci.

F2n+2 =

∞∑

j=−∞

(
2n

n − 5 j

)
+

(
2n

n − 1 + 5 j

)
−

(
2n

n − 2 − 5 j

)
−

(
2n

n − 2 + 5 j

)
.
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Para a interpretação combinatória de Pn(−q), usamos f15(−q, t) como segue:

∞∑

n=0

t3nq3n2−2n

(t; q2)n+1(−tq2; q2)n(tq; q2)n

=

1

(1 − t)

1 +
∞∑

n=1

t3nqn2+2(n2−n)

(1 − t2q2+2) · · · (1 − t2q2n+2n)(1 − tq) · · · (1 − tq2n−1)

 .

Olhando para a potência de q, no numerador, ou seja

3n2 − 2n = n2 + 2(n2 − n) = 1 + 3 + · · · + 2n − 1 + 2(0 + 2 + 4 + · · · + 2n − 2),

temos os ı́mpares de 1 até 2n − 1 aparecendo uma vez e os pares de 0 até 2n − 2 aparecendo

duas vezes. Observe que a parte 0 só pode aparecer do numerador, com isso, exatamente duas

vezes. Olhando para o denominador, temos os pares aparecendo um número par de vezes e os

ı́mpares irrestritos. De onde segue o teorema:

Teorema 3.1 O número de partições onde todo ı́mpar de 1 até o maior ı́mpar aparece pelo

menos uma vez, todos os pares de 2 até um a menos do que a maior parte ı́mpar aparecem

pelo menos duas vezes e um número par de vezes, a parte 0 aparece exatamente duas vezes,

com a maior parte podendo ser um a mais que a maior parte ı́mpar, em até N partes, é igual a

FN , N ≥ 1.

A Tabela (3.1), mostra exemplos para pequenos valores de N.

Partições descritas no Teorema (3.1)

N FN

1 ∅ 1

2 1

3 1 + 0 + 0 2

4 1 + 1 + 0 + 0 3

5 2 + 2 + 1 + 0 + 0; 1 + 1 + 1 + 0 + 0 5

6 2 + 2 + 1 + 1 + 0 + 0; 1 + 1 + 1 + 1 + 0 + 0; 3 + 2 + 2 + 1 + 0 + 0 8

Tabela 3.1: Ilustração do Teorema para f15(−q, t).
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Identidade 19

Para

f19(q, t) =

∞∑

n=0

(−1)nt3nq3n2

(t; q2)n+1(−tq2; q2)n(−tq; q2)n

. (3.4)

Temos a equação funcional:

(1 − t)(1 + tq2)(1 + tq) f19(q, t) = (1 + tq2)(1 + tq) − t3q3 f19(q, tq2).

E a relação de recorrência:

P0 = P1 = P2 = 1; P3 = 1 − q3;

Pn(q) = (1 − q − q2)Pn−1 + (q + q2 − q3)Pn−2 + (q3 − q2n−3)Pn−3. (3.5)

Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

P2n+3(q) =

∞∑

j=−∞
q40 j2+2 j

[
2n + 1

n − 5 j

]

q2

−
∞∑

j=−∞
q40 j2−18 j+2

[
2n + 1

n − 1 + 5 j

]

q2

−
∞∑

j=−∞
q40 j2+22 j+3

[
2n + 1

n + 1 − 5 j

]

q2

+

∞∑

j=−∞
q40 j2−38 j+9

[
2n + 1

n + 3 + 5 j

]

q2

. (3.6)

Calculando o limite

lim
q−→−1

P2n+3(q) =

∞∑

j=−∞

(
2n + 1

n − 5 j

)
−

(
2n + 1

n − 1 + 5 j

)
+

(
2n + 1

n + 1 − 5 j

)
−

(
2n + 1

n + 3 + 5 j

)
.

Para este caso, substituindo q = −1 em (3.5), obtemos a sequência de Fibonacci,

Pn(−1) = Fn, n ≥ 1. Resulta em:

F2n+3 =

∞∑

j=−∞

(
2n + 1

n − 5 j

)
−

(
2n + 1

n − 1 + 5 j

)
+

(
2n + 1

n + 1 − 5 j

)
−

(
2n + 1

n + 3 + 5 j

)
.

Para a interpretação combinatória de Pn(−q), usamos f19(−q, t) como segue:

∞∑

n=0

t3nq3n2

(t; q2)n+1(−tq2; q2)n(tq; q2)n

=
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1

(1 − t)

1 +
∞∑

n=1

t3nq3n2

(1 − t2q2+2) · · · (1 − t2q2n+2n)(1 − tq) · · · (1 − tq2n−1)

 .

Olhando para a potência de q no numerador como 3n2 = 3(1 + 3 + · · · + 2n − 1) temos os

ı́mpares de 1 até 2n− 1 aparecendo três vezes. No denominador temos os pares aparecendo aos

pares e os ı́mpares irrestritos. Segue o teorema:

Teorema 3.2 O número de partições onde todo ı́mpar de 1 até o maior ı́mpar aparece pelo

menos três vezes, e os pares aparecem um número par de vezes, com a maior parte par podendo

ser um a mais do que a maior parte ı́mpar, em até N partes, é igual a FN , N ≥ 1.

A Tabela (3.2), mostra exemplos para pequenos valores de N.

Partições descritas no Teorema (3.2)

N FN

1 ∅ 1

2 1

3 1 + 1 + 1 2

4 1 + 1 + 1 + 1 3

5 2 + 2 + 1 + 1 + 1; 1 + 1 + 1 + 1 + 1 5

6 2 + 2 + 1 + 1 + 1 + 1; 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1; 3 + 3 + 3 + 1 + 1 + 1 8

Tabela 3.2: Ilustração do Teorema para f19(−q, t).

A pequena diferença no numerador das funções geradoras f15 e f19 torna possı́vel uma

bijeção simples entre as interpretações apresentadas. Enquanto para f15, temos q3n2−2n, visto

como ı́mpares de 1 até 2n−1 aparecendo pelo menos uma vez e pares de 0 até 2n−2 aparecendo

pelo menos duas vezes, para f19, temos q3n2

visto como ı́mpares que de 1 até 2n − 1 aparecem

pelo menos três vezes. Com isso, basta somarmos 1 aos pares que de 0 até 2n − 2 aparecem

pelo menos duas vezes na interpretação de f15 que chegamos a interpretação de f19, da mesma

forma, basta subtraı́rmos 1 de duas cópias de cada ı́mpar que de 1 até 2n − 1 aparecem pelo

menos três vezes na interpretação de f19 que chegamos a interpretação de f15.

Identidade 20

Para

f20(q, t) =

∞∑

n=0

tnqn2

(t; q2)n+1(−tq2; q2)n

. (3.7)
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Temos a equação funcional:

(1 − t)(1 + tq2) f20(q, t) = 1 + tq2 + tq f20(q, tq2).

E a relação de recorrência:

P0 = 1; P1 = 1 + q;

Pn(q) = (1 − q2 + q2n−1)Pn−1 + q2Pn−2. (3.8)

Fórmula foi apresentada em [9] para os coeficientes pares desta famı́lia de polinômios:

P2n(q) =

∞∑

j=−∞
q10 j2+ jU(2n, 5 j) −

∞∑

j=−∞
q10 j2+11 j+3U(2n, 5 j + 2). (3.9)

Calculando o limite

lim
q−→1

P2n(q) =

∞∑

j=−∞

[(
2n

5 j

)

2

+

(
2n

5 j + 1

)

2

−
(

2n

5 j + 2

)

2

−
(

2n

5 j + 3

)

2

]
.

Facilmente verificamos que ao substituirmos q = 1 em (3.8), obtemos a sequência dos

números de Fibonacci deslocada Pn(1) = Fn+2. Resulta em:

F2n+2 =

∞∑

j=−∞

[(
2n

5 j

)

2

+

(
2n

5 j + 1

)

2

−
(

2n

5 j + 2

)

2

−
(

2n

5 j + 3

)

2

]
.

Conjecturamos que:

Fn+2 =

∞∑

j=−∞

[(
n

5 j

)

2

+

(
n

5 j + 1

)

2

−
(

n

5 j + 2

)

2

−
(

n

5 j + 3

)

2

]
.

Interpretação combinatória:

∞∑

n=0

tnqn2

(t; q2)n+1(−tq2; q2)n

=
1

(1 − t)

1 +
∞∑

n=1

tnqn2

(1 − t2q2+2) · · · (1 − t2q2n+2n)

 .

No numerador temos n2 = 1 + 3 + · · · + 2n − 1, o que significa que todo ı́mpar de 1 até o

maior ı́mpar aparece exatamente uma vez e no denominador temos 4n = 2n + 2n, a maior parte
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par pode ser um a mais do que a maior parte ı́mpar. Com essas observações podemos enunciar

um novo teorema:

Teorema 3.3 O número de partições em no máximo N partes, onde todo ı́mpar de 1 até o maior

ı́mpar aparece exatamente uma vez, cada parte par aparece um número par de vezes e a maior

parte par é no máximo um a mais do que a maior parte ı́mpar é igual a FN+2.

A Tabela (3.3), mostra exemplos para pequenos valores de N.

Partições descritas no Teorema (3.3).

N FN+2

0 ∅ 1

1 1 2

2 3 + 1 3

3 5 + 3 + 1; 2 + 2 + 1 5

4 7 + 5 + 3 + 1; 3 + 2 + 2 + 1; 4 + 4 + 3 + 1 8

5 9 + 7 + 5 + 3 + 1; 2 + 2 + 2 + 2 + 1; 5 + 3 + 2 + 2 + 1

5 + 4 + 4 + 3 + 1; 6 + 6 + 5 + 3 + 1 13

Tabela 3.3: Ilustração do Teorema para f20(q, t).

Identidade 43

Para

f43(q, t) =

∞∑

n=0

(−tq; q)ntnq
1
2

n(n+3)

(t2q; q2)n+1(t; q)n+1

. (3.10)

Temos a equação funcional:

(1 − t)(1 − t2q) f43(q, t) = 1 + (1 + tq)tq2 f43(q, tq).

E a relação de recorrência:

P0 = 1; P1 = 1 + q2; P2 = 1 + q + q2 + 2q3 + q5;

Pn(q) = (1 + qn+1)Pn−1 + (q + qn+1)Pn−2 − qPn−3. (3.11)
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Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

P2n−1(q) =

∞∑

j=−∞
q20 j2+8 jCT (2n + 1, 10 j + 2) −

∞∑

j=−∞
q20 j2+12 j+1CT (2n + 1, 10 j + 3),(3.12)

n ≥ 1.

Calculando o limite

lim
q−→1

P2n−1(q) =

∞∑

j=−∞

(
2n + 1

10 j + 2

)

2

−
(

2n + 1

10 j + 3

)

2

.

Neste caso, substituindo q = 1 em (3.11), obtemos um produto de sequências de Fibonacci

deslocadas Pn(1) = Fn+1 · Fn+2. Resulta em:

F2n · F2n+1 =

∞∑

j=−∞

(
2n + 1

10 j + 2

)

2

−
(

2n + 1

10 j + 3

)

2

, n ≥ 1.

Conjecturamos que:

Fn · Fn+1 =

∞∑

j=−∞

(
n + 1

10 j + 2

)

2

−
(

n + 1

10 j + 3

)

2

.

Interpretação combinatória:

∞∑

n=0

(−tq; q)ntnq
1
2

n(n+3)

(t2q; q2)n+1(t; q)n+1

=
1

(1 − t)


1

(1 − t2q)
+

∞∑

n=1

(1 + tq) · · · (1 + tqn) tnq
1
2

n(n+3)

(1 − t2q) · · · (1 − t2q2n+1)(1 − tq) · · · (1 − tqn)

 .

Definindo sobrepartições laranja-azul como sendo sobrepartições onde as partes azuis são

formadas por ı́mpares, contados duas vezes, a maior parte azul pode ser duas vezes a maior parte

laranja menos um, ou a partição é formada apenas por partes 1. Estas partes estão representadas

pelo fator (t2q; q2)n+1 no denominador. Vamos olhar para o fator 1
2
n(n+ 3) = 2+ 3+ · · ·+ (n+ 1)

que, juntamente com a parcela no denominador (tq; q)n, formam as partes laranjas, que são

partições onde toda parte de 2 até n aparece pelo menos uma vez e a maior parte laranja n + 1

aparece somente uma vez. A maior parte marcada pode ser no máximo um a menos que a maior

parte laranja. Com essas observações, e levando em consideração o fator 1/(1 − t), podemos

enunciar o seguinte teorema:
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Teorema 3.4 O número de sobrepartições laranja-azul, em até N partes, é igual a

FN+1 · FN+2.

A Tabela (3.4), mostra exemplos para pequenos valores de N.

Partições descritas no Teorema (3.4)

N FN+1 · FN+2

0 ∅ 1 = F1 · F2

1 2 2 = F2 · F3

2 2 + 1; 2 + 1̄; 1; 3 + 2 6 = F3 · F4

3 2 + 1 + 1; 2 + 1 + 1̄; 2 + 1; 2 + 3; 3 + 2 + 1̄;

3 + 2 + 2̄; 3 + 2 + 1; 3 + 2 + 2; 4 + 3 + 2 15 = F4 · F5

Tabela 3.4: Ilustração do Teorema para f43(q, t).

Identidade 44

Para

f44(q, t) =

∞∑

n=0

t3nq
3
2

n(n+1)

(t2q; q2)n+1(t; q)n+1

. (3.13)

Temos a equação funcional:

(1 − t)(1 − t2q) f44(q, t) = 1 + t3q3 f44(q, tq).

E a relação de recorrência:

P0 = P1 = 1; P2 = 1 + q;

Pn(q) = Pn−1 + qPn−2 − (q − qn)Pn−3. (3.14)

Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

P2n(q) =

∞∑

j=−∞
q80 j2+12 j

[
2n + 1

n − 10 j

]

q

−
∞∑

j=−∞
q80 j2−28 j+2

[
2n + 1

n − 1 + 10 j

]

q

−
∞∑

j=−∞
q80 j2+52 j+8

[
2n + 1

n − 3 − 10 j

]

q

+

∞∑

j=−∞
q80 j2−68 j+14

[
2n + 1

n − 4 + 10 j

]

q

. (3.15)
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Calculando o limite

lim
q−→1

P2n(q) =

∞∑

j=−∞

(
2n + 1

n − 10 j

)
−

(
2n + 1

n − 1 + 10 j

)
−

(
2n + 1

n − 3 − 10 j

)
+

(
2n + 1

n − 4 + 10 j

)
.

Para este caso, substituindo q = 1 em (3.14), obtemos a sequência de Fibonacci deslocada,

Pn(1) = Fn+1. Resulta em:

F2n+1 =

∞∑

j=−∞

(
2n + 1

n − 10 j

)
−

(
2n + 1

n − 1 + 10 j

)
−

(
2n + 1

n − 3 − 10 j

)
+

(
2n + 1

n − 4 + 10 j

)
.

Interpretação combinatória:

∞∑

n=0

t3nq
3
2

n(n+1)

(t2q; q2)n+1(t; q)n+1

=
1

(1 − t)


1

(1 − t2q)
+

∞∑

n=1

t3nq
3
2

n(n+1)

(1 − t2q) · · · (1 − t2q2n+1)(1 − tq) · · · (1 − qn)

 .

Definindo como partições laranja-azul, as partições onde as partes laranjas são formadas

por todos os inteiros que de 1 até a maior parte aparecem pelo menos três vezes. As partes azuis

são partições em partes ı́mpares, contadas duas vezes. A maior parte pode ser azul e dada por

duas vezes a maior parte laranja mais um, ou a partição é formada apenas por partes 1.

Teorema 3.5 O número de partições laranja-azul, em até N partes, é igual a FN+1.

A Tabela (3.5), mostra exemplos para pequenos valores de N.

Partições descritas no Teorema (3.5)

N FN+1

0 ∅ 1

1 1

2 1 2

3 1 + 1 + 1 3

4 1 + 1; 1 + 1 + 1 + 1 5

5 1 + 1 + 1 + 1 + 1; 1 + 1 + 1 + 1; 1 + 1 + 1 + 3 8

6 1 + 1 + 1; 1 + 1 + 1 + 1 + 1; 1 + 1 + 1 + 1 + 3;

2 + 2 + 2 + 1 + 1 + 1; 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 13

Tabela 3.5: Ilustração do Teorema para f44(q, t).
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Identidade 45

Para

f45(q, t) =

∞∑

n=0

(−tq; q)ntnq
1
2

n(n+1)

(t2q; q2)n+1(t; q)n+1

. (3.16)

Temos a equação funcional:

(1 − t)(1 − t2q) f45(q, t) = 1 + (1 + tq)tq f45(q, tq).

E a relação de recorrência:

P0 = 1; P1 = 1 + q; P2 = 1 + 2q + 2q2 + q3;

Pn(q) = (1 + qn)Pn−1 + (q + qn)Pn−2 − qPn−3. (3.17)

Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

P2n(q) =

∞∑

j=−∞
q20 j2+4 jCT (2n + 1, 10 j + 1) −

∞∑

j=−∞
q20 j2+16 j+3CT (2n + 1, 10 j + 4). (3.18)

Calculando o limite:

lim
q−→1

P2n(q) =

∞∑

j=−∞

(
2n + 1

10 j + 1

)

2

−
(

2n + 1

10 j + 4

)

2

.

Neste caso, substituindo q = 1 em (3.17), obtemos um produto de sequências de Fibonacci

deslocadas Pn(1) = Fn+1 · Fn+2. Resulta em

F2n+1 · F2n+2 =

∞∑

j=−∞

(
2n + 1

10 j + 1

)

2

−
(

2n + 1

10 j + 4

)

2

.

Cojecturamos que:

Fn · Fn+1 =

∞∑

j=−∞

(
n

10 j + 1

)

2

−
(

n

10 j + 4

)

2

.
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Interpretação combinatória:

∞∑

n=0

(−tq; q)ntnq
1
2

n(n+1)

(t2q; q2)n+1(t; q)n+1

=
1

(1 − t)


1

(1 − t2q)
+

∞∑

n=1

(1 + tq) · · · (1 + tqn)tnq
1
2

n(n+1)

(1 − t2q) · · · (1 − t2q2n+1)(1 − tq) · · · (1 − tqn)

 .

Definindo sobrepartição laranja-azul como sendo sobrepartições onde as partes azuis são

não marcadas e formadas por ı́mpares contados duas vezes, a maior parte azul pode ser duas

vezes a maior parte laranja mais um, ou a partição é formada apenas por partes 1, representadas

pelo fator (t2q; q2)n+1. As partes laranjas são partições onde toda parte de 1 até a n, maior parte

laranja, aparece pelo menos uma vez, 1
2
n(n + 1) = 1 + 2 + · · · + n no numerador, juntamente

com (tq; q)n no denominador. A maior parte marcada pode ser no máximo igual a maior parte

laranja. Com essas observações e, levando em consideração o fator 1/(1− t), podemos enunciar

o seguinte teorema:

Teorema 3.6 O número de sobrepartições laranja-azul, em até N partes, é igual a FN+1 · FN+2.

A Tabela (3.6), mostra exemplos para pequenos valores de N.

Partições descritas no Teorema (3.6)

N FN+1 · FN+2

0 ∅ 1 = F1 · F2

1 1 2 = F2 · F3

2 1 + 1; 1 + 1̄; 1; 2 + 1 6 = F3 · F4

3 1 + 1 + 1; 1 + 1 + 1̄; 1 + 1; 1 + 3; 2 + 1 + 1̄;

2 + 1 + 2̄; 2 + 1 + 1; 2 + 2 + 1; 3 + 2 + 1 15 = F4 · F5

Tabela 3.6: Ilustração do Teorema para f45(q, t).

A diferença de f45 para f43 é o expoente de q no numerador. Para f43, temos
1

2
n(n + 3),

interpretado como soma de inteiros de 2 até n+ 1 e para f45 temos
1

2
n(n+ 1), interpretado como

soma de inteiros de 1 até n. Diante disso, uma bijeção simples entre as duas interpretações é

possı́vel, subtranindo 1 da primeira aparição de cada inteiro da cor laranja em f43 chegamos em

f45 e somando 1 na primeira aparição de cada inteiro da cor laranja de f45 chegamos em f43.
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Identidade 46

Para

f46(q, t) =

∞∑

n=0

t3nq
1
2

n(3n−1)

(t2q; q2)n(t; q)n+1

. (3.19)

Temos a equação funcional:

(1 − t)(1 − t2q) f46(q, t) = 1 − t2q + t3q f46(q, tq).

E a relação de recorrência:

P0 = P1 = P2 = 1;

Pn(q) = Pn−1 + qPn−2 − (q − qn−2)Pn−3. (3.20)

Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

P2n+2(q) =

∞∑

j=−∞
q80 j2+4 j

[
2n − 1

n + 10 j

]

q

−
∞∑

j=−∞
q80 j2−36 j+4

[
2n − 1

n − 3 + 10 j

]

q

−
∞∑

j=−∞
q80 j2+44 j+4

[
2n − 1

n − 3 − 10 j

]

q

+

∞∑

j=−∞
q80 j2−76 j+18

[
2n − 1

n − 5 + 10 j

]

q

, (3.21)

n ≥ 1.

Calculando o limite

lim
q−→1

P2n+2(q) =

∞∑

j=−∞

(
2n − 1

n + 10 j

)
−

(
2n − 1

n − 3 + 10 j

)
−

(
2n − 1

n − 3 − 10 j

)
+

(
2n − 1

n − 5 + 10 j

)
.

Neste caso, substituindo q = 1 em (3.20), obtemos a sequência de Fibonacci para n ≥ 1,

Pn(1) = Fn. Resulta em:

F2n+2 =

∞∑

j=−∞

(
2n − 1

n + 10 j

)
−

(
2n − 1

n − 3 + 10 j

)
−

(
2n − 1

n − 3 − 10 j

)
+

(
2n − 1

n − 5 + 10 j

)
.
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Interpretação combinatória:

∞∑

n=0

t3nq
1
2

n(3n−1)

(t2q; q2)n(t; q)n+1

=
1

(1 − t)

1 +
∞∑

n=1

t2nqn2

tnq
1
2

n(n−1)

(1 − t2q) · · · (1 − t2q2n−1)(1 − tq) · · · (1 − tqn)

 .

Definindo as partições laranja-azul como sendo partições onde as partes laranjas são

ı́mpares contados duas vezes, todo ı́mpar de 1 até a maior parte (2n − 1) aparece pelo menos

uma vez. As partes azuis como sendo partições onde todo inteiro de 0 até (n − 1) aparece pelo

menos uma vez e a maior parte azul pode ser no máximo metade da maior parte laranja mais

um. Com essas observações e, levando em consideração o fator 1/(1 − t), podemos enunciar o

seguinte teorema:

Teorema 3.7 O número de partições laranja-azul, em até N partes, é igual a FN ,

N ≥ 1.

A Tabela (3.7), mostra exemplos para pequenos valores de N.

Partições descritas no Teorema (3.7)

N FN

1 ∅ 1

2 1

3 1 + 0 2

4 1 + 1 + 0 3

5 1 + 1 + 0; 1 + 1 + 1 + 0 5

Tabela 3.7: Ilustração do Teorema para f46(q, t).

Identidade 62

Para

f62(q, t) =

∞∑

n=0

(−t; q)n+1t3nq
1
2

n(3n+1)

(t2; q2)n+1(t2q; q2)n+1

. (3.22)

Temos a equação funcional:

(1 − t)(1 − t2q) f62(q, t) = 1 + t3q2 f62(q, tq).
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E a relação de recorrência:

P0 = P1 = 1; P2 = 1 + q;

Pn(q) = Pn−1 + qPn−2 − (q − qn−1)Pn−3. (3.23)

Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

Pn(q) =

∞∑

j=−∞
q30 j2+ jCT (n, 10) +

∞∑

j=−∞
q30 j2−29 j+7CT (n, 5 − 10 j)

− q


∞∑

j=−∞
q30 j2+11 jCT (n, 2 + 10 j) +

∞∑

j=−∞
q30 j2−19 j+2CT (n, 3 − 10 j)

 . (3.24)

Calculando o limite

lim
q−→1

Pn(q) =

∞∑

j=−∞

(
n

10 j

)

2

+

(
n

5 − 10 j

)

2

−
(

n

2 + 10 j

)

2

−
(

n

3 − 10 j

)

.

Neste caso, substituindo q = 1 em (3.23), obtemos a sequência de Fibonacci deslocada

Pn(1) = Fn+1. Resulta em:

Fn =

∞∑

j=−∞

(
n − 1

10 j

)

2

+

(
n − 1

5 − 10 j

)

2

−
(

n − 1

2 + 10 j

)

2

−
(

n − 1

3 − 10 j

)

2

.

Interpretação combinatória:

∞∑

n=0

(−t; q)n+1t3nq
1
2

n(3n+1)

(t2; q2)n+1(t2q; q2)n+1

=

1

(1 − t)


1

(1 − t2q)
+

∞∑

n=1

(1 + tq) · · · (1 + tqn)tnq
1
2

n(n+1)t2nqn2

(1 − t2q2) · · · (1 − t2q2n)(1 − t2q) · · · (1 − t2q2n+1)

 .

Definindo como partições laranja-azul, as partições onde as partes laranjas são compostas

por inteiros de 1 até n aparecendo pelo menos uma vez e no máximo duas. As partes azuis são

contados duas vezes, onde todo ı́mpar de 1 até o dobro da maior parte laranja menos um aparece

pelo menos uma vez, com a maior parte podendo ser o dobro da maior parte laranja mais um, ou

a partição é formada apenas por partes 1. Com essas observações e, levando em consideração o
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fator 1/(1 − t), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 3.8 O número de partições laranja-azul, em até N partes é igual a FN+1.

A Tabela (3.8), mostra exemplos para pequenos valores de N.

Partições descritas no Teorema (3.8)

N FN+1

0 ∅ 1

1 1

2 1 2

3 1 + 1 3

4 1 + 1; 1 + 1 + 1 5

5 1 + 1 + 1; 1 + 1 + 2; 1 + 1 + 3 8

6 1 + 1 + 1; 1 + 1 + 1 + 1; 1 + 1 + 1 + 2; 1 + 1 + 1 + 3; 1 + 2 + 1 + 3 13

Tabela 3.8: Ilustração do Teorema para f62(q, t).

Identidade 63

Para

f63(q, t) =

∞∑

n=0

(−t; q)n+1t3nq
3
2

n(n+1)

(t2q; q2)n+1(t2; q2)n+1

. (3.25)

Temos a equação funcional:

(1 − t)(1 − t2q) f63(q, t) = 1 + t3q3 f63(q, tq).

E a relação de recorrência:

P0 = P1 = 1; P2 = 1 + q;

Pn(q) = Pn−1 + qPn−2 − (q − qn)Pn−3. (3.26)
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Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

Pn−1(q) =

∞∑

j=−∞
q30 j2+7 jCT (n, 1 + 10 j) +

∞∑

j=−∞
q30 j2−23 j+4CT (n, 4 − 10 j)

− q


∞∑

j=−∞
q30 j2+13 jCT (n, 2 + 10 j) +

∞∑

j=−∞
q30 j2−17 j+1CT (n, 3 − 10 j)

 , (3.27)

n ≥ 1.

Calculando o limite

lim
q−→1

Pn(q) =

∞∑

j=−∞

(
n

1 + 10 j

)

2

+

(
n

4 − 10 j

)

2

−
(

n

2 + 10 j

)

2

−
(

n

3 − 10 j

)

2

.

Nete caso, substituindo q = 1 em (3.26), obtemos a sequência de Fibonacci deslocada

Pn(1) = Fn+1. Resulta em:

Fn =

∞∑

j=−∞

(
n

1 + 10 j

)

2

+

(
n

4 − 10 j

)

2

−
(

n

2 + 10 j

)

2

−
(

n

3 − 10 j

)

2

.

Interpretação combinatória:

∞∑

n=0

(−t; q)n+1t3nq
3
2

n(n+1)

(t2q; q2)n+1(t2; q2)n+1

=

1

(1 − t)


1

(1 − t2q)
+

∞∑

n=1

(1 + tq) · · · (1 + tqn)t3nq3 1
2

n(n+1)

(1 − t2q) · · · (1 − t2q2n+1)(1 − t2q2) · · · (1 − t2q2n)

 .

Definindo como partições laranja-azul as partições onde as partes laranjas de 1 até n

aparecem pelo menos três e no máximo quatro vezes, as partes azuis como sendo partições

irrestritas e contadas duas vezes. A maior parte azul é no máximo duas vezes a maior parte

laranja mais um, ou a partição é formada apenas por partes 1. Com essas observações e, levando

em consideração o fator 1/(1 − t), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 3.9 O número de partições laranja-azul, em até N partes, é igual a FN+1.

A Tabela (3.9), mostra exemplos para pequenos valores de N.
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Partições descritas no Teorema (3.9)

N FN+1

0 ∅ 1

1 1

2 1 2

3 1 + 1 + 1 3

4 1 + 1; 1 + 1 + 1 + 1 5

5 1 + 1 + 1 + 1; 1 + 1 + 1 + 2; 1 + 1 + 1 + 3 8

6 1 + 1 + 1; 1 + 1 + 1 + 1 + 1; 1 + 1 + 1 + 1 + 2; 1 + 1 + 1 + 1 + 3; 2 + 2 + 2 + 1 + 1 + 1 13

Tabela 3.9: Ilustração do Teorema para f63(q, t).

Identidade 95

Para

f95(q, t) =

∞∑

n=0

t3nq3n2−2n

(t; q2)n+1(tq; q2)n(−tq2; q2)n

. (3.28)

Temos a equação funcional:

(1 − t)(1 − tq)(1 + tq2) f95(q, t) = (1 − tq)(1 + tq2) + t3q f95(q, tq2).

E a relação de recorrência:

P0 = P1 = P2 = 1;

Pn(q) = (1 + q − q2)Pn−1 − (q − q2 − q3)Pn−2 − (q3 − q2n−5)Pn−3. (3.29)

Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

Pn+2(q) =

∞∑

j=−∞
q60 j2+8 jU(n, 10 j) +

∞∑

j=−∞
q60 j2−52 j+11U(n, 4 − 10 j)

− q3


∞∑

j=−∞
q60 j2+28 jU(n, 2 + 10 j) +

∞∑

j=−∞
q60 j2−32 j+1U(n, 2 − 10 j)

 . (3.30)
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Calculando o limite

limq−→1 Pn+2(q) =

∞∑

j=−∞

(
n

10 j

)

2

+

(
n

10 j + 1

)

2

+

(
n

4 − 10 j

)

2

+

(
n

5 − 10 j

)

2

−
(

n

2 + 10 j

)

2

−
(

n

3 + 10 j

)

2

−
(

n

2 − 10 j

)

2

−
(

n

3 − 10 j

)

2

.

Substituindoo q = 1 em (3.29), obtemos a sequência de Fibonacci Pn(1) = Fn, n ≥ 1.

Resulta em:

Fn+2 =

∞∑

j=−∞

(
n

10 j

)

2

+

(
n

10 j + 1

)

2

+

(
n

4 − 10 j

)

2

+

(
n

5 − 10 j

)

2

−
(

n

2 + 10 j

)

2

−
(

n

3 + 10 j

)

2

−
(

n

2 − 10 j

)

2

−
(

n

3 − 10 j

)

2

.

Interpretação combinatória:

∞∑

n=0

t3nq3n2−2n

(t; q2)n+1(tq; q2)n(−tq2; q2)n

=

1

(1 − t)

1 +
∞∑

n=1

tnqn2

t2nq2(n2−n)

(1 − tq) · · · (1 − tq2n−1)(1 − t2q2+2) · · · (1 − t2q2n+2n)

 .

Vamos olhar para o fator

3n2 − 2n = n2 + 2n2 − 2n = [(1 + 3 + · · · + 2n − 1) + 2(0 + 2 + 4 + · · · + 2n − 2)].

Definindo como partições laranja-azul as partições onde as partes azuis são formadas

por todos os pares de 0 até 2n − 2 aparecendo exatamente duas vezes. As partes laranjas são

formadas por ı́mpares que de 1 até o maior ı́mpar aparecem pelo menos uma vez, o maior ı́mpar

sendo um a mais do que a maior parte azul, e partes pares que aparecem aos pares, com maior

parte par podendo ser um a mais do que a maior parte ı́mpar. Com essas observações e, levando

em consideração o fator 1/(1 − t), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 3.10 O número de partições laranja-azul, em até N partes, é igual a FN , N ≥ 1.

A Tabela (3.10), mostra exemplos para pequenos valores de N.
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Partições descritas no Teorema (3.10)

N FN

1 ∅ 1

2 1

3 1 + 0 + 0 2

4 1 + 1 + 0 + 0 3

5 1 + 1 + 1 + 0 + 0; 2 + 2 + 1 + 0 + 0 5

6 1 + 1 + 1 + 1 + 0 + 0; 2 + 2 + 1 + 1 + 0 + 0; 3 + 1 + 2 + 2 + 0 + 0 8

Tabela 3.10: Ilustração do Teorema para f95(q, t).

Observe que ao substituirmos q = −q em (3.1) chegamos em (3.28), logo a mesma

interpretação feita para f15 com q = −1 também é válida pra f95 com q = 1.



CAPÍTULO 4

NOVAS INTERPRETAÇÕES

COMBINATÓRIAS PARA OS NÚMEROS

DE PELL E JACOBSTHAL

Algumas interpretações combinatórias para os números de Pell e Jacobsthal foram dadas

em [8]. Apresentamos aqui interpretações disponı́veis em nosso artigo [14] e outras que en-

volvem os números de de Pell e Jacobsthal em termos de partição, sobrepartição ou partição

em cores. As famı́lias de polinômios apresentadas aqui têm a propriedade de que quando subs-

tituı́mos q = 1 ou q = −1 na sequência apresentada em [9], esta se transforma na sequência, ou

em alguma sequência que envolva os números de Pell e Jacobsthal.

49
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Identidade 12

Para

f12(q, t) =

∞∑

n=0

(−t; q)ntnq(n+1
2 )

(t; q)n+1

. (4.1)

Temos a equação funcional:

(1 − t) f12(q, t) = 1 + (1 + t)tq f12(q, tq).

E a relação de recorrência:

P0 = 1; P1 = 1 + q;

Pn(q) = (1 + qn)Pn−1 + qn−1Pn−2. (4.2)

Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

Pn(q) =

∞∑

j=−∞
q8 j2CT (n + 1, 1 + 8 j) −

∞∑

j=−∞
q8 j2−8 j+2CT (n + 1, 3 − 8 j). (4.3)

Calculando o limite:

lim
q−→1

Pn(q) =

∞∑

j=−∞

(
n + 1

1 + 8 j

)

2

−
(

n + 1

3 − 8 j

)

2

.

Neste caso, substituindo q = 1 em (4.2), obtemos a sequência de Pell Pn(1) = pn. Resulta

em

pn =

∞∑

j=−∞

(
n + 1

1 + 8 j

)

2

−
(

n + 1

3 − 8 j

)

2

.
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Interpretação combinatória:

∞∑

n=0

(−t; q)ntnq(n+1
2 )

(t; q)n+1

=
1

(1 − t)

1 +
∞∑

n=1

(1 + t)(1 + tq) . . . (1 + tqn−1)tnq
n2+n

2

(1 − tq)(1 − tq2) . . . (1 − tqn)



=
1

(1 − t)

1 +
∞∑

n=1

(1 + tq)(1 + tq2) . . . (1 + tqn−1)tnq
n2+n

2

(1 − tq)(1 − tq2) . . . (1 − tqn)

+ t

∞∑

n=1

(1 + tq)(1 + tq2) . . . (1 + tqn−1)tnq
n2+n

2

(1 − tq)(1 − tq2) . . . (1 − tqn)

 .

Lembrando que
n2 + n

2
= 1 + 2 + . . . + n, vamos considerar sobrepartições em que todas

as partes não marcadas de 1 até a maior parte aparecem pelo menos uma vez. A maior parte

marcada é menor do que a maior parte não marcada e o número de partes é N ou N − 1.

Chamamos estas sobrepartições do tipo n. Com essas observações e levando em consideração

o fator 1/(1 − t), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 4.1 O número de sobrepartições do tipo n para todo n até N é igual pN .

A Tabela (4.1), mostra exemplos para pequenos valores de N.

Partições descritas no Teorema (4.1).

N pN

1 ∅; 1 2

2 2 + 1; 1 + 1; 1 5

3 3 + 2 + 1; 2 + 2 + 1; 2 + 1 + 1;

1̄ + 2 + 1; 1 + 1 + 1;

2 + 1; 1 + 1 12

4 4 + 3 + 2 + 1; 3 + 3 + 2 + 1; 3 + 2 + 2 + 1;

3 + 2 + 1 + 1; 2̄ + 3 + 2 + 1; 1̄ + 3 + 2 + 1;

2 + 2 + 2 + 1; 2 + 2 + 1 + 1; 2 + 1 + 1 + 1;

1 + 1 + 1 + 1; 1̄ + 2 + 1 + 1; 1̄ + 2 + 2 + 1;

3 + 2 + 1; 2 + 2 + 1; 1̄ + 2 + 1;

2 + 1 + 1; 1 + 1 + 1 29

Tabela 4.1: Ilustração do Teorema para f12(q, t).
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Identidade 27

Para

f27(q, t) =

∞∑

n=0

(−tq; q2)nt2nq2(n2+n)

(tq; q2)n+1(t; q2)n+1(−tq2; q2)n

. (4.4)

Temos a equação funcional:

(1 − t)(1 − tq)(1 + tq2) f27(q, t) = 1 + tq2 + (1 + tq)t2q4 f27(q, tq2).

E a relação de recorrência:

P0 = 1; P1 = 1 + q; P2 = 1 + q + q2 + q4;

Pn(q) = (1 + q − q2)Pn−1 − (q − q2 − q3 − q2n)Pn−2 − (q3 − q2n−1)Pn−3. (4.5)

Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

P2n−1(q) =

∞∑

j=−∞
q12 j2+4 j

[
2n − 1

n − 1 − 3 j

]

q2

+

∞∑

j=−∞
q12 j2−8 j+1

[
2n

n − 1 + 3 j

]

q2

, n ≥ 1.

(4.6)

Calculando o limite

lim
q−→1

P2n−1(q) =

∞∑

j=−∞

(
2n − 1

n − 1 − 3 j

)
+

(
2n

n − 1 + 3 j

)
.

Neste caso, substituindo q = 1 em (4.5), encontramos a sequência 1, 2, 4, 8, 16, · · · .

Observe que a relação de recorrência é a mesma dos números de Jacobsthal, a menos das

condições iniciais. É possı́vel provar por indução que Pn(1) = 2n, visto que,

P0(1) = 1 = 20; P1(1) = 2 = 21; P2(1) = 4 = 22 e Pn(1) = Pn−1 + 2Pn−2.

É possı́vel mostrar, também por indução, que 2n = Jn + Jn−1, n ≥ 1.

22n−1 =

∞∑

j=−∞

(
2n − 1

n − 1 − 3 j

)
+

(
2n

n − 1 + 3 j

)
, n ≥ 1.
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Interpretação combinatória

∞∑

n=0

(−tq; q2)nt2nq2(n2+n)

(tq; q2)n+1(t; q2)n+1(−tq2; q2)n

=

1

(1 − t)


1

(1 − tq)
+

∞∑

n=1

(1 + tq) · · · (1 + tq2n−1)t2nq2(n2+n)

(1 − tq) · · · (1 − tq2n+1)(1 − t2q2+2) · · · (1 − t2q2n+2n)

 .

Definimos partições laranja-azul, como partições onde as partes azuis são formadas por

pares que de 2 até o maior par aparecem pelo menos duas vezes e um número par de vezes,

com maior parte podendo ser um a mais que o maior par, mais as partições formadas apenas por

partes 1. As partes laranjas formadas por ı́mpares no máximo um a menos que a maior parte

par. Levando em consideração o fator 1/(1 − t), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 4.2 O número de partições laranja-azul, em até N partes, é igual a JN + JN−1.

A Tabela (4.2), mostra exemplos para pequenos valores de N.

Partições descritas no Teorema (4.2)

N JN + JN−1

0 ∅ 1

1 1 2

2 1 + 1; 2 + 2 4

3 1 + 1 + 1; 2 + 2 + 1; 3 + 2 + 2, 2 + 2 + 1 8

4 1 + 1 + 1 + 1; 2 + 2 + 1 + 1; 3 + 2 + 2 + 1; 3 + 3 + 2 + 2;

2 + 2 + 1 + 1; 2 + 2 + 3 + 1; 2 + 2 + 2 + 2; 4 + 4 + 2 + 2 16

Tabela 4.2: Ilustração do Teorema para f27(q, t).

Identidade 28

Para

f28(q, t) =

∞∑

n=0

(−tq2; q2)ntnqn2+n

(t; q2)n+1(tq; q2)n+1

. (4.7)

Temos a equação funcional:

(1 − t)(1 − tq) f28(q, t) = 1 + (1 + tq2)tq2 f28(q, tq2).
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E a relação de recorrência:

P0 = 1; P1 = 1 + q + q2;

Pn(q) = (1 + q + q2n)Pn−1 − (q − q2n)Pn−2. (4.8)

Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

P2n(q) =

∞∑

j=−∞
q12 j2+4 jCT (2n + 1, 1 + 6 j) +

∞∑

j=−∞
q12 j2−8 j+1CT (2n + 1, 2 − 6 j).

(4.9)

Calculando o limite

lim
q−→−1

P2n(q) =

∞∑

j=−∞

(
2n + 1

1 + 6 j

)

2

−
(
2n + 1

2 − 6 j

)

2

.

Neste caso, substituindo q = −1 em (4.8) obtemos a sequência de Jacobsthal Pn(−1) = Jn.

Resulta em:

J2n =

∞∑

j=−∞

(
2n + 1

1 + 6 j

)

2

−
(
2n + 1

2 − 6 j

)

2

.

Conjecturamos que:

Jn =

∞∑

j=−∞

(
n + 1

1 + 6 j

)

2

−
(

n + 1

2 − 6 j

)

2

.

Para interpretação combinatória para Pn(−q), usamos f28:

∞∑

n=0

(−tq2; q2)ntnqn2+n

(t; q2)n+1(−tq; q2)n+1

=
1

(1 − t)


1

(1 + tq)
+

∞∑

n=1

(1 + tq2) · · · (1 + tq2n)tnqn2+n

(1 − tq2) · · · (1 − tq2n)(1 + tq) · · · (1 + tq2n+1)

 .

Considere que n2 + n = 2 + 4 + . . . + 2n, a soma dos n primeiros pares.

Definimos partições laranja-azul como partições onde as partes laranjas são pares que

aparecem de 2 até a maior parte, pelo menos uma vez e no máximo duas. As partes azuis são

partições irrestritas com maior parte no máximo um a mais do que a maior parte laranja, mais as

partições formadas apenas por partes 1, e as partes ı́mpares possuem um sinal, sendo positivo se
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o número de partes ı́mpares for par e negativo caso contrário. Com essas observações e, levando

em consideração o fator 1/(1 − t), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 4.3 O número de partições laranja-azul, com um número par de partes ı́mpares azuis

menos aquelas com um número ı́mpar de partes ı́mpares azuis, em no máximo N partes, é igual

a JN .

A Tabela (4.3), mostra exemplos para pequenos valores de N.

Partições descritas no Teorema (4.3).

N com um número par de ı́mpares com um número ı́mpar de ı́mpares JN

0 ∅ 1

1 2 1 1

2 1 + 1; 2 + 2; 2 + 2; 4 + 2 2 + 1; 2 + 3 3

3 2 + 2 + 2; 2 + 2 + 2; 2 + 1 + 1; 1 + 1 + 1; 2 + 2 + 1; 2 + 2 + 3;

2 + 3 + 1; 2 + 3 + 3; 4 + 2 + 2; 2 + 2 + 1; 2 + 3 + 2; 4 + 2 + 1;

4 + 4 + 2; 4 + 2 + 2; 4 + 2 + 4; 4 + 2 + 3; 4 + 2 + 5

6 + 4 + 2 5

Tabela 4.3: Ilustração do Teorema para f28(−q, t).

Observe que uma segunda interpretação pode se feita usando q = 1, pois P(1) = 3n. Neste

caso, a interpretação combinatória é feita com:

∞∑

n=0

(−tq2; q2)ntnqn2+n

(t; q2)n+1(tq; q2)n+1

=
1

(1 − t)


1

(1 − tq)
+

∞∑

n=1

(1 + tq2) · · · (1 + tq2n)tnqn2+n

(1 − tq2) · · · (1 − tq2n)(1 − tq) · · · (1 − tq2n+1)

 .

Se definirmos agora partições laranja-azul como partições onde as partes laranjas são

pares que aparecem de 2 até a maior parte pelo menos uma vez e no máximo duas. As partes

azuis são partições irrestritas com maior parte no máximo um a mais do que a maior parte

laranja, mais as partições formadas apenas por partes 1. Podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 4.4 O número de partições laranja-azul, em no máximo N partes, é igual a 3N .

A Tabela (4.4), mostra exemplos para pequenos valores de N.
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Partições descritas no Teorema (4.4)

N 3N

0 ∅ 1

1 2; 1 3

2 1 + 1; 2 + 2; 2 + 2; 4 + 2; 2 + 1; 2 + 3 9

3 2 + 2 + 2; 2 + 2 + 2; 2 + 1 + 1; 1 + 1 + 1; 2 + 2 + 1; 2 + 2 + 3; 2 + 3 + 1;

2 + 3 + 3; 4 + 2 + 2; 2 + 2 + 1; 2 + 3 + 2; 4 + 2 + 1; 4 + 4 + 2; 4 + 2 + 2;

4 + 2 + 4; 4 + 2 + 3; 4 + 2 + 5; 6 + 4 + 2 27

Tabela 4.4: Ilustração do Teorema para f28(q, t).

E calculando o limite

lim
q−→1

P2n(q) =

∞∑

j=−∞

(
2n + 1

1 + 6 j

)

2

+

(
2n + 1

2 − 6 j

)

2

.

32n =

∞∑

j=−∞

(
2n + 1

1 + 6 j

)

2

+

(
2n + 1

2 − 6 j

)

2

.

Conjecturamos que:

3n =

∞∑

j=−∞

(
n + 1

1 + 6 j

)

2

+

(
n + 1

2 − 6 j

)

2

.

Identidade 66

Para

f66(q, t) =

∞∑

n=0

(−t2; q4)ntnqn2

(t; q2)n+1(tq; q2)n(−tq2; q2)n

. (4.10)

Temos a equação funcional:

(1 − t)(1 − tq)(1 + t2q) f66(q, t) = (1 − tq)(1 + tq2) + (1 + t2)tq f66(q, tq2).

E a relação de recorrência:

P0 = 1; P1 = 1 + q; P2 = 1 + q + q2 + q4;

Pn(q) = (1 + q − q2 + q2n−1)Pn−1 − (q − q2 − q3)Pn−2 − (q3 − q2n−5)Pn−3. (4.11)
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Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

P2n+2(q) =

∞∑

j=−∞
q32 j2+4 jU(2n − 1, 8 j) −

∞∑

j=−∞
q32 j2−28 j+6U(2n + 1, 3 − 8 j)

+ q

∞∑

j=−∞
q32 j2+12 jU(2n + 1, 1 + 8 j) − q

∞∑

j=−∞
q32 j2−20 j+2U(2n − 1, 2 − 8 j).(4.12)

Calculando o limite

lim
q−→1

P2n+2(q) =

∞∑

j=−∞

(
2n − 1

8 j

)

2

+

(
2n − 1

8 j + 1

)

2

−
(
2n + 1

3 − 8 j

)

2

−
(
2n + 1

4 − 8 j

)

2

+

(
2n + 1

1 + 8 j

)

2

+

(
2n + 1

2 + 8 j

)

2

−
(
2n − 1

2 − 8 j

)

2

−
(
2n − 1

3 − 8 j

)

2

. (4.13)

Neste caso, substituindo q = 1 em (4.11), obtemos o dobro da sequência de Pell para

n ≥ 1, Pn(1) = 2pn.

2p2n+2 =

∞∑

j=−∞

(
2n − 1

8 j

)

2

+

(
2n − 1

8 j + 1

)

2

−
(
2n + 1

3 − 8 j

)

2

−
(
2n + 1

4 − 8 j

)

2

+

(
2n + 1

1 + 8 j

)

2

+

(
2n + 1

2 + 8 j

)

2

−
(
2n − 1

2 − 8 j

)

2

−
(
2n − 1

3 − 8 j

)

2

, n ≥ 1. (4.14)

Denotando por Yn = A052542 em [22], essa sequência, exceto o termo inicial 1, é sim-

plesmente duas vezes os números de Pell.

Interpretação combinatória:

∞∑

n=0

(−t2; q4)ntnqn2

(t; q2)n+1(tq; q2)n(−tq2; q2)n

=

1

(1 − t)

1 + (1 + t2)

∞∑

n=1

(1 + t2q4) · · · (1 + t2q4n−4)tnqn2

(1 − t2q2+2) · · · (1 − t2q2n+2n)(1 − tq) · · · (1 − tq2n−1)

 .

Definimos sobrepartições laranja-azul como sobrepartições onde as partes laranjas são

ı́mpares não marcados e aparecem de 1 até a maior parte 2n− 1 pelo menos uma vez. As partes

azuis são pares não marcados, aparecendo aos pares com a maior parte podendo ser um a mais

que a maior parte laranja e para cada par de pares, até o maior ı́mpar menos um, pode existir

uma parte marcada. Com essas observações e levando em consideração o fator (1 + t2)/(1 − t)
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podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 4.5 Se consideramos para cada n a sobrepartição laranja-azul com n ou n−2 partes,

então o número de todas estas sobrepartições com n ≤ N é igual a YN .

A Tabela (4.5), mostra exemplos para pequenos valores de N.

Partições descritas no Teorema (4.5).

N YN

0 ∅ 1

1 1 2

2 3 + 1; 1 + 1; 4

3 5 + 3 + 1; 3 + 1 + 1; 3 + 3 + 1;

1 + 1 + 1; 1 + 2 + 2; 1 10

Tabela 4.5: Ilustração do Teorema para f66(q, t).

Identidades 67

Para

f67(q, t) =

∞∑

n=0

(−t2; q4)ntnqn2+2n

(t; q2)n+1(tq; q2)n(−tq2; q2)n

. (4.15)

Temos a equação funcional:

(1 − t)(1 − tq)(1 + tq2) f67(q, t) = (1 − tq)(1 + tq2) + (1 + t2)tq3 f67(q, t).

E a relação de recorrência:

P0 = 1; P1 = 1 + q3; P2 = 1 + q3 + q4 + q8;

Pn(q) = (1 + q − q2 + q2n+1)Pn−1 − (q − q2 − q3)Pn−2 − (q3 − q2n−3)Pn−3. (4.16)

Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

P2n−1(q) =

∞∑

j=−∞
q32 j2+4 jU(2n, 8 j) −

∞∑

j=−∞
q32 j2−28 j+6U(2n − 2, 3 − 8 j).

− q

∞∑

j=−∞
q32 j2+12 jU(2n, 1 + 8 j) + q

∞∑

j=−∞
q32 j2−20 j+2U(2n − 2, 2 − 8 j), (4.17)



Novas interpretações combinatórias para os números de Pell e Jacobsthal 59

n ≥ 1.

Calculando o limite

lim
q−→1

P2n−1(q) =

∞∑

j=−∞

(
2n

8 j

)

2

+

(
2n

1 + 8 j

)

2

−
(
2n − 2

3 − 8 j

)

2

−
(
2n − 2

4 − 8 j

)

2

.

−
(

2n

1 + 8 j

)

2

−
(

2n

2 + 8 j

)

2

+

(
2n − 2

2 − 8 j

)

2

+

(
2n − 2

3 − 8 j

)

2

. (4.18)

Neste caso, substituindo q = 1 em (4.16), obtemos que Pn(1) = 2pn, n ≥ 1. Denotando

por Yn = A052542 em [22], essa sequência, exceto o termo inicial 1, é simplesmente duas vezes

os números de Pell.

2p2n−1 =

∞∑

j=−∞

(
2n

8 j

)

2

+

(
2n

1 + 8 j

)

2

−
(
2n − 2

3 − 8 j

)

2

−
(
2n − 2

4 − 8 j

)

2

−
(

2n

1 + 8 j

)

2

−
(

2n

2 + 8 j

)

2

+

(
2n − 2

2 − 8 j

)

2

+

(
2n − 2

3 − 8 j

)

2

.

n ≥ 1.

Interpretação combinatória:

∞∑

n=0

(−t2; q4)ntnqn2+2n

(t; q2)n+1(tq; q2)n(−tq2; q2)n

=

1

(1 − t)

1 + (1 + t2)

∞∑

n=1

(1 + t2q4)(1 + t2q8) · · · (1 + t2q4n−4)tnqn2+2n

(1 − t2q2+2) · · · (1 − t2q2n+2n)(1 − tq) · · · (1 − tq2n−1)

 .

Considere que n2 + 2n = 3 + . . . + 2n + 1 é a soma dos n ı́mpares a partir de 3.

Definimos sobrepartições laranja-azul como sobrepartições onde as partes laranjas são

não marcadas, ı́mpares e aparecem de 3 até a parte 2n − 1 pelo menos uma vez, a maior parte

laranja 2n+1 aparece apenas uma vez, mais as partições formadas apenas por partes 1. As partes

azuis são pares não marcados aparecendo aos pares, com a maior parte podendo ser um a menos

que a maior parte laranja e para cada par de pares, até o maior ı́mpar menos três, pode existir

uma parte marcada. Com essas observações e, levando em consideração o fator (1 + t2)/(1 − t),

podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 4.6 Se consideramos para cada n, a sobrepartição laranja-azul, com n ou n−2 partes,

então o número de todas estas sobrepartições com n ≤ N é igual a Yn.

A Tabela (4.6), mostra exemplos para pequenos valores de N.
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Partições descritas no Teorema (4.6).

N YN

0 ∅ 1

1 1 2

2 3 + 1; 1 + 1; 4

3 5 + 1 + 1; 3 + 3 + 1; 3 + 1 + 1;

1 + 1 + 1; 1 + 2 + 2; 1; 10

Tabela 4.6: Ilustração do Teorema para f67(q, t).

Identidade 87a

Para

f87a
(q, t) =

∞∑

n=0

(t2q2; q4)nt2nq2n2+2n

(t; q2)n+1(−tq2; q2)n(tq; q2)n(tq; q2)n+1

. (4.19)

Temos a equação funcional:

(1 − t)(1 − tq)(1 + tq2) f87a
(q, t) = 1 + tq2 + (1 + tq)t2q4 f87a

(q, tq2).

E a relação de recorrência:

P0 = 1; P1 = 1 + q; P2 = 1 + q + q2 + q4

Pn(q) = (1 + q − q2)Pn−1 − (q − q2 − q3 − q2n)Pn−2 − (q3 − q2n−1)Pn−3. (4.20)

Em [9] foram apresentadas duas fórmulas para esta famı́lia de polinômios. A primeira é:

P2n(q) =

∞∑

j=−∞
q48 j2+8 j

[
2n + 1

n − 6 j

]

q2

+

∞∑

j=−∞
q48 j2−40 j+8

[
2n + 1

n − 2 + 6 j

]

q2

+ q


∞∑

j=−∞
q48 j2+16 j

[
2n

n − 1 − 6 j

]

q2

+

∞∑

j=−∞
q48 j2−32 j+4

[
2n

n − 2 + 6 j

]

q2

 . (4.21)

Calculando o limite:

lim
q−→1

P2n(q) =

∞∑

j=−∞

(
2n + 1

n − 6 j

)
+

(
2n + 1

n − 2 + 6 j

)
+

(
2n

n − 1 − 6 j

)
+

(
2n

n − 2 + 6 j

)
.

A segunda fórmula para a famı́lia de polinômios é dada por:
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P2n =

∞∑

j=−∞
q12 j2+4 j

[
2n + 1

n − 3 j

]

q2

+

∞∑

j=−∞
q12 j2−8 j+1

[
2n

n − 1 + 3 j

]

q2

. (4.22)

Calculando o limite:

lim
q−→1

P2n =

∞∑

j=−∞

(
2n + 1

n − 3 j

)
+

(
2n

n − 1 + 3 j

)
.

Neste caso, substituindo q = 1 em (4.20), obtemos a mesma relação de recorrência para

os números de Jacobsthal, mas com termos iniciais diferentes, resultando na sequência 2n, como

argumentado na interpretação de f27. Resulta em:

22n =

∞∑

j=−∞

(
2n + 1

n − 6 j

)
+

(
2n + 1

n − 2 + 6 j

)
+

(
2n

n − 1 − 6 j

)
+

(
2n

n − 2 + 6 j

)
,

e

22n =

∞∑

j=−∞

(
2n + 1

n − 3 j

)
+

(
2n

n − 1 + 3 j

)
.

Interpretação combinatória:

∞∑

n=0

(t2q2; q4)nt2nq2n2+2n

(t; q2)n+1(−tq2; q2)n(tq; q2)n(tq; q2)n+1

=
1

(1 − t)


1

(1 − tq)
+

∞∑

n=1

(1 − t2q2) · · · (1 − t2q2(2n−1))t2nq2n2+2n

(1 − tq) · · · (1 − tq2n+1)(1 − t2q2+2) · · · (1 − t2q2n+2n)(1 − tq) · · · (1 − tq2n−1)

 .

Definindo como partições laranja-azul-verde partições onde nas partes laranjas os pares

de 2 até a maior parte aparece pelo menos duas vezes e um número par de vezes. As partes

azuis são ı́mpares, com maior parte podendo ser um a mais do que a maior parte laranja. As

partes verdes são contadas duas vezes, dadas por pares formados pelo dobro dos ı́mpares, com

maior parte sendo no máximo o dobro do maior par menos dois. Temos também um sinal

ligado às partes verdes que será positivo se o número de partes verdes for par e negativo se for

ı́mpar. Com essas observações e, levando em consideração o fator 1/(1 − t), podemos enunciar

o seguinte teorema:

Teorema 4.7 O número de sobrepartições laranja-azul-verde com um número par de partes
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verdes menos aquelas com um número ı́mpar de partes verdes, em até N partes, é igual a 2N .

A Tabela (4.7), mostra exemplos para pequenos valores de N.

Partições descritas no Teorema (4.7).

N com um número par de partes verdes com um número ı́mpar de partes verdes 2N

0 ∅ 1

1 1 2

2 1 + 1; 2 + 2 4

3 1 + 1 + 1; 2 + 2 + 1; 2 + 2 + 3; 2 + 2 + 1 8

4 1 + 1 + 1 + 1; 2 + 2 + 2 + 2; 2 + 2 + 1 + 1 2 + 2 + 2 16

2 + 2 + 1 + 3; 2 + 2 + 3 + 3; 2 + 2 + 1 + 1;

2 + 2 + 1 + 1; 2 + 2 + 1 + 3 4 + 4 + 2 + 2

Tabela 4.7: Ilustração do Teorema para f87a
(q, t).



CAPÍTULO 5

NOVAS INTERPRETAÇÕES

COMBINATÓRIAS PARA SEQUÊNCIAS

DISPONÍEVEIS EM OEIS

Apresentamos neste capı́tulo as interpretações feitas para sequências que estão disponı́veis

em The On-line Encyclopedia of Integer Sequences (OIES) [22]. O objetivo é encontrar relações

mais diretas entre as interpretações dadas aqui e as já apresentadas.

63
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Interpretações Combinatórias para a sequência A000079 (2n)

Apresentamos aqui várias interpretações em termos de partição para 2n e, no último

capı́tulo, algumas bijeções entre estas interpretações.

Identidade 9

Para

f9(q, t) =

∞∑

n=0

t2nq2n2+n

(t; q2)n+1(tq; q2)n+1

. (5.1)

Temos a equação funcional:

(1 − t)(1 − tq) f9(q, t) = 1 + t2q3 f9(q, tq2).

E a relação de recorrência:

P0 = 1; P1 = 1 + q;

Pn(q) = (1 + q)Pn−1 − (q − q2n−1)Pn−2. (5.2)

Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

P2n−1(q) =

∞∑

j=−∞
q8 j2+2 j

[
2n − 1

n − 1 − 2 j

]

q2

+

∞∑

j=−∞
q8 j2−6 j+1

[
2n − 1

n − 1 + 2 j

]

q2

, n ≥ 1. (5.3)

Calculando o limite:

lim
q−→1

P2n−1(q) =

∞∑

j=−∞

(
2n − 1

n − 1 − 2 j

)
+

(
2n − 1

n − 1 + 2 j

)
.

Neste caso, substituindo q = 1 em (5.2), obtemos Pn(1) = 2n. Resulta em:

22n−1 =

∞∑

j=−∞

(
2n − 1

n − 1 − 2 j

)
+

(
2n − 1

n − 1 + 2 j

)
, n ≥ 1.
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Interpretação combinatória:

∞∑

n=0

t2nq2n2+n

(t; q2)n+1(tq; q2)n+1

=
1

(1 − t)


1

(1 − tq)
+

∞∑

n=1

t2nq2n2+n

(1 − tq)(1 − tq2) · · · (1 − tq2n)(1 − tq2n+1)

 .

Observando que 2n2+n = 1+2+ · · ·+ (2n−1)+2n, temos no numerador todos os inteiros

positivos de 1 até 2n aparecendo pelo menos uma vez, podem aparecer mais do que uma devido

ao fato de que no denominador as partes podem ser de 1 até 2n + 1. Com essas observações e

levando em consideração o fator 1/(1 − t), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.1 O número de partições onde todo inteiro de 1 até o maior par aparece pelo menos

uma vez com a maior parte podendo ser no máximo um a mais do que o maior par, mais as

partições formadas apenas por partes 1, em até N partes, é igual a 2N .

A Tabela (5.1), mostra exemplos para pequenos valores de N.

Partições descritas no Teorema (5.1)

N 2N

0 ∅ 1

1 1 2

2 1 + 1; 2 + 1 4

3 1 + 1 + 1; 2 + 1 + 1; 2 + 2 + 1, 3 + 2 + 1 8

4 1 + 1 + 1 + 1; 2 + 1 + 1 + 1; 3 + 2 + 1 + 1; 3 + 3 + 2 + 1;

2 + 2 + 2 + 1; 2 + 2 + 1 + 1; 3 + 2 + 2 + 1; 4 + 3 + 2 + 1 16

Tabela 5.1: Ilustração do Teorema para f9(q, t).

Identidade 23

Para

f23(q, t) =

∞∑

n=0

(−1)ntnqn2

(t; q2)n+1

. (5.4)

Temos a equação funcional:

(1 − t) f23(q, t) = 1 − tq f23(q, tq2).
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E a relação de recorrência:

P0 = 1;

Pn(q) = (1 − q2n−1)Pn−1. (5.5)

Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

Pn(q) =

∞∑

j=−∞
q12 j2+2 jJ(n, 3 j, q) −

∞∑

j=−∞
q12 j2−10 j+2J(n, 1 − 3 j, q). (5.6)

Calculando o limite:

lim
q−→−1

Pn(q) =

∞∑

j=−∞

(
n

3 j

)

3

−
(

n

1 − 3 j

)

3

.

Neste caso, substituindo q = −1 em (5.5), obtemos Pn(−1) = 2n. Resulta em:

2n =

∞∑

j=−∞

(
n

3 j

)

3

−
(

n

1 − 3 j

)

3

.

A interpretação combinatória para Pn(−q)é feita através de f23(−q, t), dada por:

∞∑

n=0

tnqn2

(t; q2)n+1

=
1

(1 − t)

1 +
∞∑

n=1

tnqn2

(1 − tq2) · · · (1 − tq2n)

 .

Observando que n2 = 1 + 3 + · · · + 2n − 1, temos no numerador todos os ı́mpares de 1 até

2n− 1 aparecendo exatamente uma vez, e no denominador os pares irrestritos, com maior parte

podendo ser 2n. Com essas observações e levando em consideração o fator 1/(1 − t), podemos

enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.2 O número de partições onde os ı́mpares de 1 até o maior ı́mpar aparecem exata-

mente uma vez, e a maior parte pode ser no máximo um a mais do que o maior ı́mpar, em até

N partes, é igual a 2N .

A Tabela (5.2), mostra exemplos para pequenos valores de N.
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Partições descritas no Teorema (5.2)

N 2N

0 ∅ 1

1 1 2

2 1 + 3; 2 + 1 4

3 2 + 2 + 1; 3 + 2 + 1; 4 + 3 + 1, 5 + 3 + 1 8

4 2 + 2 + 2 + 1; 3 + 2 + 2 + 1; 4 + 4 + 3 + 1; 4 + 3 + 2 + 1;

5 + 4 + 3 + 1; 5 + 3 + 2 + 1; 6 + 5 + 3 + 1; 7 + 5 + 3 + 1 16

Tabela 5.2: Ilustração do Teorema para f23(−q, t).

Identidade 38

Para

f38(q, t) =

∞∑

n=0

t2nq2(n2+n)

(t; q2)n+1(tq; q2)n+1

. (5.7)

Temos a equação funcional:

(1 − t)(1 − tq) f38(q, t) = 1 + t2q4 f38(q, tq2).

E a relação de recorrência:

P0 = 1; P1 = 1 + q;

Pn(q) = (1 + q)Pn−1 − (q − q2n)Pn−2. (5.8)

Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

P2n(q) =

∞∑

j=−∞
q16 j2+6 j

[
2n + 1

n − 4 j

]

q2

+

∞∑

j=−∞
q16 j2−10 j+1

[
2n + 1

n − 1 + 4 j

]

q2

. (5.9)

P2n−1(q) =

∞∑

j=−∞
q16 j2+6 j

[
2n

n − 1 − 4 j

]

q2

+

∞∑

j=−∞
q16 j2−10 j+1

[
2n

n − 1 + 4 j

]

q2

. (5.10)

n ≥ 1.
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Calculando os limites:

lim
q−→1

P2n(q) =

∞∑

j=−∞

(
2n + 1

n − 4 j

)
+

(
2n + 1

n − 1 + 4 j

)
.

lim
q−→1

P2n−1(q) =

∞∑

j=−∞

(
2n

n − 1 − 4 j

)
+

(
2n

n − 1 + 4 j

)
.

Neste caso, substituindo q = 1 em (5.8), obtemos Pn(1) = 2n. Resulta em:

22n =

∞∑

j=−∞

(
2n + 1

n − 4 j

)
+

(
2n + 1

n − 1 + 4 j

)
.

22n−1 =

∞∑

j=−∞

(
2n

n − 1 − 4 j

)
+

(
2n

n − 1 + 4 j

)
.

Interpretação combinatória:

∞∑

n=0

t2nq2(n2+n)

(t; q2)n+1(tq; q2)n+1

=
1

(1 − t)


1

(1 − tq)
+

∞∑

n=1

t2nq2(n2+n)

(1 − tq)(1 − tq2) · · · (1 − tq2n)(1 − tq2n+1)

 .

Levando em consideração o fator 1/(1 − t), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.3 O número de partições onde todo par de 2 até o maior par aparece pelo menos

duas vezes e a maior parte pode ser um a mais do que a maior parte par, mais as partições

formadas apenas por partes 1, em até N partes, é igual a 2N .

A Tabela (5.3), mostra exemplos para pequenos valores de N.

Partições descritas no Teorema (5.3)

N 2N

0 ∅ 1

1 1 2

2 1 + 1; 2 + 2 4

3 1 + 1 + 1; 2 + 2 + 1; 3 + 2 + 2, 2 + 2 + 2 8

4 1 + 1 + 1 + 1; 2 + 2 + 1 + 1; 3 + 2 + 2 + 1; 3 + 3 + 2 + 2;

2 + 2 + 2 + 2; 2 + 2 + 2 + 1; 3 + 2 + 2 + 2; 4 + 4 + 2 + 2 16

Tabela 5.3: Ilustração do Teorema para f38(q, t).
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Identidade 39

Para

f39(q, t) =

∞∑

n=0

t2nq2n2

(t; q2)n+1(tq; q2)n

. (5.11)

Temos a equação funcional:

(1 − t)(1 − tq) f39(q, t) = 1 − tq + t2q2 f39(q, tq2).

E a relação de recorrência:

P0 = P1 = 1;

Pn(q) = (1 + q)Pn−1 − (q − q2n−2)Pn−2. (5.12)

Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

P2n(q) =

∞∑

j=−∞
q16 j2+2 j

[
2n

n − 4 j

]

q2

+

∞∑

j=−∞
q16 j2−14 j+3

[
2n

n − 2 + 4 j

]

q2

. (5.13)

P2n+1(q) =

∞∑

j=−∞
q16 j2+2 j

[
2n + 1

n − 4 j

]

q2

+

∞∑

j=−∞
q16 j2−14 j+4

[
2n + 1

n − 1 + 4 j

]

q2

. (5.14)

Calculando os limites:

lim
q−→1

P2n(q) =

∞∑

j=−∞

(
2n

n − 4 j

)
+

(
2n

n − 2 + 4 j

)
.

lim
q−→1

P2n+1(q) =

∞∑

j=−∞

(
2n + 1

n − 4 j

)
+

(
2n + 1

n − 1 + 4 j

)
.

Neste caso, substituindo q = 1 em (5.12), obtemos Pn(1) = 2n−1, n ≥ 1. Resulta em:

22n−1 =

∞∑

j=−∞

(
2n

n − 4 j

)
+

(
2n

n − 2 + 4 j

)
, n ≥ 1.
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22n =

∞∑

j=−∞

(
2n + 1

n − 4 j

)
+

(
2n + 1

n − 1 + 4 j

)
.

Interpretação combinatória:

∞∑

n=0

t2nq2n2

(t; q2)n+1(tq; q2)n

=
1

(1 − t)

1 +
∞∑

n=1

t2nq2n2

(1 − tq)(1 − tq2) · · · (1 − tq2n−1)(1 − tq2n)

 .

Observando que no numerador temos todos os ı́mpares de 1 até 2n − 1 aparecendo pelo

menos duas vezes e no denominador a maior parte pode ser um a mais que no denominador, e

levando em consideração o fator 1/(1 − t), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.4 O número de partições onde todo ı́mpar de 1 até o maior ı́mpar aparece pelo

menos duas vezes, a maior parte pode ser um a mais do que a maior parte ı́mpar, em até N

partes, é igual a 2N−1, N ≥ 1.

A Tabela (5.4), mostra exemplos para pequenos valores de N.

Partições descritas no Teorema (5.4)

N 2N−1

0 ∅ 1

1 1

2 1 + 1 2

3 1 + 1 + 1; 2 + 1 + 1 4

4 1 + 1 + 1 + 1; 2 + 2 + 1 + 1; 2 + 1 + 1 + 1; 3 + 3 + 1 + 1 8

5 1 + 1 + 1 + 1 + 1; 2 + 1 + 1 + 1 + 1; 2 + 2 + 1 + 1 + 1; 2 + 2 + 2 + 1 + 1;

3 + 3 + 1 + 1 + 1; 3 + 3 + 2 + 1 + 1; 3 + 3 + 3 + 1 + 1; 4 + 3 + 3 + 1 + 1 16

Tabela 5.4: Ilustração do Teorema para f39(q, t).

Identidade 84

Para

f84(q, t) =

∞∑

n=0

t2nq2n2+n

(t; q2)n+1(tq; q2)n+1

. (5.15)

Temos a equação funcional:

(1 − t)(1 − tq) f84(q, t) = 1 + t2q3 f84(q, tq2).
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E a relação de recorrência:

P0 = 1; P1 = 1 + q;

Pn(q) = (1 + q)Pn−1 − (q − q2n−1)Pn−2. (5.16)

Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

Pn(q) =

∞∑

j=−∞
q48 j2+4 j

[
2n

n + 8 j

]

q

+

∞∑

j=−∞
q48 j2−44 j+10

[
2n

n − 4 + 8 j

]

q

− q2


∞∑

j=−∞
q48 j2+20 j

[
2n

n − 2 − 8 j

]

q

+

∞∑

j=−∞
q48 j2−28 j+2

[
2n

n − 2 + 8 j

]

q

 . (5.17)

Calculando o limite:

lim
q−→1

Pn(q) =

∞∑

j=−∞

(
2n

n + 8 j

)
+

(
2n

n − 4 + 8 j

)
−

(
2n

n − 2 − 8 j

)
−

(
2n

n − 2 + 8 j

)
.

Neste caso, substituindo q = 1 em (5.16), obtemos Pn(1) = 2n. Resulta em:

2n =

∞∑

j=−∞

(
2n

n + 8 j

)
+

(
2n

n − 4 + 8 j

)
−

(
2n

n − 2 − 8 j

)
−

(
2n

n − 2 + 8 j

)
.

Interpretação combinatória:

∞∑

n=0

t2nq2n2+n

(t; q2)n+1(tq; q2)n+1

=
1

(1 − t)


1

(1 − tq)
+

∞∑

n=1

t2nq2n2+n

(1 − tq)(1 − tq2) · · · (1 − tq2n)(1 − tq2n+1)

 .

Observando que 2n2+n = 1+2+ · · ·+ (2n−1)+2n, temos no numerador todos os inteiros

positivos de 1 até 2n aparecendo pelo menos uma vez, podem aparecer mais do que uma devido

ao fato de que no denominador termos partes 1 até 2n + 1. Com essas observações e levando

em consideração o fator 1/(1 − t), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.5 O número de partições onde todo inteiro de 1 até o maior par aparece pelo menos

uma vez com maior parte podendo ser no máximo um a mais que o maior par, mais as partições

formadas apenas por partes 1, em até N partes, é igual a 2N .

A Tabela (5.5), mostra exemplos para pequenos valores de N.
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Partições descritas no Teorema (5.5)

N 2N

0 ∅ 1

1 1 2

2 1 + 1; 2 + 1 4

3 1 + 1 + 1; 2 + 1 + 1; 2 + 2 + 1, 3 + 2 + 1 8

4 1 + 1 + 1 + 1; 2 + 1 + 1 + 1; 3 + 2 + 1 + 1; 3 + 3 + 2 + 1;

2 + 2 + 2 + 1; 2 + 2 + 1 + 1; 3 + 2 + 2 + 1; 4 + 3 + 2 + 1 16

Tabela 5.5: Ilustração do Teorema para f84(q, t).

Interpretações Combinatórias para a sequência A000244 (3n)

A pequena diferença no numerador das duas funções geradoras apresentadas aqui, pode

relacionar uma interpretação em termos de partição de f50 a uma interpretação para f51, pois o

fator n2 + n é interpretado como soma de pares e n2 + 2n é interpretado como soma de ı́mpares

maiores ou iguais a três. Mas uma interpretação em termos de coloração também foi apresen-

tada para f51, onde a bijeção pode ser escrita mais detalhadamente.

Identidade 50

Para

f50(q, t) =

∞∑

n=0

(−tq; q2)ntnqn2+2n

(t; q2)n+1(tq; q2)n+1

. (5.18)

Temos a equação funcional:

(1 − t)(1 − tq) f50(q, t) = 1 + (tq3 + t2q4) f50(q, tq2).

E a relação de recorrência:

P0 = 1; P1 = 1 + q + q3; P2 = 1 + q + q2 + q3 + 2q4 + q5 + q6 + q8;

Pn(q) = (1 + q + q2n+1)Pn−1 − (q − q2n)Pn−2. (5.19)
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Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

Pn−1(q) =

∞∑

j=−∞
q24 j2+8 j

[
2n

n − 1 − 6 j

]

q

−
∞∑

j=−∞
q24 j2−16 j+2

[
2n

n − 2 + 6 j

]

q

, n ≥ 1. (5.20)

Calulando o limite:

lim
q−→1

Pn(q) =

∞∑

j=−∞

(
2n

n − 1 − 6 j

)
−

(
2n

n − 2 + 6 j

)
.

Fazendo a substituição q = 1 em (5.19), obtemos Pn(1) = 3n. Resulta em:

3n−1 =

∞∑

j=−∞

(
2n

n − 1 − 6 j

)
−

(
2n

n − 2 + 6 j

)
, n ≥ 1.

Interpretação combinatória:

∞∑

n=0

(−tq; q2)ntnqn2+2n

(t; q2)n+1(tq; q2)n+1

=
1

(1 − t)


1

(1 − tq)
+

∞∑

n=1

(1 + tq) · · · (1 + tq2n−1)tnqn2+2n

(1 − tq)(1 − tq2) · · · (1 − tq2n)(1 − tq2n+1)

 .

Levando em consideração o fator 1/(1 − t), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.6 O número de sobrepartições onde somente os ı́mpares podem ser marcados até

no máximo dois a menos que a maior parte, todo ı́mpar não marcado de 3 até a maior parte

aparece pelo menos uma vez, mais as partições formadas apenas por partes 1, em até N partes

é igual a 3N .

A Tabela (5.6), mostra exemplos para pequenos valores de N.

Partições descritas no Teorema (5.6)

N 3N

0 ∅ 1

1 1; 3 3

2 1 + 1; 3 + 1; 3 + 2; 3 + 3; 3 + 1̄; 5 + 3 9

3 1 + 1 + 1; 3 + 1 + 1; 3 + 2 + 2; 3 + 3 + 3; 3 + 2 + 1; 3 + 3 + 2; 3 + 3 + 1;

3 + 1 + 1̄; 3 + 2 + 1̄; 3 + 3 + 1̄; 5 + 3 + 1; 5 + 3 + 2; 5 + 3 + 3; 5 + 4 + 3;

5 + 5 + 3; 5 + 3 + 1̄; 5 + 3 + 3̄; 7 + 5 + 3 27

Tabela 5.6: Ilustração do Teorema para f50(q, t).
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Identidade 51

Para

f51(q, t) =

∞∑

n=0

(−tq; q2)ntnqn2+n

(t; q2)n+1(tq; q2)n+1

. (5.21)

Temos a equação funcional:

(1 − t)(1 − tq) f51(q, t) = 1 + (tq2 + t2q3) f51(q, tq2).

E a relação de recorrência:

P0 = 1; P1 = 1 + q + q2;

Pn(q) = (1 + q + q2n)Pn−1 − (q − q2n−1)Pn−2. (5.22)

Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

Pn−1(q) =

∞∑

j=−∞
q24 j2+4 j

[
2n − 1

n − 1 − 6 j

]

q

+

∞∑

j=−∞
q24 j2−20 j+4

[
2n − 1

n − 3 + 6 j

]
, n ≥ 1. (5.23)

Calculando o limite:

lim
q−→1

Pn−1(q) =

∞∑

j=−∞

(
2n − 1

n − 1 − 6 j

)
+

(
2n − 1

n − 3 + 6 j

)
.

Neste caso, substituindo q = 1 em (5.22), obtemos Pn(1) = 3n. Resulta em:

3n−1 =

∞∑

j=−∞

(
2n − 1

n − 1 − 6 j

)
+

(
2n − 1

n − 3 + 6 j

)
, n ≥ 1.

Interpretação combinatória :

∞∑

n=0

(−tq; q2)ntnqn2+n

(t; q2)n+1(tq; q2)n+1

=
1

(1 − t)


1

(1 − tq)
+

∞∑

n=1

(1 + tq) · · · (1 + tq2n−1)tnqn2+n

(1 − tq2) · · · (1 − tq2n)(1 − tq) · · · (1 − tq2n+1)

 .

Definimos partição laranja-azul como partições onde a partição azul é dada por todos os

pares de 2 até o maior par aparecendo exatamente uma vez, com maior parte no máximo um
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a mais do que a maior parte par, mais as partições formadas apenas por partes 1. Na partição

laranja os ı́mpares são distintos, a maior parte é no máximo a maior parte par azul. Com essas

observações e levando em consideração o fator 1/(1− t), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.7 O número de partições laranja-azul, em até N partes é igual a 3N .

A Tabela (5.7), mostra exemplos para pequenos valores de N.

Partições descritas no Teorema (5.7)

N 3N

0 ∅ 1

1 2; 1 3

2 1 + 1; 2 + 1; 3 + 2; 2 + 1; 2 + 2; 4 + 2 9

3 1 + 1 + 1; 2 + 1 + 1; 3 + 2 + 1; 3 + 3 + 2; 2 + 2 + 1; 2 + 2 + 2; 2 + 1 + 2;

2 + 1 + 1; 3 + 2 + 2; 3 + 2 + 1; 4 + 2 + 1; 4 + 3 + 2; 5 + 4 + 2;

4 + 2 + 1; 4 + 2 + 2; 4 + 2 + 3; 4 + 2 + 4; 6 + 4 + 2 27

Tabela 5.7: Ilustração do Teorema para f51(q, t).

Outra interpretação combinatória:

∞∑

n=0

(−tq; q2)ntnqn2+n

(t; q2)n+1(tq; q2)n+1

=
1

(1 − t)


1

(1 − tq)
+

∞∑

n=1

(1 + tq) · · · (1 + tq2n−1)tnqn2+n

(1 − tq)(1 − tq2) · · · (1 − tq2n)(1 − tq2n+1)

 .

Levando em consideração o fator 1/(1 − t), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.8 O número de sobrepartições onde todo par de 2 até o maior par aparece pelo

menos uma vez, a maior parte não marcada pode ser um a mais que a maior parte par, as

partes marcadas são ı́mpares e no máximo um a menos que a maior parte par, mais as partições

formadas apenas por partes 1, em até N partes é igual a 3N .

A Tabela (5.8), mostra exemplos para pequenos valores de N.
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Partições descritas no Teorema (5.8)

N 3N

0 ∅ 1

1 1; 2 3

2 1 + 1; 2 + 1; 2 + 2; 3 + 2; 2 + 1̄; 4 + 2 9

3 1 + 1 + 1; 2 + 1 + 1; 2 + 2 + 2; 2 + 2 + 1; 3 + 3 + 2; 3 + 2 + 2; 3 + 2 + 1;

2 + 1 + 1̄; 3 + 2 + 1̄; 2 + 2 + 1̄; 4 + 2 + 1; 4 + 2 + 2; 4 + 3 + 2;

4 + 4 + 2; 5 + 4 + 2; 4 + 2 + 1̄; 4 + 2 + 3̄; 6 + 4 + 2 27

Tabela 5.8: Ilustração 2 do Teorema para f51(q, t).

Interpretações Combinatórias para a sequência A025192

(2.3n−1)

Para a função geradora de f47 temos qn2

no numerador, enquanto para f48 temos qn2+n,

com isso podemos facilmente passar de uma interpretação para a outra trocando os ı́mpares que

aparecem pelo menos uma vez pelos pares que aparecem pelo menos uma vez. Apresentamos,

no último capı́tulo, uma bijeção entre as interpretações dadas para f29 e f48.

Identidade 29

Para

f29(q, t) =

∞∑

n=0

(−tq; q2)ntnqn2

(t; q2)n+1(tq; q2)n

. (5.24)

Temos a equação funcional:

(1 − t)(1 − tq) f29(q, t) = 1 − tq + (1 + tq)tq f29(q, tq2).

E a relação de recorrência:

P0 = 1; P1 = 1 + q;

Pn(q) = (1 + q + q2n+1)Pn−1 − (q − q2n−2)Pn−2. (5.25)
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Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

Pn(q) =

∞∑

j=−∞
q12 j2+2 jU(n, 6 j) +

∞∑

j=−∞
q12 j2−10 j+2U(n, 2 − 6 j).

(5.26)

Calculando o limite:

lim
q−→1

Pn(q) =

∞∑

j=−∞

(
n

6 j

)

2

+

(
n

6 j + 1

)

2

+

(
n

2 − 6 j

)

2

+

(
n

3 − 6 j

)

2

.

Neste caso, substituindo q = 1 em (5.5), obtemos Pn(1) = 2.3n−1, dada por A025192 em

[22]. Resulta em:

Ln =

∞∑

j=−∞

(
n

6 j

)

2

+

(
n

6 j + 1

)

2

+

(
n

2 − 6 j

)

2

+

(
n

3 − 6 j

)

2

.

Interpretação combinatória:

∞∑

n=0

(−tq; q2)ntnqn2

(t; q2)n+1(tq; q2)n

=
1

(1 − t)

1 +
∞∑

n=1

(1 + tq) · · · (1 + tq2n−1)tnqn2

(1 − tq)(1 − tq2) · · · (1 − tq2n−1)(1 − tq2n)

 .

Levando em consideração o fator 1/(1 − t), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.9 O número de partições onde todo ı́mpar de 1 até o maior ı́mpar aparece pelo

menos uma vez, a maior parte não marcada pode ser um a mais que a maior parte ı́mpar e as

partes marcadas são ı́mpares menores do que ou iguais a maior parte ı́mpar, em no máximo N

partes, é igual a 2.3N−1.

A Tabela (5.9), mostra exemplos para pequenos valores de N.



Novas interpretações combinatórias para sequências disponı́veis em OEIS 78

Partições descritas no Teorema (5.9)

N 2.3N−1

0 ∅ 1

1 1 2

2 1 + 1; 1 + 2; 1 + 3; 1 + 1̄ 6

3 1 + 1 + 1; 1 + 1 + 1̄; 2 + 1 + 1̄; 2 + 1 + 1; 2 + 2 + 1;

3 + 1 + 1̄; 3 + 1 + 3̄; 3 + 1 + 1; 3 + 2 + 1; 3 + 3 + 1; 4 + 3 + 1; 5 + 3 + 1 18

Tabela 5.9: Ilustração do Teorema para f29(q, t).

Identidade 47

Para

f47(q, t) =

∞∑

n=0

(−t; q2)ntnqn2

(t; q2)n+1(tq; q2)n

. (5.27)

Temos a equação funcional:

(1 − t)(1 − tq) f47(q, t) = 1 − tq + (1 + t)tq f47(q, tq2).

E a relação de recorrência:

P0 = 1; P1 = 1 + q;

Pn(q) = (1 + q + q2n−1)Pn−1 − (q − q2n−3)Pn−2. (5.28)

Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

Pn(q) =

∞∑

j=−∞
q24 j2+2 j

[
2n

n − 6 j

]

q

−
∞∑

j=−∞
q24 j2−22 j+5

[
2n − 1

n − 3 + 6 j

]

q

+q


∞∑

j=−∞
q24 j2+10 j

[
2n − 1

n − 2 − 6 j

]

q

−
∞∑

j=−∞
q24 j2−14 j+1

[
2n

n − 2 + 6 j

]

q

 . (5.29)

Calculando o limite:

lim
q−→1

Pn(q) =

∞∑

j=−∞

(
2n

n − 6 j

)
−

(
2n − 1

n − 3 + 6 j

)
+

(
2n − 1

n − 2 − 6 j

)
−

(
2n

n − 2 + 6 j

)
.

Neste caso, substituindo q = 1 em (5.28), obtemos que P0(1) = 1, Pn(1) = 2.3n−1, n ≥ 1.
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Resulta em:

2.3n−1 =

∞∑

j=−∞

(
2n

n − 6 j

)
−

(
2n − 1

n − 3 + 6 j

)
+

(
2n − 1

n − 2 − 6 j

)
−

(
2n

n − 2 + 6 j

)
, n ≥ 1.

Interpretação combinatória:

∞∑

n=0

(−t; q2)ntnqn2

(t; q2)n+1(tq; q2)n

=
1

(1 − t)

1 + (1 + t)

∞∑

n=1

(1 + tq2) · · · (1 + tq2n−2)tnqn2

(1 − tq)(1 − tq2) · · · (1 − tq2n−1)(1 − tq2n)

 .

Levando em consideração o fator (1 + t)/(1 − t), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.10 O número de partições onde todo ı́mpar de 1 até o maior ı́mpar aparece pelo

menos uma vez, a maior parte não marcada pode ser um a mais que a maior parte ı́mpar, as

partes marcadas são pares no máximo um a menos que a maior parte ı́mpar, em até N ou N − 1

partes, é igual a 2.3N−1, N ≥ 1.

A Tabela (5.10), mostra exemplos para pequenos valores de N.

Partições descritas no Teorema (5.10)

N 2.3N−1

0 ∅ 1

1 1 2

2 1 + 1; 2 + 1; 3 + 1; 1 6

3 1 + 1 + 1; 2 + 1 + 1; 2 + 2 + 1; 3 + 1 + 1; 3 + 2 + 1; 3 + 3 + 1; 4 + 3 + 1;

3 + 1 + 2̄; 5 + 3 + 1; 1 + 1; 2 + 1; 3 + 1 18

Tabela 5.10: Ilustração do Teorema para f47(q, t).

Identidade 48

Para

f48(q, t) =

∞∑

n=0

(−t; q2)ntnqn2+n

(t; q2)n+1(tq; q2)n

. (5.30)

Temos a equação funcional:

(1 − t)(1 − tq) f48(q, t) = 1 − tq + (1 + t)tq2 f48(q, tq2).
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E a relação de recorrência:

P0 = 1; P1 = 1 + q2;

Pn(q) = (1 + q + q2n)Pn−1 − (q − q2n−2)Pn−2. (5.31)

Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

Pn(q) =

∞∑

j=−∞
q24 j2+2 j

[
2n + 1

n − 6 j

]

q

−
∞∑

j=−∞
q24 j2−22 j+5

[
2n − 1

n − 3 + 6 j

]

q

−q


∞∑

j=−∞
q24 j2+10 j

[
2n + 1

n − 1 − 6 j

]

q

−
∞∑

j=−∞
q24 j2−14 j+1

[
2n − 1

n − 2 + 6 j

]

q

 . (5.32)

Calculando o limite:

lim
q−→1

Pn(q) =

∞∑

j=−∞

(
2n + 1

n − 6 j

)
−

(
2n − 1

n − 3 + 6 j

)
−

(
2n + 1

n − 1 − 6 j

)
+

(
2n − 1

n − 2 + 6 j

)
.

Neste caso, substituindo q = 1 em (5.31), obtemos que P0(1) = 1, Pn(1) = 2.3n−1, n ≥ 1.

Resulta em:

2.3n−1 =

∞∑

j=−∞

(
2n + 1

n − 6 j

)
−

(
2n − 1

n − 3 + 6 j

)
−

(
2n + 1

n − 1 − 6 j

)
+

(
2n − 1

n − 2 + 6 j

)
, n ≥ 1.

Interpretação combinatória:

∞∑

n=0

(−t; q2)ntnqn2+n

(t; q2)n+1(tq; q2)n

=
1

(1 − t)

1 + (1 + t)

∞∑

n=1

(1 + tq2) · · · (1 + tq2n−2)tnqn2+n

(1 − tq)(1 − tq2) · · · (1 − tq2n−1)(1 − tq2n)

 .

Levando em consideração o fator (1 + t)/(1 − t), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.11 O número de partições onde todo par de 2 até a maior parte aparece pelo menos

uma vez, as partes marcadas são pares no máximo dois a menos que a maior parte, em até N

ou N − 1 partes, é igual a 2.3N−1, N ≥ 1.

A Tabela (5.11), mostra exemplos para pequenos valores de N.
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Partições descritas no Teorema (5.11)

N 2.3N−1

0 ∅ 1

1 2 2

2 2 + 2; 2 + 1; 4 + 2; 2 6

3 2 + 2 + 2; 2 + 2 + 1; 2 + 1 + 1; 4 + 2 + 1; 4 + 2 + 2; 4 + 3 + 2; 4 + 4 + 2;

4 + 2 + 2̄; 6 + 4 + 2; 2 + 2; 2 + 1; 4 + 2 18

Tabela 5.11: Ilustração do Teorema para f48(q, t).

Interpretações Combinatórias para a sequência A028495

As funções interpretadas aqui diferem apenas de um fator 2n no expoente de q no nume-

rador. Com isso existe uma bijeção simples entre elas, basta associarmos os pares de f32 que

aparecem pelo menos uma vez com os ı́mpares de f33.

Identidade 32

Para

f32(q, t) =

∞∑

n=0

t2nq2(n2+n)

(t; q2)n+1(−tq2; q2)n(−tq; q2)n

. (5.33)

Temos a equação funcional:

(1 − t)(1 + tq)(1 + tq2) f32(q, t) = (1 + tq)(1 + tq2) + t2q4 f32(q, tq2).

E a relação de recorrência:

P0 = 1; P1 = 1; P2 = 1 + q4;

Pn(q) = (1 − q − q2)Pn−1 + (q + q2 − q3 + q2n)Pn−2 + q3Pn−3. (5.34)

Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

P2n(q) =

∞∑

j=−∞
q56 j2+6 j

[
2n + 1

n − 7 j

]

q2

−
∞∑

j=−∞
q56 j2−22 j+2

[
2n + 1

n − 1 + 7 j

]

q2

−
∞∑

j=−∞
q56 j2+34 j+5

[
2n + 1

n − 2 − 7 j

]

q2

+

∞∑

j=−∞
q56 j2+62 j+17

[
2n + 1

n − 3 + 7 j

]

q2

. (5.35)
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Caldulando o linite:

lim
q−→−1

P2n(q) =

∞∑

j=−∞

(
2n + 1

n − 7 j

)
−

(
2n + 1

n − 1 + 7 j

)
+

(
2n + 1

n − 2 − 7 j

)
−

(
2n + 1

n − 3 + 7 j

)
.

Neste caso, substituindo q = −1 em (5.34), obtemos que Pn(−1) são os coeficientes da

expansão de
1 − x2

1 − x − 2x2 + x3
em série de potências que é apresentado por A028495, em [22].

Os primeiros termos de Pn(−1) = Mn são dados por: 1, 1, 2, 3, 6, 10, 19, 33 · · · . Resulta em:

M2n =

∞∑

j=−∞

(
2n + 1

n − 7 j

)
−

(
2n + 1

n − 1 + 7 j

)
+

(
2n + 1

n − 2 − 7 j

)
−

(
2n + 1

n − 3 + 7 j

)
.

Para a interpretação combinatória de Pn(−q), usamos f32(−q, t) como segue:

∞∑

n=0

t2nq2(n2+n)

(t; q2)n+1(−tq2; q2)n(tq; q2)n

=

1

(1 − t)

1 +
∞∑

n=1

t2nq2(n2+n)

(1 − t2q2+2) · · · (1 − t2q2n+2n)(1 − tq) · · · (1 − tq2n−1)

 .

Levando em consideração o fator 1/(1 − t), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.12 O número de partições onde todo par de 2 até a maior parte aparece pelo menos

duas vezes e um número par de vezes, em até N partes, é igual a MN .

A Tabela (5.12), mostra exemplos para pequenos valores de N.

Partições descritas no Teorema (5.12)

N MN

0 ∅ 1

1 1

2 2 + 2 2

3 2 + 2 + 1 3

4 2 + 2 + 1 + 1; 2 + 2 + 2 + 2; 4 + 4 + 2 + 2 6

5 2 + 2 + 1 + 1 + 1; 2 + 2 + 2 + 2 + 1; 4 + 4 + 2 + 2 + 1; 4 + 4 + 3 + 2 + 2 10

Tabela 5.12: Ilustração do Teorema para f32(−q, t).

Quando substituı́mos q = −1, ficamos com

M0 = 1; M1 = 1; M2 = 2;
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Mn+3 = Mn+2 + 2Mn+1 − Mn.

Aplicando a técnica usada em (2.9) encontramos

A(x) − M0 − M1x − M2x2

x3
=

A(x) − M0 − M1x

x2
+ 2

A(x) − M0

x
− A(x) =⇒

A(x) =
1 − x2

1 − x − 2x2 + x3
.

O que mostra que a sequência representa os coeficientes da expansão de
1 − x2

1 − x − 2x2 + x3

em série de potências.

Neste caso, podemos ainda substituir q = 1 em (5.34), obtemos que Pn(1) são os coefici-

entes da expansão de
1 + 2x + x2

1 + x − 2x2 − x3
em série de potências.

Os primeiros termos de Pn(1) = M̃n, são dados por: 1, 1, 2, 1, 4, 0, 9, 5, 23 · · · . Resulta

em:

M̃2n(q) =

∞∑

j=−∞

(
2n + 1

n − 7 j

)
−

(
2n + 1

n − 1 + 7 j

)
−

(
2n + 1

n − 2 − 7 j

)
+

(
2n + 1

n − 3 + 7 j

)
.

Interpretação combinatória:

∞∑

n=0

t2nq2(n2+n)

(t; q2)n+1(−tq2; q2)n(−tq; q2)n

=

1

(1 − t)

1 +
∞∑

n=1

t2nq2(n2+n)

(1 − t2q2+2) · · · (1 − t2q2n+2n)(1 + tq) · · · (1 + tq2n−1)

 .

Neste caso temos um sinal ligado às partes ı́mpares que será positivo se o número de partes

ı́mpares for par e negativo se o número de partes ı́mpares for ı́mpar. Levando em consideração

o fator 1/(1 − t), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.13 O número de partições onde todo par de 2 até a maior parte aparece pelo menos

duas vezes e um número par de vezes com um número par de partes ı́mpares menos aquelas com

um número ı́mpar de partes ı́mpares, em até N partes, é igual a M̃N .

A Tabela (5.13), mostra exemplos para pequenos valores de N.
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Partições descritas no Teorema (5.13).

N número par de ı́mpares número ı́mpar de ı́mpares M̃N

0 ∅ 1

1 1

2 2 + 2 2

3 2 + 2 + 1 1

4 2 + 2 + 1 + 1; 2 + 2 + 2 + 2; 4 + 4 + 2 + 2 4

5 2 + 2 + 1 + 1 + 1; 4 + 4 + 2 + 2 + 1; 0

2 + 2 + 2 + 2 + 1; 4 + 4 + 3 + 2 + 2

Tabela 5.13: Ilustração do Teorema para f32(q, t).

Quando substituı́mos q = 1, ficamos com

M̃0 = 1; M̃1 = 1; M̃2 = 2;

M̃n+3 = −M̃n+2 + 2M̃n+1 + M̃n.

Aplicando a técnica usada em (2.9) encontramos

A(x) − M̃0 − M̃1x − M̃2x2

x3
=
−A(x) + M̃0 + M̃1x

x2
+ 2

A(x) − M̃0

x
+ A(x) =⇒

A(x) =
1 + 2x + x2

1 + x − 2x2 − x3
.

O que mostra que a sequência representa os coeficientes da expansão de
1 + 2x + x2

1 + x − 2x2 − x3

em série de potências.

Identidade 33

Para

f33(q, t) =

∞∑

n=0

t2nq2n2

(t; q2)n+1(−tq2; q2)n(−tq; q2)n

. (5.36)

Temos a equação funcional:

(1 − t)(1 + tq2)(1 + tq) f33(q, t) = (1 + tq2)(1 + tq) + t2q2 f33(q, tq2).
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E a relação de recorrência:

P0 = 1; P1 = 1; P2 = 1 + q2;

Pn(q) = (1 − q − q2)Pn−1 + (q + q2 − q3 + q2n−2)Pn−2 + q3Pn−3. (5.37)

Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

P2n+1(q) =

∞∑

j=−∞
q56 j2+2 j

[
2n

n − 7 j

]

q2

−
∞∑

j=−∞
q56 j2−30 j+4

[
2n

n + 2 − 7 j

]

q2

−
∞∑

j=−∞
q56 j2−26 j+3

[
2n

n + 2 − 7 j

]

q2

+

∞∑

j=−∞
q56 j2−54 j+13

[
2n

n + 3 − 7 j

]

q2

. (5.38)

Calculando o limite:

lim
q−→−1

P2n(q) =

∞∑

j=−∞

(
2n

n − 7 j

)
−

(
2n

n + 2 − 7 j

)
+

(
2n

n + 2 − 7 j

)
−

(
2n

n + 3 − 7 j

)
.

Neste caso, substituindo q = −1 em (5.37), obtemos a sequeência Mn como para f32.

Resulta em:

M2n =

∞∑

j=−∞

(
2n

n − 7 j

)
−

(
2n

n + 2 − 7 j

)
+

(
2n

n + 2 − 7 j

)
−

(
2n

n + 3 − 7 j

)
.

Para a interpretação combinatória de Pn(−q), usamos f33(−q, t) como segue:

∞∑

n=0

t2nq2n2

(t; q2)n+1(−tq2; q2)n(tq; q2)n

=

1

(1 − t)

1 +
∞∑

n=1

t2nq2n2

(1 − t2q2+2) · · · (1 − t2q2n+2n)(1 − tq) · · · (1 − tq2n−1)

 .

Levando em consideração o fator 1/(1 − t), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.14 O número de partições onde todo ı́mpar de 1 até o maior ı́mpar aparece pelo

menos duas vezes, as partes pares aparecem um número par de vezes, com maior parte par

pode ser um a mais que a maior parte ı́mpar, em até N partes, é igual a MN .

A Tabela (5.14), mostra exemplos para pequenos valores de N.
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Partições descritas no Teorema (5.14)

N MN

0 ∅ 1

1 1

2 1 + 1 2

3 1 + 1 + 1 3

4 1 + 1 + 1 + 1; 2 + 2 + 1 + 1; 3 + 3 + 1 + 1 6

5 1 + 1 + 1 + 1 + 1; 2 + 2 + 1 + 1 + 1; 3 + 3 + 1 + 1 + 1; 3 + 3 + 3 + 1 + 1 10

Tabela 5.14: Ilustração do Teorema para f33(−q, t).

A demonstração de que a sequência representa os coeficientes da expansão de
1 − x2

1 − x − 2x2 + x3

em série de potências, já foi feita para f32.

Podemos ainda substituir q = 1 em (5.37), obtemos M̃n. Resulta em:

M̃2n =

∞∑

j=−∞

(
2n

n − 7 j

)
−

(
2n

n + 2 − 7 j

)
−

(
2n

n + 2 − 7 j

)
+

(
2n

n + 3 − 7 j

)
.

Interpretação combinatória:

∞∑

n=0

t2nq2n2

(t; q2)n+1(−tq2; q2)n(−tq; q2)n

=

1

(1 − t)

1 +
∞∑

n=1

t2nq2n2

(1 − t2q2+2) · · · (1 − t2q2n+2n)(1 + tq) · · · (1 + tq2n−1)

 .

Neste caso temos um sinal ligado às partes ı́mpares do denominador que será positivo

se o número de partes ı́mpares for par e negativo se o número de partes ı́mpares for ı́mpar,

observando que no numerador sempre temos um número par de partes ı́mpares. Levando em

consideração o fator 1/(1 − t), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.15 O número de partições onde todo ı́mpar de 1 até o maior ı́mpar aparece pelo

menos duas vezes, as partes pares aparecem um número par de vezes, com maior parte par

podendo ser um a mais que a maior parte ı́mpar, com um número par de partes ı́mpares menos

aquelas com um número ı́mpar de partes ı́mpares, em até N partes, é igual a M̃N .

A Tabela (5.15), mostra exemplos para pequenos valores de N.
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Partições descritas no Teorema (5.15).

N número par de ı́mpares número ı́mpar de ı́mpares M̃N

0 ∅ 1

1 1

2 1 + 1 2

3 1 + 1 + 1 1

4 1 + 1 + 1 + 1; 2 + 2 + 1 + 1; 3 + 3 + 1 + 1 4

5 1 + 1 + 1 + 1 + 1; 2 + 2 + 1 + 1 + 1; 0

3 + 3 + 1 + 1 + 1; 3 + 3 + 3 + 1 + 1

Tabela 5.15: Ilustração do Teorema para f33(q, t).

A demostração de que a sequência representa os coeficientes da expansão de

1 + 2x + x2

1 + x − 2x2 − x3
em série de potências foi feita para f32.

Interpretações Combinatórias para a sequência A006054

Dada uma partição de f80 para chegarmos a uma partição de f82 basta levarmos a primeira

aparição do inteiro n, que é da cor laranja em seu sucessor e marcarmos a sua segunda aparição.

Da mesma forma, dada uma partição de f82 levamos as partes laranjas em seu antecessor, e as

partes marcadas transformamos em partes laranjas.

Identidade 80

Para

f80(q, t) =

∞∑

n=0

(−t; q)n+1tnq
1
2

n(n+1)

(t2; q2)n+1(t2q; q2)n+1

. (5.39)

Temos a equação funcional:

(1 − t)(1 − t2q) f80(q, t) = 1 + tq f80(q, tq).

E a relação de recorrência:

P0 = 1; P1 = 1 + q; P2 = 1 + 2q + q2 + q3;

Pn(q) = (1 + qn)Pn−1 + qPn−2 − qPn−3. (5.40)
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Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

Pn−1(q) =

∞∑

j=−∞
q42 j2+5 jCT (n, 1 + 14 j) +

∞∑

j=−∞
q42 j2−37 j+8CT (n, 6 − 14 j)

− q2


∞∑

j=−∞
q42 j2+19 jCT (n, 3 + 14 j) +

∞∑

j=−∞
q42 j2−23 j+1CT (n, 4 − 14 j)

 . (5.41)

n ≥ 1.

Calculando o limite:

lim
q−→1

Pn−1(q) =

∞∑

j=−∞

(
n

1 + 14 j

)

2

+

(
n

6 − 14 j)

)

2

−
(

n

3 + 14 j

)

2

−
(

n

4 − 14 j

)

2

.

Neste caso, substituindo q = 1 em (5.40) obtemos a sequência Gn = A006054, cujos pri-

meiros termos são 1, 2, 5, 11, . . . que, de acordo com [22], possui várias interpretações. Resulta

em:

Gn−1 =

∞∑

j=−∞

(
n

1 + 14 j

)

2

+

(
n

6 − 14 j)

)

2

−
(

n

3 + 14 j

)

2

−
(

n

4 − 14 j

)

2

, n ≥ 1.

Interpretação combinatória:

∞∑

n=0

(−t; q)n+1tnq
1
2

n(n+1)

(t2; q2)n+1(t2q; q2)n+1

=
1

(1 − t)


1

(1 − tq)
+

∞∑

n=1

(1 + tq) · · · (1 + tqn)tnq
1
2

n(n+1)

(1 − t2q)(1 − t2q2) · · · (1 − t2q2n)(1 − t2q2n+1)

 .

Definimos partições laranja-azul, como sendo partições onde as partes laranjas são forma-

das por todos os inteiros de 1 até o maior aparecendo pelo menos uma vez e no máximo duas.

As partes azuis são contadas duas vezes e a maior parte azul é no máximo duas vezes mais um

a maior parte laranja, mais as partições formadas apenas por partes 1. Com essas observações e

levando em consideração o fator 1/(1 − t), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.16 O número de partições em partes laranja-azul, em no máximo N partes, é igual

a GN .

A Tabela (5.16), mostra exemplos para pequenos valores de N.
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Partições descritas no Teorema (5.16)

N GN

0 ∅ 1

1 1 2

2 1; 1 + 1; 2 + 1 5

3 1 + 1; 1 + 2; 1 + 3

2 + 2 + 1; 2 + 1 + 1; 3 + 2 + 1 11

Tabela 5.16: Ilustração do Teorema para f80(q, t).

Identidade 82

Para

f82(q, t) =

∞∑

n=0

(−t; q)n+1tnq
1
2

n(n+3)

(t2; q2)n+1(t2q; q2)n+1

. (5.42)

Temos a equação funcional:

(1 − t)(1 − t2q) f82(q, t) = 1 + tq2 f82(q, tq).

E a relação de recorrência:

P0 = 1; P1 = 1 + q2; P2 = 1 + q + q2 + q3 + q5;

Pn(q) = (1 + qn+1)Pn−1 + qPn−2 − qPn−3. (5.43)

Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

Pn−2(q) =

∞∑

j=−∞
q42 j2+11 jCT (n, 2 + 14 j) +

∞∑

j=−∞
q42 j2−31 j+5CT (n, 5 − 14 j)

− q


∞∑

j=−∞
q42 j2+17 jCT (n, 3 + 14 j) +

∞∑

j=−∞
q42 j2−25 j+2CT (n, 4 − 14 j)

 . (5.44)

n ≥ 2. Calculando o limite:

lim
q−→1

Pn−2(q) =

∞∑

j=−∞

(
n

2 + 14 j

)

2

+

(
n

5 − 14 j

)

2

−
(

n

3 + 14 j

)

2

−
(

n

4 − 14 j

)

2

.
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Fazendo a substituição q = 1 em (5.43), obtemos Gn como para f80. Resulta em:

Mn−2 =

∞∑

j=−∞

(
n

2 + 14 j

)

2

+

(
n

5 − 14 j

)

2

−
(

n

3 + 14 j

)

2

−
(

n

4 − 14 j

)

2

, n ≥ 2

Interpretação combinatória:

∞∑

n=0

(−tq; q)ntnq
1
2

n(n+3)

(t2q; q2)n+1(t; q)n+1

=
1

(1 − t)


1

(1 − tq)
+

∞∑

n=1

(1 + tq) · · · (1 + tqn)tnq
1
2

n(n+3)

(1 − t2q)(1 − t2q2) · · · (1 − t2q2n)(1 − t2q2n+1)

 .

Definindo sobrepartição laranja-azul como sendo partições onde as partes azuis são não

marcadas e formadas por inteiros contados duas vezes, a maior parte azul pode ser duas vezes

a maior parte laranja menos um, mais as partições formadas apenas por partes 1. As partes

laranjas são dadas pelo fator 1
2
n(n+ 3) = 2+ 3+ · · ·+ (n+ 1), que são partições onde toda parte

de 2 até n + 1 aparece exatamente uma vez. A maior parte marcada pode ser no máximo um

a menos que a maior parte laranja. Com essas observações e levando em consideração o fator

1/(1 − t), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.17 O número de sobrepartições laranja-azul, em até N partes, é igual a GN .

A Tabela (5.17), mostra exemplos para pequenos valores de N.

Partições descritas no Teorema (3.4)

N GN

0 ∅ 1

1 2 2

2 1; 2 + 1̄; 3 + 2 5

3 2 + 1; 2 + 2; 2 + 3; 3 + 2 + 1̄; 3 + 2 + 2̄; 4 + 3 + 2 11

Tabela 5.17: Ilustração do Teorema para f82(q, t).

Interpretações Combinatórias para a sequência A052534

As interpretações para f117 e f118 diferem apenas pelo fato de termos os ı́mpares apare-

cendo pelo menos um vez, para f117 começando de 1 e para f118 começando de 3. Por isso,

apresentamos no último capı́tulo uma bijeção não trivial entre f81 e f117.
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Identidade 81

Para

f81(q, t) =

∞∑

n=0

(−t; q)n+1tnq
1
2

n(n+1)

(t2; q2)n+1(t2q; q2)n

. (5.45)

Temos a equação funcional:

(1 − t)(1 − t2q) f81(q, t) = 1 − t2q + tq f81(q, tq).

E a relação de recorrência:

P0 = 1; P1 = 1 + q; P2 = 1 + q + q2 + q3;

Pn(q) = (1 + qn)Pn−1 + qPn−2 − qPn−3. (5.46)

Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

Pn−1(q) =

∞∑

j=−∞
q42 j2+ jCT (n, 14 j) +

∞∑

j=−∞
q42 j2−41 j+10CT (n, 7 − 14 j)

− q


∞∑

j=−∞
q42 j2+13 jCT (n, 2 + 14 j) +

∞∑

j=−∞
q42 j2−29 j+4CT (n, 5 − 14 j)

 . (5.47)

n ≥ 1.

Calculando o limite:

lim
q−→1

Pn(q) =

∞∑

j=−∞

(
n

14 j

)

2

+

(
n

7 − 14 j

)

2

−
(

n

2 + 14 j

)

2

−
(

n

5 − 14 j

)

2

.

Neste caso, substituindo q = 1 em (5.46), obtemos a sequência Hn cujos primeiros

termos são dados por 1, 2, 4, 9, 20, 45, 101, 227, . . . que são os coeficientes da expansão de

(1 − x)(1 + x)

1 − 2x − x2 + x3
em série de potências representado por A052534, em [22]. Resulta em:

Hn−1 =

∞∑

j=−∞

(
n

14 j

)

2

+

(
n

7 − 14 j

)

2

−
(

n

2 + 14 j

)

2

−
(

n

5 − 14 j

)

2

, n ≥ 1.
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Interpretação combinatória:

∞∑

n=0

(−t; q)n+1tnq
1
2

n(n+1)

(t2; q2)n+1(t2q; q2)n

=
1

(1 − t)

1 +
∞∑

n=1

(1 + tq) · · · (1 + tqn)tnq
1
2

n(n+1)

(1 − t2q)(1 − t2q2) · · · (1 − t2q2n−1)(1 − t2q2n)

 .

Definimos partições laranja-azul, como sendo partições onde as partes laranjas são forma-

das por todos os inteiros de 1 até o maior aparecendo pelo menos uma vez e no máximo duas.

As partes azuis são contadas duas vezes e a maior parte azul é no máximo duas vezes a maior

parte laranja. Com essas observações e levando em consideração o fator 1/(1 − t), podemos

enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.18 O número de partições em partes laranja-azul, em no máximo N partes, é igual

a HN .

A Tabela (5.18), mostra exemplos para pequenos valores de N.

Partições descritas no Teorema (5.18)

N HN

0 ∅ 1

1 1 2

2 2 + 1; 1 + 1 4

3 3 + 2 + 1; 2 + 2 + 1; 2 + 1 + 1; 1 + 1; 1 + 2 9

4 1 + 1 + 1; 1 + 1 + 2; 2 + 1 + 1; 2 + 1 + 2;

2 + 1 + 3; 2 + 1 + 4; 3 + 2 + 1 + 1; 3 + 2 + 2 + 1;

3 + 3 + 2 + 1; 4 + 3 + 2 + 1; 2 + 2 + 1 + 1 20

Tabela 5.18: Ilustração do Teorema para f81(q, t).

Quando substituı́mos q = 1, ficamos com:

H0 = 1; H1 = 2; H2 = 4;

Hn+3 = 2Hn+2 + Hn+1 − Hn.

Aplicando a técnica usada em (2.9) encontramos

A(x) − H0 − H1x − H2x2

x3
=

2A(x) − 2H0 − 2H1x

x2
+

A(x) − H0

x
− A(x) =⇒

A(x) =
(1 − x)(1 + x)

1 − 2x − x2 + x3
.
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O que mostra que a sequência representa os coeficientes da expansão de
(1 − x)(1 + x)

1 − 2x − x2 + x3

em série de potências.

Identidade 117

Para

f117(q, t) =

∞∑

n=0

tnqn2

(t; q2)n+1(tq; q2)n(−tq2; q2)n

. (5.48)

Temos a equação funcional:

(1 − t)(1 − tq)(1 + tq2) f117(q, t) = (1 − tq)(1 + t2q) + tq f117(q, tq2).

E a relação de recorrência:

P0 = 1; P1 = 1 + q; P2 = 1 + q + q2 + q4;

Pn(q) = (1 + q − q2 + q2n−1)Pn−1 − (q − q2 − q3)Pn−2 − q3Pn−3. (5.49)

Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

Pn(q) =

∞∑

j=−∞
q84 j2+4 jU(n, 14 j) +

∞∑

j=−∞
q84 j2−80 j+19U(n, 6 − 14 j)

− q3


∞∑

j=−∞
q84 j2+32 jU(n, 2 + 14 j) +

∞∑

j=−∞
q84 j2−52 j+5U(n, 4 − 14 j)

 . (5.50)

Calculando o limite:

lim
q−→1

Pn(q) =

∞∑

j=−∞

(
n

14 j

)

2

+

(
n

14 j + 1

)

2

+

(
n

6 − 14 j

)

2

+

(
n

7 − 14 j

)

2

−

(
n

2 + 14 j

)

2

−
(

n

3 + 14 j

)

2

−
(

n

4 − 14 j

)

2

−
(

n

5 − 14 j

)

2

.

Neste caso, substituindo q = 1 em (5.49), obtemos a sequência Hn como para f81. Resulta

em:

Hn =

∞∑

j=−∞

(
n

14 j

)

2

+

(
n

14 j + 1

)

2

+

(
n

6 − 14 j

)

2

+

(
n

7 − 14 j

)

2

−
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(
n

2 + 14 j

)

2

−
(

n

3 + 14 j

)

2

−
(

n

4 − 14 j

)

2

−
(

n

5 − 14 j

)

2

.

Interpretação combinatória:

∞∑

n=0

tnqn2

(t; q2)n+1(tq; q2)n(−tq2; q2)n

=

1

(1 − t)

1 +
∞∑

n=1

tnqn2

(1 − tq) · · · (1 − tq2n−1)(1 − t2q2+2) · · · (1 − t2q2n+2n)

 .

Levando em consideração o fator 1/(1 − t), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.19 O número de partições onde todo ı́mpar de 1 até o maior ı́mpar aparece pelo

menos uma vez e os pares aparecem um número par de vezes, com maior parte par podendo ser

um a mais do que a maior parte ı́mpar, em no máximo N partes, é igual a HN .

A Tabela (5.19), mostra exemplos para pequenos valores de N.

Partições descritas no Teorema (5.19)

N HN

0 ∅ 1

1 1 2

2 1 + 1; 3 + 1 4

3 1 + 1 + 1; 2 + 2 + 1; 3 + 1 + 1; 3 + 3 + 1; 5 + 3 + 1 9

4 1 + 1 + 1 + 1; 2 + 2 + 1 + 1; 3 + 1 + 1 + 1; 3 + 2 + 2 + 1; 3 + 3 + 1 + 1; 3 + 3 + 3 + 1;

4 + 4 + 3 + 1; 5 + 3 + 1 + 1; 5 + 3 + 3 + 1; 5 + 5 + 3 + 1; 7 + 5 + 3 + 1 20

Tabela 5.19: Ilustração do Teorema para f117(q, t).

A demonstração de que os termos da sequência coincidem com os coeficientes da ex-

pansão de
(1 − x)(1 + x)

1 − 2x − x2 + x3
em série de potências é a mesma dada na interpretação de f81.

Identidade 118

Para

f118(q, t) =

∞∑

n=0

tnqn2+2n

(t; q2)n+1(tq; q2)n(−tq2; q2)n

. (5.51)

Temos a equação funcional:

(1 − t)(1 − tq)(1 + tq2) f118(q, t) = (1 − tq)(1 + tq2) + tq3 f118(q, tq2).
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E a relação de recorrência:

P0 = 1; P1 = 1 + q3; P2 = 1 + q3 + q4 + q8;

Pn(q) = (1 + q − q2 + q2n−1)Pn−1 − (q − q2 − q3)Pn−2 − q3Pn−3. (5.52)

Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

Pn−1(q) =

∞∑

j=−∞
q84 j2+8 jU(n, 14 j) +

∞∑

j=−∞
q84 j2−76 j+17U(n, 6 − 14 j)

− q


∞∑

j=−∞
q84 j2+20 jU(n, 1 + 14 j) +

∞∑

j=−∞
q84 j2−64 j+11U(n, 5 − 14 j)

 . (5.53)

n ≥ 1. Calculando o limite:

lim
q−→1

Pn−1(q) =

∞∑

j=−∞

(
n

14 j

)

2

+

(
n

1 + 14 j

)

2

+

(
n

6 − 14 j

)

2

+

(
n

7 − 14 j

)

2

−
(

n

1 + 14 j

)

2

−
(

n

2 + 14 j

)

2

−
(

n

5 − 4 j

)

2

−
(

n

6 − 14 j

)

2

.

Neste caso, substituindo q = 1 em (5.49), obtemos a sequência Hn como para f81. Resulta

em:

Hn−1 =

∞∑

j=−∞

(
n + 1

14 j

)

2

+

(
n + 1

1 + 14 j

)

2

+

(
n + 1

6 − 14 j

)

2

+

(
n + 1

7 − 14 j

)

2

−
(

n + 1

1 + 14 j

)

2

−
(

n + 1

2 + 14 j

)

2

−
(

n + 1

5 − 4 j

)

2

−
(

n + 1

6 − 14 j

)

2

.

Interpretação combinatória:

∞∑

n=0

tnqn2+2n

(t; q2)n+1(tq; q2)n(−tq2; q2)n

=

1

(1 − t)

1 +
∞∑

n=1

tnqn2+2n

(1 − tq) · · · (1 − tq2n−1)(1 − t2q2+2) · · · (1 − t2q2n+2n)

 .

Levando em consideração o fator 1/(1 − t), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.20 O número de partições onde todo ı́mpar de 3 até um a menos que o maior ı́mpar

aparece pelo menos uma vez, o maior ı́mpar aparece somente uma vez e os pares aparecem
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um número par de vezes, com maior parte par podendo ser um a menos do que a maior parte

ı́mpar, em no máximo N partes, é igual a HN .

A Tabela (5.20), mostra exemplos para pequenos valores de N.

Partições descritas no Teorema (5.20)

N HN

0 ∅ 1

1 3 2

2 3 + 1; 3 + 5 4

3 3 + 1 + 1; 3 + 2 + 2; 5 + 3 + 1; 5 + 3 + 3; 7 + 3 + 5 9

4 3 + 1 + 1 + 1; 3 + 2 + 2 + 1; 5 + 3 + 1 + 1; 5 + 3 + 2 + 2; 5 + 3 + 3 + 1; 5 + 3 + 3 + 3;

5 + 4 + 4 + 3; 7 + 5 + 3 + 1; 7 + 5 + 3 + 3; 7 + 5 + 5 + 3; 9 + 7 + 5 + 3 20

Tabela 5.20: Ilustração do Teorema para f118(q, t).

A demonstração de que os termos da sequência coincidem com os coeficientes da ex-

pansão de
(1 − x)(1 + x)

1 − 2x − x2 + x3
em série de potências é a mesma dada na interpretação de f81.

Interpretações Combinatórias para a sequência A077846

Na função geradora de f115 temos o fator tnqn2+2n, já para a função f116 temos o fator

tnqn2+4n, que foram interpretados como soma de ı́mpares maiores ou iguais a 3 e soma de ı́mpares

maiores ou iguais a 5, respectivamente. Como o restante da função geradora é igual, para

sair de uma interpretação para a outra basta aplicar essa translação na primeira aparição dos

ı́mpares. De f115 para f116 somamos dois a cada ı́mpar distinto e para passarmos de f116 para

f115 subtraı́mos dois de cada ı́mpar distinto.

Identidade 115

Para

f115(q, t) =

∞∑

n=0

(t3q6; q6)ntnqn2+2n

(t; q2)n+2(tq; q2)n+1(−tq2; q2)n+1(tq2; q2)n

. (5.54)

Temos a equação funcional:

(1 − t)(1 − tq)(1 − t2q4) f115(q, t) = 1 + (1 − t3q6)tq3 f115(q, tq2).
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E a relação de recorrência:

P0 = 1; P1 = 1 + q + q3; P2 = 1 + q + q2 + q3 + 2q4 + q5 + q6 + q8;

P3 = 1 + q + q2 + 2q3 + 2q4 + 3q5 + 2q6 + 3q7 + 2q8 + 2q9 + q10 + 2q11 + q12 + q13 + q15;

Pn(q) = (1 + q + q2n+1)Pn−1 − (q − q4)Pn−2 − (q4 + q5)Pn−3 + (q5 − q2n+1)Pn−4. (5.55)

Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

Pn(q) =

∞∑

j=−∞
q72 j2+18 jU(n + 1, 1 + 12 j) −

∞∑

j=−∞
q72 j2−54 j+9U(n + 1, 4 − 12 j). (5.56)

Calculando o limite:

lim
q−→1

Pn(q) =

∞∑

j=−∞

(
n + 1

1 + 12 j

)

2

+

(
n + 1

2 + 12 j

)

2

−
(

n + 1

4 − 12 j

)

2

−
(

n + 1

5 − 12 j

)

2

.

Neste caso, substituindo q = 1 em (5.55), obtemos Zn cujos primeiros termos são

1, 3, 9, 25, 69, 189, 517 · · · , são os coeficientes da expansão de
1

1 − 3x + 2x3
em série de potências,

representada por A077846 em [22]. Resulta em:

Zn =

∞∑

j=−∞

(
n + 1

1 + 12 j

)

2

+

(
n + 1

2 + 12 j

)

2

−
(

n + 1

4 − 12 j

)

2

−
(

n + 1

5 − 12 j

)

2

.

Interpretação combinatória:

∞∑

n=0

(t3q6; q6)ntnqn2+2n

(t; q2)n+2(tq; q2)n+1(−tq2; q2)n+1(tq2; q2)n

=
1

(1 − t)


1

(1 − tq2)(1 − tq)
+

∞∑

n=1

(1 − t3q6) · · · (1 − t3q3.2n)tnqn2+2n

(1 − t2q2.2) · · · (1 − t2q2.(2n+2))(1 − tq)(1 − tq2) · · · (1 − tq2)(1 − tq2n+1)

 .

Definindo como partições laranja-azul-verde, as partições onde as partes laranjas são

ı́mpares que de 3 até o maior ı́mpar aparecem exatamente uma vez e os pares um número par

de vezes, com maior parte podendo ser um a mais que a maior parte ı́mpar, mais as partições

formadas apenas por partes 2. As partes azuis são irrestritas, com maior parte no máximo a

maior parte ı́mpar laranja, mais as partições formadas apenas por partes 1. As partes verdes são
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formadas por pares que podem aparecer exatamente três vezes, com maior parte no máximo

um a menos que a maior parte ı́mpar laranja, e existe um sinal ligado às partes verdes, que é

positivo se o número de partes verdes for par e negativo se o número de partes verdes for ı́mpar.

Teorema 5.21 O número de partições laranja-azul-verde com um número par de partes verdes

menos aquelas com um número ı́mpar de partes verdes, em até N partes, é igual a ZN .

A Tabela (5.21), mostra exemplos para pequenos valores de N.

Partições descritas no Teorema (5.21).

N com um número par de partes verdes com um número ı́mpar de partes verdes ZN

0 ∅ 1

1 1; 3 3

2 1 + 1; 2 + 2; 3 + 1; 3 + 2; 3 + 3; 5 + 3 9

3 1 + 1 + 1; 2 + 2 + 1; 3 + 2 + 2; 3 + 4 + 4; 2 + 2 + 2 25

3 + 6 + 6; 3 + 1 + 1; 3 + 2 + 1; 3 + 3 + 1;

3 + 2 + 2; 3 + 3 + 2; 3 + 3 + 3; 5 + 3 + 1;

5 + 3 + 2; 5 + 3 + 3; 5 + 3 + 4; 5 + 3 + 5;

7 + 5 + 3

Tabela 5.21: Ilustração do Teorema para f115(q, t).

Quando substituı́mos q = 1, ficamos com:

Z0 = 1; Z1 = 3; Z2 = 9; Z3 = 25;

Zn+3 = 3Zn+2 − 2Zn.

Aplicando a técnica usada em (2.9) encontramos

A(x) − Z0 − Z1x − Z2x2

x3
=

3A(x) − 3Z0 − 3Z1x

x2
− 2A(x) =⇒

A(x) =
1

1 − 3x + 2x3
.

O que mostra que a sequência representa os coeficientes da expansão de
1

1 − 3x + 2x3
em

série de potências.



Novas interpretações combinatórias para sequências disponı́veis em OEIS 99

Identidade 116

Para

f116(q, t) =

∞∑

n=0

(t3q6; q6)ntnqn2+4n

(t; q2)n+2(tq; q2)n+1(−tq2; q2)n+1(tq2; q2)n

. (5.57)

Temos a equação funcional:

(1 − t)(1 − tq)(1 − t2q4) f116(q, t) = 1 + (1 − t3q6) f116(q, tq2).

E a relação de recorrência:

P0 = 1; P1 = 1 + q + q5; P2 = 1 + q + q2 + q4 + q5 + q6 + q7 + q8 + q12;

P3 = 1 + q + q2 + q3 + q4 + 2q5 + q6 + 2q7 + 2q8 + 3q9 + q10 + q11 +

q12 + 2q13 + q14 + q15 + q16 + q17 + q21;

Pn(q) = (1 + q + q2n+3)Pn−1 − (q − q4)Pn−2 − (q4 + q5)Pn−3 + (q5 − q2n+3)Pn−4. (5.58)

Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

Pn(q) =

∞∑

j=−∞
q72 j2+30 jU(n + 2, 2 + 12 j) −

∞∑

j=−∞
q72 j2−42 j+3U(n + 2, 3 − 12 j). (5.59)

Calculando o limite:

lim
q−→1

Pn(q) =

∞∑

j=−∞

(
n + 2

2 + 12 j

)

2

+

(
n + 2

3 + 12 j

)

2

−
(

n + 2

3 − 12 j

)

2

−
(

n + 2

4 − 12 j

)

2

.

Neste caso, substituindo q = 1 em (5.58), obtemos Zn como para f115. Resulta em:

Zn =

∞∑

j=−∞

(
n + 2

2 + 12 j

)

2

+

(
n + 2

3 + 12 j

)

2

−
(

n + 2

3 − 12 j

)

2

−
(

n + 2

4 − 12 j

)

2

.

Interpretação combinatória:

∞∑

n=0

(t3q6; q6)ntnqn2+4n

(t; q2)n+2(tq; q2)n+1(−tq2; q2)n+1(tq2; q2)n

=
1

(1 − t)
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1

(1 − tq2)(1 − tq)
+

∞∑

n=1

(1 − t3q6) · · · (1 − t3q3.2n)tnqn2+4n

(1 − t2q2.2) · · · (1 − t2q2.(2n+2))(1 − tq)(1 − tq2) · · · (1 − tq2)(1 − tq2n+1)

 .

Olhando para n2+4n = 5+7+· · ·+2n+3 e definindo como partições laranja-azul-verde, as

partições onde as partes laranjas são ı́mpares que de 5 até o maior ı́mpar aparecem exatamente

uma vez e os pares, um número par de vezes, com maior parte par podendo ser um a menos

que a maior parte ı́mpar, mais as partições formadas apenas por partes 2. As partes azuis são

irrestritas, com maior parte dois a menos que a maior parte laranja, mais as partições formadas

apenas por partes 1. As partes verdes são formadas por pares que podem aparecer exatamente

três vezes, com maior parte no máximo três a menos que a maio parte laranja, e existe um sinal

ligado às partes verdes, que é positivo se o número de partes verdes for par e negativo se o

número de partes verdes for ı́mpar.

Teorema 5.22 O número de partições laranja-azul-verde com um número par de partes verdes

menos aquelas com um número ı́mpar de partes verdes, em até N partes, é igual a ZN .

A Tabela (5.22), mostra exemplos para pequenos valores de N.

Partições descritas no Teorema (5.22).

N com um número par de partes verdes com um número ı́mpar de partes verdes ZN

0 ∅ 1

1 1; 5 3

2 1 + 1; 2 + 2; 5 + 1; 5 + 2; 5 + 3; 7 + 5 9

3 1 + 1 + 1; 2 + 2 + 1; 5 + 2 + 2; 5 + 4 + 4; 2 + 2 + 2 25

5 + 6 + 6; 5 + 1 + 1; 5 + 2 + 1; 5 + 3 + 1;

5 + 2 + 2; 5 + 3 + 2; 5 + 3 + 3; 7 + 5 + 1;

7 + 5 + 2; 7 + 5 + 3; 7 + 5 + 4; 7 + 5 + 5;

9 + 7 + 5

Tabela 5.22: Ilustração do Teorema para f116(q, t).

A demonstração de que a sequência representa os coeficientes da expansão de
1

1 − 3x + 2x3

em série de potência é a mesma feita em f115.

Interpretações Combinatórias para a sequência A007051

As interpretações para esta sequência apresentam uma pequena diferença na função gera-

dora. Para f120 temos tnqn2+n, que foi interpretado como soma de pares, enquanto para f121 temos
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tnqn2

visto como soma de ı́mpares. Logo existe uma bijeção simples entre as duas interpretações.

Identidade 120

Para

f120(q, t) =
1

1 − t
+

∞∑

n=1

(−tq2; q2)n−1tnqn2+n

(t; q2)n+1(tq; q2)n

. (5.60)

Temos a equação funcional:

(1− t)(1− tq)(1+ t2q4) f120(q, t) = 1− tq+ t3q5 − 2t2q4 − t3q6 + (1− tq2)(1− t2q4)tq2 f120(q, tq2).

E a relação de recorrência:

P0 = 1; P1 = 1 + q2; P2 = 1 + q2 + q3 + q4 + q6;

P3 = 1 + q2 + q3 + 2q4 + q5 + 2q6 + q7 + 2q8 + q9 + q10 + q12;

Pn(q) = (1 + q + q2n)Pn−1 − (q − q4 − q2n)Pn−2 − (q4 + q5 + q2n)Pn−3 + (q5 − q2n)Pn−4.

(5.61)

Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

Pn(q) =

∞∑

j=−∞
q96 j2+4 j

[
2n + 1

n − 12 j

]

q

+

∞∑

j=−∞
q96 j2−92 j+22

[
2n + 1

n − 5 + 12 j

]

q

− q


∞∑

j=−∞
q96 j2+20 j

[
2n + 1

n − 1 − 12 j

]

q

+

∞∑

j=−∞
q96 j2−76 j+14

[
2n + 1

n − 4 + 12 j

]

q

 . (5.62)

Calculando o limite:

lim
q−→1

Pn(q) =

∞∑

j=−∞

(
2n + 1

n − 12 j

)
+

(
2n + 1

n − 5 + 12 j

)
−

(
2n + 1

n − 1 − 12 j

)
−

(
2n + 1

n − 4 + 12 j

)
.

Neste caso, substituindo q = 1 em (5.61), obtemos a sequência Ln

3n + 1

2
cujos primeiros
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termos são dados por 1, 2, 5, 14, 41, 122 . . . reprentados por A007051 em [22]. Resulta em:

Ln =

∞∑

j=−∞

(
2n + 1

n − 12 j

)
+

(
2n + 1

n − 5 + 12 j

)
−

(
2n + 1

n − 1 − 12 j

)
−

(
2n + 1

n − 4 + 12 j

)
.

Interpretação combinatória :

1

1 − t
+

∞∑

n=1

(−tq2; q2)n−1tnqn2+n

(t; q2)n+1(tq; q2)n

=
1

(1 − t)

1 +
∞∑

n=1

(1 + tq2) · · · (1 + tq2n−2)tnqn2+n

(1 − tq)(1 − tq2) · · · (1 − tq2n−1)(1 − tq2n)

 .

Levando em consideração o fator 1/(1 − t), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.23 O número de partições onde todo par não marcado de 2 até a maior parte

aparece pelo menos uma vez e as partes marcadas são pares e no máximo dois a menos que a

maior parte, em no máximo N partes, é igual a LN .

A Tabela (5.23), mostra exemplos para pequenos valores de N.

Partições descritas no Teorema (5.23)

N LN

0 ∅ 1

1 2 2

2 2 + 1; 2 + 2; 4 + 2 5

3 2 + 1 + 1; 2 + 2 + 2; 2 + 2 + 1; 4 + 2 + 2̄; 4 + 2 + 1;

4 + 2 + 2; 4 + 3 + 2; 4 + 4 + 2; 6 + 4 + 2 14

Tabela 5.23: Ilustração do Teorema para f120(q, t).

Falta demonstrar que Pn(1) =
3n + 1

2
. Observe que:

L0 = 1; L1 = 2; L2 = 5; Ln = 3Ln−1 + Ln−2 − 3Ln−3.

Com isso temos,

L0 =
30 + 1

2
; L1 =

31 + 1

2
; L2 =

32 + 1

2
.

Suponha que de 0 até n temos a afirmação verdadeira, vamos mostrar que ela vale para

n + 1. De fato:

Ln+1 = 3Ln + Ln−1 − 3Ln−2 = 3
3n + 1

2
+

3n−1 + 1

2
− 3

3n−2 + 1

2
=
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3n+1

2
+

3

2
+

3n−1

2
+

1

2
− 3n−1

2
− 3

2
=

3n+1 + 1

2
.

Logo, Ln =
3n + 1

2
.

Identidade 121

Para

f121(q, t) =
1

1 − t
+

∞∑

n=1

(−tq2; q2)n−1tnqn2

(t; q2)n+1(tq; q2)n

. (5.63)

Temos a equação funcional:

(1 − t)(1 − tq)(1 − t2q4) f121(q, t) = 1 − tq − t2q4 − t2q3 + (1 + tq2)(1 − t2q4)tq f121(q, tq2).

E a relação de recorrência:

P0 = 1; P1 = 1 + q; P2 = 1 + q + q2 + q3 + q4;

P3 = 1 + q + q2 + 2q3 + 2q4 + 2q5 + 2q6 + q7 + q8 + q9;

Pn(q) = (1 + q + q2n−1)Pn−1 − (q − q4 − q2n−1)Pn−2 − (q4 + q5 + q2n−1)Pn−3 + (q5 − q2n−1)Pn−4.

(5.64)

Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

Pn(q) =

∞∑

j=−∞
q96 j2+4 j

[
2n + 1

n − 12 j

]

q

+

∞∑

j=−∞
q96 j2−92 j+22

[
2n + 1

n − 5 + 12 j

]

q

− q2


∞∑

j=−∞
q96 j2+28 j

[
2n + 1

n − 1 − 12 j

]

q

+

∞∑

j=−∞
q96 j2−68 j+10

[
2n + 1

n − 4 + 12 j

]

q

 . (5.65)

Calculando o limite:

lim
q−→1

Pn(q) =

∞∑

j=−∞

(
2n + 1

n − 12 j

)
+

(
2n + 1

n − 5 + 12 j

)
−

(
2n + 1

n − 1 − 12 j

)
−

(
2n + 1

n − 4 + 12 j

)
.

Neste caso, substituindo q = 1 em (5.64), obtemos a sequência Ln =
3n + 1

2
cujos primei-
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ros termos são 1, 2, 5, 14, 41, 122 . . . reprentados por A007051 em [22]. Resulta em:

Ln =

∞∑

j=−∞

(
2n + 1

n − 12 j

)
+

(
2n + 1

n − 5 + 12 j

)
−

(
2n + 1

n − 1 − 12 j

)
−

(
2n + 1

n − 4 + 12 j

)
.

Interpretação combinatória:

1

1 − t
+

∞∑

n=1

(−tq2; q2)n−1tnqn2

(t; q2)n+1(tq; q2)n

=
1

(1 − t)

1 +
∞∑

n=1

(1 + tq2) · · · (1 + tq2n−2)tnqn2

(1 − tq)(1 − tq2) · · · (1 − tq2n−1)(1 − tq2n)

 .

Levando em consideração o fator 1/(1 − t), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.24 O número de partições onde todo ı́mpar de 1 até o maior ı́mpar aparece pelo

menos uma vez, a maior parte não marcada é no máximo um a mais que a maior parte ı́mpar e

as partes marcadas são pares e no máximo um a menos que a maior parte ı́mpar, em no máximo

N partes, é igual a LN .

A Tabela (5.24), mostra exemplos para pequenos valores de N.

Partições descritas no Teorema (5.24)

N LN

0 ∅ 1

1 1 2

2 1 + 1; 2 + 1; 3 + 1 5

3 1 + 1 + 1; 2 + 1 + 1; 2 + 2 + 1; 3 + 1 + 2̄; 3 + 1 + 1;

3 + 2 + 1; 3 + 3 + 1; 4 + 3 + 1; 5 + 3 + 1 14

Tabela 5.24: Ilustração do Teorema para f121(q, t).

A demonstração de que a sequência é representada por
3n + 1

2
é a mesma feita para a

interpretação de f120.

Interpretações Combinatórias para a sequência A003462

No último capı́tulo apresentamos uma bijeção entre as interpretações combinatórias apre-

sentadas aqui. As funções geradoras não são muito diferentes, mas as interpretações feitas para

cada uma são suficientes para uma bijeção interessante.
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Identidade 122

Para

f122(q, t) =

∞∑

n=0

(−tq2; q2)ntnqn2+3n

(t; q2)n+2(tq; q2)n+1

. (5.66)

Temos a equação funcional:

(1 − t)(1 − tq)(1 − tq2) f122(q, t) = 1 + (1 − t2q4)tq4 f122(q, tq2).

E a relação de recorrência:

P0 = 1; P1 = 1 + q + q2 + q4; P2 = 1 + q + 2q2 + q3 + 2q4 + q5 + 2q6 + q7 + q8 + q10;

Pn(q) = (1 + q + q2 + q2n+2)Pn−1 − (q + q2 + q3)Pn−2 + (q3 − q2n+2)Pn−3.

(5.67)

Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

Pn−1(q) =

∞∑

j=−∞
q96 j2+28 j

[
2n + 1

n − 1 − 12 j

]

q

+

∞∑

j=−∞
q96 j2−68 j+10

[
2n + 1

n − 4 + 12 j

]

q

− q3


∞∑

j=−∞
q96 j2+44 j

[
2n + 1

n − 2 − 12 j

]

q

+

∞∑

j=−∞
q96 j2−52 j+2

[
2n + 1

n − 3 + 12 j

]

q

 . (5.68)

n ≥ 1.

Calculando o limite:

lim
q−→1

Pn−1(q) =

∞∑

j=−∞

(
2n + 1

n − 1 − 12 j

)
+

(
2n + 1

n − 4 + 12 j

)
−

(
2n + 1

n − 2 − 12 j

)
−

(
2n + 1

n − 3 + 12 j

)
.

Neste caso, substituindo q = 1 em (5.67), obtemos Pn(1) = Qn+1, cujos primeiros de

Qn termos são dados por 0, 1, 4, 13, 40, 121, 364, · · · , que aparece em [22] pela numeração

A003462, como Pn(1) =
3n+1 − 1

2
. Resulta em:

Qn =

∞∑

j=−∞

(
2n + 1

n − 1 − 12 j

)
+

(
2n + 1

n − 4 + 12 j

)
−

(
2n + 1

n − 2 − 12 j

)
−

(
2n + 1

n − 3 + 12 j

)
.
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Interpretação combinatória:

∞∑

n=0

(−tq2; q2)ntnqn2+3n

(t; q2)n+2(tq; q2)n+1

=

1

(1 − t)


1

(1 − tq)(1 − tq2)
+

∞∑

n=1

(1 + tq2) · · · (1 + tq2n)tnqn2+3n

(1 − tq)(1 − tq2) · · · (1 − tq2n+1)(1 − tq2n+2)

 .

Levando em consideração o fator 1/(1 − t), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.25 O número de partições onde todo par não marcado de 4 até a maior parte

aparece pelo menos uma vez, e as partes marcadas são pares e no máximo dois a menos que

a maior parte, mais as partições formadas apenas por partes 1 e 2, em no máximo N partes, é

igual a QN .

A Tabela (5.25), mostra exemplos para pequenos valores de N.

Partições descritas no Teorema (5.25)

N QN

0 ∅ 1

1 1; 2; 4 4

2 1 + 1; 2 + 2; 2 + 1; 4 + 1; 4 + 2; 4 + 3; 4 + 4; 4 + 2̄; 4 + 6 13

Tabela 5.25: Ilustração do Teorema para f122(q, t).

Falta demonstrar que Pn(1) =
3n+1 − 1

2
. Observe que:

Q0 = 1; Q1 = 4; Q2 = 13; Qn == 4Qn−1 − 3Qn−2.

Com isso temos,

Q0 =
31 − 1

2
; Q1 =

32 − 1

2
; Q2 =

33 − 1

2
.

Suponha que de 0 até n temos a afirmação verdadeira, vamos mostrar que ela vale para

n + 1. De fato:

Qn+1 = 4 · Qn − 3 · Qn−1 = 4 · 3n+1 − 1

2
− 3 · 3n − 1

2
=

4 · 3n+1 − 4 − 3 · 3n + 3

2
=

3 · 3n+1 − 1

2
=

3n+2 − 1

2
.

Logo, Qn =
3n+1 − 1

2
.



Novas interpretações combinatórias para sequências disponı́veis em OEIS 107

Identidade 123

Para

f123(q, t) =

∞∑

n=0

(−tq2; q2)ntnqn2+2n

(t; q2)n+2(tq; q2)n+1

. (5.69)

Temos a equação funcional:

(1 − t)(1 − tq)(1 − tq2) f123(q, t) = 1 + (1 − t2q4)tq3 f123(q, tq2).

E a relação de recorrência:

P0 = 1; P1 = 1 + q + q2 + q3; P2 = 1 + q + 2q2 + 2q3 + 2q4 + 2q5 + q6 + q7 + q8;

Pn(q) = (1 + q + q2 + q2n+1)Pn−1 − (q + q2 + q3)Pn−2 + (q3 − q2n+1)Pn−3. (5.70)

Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

Pn−1(q) =

∞∑

j=−∞
q96 j2+20 j

[
2n − 1

n − 1 − 12 j

]

q

+

∞∑

j=−∞
q96 j2−76 j+14

[
2n + 1

n − 4 + 12 j

]

q

− q4


∞∑

j=−∞
q96 j2+44 j

[
2n + 1

n − 2 − 12 j

]

q

+

∞∑

j=−∞
q96 j2−52 j+2

[
2n + 1

n − 3 + 12 j

]

q

 . (5.71)

n ≥ 1.

Calculando o limite:

lim
q−→1

Pn−1(q) =

∞∑

j=−∞

(
2n + 1

n − 1 − 12 j

)
+

(
2n + 1

n − 4 + 12 j

)
−

(
2n + 1

n − 2 − 12 j

)
−

(
2n + 1

n − 3 + 12 j

)
.

Neste caso, substituindo q = 1 em (5.70), obtemos Pn(1) = Qn+1, cujos primeiros

de Zn termos são dados por 0, 1, 4, 13, 40, 121, 364, · · · , que aparece em [22] pela numeração

A003462, como Pn(1) =
3n+1 − 1

2
. Resulta em:

Qn =

∞∑

j=−∞

(
2n + 1

n − 1 − 12 j

)
+

(
2n + 1

n − 4 + 12 j

)
−

(
2n + 1

n − 2 − 12 j

)
−

(
2n + 1

n − 3 + 12 j

)
, n ≥ 1.
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Interpretação combinatória:

∞∑

n=0

(−tq2; q2)ntnqn2+2n

(t; q2)n+2(tq; q2)n+1

=

1

(1 − t)


1

(1 − tq)(1 − tq2)
+

∞∑

n=1

(1 + tq2) · · · (1 + tq2n)tnqn2+2n

(1 − tq) · · · (1 − tq2n+1)(1 − tq2) · · · (1 − tq2n+2)

 .

Definindo como partições laranja-azul, as partições onde nas partes azuis os ı́mpares de

3 até o maior ı́mpar aparecem exatamente uma vez e a maior parte pode ser um a mais que

o maior ı́mpar, ou a partição é formada apenas por partes 2. Nas partes laranjas os pares são

distintos, com maior parte no máximo igual a maior parte ı́mpar da partição azul, ou a partição

pode ser formada apenas por partes 1 .

Teorema 5.26 O número de partições laranja-azul, como definida acima, em até N partes, é

igual a QN .

A Tabela (5.26), mostra exemplos para pequenos valores de N.

Partições descritas no Teorema (5.26)

N QN

0 ∅ 1

1 2; 3; 1 4

2 1 + 1; 1 + 2; 2 + 2; 1 + 3; 3 + 3; 3 + 2; 4 + 3; 3 + 2; 5 + 3 13

Tabela 5.26: Ilustração do Teorema para f123(q, t).

A demonstração de que Pn(1) =
3n+1 − 1

2
. é a mesma feita para f122

Interpretações Combinatórias para a sequência A188022

Existe uma bijeção simples entre as duas interpretações combinatórias apresentadas para

essa sequência, que pode ser observada na função geradora. Para f124 temos no numerador o

fator t2nq2n2+2n que foi interpretado como pares de 2 até 2n aparecendo duas vezes e para f125

o fator é dado por t2nq2n2+4n interpretado como ı́mpares de 3 até 2n + 1 aparecendo duas vezes.

Com isso se somarmos um a cada parte par distinta de uma partição para f124 chegamos a uma
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partição para f125 e se subtraı́rmos um de cada ı́mpar distinto a partir de 3 de uma partição f125

chegamos a uma partição para f124.

Identidade 124

Para

f124(q, t) =

∞∑

n=0

(t3q3; q6)nt2nq2n2+2n

(t; q2)n+1(tq; q2)n+1(−tq; q2)n+1(−tq2; q2)n(tq; q2)n

. (5.72)

Temos a equação funcional:

(1 − t)(1 + tq2)(1 − t2q2) f124(q, t) = (1 − tq2) + (1 + t2q2)t2q4 f124(q, tq2).

E a relação de recorrência:

P0 = P1 = 1; P2 = 1 + q2 + q4; P3 = 1 + q2 + q4 + q5;

Pn(q) = (1 − q2)Pn−1 + (2q2 + q2n)Pn−2 − (q2 − q4 − q2n−1)Pn−3 − (q4 − q2n−2)Pn−4. (5.73)

Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

P2n(q) =

∞∑

j=−∞
q108 j2+12 j

[
2n + 1

n − 9 j

]

q2

−
∞∑

j=−∞
q108 j2−96 j+21

[
2n

n − 4 + 12 j

]

q2

+ q5


∞∑

j=−∞
q108 j2+48 j

[
2n

n − 2 − 9 j

]

q2

−
∞∑

j=−∞
q108 j2−60 j+3

[
2n + 1

n − 2 + 9 j

]

q2

 . (5.74)

Calculando o limite:

lim
q−→1

P2n(q) =

∞∑

j=−∞

(
2n + 1

n − 9 j

)
−

(
2n

n − 4 + 12 j

)
+

(
2n

n − 2 − 9 j

)
−

(
2n + 1

n − 2 + 9 j

)
.

Neste caso, substituindo q = 1 em (5.73), obtemos Rn cujos primeiros termos sõ dados

por 1, 1, 3, 4, 10, 15, 34, 55, 117 · · · , que aparece em [22] pela numeração A188022. Resulta em:

R2n =

∞∑

j=−∞

(
2n + 1

n − 9 j

)
−

(
2n

n − 4 + 12 j

)
+

(
2n

n − 2 − 9 j

)
−

(
2n + 1

n − 2 + 9 j

)
.
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Interpretação combinatória:

∞∑

n=0

(t3q3; q6)nt2nq2n2+2n

(t; q2)n+1(tq; q2)n+1(−tq; q2)n+1(−tq2; q2)n(tq; q2)n

=
1

(1 − t)


1

(1 − t2q2.1)
+

∞∑

n=1

(1 − t3q3) · · · (1 − t3q3(2n−1))t2nq2n2+2n

(1 − t2q2.1)(1 − t2q2.2) · · · (1 − t2q2.2n)(1 − t2q2.(2n+1))(1 − tq) · · · (1 − tq2n−1)

 .

Definindo como partições laranja-azul-verde, as partições onde as partes laranjas apa-

recem um número par de vezes com pares aparecendo pelo menos duas vezes, a maior parte

laranja pode ser um a mais que o maior par, mais as partições formadas apenas por partes 1. As

partes azuis são formadas por ı́mpares irrestritos, com maior parte no máximo um a menos que

o maior par laranja. As partes verdes são formadas por ı́mpares que podem aparecer exatamente

três vezes, com maior parte no máximo um a menos que o maior par laranja, e existe um sinal

ligado às partes verdes, que é positivo se o número de partes verdes for par e negativo se o

número de partes verdes for ı́mpar.

Teorema 5.27 O número de partições laranja-azul-verde com um número par de partes verdes

menos aquelas com um número ı́mpar de partes verdes, em até N partes, é igual a RN .

A Tabela (5.27), mostra exemplos para pequenos valores de N.

Partições descritas no Teorema (5.27).

N com um número par de partes verdes com um número ı́mpar de partes verdes RN

0 ∅ 1

1 1

2 1 + 1; 2 + 2 3

3 2 + 2 + 1 4

4 1 + 1 + 1 + 1; 2 + 2 + 1 + 1; 2 + 2 + 2 + 2; 10

3 + 3 + 2 + 2; 2 + 2 + 1 + 1; 4 + 4 + 2 + 2

5 2 + 2 + 1 + 1 + 1; 2 + 2 + 2 + 2 + 1;

3 + 3 + 2 + 2 + 1; 4 + 4 + 2 + 2 + 1; 1 + 1 + 1 + 1 + 1 15

4 + 4 + 2 + 2 + 2; 4 + 4 + 2 + 2 + 1

Tabela 5.27: Ilustração do Teorema para f124(q, t).
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Identidade 125

Para

f125(q, t) =

∞∑

n=0

(t3q3; q6)nt2nq2n2+4n

(t; q2)n+1(tq; q2)n+1(−tq; q2)n+1(−tq2; q2)n(tq; q2)n

. (5.75)

Temos a equação funcional:

(1 − t)(1 − t2q2)(1 + tq2) f125(q, t) = (1 + tq2) + (1 + tq + t2q2)t2q6
125(q, tq2).

E a relação de recorrência:

P0 = P1 = 1; P2 = 1 + q2 + q6; P3 = 1 + q2 + q6 + q7;

Pn(q) = (1 − q2)Pn−1 + (2q2 + q2n+2)Pn−2 − (q2 − q4 − q2n+1)Pn−3 − (q4 − q2n)Pn−4. (5.76)

Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

P2n−2(q) =

∞∑

j=−∞
q108 j2+24 j

[
2n

n − 1 − 9 j

]

q2

−
∞∑

j=−∞
q108 j2−84 j+15

[
2n − 1

n − 4 + 9 j

]

q2

− q4


∞∑

j=−∞
q108 j2+48 j

[
2n

n − 2 − 9 j

]

q2

−
∞∑

j=−∞
q108 j2−60 j+3

[
2n − 1

n − 3 + 9 j

]

q2

 . (5.77)

n ≥ 1.

Calculando o limite:

lim
q−→1

P2n−2(q) =

∞∑

j=−∞

(
2n

n − 1 − 9 j

)
−

(
2n − 1

n − 4 + 9 j

)
−

(
2n

n − 2 − 9 j

)
+

(
2n − 1

n − 3 + 9 j

)
.

Neste caso, substituindo q = 1 em (5.76), obtemos Rn cujos primeiros termos são dados

por 1, 1, 3, 4, 10, 15, 34, 55, 117 · · · , que aparece em [22] pela numeração A188022. Resulta em:

R2n−2 =

∞∑

j=−∞

(
2n

n − 1 − 9 j

)
−

(
2n − 1

n − 4 + 9 j

)
−

(
2n

n − 2 − 9 j

)
+

(
2n − 1

n − 3 + 9 j

)
, n ≥ 1.
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Interpretação combinatória :

∞∑

n=0

(t3q3; q6)nt2nq2n2+4n

(t; q2)n+1(tq; q2)n+1(−tq; q2)n+1(−tq2; q2)n(tq; q2)n

=
1

(1 − t)


1

(1 − t2q2.1)
+

∞∑

n=1

(1 − t3q3) · · · (1 − t3q3(2n−1))t2nq2n2+4n

(1 − t2q2.1)(1 − t2q2.2) · · · (1 − t2q2.2n)(1 − t2q2.(2n+1)(1 − tq) · · · (1 − tq2n−1)

 .

Definindo como partições laranja-azul-verde, as partições onde as partes laranjas apare-

cem um número par de vezes com ı́mpares de 3 até a maior parte aparecendo pelo menos duas

vezes, e partições formadas apenas por partes 1. As partes azuis são formadas por ı́mpares irres-

tritos, com maior parte no máximo dois a menos que o maior parte laranja. As partes verdes são

formadas por ı́mpares que podem aparecer exatamente três vezes, com maior parte no máximo

dois a menos que a maior parte laranja, e existe um sinal ligado às partes verdes, que é positivo

se o número de partes verdes for par e negativo se o número de partes verdes for ı́mpar.

Teorema 5.28 O número de partições laranja-azul-verde com um número par de partes verdes

menos aquelas com um número ı́mpar de partes verdes, em até N partes, é igual a RN .

A Tabela (5.28), mostra exemplos para pequenos valores de N.

Partições descritas no Teorema (5.28).

N com um número par de partes verdes com um número ı́mpar de partes verdes RN

0 ∅ 1

1 1

2 1 + 1; 3 + 3 3

3 3 + 3 + 1 4

4 1 + 1 + 1 + 1; 3 + 3 + 1 + 1; 3 + 3 + 2 + 2; 10

3 + 3 + 3 + 3; 3 + 3 + 1 + 1; 5 + 5 + 3 + 3;

5 3 + 3 + 1 + 1 + 1; 3 + 3 + 2 + 2 + 1;

3 + 3 + 3 + 3 + 1; 5 + 5 + 3 + 3 + 1; 1 + 1 + 1 + 1 + 1 15

5 + 5 + 3 + 3 + 2; 5 + 5 + 3 + 3 + 1

Tabela 5.28: Ilustração do Teorema para f125(q, t).



CAPÍTULO 6

INTERPRETAÇÕES COMBINATÓRIAS

PARA OUTRAS SEQUÊNCIAS

Algumas sequências não são ainda conhecidas, mas apresentamos aqui suas interpretações

combinatórias e sua relação com a expansão em série de potências.

113
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Identidade 111

Para

f111(q, t) =
1

1 − t
+

∞∑

n=1

(t3q6; q6)n−1tnqn2+2n

(t; q2)n+1(tq; q2)n(−tq2; q2)n(tq2; q2)n−1

. (6.1)

Temos a equação funcional:

(1−t)(1−tq)(1−t2q4) f111(q, t) = (1−tq)(1−t2q4)+(1−t3q6)tq3 f111(q, tq2)+tq3−tq3(1+tq2+t2q4).

E a relação de recorrência:

P0 = 1; P1 = 1 + q3; P2 = 1 + q3 + q4 + q8;

P3 = 1 + q3 + q4 + q5 + q7 + q8 + q9 + q11 + q15;

Pn(q) = (1 + q + q2n+1)Pn−1 − (q − q4)Pn−2 − (q4 + q5)Pn−3 + (q5 − q2n+1)Pn−4. (6.2)

Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

P2n(q) =

∞∑

j=−∞
q72 j2+6 jU(2n + 1, 12 j) −

∞∑

j=−∞
q72 j2−66 j+15U(2n + 1, 5 − 12 j)

− q


∞∑

j=−∞
q72 j2+18 jU(2n + 1, 1 + 12 j) −

∞∑

j=−∞
q72 j2−54 j+9U(2n + 1, 4 − 12 j)

 . (6.3)

Calculando o limtie:

lim
q−→1

P2n(q) =

∞∑

j=−∞

(
2n + 1

12 j

)

2

+

(
2n + 1

1 + 12 j

)

2

−
(

2n + 1

5 − 12 j

)

2

−
(

2n + 1

6 − 12 j

)

2

−
(

2n + 1

1 + 12 j

)

2

−
(

2n + 1

2 + 12 j

)

2

+

(
2n + 1

4 − 12 j

)

2

+

(
2n + 1

5 − 12 j

)

2

.

Neste caso, substituindo q = 1 em (6.2), obtemos S n cujos primeiros termos são

1, 2, 4, 10, 26, 70, 190 · · · , que são os coeficientes da expansão de
1 − x − 2x2

1 − 3x + 2x3
em série de
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potências. Resulta em:

S 2n =

∞∑

j=−∞

(
2n + 1

12 j

)

2

−
(

2n + 1

6 − 12 j

)

2

−
(

2n + 1

2 + 12 j

)

2

+

(
2n + 1

4 − 12 j

)

2

.

Conjecturamos que:

S n =

∞∑

j=−∞

(
n + 1

12 j

)

2

−
(

n + 1

6 − 12 j

)

2

−
(

n + 1

2 + 12 j

)

2

+

(
n + 1

4 − 12 j

)

2

.

Interpretação combinatória:

1

1 − t
+

∞∑

n=1

(t3q6; q6)n−1tnqn2+2n

(t; q2)n+1(tq; q2)n(−tq2; q2)n(tq2; q2)n−1

=
1

1 − t
+

1

(1 − t)

∞∑

n=1

(1 − t3q6) · · · (1 − t3q3.(2n−2))tnqn2+2n

(1 − tq)(1 − tq2) · · · (1 − tq2n−2)(1 − tq2n−1)(1 − t2q2.2)(1 − t2q2.4) · · · (1 − t2q2.2n)
.

Definindo como partições laranja-azul-verde, as partições onde nas partes laranjas os

ı́mpares de 3 até um a menos que a maior parte aparecem pelo menos uma vez e a maior parte

2n + 1 aparece exatamente uma vez. As partes azuis são formadas por pares que aparecem aos

pares, com maior parte podendo ser no máximo um a menos que a maior parte laranja. As partes

verdes são formadas por pares que podem aparecer exatamente três vezes, com maior parte no

máximo três a menos que a maior parte laranja, e existe um sinal ligado às partes verdes, que é

positivo se o número de partes verdes for par e negativo se o número de partes verdes for ı́mpar.

Teorema 6.1 O número de partições laranja-azul-verde com um número par de partes verdes

menos aquelas com um número ı́mpar de partes verdes, em até N partes, é igual a S N .

A Tabela (6.1), mostra exemplos para pequenos valores de N.

É importante observar que neste e nos próximos exemplos, a segunda coluna da tabela,

relativa aos números ı́mpares de partes verdes, só começará a ser preenchida a partir de n = 5.

Veja que para as partes verdes temos no expoente de q pares da forma 2n − 2, que resulta em

n ≥ 2, com isso devemos ter no numerador das partes laranjas t2q3+5. Neste caso, os exemplos

se tornam muito grandes e não foram apresentados no texto.
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Partições descritas no Teorema (6.1).

N com um número par de partes verdes com um número ı́mpar de partes verdes S N

0 ∅ 1

1 3 2

2 3 + 1; 5 + 3 4

3 3 + 1 + 1; 3 + 2 + 2; 5 + 3 + 1; 10

5 + 3 + 2; 5 + 3 + 3; 7 + 5 + 3

4 3 + 1 + 1 + 1; 3 + 1 + 2 + 2; 5 + 3 + 1 + 1; 26

5 + 3 + 2 + 1; 5 + 3 + 2 + 2; 5 + 3 + 3 + 3;

5 + 3 + 3 + 2; 5 + 3 + 3 + 1; 5 + 3 + 2 + 2;

5 + 3 + 4 + 4; 7 + 5 + 3 + 1; 7 + 5 + 3 + 2;

7 + 5 + 3 + 3; 7 + 5 + 4 + 3; 7 + 5 + 5 + 3;

9 + 7 + 5 + 3

Tabela 6.1: Ilustração do Teorema para f111(q, t).

Quando substituı́mos q = 1, ficamos com:

S 0 = 1; S 1 = 2; S 2 = 4; S 3 = 10;

S n+4 = 3S n+3 − 2S n+1.

Aplicando a técnica usada em (2.9) encontramos

A(x) − S 0 − S 1x − S 2x2 − S 3x3

x4
=

3A(x) − 3S 0 − 3S 1x − 3S 2x2

x3
− 2A(x) − 2S 0

x
=⇒

A(x) =
1 − x − 2x2

1 − 3x + 2x3
.

O que mostra que a sequência representa os coeficientes da expansão de
1 − x − 2x2

1 − 3x + 2x3
em

série de potências.

Identidade 113

Para

f113(q, t) =
1

1 − t
+

∞∑

n=1

(t3q6; q6)n−1tnqn2

(t; q2)n+1(tq; q2)n(−tq2; q2)n(tq2; q2)n−1

. (6.4)
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Temos a equação funcional:

(1− t)(1− tq)(1− t2q4) f113(q, t) = (1− tq)(1− t2q4)+(1− t3q6)tq f113(q, tq2)− tq(1+ tq2+ t2q4)+ tq.

Temos a equação funcional:

P0 = 1; P1 = 1 + q; P2 = 1 + q + q2 + q4;

P3 = 1 + q + q2 + q3 + q4 + 2q5 + q6 + q7 + q9;

Pn(q) = (1 + q + q2n−1)Pn−1 − (q − q4)Pn−2 − (q4 + q5)Pn−3 + (q5 − q2n−1)Pn−4. (6.5)

Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

Pn(q) =

∞∑

j=−∞
q72 j2+6 jU(n, 12 j) −

∞∑

j=−∞
q72 j2−66 j+15U(n, 5 − 12 j)

− q3


∞∑

j=−∞
q72 j2+30 jU(n, 2 + 12 j) −

∞∑

j=−∞
q72 j2−42 j+3U(n, 3 − 12 j)

 . (6.6)

Calculando o limite:

lim
q−→1

Pn(q) =

∞∑

j=−∞

(
n

12 j

)

2

+

(
n

1 + 12 j

)

2

−
(

n

5 − 12 j

)

2

−
(

n

6 − 12 j

)

2

−
(

n

2 + 12 j

)

2

−
(

n

3 + 12 j

)

2

+

(
n

3 − 12 j

)

2

+

(
n

4 − 12 j

)

2

.

Neste caso, substituindo q = 1 em (6.5), obtemos S n sequência apresentada anteriormente

para f111. Resulta em:

S n =

∞∑

j=−∞

(
n

12 j

)

2

+

(
n

1 + 12 j

)

2

−
(

n

5 − 12 j

)

2

−
(

n

6 − 12 j

)

2

−
(

n

2 + 12 j

)

2

−
(

n

3 + 12 j

)

2

+

(
n

3 − 12 j

)

2

+

(
n

4 − 12 j

)

2

.
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Interpretação combinatória:

1

1 − t
+

∞∑

n=1

(t3q6; q6)n−1tnqn2

(t; q2)n+1(tq; q2)n(−tq2; q2)n(tq2; q2)n−1

=
1

1 − t
+

1

(1 − t)

∞∑

n=1

(1 − t3q6) · · · (1 − t3q3.(2n−2))tnqn2

(1 − tq)(1 − tq2) · · · (1 − tq2n−2)(1 − tq2n−1)(1 − t2q2.2)(1 − t2q2.4) · · · (1 − t2q2.2n)
.

Definindo como partições laranja-azul-verde, as partições onde nas partes laranjas os

ı́mpares que de 1 até a maior parte aparecem pelo menos uma vez. As partes azuis são for-

madas por pares que aparecem aos pares, com maior parte podendo ser no máximo um a mais

que a maior parte laranja. As partes verdes são formadas por pares que podem aparecer exata-

mente três vezes, com maior parte no máximo um a menos que a maior parte laranja, e existe

um sinal ligado às partes verdes, que é positivo se o número de partes verdes for par e negativo

se o número de partes verdes for ı́mpar.

Teorema 6.2 O número de partições laranja-azul-verde com um número par de partes verdes

menos aquelas com um número ı́mpar de partes verdes, em até N partes, é igual a S N .

A Tabela (6.2), mostra exemplos para pequenos valores de N.

Partições descritas no Teorema (6.2).

N com um número par de partes verdes com um número ı́mpar de partes verdes S N

0 ∅ 1

1 1 2

2 1 + 1; 3 + 1 4

3 1 + 1 + 1; 1 + 2 + 2; 3 + 1 + 1; 10

3 + 2 + 1; 3 + 3 + 1; 5 + 3 + 1

4 1 + 1 + 1 + 1; 1 + 1 + 2 + 2; 3 + 1 + 1 + 1; 26

3 + 2 + 1 + 1; 3 + 2 + 1 + 2; 3 + 3 + 3 + 1;

3 + 3 + 2 + 1; 3 + 3 + 1 + 1; 3 + 1 + 2 + 2;

3 + 1 + 4 + 4; 5 + 3 + 1 + 1; 5 + 3 + 2 + 1;

5 + 3 + 3 + 1; 5 + 4 + 3 + 1; 5 + 5 + 3 + 1;

7 + 5 + 3 + 1

Tabela 6.2: Ilustração do Teorema para f113(q, t).

Esta interpretação é muito parecida com a interpretação dada para f111, isso se deve ao

fato da pequena diferença apresentada na função geradora das duas funções. Enquanto para

f111 temos tnqn2+2n, que interpretamos como ı́mpares de 3 até 2n + 1, para f113 temos tnqn2

, que
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interpretamos como ı́mpares de 1 até 2n − 1. Com isso para sairmos de uma interpretação para

a outra basta fazermos essa translação nos ı́mpares.

Identidade 114

Para

f114(q, t) =
1

1 − t
+

∞∑

n=1

(t3q6; q6)n−1tnqn2

(t; q2)n(tq; q2)n(−tq2; q2)n−1(tq2; q2)n

. (6.7)

Temos a equação funcional:

(1 − t)(1 − tq)(1 − t2q4) f114(q, t) = 1 − tq − t2q4 + (1 − t3q6)tq f114(q, tq2).

E a relação de recorrência:

P0 = 1; P1 = 1 + q; P2 = 1 + q + q2 + q3 + q4;

P3 = 1 + q + q2 + 2q3 + 2q4 + 2q5 + q6 + q7 + q8 + q9;

Pn(q) = (1 + q + q2n−1)Pn−1 − (q − q4)Pn−2 − (q4 + q5)Pn−3 + (q5 − q2n−1)Pn−4. (6.8)

Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

Pn(q) =

∞∑

j=−∞
q72 j2+6 jU(n, 12 j) −

∞∑

j=−∞
q72 j2−66 j+15U(n, 5 − 12 j). (6.9)

Calculando o limite:

lim
q−→1

Pn(q) =

∞∑

j=−∞

(
n

12 j

)

2

+

(
n

1 + 12 j

)

2

−
(

n

5 − 12 j

)

2

−
(

n

6 − 12 j

)

2

.

Neste caso, substituindo q = 1 em (6.8), obtemos Tn cujos primeiros termos são dados

por 1, 2, 5, 13, 35, 85 · · · , são os coeficientes da expansão de
1 − x − x2

1 − 3x + 2x3
em série de potências.

Resulta em:

Tn =

∞∑

j=−∞

(
n

12 j

)

2

+

(
n

1 + 12 j

)

2

−
(

n

5 − 12 j

)

2

−
(

n

6 − 12 j

)

2

.
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Interpretação combinatória:

1

1 − t
+

∞∑

n=1

(t3q6; q6)n−1tnqn2

(t; q2)n(tq; q2)n(−tq2; q2)n−1(tq2; q2)n

=
1

1 − t
+

1

(1 − t)

∞∑

n=1

(1 − t3q6) · · · (1 − t3q3.(2n−2))tnqn2

(1 − tq)(1 − tq2) · · · (1 − tq2n−1)(1 − tq2n)(1 − t2q2.2) · · · (1 − t2q2.(2n−2))
.

Definindo como partições laranja-azul-verde, as partições onde nas partes laranjas os

ı́mpares aparecem pelo menos uma vez e a maior parte pode ser um a mais que a maior parte

ı́mpar. As partes azuis são formadas por pares que aparecem aos pares, com maior parte po-

dendo ser no máximo um a menos que a maior parte ı́mpar laranja. As partes verdes são for-

madas por pares que podem aparecer exatamente três vezes, com maior parte no máximo um a

menos que a maior parte ı́mpar laranja, e existe um sinal ligado às partes verdes, que é positivo

se o número de partes verdes for par e negativo se o número de partes verdes for ı́mpar.

Teorema 6.3 O número de partições laranja-azul-verde com um número par de partes verdes

menos aquelas com um número ı́mpar de partes verdes, em até N partes, é igual a TN .

A Tabela (6.3), mostra exemplos para pequenos valores de N.

Partições descritas no Teorema (6.3)

N com um número par de partes verdes com um número ı́mpar de partes verdes TN

0 ∅ 1

1 1 2

2 1 + 1; 2 + 1; 3 + 1 5

3 1 + 1 + 1; 2 + 1 + 1; 2 + 2 + 1; 3 + 1 + 1; 13

3 + 2 + 1; 3 + 3 + 1; 4 + 3 + 1; 5 + 3 + 1

Tabela 6.3: Ilustração do Teorema para f114(q, t).

Quando substituı́mos q = 1, ficamos com:

T0 = 1; T1 = 2; T2 = 5; T3 = 13;

Tn+4 = 3Tn+3 − 2Tn+1.
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Aplicando a técnica usada em (2.9) encontramos

A(x) − T0 − T1x − T2x2 − T3x3

x4
=

3A(x) − 3T0 − 3T1x − 3T2x2

x3
− 2A(x) − 2T0

x
=⇒

A(x) =
1 − x − x2

1 − 3x + 2x3
.

O que mostra que a sequência representa os coeficientes da expansão de
1 − x − x2

1 − 3x + 2x3
em

série de potências.

Identidade 119

Para

f119(q, t) =

∞∑

n=0

tnqn2+2n

(t; q2)n+1(tq; q2)n+1(−tq2; q2)n

. (6.10)

Temos a equação funcional:

(1 − t)(1 − tq)(1 + tq2) f119(q, t) = 1 + tq2 + tq3 f119(q, tq2).

E a relação de recorrência:

P0 = 1; P1 = 1 + q + q3; P2 = 1 + q + q2 + q3 + q4 + q6 + q8;

Pn(q) = (1 + q − q2 + q2n−1)Pn−1 − (q − q2 − q3)Pn−2 − q3Pn−3. (6.11)

Fórmula apresentada em [9] para esta famı́lia de polinômios:

Pn−1(q) =

∞∑

j=−∞
q84 j2+16 jU(n, 1 + 14 j) +

∞∑

j=−∞
q84 j2−68 j+13U(n, 5 − 14 j)

− q4


∞∑

j=−∞
q84 j2+40 jU(n, 3 + 14 j) +

∞∑

j=−∞
q84 j2−44 j+1U(n, 3 − 14 j)

 . (6.12)

n ≥ 1.
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Calculando o limite:

lim
q−→1

Pn−1(q) =

∞∑

j=−∞

(
n

1 + 14 j

)

2

+

(
n

2 + 14 j

)

2

+

(
n

5 − 14 j

)

2

+

(
n

6 − 14 j

)

2

−
(

n

3 + 14 j

)

2

−
(

n

4 + 14 j

)

2

−
(

n

3 − 14 j

)

2

−
(

n

4 − 14 j

)

2

.

Nete caso, substituindo q = 1 em (6.11), obtemos a sequência Un cujos primeiros termos

são dados por 1, 3, 7, 16, 36, 83, . . . que são os coeficientes da expansão de
x + 1

1 − 2x − x2 + x3
em

série de potências. Resulta em:

Un =

∞∑

j=−∞

(
n + 1

1 + 14 j

)

2

+

(
n + 1

2 + 14 j

)

2

+

(
n + 1

5 − 14 j

)

2

+

(
n + 1

6 − 14 j

)

2

−
(

n + 1

3 + 14 j

)

2

−
(

n + 1

4 + 14 j

)

2

−
(

n + 1

3 − 14 j

)

2

−
(

n

4 − 14 j

)

2

.

Interpretação combinatória:

∞∑

n=0

tnqn2+2n

(t; q2)n+1(tq; q2)n+1(−tq2; q2)n

=

1

(1 − t)


1

(1 − tq)
+

∞∑

n=1

tnqn2+2n

(1 − t2q2+2) · · · (1 − t2q2n+2n)(1 − tq) · · · (1 − tq2n+1)

 .

Levando em consideração o fator 1/(1 − t), podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 6.4 O número de partições onde todo ı́mpar de 3 até o maior ı́mpar aparece pelo

menos uma vez e os pares aparecem um número par de vezes, mais as partições formadas

apenas por partes 1, em no máximo N partes, é igual a UN .

A tabela (6.4), mostra exemplos para pequenos valores de N.
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Partições descritas no Teorema (6.4)

N UN

0 ∅ 1

1 1; 3 3

2 1 + 1; 3 + 1; 3 + 3; 5 + 3 7

3 1 + 1 + 1; 3 + 1 + 1; 3 + 2 + 2; 3 + 3 + 3; 3 + 3 + 1;

5 + 3 + 1; 5 + 3 + 3; 5 + 5 + 3; 7 + 3 + 5 16

Tabela 6.4: Ilustração do Teorema para f119(q, t).

Quando substituı́mos q = 1, ficamos com:

U0 = 1; U1 = 3; U2 = 7;

Un+3 = 2Un+2 + Un+1 − Un.

Aplicando a técnica usada em (2.9) encontramos

A(x) − U0 − U1x − U2x2

x3
=

2A(x) − 2U0 − 2U1x

x2
+

A(x) − U0

x
− A(x) =⇒

A(x) =
x + 1

1 − 2x − x2 + x3
.

O que mostra que a sequência representa os coeficientes da expansão de
x + 1

1 − 2x − x2 + x3

em série de potências.
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CAPÍTULO 7

BIJEÇÕES

Durante o estudo das interpretações combinatórias algumas sequências foram encontra-

das ligadas a mais de uma função geradora, o que nos permitiu estabelecer bijeções entre tais

interpretações. Apresentamos primeiro as igualdades que demonstramos e por último as que

ficaram como cojecturas.

125
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Bijeções

O seguinte teorema estabelece uma bijeção entre as interpretações combinatórias apre-

sentadas para f9 (5.1) e f23(5.4).

Teorema 7.1 O número de partições onde todo inteiro de 1 até o maior par aparece pelo menos

uma vez com a maior parte podendo ser no máximo um a mais do que o maior par, em N partes,

é igual ao número de partições onde os ı́mpares de 1 até o maior ı́mpar aparecem exatamente

uma vez e a maior parte pode ser no máximo um a mais do que o maior ı́mpar, em N partes.

Demonstração:

Considere partições do tipo A as partições onde todo inteiro de 1 até o maior par aparece

pelo menos uma vez com maior parte podendo ser no máximo um a mais do que o maior par, em

N partes; e as partições do tipo B, partições onde os ı́mpares de 1 até o maior ı́mpar aparecem

exatamente uma vez, e a maior parte pode ser no máximo um a mais que o maior ı́mpar, também

em N partes. Fixado N, a prova será feita através de bijeção entre as partições dos tipos A e B.

Seja uma partição do tipo A. Se as partes ı́mpares dessa partição de 1 até o maior ı́mpar

aparecem exatamente uma vez, e a maior parte no máximo um a mais que o maior ı́mpar então

essa partição também é do tipo B e portanto será associada a ela mesma na bijeção. Por exemplo,

seja a partição do tipo A, 3+2+2+1.Neste caso temos que as partes ı́mpares aparecem somente

uma vez e a maior parte é 3 portanto, 3 + 2 + 2 + 1 é uma partição do tipo B.

Caso contrário, haverá ı́mpares repetidos e pelo menos uma das partes será igual a 1. O

processo para obter ı́mpares que apareçam somente uma vez é somar 2 a cada parte maior do

que ou igual ao ı́mpar que aparece repetido, menos na primeira parte igual a 1, sucessivamente.

Por exemplo, considere a partição 2 + 1 + 1 + 1. Temos que o número ı́mpar 1 repete

exatamente três vezes, assim aplicando duas vezes a operação, exceto em uma parte igual a 1,

obtemos

2 + 1 + 1 + 1→ 4 + 3 + 3 + 1→ 6 + 5 + 3 + 1

e portanto a partição 2 + 1 + 1 + 1 será associada a 6 + 5 + 3 + 1, uma partição do tipo B.

Reciprocamente, a aplicação inversa é dada tomando uma partição do tipo B e retirando 2

unidades de cada parte, se possı́vel (zero não é considerado como parte ), menos da parte igual
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a 1, até que se encontre as partes de 1 até o maior par aparecendo pelo menos uma vez. Por

exemplo,

6 + 5 + 3 + 1→ 4 + 3 + 1 + 1→ 2 + 1 + 1 + 1.

Assim, tem-se uma bijeção entre as partições do tipo A e B, o que estabelece o resultado.

⊓⊔

O seguinte teorema estabelece uma bijeção entre as interpretações combinatórias apre-

sentadas para f9 (5.1) e f38 (5.7).

Teorema 7.2 O número de partições onde todo inteiro de 1 até o maior par aparece pelo menos

uma vez com maior parte podendo ser no máximo um a mais do que o maior par, em N partes,

é igual ao número de partições onde todo par de 2 até o maior par aparece pelo menos duas

vezes, e a maior parte pode ser um a mais do que a maior parte par, em N partes.

Demonstração:

Considere partições do tipo A as partições onde todo inteiro de 1 até o maior par aparece

pelo menos uma vez com maior parte podendo ser no máximo um a mais do que o maior par,

em N partes; e as partições do tipo B, partições onde todo par de 2 até o maior par aparece pelo

menos duas vezes, e a maior parte pode ser um a mais do que a maior parte par, também em N

partes. Fixado N, a prova será feita através de bijeção entre as partições dos tipos A e B.

Dada uma partição do tipo A, temos todos os inteiros de 1 até o maior par 2n aparecendo

pelo menos uma vez, que podemos escrever da seguinte maneira:

1 + 2 + 3 + 4 + · · · (2n − 1) + 2n + λ,

onde λ é uma partição irrestrita com maior parte no máximo 2n + 1, e número de partes igual

a N − 2n. Para passarmos para uma partição do tipo B, vamos transformar a primeira aparição

de cada ı́mpar de 1 até 2n − 1 que aparece pelo menos uma vez em seu sucessor. Essa nova

partição é representada por:

2 + 2 + 4 + 4 + · · · 2n + 2n + λ,
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que é uma partição onde todo par de 2 até o maior par aparece pelo menos duas vezes e a maior

parte pode ser uma a mais do que o maior par, ou seja, uma partição do tipo B.

Agora dada uma partição do tipo B, podemos representá-la como acima

2 + 2 + 4 + 4 + · · · 2n + 2n + λ,

onde λ é uma partição irrestrita com maior parte no máximo 2n + 1, e número de partes igual a

N − 2n. Para passarmos para uma partição do tipo A basta transformarmos a primeira aparição

dos pares que de 2 até 2n aparecem pelo menos duas vezes, em seu antecessor, com isso temos

1 + 2 + 3 + 4 + · · · (2n − 1) + 2n + λ,

que é uma partição onde todo inteiro de 1 até o maior par aparece pelo menos uma vez, e a

maior parte é no máximo um a mais do que o maior par.

O que resulta na igualdade de partições dos tipos A e B.

⊓⊔

O seguinte teorema estabelece uma bijeção entre as interpretações combinatórias apre-

sentadas para f28 (4.7) e f50(5.18).

Teorema 7.3 Definindo como partições laranja-azul, as partições onde as partes laranjas são

pares que aparecem de 2 até a maior parte, pelo menos uma vez e no máximo duas. As partes

azuis são partições irrestritas com maior parte no máximo um a mais do que a maior parte

laranja, mais as partições formadas apenas por partes 1.

O número de partições laranja-azul, em N partes, é igual ao número de sobrepartições

onde somente os ı́mpares podem ser marcados até no máximo dois a menos que a maior parte,

todo ı́mpar não marcado de 3 até a maior parte aparece pelo menos uma vez, mais as partições

formadas apenas por partes 1, em N partes.

Demonstração:

Considere partições do tipo A as partições laranja-azul, em N partes; e as partições do tipo

B, sobrepartições onde somente os ı́mpares podem ser marcados até no máximo dois a menos
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que a maior parte, todo ı́mpar não marcado de 3 até a maior parte aparece pelo menos uma vez,

mais as partições formadas apenas por partes 1. Fixado N, a prova será feita através de bijeção

entre as partições dos tipos A e B.

Dada uma partição do tipo A, ela pode ser formada apenas por partes 1, neste caso, será

transformada na partição do tipo B formada apenas por partes 1, apenas desconsiderando a cor

azul. Caso contrário, basta tomarmos a primeira aparição de cada par laranja e adicionarmos

uma unidade. Na sua segunda aparição, caso aconteça, basta subtraı́rmos uma unidade e mar-

carmos. As partes azul se mantem as mesmas. Não considerando mais a diferença de cores,

temos uma partição do tipo B.

Agora dada uma partição do tipo B, ela pode ser formada apenas por partes 1, neste

caso, será transformada na mesma partição de cor azul. Caso contrário, basta subtraı́rmos uma

unidade de cada primeira aparição do ı́mpar, somarmos uma unidade em cada aparição do ı́mpar

marcado e colorirmos de laranja essas partes. As demais serão coloridas de azul. Essa operação

leva à uma partição do tipo A.

⊓⊔

O seguinte teorema estabelece uma bijeção entre as interpretações combinatórias apre-

sentadas para f50 (5.18)e f51 (5.21).

Teorema 7.4 O número de sobrepartições onde somente os ı́mpares podem ser marcados até

no máximo dois a menos que a maior parte, todo ı́mpar não marcado de 3 até a maior parte

aparece pelo menos uma vez, mais as partições formadas apenas por partes 1, em N partes, é

igual ao número de partições laranja-azul onde a partição azul é dada por todos os pares de

2 até o maior par aparecendo exatamente uma vez, com maior parte no máximo um a mais do

que a maior parte par. Na partição laranja os ı́mpares são distintos, a maior parte é no máximo

a maior parte par azul, em N partes.

Demonstração:

Considere partições do tipo A sobrepartições onde somente os ı́mpares podem ser marca-

dos até no máximo dois a menos que a maior parte, todo ı́mpar não marcado de 3 até a maior

parte aparece pelo menos uma vez, mais as partições formadas apenas por partes 1, em N partes;

e as partições do tipo B, partições laranja-azul onde a partição azul é dada por todos os pares de
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2 até o maior par aparecendo exatamente uma vez, com maior parte no máximo um a mais do

que a maior parte par. Na partição laranja os ı́mpares são distintos, a maior parte é no máximo a

maior parte par azul, também em N partes. Fixado N, a prova será feita através de bijeção entre

as partições dos tipos A e B.

Considere uma partição do tipo A, ela é formada apenas por partes 1 ou pode ser escrita

como:

(3 + 5 + 7 + · · · + 2n + 1) + λ + λ,

onde λ é uma partição em que todas as partes são ı́mpares, distintas e marcadas, com maior

parte no máximo 2n − 1 e λ é uma partição irrestrita com maior parte no máximo 2n + 1.

Se a partição for formada apenas por partes 1, ela será levada na partição formada apenas

por partes 1.

Caso contrário, ela pode ser levada à uma partição do tipo B da seguinte maneira. A

primeira aparição dos ı́mpares que de 3 até a maior parte aparecem pelo menos uma vez, serão

levados em seus antecessores, e juntamente com as partes ı́mpares de λ (λi) formarão as partes

azuis e, λ (sem a marcação) juntamente com as partes pares de λ (λp) serão levados nas partes

laranjas. Logo

(2 + 4 + 6 + · · · + 2n) + λi + λ + λp,

com λi formada por ı́mpares com maior parte podendo ser 2n + 1, e λ + λp com maior parte no

máximo 2n.

Com isso, temos uma partição laranja-azul, onde nas partes azuis os pares que de 2 até o

maior par aparecem exatamente uma vez e a maior parte pode ser um a mais que o maior par,

ou a partição é formada apenas por partes 1. Nas partes laranjas os ı́mpares são distintos, com

maior parte no máximo a maior parte par da partição azul.

Agora dada uma partição do tipo B, ela pode ser escrita como:

(2 + 4 + 6 + · · · + 2n) + λ + λ,

com λ formada por ı́mpares com maior parte podendo ser 2n+1, e λ, formada por ı́mpares

distintos e pares irrestritos com maior parte 2n. Os pares azuis, que de 2 até o maior par,

aparecem exatamente uma vez, serão levados em seus sucessores. As partes ı́mpares distindas
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de λ devem ser levadas nas partes marcadas. Ou, seja:

(3 + 5 + 7 + · · · + 2n + 1) + λ + λ̃.

Como λ é formado pelas partes ı́mpares distintas de λ, que tem maior parte 2n, a maior

parte de λ é 2n − 1 e, λ̃ uma partição irrestrita com maior parte 2n + 1.

A partição formada apenas por 1, será levada na partição formada apenas por partes 1.

Com isso temos uma sobrepartições onde somente os ı́mpares podem ser marcados até no

máximo dois a menos que a maior parte, todo ı́mpar não marcado de 3 até a maior parte aparece

pelo menos uma vez, mais as partições formadas apenas por partes 1, que é uma partição do

tipo A.

⊓⊔

O seguinte teorema estabelece uma bijeção entre as interpretações combinatórias apre-

sentadas para f81 (5.45) e f117 (5.48).

Teorema 7.5 O número de partições nas cores laranja-azul onde as partes laranjas são forma-

das por todos os inteiros de 1 até o maior aparecendo pelo menos uma vez e no máximo duas.

As partes azuis são contadas duas vezes e a maior parte azul é no máximo duas vezes a maior

parte laranja, em N partes, é igual ao número de partições onde todo ı́mpar de 1 até o maior

ı́mpar aparece pelo menos uma vez e os pares aparecem um número par de vezes, com maior

parte par podendo ser um a mais do que a maior parte ı́mpar, em N partes.

Demonstração:

Considere partições do tipo A as partições nas cores laraja-azul onde as partes laranjas são

formadas por todos os inteiros de 1 até o maior aparecendo pelo menos uma vez e no máximo

duas. As partes azuis são contadas duas vezes e a maior parte azul é no máximo duas vezes

a maior parte laranja, em N partes; e as partições do tipo B, partições onde todo ı́mpar de 1

até o maior ı́mpar aparece pelo menos uma vez e os pares aparecem um número par de vezes,

com maior parte par podendo ser um a mais do que a maior parte ı́mpar, também em N partes.

Fixado N, a prova será feita através de bijeção entre as partições dos tipos A e B.
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Uma partição do tipo A pode ser escrita como:

1 + 2 + 3 + · · · + n + λ + λ.

Com λ uma partição em partes distintas, com maior parte no máximo n e λ uma partição

irrestrita com maior parte no máximo 2n.

Some i em cada parte laranja igual a i+ 1, com i ≥ 1, e duplique cada parte azul. Ou seja:

1 + (2 + 1) + (3 + 2) + · · · + (n + n − 1) + λ + λ̃→

1 + 3 + 5 + · · · + (2n − 1) + λ + λ̃,

com λ uma partição em partes ı́mpares distintas com maior parte 2n−1 e λ̃ uma partição irrestrita

com todas as partes aparecendo um número par de vezes. Observe que as partes pares estão em

λ̃ e por isso aparecem um número par de vezes, e as partes ı́mpares aparecem pelo menos uma

vez. Que é uma partição do tipo B.

Por exemplo, se tomarmos a partição do tipo A dada por:

1 + 1 + 2 + 2 + 3 + 4 + 4 + 5 + 1 + 2 + 2 + 3 + 8 + 10→

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 1 + 2 + 4︸    ︷︷    ︸
λ

+ 1 + 2 + 2 + 3 + 8 + 10︸                      ︷︷                      ︸
λ

→

1 + (2 + 1) + (3 + 2) + (4 + 3) + (5 + 4) + 1 + (2 + 1) + (4 + 3)︸                    ︷︷                    ︸
λ

+

1 + 1 + 2 + 2 + 2 + 2 + 3 + 3 + 8 + 8 + 10 + 10︸                                                         ︷︷                                                         ︸
λ

→

1 + 1 + 1 + 1 + 2 + 2 + 2 + 2 + 3 + 3 + 3 + 3 + 5 + 7 + 7 + 8 + 8 + 9 + 10 + 10,

que é uma partição do tipo B.

Reciprocamente, tome uma partição do tipo B.

1 + 3 + 5 + · · · + (2n − 1) + λ + λ̃,
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com λ dada por partes ı́mpares e λ̃ por pares aparecendo um número par de vezes, com maior

parte no máximo 2n.

Cada par de partes pares se transformará em uma parte par azul. Transforme cada par de

partes iguais de λ em uma parte azul, caso o número de uma determinada parte seja ı́mpar, uma

cópia dela se juntará as partes ı́mpares. Subtraia i das partes iguais a 2i − 1, i ≥ 1 que não são

azuis, e transforme em partes laranjas. Como tı́nhamos partes ı́mpares de 1 até o maior ı́mpar,

obteremos partes de 1 até a maior parte aparecendo pelo menos uma vez e no máximo duas.

Que é uma partição do tipo A.

Tomando, por exemplo, a partição do tipo B

1 + 1 + 1 + 1 + 2 + 2 + 2 + 2 + 3 + 3 + 3 + 3 + 5 + 7 + 7 + 8 + 8 + 9 + 10 + 10→

1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 1 + 1 + 1 + 3 + 3 + 3 + 7︸                          ︷︷                          ︸
λ

+ 2 + 2 + 2 + 2 + 8 + 8 + 10 + 10︸                                   ︷︷                                   ︸
λ̃

→

1 + 1 + 3 + 3 + 5 + 7 + 7 + 9 + 1 + 2 + 2 + 3 + 8 + 10→

1 + 1 + (3 − 1) + (3 − 1) + (5 − 2) + (7 − 3) + (7 − 3) + (9 − 4) + 1 + 2 + 2 + 3 + 8 + 10→

1 + 1 + 2 + 2 + 3 + 4 + 4 + 5 + 1 + 2 + 2 + 3 + 8 + 10,

que é uma partição do tipo A. ⊓⊔

O seguinte teorema estabelece uma bijeção entre as interpretações combinatórias apre-

sentadas para f122 (5.66) e f123 (5.69).

Teorema 7.6 O número de partições onde todo par não marcado de 4 até a maior parte apa-

rece pelo menos uma vez, e as partes marcadas são pares e no máximo dois a menos que a

maior parte, mais as partições formadas apenas por partes 1 e 2, em N partes, é igual ao

número de partições laranja-azul, que são partições onde nas partes azuis os ı́mpares de 3 até

o maior ı́mpar aparecem exatamente uma vez e a maior parte pode ser um a mais que o maior

ı́mpar, ou a partição é formada apenas por partes 2. Nas partes laranjas os pares são distintos,

com maior parte no máximo igual a maior parte ı́mpar da partição azul, ou a partição pode

ser formada apenas por partes 1, em N partes.
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Demonstração:

Considere partições do tipo A as partições onde todo par não marcado de 4 até a maior

parte aparece pelo menos uma vez, e as partes marcadas são pares e no máximo dois a menos que

a maior parte, mais as partições formadas apenas por partes 1 e 2, em N partes; e as partições do

tipo B, partições laranja-azul, onde nas partes azuis os ı́mpares de 3 até o maior ı́mpar aparecem

exatamente uma vez e a maior parte pode ser um a mais que o maior ı́mpar, ou a partição é

formada apenas por partes 2. Nas partes laranjas os pares são distintos, com maior parte no

máximo igual a maior parte ı́mpar da partição azul, ou a partição pode ser formada apenas por

partes 1, também em N partes. Fixado N, a prova será feita através de bijeção entre as partições

dos tipos A e B.

Tome uma partição do tipo A, ela é formada apenas por partes 1 e 2, ou pode ser escrita

como:

(4 + 6 + 8 + · · · + 2n + 2) + λ + λ,

onde λ é uma partição em que todas as partes são pares, distintas e marcadas, com maior

parte no máximo 2n e λ é uma partição irrestrita com maior parte no máximo 2n + 2.

Se a partição for formada apenas por partes 1 e 2, as partes 1 serão laranjas e as partes 2

serão azuis.

Caso contrário, ela pode ser levada à uma partição do tipo B da seguinte maneira. Os pares

que de 4 até a maior parte aparecem pelo menos uma vez, serão levados em seus antecessores,

e juntamente com as partes pares de λ (λp) formarão as partes azuis e, λ (sem a marcação)

juntamente com as partes ı́mpares de λ (λi) serão levados nas partes laranjas. Logo

(3 + 5 + 7 + · · · + 2n + 1) + λp + λ + λi,

com λp formada por pares com maior parte podendo ser 2n + 2, e λ + λi com maior parte no

máximo 2n + 1.

Com isso, temos uma partição laranja-azul, onde nas partes azuis os ı́mpares de 3 até o

maior ı́mpar aparecem exatamente uma vez e a maior parte pode ser um a mais que o maior

ı́mpar, ou a partição é formada apenas por partes 2. Nas partes laranjas os pares são distintos,

com maior parte no máximo igual a maior parte ı́mpar da partição azul, ou a partição pode ser
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formada apenas por partes 1.

Agora dada uma partição do tipo B, ela pode ser escrita como:

(3 + 5 + 7 + · · · + 2n + 1) + λ + λ,

com λ formada por pares com maior parte podendo ser 2n + 2 e, λ formada por pares distintos

e ı́mpares irrestritos com maior parte 2n + 1, ou formadas apenas partes 1 e 2. Essas últimas

podem ser levadas em partições formadas apenas por partes 1 e 2, que são partições do tipo A.

As outras podem ser levadas em partições do tipo A, apenas levando os ı́mpares azuis , que de 3

até o maior ı́mpar, aparecem pelo menos uma vez, em seus sucessores. As partes pares distindas

de λ devem ser levadas nas partes marcadas. Ou, seja:

(4 + 6 + 8 + · · · + 2n + 2) + λ + λ̃.

Como λ é formado pelas partes pares distintas de λ, que tem maior parte 2n + 1, a maior

parte de λ é 2n e, λ̃ uma partição irrestrita com maior parte 2n + 2.

Com isso temos uma partição onde, todo par não marcado de 4 até a maior parte aparece

pelo menos uma vez, e as partes marcadas são pares e no máximo dois a menos que a maior

parte, mais as partições formadas apenas por partes 1 e 2, que é uma partição do tipo A.

⊓⊔

Conjecturas

Bijeção entre as interpretações combinatórias apresentadas para f9 (5.1)e f27 (4.4).

Conjectura 7.1 O número de partições onde todo inteiro de 1 até o maior par aparece pelo

menos uma vez com maior parte podendo ser no máximo um a mais do que o maior par, em

N partes, é igual ao número de partições laranja-azul, onde as partes azuis são formadas por

pares que de 2 até o maior par aparecem pelo menos duas vezes e um número par de vezes, com

maior parte podendo ser um a mais que o maior par, mais as partições formadas apenas por
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partes 1. As partes laranjas formadas por ı́mpares no máximo um a menos que a maior parte

par, em N partes.

Bijeção entre as interpretações combinatórias apresentadas para f9 (5.1) e f87 (4.19).

Conjectura 7.2 Definindo como partições laranja-azul-verde partições onde nas partes laran-

jas os pares de 2 até o maior aparecendo pelo menos duas vezes e um número par de vezes. As

partes azuis são ı́mpares, com maior parte podendo ser um a mais do que a maior parte laranja.

As partes verdes são contadas duas vezes, dadas por pares formados pelo dobro dos ı́mpares,

com maior parte sendo no máximo o dobro do maior par menos dois. Temos também um sinal

ligado às partes verdes que será positivo se o número de partes verdes for par e negativo se for

ı́mpar.

O número de partições onde todo inteiro de 1 até o maior par aparece pelo menos uma

vez com maior parte podendo ser no máximo um a mais do que o maior par, em N partes, é

igual ao número de partições laranja-azul, em N partes.

Bijeção entre as interpretações combinatórias apresentadas para f29 (5.24) e f48 (5.30).

Conjectura 7.3 O número de partições onde todo ı́mpar de 1 até o maior ı́mpar aparece pelo

menos uma vez, a maior parte não marcada pode ser um a mais que a maior parte ı́mpar e as

partes marcadas são ı́mpares menores do que ou iguais a maior parte ı́mpar, em N partes, é

igual ao número de partições onde todo par de 2 até a maior parte aparece pelo menos uma

vez, as partes marcadas são pares no máximo dois a menos que a maior parte, em N ou N − 1

partes.

Bijeção entre as interpretações combinatórias apresentadas para f44 (3.13)e f46 (3.19).

Conjectura 7.4 Definindo como partições laranja-azul, as partições onde as partes laranjas

são formadas por todos os inteiros que de 1 até a maior parte aparecem pelo menos três vezes.

As partes azuis são partições em partes ı́mpares, contadas duas vezes. A maior parte pode ser

azul e dada por duas vezes a maior parte laranja mais um, mais as partições formadas apenas

por partes 1. E as partições vermelha-verde como sendo partições onde as partes vermelhas

são ı́mpares contados duas vezes, to ı́mpar de 1 até a maior parte (2n − 1) aparece pelo menos
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uma vez. As partes verdes como sendo partições onde todo inteiro de 0 até (n− 1) aparece pelo

menos uma vez e a maior parte verde pode ser no máximo metade da maior parte vermelha

mais um.

O número de partições laranja-azul em N partes é igual ao número de partições vermelha-

verde, em N partes.

Bijeção entre as interpretações combinatórias apresentadas para f46 (3.19)e f62 (3.22).

Conjectura 7.5 Definindo como partições vermelha-verde como sendo partições onde as par-

tes vermelhas são ı́mpares contados duas vezes, to ı́mpar de 1 até a maior parte (2n−1) aparece

pelo menos uma vez. As partes verdes como sendo partições onde todo inteiro de 0 até (n − 1)

aparece pelo menos uma vez e a maior parte verde pode ser no máximo metade da maior parte

vermelha mais um. E partições laranja-azul, as partições onde as partes laranjas são compos-

tas por inteiros de 1 até n aparecendo pelo menos uma vez e no máximo duas. As partes azuis

são contados duas vezes, onde todo ı́mpar de 1 até o dobro da maior parte laranja menos um

aparece pelo menos uma vez, com a maior parte podendo ser o dobro da maior parte laranja

mais, ou a partição é formada apenas por partes 1.

O número de partições vermelha-verde em N partes é igual ao número de partições la-

ranja-azul, em N partes.

Bijeção entre as interpretações combinatórias apresentadas para f62 (3.22)e f63 (3.25).

Conjectura 7.6 Definindo laranja-azul, as partições onde as partes laranjas são compostas

por inteiros de 1 até n aparecendo pelo menos uma vez e no máximo duas. As partes azuis

são contados duas vezes, onde todo ı́mpar de 1 até o dobro da maior parte laranja menos um

aparece pelo menos uma vez, com a maior parte podendo ser o dobro da maior parte laranja

mais, ou a partição é formada apenas por partes 1. E partições vermelha-verde as partições

onde as partes vermelhas de 1 até n aparecem pelo menos três e no máximo quatro vezes, as

partes verdes como sendo partições irrestritas e contadas duas vezes. A maior parte verde é

duas vezes a maior parte vermelhas mais um, ou a partição é formada apenas por partes 1.

O número de partições laranja-azul em N partes é igual ao número de partições vermelha-

verde, em N partes.
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Bijeção entre as interpretações combinatórias apresentadas para f63 (3.25)e f95 (3.28).

Conjectura 7.7 Definindo como partições vermelha-verde as partições onde as partes verme-

lhas de 1 até n aparecem pelo menos três e no máximo quatro vezes, as partes verdes como

sendo partições irrestritas e contadas duas vezes. A maior parte verde é duas vezes a maior

parte vermelhas mais um, ou a partição é formada apenas por partes 1. E partições laranja-

azul as partições onde as partes azuis são formadas por todos os pares de 0 até 2n − 2 apa-

recendo exatamente duas vezes. As partes laranjas são formadas por ı́mpares que de 1 até o

maior ı́mpar aparecem pelo menos uma vez, o maior ı́mpar sendo um a mais do que a maior

parte azul, e partes pares que aparecem aos pares, com maior parte par podendo ser um a mais

do que a maior parte ı́mpar.

O número de partições vermelha-verde em N partes é igual ao número de partições la-

ranja-azul, em N partes.



CAPÍTULO 8

TRABALHOS FUTUROS

No cálculo da fórmula para o termo geral da sequência encontrada usando o Método de

Andrews com f23(−q, t), nos deparamos com um novo instrumento de contagem, que difere

do coeficiente trinomial por não ter a variação de sinal. Apresentamos aqui uma interpretação

em termos de caminhos reticulados e algumas conjecturas ligadas a este coeficiente. Nosso

objetivo, é encontrar propriedades que nos permitam compreender melhor as caracterı́sticas

combinatórias desse coeficiente.
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No texto esse novo coeficiente foi denotado por


n

j


3

e tem fórmula geral:


n

j


3

=
∑

h≥0


n

h




2n − 2h

n − j − h

 .

Construı́mos com esse coeficiente um triângulo, cada linha representa um valor fixo de n

e as colunas se devem a variação de j ( −n ≤ j ≤ n).

1

1 3 1

1 6 11 6 1

1 9 30 45 30 9 1

1 12 58 144 195 144 58 12 1

1 15 95 330 685 873 685 330 95 15 1

1 18 141 630 1770 3258 3989 3258 1770 630 141 18 1

1 21 196 1071 3801 9198 15533 18483 15533 9198 3801 1071 196 21 1

O que percebemos é que existem interpretações para as diagonais desse triângulo.

Da direita para a esquerda temos a primeira diagonal formada apenas por 1’s, a segunda

diagonal é formada por múltiplos de 3, ou seja:


n

n


3

=


n

−n


3

1;


n

n − 1


3

=


n

1 − n


3

= 3n.

A diagonal, cujos primeiros termos são 1, 11, 30, 58, 95, 141, · · · é descrita em [[22],

A051682] pelos números hendecagonais que são da forma
n(9n − 7)

2
. Eles são encontrados

quando escrevemos os números 0, 1, 2, 3, 4, · · · em uma espiral triangular, a sequência dada re-

presenta os valores presentes na mesma linha, e à direita do 0. Essa diagonal pode ser descrita

como:


1

1


3

= 1;


n

n − 2


3

=


n

2 − n


3

=
n(9n − 7)

2
.
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A coluna central desse triângulo tem os primeiros termos dados por 1, 3, 11, 45, 195, 873, · · ·

e é descrita em [[22], A026375], com termo geral dado por:

a(n) =

n∑

k=0


n

k




2k

k

 = T (2n, n).

Define-se T (n, k) como o número de caminhos reticulados de (0, 0) até (n, n− 2k), usando

passos U = (1, 1), D = (1,−1) e, em nı́veis pares também H = (2, 0). [[22], A026374.]

Neste caso é fácil ver a equivalência, já que a coluna central do triângulo corresponde a

j = 0, e se h varia de 0 até m, k = m − h varia de m até 0.


n

0


3

=
∑

h≥0


n

h




2(n − h)

n − h

 =
n∑

k=0


n

n − k




2k

k

 =
n∑

k=0


n

k




2k

k

 = a(n).

Para a segunda coluna, com primeiros termos dados por 1, 6, 30, 144, 685 · · · encontramos

a mesma interpretação em termos de caminhos reticulados,


n

1


3

= T (2n, n − 1). [[22], A026376]

Do mesmo modo, encontramos para a terceira coluna cujos primeiros termos são dados

por 1, 9, 58, 330, 1170 · · · , a interpretação em termos de caminhos reticulados:


n

2


3

= T (2n, n − 2). [[22], A026377]

Para as demais colunas não há na literatura nenhuma interpretação mas, as apresentadas

anteriormente nos levaram a seguinte conjectura


n

j


3

= T (2n, n − j).

Para mostrar que a conjectura é verdadeira utilizamos a definição dada em [[22], A026374]

de que (1 + 3x + x2)n é a função geradora para T (2n, k).
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Sendo necessário apenas demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 8.1

(1 + 3x + x2)n =

n∑

j=−n


n

j


3

x j+n.

Demonstração:

(1 + 3x + x2)n = [(1 + x)2 + x]n =

n∑

h=0


n

h

 [(1 + x)2]n−hxh =

n∑

h=0


n

h

 (1 + x)2n−2hxh =

n∑

h=0


n

h





2n−2h∑

k=0


2n − 2h

k

 x2n−2h−k1k

 xh = xn

n∑

h=0

2n−2h∑

k=0


n

h




2n − 2h

k

 xn−h−k =

xn

n∑

j=−n

∑

h≥0


n

h




2n − 2h

n − j − h

 x j =

n∑

j=−n


n

j


3

x j+n.

Ao substituirmos j = n − h − k, observando que h varia de 0 até n e k de 0 até 2n − 2h,

podemos concluir que j irá variar de −n até n.

⊓⊔

Corolário 8.1 
n

j


3

= T (2n, n − j).

Agora, tomando x = 1 no Teorema (8.1) conseguimos o seguinte resultado:

Corolário 8.2
n∑

j=−n


n

j


3

= 5n.

Reescrevendo a função geradora (1 + 3x + x2)n = xn(x−1 + 3 + x)n, encontramos um fato

que já era visualizado no triângulo


n

j


3

=


n

− j


3

.
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Da seguinte igualdade segue uma importante propriedade,

(x−1 + 3 + x)n = (x−1 + 3 + x)(x−1 + 3 + x)n−1.

Isso quer dizer que o coeficiente de x j na expansão de (x−1 + 3 + x)n é igual a soma do

coeficiente de x j−1 com o triplo do coeficiente de x j e o coeficiente de x j+1 na expansão de

(x−1 + 3 + x)n−1. Disso segue,


n

j


3

=


n − 1

j − 1


3

+ 3


n − 1

j


3

+


n − 1

j + 1


3

.

Conjecturas

Com esta nova interpretação para T (2n, n − j) e trabalhando com classes de uma linha

encontramos algumas conjecturas:

2n+1 + 5n

3
=

∞∑

j=−∞


n

3 j


3

. [[22], A247313] (8.1)

2n =

∞∑

j=−∞


n

3 j


3

−


n

1 − 3 j


3

=

∞∑

j=−∞


n

3 j


3

−


n

2 − 3 j


3

. [[22], A077569] (8.2)

Esta primeira igualdade foi encontrada no estudo da identidade 23.

5n + 2 · 3n + 1

4
=

∞∑

j=−∞


n

4 j


3

. [[22], A146086] (8.3)

3n + 1

2
=

∞∑

j=−∞


n

4 j


3

−


n

1 − 4 j


3

=

∞∑

j=−∞


n

4 j


3

−


n

3 − 4 j


3

. [[22], A007051] (8.4)
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3n =

∞∑

j=−∞


n

4 j


3

−


n

2 − 4 j


3

. [[22], A000244] (8.5)

3n + 5n

2
=

∞∑

j=−∞


n

4 j


3

+


n

1 − 4 j


3

=

∞∑

j=−∞


n

4 j


3

+


n

3 − 4 j


3

. [[22], A081186] (8.6)

5n + 1

2
=

∞∑

j=−∞


n

4 j


3

+


n

2 − 4 j


3

. [[22], A034478] (8.7)

3 · 5n + 1

4
=

∞∑

j=−∞


n

4 j


3

+


n

1 − 4 j


3

+


n

2 − 4 j


3

. [[22], A083065] (8.8)

5n + 3

4
=

∞∑

j=−∞


n

4 j


3

−


n

1 − 4 j


3

+


n

2 − 4 j


3

. [[22], A047850] (8.9)

(
5 −
√

5
) 

5 +
√

5

2


n

10
+

(
5 +
√

5
) 

5 −
√

5

2


n

10
=

∞∑

j=−∞


n

5 j


3

−


n

1 − 5 j


3

(8.10)

=

∞∑

j=−∞


n

5 j


3

−


n

4 − 5 j


3

. [[22], A093129]



1

2
−
√

5

10




5

2
−
√

5

2


n

+


√

5

10
+

1

2



√

5

2
+

5

2


n

=

∞∑

j=−∞


n

5 j


3

−


n

2 − 5 j


3

(8.11)

=

∞∑

j=−∞


n

5 j


3

−


n

3 − 5 j


3

. [[22], A081567]
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5 +
√

5

2


n

−

5 −
√

5

2


n

√
5

=

∞∑

j=−∞


n

1 − 5 j


3

−


n

3 − 5 j


3

. [[22], A093131] (8.12)

2n−1(1 + 2n) =

∞∑

j=−∞


n

6 j


3

−


n

2 − 6 j


3

=

∞∑

j=−∞


n

6 j


3

−


n

4 − 6 j


3

. [[22], A007582]

(8.13)

22n+1 + 1

3
=

∞∑

j=−∞


n

6 j


3

−


n

3 − 6 j


3

. [[22], A007583] (8.14)

3 · 2n−1 + 22n−1 + 1

3
=

∞∑

j=−∞


n

6 j


3

−


n

5 − 6 j


3

=

∞∑

j=−∞


n

6 j


3

−


n

1 − 6 j


3

. [[22], A007581]

(8.15)

2n−1(22n−1 − 1) =

∞∑

j=−∞


n

1 − 6 j


3

−


n

3 − 6 j


3

. [[22], A006516] (8.16)

4n − 1

3
=

∞∑

j=−∞


n

1 − 6 j


3

−


n

4 − 6 j


3

. [[22], A002450] (8.17)

Nosso objetivo, em trabalhos futuros, é encontrar propriedades deste triângulo que nos

permitam compreender melhor as caracterı́sticas combinatórias do coeficiente


n

j


3

.
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CONSIDERAÇÕES FINAIS

Neste trabalho apresentamos novas interpretações combinatórias para as sequências que

incluem as sequências de Fibonacci, Pell e Jacobsthal, utilizando o método de Andrews. Através

das conjecturas polinomiais encontradas por Santos apresentamos também novas fórmulas para

o termo geral dessas sequências, ou subsequências delas. Fizemos o mesmo estudo para outras

sequências, com as mais variadas interpretações, porém não tão conhecidas como as citadas

anteriormente.

Através dessas interpretações, pudemos ainda, provar bijetivamente algumas identidades

entre nossas interpretações combinatórias, nesse aspecto, deixamos algumas em aberto.

No cálculo de algumas dessas fórmulas para os termos gerais da sequência nos depara-

mos com um novo instrumento de contagem que difere do coeficiente trinomial por não ter a

variação de sinal. Foi possı́vel encontrar uma interpretação para esse coeficiente em termos de

caminhos reticulados. Construı́mos, com esses coeficientes, um triângulo e pretendemos encon-

trar propriedades dele que nos permitam compreender melhor as caracterı́sticas combinatórias

desse novo coeficiente.
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[9] J.P.O. Santos. Computer Algebra and Identities of the Rogers-Ramanujan Type. Ph.D.

thesis, Pennsylvania State University, 1991.

[10] J.P.O. Santos, M. Ivkovic. Polynomial generalizations of the Pell sequence and the Fibo-

nacci sequence. The Fibonacci Quarterly, v. 43, n. 4, p. 328-338, 2005.

[11] J.P.O. Santos, M. Ivkovic. Fibonacci Numbers and Partitions. The Fibonacci Quarterly,

v. 41, n. 3, p. 263-278, 2003.

[12] J.P.O. Santos. On the Combinatorics of Polynomial Generalizations of Rogers-Ramanujan

Type Identities. Discrete Mathematics 254.1-3 (2002): 497-511.

[13] J.P.O. Santos, P. Mondek. Extending Theorems of Göllnitz, A New Family of Partition
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