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INTRODUÇÃO 

Em seu artigo Prime ldeals in GCD-Domains [Sh-1] Sheldon estuda 

op chamados ideais PF-primos, que representam para MDC-domínios o mesmo 

que os ideais primos pi"incipais· para d,omínios Iatorlais. · 

A partir da verificação de que a noção de ideal PF-primo pode 

ser introduzida via sistemas de ideais - a saber, ideais PF-primos 

coincidem com t-ideais primos - nos interessamos em estudar os ideais 

primos essenciais (= PF-:primos em MDC-domínios) no contexto mais 

natural, e ao mesmo tempo bem mais geral, dos anéis com ~-multiplicação. 

Convém observar que a generalização da teoria de Sheldon para anéis com 

~-multiplicação é int~ressante, pois esta classe de anéis engloba, além 

de MDC-domínios, também domínios de Prüfer (de Dedekind, principais, 

etc ... ) e, do outro lado, os dominios de tipo Krull (de Krull, fatori

ais, etc ... ). 

No Capitulo 1 apresentamos os conceitos e resultados necessá

rios para a compreensão do trabalho. 

Apresentamos no Capitulo 2 o conceito de sistema de ideais. que 
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é a ferramenta básica usada neste trabalho. Ai mostra'llos como a noção 

de sistema de ideais de um dominio de integridade, estudada por M. 

Grlffin (por exemplo, .em [Gr-1]) e· por R. Gilmer em [G] Chap. V, §32, 

se enquadra como caso particular dos tt-sistemas d.e grupos ordenados 

tratados por P.Jaffard em [J-1]. 

No Capítulo 3, estudamos os anéis com ~-multiplicação do ponte.> 

de vista utilitário aos objetivos desta tese e, tam~ém, para assinalar 

a posição desta classe de anéis no contexto dos dominios integralmente 

fechados mais importantes. 

Anéis com .\9.-multiPli-cação foram estudados por N. Bourbaki em 

[Bo] com o nome de domínios pseudo-Prüf'erianos, tru.;bém .por M:Griffin 

em [Gr-11 e [Gr-2], · e seu relacionamento com domínios essenciais foi 

estabelecido por W.Heinzer e J.Ohm em [H-0]. No Capitulo 5 

estabelecemos a relação entre anéis com u-multiplicação e os chamados 

Q-dominios, estudados por R.Gilmer em [G] Chap.V, § 34. 

Em relação à ge~eralização da teoria de Shéldon para anéis com 

u-multiplícação, são os seguintes os resultados obtidos neste trabalho, 

seguidos das referências em [Sh-11 de seus correspondentes em 

MDC-domínios, todos provados nos Capítulos 3 e 4 : 

1. Sejam D um anel com ~-multiplicação e P um ideal primo de D. P é 

essencial se, e somente se, Pt c D. 

(Th. 2.2 ) 

2. Em um anel com u-multiplicação, todo ideal primo é uma união de 
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ideais primos essenciais. 

(Th. 3. 1 ) 

3. Em.. um anel com .u-multiplicação valem : 

(1) Todo ideal primo próprio contém um ideai primo essencial 

próprio. 

{li) Toda não-unidade está contida em um ideal primo essencial. 

(iii} Todo ideal primo minimal é um ideal primo essencial. 

(Cor. 3.2 ) 

4. Seja D um anel com .u-multiplicaçã~. D é um domínio fatorial se, e 

·somente se, todo ideal primo essencial é principal. 

(Th. 3.3 ) 

5. Um anel com .u-multiplicação com somente um número finito de ideais 

pr-imos essenciais é um domínio de Bezout. 

(Cor. 3. 6 ) 

6. Um anel com ~multiplicação no qual os ideais primos essenciais são 

linearmente ordenados pela relação de inclusão é um anel de 

valori~ação. 

(Cor. 3.8·) 

7. Seja Dum anel com Q-multiplicação. D é um domínio de Prüfer se, e 
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somente se, os ideais primos de D formam uma árvore. 

(Th. 3. 7 ) 

8. Um. anel com ~-multiplicação de dimensão 1 é um domínio de Prüfer. 

(Cor. 3.9 ) 

9. Se D é um anel com ~-multiplicação que não é corpo, então: 

(!) 1 ~ E-dim (D) < K-dim (D). 

( 11) D Prüfer = E-dlm (D) = K-dlm ())): 

(Prop. 4.2 ) 

10. Seja D um anel com .u-multiplicação com corpo de frações K. A 

• semi-valorização canônica ~:K ~ G = G(D) induz uma bijeção que 

preserva inclusão entre o conjunto dos ideais primos essenciais 

próprios P de D tais que P = Pt e o conjunto dos filtros primos do 

.u-grupo de Lorenzen AQ. de G, dada por P 1----) w.{P*)t, , onde w.(P•)t' 

• é o t-ideal gerado por w.(P ) em Au. 

(§.5 de [Sh-1]) 

Finalmente, estabelecemos no Capítulo 5 alguns contra-exemplos 

sobre o relacionamento entre anéis com Q.-multlpllcação e ~-domínios, e 

sobre grupos ordenados 11 inf-densos" em grupos reticulados. 

vill 



[ ] referência bibliográfica 

a o fim de uma demonstração 

S inclusão 

c inclusão própria 

s: : o-isomorfismo 
o 

MDC(,} : máximo divisor comum 

NOTAÇÕES. 

Z = conjunto dos números inteiros 

• 
D = D ' {O} 

n·= conjunto das unidades de D 

a]b : a divide b 
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CAPÍTIJLO 1 

Pré-requesitos 

~o lo~go deste trabalho usare~os a palavra domínio para signi

ficar domínio de integridade. 

Se G é um grupo abeliano denotado aditivamente, diz-se que uma 

pré-ordem (relação reflexiva e transitiva) .~ , definida sobre G é com

·patível com a estrutura algébrica de G, se: para todo a, b, c e G, 

a ~ b ==9 a + c !O b + c. 'Neste caso, diz-se que G é Um grupo pré-ordena

do. 

Um grupo pré-ordenado é chamado um grupo ordenado se sua pré

ordem é uma ordem (isto é, uma relação réflexiva, anti-simétrica e 

transitiva). 

Se a pré-ordem de um grupo pré-ordenado é total (isto é, quais

quer dois elementos são comparáveis), ele é di to em grupo totalmente 

pré-ordenado. 

1 
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Um grupo ordenado G é dito filtrante, se: para quaisquer 

a, b e G, existe z e G tal que z s a, b .(ou equivalentemente, existe 

w e G tal que a, b :s w). O elemento z é chamado minorante de a e b. 

O elemento .w é c:hamado majorante de a e b. 

Se G é um grupo pré-ordenado G = {x e G; x <!: O} é chamado o 
• 

cone positivo de G. 

(1.1) PropQsição. Um grupo ordenado é filtrante se, e somente se, ele é 

gerado pelo seu cone positivo. 

Demonstração. [J-2], Chap.1, Th.2.m 

Um grupo pré-ordenado G é di.to reticulado, se ele é um conjunto 

semi-reticulado inferiormente (isto é, para quaisquer a, b E G existe 

c e G tal que c :s. a, ·b e (x ::s: a, b ex e G =9 x :s c)) ou, equivalente-

mente se ele é um ·conjunto semi-reticulado superiormente (isto é, 

para quaisquer a,. b e G existe d e G tal que a, b s d e (a, b s x e 

x e G =* d s x)). O elemento c é chàmado ínfimo de a e b, ele é repre-

sen~ado por infG(a, b) ou inf(a, b). O elemento d é chamado o supremo 

de a e b 1 ele é representado por supG(a, b) ou sup(a, b). 

Dados dois grupos ordenados G e G , úm homomorfismo f: G -----7 G 
1 2 1 2 

é dito um homomorfismo de ordem, ou um o-homomorfismo, se: para 

quaisquer x, y E G
1

, x .::s.: y ~ f(x) .::s.: f(y). Se além disso, f é 

lnvertivel e sua inversa é um o-homomorfismo, então. f é dito um 
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isomorfismo de ordem, ou um o-isomorfismo. Neste caso dizemos que G
1 

e 

G
2 

são o-isomorfos e denotamos G
1 

~o G
2

• 

Um domínio D é um domínio fatorial se todo elemento não nulo de 

D ou é unidade ou se fatora de modo único c·amo o produto de um número 

finito de elementos irredutíveis de D, a menos da ordem dos fatores e 

multiplicação por unidades de D. 

(1.2) Proposição. Um domínio D é fatorial se, e somente se! todo ideal 

primo não nulo de D contém um ideal primq principal. 

Demonstração. [K], Chap.I, Th.5 .a 

Um domínio D é um MDC-domínio se cada par a, b de 

n• tem um máximo divisor comum, MDC(a, b), em D (isto é, 

elementos de 

• existe d e D 

. . 
tal que dJa, dJb e, se d' e D é tal que d' Ja e d' Jb, então d' jd). 

Um domínio D é dito um domínio de Bezout, se todo ideal finita-

mente gerado de D é principal. 

Um domínio D é dito um domínio de Prüfer, se os ideais fracio-

nários finitamente gerados não nulos de D formam um grupo com a multi-

plicação Pe ideais. 

(1.3) Proposição. Seja Dum domínio. São equivalentes: 

(I) D é PrUfer 
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( 11) Dp é ane'l de valorização para todo ideal primo 

P de D. 

(111) DM é anel· de valorização para todo ideal 

maximal M de D. 

Demonstração. [E], Chap.II, Th.(l1.4) ·• 

Um domínio é ~ito um domínio de Dedekind se os ideais fracioná-

rios não nulos de D formam um grupo. EquiValentemente, D é um domínio 

de Prüfer noetheriano. ([E], Chap.II, Th.(12.12)). 

Um domínio D (com corpo de frações K ) é um domínio de tipo 

Krull, se existe uma família O de valorizações de K tal que: 

• ( l) 0 é de caráter finito, isto é, para cada X E K , &(x)~ 0 

apenas para um número finito de valorizações w. e O. 

(li) D :: nR , onde R é o a..Jel da valoriZação .w.. 
~a w. w. 

(iii) DZ(w.) =Rui para todo w. e O, onde Z(w.) = D f\" A{w. e M
0 

é o 

ideal maximal do anel R . 
"' 

Se na definição acima as valorizações da família O são discre-

tas, diz-se que D é um domínio de Krull. 

Dado um dominio D, o grupo ordenado filtrante G(D) dos ideais 

fracionários principais não nulos de D (ordem; aD ~ bD ~ aD 2 bD) é 

chamado o grupo de ,divisibilidade de D. . ' 
Se K é o grupo multiplicativo do corpo quociente K de De n· é 
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• 
o grupo das unidades de D, então 

K' 
G(D) ~o D'' onde aD' s bD' se, e so-

-1 
mente se, ba e D. As seguintes propriedad~s são bem conhecidas: 

G(D) é f!ltrante. 

G(D) é totalmente ordenado se, e somente se, D é um anel de 

valorização. 

G(D) é reticulado se, e somente se, D é um MOC-dominio. ( [G], 

Chap. JII, Th. (16.2)) 

G(D) é um grupo fatorial (isto é, G(D) ~ Z(I) = soma direta 
o 

cardinal de cópias de Z indexada sobre um conjunto I) se, e somente se, 

D é um domínio fatorial. ( {M], 4, Th. (4. 3)) 

(1.4} Proposição. (Teorema de Krull-Jaffard-Ohm). Se G é um grupo abe-

liano reticulado, então e·xiste um domínio .de Bezout D 

com grupo de divisibilidade o-isomorfo a G. 

Demonstração. [G], Chap.III, Th. (18.6) .a 

O leitor interessado em maiores informações pode consultar, ·por 

exemplo, [R], [J-2], [G] ou [M]. 



CAPÍTULO 2 

Sistemas de Ideais 

Seja G um grupo (abeliano) pré-ordenado, denotado multiplicati-

vamente. Seguiremos a terminologia de Jaffard (Cf. [J-1]). Para cada 

a e G denotamos: (a) = aG = {x e G; x <!!: a}, onde G = {x e G; x ~ 1} é 
+ + 

o cone positivo de a: 

~(G) = conjunto das partes (subconjuntos) de G. 

~(G} ={X e ~(G); X é minorado, X~~}. 

~(G) = {X e ~(G); X é finito}. 

A letra X representará ~ ou ~. 

Um sistema de ideais de um grupo pré-ordenado C f'il tranle 

(isto é, todo subconjunto finito de G tem um minorante, ou, equivalen-

temente, um majorante) é uma aplicaçã? ~t.;X ~ ~(G) 

X 1------? X lL 

para quaisquer X, Y e X e a e G, temos 

cr,l x ~ x,. 

(!2) X s; yti. ~ Xn.. s; ytt 

6 

tal que: 



(1
3

) {a}~= (a) 

(! 4 ~ (aXJ,. = aXI't. 

Se X= ~(G), dizemos que o sistema é total. 

Se X= ~(G), dizemos que o sistema é finito. 

O conjunto X é chamado origem do sistema. 

Usaremos o tê.rmo tt-sistema para indicar o sistema de ideais l't. 

7 

A imagem Xl't de X e X é chamada ~-Ideal, e X é chamado um con-

junto de geradores de Xll.. Se X E ?/(G), X/i.. é dito finito, e se X= {x}, 

xlt é dito principal. 

(2.1) Proposição. Um sistema de ideais é determinado por sua imagem. 

Demonstração. Seja {S } A o conjunto imagem do l't-sistema. Dado X e X: 
" e<e 

XJ:;;S Ç=} 

" 
x=ns=ns .• 

1t S '2.X a S '2.X ex. 

" ~ " 

(2. 2) Proposição. Seja !I = {Sa\xeA s;; !P(G) tal que: 

(!') G =(I) e!/'. 
1 + 

(I') Dados a e G e a e A: a e S ~(a)~ S. 
2 " " 

(I;) Dados a E G e a:: E A:aS'a: E f/. 

Então, l't::r __, :P(G) é um sistema de ideais de G. 

x.........,x=ns 
1tS2Xa 

" 



Demonstração. (I ): 
1 

Dada X E X: X = 
~ 

[I ) : 
2 

n Dados X, Y e X: X s; Y = 
~ 

S ;2y 
a 

n s • 
S 2X IX 

n s = 
S 2Y a 

Y~. 

a a 

[I ) : 
3 

Dado a E G: {a} = 
~ 

n s 
S 2{a}a. 

a 

n s 
S 2X IX 

a 

2 X .. 

De [!' ), a E S = [a) ç S Lago, {a} = [a). 
2 a. a. ~ -

[I ) : 
4 

Dados a E G e S~ E ~. S~ 
-1 = a (a S ) = aS 

/3 a' 

aX "" 
~ 

n s = 
S 2aX a 

a 

Exemplo. O .u-sisterna. .. 

(aX) .a 
~ 

onde 

s 2 y 
a 

[a) • J'. 

-1 
= a sfl e J', 

8 

X = 
"· 

par 

Para cada X E X , definimos X = n (a). 

" 
Basta tomar em (2.2) 

Ca)ax 

Vamos supor que G está munido do ~-sistema. 

Um ~-ideal X, (X E X) é dito inteiro se X ~ G (~X s; G ) . 
... + ~ + 

(2.3) Proposição. (1) Dados X, Y E X 
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( 11) Dados a e G e X e X: a é minorante de X ~ a é 

minorante de X . 
" 

{111) Se o ~-sistema é total, (X ) = X , para cada X E ~(G). 
" " " 

{iv) Dados. a e G e X E X: (a)X = aX. 

" " 

Demonstração, ( 1 ) : 

( 1 i): 

a é minorante de X <==> X ç; (a) <=> Xll. f; (a) ~ a é minorante de Xlt. 

(111): 

XIL s;; (X !L) IL • Xll. s;; Xlt ==} {XIt) 1t s;; Xlt. 

(i v): 

·aX s;; (a)X. Por outro lado, z e (a)X =9 Z = uy, u ~ a e y_ e X~- Por-
4 1'1. • lt ... 

tanto, z = uy ~ y =9 z e (ay) = a{y)" s;; aXrz. • • 

(2.4) Proposição. Os Jt-ideais inteiros determinam o Jt-sistema. 

Demonstração. Dados X e X e a e G um minorante de X, X s;; (a)· 4=9 

Então, Xft 
-1 = (aa )XIl. = 

-1 
a(a X)'L .a 

Um Jt-ideal x· é dito primo se: X,.., c G e G \ X é multiplicatl-
ll. ... + + ll. 

vamente fechado. 

Um. ll.-ldeal Xl'l. é dito maximal se: Xtt. c G+ e (Xrt. c Yll. s;; G+ =9 

y = G). " . 
UNICAf,IP 

DIBLIOTEC" CENTR~.:_I 
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Vamos representar por ~ o conjunto dos ~-ideais de G. Conside-

ramos em 'R a seguinte relação de ordem: X ::s Y" <==:> X ;;! Y .... 
fl, . • .. /'i. • ~ 

. A apllc;ação canônica rp: G ~ :R é crescente (x :s y (=.) 

X~ (.X) 

(x) 2 (y)). Tem-se: rp injetora se, e somente se, G é ordenado 

{ {x) = (y) ~ x :s y e y ::s x). 

(2.5) Proposição. O conjunto :R é um conjunto ordenado filtrante. 

Demonstração. Dados X/l. e Y/l. E :R. 

Sejam x e Xrt' y e Y lt e z.· e G tais que z ~ x, y. Então~ 

(z) E!: xlt, Y,,; 

Agora, sejam x' e y' minorantes de Xll. e Y/'i. (resp. ). Seja z' e G 

tal que z' ::s; x', y'. Então, (z') ;::; Xlt, YJt.11 

Dados dois sistemas de ideais de G çom mesma origem, digamos o 

ll.-sistema e o 4-sistema. Dizemos que o Jt-sistema é mais fino do que o 

q-sistema, ou que o q-sistema é menos fino do que o ll.-sistema se: para 

todo X e X, X ~X. Neste caso, se X= ~(G), (X) =X = (XJ.n, para 
1t q q 1t q ·~ .... 

todo X E X. Em ·particular, todo q-ideal é um ~-ideal. 

De fato, (X ) ~ (X ) = X s; (X ) • Por- outr-o lado, X,., !::= X ~ 
<j " q q <j q " .• q 

ex,! <i< x<l. x ~ x, _. xq' rx,Jq. 

Ainda supondo que o Ft-sistema é mais fino do que o q.-sistema. 

Se :r = $(G) ou !1{G), temos: X = Y ==>X= Y ; para quaisquer- X, Y E :r. 
. ~ ft q 4 

De fato, Xq 2 Xlt = Ylt 2 Y =:> \l 2 Yq. Por simetr-ia, Yq 2 Xq. 
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Exemplo. O ~-sistema. 

Definimos p~a cada X e :r, X =U (x). 
.a. xeX 

O .a.-sistema é o mais fi-

no e o .u-sistema é o menos fino entre todos os sistemas -de ideais de G. 

X • 
" 

De fato, dados X E X e x e G, 

u 
xeX 

(x)<X. 
" 

X E X ~ (X) s;; Xlt. Então, 

X s;; (x) <=> Xl"f. s; (x). Então Xlt s; n (x) = 
(x)2X 

X. 
" 

Se o J"t-sistema é total sua restrição_ ao conjunto :1(G) é um sis-

tema de ideais finito, charnado a restrição do Jt-sistema total. 

Partindo de um Jt-sistema finito de G, dizemos que umt q-sisterna 

total de G é um prolongamento do Jt-sistema se para cada X E ~(G) tiver-

mos xlt = xq, isto é, "se o rt.-sistema é a restrição do .q.-sistema. 

A partir de um lt-sistema (finito ou total) d.e· ideais de G, po-

podemos definir um novo sistema de ideais tptal, o 1t -sistema, 
" 

pondo 

= u 

U Yll-, para cada X E X. Dado X E ~(G), 
ys;x 

Ye~(G) 

x, 
" 

=X. 

" 

Se o n-sistema é um prolongamento d_ o 'L-sistema finito, X = 
~ "<> 

y = 

" Y~X 

Ye~(G) 

U Y .q ç; X~f para todo X e 1HG). Portanto, o 11..o.-sistema é o 
yç:x 
Ye~(G) 

prolongamento mais rino do ~-sistema rinito. 

O 11.-sistema total é dito de caráter finita se ele se identifica 
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ao lj, -sistema, isto é, X = X · para cada X e :B(G). 
<> ~ ~ 

" 
Como exemplo de um sistema de ideai.s de caráter Iinl to temos o 

<:~.-sistema. 

De fato •. dado X e :B(G), U Yó. Y ~ X=* Y.o. e X
4

. Al;sim, 
ys;x 

X !: XA. Como X,, f: 
4.0. ..... ...... 

temos 

Ye:i'(G) 

=X. 
<> 

O lj,
4
-sistema é de caráter finito qualquer que seja o lj,-Sistema. 

De :fato, para cada X e :B(G), U Y, 
ys;x .o. 
Ye:i'(G) 

O Q
4
-sistema é chamado o t-sistema. 

Exemplo. Os d-ideais de Dedekind. 

= u 
Y!:;X 

y =X . 

" " " Ye:i'(G) 

• Sejam D um domínio e K seu corpo de :frações. Sabemos que K é 

-1 • 
um grupo multiplicatiVo pré-ordenado com a pré-ordem ~ :s y <=9 yx e D. 

• • 
Definimos em K os d-ideais de (Dedekind) pondo Xd ~ FX' onde FX é o 

• ideal f'racionár'io de D gerado por X, para cada X e X(K ) (usamos tam-:-

bém a notação (X) para denotar o ideal fracionário FX). É fácil verifi-

• car.que temos de fato um sistema de ideais de K. Notemos que o 

d-sistema é de caráter finito . 

• De fato: Seja X e :ll(K ). 

zeXd=9z=ax + ... +ax, x eXe 
. 11 nn 1 

~ z e {x , .. . x }d ~ 
1 n 

Seja G o grupo ordenado associado ao grupo pré-ordenado G. 
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Isto é, 
- G 
G = Gl, onde G

1 
= {x E G; x 2: 1 e x :S 1). Seja n:G----------) G o 

homomorfismo canônico. G é ordenado por n(x) ~ n(y) ~ x ~ y. Então, 

n(:B(G)) = :B(G) e n(~(G)) =~(i)"). 

Consideremos G munido do ~-sistema. 

(2.6) Lema. Dados X, Y e ~(G), rr{X) ~ rr(Y) -X ~ Y . 

" 

Demonstração. rr(X) ~ rr(Y) =9 X~ G1Y ç G+Y = (l)Y ~ (l)Y~ = Y~-~ 

-1 
(2.7) Lema. Dado X e :B(G), n (n(X,)) = x,. 

Demonstração. 
-1 -1 

Sabemos que rr. (n:(Xtt)) 2 Xft. Vejamos que 1t {u(X.,J) ,!;;; X
11
: 

x e n-
1
(n(Xr)) =9 n(x) = ll(y), para algum y e Xr ~ 

(2.8) Proposição. rr induz naturalmente um sistema de ideais de G defi-

nido por rr(X) = n(X ) , para cada X e ;B(G). 
- " " 

Demonstração. Quaisquer que sejam X, Y e :B(G) e a e G. 

(I l: 
1 

X ç X =9 n:(X) ~ rr(X ) 
" . " 

(I ) : 
2 

= n(X) -
" 

rr(X) ~ 1t(Y) = n(Y) - X < (Y ) = Y -
·~ lt Jt fL 

= n(Y) -
" 

- rr(X)_ = n(X,l < 

" 



{n(a)} = -
" 

n(a)n(X) -
" 

(I ) ' 
3 

n({a}") = n((a)) = (n[a)). 

(I ) ' 4 

= n(a)n(X i = n(aXIl.) = R( ( aX) ") 
. " 

14 

= R( aX) = (n(a)n(XJ J . • -
" 

(2.9) Proposição. Dado~ um sistema de ideais de G, obtemos um sistema 

de ideais de G definindo 
-1 

X = 1l (n(X) ), " -" 
qualquer X e ~(G). 

Demonstração: Quaisquer que se,jam X, Y e ;B(G) e a e G. 

(I J' 
1 

.X ç; Jt-
1(n(X) ç: n-

1
(n(X)_ = Xll... 

't· 

[I ) ' 
2 

para 

X S Y = T<-
1 (n(Y) ) - n(X) s n(n-

1
(n(Y) ) ) = R(Y) - R(X) s:; n(Y) ~ " - -

" " 
X = n-1 (rr(X) ) s;; rr-

1
(n(Y) ) = Y . 

lt - - ft 

" " 
(I ) ' ·s 

{a} = R-
1 (n({a}) J = n-1 ({n(a)} J = .-1 ((n(a))) = n-1 (n((a))) =(a). " - -

" " 
(I ) ' 

4 

aXtt = an-
1

(rr(X)_) 

" 
(aX) • a 

" 

-1 
n ( (n(a)rr(X)) J = 

-1 
1t (n(aX) ) = 

(2.10) Proposição. n induz uma bijeção entre os conjuntos dos sistemas 

de ideais de G e dos sistemas de ideais de G. 
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Demonstração. As aplicações 1!. 1-------7 rz. e 11. 1-----7 ll., definidas pelas propa-

sições (2. 8) e (2. 9) são inve.rsas uma da outra. 

De fato, dados 1t e li: sistemas de ideais de G e G (resp.), 

-1 . -1 
n (n(~~)) =X~ (lema (2.7)) e n(n (n(X) )) = n(X) .o 

~ 

Em virtude das bijeções acima identificamos 1!. com rz., isto é, 

n(X) = n(X ) para cada X e $(G). 
~ ~ 

Para qualquer ~L-sistema de G, definimos para X, Y E X o ll.-pro-

duto X x Y = (XY) ~>' Notemos que XY = {xy; x e X, y E Y }· e X. 
tt lt fL ·~ 

{2.11) Proposição. Se o Ft-sistema é total tem-se (X Y ) = (X_YJ" = 
1t ft r~ ·~ '" 

= (XY~} lt = (·XY) l'j,' para todos X, Y e :B(G). 

Demonstração. X Y = U X Y = U (Xy) S (XY) . Donde, (X Y) S (XY)~. 
IL yEY tt yeY 1t IL ft 1t 

Do mesmo modo, (X Y ) ,ç;; (X Y) . Então, 
!tll.ll. lt ll. 

(XY) S(XY)". 
ft tt ll. ... 

(2.12) Corolário. O ll.-produto está bem definido. 

Demonstração. Suponha que o tt-sistema é total. Dados X, X', Y, Y'e :B(G) 

tais que X, = X' e Y = Y', então X Y = X' Y'. 
'.. 11. 11. /1. ll, ll, ll, l't 

Donde, (XY) = (X'Y') ou, equivalentemente, X x Y = X' x Y'. 
ll, ll, lt lt lt /l. lt /l. 

Suponhamos agora que o Jt-sistema ê finito. Temos então, para 

quaisquer X, Y e ~(G): X x Y = 
~ ~ ~ 

(XY) = (XY) = 
~ ~ .. 
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Portanto, o ~-produto depende apenas dos ~-ldeals X~ e Y~·• 

Para representar o ll.-produto usaremos x no lugar de xrt. , quando 

não houver ambigüidade de notação. 

(2.13) Proposição. 1<. é um monóide comutativo, ordenado filtrante e 

semi-reticulado· inferiormente. 

Demonstração. É evidente que o ~t.-produto é associativo, comutativo e 

compatível com a ordem de ~- A unidade de 1<. é (I) = G, 
+ 

X, x (1) = X X {!) = (X{!)) = X • 
• ~ 1"(. /l. "' /l. 

Já vimos anteriormente que 1{ é filtrante. 

Só falta verificarmos que 1<. é semi-reticulado inferiormente. 

De fato, tomando o prolongamento ll.ó, se necessário, podemos 

supor sem perda de generalidade, que o ~!.-sistema é total. Temos, 

(X v Y) "" (X u Y ) , para quaisquer X, Y E i!(G). 
ft 't fi. Jt 

Com efeito, X v Y ~ (X v Y) ~ < (X v Y ) • 
~ ~ ~ 

X, Y s; X v Y ~ XIL, .Yrt s; (X v Y)ll. ==* XII. v Yft. s; (X v Y)lt ~ 

(X v Y ) < (X v Y) . 
11. ll- ft 1t 

Dados X~, y E 'R.. Seja w 
~ ~ 

= (X v Yl • w independe dos conjW1-., ~ 

tos geradores X e Y de X e y (resp.). 
~ ~ 

Wll. = (XIl. v Yll.)ll. 2 XIL, YIL <==> W11-::s Xlt, Y11• 

Seja z,.. e 'R tal que Z :S X , Y • z,.. 2 X,.., Y =* Z 2 (X,., v Y ) = w ... ~ 
.... ft lt lt ....... 11 'L ... ltlt ... 

z ;S w . 
" " 

Logo, W,., = inf(X _, Y ) • • 
.... ll. . lt 
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(2.14) Proposição. Dado o ~-sistema de G, seja~ seu correspondente em 

- G 
a= a· 

1 

isto é, n(X) = n(X ) , 
- " " 

para cada X e :B(G) 

{Proposição (2.10)). Sejam~= {~-ideais de G}, ~ = {~-ideais finitos r 

de G} e 'R r ;. {ii:-ldeais finitos de G}. Então, 

Demonstração. Seja q;:':R ~ ~ Dados X, Y e :B(G). 
X c---> rr( X ) 

" " 
<p(X x Y ) ~ <p( (XY) ) ~ rr( (XY)) ~ 1r(XY) 

1t 11. 1t IL • .,. 

" 
~ (rr(X)1t(Y)) ~ 

" 
~ ll(X) X ll(Y) ~ <p(X) X <p(Y ). 

" - " " 
Logo, rp é homomorfismo. 

·ft lt l't 

X :S Y ~ X 2 Y ===* q;(X ) = n(X ) 2 n(Y ) = q.J(Y ) 
Jtlt ltl't 1'1. lt -!), lt 

Portanto, q; é crescente. 

É claro que q; é sobrejetora. 

(X ) 
'I' " 

<p(X ) ~ <p(Y ) = rr(X ) ~ rr(Y ) ·= 
-'t 1t ll. IL 

-1 -1 
rr (rr(X,.)) ~ rr (rr(Y,)) 

(pelo Lema (2.7)). Isto é, pé injetora. 

Então, q; é um o-isomorfismo. 

Como ~(G) = n(~(G)), ~ntão q;I':R é um o-isomorfismo.d 
f 

x"' = Yrt 

Dados X, Y ~ G, define-se o condutor de Y em X como o ccnjunto 

X:Y = {x e G; xY s; X}. 

. -1 
Denotamos por Y o conjunto G :Y = {x e G; xY s; G = (1)}. • • 
É evidente que: X s; Y ===* y-1 

s;; X-
1

. 

-1 
Dado X E G, x e X Ç=> xX.Ç;GÇ=> 

+ 
-1 -1 

X = {x e G; x é minorante de X}. 

-1 -1 
X s;; x G · = (x ) . Portanto, 

+ 

-1 
Temos ainda que: Y e $(G) ~ Y e :B(G). 

temos 



(2.15) Proposição. Para cada X e ~(G), valem: 

(!) 

(li) 

X = (X-1)-t. 

" cx-1
) = x-1

• 

" 
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. Asslm, a;s .u-ideais de G coincidem com os subconjuntos de G da 

-1 forma X , X e :B(G). 

Demonstração. (i): 

xeX =1> 

" 
-1 -1 

x e (y ) , para todo y e X =-~> xy e (1) -a ••. 

y E X-1 
=l> X E (X-l)-1. Logo, X!\.9. S:: (X-l)-1• 

-1 -1 
(y) 2 X =l> y e X • 

para todo 

x e (X-1
)-

1 =-~> xy-1 e G = {1), para todo (y) :2 X ~ x E (y), para 
• 

Suponhamos que existe x e (X-1) e x E x-1. 

"' 
==> existe y E X tal que yx ~ G 

+ <=> X " 

-1 
(y ) . 

. -1 -1 
s;; G =l> X S:: (y ) - - x e 

-1 
(y ) • o que 

• 
- . -1 

é absurdo. Logo, {X ) .os ç x-:t. 

A outra inclusão é da definição de sistema de ideais. a 

(2.16) Proposição. Se X, Y e X, então, Xl't. X Y 1t = ( 1) implica Y 1t = X-
1 = 

-1 (X-1) . (X) . E, se o sistema é total, Y = 

" " " 

.Demonstração. xh X y = (l) ~ (XY) = (1) =* XY s;; (1) .. " " 

-1 
y s;; X • 

" 

= (poc (2. 15)). Como y s;; y. 

" " 
então 



-i 
Reciprocamente, y e X ~ yX s;;; (1) ...,.. {yX) s;;; (1). 

" 
(y) = y(1) = y(XY) = (yXY) = (yX) X Y ~ (1) X Y" = Y" ==> 

,.., 'L ll.. lj, . ... • .. 

Logo, X-1 r; Y . 

" 
X ç X ~ Ci l-1 ~ x-1

• 

" . " 
Reciprocamente, y e X-1 

~ yX s;;: (1) =9 (yX)ft s; (1) 

{1) =} y e (X,..,)-1
• Logo, X-1 s;; (XIl}_1·. 

Se o ll.-sistema é total' y lt = x-l implica y lt = ( x-1) ~~.·. 

(2.17) Proposição. Todo Jt-ideal invertível é um .u-icteal. 
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Y e Y IL' 

Demonstração. SeJ·a X invertível. X x Y = (1) ==> X - y-1 ((2 16)) 
lt lt.•lt ,..,- •• 

Pela proposição (2.15), Xlt = (Y-
1
)~ = (X ) = X (a últi

" " " 
·ma igualdade segue do fato que o .u-sistema é menos fino que o 

~t.-sistema. !3 

Seja D um domínio com corpo de frações K. Um sistema total de 

ideais de K*, o Jt-sistema, é dito aditivo, se dados x, y e K* e X e 

• 
~(K ): X, y E Xn =9 X+ y E X'L V {0}, isto é, Xlt U {0} é um ideal fra-

cionário de D. 

De fato, 

• Neste caso, Xlt = (FX) ft. 

Por outro lado, como 

• Dado um ~t-sistema total aditivo de K, obtemos uma aplicação do 

conjunto ~ti(D), dos ideais fracionários não-nulos de D, em sl mesmo da-

• da por A 1-------7 A.,_ = (A \ v {O}, a qual tem as seguintes· propriedades: 



(1) As;;; A , para todo A e 'fl~t(D}'. 
~ 

• • • 
A ~ (A ) ~ A ~ (A ) u {O} = A . 

~ ~ ~ 

(11) AS B =>A s; B 1 para quaisquer A, B e :!i'l.(D). 
ll.. "' "' 

A~ B~= (B•)It v {0} ~ A• ~ (B•)ft. =9 (A•)Il. ~ (8•)"' ~ All. ~ Bll. . 

• (11i) (xD) = ;([), para todo x e K. 
~ 

• • • • 
(xD) = ((xD) ) u {O} = (xD ) u {O} = x(D ) u {O} = xD u {O} = xD. 

l't "' "' "" • (i v) xA = (xA) , para quaisquer x e K e A e gll.(D). " ~ 
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• • • • 
(xA).= ((xA)) u {O}= (xA) u {O}= x(A l.u {O}= x((A) u {O})= xA •• 

·~ 11. ·• ll. ·~ "' ·~ 

Uma aplicação ~t:'fl~t(D) ---7 :!f~t(D) com as propriedades (i) a (iv) 

acima é chamada um sistema de ideais de D, o ll.-sistema (Cf'. [Gr-1], 1 e 

[Gr-2], 5). As imagens A são chamadas 'L-ideais de D. 

" 

Um 'L-ideal Alt. é dito finito se existe um ideal fracionário de D finita

mente gerado H tal que H = A . 
~ ~ 

Dado um sistema de ideais de D, o 'l-sistema, podemos definir 

• • para cada X e i!(K ), X = (FX) . Obtemos assim 
·" " 

um 

• aditivo de K. 

• • De fato, dados X, Y e $(K ) e x e K • . . 

(FX) ~ X ~ (FX) , (I ) . 
~ ~ 1 

sistema 

* X s; ylt = (FY)It ==} FX f; (FY)It. ~ (FX)tt s; (FY)tt =} Xll. = 

= y ll.' (!2): 

• • • 
{x}~ = (xD)~ = (xD) = xD = (x) ·• (13). 

xX = 
~ 

• • 
x((Fxl J = (x(Fxl J 

~ . ~ 

* • = (xFX) = (F X) = (xX) , (I ). 
1t X 11. 11. 4 

Falta apenas verificar que o-sistema é aditivo. 

de ideais 

= 



21 

• • • • 
Sejam X, y E K e X E ~ (K ) ; X, y E Xlt. = (FX) ft => X, y e Xft. U {O} = 

= (FX)tt =* x + y ex"' v {O}. 

• (2.18) Proposiç~o. Sejam !I = {sistemas de ideais aditivos de K} e 

S = {sistemas de ideais de D} . 

A aplicação ~:f ---7 S, 
'L ~ (jl(!t) 

onde rp(rt): A ~ • (A) u {0}, é uma 

" 
bijeção 

com inversa ~:S ~ !I, 
<L >----> ç ( <L) 

onde ~(.u)X: 

• Demonstração. 'L E !f e X e :B( K l . 

• X = (F ) 
Ço~(") X ~(") 

Dados u e S e A e 'lt.( D). 

• 
A~oÇ(u) = AÇ(u) U {O} = • (F•) u{O} 

A u 

q:toÇ(u) = u.a 

. Logo, 

= = Au . Logo, 

Vamos convenc_ionar representar !p(td por fl. e Ç(.u.) por u, isto é, 

dados _A e 3'1J,(DL A = 

" 
• • (A)" u {0}, e dado X e :B(K ), X = 

<L 

• (2.19) Corolário. Dado um sistema de ideais aditivo de J(, o ~t.-sistema, 

existe uma bijeção f entre ~ (o monóide dos ft.-ideais 

de K•) e R o conjunto dos 'L-ideais de D. 

Demonstração. A função 

• 
fog(A,J = f((A )") = 

tem como inversa a flliíÇão 

) = X .o 
" " 
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• Vamos considerar em K' um sistema "de ideais aditivo, o ~-sis-

tema. 

Em R vamos definir uma operação, chamada 'L-produto, pondo 

• • • • 
A't X B't = f((,l ),.) X f((B )'t) '= f( (A ) X (B ) ) 

" " 
= (FA•B•)tt = (A.B)/1., onde A, B e ~tt:(D). 

A operação acima está bem definida. 

De fato, dados A, B, C, E E • 3'<t(D), A = C e B = E = (A ) = 
lt lt lt lt lt 

• =(C),.e • • 
(8 )" = (E l,.= A" X 8" = f((A') X (8') ) = f((C') X (E') ) = 

-~ 11. lt lt fl. 

=C X E. 

" " 
R com o tt-produto é um monóide ordenado (A :S B ~A 2 B,.), 

IL 1t lt ·~ 

com identidade D. 

De fato, dados A, B, c E :f~t(D), A xD = (A. D)" = A e 

" ., 
• • • (B*) (A*) • 

A < B = (A ) " 2 (B ) = (A ) < = x (C ) < 

" " " " " " " • (C') • • • • • • • • 
(8 \ X - (A C ) 2 (BC)" = f((AC)) 2f((BC)) = 

" " " " 
(FA*c*)I'L2: (F * *} *"'*. 

BC " 
(A. C)" 2 (B.C) -A x C < 

" " " 
B x clt. 

" 

(2.20)" ProposiÇão. A aplicação f::R ---? R do corolário (2.19) é. UI!\ 

o-isomorfismo. 

Demonstração. f(X,.x Y,.l = f((XY),.l = (FXYl,.= (Fx.Fyl,. = (FX)" x (Fyl" = 

f(X) x f(Y ). Logo, f é um homomorfismo de monóides. 

" " f é uma biJeção pelo corolário (2.19) e f,g são crescentes claramente. a 

As proposições (2. 18) e (2. 20) mostram que a noção de sistema 

de ideais de um domínio, como apresentada em [Gr-1], [Gr-2] ou [G] 
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pode ser consider·adas como caso ·particular dos 'L-sistemas de Jaffard em 

[J-1]. . 

. Vejamos agora alguns exemplos de sistemas de ideais (segundo 

• Jaffard) aditivos de K e seus correspondentes sistemas de ideais (se-

gundo Griffin ou Gilmer) do domínio D . 

• Exemplo 1. O ~-sistema de K é aditivo, e seu correspondente é defini-

do por: 

• 
A~= (A)~ u {O) = 

para todo A e 'ff (D). 
~ . 

, n u:.Il'l u {o) = 
• • 

a:JJ 2A 

n • (u:.IJ u 

• • a:!J 2A 

{0)) = n u:.IJ, 
a:D2A 

Exemplo 2. O d-sisterna de K" também é aditivo, Xd = F~, para todo X e 

• '.B(K ) • O sistema de idea~s de D que lhe corresponde. é dado 

por: 

• • (A )d u {O) = = A u {O) = A, para todo A e ~tt.(D). 

Exemplo ·;;;. 8 t-sistema: de K• é definido por Xt "" 

• X e 2l(K ) • 

Vejamos que o i-sistema de K., é aditivo. 

para todo 

• Sejam a, b e K e 

a, b e Xt e a + b * O. a e F e b e F para F e F' .s; X, finitos e não " ., 
vazios. F v F' s;:; (F v F') e F v F' s;; X. 

" " " 
a, b e (F u F') ~a+ b ~(F v F') (pois ou-sistema é aditivo) . ., ., 
Port~to, a + b <: ~t 

C..::tcrminemos agora o seu correspondente sistema de ideais do 
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dominlo D. 

Para cada A e ~11.( D) , 
• 

At=(A)tu{O), 
• 

(A ) = U X e 
t • " 

XS::A • 
X E nK ) 

• ,n xD. v {O} = X = 
" xD 2 X 

Donde, At = x ~U A• [ xv·P/v'] 
• X E :J'(K ) 

v {oJJ = U • [ .n [xv' u {oJJJ· 
X~A xD2X • X E 1F(K ) 

• 
xD 2 X <==> xD 2 F . Portanto, 

X 

U (Fxl., 
FX .s;; A 

X E 1i(K
0

) 

• Vejamos agora um exemplo de um· sistema de ideais' de K não adl-

tivo. O ~-sistema é um tal exemplo, quando D nã~ é anel de valorização. . -· 
De f'ato, seja x e K tal que x, x ~ E D. 

{1, x}~ = (1) v (x). Temos 1, x e {l,x} 4 , mas 1 + x é {1, x}
4

. 

Se 1 +X E {l,x}_.o.' ~ntão 1 +X E (1) OU 1 +X E (x). 

1 + X E (1) =9 X E D. 

1 + X E (x) = 1 • • + x = sx, s e D ~ 1 = x(s - 1) =9 s ;t 1 =9 1 E xD =? 

-1 
:;; E D. 

-1 
Ambas as condt:::0es contrariam a hipótese x ~ D e x E D. 



CAPÍTULO 3 

Ideais Primos Essenciais em Anéis com ~-Multiplicação 

Nosso objetivo neste capítulo, é a generalização da teoria de 

Sheldon em [Sh-1] sobre ideais PF-primos em MDC-domínios, para anéis 

·com -trmultiplicação. Esses id~ais PF-pr"imos - que são. os primos 

essenciais em MDC-domínios - são explicados basicamente através da 

noção de sistemas de ideais tratada por W.Krull, J.Dieudonné e P. 

Lorenzen nas décadas dos 30 e 40, e sistematizada depois por P. 

Jaffard no clássico Les Systémes d"Idéaux (1960). 

ComeçamoS então com um estudo sobre anéis com ~-multiplicação; 

tendo como meta estabelecer os resultados necessários ao objetivo 

precípuo deste .trabalho, e, por outro lado, "situar" esses anéis entre 

os domínios integralmente fechados mais importantes. 

Um domínio D é chamado um anel com .u-multiplicação, se o 

. monóide dos .u-ideais finitos de G(D) (= grupo de di visibilidade de D), 

é um grupo com o u-produto. 

25 
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para cada X E :J(G(D)), D é um anel com 

-4S-multiplicação se, e somente se, os t-ideais finitos formam um grupo 

com o t-produto. Há vantagem em trbalhar com um si.stema total de 

caráter finito. 

Pela proposição (2.14), D é um anel com ~-multiplicação se, e 

somente se, 

~-produto. 

• o mOnóide ~r' dos ~-ideais finitos de K, é um grupo 

• Observe que também 'R. r = { t-ideals finitos de K } • 

com o 

Pela 

proposição (2.20) R ~ ~, onde R,= {~-ideais finitos de D}. Assim, D 
f o f 

é anel com ~multiplicação se, e somente se, R f é um grupo com o 

-4S-produto. Temos também que R = {t-ideais finitos de D}. 
f 

Uma questão que surge naturalmente a esta altura é a seguinte; 

porque definir anel com ~-multiplicação e não anel com ~-multiplicação; 

onde ~é um sistema de ideais arbitrários de D? A resposta é simples: 

Da proposição (2.17) e da observação ap6s a proposição {2.5), segue que 

definir anel com ~-multiplicação é equivalente a ·definir anel com 

.u-multipllcação, a razão da escolha é que .quando trabalhamos com o 

.u-sistema, estamos lidando com um sistema de ideais concreto (os 

.u-ideals identificam-se com os ideeis divisoriais em [Bo] VII 1.2). 

(3.1) Prop~sição. Todo anel com ~-multiplicação é integralmente fechado 

Demonstração. [Gr-1] Th.S e Prop.4. ou [J-11. Chap I, § 4, Th.l, 3°.m 

A recíproca da proposição acima nãc é verdadeira, por exemplo, 

D = K + M onde K é um corpo e 11 é o ideal ma.ximal do anel de polinômios 
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K(x) [yl, gerado por y, é inte'gra'lmente fechado mas não é anel com 

~-multiplicação (veja demonstração no linal do Capitulo 5). 

(3.2) Lema. Seja Dum MDC-dominio. D é Prüfer se, e somente se, D é 

Bezout. 

Demonstração. Uma das implicações·é óbvia. Na outra direção, seJa I um 

ideal finitamente gerado de D, I = FX' X = {x , ... , x } s; 
I n 

• D. Como D é Prüfer, então existe Y={y; ... ,y}s;K, 
I m 

K = corpo de 

• frações de D, tal que F~Fy = D. Dai temos Y ~ D, Desde que Yd = (Y~)d 

(pois .u é menos f'ino que d ) , então, Como D é 

• MDC-domínio, Y,_,= (y) = yD, onde y = • MDC(y , ... ,y) e D. E, 
I m 

portanto, 

Fy = Fy = F{y}' Assim, D = FJ[>F{y}' O que implica, I= FX = F{y-t}. 

" 
Logo D é Bezout.a 

(3.3) Proposição. Um domínio D é um anel com <\9.-multiplicação se, e 

somente se, seu grupo de divisibilidade G(D) é 

subgrupó de um grupo reticulado G' e para cada g' e G' existem g
1

, ••• , 

gn E G tais que g' = infG,{g1, ... ,gn}. 

Demonstração. [H-0], Prop. l.S.a 

(3.4) Corolário. Todo MDC-domínio é anel com ~-multiplicação. 

Demonstração. Seja.D um MDC-domínio. Por ([GJ, Chap.III, Th. (16.2)) o 

grupo de divisibilidade G(D) de D é reticulado. Segue da 
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proposição (3.3.) que D é anel éom u-multiplicação.• 

A reciproca não é verdadeira, por eXemplo Z[~] é anel com u-multi-

plicação (pois é Dedekind) e não é MDC-domínio (p.ex., não existe 

MDC (9,3(2+ 1i=5'JJ ). 

(3.5) Proposição. Todo domínio de .Prüfer é anel com .u-multiplicação. 

Demonstração. Sejam Dum domínio de Prüf~r·e K seu corpo de frações. 

• • Seja X E ~(K ). Como D é Prüfer, existe Y e ~(K) tal que 

• • 
FJtFy = D, Assim, FXY = D ou-, equiyalentemente, FXi = D. "Isto é, 

(XY)d = (!). Então," X., x Y.,= (XY)., = ((XY)dl., = (!)., = (l).o 

A recíproca da proposição acima também não é verdadeira, basta 

tomar um MDC-domínio D que não é Bezout. Segue do lema (3. 2) e do 

' corolário (3.4) que D é anel com u.-multiplicação e não é Prüfer. Por 

exemplo: Z[x] é um MDC-domínio que não é Bezout ( (2, x) não é 

pr inc ip<:tl). 

(3.6) Proposição. As seguintes condições sobre um domínio D são 

equivalentes: 

(l) D é um anel com ~multiplicação tal que o grupo reticulado dos 

~ideais finitos satisfaz a seguinte condição: cada elemento posi-

tive é maior que somente um número finito de elementos dois a dois 

disjuntos. 

(2) D é um anel com ~multiplicação no qual um elemento não nulo per-
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tence a apenas um número finito de t-ldeais maximais. 

-(3) D é um anel de tipo Krull. 

Demonstração. [Gr-1], Th.7.e 

(3.7) Corolário. Todo anel de tipo Krull é um anel com u-multiplicação. 

A reciproca não vale, tome como exemplo um domínio D que terJrua 

grupo de di visibilidade G(D) e: Z x 71. x .... (produto cardinal infinito). 
o 

Um tal domínio existe pelo Teorema de Krull-Jaffard-Ohm. D é anel com 

u-multiplicação (pois é Bezout). D não é do tipo_ Krull. pois: 

(1,1, ... ) E G(D) e .(1, 1, ... ) ~ (l,·o, ... ), (0,1,0, ... ), ... 
+ 

dois a dois disjuntos. 

que são 

Um ideal primo P, de um domínio D, tal que Dp é anel de valori

zação é chamado um ideal primo essencial. (C:f. [Sh-,1], Th.2.2). 

Observação. Se P e Q são ideais primos de um domínio D, Dp ~ DQ se, e 

somente se, Q ~ P. 

(3. 8) Proposição. Um ideal primo contido num ideal primo essencial é 

essencial. 

Demonstração. Sejam P um ideal primo e Q ideal primo essencial de um 

domínio D. Suponhamos que P ~ Q. Pela observação acima 

DQ ç·Dp. Como DQ é'anel de valorização, então é Dp an~l de valorização, 

~sto é, Pé ideal primo essencial. o 



30 

Um conjunto parcialmente ordenado no qual dois elementos não 

comparáveis não têm cota superior é chamado uma árvore. 

(3.9) Proposição. Sejam Dum domínio e P um ideal primo essencial de D. 

O conjunto dos ideais primos de D contidos em P é 11-

nearmente ordenado. Portanto, o conjunto dos ideais primos essenciais 

de D é uma árvore. 

Demonstração. {DQ; Q é um ideal primo de De Q ~ P} é um .conjunto de 

sobre-anéis do anel de valorização Dp. Portanto é linear

mente ordenado ([E], Th.6.6) Segue daí, que {Q; Q é um ideal primo de D 

e Q ~ P} é linearmente ordenado. a 

(3.10) Lema. Sejam Dum domínio com corpo quociente l( e S!;;;; D multipli-

• cativamente fechado. Dados a
1

, ... ,ane D, (a
1

, . .. 'a ) = 
n " 

= D implica ((a , ... , a )Ds) = Ds. 
1 n U 

Demonstração. (a, ... ,a) = 
1 n U n 

yll>a 
.1 

yEK 

• y e· K tal que yD 2 {a, ... ,a}. 
1 n 

yD ~ D 1 e yD, para qualquer 

Queremos provar que 1 e xD
5

, para qualquer x e K• tal que xn
5 

d 

• xD
5 

2 {a~ •• • ,a} <-==>existem d, ... ,d e D 
1 n 1 n 

d 
1 -1 -1 . -1 = x - == xd s = d (xs J E (xs )D, para todo 

s ·t 1 

-1 
{a

1
, ••• ,anJ' para ·algum se S ~ (xs )D 3 1, 

e S E s tais 

1 = 1, ... , n <=> 

para al gu.:n s e 

que a ~ 

1 

-1 
(xs )D 2 

S= 1 = 
-1 • 

=xs d, para algum d e D 4=9 l e xD
5

. Portanto, {(a , ... , a )D
5

J = DS . • 
1 n U 



31 

(3.11) Teorema. Sejam Dum anel· com ~-multiplicação e P um ideal primo 

de D. P é essencial se, e somente se, Pt c D. 

Demons_tração. Seja K o corpo quociente de D. Suponhamos P essencial. 

Sabemos que P t s; D. Queremos provar que P t c D. 

Suponhamos, por absurdo que D = pt = U 
F~ p 

(F) • Então, D = (F) , 

" " 
F E ?f (I(.) 

para 

·algum F s; P flni to e não vazio, digamos F = {a , ... , a } , a
1 

e P. Pelo 
1 n 

lema (3.10), ((a
1

, ••• ,an)Dp)~ = Dp. Como Dp anel de valorização, 

(a
1

, ••• ,an)Dp = a
1
DP' para algum i= 1, ... , n. Consequentemente Dp = 

= ((a
1

, ••• ,an)Dp)~ = (a
1
DP).u =. a

1
Dp .s; PDP' o que é absurdo, po~s PDP é 

o ideal maximal de flp· Logo, Pt c D. 

Reciprocamente, suponhamos que Pt c D. Então, existe um t-ideal 

maxima:l H de D tal que Pt ~ M (IJ-1], Chap.I, §4, Th.9). Por wn teorema 

de Griffin, n
11 

é um anel de valorização ([Gr-1J,Th.5). Como P s;; Pt .s;; H, 

segue-se que DM s;; Dp. Logo, Dp é anel de valorização, isto é, P é 

essencial. • 

(3.12) Proposição. Se Pé um ideal primo de um MDC-dominio D, então as 

seguintes afirmações são equivalentes: 

(i) P = Pt , isto é, Pé um t-ideal. 

(11) Pt c D. 

( ii i ) P é .essencial. 

(iv) Pé PF-primo. 

Demonstração. (i) ~ (ii): 
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Claro, pois P é ideal primo 

(ii) - (ii!): 

Todo MDC-dominio é anel com ~-multiplicação. Logo, pelo teorema (3. 11), 

P é es_sencial. 

(i!i) = (iv): 

[Sh-1], Th. 2. 2. 

(iv) -(i): 

Seja K o corpo quociente de D. Temos que p = u (F) 
tF~P.u 

F e :I'(K ) 

(a , ... , a ) = 
1 n " 

n (b) = (c), 
(b)2(a

1
, ... ,a ) 

• n 

onde 

beK 

= MDC(a
1

, .•• ,an) e P. Logo, Pt s; P. Como P s; Pt, então P = Pt. t1 

Se 

c = 

(3.13) Teorema. Em um anel com o .u-mul tiplicação, todo ideal primo é 

uma união de ideais primOs essenciais. 

Demonstreção. Sejam D um anel com o u-multiPlicação e P um ideal primo 

de D. SejaS= D \ P. D~o a E P, temos (~)t = (a) ~ P, 

isto é, (a)t f'l S "" "'· Logo, existe um t-ldeal primo Pa 2 (a)t tal que 

Pa f\ S = 0, ([J-lL Chap.l, §4, Th.S). Então Pa ~ P, donde 

s u 
aeP 

P !;_P, isto 
a 

é, p = u 
aeP_ 

P . Como 
a 

cada Pa é um ideal ptimo essencial.• 

(P lt = P < P c D, a a 

P=U(a)< 
aeP 

temos que 

(3.14) Corolário. Em um MDC-domínio todo ideal primo é uma união de 

ideais PF-primos. 
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Demonstração. Todo MDC-dominio é anel com ~-multiplicação, e os ideais 

PF-primos coincidem com os primos essenciais em MDC-domi-

nios.a 

(3.15) Corolário. Em um anel com ~multiplicação vale: 

(i) Todo ideal primo próprio (ideal primo * {O)) con~ 

tém um ideal primo essencial próprio. 

(ii) Toda não-unidade está contida em um ideal primo essencial. 

(iii) Todo ideal primo minimal é um ideal Primo essencial. 

Demonstração. Seja D um anel com ~-multiplicação. 

(i)' 

Seja P um ideal primo próprio de D. Por {4. 5) P "' U P
1

, onde 
lEI 

p
1 

é ideal primo essencial para todo i E I. Ora, como Pé um ideal pri-

mo próprio, então P
1 

é primo essencial próprio para algum i E I. 

Logo, P contém um primo essencial próprio. 

·Se d e D \ n· ,· então d e P, para algum ideal primo P de D, e 

p " U P,' 
lEI 

P primo essencial de D para todo i E I. Então, existe i E I 
I 

tal que d E P
1

. 

(lii), 

Se_Ja P um ideal primo minimal de D. P = U P , P primo 
lEI 

1 1 
essen-

cial de D para todo i e I, Logo,· P = P
1 

para todo i E I. Então, P é um 

ideal primo essencial.m 
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(3.16) Corolário. Em um MDC-domínio valem 

(i), (li) e (111) de (3.15). 

((Sh-1], Cor.3.2). 

(3.17) Teorema. Seja Dum anel com ~-multiplicação. Então, D é domlnio 

fatorial se, e somente se, todo ideal primo essencial é 

principal. 

Demonstração. Suponhamos que D é um domínio fatorial. Seja P um ideal 

primo essencial de D. Então, P 2 (x) ::~:- (O"), (x) um ideal 

primo principal. (Cf. [K], Th.5). Log~, Dp ~ D(x) c K, e portanto D(x) 

é anel de valorização (pois Dp é anel de valorização). Ora, Dp é domí

nio fatorial (pois D é domínio fatorial), isto é, G(Dp) é Qma soma car

dinal de cópias de ?L: Por outro lado, Dp é anel de valorização, isto é, 

G(Dpl é um grupo totalmente ordenado. Portanto, G(Dp} = ?L. Logo, Dp é 

anel de valorização discreta de posto 1. Assim, Dp ~·D(x)' o que acar-

reta P = (x). De fato, y E f => y e PDP = (x_)D(x) 

s ~ (x) - y e (x). 

r 
- y = r e s' (x) e 

Reciprocamente, se P é um ideal primo de D, então P contém um 

ideal primo essencial. Logo, P contém um ideal primo principal, isto é, 

D é domínio fatorial ([Kl, Th.S).• 

(3.18) Corolário, Seja D é um MDC-domínio. E~tão, D é domínio fatorial 

se, e somente se, todo ideal primo essencial de D é 

principal. 

([Sh-1], Th.3.3). 



35 

Observação. No artigo "Prime ldeals in GCD - Domalns", Sheldon mostra 

que um MDC-domínio Noetheriano é um domínio ~atorial 

(Cor. 3.4). Para anél~ com ~-multiplicação isto não vale, basta tomar 

um dom_ínio de Dedekind não-fatorial ([7lY-5'1 é um exemplo). 

(3.19) Proposição. Todo anel com ~-multiplicação é uma interseção de 

sobre-anéis de valorização essenciais. Em particu-

lar, se D é um anel c_om .u-multiplicação, D = n Dp• onde A é o conjunto 
· PeA 

dos ideais primos essenciais ou o conjunto dos ideais primos essenciais 

m?J.Ximais D. 

Demonstração. Dados x, . , . ,x E D, 
1 n 

(x, ... ,x) = (x, .... xlt. 
1 · n.U 1 n 

Logo, o conjunto dos t- ideais finitos de D, com o t-pro-

duto, é um grupo. Assim, Dp é um anel de valorização para todo t-ideal 

maximal P de D ([Gr-1], Th.?), isto é, todo t-ideal maximal é primo es-

sencial. Então, D = n np 2 (l Dp 2 D ([Gr-1). Prop.4l. • 
P t-1 deal 

ma:~Cimal 

P primo 

essenct al 

(3.20) Corolário. Um anel com ~-multiplicação com somente um número fi-

nito de ideais primos essenciais maximais é um domh· 

nlo de Bezout. 

Demonstração. Pela proposição anterior D é uma interseção finita_ de 

anéis de valorização, portanto D é de Bezout ( [K], Th. 

107) ..• 
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{3.21) Corolário. Um MDC-domínio com somente um número finito de 

ideais primos essenciais maximais é um domlnio de 

Bezout. 

( [Sh-1), Coe. 3. 6.J. 

(3.22) Corolário. Um anel com ~-multiplicação no qual os primos essen-

ciais estão linearmente ordenados é um anel de 

valo r i zação. 

Demonstração. Seja D anel com ~-multiplicação com a hipótese acima. 

Então, D tem um único ideal primo essencial maximal P. 

Logo, D é um anel de Bezout local, isto é, D é anel de valorização ~. 

(3. 23) Corolário. Um MDC-domínio no qual os primos essenciais são 

linearmente ordenados é um anel de valorização. 

([Sh-1], Cor.3.8). 

(3.24) Teorema. Seja Dum anel com u-multiplicação. Então, D é domínie 

de Prüfer se, e somente se, os ideais primos de D for-

mam· uma árvore. 

Demonstração. Se D é domínio de Prüfer, então todo ideal primo é primo 

essencial. Portanto, os ideais primos formam uma árvore. 

Reciprocamente, seja P um ideal primo de D. p: u p 
<><' 

e<EA 

ideal primo essencial para cada« e A. Os Pa formam uma cadeia (pois 

estão contidos em P). Queremos provar que Dp é anel de valorização ou, 
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equivalentemente, Pt c D.Suponhamos que Pt = D, (Pt s; D). Assim, 1 e Pt 

= Lu P ) , o que implica que exi$tem 
eA o:t . 

a, ... ,a e U P 
1 n rxeA a; 

tais que 

1 E (a , ..• , a ) . Corr.o {P } A é uma cadeia, existe P tal que a
1 

e o 
1 n.U O:IXE O: 'o:' 
. 

para todo i = 1, ... ,n. Logo, 1 E (a , ... , a ) ç (P,)t , isto é, 
1 n .U ... 

(Prx)t = D, o que. é absurdo, pois Po: essencial. Logo, Pt c D.a 

(3.25) Corolário. Seja Dum MDC-domínio. D é domínio de Bezout se, e 

somente se, os ideais primos formam uma árvore. 

([Sh-1], Th.3.7). 

Demonstração. Como D é um MDC-domínio, então D é Bezout se, e somente 

se, D é Prüfer.• 

(3.26) Corolário. Todo anel com ~-multiplicação de dimensão (de Krull) 

1 é um domínio de Prüfer. 

Demonstração. Toda cadeia de ideais primos de D é da forma (0} ~ P, o 

que implica que os primos formam uma árvore. Logo, D é de 

Prüfer.11 

(3.27) Coroláfio. Um MDC-domínio D de dimensão 1 é domínio de Bezout. 

([Sh-1], Cor.3.9). 

A dimensão essencial de wn domínio D, denotada E-dim(D), é o 

supremo dos comprimentos das cadeias de ideais primos essenciais. 
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Denotamos por K-dim(D), a dimensão de Krull de D. 

(3.28) Proposição. Se D é um anel com u-multiplicação que não é corpo, 

então: 

(I) . 1 ~ E-dim(D) ~ K-dim(D). 

(ii) D domínio de Prüfer => E-dim(D) = K-dim(D). 

Demonstração. (i): 

Evidentemente E-dim(D) ~ K-dim(D). D não corpo => D pos

sui ideal primo não nulo => D possui ideal primo essencial não nulo => 

1 < E-dlm(D). 

( iil' 

D Prüfer ~todo ideal primo é primo essencial => E-dlm(D) = K-dim(D).a 

(3.29) Corolário. Seja Dum MDC-domínio que não é corpo. Então: 

(i) 1 :S E-dim(D) :S K-dim(D). 

(ii) D Bezout => PF-dim(D) = K-dim(D). 

([Sh-1], Prop.4.2). 

Sheldon no seu artigo [Sh-1] conjectura que: se D é um MDC-do

mínio e PF~dim(D) = K-dim(D) < w, então D é um domínio de Bezout. 

No caso de D ser um anel co;p. AS-multiplicação e E-dlm(D) = 

= K-dlm(D) = 1 temos que D é Prüfer. Esta última afirmação nos leva a 

conjecturar que: se D é um anel com ~-multiplicação e E-dlm(D) = 

= K-dim(D), então D é um domínio de Prüfer. Esta conjectura nos parece 

mais acessível, mas até agora não conseguimos prova para a mesma. 



CAPÍTULO 4 

Uma Correspondência 1-1 entre Ideais Primos Essenciais e Filtros Primos 

Generalizando um resultado de ~ull para anéis de valorização, 

Sheldon estabelece em [Sh-1] uma bijeção que preserva inclusão entre 

·os ideais PF-primos de um MDC-Q.omínio D e Ós :fi'l tros de seu grupo de 

di visibilidade G(D), induzida pela demi-valorização canônica 

• 
~:K ---7 G(D), onde K é o corpo de :frações de D. Quando D é um domínio 

de Bezout {em particular se D é anel de valorização) os :filtros primos 

correspondem a todos os ideais primos de D. Em nosso trabalho generali-

zamos esses resultados para anéis com .u--mtiltiplicação; neste casO,· os 

t-ideais primos próprios de D (isto é, os ideais primos próprios es-

senciais P de [) tais que Pt "" P cor•respondem aos :filtros primos do 

o-grupo de Lorenzen de G( D). 

Dado um grupo ordenado G munido de um ll.-sistema de ideais tal 

que :Rf é um semi-grupo can~elativo (isto é, G tem a propriedade tt--r 

:finita segundo Ja:ffard), está naturalmente associado a G o 11.-grupo de 

39 
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X 
Lorenzen A Os elementos de A são de forma 

~ 
onde X y 'R,. y e e 

~ ~ ~ ~ 

X X' ~ 

~ ~ 
somente X y• X' Y. A operação A é e, y = r se, e se, X = " em 

~ ~ ~ ~ ~ 
~ " X X' X X' X X 

definida 
~ " " ~ elemento unidade de A é I " por y • y• = o = X y X Y' • ~ 
~ ~ " ~ ~ 

Xl't E 'R!'. Além disso, Att está ordenado por: 
X" 

?.! 1 se, 
Y,_ 

e somente se, 

As aplicações G ___, 'JI. e 'R ~ A são o-homornorfismos 
f 

x ~ (x) 
f X~ 

. " 
X~ o---> TIT 

injetores, assim a aplicação G ~ A~ 

(x) 
( 1) 

é um o-homomorfismos injetor, 

X o---> 

e, portanto, G pode ser considerado como subgrupo de Al't. 

Como ~!' é reticulado inferiormente, Al't é um grupo reticulado, 

onde 

X X' inf J{ [xfl. X Y~, X~ x Y lt) 
inf A [ y ft ' y~ l = __ ,ef __ cyc-"x~Y~' ---

ft ft l't l't l't 

Os resultados apresentados sucintamente acima encontram-se em 

[J-1], Chap. II, §2. Notemos que A ='R se D é um anel com ~-multipli-
~ f 

cação, pois neste caso 'R é um grupo com o ft-produto. 
f 

(4.1) Proposição. Todo grupo reticulado é o-isomorfo a seu ~-grupo de 

Lorenzen. 

Demonstração. Seja G um grupo reticulado. Todo u-ideal finito de G é 

principal. 

De fato, dado {x , ... x} s= G, (y) ~ {x , ... x} <=:. x , ... ,x ~ y 
. 1 n 1 n 1 n 

~ z = inf{x , ... x } ~ y ~ (y) 2 (z). 
1 n 
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Por outro lado, (z) 2 {x , ... x} pois z ~ x , ... x. 
1 n 1 n 

Logo, { x , ... x } "" ( z). 
1 · n 49. 

Agora as aplicações G --di 
' ·x ~ (x) 

e ~ ---7 A são o-isomorfismos 
' " 

(dados (x), (y) E 'Rf, 

é um o-isomorfismo. a 

( x) 

TYT= 
( xy -1) 

( I J 

(x) 
(x)o---> m 

). Portanto, a aplicação G __,A 

" (x) 
x >----> m 

(4.2) Lema. Sejam D um domínio, K seu corpo de frações e 
• • K w.: K ~ G = [j· a semi-valorização canônica·. 

Se P é um ideal primo essencial próprio de D tal que P = Pt , 

• então w(P ) é um t-ideal primo de D . 

• Demonstração. w.(P )t ·= U •{w.(x
1
), ... , 

w.(x )ew.(P 
1 

= U • {w.(xl)' ... • w.(xn)} .u 
x

1 
eP 

li>(X )} = 
n " 

{w(x
1
J, ... , w(x)} = 

n " 
n (w(y)) = 

(w(y) )ow(x ) 
I 

- n (w(y)). 
(ybx

1 

w(z) • 
E w(P )t- ,.(z) 

w(z) E {w(x
1
), .... U>(X )} 

n U 

. . . . w.( x )} , para .x
1

, 

n " 

""" "'(z) E (,.(y)), para 

.... 
todo 

• 
X E P, 

n 

1 = 1, ... , n, ~ z e ( y), para todo (y) 3 x
1

, i = 1, ... ,n $=+ 

z E {x
1

, ... , X} s; Pt = P . 
. n " ·- . . Como z e K , então z e P . E portanto, w.(z) e w.(P ). 

• • Logo, w.(P )t ~ w.(P ) . Então, • • 
w(P ) = "' (P )t' 

• • Vejamos agora que w.(P) = w.(P )t é prifno. 

• • • * 
P ç: D ~ w.(P ) ç: m(D } = G • 

+ 

• Sejam w.(x}, w.(y) e G tais que w(x) + w.(y) E w.(P ). 
+ 
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• • • • w.(x) T w.(y) = w(xy) e w(P ) => xy e P => x e 'Jl ou y e P => w(x) e 

• • 
w.(P ) ou w.(y) e w(P ) .lll 

{4.3) ~ma .. Sej~m D um domínio, K seu corpo de frações e 
• • K 

w:K ---7 G = D' ~semi-valorização canônica. 

Se I é um t-ideal primo de G, então Ç(I) = w.-
1

(1:) u {0} é um 

ideal primo essencial próprio de D tal que ~(I)t = Ç(I). 

_, 
Demonstração. Sejam I t-ideal primo de G e Ç: I. ~ w (L) v {O}. 

Vamos provar que Ç(:E)t = Ç(I) e que Ç(I) é uro ideal primo 

de D. 

Ç(I.) é um ideal de D: 

• -1 -1 • 
·~ ~ G = w(D) ==>"' (~) ~"' (~(D )) = 

' 
• 

D ;.,. ~(~) ~ D. ~(~) ~ 0. . _, 
Sejam X, y E Ç(I.) = W- (I.). Se X- Y = 0, então X - y E Ç(I). 

Se w(z) é tal que w(z) :s w.(x), w.(y} (ou equivalentemente (w.(z)) 3 w.(x), 

w.(y) = w.(-y)), então !19-(z) ~ w.(x- y) (ou equivalentemente w.(x- y) e 

(w(z))). 

Portanto, w(x- y) E u (w(z)) = {w(x), w(y)l., ~ ~t = ~. o· que 
(w.(z) )3l!9.(X), w.(y) 

-1 
implica que x - y e w. (I.). Logo; x, y E Ç(I) => x - y e Ç(:E). 

. • • -1 
Sejam a E D e X E ~(L) :::. w (I:). 

w(x) e L e w(a) E G+ =Jo w(ax) = w.(a) + w.(x) E (w.(x)) s;; Lt = L =+ ax E 

E .,-
1(!). Logo; a E D e X E ~ (~) ==> ax E ~(~). 

~-(L) é primo: 

-1 • 
xy e w (L) = Ç(L) =* w(xy) = w(x) + w(y) e I: =+ w(x) E L ou ilP.(y) E L 

~X E w.-1(!) ou y E w.-1(:E). Logo, xy E~(!) =lo X E~(!) OU y E Ç(I:). 

Finalmente vejamos que ECL)t =~(L). 



Basta mostrarmos que Ç(I:) t ~ Ç(l;). 

U. {x,. 
x 1 EÇ(~) 

•' '' X } • n U 
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...• x} = n (y). 
. n ~ (y):u1 

Podemos supor x
1 

-:t:. O, pois O e (y} = yD para 

todo y. Então, Ç(~)t = U {x , 
-1 1 

x
1
ew. (I) 

Seja z E Ç(~)t, z • O. 

Z E {xl, .... X} 
n " 

• para x,. . ... 

.... 

X E uí'(~) 
n 

• • yD 3 

w( z) 

w(z) 

x,. i = 1, .... n·==* z e yD' para todo 

• 
E w(yD ) w((y)), 

E n w((y)) = 
{y)"'xt 

para todo ( y) • X ,. 
n (,.(y)) 

(w(y) )aw(x) 
I . 

yD 

i = 

= 

-1 -1 
w(w (l:))t = l:t = l:. 'Portanto, z E"' (l:) = Ç(l:) 

Logo, (Ç(l:))t;;; Ç(l:).e 

• 

- Z E yD, para todo 

• x,. i = 1, n-. ... 
1, . ... n-

.... <>(X )} 
n " 

(4.4) Proposição. Seja Dum domínio com corpo de frações K. A semi-va-

lorização canônica 
• • .K 

l/9-: K ~ G = [j· induz uma bijeção 

entre o conjunto dos ideais primos essenciais próprios P de D tais que 

• P == Pt ~o conjunto d~s t-ideais primos de G, dada por rp:P ~ w.(P ). 

Demonstração. rp tem como inversa a aplicação -1 
S'~ >----->"' (l:) v {O}. 

De :fato, 

• -1 " • = f;(w(P )) = "' (w(P )) v {O} = P v {O} = P. o 

Na demonstração acima usimos que • P. Decorpe da 

teoria dos conjuntos que -1 * • 
"' (.,(p )) 2 p. Vejamos que, neste caso, 

' -1 . • • 
temos também w. (w. (P ) ) f: P . 
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-1 • • • -1 
X E W. (w.(P )) ~ w.(x) E w(P) {'=> w(x) = w.(y), y E P ~ xy E 

• E Ker{w.) = D" ===* X =. ay, a E D' ~ X E P • 

(4.5) Proposição. Seja D um anel com ~-multiplicação com corpo de fra
• 

ções K. Seja G = ~· . Existe uma bijeção entre o con-

junto dos t-ideais primos de G e o conjunto dos t-ideais primos de :Rf 

Demonstração. Como D é um anel com .u-multiplicação 'Rf é um grupo reti

culado. Dado Xt um t-ideal primo de G, seja Xt' o t-ideal 

primo gerado por X em A~ = :Rr. 

Xt é primo se, e somente ·se, Xt, é primo. 

Se Xt é primo, então Xt = Yt' n G, onde Yt' é um t-ideal primo 

de A Y ~ G ( [J-1], Chap. I! §3, Prop. 2) . ., 
Como Xt = Xt,n G, _então Xt, = Yt,. Consequentemente, Xt, é primo. 

Suponhamos que Xt, é primo. Xt = Xt' A G. 

x, y e G+ \. Xt ==9 X, y E (AAS)+ '\ Xt' ===*X+ y E (A.U)+ '\ Xt' {Xt' é pri

mo}. 

G ===* x + y E ((A ) '\ Xt') f'l G " . = [(A) nG) \ [Xt,nG] = " . 
= G,.. \ Xt . Donde Xt é primo. 

A aplicação ~:Xt ~ Xt• é uma bijeção. 

De fato, pe.ra todo X E ~(G), X.u = X..,~· n G, onde X , ., 
gerado por X em A ""'R. {[J-1], Chap.II, §3, Prop.7). 

" f 

é o .u-ideal 

Para todo Y e i!(G), Yt = u x., = 
X ç: y 

U . [x ,n 
Xs;;Y .u a] = [ x u 

~ y 

X E ~(G) X e ~(G) · X E !;t(G) 

n G = Y t' f1 G. 

Segue daí que ~ está bem definida. 
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1/J é sobr·ejetor-a. ([J-1],' Chap.II, §3, Th.3). 

1/J é_ injetiva. 

(4.6) Lema. Em um grupo reticulado filtro é o mesmo que t-iàeal. 

Demonstração. Seja A um grupo reticulado. 

Seja P .um filtro de A, isto é, 

(i) xePey!!:x===*yEP 

(li) X, y E P ===* inf(x, y) E P. 

Vamos mostrar que Pt s; P. Pt = · U {x
1 
•.•• ·, 

X EP 
1 

{x, ... , x} = (z), 
1 n .., 

(*) z onde 

Logo, .Pt = U (z) ~ P (por (i}). 

ZEP 

inf(x 
1 

X } 
n <> 

, .... X ) E p_ 
n 

(*) (y) > {x
1

, . . . , X !!::Y==* 
n 

z = inf(x
1

, 

= z E (y) = (z) ç (y): 

Por outro lado, z :::; x
1

, 

Logo, {x, ... , x} = {z). 
1 n <> 

Reciprocamente, seja P um t-ideal de A. 

Vamos mostrar que valem (i) e (ii). 

(i) . . x E: P e y !!:: x. 

y !!:: X ~ y E (x) s; Pt = P. 

(!!). X, y E P. 

(inf(x, y)) = {x, y}.u S: Pt = P ==t inf(x, y) e P.11 

... , 

(por (li)). 

.... X ) !!:: y 
n 

X } • 
n 
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(4.7) Teorema. Seja Dum anel com u-multiplicação com corpo de frações 

K. A ~emi-valorização can6nica • w.: K ------7 G 
• 

K 
~ jj" induz 

uma bijeção que preserva inclusão entre o conjnnto dos ideais primos 

essenc.i ais próprios P de D tais que P = P e o conjunto dos fi 1 tros 
t 

• primos do .u-grupo de Lorenzen A,., de G, dada por P t--------t w.(P )t, 

• • 
w.(P ) t' é o t-ideal gerado por w.(P ) em A. 

" 

onde 

Demonstração. Dado P um ideal primo essencial próprio de D tal que Pt = 
• 

P, temos 1/JolfJ(P) = w.(P )t,, onde 'P e r.J; são as bijeções das 

proposições (4.4) e (4.5). Então por (4.8) temos uma bijeção como no 

enunciado do teorema. a 

(4.8) Corolário. Seja Dum MDC-domínio com grupo de divisibilidade G. 

ExiSte uma bijeção que preserva inclusão entre os 

ideais PF-primos e os filtros primos de G+ 

(Apresentado por Sheldon nos artigos [Sh-1] e [Sh-2]). 

Demonstração. D MDC-domínio ~ G é reticulado => G = 'R = A . Seja P 
r· " 

um ideal primo de D. Pela proposição (3.12) Pé PF-primo 

se, e somente se, P ~ Pt. O resultado segue do teorema (4.4).a 



CAPÍTULO 5 

Anéis com ~-Multiplicação, ~Domínios e Grupos de Di visibilidade 

Uma das condições que caracterizam um domínio de Prüfer é que 

seus d-ideais finitos com o d-p·roduto {ou, equiValentemehte, os ideais 

fracionários finitamente gerados não nulos de D com produto de ideais) 

formam um grupo. Um teorema devido a Prtifer (Cf. [J-1], Chap.I, §4, 

Th.4) mostra que D é domínio de Prüfer se o monóide dos d-ideais fini

tos de D é cancelativo .C isto é, o monóide dos ideais fracionários 

finitamente gerados não nulos de D é cancelativo). 

Em [G], Chap. V, §34, Gilmer estuda os domínios cujos u-ideais 

finitos. formam um monóide cancelativo com o u-produto, chamados 

u-domínios. Por analogia com os domínios de Prüfer, poderíamos 

conjecturar que um domínio D é anel com ~-multiplicação se, e somente 

se, b é ~-domínio. Essa equivalência não vale como mostra o seguinte 

exemplo, dado por Dieudonné em [D]. 

Contra-exemplo 1. Seja D a k-álgebra de monóide do produto cardinal 

~~O x ~~o· onde k é um corpo arbitrário e ~~O é o 

47' 
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monóide dos números reais maiores ou iguais que zero com a adição 

usual. Pode-se mostrar que D é um domínio completo integralmente fecha-

do (isto é, para qualquer x pertencente ao corpo de frações de D, se 

existe c e o* tal que cxn E D, para todo n > o·, então x e D}, mas o 

.~J-ideal finito gerado por X{O,l) e X(l,l) não tem 49.-inverso finito. 

Assim, D não é ahel com ~-multiplicação. Entretanto, por [J-1], Chap. I, 

§4, Th 7, o grupo de divisibilidade G = G(D) é totalmente u-fechado, 

isto é, G tem a propriedade u-0 total (e portanto tem a propriedade ~-0 

finita). Mas, ~-ó finita é equivalente a ~-r finita (Cf. [J-1], Chap. II, 

§2, Cor.2), isto é, D é um ~-domínio. 

Já vimos no Capítulo 3 que, um domínio D é anel com ~-multi-

plicação se, e somente se, G(D) é um subgrupo inf-denso de um grupo 

reticulado G', isto é, para cada g' E G' existem g , ... ,g e G(D)) tais 
1 n 

que g' = lnfG,{g , . .. ,g }. Sabemos também que todo grupo reticulado é 
1 n 

grupo ,de divisibilidade de um domínio de Bezout (Teorema de Krull-

Jaffard- Ohm). Poderíamos perguntar se os s~bgrupos inf-densos de gru-

pos reticulados são grupos de divisibili_dade (de anéis com o~S-multipli-

cação. A resposta é não, como mostra o seguinte exemplo devido a 

Jaffard: 

Contra-exemplo 2. Em [J-3], Jaffard mostrou que J ={(a, b) e Z x Z; 

a+ b a O(mód.2)} é um grupo ordenado filtrante, mas 

não é grupo de divisibilidade. Entretanto, J. é inf-denso em Z x Z, 

pois: (a, b) e Z X Z - J ~a+ b ~ O(mód.2) ~a+ b + 1 a O(mód.2) =9 

(a, b + 1) e (a+ 1, bl e J. E, (a, b) = infzxz{(a + 1, b), (a, b + lll. 
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Mais geralmente, basta tomar qualquer subgrupo de Jaffard J 

de l x Z, como mostra {Bl, Th.2 . 

. Finalmente, damos um exemplo de um domínio integralmente fecha-

do que não é ~-domínio. 

Contra-exemplo 3. Seja R = K[x, y] o anel dos polinômios em duas inde-

terminadas sobre um corpo arbitrário K, e considere-

mos no corpo de frações K{x, y) o seguinte subanel: D = K + yK(x)[y]. 

Temos que D integralmente fechado, mas D não é .u-domíni'o. 

Suponhamos por absurdo que D é .u-domínio. 

Como {.~ } x {1, x} s;; { 1, x} , então 
X .U .U .U 

{.!_} ~D ([J-1), Chap.I, §4, 
X U 

Prop.l), o que é uma contradição, pois ~ t1- D. 
X 

Vejamos que {~} x {1, 
X U 

{.!_ } x {1, x} = {1 _1 } •• = 

x} ~ {1, x} 

" " n Dw e x.u .u 'x...,. 
w E K{x,y) 

Dw2{1,!.} 
X 

1 Basta provarmos que, se Dw 2 {1, x}, então IM 3 
X 

{1, x} 

" 
= n Dw. 

W E K(x,y) 

Dw2{1,x} 

• • Como 1 e Dw, então 1 = dw, de D. Como x e Dw, então x = ·d'w, d' E D. 

• d dx 
yK(x)[y] 

1 
Donde, dx = d' E D 'K. Daí, -- -e " D. Como d- w e Dw, 

X 2 
X 

então 
1 1 d 

Dw. - = (fi E X 
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Diagrama de Domíni·os Integralmente Fechados 

Principais 
. 

Fatoriais f- Dedekind 

1 Bezout 

Krull. .I Prü:fer ! 

4{_ HDC-Domínios 

I c. r. F. I I Tipo Krull I 

.u Multiplicação 

~Domínios I . 

L F. I 

No diagrama acima a seta indica inclusão estrita. Obviamente, 

algumas dessas inclusões se trivializam para domínios noetherianos, por 

exemplo, Completo Integralmente Fechado (C.I.F) ~Integralmente Fechado 

(I.F) e, portanto, .u-Domínio = Integralmente Fechado; Bezout = Princi

pal, etc 
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