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INTRODUGAQ

Em seu artigo Prime Ideals in GCQ—ﬁomains [Sh-1] Sheldon estuda
os chamados ideais PF—pPiﬁos; que representam para MDC-dominics o mesmo
que o5 ideais primds principais para dominios fatoriais.:

A partif da.verificaqéo de que a nogéo de ideal PF-primo pode
ser introduzida via sistemas de ideais - a saber,.idéais PF-primos
Icoincidem com {-ideals primos - nos .interessamos em estudar os ideais
-primos essenclais .(= PF-primos ém -MDC—dominios] no confexto mais
natural,e ac mesmo temp; bem mals ggral, dos anéis ;om a—multiplicagéo,
Convém observar qué.a generalizacéo da teoria de Sheldon para anéis com
s-multiplicagdo ¢ interessante, pois esta classe de anéis engloba, além

‘de MDC-dominios, também dominios de Priifer (de Dedekind, principais,

etc...) e, do ocutro lado, os dominios de tipo Krull (de Krull, fatori-

ais, etc...).

Nd Capitulc 1 apresentamos os conceitos e resultados necessa-
rics para a compreenséc do trabalho.
Apresentamos no Capitule 2 o conceito de sistema de ideals, que
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& a ferramenta basica usada neste trabalho. Ai imostrames como @ nogéo
de sistema_de ideals de um dominio de integridade, estudada por M.
Griffin (por exemplo, em [Gr-1]) e por R. Gilmer em [G] Cﬁap. Y, §32,
ge enquadra como caso particulab dos n~sistemas de grupos ordenados
tratados por P.Jaffard em [J-11].

No Capitulo 3, estudamos os anéis com s—multiplicagio do pento
de vista utilitaric aos objetivos desta tese e, também, para assinalar
a posigdo desta classg de anéis no contexto dos dominios integralmente
fechados mais importantes.

Anéis com s—multiplicagéo foram-estudados por N;Bourbaki en
fBo] com o nome de dominios pseudo—Prgferiancs, tankém .por M/Griffin
. em [Gr-1} e [Gr-2], e seu relacionémento com dominios essencials foi
estabelecido por W.Heinzer e J.Chm em fH—D]. ‘No Capitulo §
'estabeiecemos a relacio entre anéis com s-multiplicaglo e os chamados
w-dominios, estudados por R.Gilmer em [C] Chap.v, § 34, -

Em relacio é geﬁeraﬁizacéo da teoria de Shéldon para anéis com
~wo-multiplicagéo, s8o os seguintes os-resultados cbtidos neste trabalho,
seguidos das referépcias em [Sh-1]I de seus correspondentes em

MDC-dominios, todos provados nos Capitulos 3 e 4 :

1. Sejam D um anel com sa-multiplicagfio e P um ideal primo de D. P é
essencial se, e somente se, P} < D.

(Th. 2.2 )

2. Em um anel com s—multiplicagio, todo ideal prime & uma uniZo de
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ldeals primos essenciais.

(Th., 3.1 )

Em um anel com u—multipficaqéo valem :

(i) Todo ideal primo proprio contém um ideal primo essencial

propriec.

{ii) Toda ndo-unidade esta contida em um ideal primo essencial.
(1ii)} Todo ideal primo minimal € um ideal primo essencial.

(Cor. 3.2 )

Seja D um anel com s—multiplicagfio. D é um dominio fatorial se, e

"somente se, todo ideal primc essencial & principal.

(Th. 3.3 )

Un anel com us—multiplicagiic com somente um nimere finlto de ideais
primos essenciais é um dominio de Bezout.

{Cor. 3.6 )

Un anel com s~multiplicagfo no qual os ideais primos essenciais s#o

linearmente ordenades pela relagio de inclusfio & um anel de

valorizacgio.

{Cor. 3.8")

Seja D um anel com s-multiplicacéo. D é um dominio de Priifer se, e
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somente se, os ldeals primos de D formam uma arvore,

(Th. 3.7 )

8. Um anel com a-multiplicacgdo de dimenséo 1 & um dominio de Prifer.

(Cor. 3.9 )

8. Se D é& um anel com s-pultiplicacgfio que ndo ¢ corpo, entdo:
(1) 1 = E-dim (D) = K-dim (D).

(11) D Prifer = E~dim (D) = K~dim (D).

(Prop. 4.2 )

10. Seja D um =znel com u—multiplicaqéo com corpo de fragdes K. A
semi-valorizacfio candnica w:K! —s G = G(Di induz umé bijecio que
préserva inclusdo entre ¢ conjunte dos ideais primes essenclais
préprios P de D tals que P = F}' e o conjunio dos filtroslbrimos do
w-grupo de 1..mr'var.xzer1\1\5‘51 de G, dada por P hw—etmfP*)t, . onde{wtff)t,

¢ o t-ideal gerado por w(P") en Au‘

(§.5 de [Sh-1])

Finalmente, estabelecemos no Capitulo 8 alguns contra-exemplos
sobre o relacionamento entre anéis com w-multiplicacio e n-dominlos, ¢

sobre grupos ordenados "inf-densos" em grupos reticulados.
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NOTAGOES.

[ 1: referéncia bibliografica
g : o fim de uma demonstragso

- & : inclus&o

< : inclusZo prépria

'so : o.—isomor'fismo

MDC(, ) : maximo divisor comum

Z = conjunto dos nﬁrﬁeroé inteiros
D =D\ {0}

D"= conjunto das unidades de D

alb : a divide b
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caPiTULO 1

Pré-requesitos

Ao longo deste trabalho usaremos a palavra dominioc para signi-

ficar dominio de integridade.
Se G é um grupo abelianc denotado aditi*amente, diz-se que uma
'pré-ordem {(relacio Peflexiva e transjtiva] ,= , definida sobre G & com
pativel com a esirutura algébrica de G, se: bara todo a, b, c € G,

axb=a+c=h + c. Neste caso, diz-se que G é um grupo pré-ordena-

do.

Um grupo pré-drdenado & chamado um grupe ordenade se sua pré-

ordem ¢ uma ordem (isto é,' uma relagdc reflexiva, anti-simétrica e

transitiva).

Se a pré-ordem de um grupo pré-ordenado é total (isto &, quais-
quer dois elementos sfo comparaveis), ele & dite em grupo totalmente

pré—ordenado.



Um grupo ordenade G ¢ dito filtrante, se: para  quaisquer
a, be G existe z € G tal que z s a, b (ou equivalentemente, existe
WweiGtal que a, b s w). O elemento z & éhamadd minorante de a2 e b.

0 elemento w & qhamado ma jorante de 2 e b.

Se G ¢ um grupo pré-ordenado G+ ={x € G; x = 0} & chamado o

cone positivo de G.

{1.1) Propesicéio. Um grupo ordenado é filtrante se, e somente se, ele ¢

gerado pelo seu cone positivo,

. Demonstrag&o. [J-2], Chap.1, Th.2.=

Um grupo pré—ordénado é & dito réticulado, se ele & ﬁm conjunto
semi-reticulade inferiormente (isto &, para quaisquer a, b € G existe
ce€ Gtal que ¢c = a, b e (x= a, b.e X € G= X =c}) ou, equivalente-
mente se ele & um conjunto semi-reticulado superiormente (isto e,
para quaisquer a, b € G exié_te deGtal que a, b=d e (a, b=x e
X € G.=> d =< x)). 0 elemento ¢ é chamado ini‘imo de a e b, ele & repre-
sentado por infG(a, b} ou inf(a, b). 0O elemento d ¢ chamado o supremo

de a e b, ele é representado por squ(a, b} ou supla, b).

Dados dois grupos ordenados G e Gz,ﬁm howomorfismo £:G,— G,
é¢ dito um homomorfismo de ordem, ou um o-homomorfismo, Se: para
quaisquer x, y € Gi, x = y = f{x) = f(}'). Se além disso, f é

invertivel e sua inversa é um o-homomorfismo, entfio f & dito um



isomorfismo de ordem, ou um o-igomorfismo. Neste caso dizemos que G1 e

o

62 sédo o~isomorfos e denotanos G1 & Gz'
[+]

Un dominio D ¢ um dominio fatorial se todo elemento ndoc nulo de
D ou é unidade ou se fatora de modo tUnico como © produte de um nimero
Finlto de elementos ilrredutiveis de D, a menos da ordem dos fatores e

multiplicagéo por unidades de D.

(1.2) Proposigiio. Um dominic D ¢ fatorial se¢, e somente se, todo ideal

primo nfo nulo de D contém um ideal primo principal.

Demonstragio. [K], Chap.I, Th.5 .m

Umn dominio D é um MDC-dominio se cada par a, b de elementos de
. *
D" tem un miximo divisor comum, MDC(a, b), em D (iSto &, existe d e D

tal que d|a, d|b e, se d' € D é tal que d’{a e d’' |b, ent&o 4’ }d).

Um domihio D é dito um dominio de Bezoul, se todo ideal finita-

mente gerado de D é principal.

Un dominio D ¢ dite um dominieo de Priifer, se os ideais fracio-
~narios. finitamente gerados ndo nulos de D formam um grupo com a multi-

plicagéo de ideals.

(1.3) Proposigédo. Seja D um deminio. Sio equivalentes:

ii)' D é Priifer



(11} DP ¢ anel de valorizagfio para todo ideal primo
P de D.
(111) DM & anel de valofizaqéo para todo ideal

maximal M de D.
Demonstragdo. [E], Chap.!I, Th.{(11.4) .k

Um dominio é dito um dominio de Dedekind se os ideais fraciona-
rios nio nulos de D formam um grupo. Equivalentemente, D ¢ um dominio

de Priifer noetheriano. ([E], Chap.II, Th.(12.12}).

Un dominioc I (com corpo de ffagﬁes K)¢é um dominio de tipo
Krull, se existe uma familia Q de valorizagles Ae X tal qﬁe:
(1) @2 ¢é de caraier finito, isto &, para cada x € K, wix)# 0
apenas para un numero finito de vélorizaqées w éIQ.

(i1) D =we[;]]Rw, onde R, € olanel da valorizacgio .

=R, para todo w e Q, onde 2Z(w) =D Ml e M éo
() w e w

ideal maximal do anel Rm‘

(1i1) QZ

Se na definicdo acima as valerizagdes da familia Q sfo discre-

tas, diz-se que D é um dominio de Krull.

Dado um dominio D, o grupo ordenado filtrante G(D) dos ldeais
fracionadrios principais nfic nulos de D (ordem: aD = bD < aD 2 bD) ¢
chamado o grupo de divisibilidade de D.

Se K é o grupo multiplicativo do corpo quociente K de De D &



#*

© RTupo das_unidades de D, entdo G(D) &5 g:, onde ab” = bD' se, e so-
mente se, bat € D. As seguintes propriedades sdo bem conhécidas:

G(D) & filtrante.

G(D) & totalmente ordenado se, e somente se, D é um anel de
valorizagio.

G(D) & reticulado se, e somente se, D é& um MDC-dominie. ([G],
Chap.III, Th.(16.2))

G(D) é um grupo fatorial {iste &, G(D) a Z(I] = soma direts
cardinal de céplas de Z indexada scbre um conjunto I) se, € somente se,
Dé ﬁm dominio fatorial. (IM], 4, Th.(4.3))-_

(1.4} Proposicfo. (Teorema de Krull-Jaffard-Chm). Se G é'um grupo abel

liano teticulgdo; ent8o existe um dominio de Bezout D

com grupe de divisibilidade o-isomorfo a G.
Demonstracio. [G], Chap.III, Th.(18.6) .m

O leitor interessado em maiores informagdes pode consultar, -por

exemplo, [R], [J-2]1, [G] ou [MI.



CAPITULD 2

Sistemas de Ideaisg

" Seja G um grupo (abeliano) pré-ordenado, denotado multiplicati-
. vamente. Segulremos a terminologia de Jaffard (Cf. [J-1]). Para cada
a € G denotamos: (a) = aG+ = {x € G, x = a}, onde G+ ={x e G x=1} &

o cone positivo de G

P(G) = conjunto das partes [subcbnjuntos) de G.
B(G) = {X € P(G}; X ¢ minorado, X = z}.
= {X € B(G); ¥ é finito}. '

F(G)

A letira X representara ¥ ou 3.

Un sistema de ideais de um grupc pré-ordenado G filtrante
(isto &, todo subconjunto finitc de G tem.um minorante, ou, equivalen-

temente, um majorante) ¢ uma 'aplicaqéq nd —— P(G) , tal que:

para quaisquer X, Ye L e @ € G, temos

(I1) XecXx,

I © <
(Iz) XE Yﬁ = Xn < Yﬁ



(1) {a}, = (a)

(141 {aX)a = aXﬁ.

Se X = B(@), dizemos que o sistema & total.

Se X = ¥(G), dizemos que'o sistema & finito.

"

0 conjunte & é chamado origem do sistema.

Usaremos o térmo n-gistema para indicar o sistema de ideais n.
A imagem Xﬁ de X € ¥ é chamada a-ideal, e X é chamado um con-
junto de geradores de X&.'Se X € ¥(G), Xﬁ ¢ dito finito, e se X = {x},

Xﬁ é dito principal.
(2.1) Proposicdo. Un sistema de ideais ¢ determinado por sua imagem.

Demonsiracio. Seja {Sa}aeA o conjunto imagem do n-sistema. Dado X € ¥:

XSS e« X €S_. Entdo, X. = [} § =[] S.u
o n o _ ) S“QX’L&SOCQX“

: i io = [t .
(2.2) Proposicdo. Seja ¥ {Sa}aeh < ?(GJ tal que:
(11) G, = (1) € &.
(I’) Dados a € Ge a = Artae § = (a) £ 8.
2 : o o
(I;) Dados 2 € G e a € A:asa s ¥
Entéio, a:X — P(G) & um sistema de ideais de G.

X — X = iy
n silx «



~Dados a e Ge S e ¥. S

Demonstragdo. (Il]:

Dado X e q: X = n S 2 X%..
n o

s 2X
| o
. (Iz]:
Dados X, Y e q: XSYn=Srlysa=>XESm,,paratodo S‘xEY = Xa=
=
SaS g =Y
S 2X sa2y ¢
o
(13):

Dado 2 € G: {a}_ = (] S_ . De (I!) e (1), all) = {a) € ¥.
n S“Q{a}a' 1 3 E

De (I;), ae Soc = (a) & Scx' Logo, {a}&'—'l (a).
_(14): ) -

a (a7's,) = aS,, onde S, = a's_ e ¥ por

8 8~ B B
_(13]. Entso, ¥ = {asoc}o:e!\' Assim, dados X e X e a € G
. o
aX = _Ia[] a S = ) s, = (aX} .=

a'sax % s 2ax
o . o :

Exemplo. O y—sistema..

Para cada X € X , definimos X = (] (a). Basta tomar em (2.2)
: . a4 . S
(a)2X ;

¥ = {(a)}aEG .
Yamos supor c.iue G est4 munide do a~sistema.
Um a-igeal Xn, (X € X) &€ dito inteiro se X ¢ G, (e Xn. (< G+).

(2.3) Proposicfio. {i1) Dados X, Ye XL : X € Y = X, Y.



(11) Dados a € Ge X € fI a é minorante de X ¢ a é
minorante de Xn'
{iil) Se o a-sistema & total, (Xn}n = Xn.’ para cada X € B(G).

(iv) Dados. ae Ge X e X: ()X, = aX .

Demonstracie. (1):

XecyYysyYy =% €Y.
n n n

(11):

a2 é ninorante de X & X € (a) & Xﬁ € (2) & a é minorante de Xn'
(111):

X,L [ {Xn)n - X, € xn' = {xn)n <X
(iv): .

aX, < (a)X . Por outro lado, z ¢ (a)X = 2Z=uy, uzaeyeX. Por-

tanto, z = uy =z y = z € {(ay) = a(y) € aXn . "
(2.4) Proposicgio. Os n-ideais inteiros determinam o a-sisteme.

Demons{raqéc. Dédos Xed e ac G un minorante de X, X ¢ {(3) <=

-1 = : = -1 = -1
a Xx¢c(l) = G+. Enté&o, Xn' (aa )Xn ala X)n. JH

Un n-ideal Xn. é dito primo se: Xn. C G+ e G+\ Xn, é multiplicatl-

vamente fechado.

Un n-ideal X ¢é dito maximal se: X € G e {X ¢V € G =
by o + T 4 +

UNICARE i
BIBLIOTECA CENTRAL
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Vamps representar por ® o conjunto doé n~ldeals de G. Conside-

rames em R a seguinte relacio de ordem: Xﬁ = Yn = Xﬁ =2 Yﬁ.

A apliqacao' canénica ¢:G——> R & crescente (¥ =y &
X — (x)

(x) 2 (y)). Tem-se: ¢ injetora se, e somente se, G ¢ ordenado

{((x) =(y) @ xs5yeys=s x),
(2.5) Proposigfio. O conjunto R & um conjunto ordenado filtrante.

Demonstragio. Dados Xn e Yn e R.
Sejam X € Xﬁ, y € Yn e ze€ G tals que =z = x, y. Entéo,
(z) = XA, Yﬁ.

Agora, sejam X’ e y' minorantes de Xﬁ e'Yﬁ (resp.). Seja 2z’ € G

tal que 2z’ = x’, y'. Entéo, (2°) = Xﬁ, Yﬁ.n

Dados dols sistemas de ideals de G com mesma origem, digamos o
n-sistema e o g¢-sistema. Dizemos que o na-sistema é maig fino do que o
g-sistema, ou que o q—sisteﬁa ¢ menos fino'do que o A—sistema se:l baré
todo X e X, X € X . Neste caso, se X = B(G), (X ) =X = (X)), para
_ 2 4 qn 4 g
todo X € X. Em particular, todo g-ideal é um a~ideal.

De fato, (X ) € (X)) =X £ (X ) . Por outro lade, X € X =

g %4 G G.n n 4

(Xﬁ) < Xq. X c Xn =) X4 < (Xﬁ)q.

q
Ainda supondo que o n-sistema é mais fino do que o g-sistema.
Se ¥ = B(G)} ou F(G)}, temos: Xﬁ = Yn=# Xq= Yé; para quaisquer X, Y € X.

De fato, X 2 X =Y 2Y =X 27Y . Por simetria, ¥ 2 X .
q T @ 4 9 G q
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Exemplo. O a-sistena.

Definimos para cada X € X,. X =(J (x). O o-sistema é o mals fi-
xeX

no e o s~sistema é o menos fino enire todos os sistemas de ideats de 4.
De fato, dados X e X e x € G, xe X = (x) & Xn. Entéo,

X =) (x) sX.
¢ xex i

Xe(x) =X € (x). Entdo X < [] (x) = X .
" v (x)2X s

SBe o n-sistema & total sua restricéo ao conjunto F(G) € um sis-

tema de ideais finito, chamado a restrigio do n-sistema total.

Partinde de um n-sistema finito de G, dizemos que um g-sistema
total de G é um prolongamento do n-sistema se para cada X € F(G) tiver-

mos Xn, = Xq’ isto &, se o a-sistema é a restrigéo do g-sistema.

A partir de um a—sistema (finito ou total) de ideais de G, po-

podemos definir um novo sistema de ideais total, o nh—sistema, pendo

X = |J Y, para cada X € X. Dado X € F(G), X = X.
s vex % LN
YeF(G) '

Se o g-sistema é um prolongamento do n-sistema finito, X, =
: Y

= U Y = U Y € X, para todo X e B(G). Portanto, ¢ n -sistema é o
n 4 q a4

Ycx YeX .

Ye¥%(G) YeF(Q)

prolongamente mais fino do a-sistema finito. .

0 n-sistema total & dito de carater finito se ele se identifica
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a0 ab—sistema, isto &, X& = Xﬁ' para cada X € B{G),
o o

Como exemplo de um sistema de ideails de carater finito temos o
s-sistema.

De fato, dado X € B(G), X = | Y. YSX =Y e X. Assim,
00. Yox &S 4 4

Ye%F(G)

Xa c Xé. Como Xa [ Xa , temos X& = Xo'
a 'y &

O ILQ_SiStema ¢ de carater finito qualquer que seja ¢ n-sistema.

De fato, para cada X € B(G), U v = |} v =x .
n o n
YeX a Yex &

YeF(G) YeF(G)

0 ua—sistema €& chamado © t—sisf.e.

‘Exemplo. Os d*ideais de bedekin'd.

Sejam D um dominio é K seu corpe de frag@es. Sabemos que K* é
um grupo multiplicativo pré-ordenado com a pré-crdem x = y & yx4e D'.
Definimos em K os d—ideais_ de (Dedekind) ponde Xy = F;{, onde Fy € o
ideal fracionadrio de D gerado por X; para cada X € %K) (usamos tam-
bém a.notac;é.o (X) para denotar o ideal f‘x_"aclionar-io FX). E facil verifi-
car que temos de fato um sistema de ideals de K". Notemos que o

d=sistema & de carater finito.

De fato: Seja X € B(K ).

z_exdzytz=a1x1+...+anxn,_xiEXe aieD =>ze{x1,...xn}d§.
Xd.DondeIXdSXd’.Comon st, enta.oxd=xd,
- e a e o

Seja G o grupo ordenado associado ab grupo pré-ordenado G.
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Isto &, G = -, onde G1 ={xel x=21ex=1. Seja mG-—>C o

C)l‘:)

1

homomorfismo canénico. G é ordenado por n(x) = w(y) < x = v, FEntio,

n{B{(G)) = B(G) e n(F(G)) = F(C).
Consideremos G nmunido do a-sistema.
(2.6) Lema. Dados X, Y € B(G), n{X) € n(Y) = X & Yﬁ.

. Demonstraggio. @(X) € w(Y) = X € GY <€ GY=(1)Y< ()Y =Y .n

+*

(2.7) Lema. Dado X € B(G), n_i(ﬁ(Xﬁ)} = X,.

Demonstragiio. Sabemos que n‘i(n(Xﬁ)} 2 X . Vejamos que n-ifu[Xﬁ}) £X.

x € @ Hu(Xr)) = wl(x) = uly), para algm y e Xr

xy e G €G =xeyG =(y) €X.m

(2.8) Proposicfo. m induz naturalmente um sistema de ideais de G defi-

nido por w{X) = n(XE), para cada X € B(G).
' _ :

Demonstragic. Quaisquer que sejam X, Y € B(G) e a € G.
(11):

X€X =X €alX) = n(mg'.

(1.):

2

n(X) € (YY) = K(Yn) - X c (Yn]n = Yn = Xﬁ L= Yn = w(X)
;"L .

Iy

_"(Xn}

o

n(y,) = n(Y)_
T
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{I1):

: 3
{n(a)}_ = n({a} ) = n((a)) = (n(a)}.
R
(1)
a{a)n(X) = n{aln(Xﬁj = w(aX ) = n{(aX) ) = n(aX)_ = (n(a)n{X))_.=
n n n

(2.9) Proposicio. Dado n um sistema de ideais de G, obtemos um sistema

de ideais de G definindo Xn=1f'1(1r(X]_), para
28

gqualquer X € B(G).

Demonsiracio: Quaisquer que sejam X, Y € B(G) e a € G,
(11}:

XenmxX) € v (m(X) ) = X,
[‘L . -

(12]:

XY =wHnlY) ) — w(X) € ala Hx(¥) )) = wl¥) — wlX) € aly) —
" n ' n n n n

¥ =aimx) ) € w (YY) j =Y.
i _— i — L

n i
(I,): | | o
{a}, = nMm(ah) ) = o (n(a)} ) = ((w(@a)) = a7 (n((@)}) = (a).
n L .
914):
aX = an t(n(0) ) = =i (mla)a(X) ) = w H{(n(2)n(0)) ) = wi(m(ax) ) =
" n n n n

(ax]m.n

(2.10) Proposigie. 7 induz uma bijec&o entre os conjuntos dos sistemas

de ideais de ¢ e dos sistemas de ideais de G.
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Demonstragéo. As aplicagtes n L——e nen p;—a n, definidas pelas propo-
sigdes (2.8) e (2.9) sfo inversas uma da outra.
De fato, dados ~ e A sistemas de ideais de G e G (resp.).
n'iin(xa]) =X, (lema (2.7)) e n(nfl(n(x}_ll = u(X) .m
no n
Em virtude das bijegbes acima identificamos » com 7, isto &,

n(x)n = n(Xn) para cada X € B{G).

Para qualquer a-sistema de G, definimos para X, Y € X o a-pro-

dute Xu X, Yn = (XY)Q. Notemos que XY = {xy;-x eX, yeY}t e

{(2.11) Proposigio. Se o n-sistema é total tem-se (xﬁya]n = (Xﬁ?)n =

= (XYd}n = (KY)E,_para todos X, Y € B(G).

Al

Demonstragdo. XY = |J Xy = |} (Xy) < (XY) . Donde, (XY)
yeY ye¥

] € . 2 < .
Do mesmo modo, {thn’n (Xann Entdo, [thﬁ)n [XY)n

(xY},.

Como (XY)Q = (Xﬁrn]n’ tem—se.(XﬁYn)n = (XY?n.n
(2.12) Corolario. O n-produto estd bem definido.

Demonsiragéio. Suponha que o a-sistema é total. Dados X, X', Y, Y' e B(G)
tais que ¥ =X eY =Y, entéo XY =X'7Y".
n nooTn n nn an
Donde, (XY)n = (XY }n ou, equivalentemente, Xn X, Yn = Xﬁ X, Yn'

Suponhamos agora que o a-sistema ¢ finito. Temos entfo, para

qualsquer X, Y e F(G): Xﬁ X, Yn = (XY)Q = (XYJn = (Xﬁyn]n = (Xﬁyﬁ)n .
& P &
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Portanto, o a-produto depende aﬁenas dos a-ldeals XA e Yn.l

Para representar o a-produto usaremos X no lugar de X, * quando

n&o houver ambigliidade de notagdo.

(2.13) Proposigio. R ¢ um mondéide comutativo, ordenado filtrante e

semi-reticulado inferiormente.

Demonstragéo. E evidente que o n—produto‘é associativo, comutativo e

compativel com a ordenm de R. A unidade de R é& (1) = G;,

X, x (1) = X x {1}, = (X(11), = X,

J& vimos an£eriormente que R é filtrantg.

86 falta verificarmos que R & semi—reticuladoIinferiormente.

De fato, tomando o prolongamento nh, se necessario,h podemos
.supor sem perda de generalidade, ﬁué o n-sistema & total. Temos,
(X v Y)n = (Xn v Yn)n’ p%ra quaisquer X, Y e B(G). ;

Com efeito, Xv Y ¢ XA u Yﬁ =3 (Xv Y)a < (Xk v Yn)n'
X, YEXuY = X&,‘Yn = (g v Y)n — X& U Yn c (X U‘Y)n —
.(X& U Yn)n € {Xv Y)n'

Dados X , Y € R. Seja W = (X v Y)&. W_ independe dos conjun-
tos geradores X e Y de Xﬁ e Yﬁ fresp.).
Wn = (Xﬁ U Yn)n 2 Xﬁ, Yn o= Wn'ﬁ X, Yn'

X, Y =Z 2 vY) =W &
n n n n n'n n

V)

I
Seja Zn e R tal que Zn =X, Y. Za

==
Zn = Wa.

Logo{ N& = inf[X&,‘Y&).l
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(2.14) Proposicdio. Dado o n-sistema de G, seja a seu correspondente em

C)lC)

G =%, isto &, m(X)_ = w(X ), para cada X e B(G)

1 22

(Proposiqéo (2.10)). Sejam R = {a~ideais de G}, ﬁr = {n-ideais finitos

de G} ¢ ﬁf = {n—ideals finitos de G}. EntSo, R = R e 3<f = i’f .

Demonstragdo. Seja ¢:R ——> R . Dados X, Y € B(G).
X b—> m(X )
n n

r.o(Xn %, Yn) = qo[(XY]n) = n(tXY)n} = w{X¥) = (e(XIn(Y)) =
n .
= w(X)_ x_mY)_=o(X) x_ p(Y,). Logo, ¢ ¢ homomorfismo.
n n n :
X = Yn, =X 2Y = (P(Xn) = n(Xn) 2 “(Y-n,] = (p(Yn) & go('Xn) 5 Q(Yn).

|

Poertanto, ¢ & crescente. : - .
£ claro que ¢ ¢ sobrejetora.

. _ _ . ) -1 N _ . _1 ] _

.@(Xn] = @{Yn) = u[Xn] = n(Yn} =% n {“(Xn,)} n (n(Yn)) = Xn Yn

(pelo Lema {2.7)). Isto é, ¢ € injetora.

Entdo, ¢ & um o-isomorfismo.

Como F(G) = w(F(G)), entdo ‘plfR € um o~-isomorfismo.s
‘ 3

Dados X, Y £ G, define-se o condutor de ¥ em X como o cenjunto

Y ={xe G x¥ c X}.
Denotamos por Y ' o conjunto G:Y={xe G z¥ G = (1}
E evidente que: X €Y = Y € X,
" Dado x-e ¢, xe X' e xxc G+.4=) X g x"ia; = (xh. Portanto, temos
J'f--1 ={xe G; x ' & minorante de X}.

Temos ainda que: Y € B(&) < Y € B(G).
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(2.15) Proposicio. Para cada X € B(G), valem:

(1) X = (X7}

-1, 1
(11) (X )w = X 7,

Assim, os w—ideais de G coincidem com os subconjuntos de G da

forma X7, X € B(Q).

Demenstragio. (i):

-1

yeXl e xeyh ¢=}Xu§(y ).

X € Xu = X & (y-i), para tode y e SN xy € (1) = G+,‘ para todo

ye X' = xe (X" Logo, Xy S (X_l)—i-.

(y) 2 X =y ' e xh

Lxe (XHT o xy—l-e G = {1), para todo (y) 2 X - x e (y), para

-1

‘todo (y¥) 2 X. Logo, (X -1

) s %,

{ii}:

Suponhamos que existe x ¢ (X'l}” e x e X

x ¢ X' — existe y € X tal que yx ¢ G, & x ¢ [yd).

y € X = yx! ¢ G = g (y-1) == (x‘I)u < (y-i} — x € (y1), o que

~1

é absu_rdo. Logo, {X_i)m £ X

A outra inclusdo é da definigiio de sistema de ideais.a

-1

it
<
1l

(2.16) Proposigio. S¢ X, Y € X, ‘entdio, X x ¥, = (1) implica Y

1 E, se o sistema & total, Yn. =Y.

(X,) .

Demonstracio. XI1 X Yq = (1) & (XY)R = (1)} =—:_XY S (l) = Y¢ Xt o=

Y €(x') = X' (por (2.15)). Como Y S Y, entdo
3 8 ‘ " 8

~1



1

Reciprocamente, y & ' - yX < [1)‘ = {yX)n < (1).
(Y] = ytl] = _V[XY)Q = [yXY]n = (‘VX)Q X Yfl. S_ (1] X Yfl, = Yl‘], = Yy & Yn_

_1 .
Logo, X " & Yn.' _

-1 -1
XeXx = (X} < X .
n o n

Reciprocamente, y € X’1I=é yX € (1) = (yX)n s (1) = yX, S
(1) = y e (Xn)'l. Logo, X' & (XQ}_I.

Se o a-sistema ¢ total, Y = X implica Y = xh .a

it

(2.17) Proposicfio. Todo n~-ideal invertivel & um s—ideal.

vl

Demonstragfio. Seja X, invertivel. X xY = (1) = X =Y ((2.186)).

»

= =1 = ) = ] -_
Pela proposicio (2.15), Xr; = (Y )u (Xn,)u Xu (a Glti
ma lgualdade segue do fato que o wm-sistema &€ menos fino que o

n-sistema. s

Seja D um dominio com corpo de fregdes K. Unm sistema total de
ideais de K#, o n—sisfema, é dito aditivo, ée dados x, y € Kwl e Xe&
3(K’J;.x, y € X; = X+ V€ Xﬁ v {0}, isto-e, Xn v {0} ¢ um ideal ' fra-
clongrio de D. | |

Neste caso, X = (Fo)

X'n
: * ) *
c
De fato, FX < Xﬁ v {0} = FX < X& =3 (FX)n < Xﬁ. Por outro ladeo, como
P e BK) e F. X € (F.)
Fy e (K), e X< F, segue-se que ¥, € (Fy .

. .
Dado um a-sistema total aditive de K, cblemos uma aplicag8io do
conjunto ¥a(D), dos ideais fracionarios nfio-nulos de D, em =1 mesmo da-

da por 4 — A[1 = (A*)n v {0}, a qual tem as seguintes propriedades:
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(1) As An’ para todo 4 € Fa(py.
e Y v {0} =

A), = Ac (A ),1 v = Aa' _
(11) A € Ek == A@ < Bn' para dquaisquer 4, B e Fa(D),

o L - . - -
A< B =(B) vi} =4 <(B) —=(4) €(B) —4 SB.
(1ii1) {XD)n, = xD, para todo x € K.
¥ L4 L3 L

(xD)n = ((xD) ]nu {0}t = (xD ]nu {0} = x(D )nu {0} = xDuv {0} = xD.
(iv) XA, = (x}%}n’, para quaisquer x € X" e A e Fn(D).

(xa),= ((x)") v {0} = (x4),v {0} = x(A),u {0} = x((4),v {0}) = x4,.

Una apilcacio a:Fa(D) —— Fal{D) com as propriedades (i) a (iv)
acima é chamada um sistema de ideais de D, o a~sistema (Cf. [Gr-1], 1l e

[Gr-2], 5). As imagens An sfio chamadas n-ideais de D.

Um n~ideal An & dito finito se existe umt idezl fraclonadrio de D finita-

‘mente gerade M tal que Hn = An.

£

Dado um sistema de idea_is de D, o ~a-sistema, podemos definir
-
para cada X € B(K), X, = (Ex]a. Obtemos assim um sistema de 1deais

aditivo de K .

De fato, dados X, Y e ﬂ(K*) e X € k.

* R
X c Fx < (Fx)n, = X c (Fx}u’ (11}‘
* . _ * *
Xe Yn, = (JFY}’L = FX < (FY}n, = (Fx)n, = (FY)n. = Xn. = (FX)n. < (FY]n.
=Y, (1))
1

* * & .
{x}n = (XD)n = (xD) = xD (x) , (Is].

] * * * *
xXn=' x({Fy),) = ‘(:l:(FX)Q) (xF ), = (F 0, = (xX),, (1),

Falta apenas verificar que o .gistema & aditivo.
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* L3 . * *
SeJam x, ye K. eXe B (K); x, yeX = (F) = x v e X, v {0} =

= (Fx)nm:'x-i»yexnu{o}.

(2.18) Proposig8io. Sejam ¥ = {sistemas de ideais aditives de K} e
§ = {gistemas de ideais de I}.

A aplicagéo ¢: ¥ ——> S, onde go(fz):fl — (A‘)a v {0}, & uma bijegho
A —> p(n}

com inversa £:5 —> ¥, onde £(u)X: #—-> (FX}: .
U —> E(u)

Demonstraciic. r € ¥ e X e BK).

* * * r
XEotp(n) =. {FXJQO(&) = ((FX]IL' v {0}) = [FXJn, = Xn, . Logo,
Eopln) = n. , ‘ ]
‘. Dados ue Se A€ Sv'zlz(D],
& . » . '
chg(u’) = Ag(u) v {0} = (FA*}u. v {0} = Au, v {0} = Au. . Logo,
po§{u) = u.m

Vamos convencionar representar @{n) por n e £(u) por u, isto &,

' [ . L3 *
dados A € ¥al(D), .'ﬁn, = (4 )n‘_“' {0}, e dado };e B(K ), X, = (FX)u -

(2.19) Corolario. Dado um sistema de ideais aditive de K’, o n~sistema,

existe uma bijechio f entre R (o mondide dos a-ideais

de K‘) e R o conjunto dos n-ideais de D.

Démonstréqéo. A fungde f:R — R tem como inversa a fungéo
X, +— (Fy), '

n n _ .
fog(Aa) = £{{4 )n,} = (4 )nu {0} = An_' gof'(Xn) = g({FX}n] = (FX Jrf X, €
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Vamos considerar em K" um sistema de ideais aditivo, o a-sis-

tema.

Em 3 vamos definir uma operagio, chamada n-preduto, pondo

4, x B = £((a4)) x £UB)) = £0(4), x (B)) = £(4B)) =

(FA*Br]n = [A'B]n , onde A, B e Fa(D).
A coperacfo acime estéd bem deflinida.
*
De fato, dados 4, B, €, E e #Fa(D), An = C& e Bn = E"1 =a (A ]n. =

« * * * * * *
= (C ]n e (B }n = (E )nfé An X BQ = f{(4 )n¥ (B }n) = f((C‘)nX (E ]Q} =

]

C xE.
n n
"R com o a~produto é um mondide ordenado (An = Bn « 4, 2 Bn)'
~ com identidade D.
De fato, dados 4, B, C € FalD), ‘AnxD = (A'D)n. = Au e

e * * * - ¥ * * -

An = Bn = (A )n 2 (B )n &> (A )n = (B )n = (4 )n x (¢ )n =
* ] * ¥ * & * ¥ * %

(B )nx (C )n<=> (AC)RQ (BC]n. =3 f[(-AC]n] Qf((BG)n) s

(Fﬁfc*)n 2 (Fffc'}n = [A'C]n = [B.C)n = An X Ca = Bn X Cn'

(2.20) Proposic¢8o. A aplicagio f:R ——— R do corolério (2.18) é um

o-isomorfismo.

Demonstracio. f[X&x Yn] = f((XY}a} = {Fkqu% {FX'FY)n = (Fx)n x (FY)n =
f(Xn} X f(Yn). Logo, £ ¢ um homomorfismo de monéides.

f ¢ uma bijegfio pelo corolario (2.19) e f,g sio crescentes claramenie.a

As proposigdes (2.18) e (2.20) mosiram que a nogdo de sistema

de ideais de um dominio, como apresentada em [Gr-1]1, [Gr-2] ou [G]
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pode ser consideradas como caso ‘particular dds n~sistemas de Jaffard em

[J-11.

Ve jamos agora alguns exemplos de sistemas de idealis (segundo
. :
Jaffard) aditivos de K e seus correspondentes sistemas de ideais (se-

gundo Griffin ou Gilmer) dec dominie D.

*
Exemplo 1. O s-sistema de K ¢ aditivo, e seu correspondente & defini-
do per:

f= v = (N @Yoo = | @) = e,
| e'24" «n*24" wh24

para todo 4 € ?n(D).

®
Exemple 2. 0 d-sistema de K também & aditivo, Xd = F;, para todo X &

3(K¥). 0 sistema de ideais de D que lhe corresponde. ¢ dado

por:

r

Ay= (A) U0} = F# u {0} = 4 U {0} = 4, para todo 4 € Fn(D).

. *
Exemplo 5. O i-sistema de K ¢ definido por X, = L F,, para todo
) £
€

*
X e B(K).

Ve jamos que o i~sistema de k' & aditive. Sejam a, b € K e
a, b e Xi eat+t+b#(Q ae Fu ebe Fﬁ.’ para Fe FF £ X, finitos e nao
vazios. F U F € (FuUF) eFuPF 5k

1 8 o '

a be (Fu F,]@ = a+ be (Fu F’Ju (pois o us~sistema & aditivo).
Portanto, a + b = Xt .

D.terminemos agora o seu correspondente sistema de ideais do



dominio D.
Para cada A € Fa(D), A, = (A') u {0}, (A*) = [J
; z t ¢
_ X<
| ; X e
)t"‘51 = N xD . Donde, At = U . { N xD&] v {0} =
xD2 X X<4 ,“xD2X
X € FlK )
= U. [[ N xD*]u{o}]= U. [ N [xu'u{o}]].
XS A MxD2X x4 Ltxp2X
Xe FK) X e ¥(K )
Xs4 e F sS4 xD 2Xe xD2F_. Portanto,
4= | [ ﬂ""-’D]= U {(F,)
1 pca Lxpar F.ea X%
X » X X .
Xe F(K ) X e F(K)
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: _ | _ . . .
Ve jamos agora um exemplo de um sistema de ideais de K nio adi-

tivo. 0 o-sistema ¢ um tal exemplo, quando D n@o é anel de valorizagéo.

* L
De fato, seja x € K tal que x, x ~ ¢ D
{1, X}o = (1} v {x). Temos 1, x € {1-,X}0 , mas 1+ x & {1, X}a'
Se 1l + x e {1’3}«&' entfio 1 + x ¢ (1) ou l + x € (x).

/

1+xe {l) =x¢€ D.

. : .
" 1+xe(x) =1+x=5% s5€D =1=%2(s~1) =s5#21=1¢xD=

-1
¥ & D.

-Ambas as conclucfes contrariam a hipdtese x ¢ D e x"1 ¢ D.



CAPITULO 3

ldeais Primos Essenciajis em Anéis com s—Multiplicagéo

_Nosso_objetivo neste capitulqré.a generalizacdo da teoria de
Sheldon em [Sh-1] sobre ideais PF-primos em MDC*dominiés, para anéis
;COHI g-multiplicacho. FEsses 1dgaié PF~primos - que s&0. oS primos
eséenciais em MDC-dominios - sf@io explicados basicamente através da
nogdoc de sistemas de ideals tratada por wQKrull, J.Dieudonné e P.
Lorenzen nas década&“. dos 30 e 40, e sistematizada depois por P.
Jaffard no classico Lés Systémes d’Idéaux (1880).

| Comegamﬁé entdo com um estudo sobre anéls com s-multiplicagéo,
tendo como meta estabelecer os ;esultados necessarios ao objétivo
precipuo deste trabalho, e, por outro lade, “situar" esses anéis entre

os dominios integralmente fechados mais importantes.

Um dominio D é chamado um anel com s—multiplicacée, se o
_mondide dos ms—-ideais finites de G(D) (= grupo de divisibilidade de n,

é um grupo com ¢ m~produto.
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Como X, = X para cada X € %(G(D)), D & um anel conm

P
s—pultiplicacéo se, e somente se, os i#-ideais finitos formam um grupo
com o i-produte. HA vantagem em trbalﬁar com um si.stema total de
carater finito.

Pela proposigéo (2.14), D é um a.ne;l com g-multiplicacéo se, e
somente se, o mdn@ide ?{f, dos s~ideais finitos de K‘, & um grupe com o
s-produto. Observe que também .‘Rf = {i-idealis finitos de K‘}. Pela
proposigéo (2.20) Rp = Rr’ onde Rf = {w-ideals finitos de D}. Assim, D

é anel com s~multiplicacio se, e somente se, Rf € um grupo com ©

s~produto. Temos também que Rf = {{~ideais finitos de D}.

Uma questio que surge naturalmente a esta altura é a seguinte:
porque definir anel com w~muliipl igac;éo e niéo anel com a—multiplicagfio;
on;ie n & um sistema de idealis arbitrarios de D? A resposta & simples:
Da proposigfo {2; 17} e da observagéo apéé a proposicéo {2.8), segue que
definir anel com a~multiplicacéo ¢ equivalente a_'definir' anel com
w-multiplicacfio, a razéo da escolha é que -_quando trabalhamos com o
u-sistema; éstamos lidando com um sistema de Iideais _concrefo (os

w~ideais identificam-se com os idezis divisoriais em [Bo] VII 1.2).

(3.1) Proposigéo. Todo anel com s—mulbtiplicagéo € integralmente fechado

o

Demonstracdo. [Gr-11 Th.5 e Prop.4. ou [J-1] Chap I, § 4, Th.1, 3 .=

A reciproca da proposigfio acima nic & verdadeira, por exemplo,

D=K+ Monde K é.um corpo € M € o ideal maximal do anel de polindmios
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K(x){yl, geradd por y, é integralmente fechado mas nfo ¢ anel com

s-multiplicagdo (veJa demonstra¢ioc no final do Capitulo 5).

(3.2) Lema, Seja D um MDC-dominio. B & Priifer se, e somente se, D é

Bezout.

Demonstragio. Uma das Implicagdes & o6bvia. Na outra diregfo, seja I um
ideal finitamente gerado de D, I = FX,IX =.{x1,...,x } g
. . n

D. Como D & Priifer, entéo existe Y = {yl;...,yh} € K, K= corpo de
&

fragdes de D, tal que F}pFY = D. Dat temos Y &€ D . Desde que Yd = (Yu)d

{(pois 4 ¢ menos fino que d ), entéo, Fy = Fy ='F(f ) = F, . Como D é
] - d uw'd 15

MDC-dominio, Y, = (y) = yD*, onde y = MDC{yi,...,yﬁ) € D.._E, portanto,

F} = EY0= F{y} Assim, D = Fk”F{y}' 0 que implica, I = Fk = F{yfl}.

Logo D & Bezout.m

/

(3.3} Proposigiio. Um dominic D é um anel com s—multiplicagfio se, e
somente se, seu grupo de divisibilidade G(D) é
subgrupo de um grupe reticulado G’ e para cada g’ € G' existenm By v

g ¢ G tais que g’ = 1nfG,{g1, ...,gh}.
Demonstracido. [H-0l, Prop. 1.5.m
(3.4} Corolério. Todo MDC-dominio é anel com s—multiplicagdo.

Demonstracédo. Seja.D um MDC-dominio. Por ([Gl, Chap.III, Th.(186.2)) o

grupo de divisibilidade G(D} de D é reticulado. Segue da
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proposigio (3.3.) que D & anel dom s-multiplicagéo.m

A reciproca nio ¢ verdadeira, por exemplo Z[V-5] é anel com ws-multil-
plicagiio (pols & Dedekind) e nfic & MDC-dominio {p.ex., nio existe

MDC (9,3(2+ v-5)) ).
(3.5) Proposigfo. Todo dominic de Priifer é¢ anel com s—multiplicacdo.

Demonstragéo. Sejam D um dominio de Priifer 'e K seu corpo de fragdes.
* ' '
Seja X € F(K). Como D é Priifer, exlste Y € ?(K’) tal que
= ' — - = . hd L = * . .
FﬁoFY = D, Assim, FXY =D ou equlyalentemente, FXY' D. 'Isto é&,

(XY)

4 =ULEm%;%xY;(H%=(Mﬂ£ufﬂ%=(Ud

A reciproca da prbposiqao acima também ndo ¢ verdadeira, basta
‘tomar um MDC-dominic D que nfio & Bezout. Seéue do lema (5.2] e do
corolario (3.4) que.D é anel com ws-multiplicacdo e nfo & Prifer. Por
exemplo: Z[x] €& um MDC-dominio .que nfo ¢ Bezout (.(2,%) ndo &

principal).

(3.8} Proposigiie. As seguintes condigdes sobre um dominio D s8o
equivalentesﬁ |

(1) D & um anel com s~multiplicacgBo tal que o grupo reticulade dos
s-1deals finitos satisfaz a seguiﬁte condigdo: cada elemento posi-
tivo € maior que somente um ntmero flnito de elementos dois a dols

disjuntos.

(2} D é um anel com s-multiplicagfio no qual um elemento n&o nulo per-
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tence a apenas um numero finito de t-ideals maximais.

(3) D é um anel de tipo Krull.
Demonstragéo. [Gr-1], Th.7.®
(3.7) Corolério. Tedo anel de tipo Krull é um anel com s—multiplicacia,

A reciproca nfio vale, tome como exemplo um dominioc D que tenha
grupo de divisibilidade G(D) = ZxZx ...(produto cardinal infinito).
Um tal dominio existe pelo Teorema ae Krull-Jaffard-Ohm. D é anel com
u;multiplicaqao (pois & Bezgut). D nﬁo. ¢ do _tipot Krull, peois:
(1,1,...) G{D]* e.1, 1,...) = (1,'02...), (06,1,0,...),... que s8o

dois a deois disjuntes.

Un ideal primo P, de um dominio D, tal que D, é anel de valori-

zagio é chamado um ideal primo essencial. (Cf. [Sh-1]1, Th.2.2).

Observacio. Se P e Q sio ideals primos de um dominio D, DP € DQ se, e

somente se, Q € P.

(3.8) Proposigéo. Um ideal primo contide num ideal primoe essencial &

essencial.

Demenstracie. Sejam P um ideal primo e @ ideal primo essencial de um
dominjo D. Suponhamos que P & Q. Pela observagéo acima

DQ g-DP. Como DQ & anel de valorizaqﬁo, entéo € DP anel de valorizagéo,

isto &, P & ideal primo essencial.ﬁ
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Um conjunto parcialmente ordenado no qual dols elementos néo

comparavels nio tém cota superior ¢ chamade uma 4rvore.

(3.9] Proposicie. Sejam D um dominio e P um ideal primo essencial de D,
0 conjunto dog ideais primos de D contidos em P é 11i-
nearmente ordenado. Portanto, ¢ conjunto dos ideais primos essenciais

de D & uma Arvore.

Demonstragéo. {Dy; Q & um ideal primo de D e Q€ P & um.conjunto de

sobre-anéis do anel de valorizacgéo DP. Portanto & linear-
mente ordenado ({E}, Th.6.6) Segue dai que {Q; Q ¢ um ideal primo de D

- e Q £ P} & linearmente ordenado.n

(2.10) Lema. Sejam D um dominio com corpo quociente K e $ € D multipli-

cativamente fechado. Dados a, ...,a e D‘, (a., ...,a) =
X 1 n 1 n 4

= [ implica ((ai, "'fan]DS)u = De.

Demonstragéo. (a;, ceeya J&9 = [} yD=D e 1€ yD para qualquer
n yDsa _
1
*
yeK

E 3
¥y € K tal que yD 2 {ai, ...,an}.

i

ueremnos Povér ue € kD , para qualquer x e * tal e xD
Q p que 1 g» Para qualq K qu S

. {ai, .;.,an}.

. . : *
XDSQ {al, ...,an} <= existem di,...,dneD g seS tais que a,

[

= x El = xdis'1= di(xs"i] € (xs7')p, para todo 1 = 1,...,n & (xs )D

w

{ai, ...,an}, para algum s € S = (xs™)D > 1, para algum se€S e

=xs 'd, para a}gum de Des 1 € XDSﬂ Portanto, ((al,...,an}DS)m = DS .B
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(3.11) Teorema. Sejam D um anel- com n-multiplicaqao e P um ideal primo

de D. P é essencial se, e somente se, F} < D.

Demonsiragio. Seja K o corpo quociente de D. Suponhemos P essencial.

Sabemos que P, & D. Queremos provar que P} c b

t
Suponhames, por absurdo que D = Pt== [J] (F) . Ent8o, D= (F} , para
Fcp _® v :
Fe (k")
algum F & P flnito e ndo vazio, digamos F = {al, ...,ah}, a1 € P. Pelo
lema (3.10},_ ((al, ""an]DP}w = DP. Cémq DP anel de valerizacio,
(ai, ...,an}DP = alﬂp, para algum i = 1, ..., n. Consequentemente DP =
= ((al, ""an)DP)w'= {aiﬂPJu =;a10P [= PDP, 0 qge é_absu?do{ péis PDP é
o ideal maximal de DP. Logo, Pi c In
Reciprocamente, suponhameos gue F} ¢ D. Entgo, existe um {-ideal

.maximal M de D tal gque FE £ M ([J-11, Chap.I, &4, Th.9). Por um teorema

de Griffin, DM € um anel de valorizagéo ([Gr-11,Th.85). Como P’'S F} < M,

segue—se que DM c DP. Logo, DP & apel de valorizacgio, isto &, P é

essencial. o

(3.12) Proposiqéo. Se P & um ideal primo de um MDC-dominio . D, entdo as
seguintes af irmagdes sfo équivalentes:

(i) P = Pl , isto é, P é um #t-ideal.

(11) P, c D.
{ii1) P & essencial,

(iv) P & PF-primo.

Demonstracéo. (1) = (ii):
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Claro, pois P é ideal primo

(11) = (1i1):
Todo MDC-dominio é anel com s-multiplicacio. Logo, pello.teor‘em.a (3.11),
P & essencial.
| (111) = (iv):

[Sh~-1]1, Th.2.2.

(tv) = (i):
Seja K o corpo guociente de D. Temos que Pt= U (Fy . se
Fep | °®
_ _ Fe FK)
P = {&1’ ...,an} < P, (al, ...,anlﬂ = M (b) = {e}, onde ¢ =
(bl2(a ,...,a )
‘1 n
- bekK
=MC{a, ...,2) € P. loge, P, € P. Como PE P, entBo P=P,. =©
1 n i b -t

(3.13) Teorema. Em um anel com o© s-multiplicacfio, todo ideal prime é

uma uniso de ideais primos essenciais.

Demonstracio. Sejam I um anel com ¢ s-multiplicag8o e P um ideal primo
de D. SeJa S = D\ P. Dado a € P, temos {a)t = (a) € P,
isto &, (a)t n S =@ Logo, existe um twideal. primo -Pa - {a)t tal que

Pa nS =g, ([J-1]1, Chap.I, §4, Th.9). Entéo P, < P, donde P = J(a) =
- aeP

< U pa € P, isto ¢, P= |} Pa. Como (P'a)t= Pa € PcD temos que
acP acP : .

cada Pa & um ideal primo essencial.m

(3.14) Corolaric. Em um MDC-dominio todo ideéal prime & uma unido de

jdeais PF-primos.
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Demonstragio. Todo MDC-dominio é anel com s-multiplicagdo, e 08 ldeals
PF-primos coincidem com os primos essenclals em MDC-domi-

nios. m

(3.18) Coroléario. Em um anel com s-multiplicagfo vale:

{i) Todo ideal primo préprio (ideal primo # (0}) con-
tém um ideal primo essencial préprio.
(ii) Toda ndo-unidade esta contida em um ideal primo essencial.

(ii1) Todo ideal primo minimal € um ideal primo essencial,

Demonstragio. Seja-D um anel com s—multiplicagéo.
(i):

Seja P um ideal primo prépric de D. Por (4.5) P = 1 P, onde
el

Pi ¢ ideal primo essencial para todp'; € I. Ora, como P é um ideal pri-
mo préprie, entéo P1 é primo essencial prépr'ior para algum i € I.
Logo, P contém um primo essencial prépfio.
(1i):
‘Be d € D\ D', entéo d_e P, para algum ideal prime P de D, e

P =] Pl, Pi primo essencial de D para todo i € I. Ent#o, existe 1 € I
iel

tal que d € Pi.
{(ii1):

Seja P um ideal primo minimal de D. P = |] Pi, P primo essen-
' 1€]

cial de D para todo i € I, Logo, P = Pi para todo 1 € I. Entéo, P é um

ideal primo essencial.m
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(3.16) Corolarioe. Em um MDC~dominito valem
(1), (ii) e (iii) de {3.15).

([Sh-1], Cor.3.2).

(3.17) Teorema. Seja D um anel com s-multiplicacdo. Entéc, D ¢ dominio

fatorial se, e somente se, todo ideal primo essencial é

principal.

Demonstragio, Suponhamos que D é um dominio fatorial. Seja F um ideal

primo essencial de D. Enté&o, P_a (x) = (0), (x) um 1ideal
primo principal. (Cf. [K], Th.B). Logq! D, < D[x} c‘K, e portanto D(x]
¢ anel de valorizagfo (pois DP é anel de valorizagéo). Ora, DP ¢ domi-
nio fatorial (pois D é dominio fatoriall, isto &, G(DP} & uma soma car-
digal de cédplias dg Z. Por outro lado, DP ¢ anel de valorizagio, isto ¢,

G(DP] ¢ um grupo totalmente ordenado, Poftanto, G[DP} = Z. Logo, DP é

anel de valorizagio discreta de posto 1. Assim, DP ='D(x)’ o que acar-

l-1

= (x)D

P =3 y=2,re(x)e

reta P = (x). De fato, y € P = y € PD (x)

t

s ¢ (x) =y € (x).

Reciprocamente, se P é um ideal primo dé D, entdo P contém wum
ideal primo essencial. Logo, P contém um ideal primo principal, isto é,'

D ¢ dominio fatorial ([X], Th.5).s

{3.18) Coroléario., Seja D é um MDC-dominio. Ent#Zc, D & dominio fatorial
ge, e somente se, todo ideal primo essencial de D é
principal.

([Sh-11, Th.3.3).
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Observagéo. No artigo "Prime Ideals in GCD - Domains", Sheldon mestra
‘que um MDC-dominic Noetherianoe £& um dominio fatorial
(Cor. 3.4). Para anéis. com s—multiplicagéfo 1éto nio vale, basta tomar

um dominio de Dedekind nfo-fatorial ([Z¥-5] ¢ um exemplo).

(3.19} Proposigéo. Tode anel com s-multiplicagBo é uma Intersecfio de
sobre-anéis de valorizagic essenciajs. Em particu-

lar, se D ¢ um anel com w-multiplicaglio, D = [] DP' onde A € o conjunto
’ FPel '

dos ideals primos essencials ou o conjunto dos ideais primos essenciais

maximais D,

Demonstracio. Dados Xy veesX € D, (xl, .._.,xn)u = Fxl, ""Xn)t'

Logo, o conjunto dos {- ideais finitos de D, com o {-pro-

duto, € um grupo. Assim, DP é¢ um anel de valorizacfio para todo #ideal

maximal P de D ({Gr-1], Th.5), isto &, todo i{-ideal maximal & primo es-

sencial. Entdo, D = ﬂ D 2 [1 D, 2 D {[Gr-1], Prop.4). =
P P
P t-ideal P primo
maximal essenclal

(3.20) Coroléario. Um aznel com s~multiplicacgéo com somente um numero fi-
nito de ideais primos essenciais maximais & um domi-

nioc de Bezout.

Demonstragdo. Pela proposigéo anterior D ¢ uma intersegfio finita de

anéis de valorizagho, portanto D é de Bezout ([Kl, Th.

107) .8
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(3.21) Corolario. Unm MUC—domihio com somente um nimero finito de
ideais primos essenciais maximais ¢ um dominio de
Bezout.

([Sh-1], Cor.3.8).

(3.22) Corolaric. Um anel com w—mulﬁiplicaqﬁo no qual os primos essen-

clais estio linearmente ordenados €& um anel de

valorizacéo.

Demonsiracio. Seja D anel com w-multiplicacéo com a hipbétese acima.
Entdo, D tem um danico idgal primo essencial maximal P.

- Logo, D é& um anel de Bezout local, isto &, D & anel de vélorizagéo u.

(3.23) Corolaric. Um MDC~dominio no «qual os primos essenciais s#o

linearmente ordenados ¢ um anel de vzlorizagio.

([Sh-1], Cor.3.8].

(3.24)‘Téorema.15eja D um anel com u—multiplicaqéo. Entéo, D & dominle

de Priifer se, e somente se, os ideais primos de D for-

mam ums. arvore.

~ Demonstragio. Se D é dominio de Priifer, entfo todo ideal primo & primo

essencial. Portanto, os ildeais primos formam uma Arvore.

Reciprocamente, seja P um ideal primo de D. P = (] P, P

o
aeh

ideal primo essencial para cada « € A. Us Pa- formam uma. cadeia {(pois

estfic contidos em P). Queremos provar que DP € anel de'valorizaqéo ou,
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equivalentemente, P, ¢ D.Suponhamos que P, =D, (Pt € D). Assim, 1 € Pl

=| U Pa] , 0 que implica que existenm a, --.,8 € Lj‘ﬁm tals que
eh It ‘ ; % aeh
. . _ b
1€ (a1""’ah)u‘ Como {Pa}aeﬁ & uma cadeia, existe ﬁu tal que a eP,
i { = <
para todo i 1, ...,n. Llogo, 1eg [31’ ce, an)“._ (P'm)t , isto &,

(Pa}t = D, o que. & absurdo, pois P“ essencial. Logo, P, < D.m

(3.25) Corolario. Seja D um MDC-dominio. I é dominio de Bezout se, e

somente se, os ideais primos formam uma Aarvore.

(ISh-11, Th.3.7).

Demonstragdo. Como D é um MDC—dominio; entdc D €& Bezout se, e somente

se, D é& Prifer.m

(3.26) Corolario. Todo anel com s—multiplicagio de dimensio (de Krull)

1 & um dominio de Priifer,.

Demonstraqao; Toda cadeia de ideais primos de D é da forma (0} ¢ P, ©
que implica que oz primos formam uma arvore. Logo, D é de

Priifer.m

(3.27) Corolario. Um MOC-dominio D de dimens@o 1 é dominic de Bezout.

({sh-1], Cor.3.9).

A dimensfio essencial de um dominie D, denotada E-dim{D), & o

suprenc dos comprimentos das cadeias de 1ideais primos essenciais.
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Denotamos por K-dim(D), a dimens@c de Krull de D.

(3.28) Proposicdo. Se D & um anel com s—multiplicag8o que ndo € corpo,
entéo:

(1) 1 s E-dim(D) = K-dim(D).

(it) D dominio de Priifer = E~dim(D) K-dim(D).

Demonstragfo. (i): .

th

Evidentemente E-dim(D) K-dim(D)}. D nio corpec = D poe-
sui ideal primo nfo nulo — D possul ideal prime essencial nfo nule =
1 = E-dim(D].

(ii):

D Priifer ¢ todo ideal primo € primo essencial = E-dim(D) = K-dim{D).a

{3.29) Corolario. Seja D um MDC-dominic que nfo & corpo. Entdo:
(i) 1 = E-dim{D) = K~-dim(D).
{ii) D Bezout = PFfdim(D) = K-dim(D).

([Sh-11, Prop.4.2).

Sheldon no seu artige [Sh-1] conjectura que: se D €& um MDC-do-

minio e PF-dim(D) = K-dim(D) < w, entZo D é um dominio de Bezout.

[

No caso de D.ser um =anel com u¥mu1t1plicacao e E~dim(D}

= K-dim(D} = 1 temos que D ¢é Priffer. Esta tltima afirmagfio nos leva a

conjecturar que: se D & um anel com ws-multiplicagdo e E-dim(D)
= K-dim(D), entdio D & um dominio de Priifer. Esta conjectura nos parece

mais acessivel, mas até agora nfo conseguimos prova para a mesna.



CAPITULO 4

Uma Correspondéncia 1-1 entre Ideais Primos Essenciszis e Filtros Primos

 Generalizando um resultado de Krﬁll para anéis de valorizacdo,
Sheldon estabelece em [Sh-1] uma bijegio que preserva inclusao entre
:os ideals PF-primos de um MDC—domihio D e os filtros de sen grupo de
divisibilidade  G(D), induzide pela demi-valorizagio canénica
w:K* — G(D), onde K & o corpo de fragbes de D. Quando D ¢ um dominio
de Bezout (em particuiar se D é anel de valorizagdo) os filtros primos
correspondem a todos ﬁs ideais primos de D. Em nosso trabalho generali-
Zamos ésses Pesﬁltados para aneis com s—multiplicagéo; neste caso,” o0s
{-ideais primos préprios de D (isto-é, os ldeais primos préprios. es-
senciais P de D tais que P, = P correspondem aos filtros primos do

4

u;grupo de Lorenzen de G(D).

Dado um grupo ordenade G munido de um ~-sistema de ideais tal
qgue ?r € um semi-grupo cancelative (isto &, 9 tem a 'propriedade n—y
finita segundo Jaffard), est4 naturalmente associado a G o a-grupo de

39 ) '
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) ) X
Lorenzen A . Os elementos de A s8o de forma i , onde X e¥Y € R,
n n Y n n f

X X n
n_"n Voo oy ~
e, 7; = Y; se, € somente se, Xﬁ ® Yn Xn 4 Y“: A operacgio em An é
Xﬁ X; Xn X X& . X
definida por - ¢ o = ~ , 0 elemento unidade de A & 1 = o '
. Y Y. Y xY . n X
n n n n n
Xn
Xn € R{. Além disso, An estd ordenado por: '?— =1 sge, e somente se,
' n
> c
Xﬁ Ya {isto &, Xﬁ c Yn)'
As aplicagbes G —— ﬂf e ﬂf —_— An 580 o—homomorf ismos
X
x +— {(x) ‘ R
Xn. (1)

injetores, assim a aplicagio G — An ¢ um o-homomorfismos injetor,
(x)
XI—‘—-—-)'E"H
" e, portanto, € pode ser considerado como subgrupo de An'

Comno Rf ¢ reticulado inferiormente,‘An & um grupo reticulado,

lnfﬁf[xa X Yn’ Xﬁ X Y@]

X’
n
onde inf [ -— , o ] = 3
ﬂn Ym Yn ‘ Yn b4 Yn

S

Os resultados apresentados sucintamente acima encontram-se em
[J-1]1, Chap. II, 8§2. Notemos que ﬁn = ?r se D & um anel com s—multipli-

cagdo, pois neste caso ﬂ} & um grupo com o'nrproduto.

(4.1) Proposigfio. Tedo grupo reticulado € o—isomorfo a seu wm—grupo de

Lorenzen.

Demonstragfe. Seja ¢ um grupo reticulado. Todo s-ideal finito de G ¢

principal.

s X

v
=

De fato, dado {x,...x} € G, (y) 2{x,...x} & x
. 1 n -.1 n

=z = inflx,...x} 2y e (y) 2 (z).
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Por outro lado, (z) 2 {xl,...xn} pols z = Xpooo X
Logo, {xi,...‘xn}“= (z).

Agora as aplicagdes G —— fRf e fRf — Aﬂu s8io o-lsomorfismos

X — (x) (x)
(O 13y
| g, () _ Gy) ). Portant l1cacéio G A

(dados (%), (y) € Rf, 57 = D . Portanto, a apllcagdo — Ay
% {x}
/1y
é um o~isomorfismo.m :
(4.2) Lema. Sejam D um dominio, K seu corpo de fragdes e

*
* K . . x .
wK—> G = 5 @ semi~valorizago candnica.

" Se P é um ideal primo essencial préprio de D tal que P = Pt .

entdio w(P ) & um {-ideal primo de D.

Demonstragao. w(3*)t'= U {wlx ), ..., w[xn)}u=
w(xl}ew[P ) :
= U Hwlx ), o, wlx )}
x ep ?
3
{wlx), ..., wlx)} = N (w(y}) = [ (wly)).
.. n Mwly))ow(x ) - (ylex,
w(z) e w(P*)t — w(z) € {w[xi), s w(in)}u', para X, . X e_P*.
w(z) € {w[xl), uu[xn)}‘ul & w(z) € (w(y)), para tode (y) = X
i =1, ....,n, = z e (y), para todo (y}axl, i=1, ...,n<
Z e {Xi, ...,.xn}&g P:= F.

Como z € K, entdio z € P . E portanto, w(z) € w(P).
Logo, w(P'), € w(P'). Entio, w(P) = u (P*Jt.'

Ve jamos agora que w[P‘) = w(P*)t ¢ primo.
PP e’ = wrh s w(D) = G,

Sejam w(x}, w(y) e G+ tais que wix) + w(y) e w(P'J.
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w(x) + wly) = wixy) e w(P) — Xy € P =:-.x e P ou y € P wix) €
un(P*) ou wl(y) e w(P').m

(4.3) Lema. Sejam D dominio, X seu corpo de fragbes e

L]

o= 8

@K —> G = a semi-valorizagfio candnica.
Se £ & um {-ideal prime de -G, entfo £(X) = w—l(E} u {0} é& um

ideal_ primo essencial préprio de D tal que E(E)t = F(Z),

DemonstracZo. Sejam ¥ t-ideal primo de G e £:2 +—o w"l(E]_U {0}.
| Vamos provar gue E(E)t = £(Z) ;e_que £(Z) é um ideal primo
de D. |
£(Z) & um ideal de D:

D i £(8) € D. £(Z) # o.

£€G, = wd) = oD ¢ w W@
Seja.m X, ¥y € E(Z]* = w (). Se x - ¥y =0, entéio x - y € £(3).

Se w(z) & tal que w(z) = wix), wly) {ou equivalentemente (u(z)) 3 w(x),
wly) = w{-y)), enté.o‘m(z] = w(x - y) (ou equivalentemente w(x - y) &
{w(2))).

Portanfo, w(x - y) € Vo {wlz)) = {w(x), wly)} €Z =Z.0que
: o i
(w(2))2w(x), s{y) :

implica que ¥ -~ y € @ (Z). Logo; X, y € €(Z) = x - y e £(X).
Sejam a € D exe &(2]* = w (%),
w(x) € £ e wla) € G+'=# wlax) =Iun{a} *wlx) e (wlx)) sZ, =% — axe
e w (3. Logo; a€ De x e & (X) = ax ¢ E(I).

£(%) & primo:
Xy € w(z) = E(E}‘ = wlxy) = wlzx) + wly) e £ = w(xj € 2 ou w(y) e =
— xew(Z) ouye u (D). Logo, xy € £(%) = x € £(5) ou y e &(=).

Finalmente vejamos que E(Z)t = £{Z).
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Basta mostrarmos que E(E]t S E(3:).

E(z)t:= x}cjes{z){xl’ coey X}
{x, ..., Xﬁ}u = i ‘(.y}. Podemos ;supor x, * 0, pols 0 € {y) = yD para
(3()5»)(i
tode y. Entdo, £(%), = leszw“l(zfi' e XY
Seja z € E(Z}t , z = 0.
z e {xl, e, xn}“ , para X, ..., X € s HE) = z € yD, para todo
yP3x,i=1 ..., "= zeyD, para todo yb > x,i=1, ..., n=
w(z) e w(yD) = w({y)), para todo (y) = 'xi, i=1, ..., n=
w(z) € N wy) = N {w(y)) = {wlx), ..., wx)} ¢
(ylax (w(y)lsw(x) L ., :

w(w-l(il))t = 3, = I. Portanto, z ¢ w;1(2] = g[g}*

Logo, (E(E])t & g(2).m

(4.4) Proposiciio. Seja D um dominio com corpo de fragdes K. A semi-va-
. *

4

lorizéqﬁo canénica w: K*—-) G = B induz uma bijecgéo
enire o conjunto dos ldeals primos essenciais proprios P de D tais que

P = Pt e 0 conjuntc dos {-ideais primos de G, dada por ¢:P —- m{P‘}.

Demonstragfio. ¢ tem como inversa a aplicagBo £:2 —— (%) v {0},
De fato, o£(2 ) = olu ™ (Z) v i{0}) = wla (£)) =% e

Eop(P) = £(w(P)) = w  (w(P)) v {0} = P v {0} = P.m

Na demonstracfio acima usamos gue o (w(P)) = P'. Decorre da
- * #* - .
teoria dos conjuntos que w 1{&9(}’ J}) 2 P. Vejamos que, neste caso,

' -1 . *
temos também w (w (P )) € P.
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x e w (w(P)) e wlx) e w(P) > w(x) = w(y), y e P' e xy_1 €

€ Ker{w) =D = x=ay, aeld = xe P

(4.8) Proposigdo. Seja D um anel com s-multiplicagio com corpo de fra-
s

cbes K. Seja @ = g . Existe uma bijeglo entre o con-

Junto dos t—ideais_primos de G e o conjunto dos t{-ideais primes de .‘Rf .

Demonstracde., Como D é um anel com w-multiplicagfo er € um grupc reti-

culado. Dado Xt un t-ideal primo de G, seja Xt, o f-ideal

prime gerado por X em Au = er.

' X:t ¢ primo se, e somente ge, Xt’ é primo.

Se )L'Jt & primo, entio Xt =Y, 0 G, onde Yt’ € um {-ideal primo

de Am , Y £ ¢ ([J-1], Chap.I1 §3, Prop.2).
Como Xt = Xt,n G, entdo Xt' = Yt" Consequentemente, Xt’ ¢ primo.
Suponhames que Xt’ é primo. Xt = Xt’ n G.

X, yeG; \NX = x, VyE€ {Aﬁ)+\xt, =)x+_ye (ﬂu};\xt' (Xt é pri-

P
mo}.
x,y € G = X+Y6[(AU)+\Xt’)nG = [(A0)+nG)\[Xt,nG]=
= G N X, . Donde X, & primo.
- ) i

A aplicagio y:X, —— X, & una bi jecdo.

De fate, para tode X ¢ %(G), )(J"!1 = Xu’ n G, onde Xu’ é © s-ideal

gerado por X em A =-R. ([J-11, Chap.II, §3, Prop.7).

Para todo Y e 3(G). Yt = U X = y .[Xﬂ,n G] = [ y Xu’] n
& €

nG=Yt, n G.

Segue dai que ¥ estd bem definida.



¢ & sobrejetora. ([J-11, Chap.II, §3, Th.3).

Y & injetiva,

X, =Y

p T DX =XpnG=Yyn6G=Y, .u

(4.6) Lema. Em um grupo reticulado filtro é o mesmo que f{-ideal.

Demonsiracfo. Seja A um grupo reticulado.
Seja P um filtro de A, isto &,
(1) xePeyzx=yePb

(i1) x, y € P = inf(x, y) € P.

Vamos mostrar gue Pt CP P = U {x1’: et xn}'
X €P
- i
{x, ..., x} =(z), onde (*) z = inf(x ,..
1 n a4 1

Logo, 'Pt = |J (2z) € P (por (i}).

ZeP
M (y)z2{x, ..., x}e=zx, ..., x =2y =2

1 n 1 n
=z e {y) & (z) € (y).

Por outro lado, z = x, .,.,'xn = (z) 2 {x,

L

Lego, {:&, e, X }49 = {2).
Reciprocamente, seja P um ¢ideal de A.
Vamos mostrar que valem (i) e (ii).

(i). xe Peyzx

[
ey

yzx&aye(x)SPt

(11). x, y € P.

(inf(x, y)) = {x, y}m < Pt = P = Iinf(x, y) € P.=

., X)) e P
n

45

(por (1i)).
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{(4.7) Teorema. Seja D um anel com s-multiplicaglo com corpo de fracdes
T w

K. A semi-valorizagéo canégica ‘w:K* — G = g. induz
uma bijegdo gque preserva inclusfio entre o conjunto des ideais primos
essencials proprics P de b tais que P = fk e o conjunto dos filtros
.primos do w—-grupo de Lorenzen A@ de G, dada por P ké—é'w(P*)t, , onde

uﬁff]t, é o t—idéa} gerado por w(P") en A“'

Demonstragéoe. Dado P um ldeal primo essencial prépric de D tal que Pt =

P, temos yop(P) = w(P*) onde ¢ e ¥ sfo as bijecdes das

t,’
proposigbes (4.4) e (4.5). Entfo por (4.8) temos uma bijegSio como no

enunciado do teorema.n

{4.8) Coroléariec. Seja D um MDC-dominio com grupe de divisibilidade G.
Existe uma bijegiio que preserva inclusfioc entre os
ideals PF-primos e os filtros primos de G+.

(Apresentade por Sheldon nos artiges [Sh~1] e [Sh-21).

Demonsirag@o. D MDC-dominio == G é reticulado = G = Rr.= A@' Seja P
um ideal primo de D. Pela proposigfo (3.12) P é PF-primo

se, e gsomente se, P = P} . 0 resgultado segueldo teoremz (4.4).m



cAPITULO 5

Anéis com ns-Multiplicac#io, sDominies ¢ Grupos de Divisibilidade

Una das condiqées.que caractérizam-um deminioc de Priifer €& que
geus d-ideais finités com o drﬁrodutp,{ou, equivalentemente, os ideais
fracionarios finita&ente gerados nfio nulos de D com produto de ideais)
formam um grupo. Um teorema devide a Priifer (Cf. fJ—l], Chap.I, &4,
.Th.é) mosira que D é dominio de Priifer se o monéide dos drideg;s fini-
.tos de D é cancelativo (isto é,.olmoﬁéide dos ideals fracionérios
finitamente gerados nﬁo.nulos de D.é céncelativo].’

Em [G], Chap. V, §34, Gilmer estuda os dominiocs cujos s-ideais
finitos. formam um mondide cancelativo com o ws—produto, chamados
-s~dominios. Por ana;ogia _com. o8 dominios de Priifer, | poderiamos
conjecturar que um dominio D é anel com s—multiplicagdo se, e scmentg

se, D ¢ s-dominio. Essa equivaléncia n8o vale como mostra o seguinte

exemplo, dado por Dieudonné em [D].

Contra-exemplo 1. Seja D a k-algebra de monéide do produto cardinal

. Bzo X Rzo’ onde k €& um corpo arbitrério e Rzo éo

47
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mondide dos nameros reais malores ou iguais que zerb com a adicdo
usual. Pode-se mostrar que D ¢ um dominio completo integralmen£e fecha-
do (isto &, para qualquer x pertencente ao corpo de fra@ﬁes de D, se
existe c € D* tal gque ex” € D, para todd n >0, entdo x e D}, mas o

s-ideal finito gerado por 01 e x'H D

qéo_tem #~1inverso finito.
Assim, D ndo & anel com s—multiplicag8io. Entretanto, por [J-1], Chap.I,
§4, Th 7, o grupc de divisibilidade G = G(D) & totalmenie u-fechado,
isto &, G tem a propriedade n-38 total (e portanto tem a propriedade -8

finita). Mas, x~8 finita é equivalente a w~y finita (Cf.[J-1], Chap.II,

&2, Cor.2), isto &, D é um s—dominio.

J& vimos no Capitulo 3 que, um dominie D ¢é anel com ws-multi-
plicacio se, e somente se, G(D) é um subgrupe inf-dense de um grupo
re£icu1ado ¢, isfo &, para cada g' € G existem BB € G(D)) tais
que g’ = InfG.{g;,...,gh}. Sabemos também que todolgrupo reticulado &
grupo de divisibilidade de um dominio de Bezout (Teorema de Krull-
Jaffard — Chm). Poderiamog perguntar se ps sﬁbgrupos inf-densos de gru-
pos reticﬁlados s80.grupos de divisibilidade (de anéis com u*mulfipli—
cagio. A resposta é nfo, como mostra o seéuinte- exemplo devido a

Jaffard:

Contra-exemplo 2. Em [J-31, Jaffard mostrou que J = {(a, b) € Z x Z;

a.+ b EIO[méd.ZJ} & um grﬁpo ordenado filtrante, mas
nio & gfupo de aivisibilidade. Entretanto, J-é& inf-dense em Z X Z,
pois: (a, b) e ZxZ ~-J =a+b = 0(mnéd.2) =>a+ b+ 1=0(md.2) =

(a, b+ 1) efa+1, b) ed. E, (a, b) = infy o{(a + 1, b),(a, b+ 1)},
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Mais geralmente, basta tomar qualquer subgrupo de Jaffard J

de Z x Z, como mostra {Rl, Th.2.

Finalmente, damos um exemplo de um dominio integralmente fecha-

do que ndo ¢ ws~dominic.

Contra-exemplo 3. Seja R = K[x, y] o anel dos polinémios em duvas inde-~
terminadas sobre um corpo arbitrédric K, e considere-
mos RO Corpo de fragdes K(x, y) o seguinte subanel: D = K + yK(x}[yl.
Temos que D integralmente fechado, mas D néolé s—-dominio.
Suponhamos por absurdo que D élg—dominio.
Como {3}, %41, ® {1, x_, entho {2} €D ([J-1], Chap.1, §4,
Prop.1]), o© qué & uma contradigfio, pois % ¢ D

1
fer — <
Ve jamos qge {=1r x{1, x¥ < {1, x¥ .

1 1 ) ' |
{=} x{1, x¥ ={1, -} = N Dw e {1, xx = [} Dw.
x 8 ® x w € Kix,y) Y we K(x,y)
w2l >} . w2 {1, x}

. _

Basta provarmes que, se Dw 2 {1, x}, entfo Dw > i

Como 1 € Dw, entfio 1 = dw, d € D'. Como X € Dw, entéio x ='d’'w, d' e D .

Donde, dx = d' € D\ K Dai, g = Qg e yK{x)lyl £ D. Como % = w e Dw,
o . .
entédo 3 == l.ﬁ e Dw.
X d x :
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Diagrama de Dominios Integralménte Fechados

[Fatoriais 7 [ Dedekind ]
[[Bezout |
| {Fﬂ)c—nomini;js T

|

(C.I.F. | [Tipo Kruil |

L — [ & Multiplicagdo e —

i H s~Dominios ' .

(1]

No diagrama acima a seta indica inclusfio estrita. Obviamente,
algumas dessas inclustes se trivializam para dominios noetheriancs, por
exemplo, Completo Integralmente Fechado (C.I.F) = Integralmente Fechado

(1.F) e, portanto, s-Dominio = Integralmente Fechado; Bezout = Princi-

pal,.etc
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