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Abstract

This dissertation was written with the intent of containing its main prerequisites. So, initially,
we will recall some basic deĄnitions and some results from classical algebra. Then we will list some
classical results of the theory of PI-algebras as well as the ones about codimensions and Hilbert
series. The latter will give us tools to describe, at least partially, the polynomial identities of the
Grassmann algebra in positive characteristic (mainly the unitary Grassmann algebra). Neverthe-
less, many of the results may work in characteristic zero too. We will take in consideration two
cases: in the Ąrst one the ground Ąeld will be considered inĄnite (according to a paper written by
Giambruno and Koshlukov) while in the second one we will consider the ground Ąeld to be Ąnite
(according to a paper written by Regev).

Keywords: Algebra, Grassmann algebra, Polynomial identities.

Resumo

Esta dissertação foi escrita com a intenção de conter os seus principais pré-requisitos. Assim,
inicialmente, recordaremos algumas deĄnições básicas e alguns resultados da álgebra clássica. En-
tão, listaremos alguns resultados clássicos da teoria de PI-álgebras, bem como alguns resultados
sobre codimensões e série de Hilbert. Este último nos dará ferramentas para descrever, pelo me-
nos parcialmente, as identidades polinomiais da álgebra de Grassmann em característica positiva
(principalmente a álgebra de Grassmann unitária). No entanto, muitos dos resultados podem fun-
cionar em característica zero. Levaremos em consideração dois casos: no primeiro, o corpo base
será considerado inĄnito (de acordo com um artigo escrito por Giambruno e Koshlukov) enquanto
que, no segundo, consideraremos que o corpo base seja Ąnito (de acordo com um artigo escrito por
Regev).

Palavras-chave: Álgebra, Álgebra de Grassmann, Identidades polinomiais.
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Introdução

A área da matemática na qual se insere esta dissertação é a álgebra não comutativa: teoria
de anéis, e mais especiĄcamente, na teoria das álgebras que satisfazem identidades polinomiais,
chamadas PI-álgebras (do inglês Polynomial Identity). A classe das PI-álgebras é muito grande
ela contém as álgebras comutativas, as álgebras de dimensão Ąnita (como as álgebras matriciais),
além de muitas outras álgebras que tem grande relevância para a própria matemática assim como
para várias aplicações em outras áreas de pesquisa.

A Teoria de Álgebras com identidades polinomiais tem sido muito investigada desde o início
da década de 1920. A origem deste tópico é geométrico e pode ser achado em um artigo de Dehn
intitulado Find conditions on D with the property D is commutative, onde D é uma álgebra de
divisão sobre o corpo 𝐾. Podemos destacar também os trabalhos de Wagner (1936), em sua
maioria motivados pela geometria. Nesses trabalhos iniciais aparecem, de uma forma indireta,
algumas identidades polinomiais para a álgebra das matrizes de ordem 2.

Sabemos que as identidades polinomiais em álgebras de matrizes têm sido objeto de estudo na
teoria das PI-álgebras desde seu início e problemas relacionados têm estimulado seu desenvolvi-
mento ao longo dos anos. Mas foi a partir de 1948 que esta teoria desenvolveu-se mais intensamente
após o artigo de Kaplansky, onde o autor mostrou que toda PI-álgebra primitiva é uma álgebra
simples e de dimensão Ąnita. Em 1950, Amitsur e Levitski demonstraram, usando argumentos
combinatórios, que o polinômio standard 𝑠2𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥2𝑛) =

∑︁

à∈𝑆2n

sgn(à)𝑥à(1) ≤ ≤ ≤𝑥à(2𝑛) é uma iden-

tidade polinomial de grau mínimo para a álgebra das matrizes de ordem 2𝑛 sobre um corpo 𝐾. Este
resultado marcou o começo de uma nova abordagem à PI-teoria, que visa à descrição das identi-
dades polinomiais satisfeitas por uma álgebra dada e foi um dos primeiros resultados signiĄcativos
da utilização da combinatória algébrica no estudo de PI-álgebras.

Também, em 1950, W. Specht conjecturou que para corpos de característica zero todo T-ideal
(o ideal das identidades polinomiais de uma álgebra dada) é Ąnitamente gerado, a partir desta
conjectura falamos que se todas as subvariedades de ℬ, inclusive ℬ, são Ąnitamente baseadas,
então ℬ satisfaz a propriedade de Specht. Mas foi somente em 1987, que Kemer respondeu de
forma aĄrmativa tal problema. A teoria criada por Kemer para resolver o prloblema de Specht
envolve o estudo de identidades Z2-graduadas além de certos produtos tensoriais graduados com a
álgebra de Grassmann. Esta teoria é hoje uma das ferramentas básicas no estudo das identidades de
uma álgebra dada. Entretanto, no caso de corpos de característica positiva a conjectura de Specht
não é verdadeira. Em 1999 os matemáticos Belov e Grishin, e Shchigolev exibiram contra-exemplos
para um corpo de característica 𝑝 ⊙ 2.

A maioria da teoria estrutural da PI-álgebra foi desenvolvida nas décadas de 60 e 70. E foi na
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década de 70, que a teoria das PI-álgebras foi relacionada à teoria mais geral de identidades traço
como desenvolvida por Procesi via teoria de invariantes, e independentemente por Razmyslov.

O estudo das PI-álgebras há algum tempo se Ąrmou como uma das áreas mais importantes e
ricas da álgebra não-comutativa. Nas últimas décadas, a área passou por varias transformações, e
ganhou destaque o uso de métodos combinatoriais, assintóticos e o uso da teoria de representações
de grupos. Em 1972, Regev foi um dos primeiros matemáticos que utilizou tais métodos para de-
monstrar um teorema sobre álgebras. Pois, ao escrever um artigo intitulado Existence of identities
in 𝐴 ·𝐹 𝐵, utilizou-se dessa ferramenta para provar um teorema que o auxiliaria a demonstrar o
tema de seu trabalho, cujo enunciado do teorema era o seguinte: Se 𝐴 e 𝐵 são PI-álgebras então
𝐴·𝐹 𝐵 também é uma PI-álgebra. O ponto central na demonstração desse teorema, de natureza
qualitativa à respeito das PI-álgebras, é um resultado quantitativo e combinatorial, que é por onde
entra o grupo simétrico 𝑆𝑛.

As identidades polinomiais da álgebra de Grassmann foram descritas na década de 60, por
Latyshev e em 1973, por Krakowski e Regev. Estes provaram que o polinômio [𝑥1, 𝑥2, 𝑥3] forma
uma base das identidades polinomiais da álgebra unitária de Grassmann de dimensão inĄnita sobre
um corpo de característica zero, onde [𝑥1, 𝑥2, 𝑥3] = [[𝑥1, 𝑥2], 𝑥3] e [𝑎, 𝑏] = 𝑎𝑏 ⊗ 𝑏𝑎 é o comutador
de 𝑎 e 𝑏. Krakowski e Regev, ao descreverem por completo a estrutura das identidades da álgebra
de Grassmann, desenvolveram ferramentas importantes para a teoria das identidades polinomiais.
Em 1991, Di Vincenzo deu uma prova diferente deste resultado e também exibiu, para qualquer 𝑘,
bases Ąnitas das identidades da álgebra de Grassmann de um espaço vetorial de dimensão Ąnita.

Com relação às álgebras de Grassmann com característica positiva, em 1980, Stojanova-Venkova
achou bases Ąnitas das identidades satisfeitas pela álgebra não unitária de Grassmann de dimensão
Ąnita, sobre um corpo arbitrário 𝐾 inĄnito. Em 1981, Siderov fez o mesmo no caso de dimensão
inĄnita. Além disso, ela provou que para um corpo arbitrário𝐾, todo T-ideal da álgebra associativa
livre sem o 1 𝐾 ⟨𝑋⟩, contendo [𝑥1, 𝑥2, 𝑥3] tem uma base Ąnita. Em 1991, Regev estudou as
propriedades das partes multilineares do T-ideal da álgebra de Grassmann de dimensão inĄnita
(tanto unitária quanto não unitária), sobre um corpo Ąnito. Ou seja, já se conhece as bases das
identidades polinomiais da álgebra de Grassmann em qualquer corpo.

Neste trabalho, com o intuito de conter os principais pré-requisitos, daremos algumas deĄnições
básicas sobre grupos, anéis, ideal, representações de grupos Ąnitos, alguns tópicos sobre partições,
álgebras, PI-álgebras, T-ideal, espaços vetoriais graduados, codimensões do T-ideal entre outros
assuntos pertinentes ao tema. Uns poucos teoremas só foram enunciados, mas indicamos onde o
leitor pode encontrar as suas demonstrações. Isto foi necessário pois estes teoremas são importantes
para o bom entendimento de assuntos posteriores e não colocamos suas provas por dependerem de
assuntos não abordados nesta dissertação.

Todos os assuntos acima mencionados são necessários porque esta dissertação tem por objetivo
apresentar alguns conceitos e resultados de PI-álgebra a Ąm de que possamos estudar as identidades
polinomiais na álgebra de Grassmann com característica positiva. Estudaremos, principalmente,
a álgebra de Grassmann unitária. Para uma descrição das identidades polinomiais na álgebra
de Grassmann não unitária veja o artigo On bases for identities of some varieties of associatives
algebras, Pliska Studia Mathematica, 2, 103-115, 1981 (Russian), de autoria de Chiripov e Siderov.

Com o intuito de tornar a leitura mais agradável e compreensível, este trabalho foi dividido em
quatro capítulos, conforme a seguir:
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No primeiro capítulo, apresentamos alguns assuntos da álgebra linear, tais como, espaço ve-
torial, base de um espaço vetorial e soma direta de subespaços. Também, abordaremos alguns
assuntos da álgebra, que são: noções básicas de grupos e anéis, ideal, representações de grupos
Ąnitos, alguns tópicos sobre partições, diagramas de Young. Também falaremos sobre algumas
deĄnições básicas como álgebras e suas propriedades básicas, álgebra de Lie, subálgebra, centro de
uma álgebra, ideal, álgebras livres, álgebras com identidades polinomiais, comutador, variedades,
álgebras relativamente livres, polinômio central, T-ideal, espaços vetoriais graduados, codimensão
e identidades polinomiais homogêneas e multilineares, além de alguns teoremas e proposições que
são necessários para o desenvolvimento deste trabalho. Comentaremos sucintamente o problema
de Specht e deĄniremos álgebra de Grassmann, que é a álgebra base dessa dissertação, além de
fornecer alguns exemplos dos assuntos deste capítulo.

No capítulo 2, formulamos as codimensões e séries de Hilbert para a álgebra de Grassmann e o
cotamanho do T-ideal das identidades de E(V), considerando um corpo 𝐾 com característica zero.
Isto tem por objetivo, evidenciar, de certa forma, as diĄculdades que surgem no estudo de PI-
álgebras quando passamos de um corpo com característica zero para um corpo com característica
positiva.

No capítulo 3, listaremos alguns resultados contidos nos trabalhos entitulados On the identities
of the Grassmann Algebras in characteristic p>0 e Remarks on P.I. algebras over finite fields, de
autoria de Giambruno Ű Koshlukov e de Regev, respectivamente. Abordaremos, principalmente,
a álgebra unitária de Grassmann em um corpo de característica maior que dois (mas também
falaremos algo dessa álgebra em um corpo de característica zero), veremos algumas identidades
polinomiais na álgebra de Grassmann e alguns polinômios que não o são, também serão vistos
alguns polinômios que pertencem ao T-ideal da álgebra associativa 𝐾1 ⟨𝑋⟩ gerada pelo polinômio
[𝑥1, 𝑥2, 𝑥3]. Informaremos, também, de qual polinômio todas as identidades polinomiais da álgebra
de Grassmann são consequência e, no Ąnal do capítulo, vamos exibir uma base para identidades
polinomiais da álgebra de Grassmann de dimensão Ąnita e inĄnita sobre um corpo inĄnito.

E no último capítulo, estudaremos o trabalho de Regev Grassmann Algebras over finite fields,
onde abordaremos, principalmente, o anel de valoração discreto, algumas identidades polinomiais
para a álgebra de Grassmann com o objetivo de apresentar algumas de suas identidades polinomiais,
além de encontrar alguns limitantes inferiores e superiores para a sua codimensão, utilizando
ferramentas combinatoriais.

As principais ferramentas que utilizaremos nesta dissertação serão o argumento de Vander-
monde, o processo de multilinearização de uma identidade polinomial, a teoria de álgebras multi-
graduadas, o estudo das várias codimensões das álgebras envolvidas e alguns tópicos da teoria de
representação.
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Capítulo 1

Conceitos Introdutórios

Este capítulo tem por objetivo mostrar alguns assuntos que serão necessários para o enten-
dimento deste trabalho. Com este intuito, iremos apresentar alguns conceitos e deĄnições bási-
cas sobre grupo, anel, ideal, representações, partições, diagrama de Young, álgebra e seus tipos,
identidades polinomiais, as deĄnições de PI-álgebra e de T-ideal. Veremos, também, exemplos e
resultados importantes acerca destes assuntos.

1.1 Pré-requisitos teóricos

Nesta seção abordaremos alguns tópicos sobre grupo, anel, ideal, representações e partições
que serão necessários para um bom entendimento dos capítulos posteriores. Para um maior apro-
fundamento dos tópicos de álgebra abordados aqui, sugerimos ao leitor que pesquise nos livros [2],
[7], [8], [10], [15], [18], [21], [23], [24] e [34], listados na referência bibliográĄca.

DeĄnição 1.1.1. Um conjunto não vazio de elementos 𝐺 é chamado de grupo se em 𝐺 está
deĄnida uma operação binária * : 𝐺×𝐺 ⊃ 𝐺 tal que:

1. 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺 implica que 𝑎 * (𝑏 * 𝑐) = (𝑎 * 𝑏) * 𝑐 ∈ 𝐺 (lei associativa),

2. ∃𝑒 ∈ 𝐺 tal que 𝑎 * 𝑒 = 𝑒 * 𝑎 = 𝑎 ∀𝑎 ∈ 𝐺 (existência do elemento neutro),

3. ∀𝑎 ∈ 𝐺 ∃𝑎′ ∈ 𝐺 tal que 𝑎 * 𝑎′ = 𝑎′ * 𝑎 = 𝑒 (existência do inverso em 𝐺).

Notação: (𝐺, *).

Se não houver perigo de confusão, escreveremos o grupo (𝐺, *) apenas por 𝐺.
Se 𝐺 possui um número Ąnito de elementos, ele será chamado de grupo Ąnito. Neste caso, o

número de elementos de 𝐺 será chamado de ordem do grupo 𝐺, cuja notação será ♣𝐺♣.

Observação 1.1.2. Em um grupo 𝐺 temos que:

1. O elemento neutro é único.
De fato, sejam 𝑒1, 𝑒2 ∈ 𝐺 os elementos neutros de 𝐺, logo: 𝑒1𝑒2 = 𝑒1, pois 𝑒2 é elemento
neutro de 𝐺 e 𝑒1𝑒2 = 𝑒2, pois 𝑒1 é elemento neutro de 𝐺. Portanto, 𝑒1 = 𝑒2.
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2. O elemento inverso é único.
Com efeito, sejam 𝑎′

1, 𝑎
′
2 ∈ 𝐺 os elementos inversos de 𝑎 ∈ 𝐺, logo:

𝑎′
1𝑎 = 𝑒 ⇒ (𝑎′

1𝑎)𝑎′
2 = 𝑒𝑎′

2 ⇒ 𝑎′
1(𝑎𝑎

′
2) = 𝑎′

2 ⇒ 𝑎′
1𝑒 = 𝑎′

2 ⇒ 𝑎′
1 = 𝑎′

2.

Dessa forma, denotaremos o elemento inverso de 𝑎 ∈ 𝐺 por 𝑎⊗1 (ou ⊗𝑎 se a operação for a
adição) e o elemento neutro de 𝐺 será denotado por 1𝐺 ou 1 (ou 0𝐺 ou 0 se a operação for a
adição), se não houver risco de confusão.

DeĄnição 1.1.3. Um grupo 𝐺 é chamado de abeliano se 𝑎 * 𝑏 = 𝑏 * 𝑎, ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺.

DeĄnição 1.1.4. Seja um grupo (𝐺, *). Um elemento 𝑔 ∈ 𝐺 é chamado de idempotente se

𝑔2 = 𝑔 * 𝑔 = 𝑔.

DeĄnição 1.1.5. Seja 𝐺 um grupo e 𝑔 ∈ 𝐺 com a operação multiplicação. Se 𝑛 ∈ Z deĄnimos 𝑔𝑛

como segue:

𝑔𝑛 =

⎧
⋁︁⨄︁
⋁︁⎩

1, se 𝑛 = 0
𝑔𝑛⊗1 ≤ 𝑔, se 𝑛 > 0

(𝑔⊗𝑛)⊗1
, se 𝑛 < 0

Se 𝑚,𝑛 ∈ Z pode-se provar, usando indução, as seguintes propriedades:

• 𝑔𝑚 ≤ 𝑔𝑛 = 𝑔𝑚+𝑛; e

• (𝑔𝑛)𝑚 = 𝑔𝑛𝑚.

Observação 1.1.6. Adotando um grupo 𝐺 com a operação aditiva, deĄnimos 𝑛𝑔 como segue:

𝑛𝑔 =

⎧
⋁︁⨄︁
⋁︁⎩

0, se 𝑛 = 0
(𝑛⊗ 1)𝑔 + 𝑔, se 𝑛 > 0

⊗((⊗𝑛)𝑔), se 𝑛 < 0

E as propriedades Ącam da seguinte forma:

• 𝑚𝑔 + 𝑛𝑔 = (𝑚+ 𝑛)𝑔; e

• 𝑚(𝑛𝑔) = (𝑛𝑚)𝑔.

Seria muito bom focar nossa atenção em pedaços apropriados de 𝐺, que são menores do que ele,
mas que temos algum controle e são tais que as informações obtidas deles possam ser usadas para
ter informações relevantes sobre𝐺. É natural esperar que tais pedaços se comportem razoavelmente
bem em relação à operação de 𝐺. Tais pedaços de 𝐺 são deĄnidos a seguir.

DeĄnição 1.1.7. Um subconjunto não vazio 𝐻 de 𝐺 é chamado de subgrupo de 𝐺 se, sob a
mesma operação deĄnida em 𝐺, 𝐻 é um grupo.
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Exemplo 1.1.8. O conjunto 𝐺𝐿𝑚(𝐾) das matrizes 𝑚 × 𝑚 invertíveis 𝐴 com entradas no corpo
𝐾 sob a multiplicação matricial usual é um grupo que não é abeliano.
Com efeito, por deĄnição de 𝐺𝐿𝑚(𝐾) existem 𝐴⊗1, 𝐼𝑑 ∈ 𝐺𝐿𝑚(𝐾) tais que 𝐴𝐴⊗1 = 𝐴⊗1𝐴 = 𝐼𝑑 e
𝐼𝑑𝐴 = 𝐴𝐼𝑑 = 𝐴.
Sejam 𝐴,𝐵 ∈ 𝐺𝐿𝑚(𝐾) então existem 𝐴⊗1, 𝐵⊗1 ∈ 𝐺𝐿𝑚(𝐾) inversas de 𝐴 e 𝐵, respectivamente.
Logo: (𝐴𝐵)(𝐵⊗1𝐴⊗1) = 𝐼𝑑 ⇒ 𝐴𝐵 ∈ 𝐺𝐿𝑚(𝐾).
Sabemos que a multiplicação matricial é associativa e não comutativa.

Exemplo 1.1.9. O conjunto 𝐺𝐿(𝑉 ) dos operadores invertíveis do espaço vetorial 𝑉 de dimensão
Ąnita sob a composição de operadores é um grupo.
Com efeito, por deĄnição de 𝐺𝐿(𝑉 ) existem 𝑇⊗1 ∈ 𝐺𝐿(𝑉 ) e 𝐼𝑑 ∈ 𝐺𝐿(𝑉 ) tal que 𝑇 ◇ 𝑇⊗1 =
𝑇⊗1 ◇ 𝑇 = 𝐼𝑑 e 𝐼𝑑 ◇ 𝑇 = 𝑇 ◇ 𝐼𝑑 = 𝑇 .
Sejam 𝑇, 𝑈 ∈ 𝐺𝐿(𝑉 ) então existem 𝑇⊗1, 𝑈⊗1 ∈ 𝐺𝐿(𝑉 ) operadores inversos de 𝑇 e 𝑈 , respectiva-
mente. Logo: (𝑇 ◇ 𝑈) ◇ (𝑈⊗1 ◇ 𝑇⊗1) = 𝐼𝑑 ⇒ 𝑇 ◇ 𝑈 ∈ 𝐺𝐿(𝑉 ).
Sabemos que a composição de operadores (que é uma função) é associativa.

Exemplo 1.1.10. O conjunto R com a adição usual forma um grupo abeliano. O conjunto Z sob
a adição usual é um subgrupo abeliano de R.

Exemplo 1.1.11. O conjunto Z2 = ¶0, 1♢, com a relação binária soma (+) deĄnida de acordo
com a tabela abaixo, forma um grupo aditivo abeliano:

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

Vamos deĄnir a seguir, um conjunto que tem uma participação importante na Teoria de Grupos.

DeĄnição 1.1.12. Sejam 𝐻 um subgrupo de um grupo 𝐺 e o conjunto 𝐻𝑥 = ¶ℎ𝑥♣ℎ ∈ 𝐻♢.
Chamaremos �̄� = 𝐻𝑥 de classe lateral (à direita) de 𝐻 em 𝐺 e o conjunto𝐺/𝐻 = ¶𝐻𝑥♣𝑥 ∈ 𝐺♢,
de todas as classes laterais (à direita) de 𝐻 em 𝐺, de conjunto quociente. O número ♣𝐺/𝐻♣ é
chamado de índice de 𝐻 em 𝐺.

Exemplo 1.1.13. Sejam 𝐺 = 𝑆3 = ¶(1), (1 2), (1 3), (2 3), (1 2 3), (1 3 2)♢ e 𝐻 = 𝑆2 = ¶(1), (1 2)♢
um subgrupo de 𝐺, onde (1) é a unidade e (𝑖 𝑗 𝑘) signiĄca que 𝑖 é permutado por 𝑗, 𝑗 é permutado
por 𝑘 e 𝑘 é permutado por 𝑖. Temos que 𝐺/𝐻 = ¶𝑆2; ¶(1 3), (1 3 2)♢; ¶(2 3), (1 2 3)♢♢, logo
♣𝐺/𝐻♣= ♣𝑆3/𝑆2♣= 3.

A seguinte deĄnição nos apresentará uma relação que é muito útil e tem um importante papel
na Teoria de Grupos.

DeĄnição 1.1.14. Se 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺, então 𝑏 é chamado de conjugado de 𝑎 em 𝐺 se existe um elemento
𝑐 ∈ 𝐺 tal que 𝑏 = 𝑐⊗1𝑎𝑐. Denotaremos isto por 𝑎 ≍ 𝑏 e chamaremos esta relação de conjugação.
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A conjugação é uma relação de equivalência em 𝐺 e a classe de equivalência de 𝑎 ∈ 𝐺 dada
por 𝐸(𝑎) = ¶𝑥 ∈ 𝐺 ♣ 𝑎 ≍ 𝑥♢ sob a conjugação é chamada de classe conjugada de 𝐺.

Exemplo 1.1.15. Em 𝑆3 temos as seguintes classes de conjugação:

• 𝐸((1)) = ¶(1)♢, pois (1) = (1)⊗1(1)(1).

• 𝐸(1 2) = ¶(1 2), (1 3), (2 3)♢, pois (1 2) = (1)⊗1(1 2)(1), (1 3) = (1 2 3)⊗1(1 2)(1 2 3) e
(2 3) = (1 3 2)⊗1(1 2)(1 3 2).

• 𝐸(1 2 3) = ¶(1 2 3), (1 3 2)♢, pois (1 2 3) = (1)⊗1(1 2 3)(1), e (1 3 2) = (1 2 3)⊗1(1 3 2)(1 2 3).

Veremos agora uma observação que será usada para provar o lema posterior.

Observação 1.1.16. Seja 𝑆𝑛 o grupo de permutações do número 𝑛. Como o índice de 𝑆𝑛 em
relação à 𝑆𝑛⊗1 é 𝑛, temos a seguinte decomposição:

𝑆𝑛 = (1)𝑆𝑛⊗1 ∪ 𝜃1𝑆𝑛⊗1 ∪ ≤ ≤ ≤ ∪ 𝜃𝑛⊗1𝑆𝑛⊗1,

onde a união é disjunta e, em cada parcela, 𝜃𝑖 /∈ 𝑆𝑛⊗1, onde 1 ⊘ 𝑖 ⊘ 𝑛⊗ 1.

Exemplo 1.1.17. Considere o conjunto 𝑆3 = ¶(1), (1 2), (1 3), (2 3), (1 2 3), (1 3 2)♢, pela última
observação temos que:
(1)𝑆2 ∪(1 3)𝑆2 ∪(2 3)𝑆2 = (1)¶(1), (1 2)♢∪(1 3)¶(1), (1 2)♢∪(2 3)¶(1), (1 2)♢ = ¶(1)(1), (1)(1 2)♢∪
¶(1 3)(1), (1 3)(1 2)♢ ∪ ¶(2 3)(1), (2 3)(1 2)♢ = ¶(1), (1 2)♢ ∪ ¶(1 3), (1 2 3)♢ ∪ ¶(2 3), (1 3 2)♢ = 𝑆3.

DeĄnição 1.1.18. Uma aplicação 𝜙 : 𝐺 ⊃ 𝐺′ do grupo (𝐺, *1) no grupo (𝐺′, *2) é chamado de
homomorĄsmo se para todo 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 temos

𝜙(𝑎 *1 𝑏) = 𝜙(𝑎) *2 𝜙(𝑏).

Lembremos que o Núcleo de 𝜙 é o conjunto deĄnido por Ker(𝜙) = ¶𝑣 ∈ 𝐴 ♣𝜙(𝑣) = 0♢ e a
Imagem de 𝜙, deĄnido por Im(𝜙) = ¶𝜙(𝑣) ♣ 𝑣 ∈ 𝐴♢.

Dependendo das propriedades que um homomorĄsmo 𝜙 : 𝐺 ⊃ 𝐺′ tenha, podemos chamá-lo
com os seguintes nomes:

DeĄnição 1.1.19. 1. Uma aplicação 𝜙 : 𝐺 ⊃ 𝐺′ entre os grupos 𝐺 e 𝐺′ é chamado de mono-
morĄsmo se 𝜙 é um homomorĄsmo injetor.

2. Uma aplicação 𝜙 : 𝐺 ⊃ 𝐺′ entre os grupos 𝐺 e 𝐺′ é chamado de epimorĄsmo se 𝜙 é um
homomorĄsmo sobrejetor.

3. Uma aplicação 𝜙 : 𝐺 ⊃ 𝐺′ entre os grupos 𝐺 e 𝐺′ é chamado de isomorĄsmo se 𝜙 é um
homomorĄsmo bijetor.

Se existe um isomorĄsmo entre os grupos 𝐺 e 𝐺′, dizemos que eles são grupos isomorfos e
denotamos este fato por 𝐺 ≍= 𝐺′.

Do ponto de vista das operações, dois grupos isomorfos 𝐺 e 𝐺′ são iguais. Pois se renomearmos
𝜙(𝑥) por 𝑎 e 𝜙(𝑦) por 𝑏, através do isomorĄsmo 𝜙 : 𝐺 ⊃ 𝐺′, temos que 𝜙(𝑥𝑦) = 𝑎𝑏, ou seja, esta
renomeação de elementos é consistente com a operação de 𝐺.
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Exemplo 1.1.20. Seja 𝐺 = 𝐺′ = (Z,+). Considere a aplicação 𝜙 : Z ⊃ Z deĄnida por 𝜙(𝑥) = 2𝑥,
temos que 𝜙 é um homomorĄsmo.
De fato, temos que 𝜙(𝑥+ 𝑦) = 2(𝑥+ 𝑦) = 2𝑥+ 2𝑦 = 𝜙(𝑥) + 𝜙(𝑦).

Exemplo 1.1.21. Seja 𝐺𝐿𝑚(R) o grupo de todas as matrizes 𝐴 do tipo 𝑚 × 𝑚 com entradas
reais, tal que 𝑑𝑒𝑡(𝐴) ̸= 0 e com a multiplicação matricial usual. Seja R* o grupo de todos os
números reais não nulos sob a multiplicação. Então a aplicação 𝜙 : 𝐺𝐿𝑚(R) ⊃ R* deĄnida por
𝜙(𝐴) = 𝑑𝑒𝑡(𝐴) é um homomorĄsmo.
Com efeito, tomemos 𝐴,𝐵 ∈ 𝐺𝐿𝑚(R). Logo:

𝜙(𝐴𝐵) = 𝑑𝑒𝑡(𝐴𝐵) = 𝑑𝑒𝑡(𝐴) ≤ 𝑑𝑒𝑡(𝐵) = 𝜙(𝐴)𝜙(𝐵).

Exemplo 1.1.22. 𝐺𝐿(𝑉 ) e 𝐺𝐿𝑚(𝐾) são grupos isomorfos, onde dim(𝑉 ) = 𝑚 < ∞.
De fato, seja Ñ = ¶𝑣1, . . . , 𝑣𝑚♢ uma base de 𝑉 . Sabemos que o operador linear 𝐴 : 𝑉 ⊃ 𝑉 Ąca
inteiramente determinado pela matriz em relação à base, Ñ [𝐴]Ñ = [𝑎𝑖𝑗] ∈ 𝐺𝐿𝑚(𝐾), que é deĄnida
por:

𝐴𝑣𝑗 =
𝑚∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖𝑗𝑣𝑖, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚.

Logo Ąxado uma base Ñ de 𝑉 , temos determinada a função (que também é uma transformação
linear)

𝜙 : 𝐺𝐿(𝑉 ) ⊃ 𝐺𝐿𝑚(𝐾)

que faz corresponder a cada 𝐴 ∈ 𝐺𝐿(𝑉 ) a sua matriz [𝐴]Ñ na base Ñ.
Temos que a bijetividade de 𝜙 é assegurada pelo teorema abaixo, cujo enunciado está no

próximo parágrafo e sua demonstração pode ser encontrada na página 40 de [26].
ŞSejam 𝑉 e 𝑊 espaços vetoriais e Ñ uma base de 𝑉 . A cada vetor 𝑢 ∈ Ñ, façamos corresponder

(de maneira arbitrária) um vetor 𝑢′ ∈ 𝑊 . Então existe uma única transformação linear 𝑇 : 𝑉 ⊃ 𝑊
tal que 𝐴𝑢 = 𝑢′, para cada 𝑢 ∈ Ñ.Ť

Agora, dados dois operadores lineares 𝑇 e 𝑆 e suas matrizes em relação à uma base Ñ, res-
pectivamente, [𝑇 ]Ñ e [𝑆]Ñ, sabemos, da álgebra linear, que a matriz em relação à uma base Ñ da
composição 𝑇 ◇ 𝑆 é igual à [𝑇 ]Ñ[𝑆]Ñ. Portanto:

𝜙(𝑇 ◇ 𝑆) = [𝑇 ◇ 𝑆]Ñ = [𝑇 ]Ñ[𝑆]Ñ = 𝜙(𝑇 )𝜙(𝑆).

Ou seja, 𝜙 é um isomorĄsmo de grupo entre 𝐺𝐿(𝑉 ) e 𝐺𝐿𝑚(𝐾).

A próxima deĄnição introduzirá um sistema algébrico que possui duas operações (adição e
multiplicação). Estas operações estão sujeitas à muitas das regras familiares que conhecemos da
aritmética. Esse sistema é uma generalização dos nossos sistemas numéricos usuais.

DeĄnição 1.1.23. Um conjunto não vazio 𝑅 é chamado de anel se em 𝑅 existem duas operações
binárias, denotadas por + e ≤, tal que para todo 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅:

1. (𝑅,+) é um grupo abeliano.

2. 𝑎 ≤ 𝑏 ∈ 𝑅.
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3. 𝑎 ≤ (𝑏+ 𝑐) = 𝑎 ≤ 𝑏+ 𝑎 ≤ 𝑐 e (𝑏+ 𝑐) ≤ 𝑎 = 𝑏 ≤ 𝑎+ 𝑐 ≤ 𝑎 (leis distributivas).

Notação: (𝑅,+, ≤).

Se não houver perigo de confusão escreveremos o anel (𝑅,+, ≤) apenas por 𝑅.
Veremos na próxima deĄnição, certos anéis que possuem propriedades especiais.

DeĄnição 1.1.24. Um anel (𝑅,+, ≤) é chamado de:

1. comutativo se ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 temos que 𝑎 ≤ 𝑏 = 𝑏 ≤ 𝑎; e de

2. anel com unidade se existir um elemento 𝑢 ∈ 𝑅 tal que ∀𝑎 ∈ 𝑅 vale a seguinte igualdade:
𝑎 ≤ 𝑢 = 𝑢 ≤ 𝑎 = 𝑎. Esse elemento 𝑢 é chamado de unidade de 𝑅.

A partir de agora, a unidade de 𝑅 será denotada por 1𝑅 ou 1, se não houver risco de confusão.

Exemplo 1.1.25. O conjunto dos número inteiros pares 2Z = ¶. . . ,⊗2, 0, 2, . . .♢ com a adição e
multiplicação usuais de Z forma um anel comutativo e sem unidade.

Exemplo 1.1.26. O conjunto Z com a adição e multiplicação usuais forma um anel comutativo
com unidade.

Exemplo 1.1.27. O conjunto 𝑀2(R), das matrizes 2 × 2 com entradas reais, com a adição e
multiplicação matricial usuais forma um anel com unidade e não comutativo.

Proposição 1.1.28. Se 𝑅 é um anel com unidade então sua unidade é única.

Demonstração. Sejam 𝑢1, 𝑢2 ∈ 𝑅 unidades de 𝑅. Pela deĄnição de unidade de um anel temos que
𝑢1 = 𝑢1 ≤ 𝑢2 e 𝑢2 = 𝑢1 ≤ 𝑢2, logo:

𝑢1 = 𝑢1 ≤ 𝑢2 = 𝑢2.

Proposição 1.1.29. Seja 𝑅 um anel. Então para todo 𝑎 ∈ 𝑅 temos que 𝑎 ≤ 0 = 0.

Demonstração. 𝑎 ≤ 0 = 𝑎 ≤ (0 + 0) = 𝑎 ≤ 0 + 𝑎 ≤ 0. Somando ⊗(𝑎 ≤ 0) no início e no Ąm da cadeia de
igualdades temos que 𝑎 ≤ 0 = 0.

DeĄnição 1.1.30. Se 𝑅 é uma anel comutativo, então 𝑎 ̸= 0 é chamado de divisor de zero se
existe um 𝑏 ∈ 𝑅, 𝑏 ̸= 0, tal que 𝑎 ≤ 𝑏 = 0.

Exemplo 1.1.31. O anel comutativo Z6 tem como divisores de zero os números 2̄, 3̄ e 4̄, pois em
Z6 temos que 2̄ ≤ 3̄ = 6̄ = 0̄ e 3̄ ≤ 4̄ = 1̄2 = 0̄.

Algumas propriedades fazem certos anéis mais ŞbonitosŤ que outros, e se fazem dignos de
destaque. A próxima deĄnição listará alguns destes anéis.

DeĄnição 1.1.32. 1. Um anel comutativo 𝑅 é chamado de domínio de integridade (ou
simplesmente domínio) se ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 tivermos que 𝑎 ≤ 𝑏 = 0 ⇒ 𝑎 = 0 o𝑢 𝑏 = 0. Ou seja, se
ele não possui divisores de zero.
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2. Um anel é chamado de anel de divisão se seus elementos não nulos formam um grupo sob
a multiplicação.

3. Um corpo é um anel de divisão comutativo.

Proposição 1.1.33. Todo corpo 𝐾 é um domínio de integridade.

Demonstração. Sejam 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾 com 𝑎 ≤ 𝑏 = 0. Suponha que 𝑎 ̸= 0 logo, como 𝐾 é um corpo, existe
𝑎⊗1 ∈ 𝐾 tal que 𝑎≤𝑎⊗1 = 𝑢. Portanto: 𝑎⊗1 ≤(𝑎≤𝑏) = 𝑎⊗1 ≤0 ⇒ (𝑎⊗1 ≤𝑎)≤𝑏 = 0 ⇒ 𝑢≤𝑏 = 0 ⇒ 𝑏 = 0.

Exemplo 1.1.34. R é um corpo. No entanto, Z é um domínio de integridade que não é um corpo
pois, todo número inteiro diferente de ⊗1 e 1 não tem inverso multiplicativo em Z.

DeĄnição 1.1.35. Um corpo 𝐾 é chamado de algebricamente fechado se para todo polinômio
𝑓(𝑥) =

√︁𝑛
𝑖=0 𝑎𝑖𝑥

𝑖 com coeĄcientes 𝑎𝑖 ∈ 𝐾 existe 𝑥0 ∈ 𝐾 tal que 𝑓(𝑥0) = 0.

Exemplo 1.1.36. Sabemos que C é um corpo algebricamente fechado e que R não é, pois em R

o polinômio 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 1 não admite raiz.

Veremos a seguir, porque certos tipos de corpos tem um comportamento completamente distinto
do normal quando seus elementos são multiplicados por um determinado número inteiro.

DeĄnição 1.1.37. Seja 𝑚 um inteiro positivo, então um corpo 𝐾 tem característica 𝑚, se 𝑚 é
o menor inteiro tal que 𝑚 ≤ 𝑎 = 0, ∀𝑎 ∈ 𝐾. Se não existe tal 𝑚, 𝐾 é dito de característica zero.
Notação: car(𝐾) = 𝑝.

Proposição 1.1.38. Seja 𝑝 ̸= 0 a característica de um domínio de integridade 𝑅 (com ou sem
unidade). Então 𝑝 é primo.

Demonstração. Seja 𝑝 ̸= 0 a característica de 𝑅 e suponha que ele não é primo. Logo existem
primos 𝑝1, . . . 𝑝𝑛 (podendo ter primos repetidos) tais que:

car(𝑅) = 𝑝 = 𝑝1 ≤ ≤ ≤ 𝑝𝑛.

Seja 𝑟 um elemento qualquer de 𝑅, então:

𝑝 ≤ 𝑟 = 0 ⇒ (𝑝1 ≤ ≤ ≤ 𝑝𝑛) ≤ 𝑟 = 0 ⇒ (𝑝1 ≤ ≤ ≤ 𝑝𝑛) ≤ 𝑟 ≤ 𝑟 = 0 ⇒ (𝑝1 ≤ ≤ ≤ 𝑝𝑗 ≤ 𝑟)(𝑝𝑗+1 ≤ ≤ ≤ 𝑝𝑛 ≤ 𝑟) = 0 ⇒

(𝑝1 ≤ ≤ ≤ 𝑝𝑗 ≤ 𝑟) = 0 ou (𝑝𝑗+1 ≤ ≤ ≤ 𝑝𝑛 ≤ 𝑟) = 0.

Mas (𝑝1 ≤ ≤ ≤ 𝑝𝑗), (𝑝𝑗+1 ≤ ≤ ≤ 𝑝𝑛) < 𝑝, absurdo.

Lema 1.1.39. Dados um corpo 𝐾 e 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾 temos que:

1. Se car(𝐾) = 0 então

(𝑥+ 𝑦)𝑛 =
𝑛∑︁

𝑖=0

(︃
𝑛

𝑖

)︃
𝑥𝑛⊗𝑖𝑦𝑖.
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2. Se car(𝐾) = 𝑝 > 0 então
(𝑥+ 𝑦)𝑝 = 𝑥𝑝 + 𝑦𝑝.

3. Se car(𝐾) = 𝑝 > 0 então:
(𝑥+ 𝑦)𝑝

m

= 𝑥𝑝
m

+ 𝑦𝑝
m

.

Demonstração. (1.) Vamos provar por absurdo em 𝑛.
Para 𝑛 = 0: (𝑥+ 𝑦)0 = 1 e

√︁0
𝑖=0

(︁
𝑛
𝑖

)︁
𝑥𝑛⊗𝑖𝑦𝑖 = 1𝑥0𝑦0 = 1.

Suponha verdadeiro para 𝑛, ou seja, (𝑥+ 𝑦)𝑛 =
√︁𝑛
𝑖=0

(︁
𝑛
𝑖

)︁
𝑥𝑛⊗𝑖𝑦𝑖.

Tomemos 𝑛+ 1, logo:

(𝑥+ 𝑦)𝑛+1 = (𝑥+ 𝑦)𝑛(𝑥+ 𝑦)

=

(︃
𝑛∑︁

𝑖=0

(︃
𝑛

𝑖

)︃
𝑥𝑛⊗𝑖𝑦𝑖

)︃
(𝑥+ 𝑦)

=
𝑛∑︁

𝑖=0

(︃
𝑛

𝑖

)︃
𝑥𝑛⊗𝑖+1𝑦𝑖 +

𝑛∑︁

𝑖=0

(︃
𝑛

𝑖

)︃
𝑥𝑛⊗𝑖𝑦𝑖+1

=

[︃(︃
𝑛

0

)︃
𝑥𝑛+1 +

(︃
𝑛

1

)︃
𝑥𝑛𝑦 + ≤ ≤ ≤ +

(︃
𝑛

𝑛⊗ 1

)︃
𝑥2𝑦𝑛⊗1

+

(︃
𝑛

𝑛

)︃
𝑥𝑦𝑛

⟨
+

[︃(︃
𝑛

0

)︃
𝑥𝑛𝑦 +

(︃
𝑛

1

)︃
𝑥𝑛⊗1𝑦2 + ≤ ≤ ≤ +

(︃
𝑛

𝑛⊗ 1

)︃
𝑥𝑦𝑛 +

(︃
𝑛

𝑛

)︃
𝑦𝑛+1

⟨

=

(︃
𝑛

0

)︃
𝑥𝑛+1 +

[︃(︃
𝑛

0

)︃
+

(︃
𝑛

1

)︃⟨
𝑥𝑛𝑦 + ≤ ≤ ≤ +

[︃(︃
𝑛

𝑛⊗ 1

)︃
+

(︃
𝑛

𝑛

)︃⟨
𝑥𝑦𝑛 +

(︃
𝑛

𝑛

)︃
𝑦𝑛+1

=

(︃
𝑛+ 1

0

)︃
𝑥𝑛+1 +

(︃
𝑛+ 1

1

)︃
𝑥𝑛𝑦 + ≤ ≤ ≤ +

(︃
𝑛+ 1
𝑛

)︃
𝑥𝑦𝑛 +

(︃
𝑛+ 1
𝑛+ 1

)︃
𝑦𝑛+1

=
𝑛+1∑︁

𝑖=0

(︃
𝑛+ 1
𝑖

)︃
𝑥(𝑛+1)⊗𝑖𝑦𝑖.

Para a penúltima igualdade, utilizamos a conhecida Relação de Stifel:
(︃

𝑛

𝑝⊗ 1

)︃
+

(︃
𝑛

𝑝

)︃
=

(︃
𝑛+ 1
𝑝

)︃
.

(2.) Com efeito, pela Proposição 1.1.38 𝑝 é primo logo, em cada um dos
(︁
𝑝
𝑖

)︁
=

𝑝!
𝑖! ≤(𝑝⊗ 𝑖)

, onde

1 ⊘ 𝑖 ⊘ 𝑝 ⊗ 1, o fator 𝑝 do numerador nunca vai ser cancelado pelos fatores do denominador.
Portanto

(︁
𝑝
𝑖

)︁
= 0 para 1 ⊘ 𝑖 ⊘ 𝑝⊗ 1 e o resultado esperado é obtido.

(3.) Por indução sobre 𝑛 na fórmula em 2. chega-se ao resultado.

Exemplo 1.1.40. O conjunto Z é de característica zero. Mas o conjunto Z3 é de característica 3
e temos que: (1̄ + 2̄)3 = (3̄)3 = (0̄)3 = 0̄ e (1̄)3 + (2̄)3 = 1̄ + 8̄ = 1̄ + 2̄ = 3̄ = 0̄.
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A seguir, veremos como construir um corpo a partir de um domínio de integridade qualquer.
Seja ℵ o conjunto de pares ordenados (𝑎, 𝑏), onde 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, 𝑏 ̸= 0 e 𝑅 é um anel de integridade.

Tome em ℵ a seguinte relação de equivalência:

(𝑎, 𝑏) ≍ (𝑐, 𝑑) ⇔ 𝑎𝑑 = 𝑏𝑐.

Seja [𝑎, 𝑏] a classe de equivalência em ℵ de (𝑎, 𝑏), onde 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, 𝑏 ̸= 0 e seja 𝑄(𝑅) o conjunto
de tais classes de equivalência.

Além disso, deĄna em 𝑄(𝑅) as seguintes operações, respectivamente, soma e produto:

• [𝑎, 𝑏] + [𝑐, 𝑑] = [𝑎𝑑+ 𝑏𝑐, 𝑏𝑑]

• [𝑎, 𝑏][𝑐, 𝑑] = [𝑎𝑐, 𝑏𝑑]

Temos que estas operações estão bem deĄnidas e com elas 𝑄(𝑅) é um corpo.

DeĄnição 1.1.41. O corpo 𝑄(𝑅) assim construído a partir de um domínio de integridade 𝑅 é
chamado de corpo quociente de 𝑅 (ou corpo de frações de 𝑅).

Exemplo 1.1.42. No caso especial em que 𝑅 = Z temos que 𝑄(Z) = Q.

Dado um conjunto 𝐵, às vezes é útil saber se existe um conjunto de elementos que quando
multiplicados com todos os elementos de 𝐵, temos como resultado o elemento nulo. Isto nos leva
à seguinte deĄnição:

DeĄnição 1.1.43. Se 𝐴 e 𝐵 são dois conjuntos com uma operação multiplicação formal 𝐴 ≤𝐵 ⊃ 𝑆
onde 𝑆 é um conjunto qualquer com o elemento 0. Então deĄniremos o anulador à esquerda de
𝐵 em 𝐴, por

𝐴𝑛𝑛(𝐴𝐵) = ¶𝑎 ∈ 𝐴 ♣ 𝑎𝐵 = 0♢.

Caso exista a multiplicação 𝐵𝐴 podemos deĄnir o anulador à direita de 𝐵 em 𝐴 por

𝐴𝑛𝑛(𝐵𝐴) = ¶𝑎 ∈ 𝐴 ♣ 𝐵𝑎 = 0♢.

Se existirem ambos os conjuntos 𝐴𝑛𝑛(𝐴𝐵) e 𝐴𝑛𝑛(𝐵𝐴), então chamaremos de o anulador de 𝐵
em 𝐴, denotado por 𝐴𝑛𝑛𝐴(𝐵), o conjunto

𝐴𝑛𝑛(𝐴𝐵) ∩ 𝐴𝑛𝑛(𝐵𝐴)

Exemplo 1.1.44. Sejam 𝐴 o conjunto das matrizes 2 × 2 com entradas reais e 𝐵 o subconjunto

de 𝐴 com elementos da forma

[︃
0 𝑎
0 0

⟨
. Logo, 𝐴𝑛𝑛(𝐴𝐵) =

[︃
0 𝑥
0 𝑦

⟨
, 𝐴𝑛𝑛(𝐵𝐴) =

[︃
𝑥 𝑦
0 0

⟨
e

𝐴𝑛𝑛𝐴(𝐵) =

[︃
0 𝑥
0 0

⟨
.

O subconjunto 𝐼 de um anel 𝑅, deĄnido a seguir, é importante na Teoria de Anel, pois ele tem
a propriedade especial de que o resultado da multiplicação à esquerda de todo elemento de 𝑅 por
qualquer elemento de 𝐼 também pertence a 𝐼.
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DeĄnição 1.1.45. Se 𝑅 é um anel, um subconjunto 𝐼 de 𝑅 é chamado de ideal à esquerda de
𝑅 se:

1. 𝐼 é um subgrupo de 𝑅 sob a adição.

2. ∀𝑟 ∈ 𝑅 e ∀𝑎 ∈ 𝐼 temos que 𝑟𝑎 ∈ 𝐼.

Podemos deĄnir similarmente o ideal à direita de 𝑅.

DeĄnição 1.1.46. Um ideal bilateral (ou simplesmente um ideal) do anel 𝑅 é um ideal á direita
e á esquerda ao mesmo tempo, notação 𝐼 ▷ 𝑅.

Dado um ideal 𝐼 de um anel 𝑅, deĄniremos o conjunto 𝑅/𝐼 como o conjunto de todos os
elementos da forma 𝑎 + 𝐼 = ¶�̄� = 𝑎 + 𝑖♣ 𝑎 ∈ 𝑅 e 𝑖 ∈ 𝐼♢. Vamos deĄnir no conjunto 𝑅/𝐼 as
operações de adição e de multiplicação conforme a seguir:

(𝑎+ 𝐼) + (𝑏+ 𝐼) = (𝑎+ 𝑏+ 𝐼) e (𝑎+ 𝐼) ≤ (𝑏+ 𝐼) = (𝑎𝑏+ 𝐼).

Vejamos que estas operações estão bem deĄnidas.
Seja 𝑎 + 𝐼 = 𝑎′ + 𝐼 e 𝑏 + 𝐼 = 𝑏′ + 𝐼. Da primeira igualdade temos que 𝑎 = 𝑎′ + 𝑖1 onde 𝑖1 ∈ 𝐼 e,
analogamente, 𝑏 = 𝑏′ + 𝑖2 onde 𝑖2 ∈ 𝐼.
A soma está bem deĄnida, pois:

𝑎+ 𝑏 = (𝑎′ + 𝑖1) + (𝑏′ + 𝑖2) = (𝑎′ + 𝑏′) + (𝑖1 + 𝑖2)

e como 𝐼 é subgrupo de 𝑅 temos 𝑖1 + 𝑖2 ∈ 𝐼. Isto signiĄca que (𝑎+ 𝑏) + 𝐼 = (𝑎′ + 𝑏′) + 𝐼.
Para a multiplicação, temos que:

𝑎𝑏 = (𝑎′ + 𝑖1)(𝑏′ + 𝑖2) = 𝑎′𝑏′ + 𝑎′𝑖2 + 𝑖1𝑏+ 𝑖1𝑖2.

Como 𝐼 é um ideal de 𝑅 temos que 𝑎′𝑖2, 𝑖1𝑏, 𝑖1𝑖2 ∈ 𝐼. Fazendo 𝑎′𝑖2 + 𝑖1𝑏+ 𝑖1𝑖2 = 𝑖3 obtemos que
𝑎𝑏 = 𝑎′𝑏′ + 𝑖3 ⇒ 𝑎𝑏+ 𝐼 = 𝑎′𝑏′ + 𝐼.
Logo, as operações estão bem deĄnidas.

Proposição 1.1.47. O conjunto 𝑅/𝐼 com as operações deĄnidas acima é um anel.

Demonstração. Sejam 𝑎+ 𝐼, 𝑏+ 𝐼, 𝑐+ 𝐼 ∈ 𝑅/𝐼, logo:

• (𝑎+ 𝐼) + (𝑏+ 𝐼) = (𝑎+ 𝑏) + 𝐼 ∈ 𝑅/𝐼

• (𝑎+ 𝐼) + (𝑏+ 𝐼) = (𝑎+ 𝑏) + 𝐼 = (𝑏+ 𝑎) + 𝐼 = (𝑏+ 𝐼) + (𝑎+ 𝐼)

• (𝑎+ 𝐼) + ((𝑏+ 𝐼) + (𝑐+ 𝐼)) = (𝑎+ 𝐼) + ((𝑏+ 𝑐) + 𝐼) = (𝑎+ (𝑏+ 𝑐)) + 𝐼 = ((𝑎+ 𝑏) + 𝑐) + 𝐼 =
((𝑎+ 𝑏) + 𝐼) + (𝑐+ 𝐼) = ((𝑎+ 𝐼) + (𝑏+ 𝐼)) + (𝑐+ 𝐼)

• (𝐼) + (𝑎+ 𝐼) = (0 + 𝐼) + (𝑎+ 𝐼) = (0 + 𝑎) + 𝐼 = 𝑎+ 𝐼 (Elemento neutro)

• (⊗𝑎+ 𝐼) + (𝑎+ 𝐼) = (⊗𝑎+ 𝑎) + 𝐼 = 0 + 𝐼 = 𝐼 (Elemento inverso)
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• (𝑎+ 𝐼)(𝑏+ 𝐼) = 𝑎𝑏+ 𝐼 ∈ 𝑅/𝐼;

• (𝑎 + 𝐼)((𝑏 + 𝐼)(𝑐 + 𝐼)) = (𝑎 + 𝐼)(𝑏𝑐 + 𝐼) = 𝑎(𝑏𝑐) + 𝐼 = (𝑎𝑏)𝑐 + 𝐼 = (𝑎𝑏 + 𝐼)(𝑐 + 𝐼) =
((𝑎+ 𝐼)(𝑏+ 𝐼))(𝑐+ 𝐼)

• (𝑎+𝐼)((𝑏+𝐼)+(𝑐+𝐼)) = (𝑎+𝐼)(𝑏+𝑐+𝐼) = 𝑎(𝑏+𝑐)+𝐼 = (𝑎𝑏+𝑎𝑐)+𝐼 = (𝑎𝑏+𝐼)+(𝑎𝑐+𝐼).
Prova-se de maneira análoga que ((𝑎+ 𝐼) + (𝑏+ 𝐼))(𝑐+ 𝐼) = (𝑎𝑐+ 𝐼) + (𝑏𝑐+ 𝐼).

DeĄnição 1.1.48. O anel 𝑅/𝐼 é chamado de anel quociente.

As duas próximas proposições nos dizem sobre algumas propriedades que o anel 𝑅/𝐼 ŞherdaŤ
do anel 𝑅.

Proposição 1.1.49. Se 𝑅 é um anel comutativo então 𝑅/𝐼 também o é.

Demonstração. (𝑎+ 𝐼)(𝑏+ 𝐼) = 𝑎𝑏+ 𝐼 = 𝑏𝑎+ 𝐼 = (𝑏+ 𝐼)(𝑎+ 𝐼)

Proposição 1.1.50. Se 𝑅 é um anel com unidade então 𝑅/𝐼 também o é.

Demonstração. Seja 1 a unidade de 𝑅 e tome o elemento 1 + 𝐼 ∈ 𝑅/𝐼. Portanto:
(1 + 𝐼)(𝑎 + 𝐼) = 1𝑎 + 𝐼 = 𝑎 + 𝐼 e (𝑎 + 𝐼)(1 + 𝐼) = 𝑎1 + 𝐼 = 𝑎 + 𝐼. Temos então que 1 + 𝐼 é a
unidade de 𝑅/𝐼.

Certos anéis têm a propriedade de que todos os seus ideais possuem a mesma forma (a mais
simples possível). Desse modo, temos a seguinte deĄnição:

DeĄnição 1.1.51. Um domínio de integridade 𝑅 com unidade é um domínio de ideal principal
se todo ideal 𝐴 de 𝑅 é da forma 𝐴 = ¶𝑥𝑎♣ 𝑥 ∈ 𝑅♢ para um certo 𝑎 ∈ 𝐴.

A próxima deĄnição, nos apresenta certos tipos de ideais que possuem propriedades especiais
e que serão úteis mais tarde.

DeĄnição 1.1.52. 1. Um ideal 𝐼 de um anel 𝑅 é chamado primo se para todos ideais 𝐴,𝐵
de 𝑅 tais que 𝐴𝐵 ⊆ 𝐼 temos que 𝐴 ⊆ 𝐼 ou 𝐵 ⊆ 𝐼.

2. Um ideal 𝑀 ̸= 𝑅 em um anel 𝑅 é chamado de ideal maximal de 𝑅 se sempre que 𝑈 é um
ideal de 𝑅 tal que 𝑀 ⊆ 𝑈 ⊆ 𝑅, então ou 𝑈 = 𝑅 ou 𝑈 = 𝑀 .

Teorema 1.1.53. Se 𝑅 é um anel comutativo com unidade e 𝑀 é um ideal de 𝑅, então 𝑀 é
maximal se somente se 𝑅/𝑀 é um corpo.

Demonstração. (⇒) Seja �̄� ∈ 𝑅/𝑀 , onde �̄� ̸= 0̄. Vamos demonstrar que existe o inverso de �̄� em
𝑅/𝑀 .
Como �̄� ̸= 0̄ temos que 𝑥 /∈ 𝑀 . Vamos provar que o conjunto 𝐼 = ¶𝑗 + 𝑥𝑟♣ 𝑗 ∈ 𝑀, 𝑟 ∈ 𝑅♢ é um
ideal. Com efeito, seja 𝑎 ∈ 𝑅 e 𝑗+𝑥𝑟 ∈ 𝐼, logo: 𝑎(𝑗+𝑥𝑟) = (𝑎𝑗) + 𝑎(𝑥𝑟) = (𝑎𝑗) + (𝑎𝑥)𝑟. Como 𝑀
é um ideal temos que 𝑎𝑗 ∈ 𝑀 e como 𝑅 é um anel 𝑎𝑟 ∈ 𝑅. Portanto 𝑎(𝑗 + 𝑥𝑟) ∈ 𝐼. De maneira
análoga provamos que (𝑗 + 𝑥𝑟)𝑎 ∈ 𝐼. Observe que 𝑀 ⊆ 𝐼 mas 𝑀 ̸= 𝐼. Como 𝑀 é maximal temos
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que 𝐼 = 𝐴 ⇒ 1 ∈ 𝐼 ⇒ 1 = 𝑗 + 𝑥𝑟, para certo 𝑗 ∈ 𝑀 e 𝑟 ∈ 𝑅.
Seja Þ : 𝑅 ⊃ 𝑅/𝑀 tal que Þ(1) = Þ(𝑗 + 𝑥𝑟) ⇒ 1̄ = 𝑗 + 𝑥𝑟 = �̄� + 𝑥𝑟 = 𝑥𝑟 = �̄�𝑟 ⇒ �̄�⊗1 = 𝑟.
(⇐) Seja 𝐽 ⊆ 𝐼 ⊆ 𝑀 , suponhamos que 𝐽 ̸= 𝐼 então existe 𝑖 ∈ 𝐼 ⊗ 𝐽 tal que 0̄ ̸= �̄� ∈ 𝑅/𝑀 ⇒
∃𝑟 ♣ 𝑟�̄� = 1̄ ⇒ 𝑟𝑖⊗1 ∈ 𝑀 ⇒ 𝑟𝑖⊗1 = 𝑗 para algum 𝑗 ∈ 𝑀 ⇒ 1 = 𝑟𝑖⊗𝑗 ∈ 𝐼 pois 𝑟𝑖 ∈ 𝐼 e 𝑗 ∈ 𝑀 ⊆ 𝐼.
Portanto 𝐼 = 𝑅.

DeĄnição 1.1.54. Sejam 𝑅 um domínio e 𝑄(𝑅) seu corpo quociente. Dizemos que 𝑅 é um anel
de valorização de 𝑄(𝑅) se para cada 𝑥 ∈ 𝑄*(𝑅) = 𝑄(𝑅) ⊗ ¶0♢, então 𝑥 ∈ 𝑅 ou 𝑥⊗1 ∈ 𝑅 (ou
ambos).

Exemplo 1.1.55. O conjunto Z não é um anel de valorização de Q, pois 3/2 ∈ Q* com 3/2 /∈ Z

e 2/3 /∈ Z.

DeĄnição 1.1.56. Sejam 𝐾 um corpo e ∞ um símbolo, que neste contexto designa um elemento
não inteiro tal que:

∞ + ∞ = ∞, 𝑧 + ∞ = ∞ e 𝑧 < ∞, ∀𝑧 ∈ Z.

Uma valorização discreta de 𝐾 é uma função sobrejetora 𝑣 : 𝐾 ⊃ Z ∪ ¶∞♢ tal que:

1. 𝑣(𝑥) = ∞ ⇔ 𝑥 = 0;

2. 𝑣(𝑥𝑦) = 𝑣(𝑥) + 𝑣(𝑦) e

3. 𝑣(𝑥+ 𝑦) ⊙ min¶𝑣(𝑥), 𝑣(𝑦)♢, assumindo 𝑎+ 𝑏 ̸= 0.

O conjunto
𝑅𝑣 = ¶𝑥 ∈ 𝐾 ♣ 𝑣(𝑥) ⊙ 0♢

é chamado de anel de valorização de 𝑣.

DeĄnição 1.1.57. Um domínio 𝑅 é chamado de anel de valorização discreta se existe uma
valorização discreta 𝑣 no corpo quociente 𝑄(𝑅) tal que 𝑅 é o anel de valorização de 𝑣, ou seja,
𝑅 = 𝑅𝑣.

Observação 1.1.58. Todo anel de valorização discreta 𝑅 é um domínio de ideal principal que
possui somente um ideal maximal.

Exemplo 1.1.59. Seja Z(2) = ¶𝑝/𝑞 ♣ 𝑝, 𝑞 ∈ Z, 𝑞 ímpar♢. Temos que seu corpo quociente é Q.
Agora, para qualquer elemento não nulo 𝑟 ∈ Q podemos aplicar a fatoração única no numerador
e denominador de 𝑟 e escrevê-lo na forma 2𝑘𝑠/𝑡, onde 𝑠, 𝑡, 𝑘 são inteiros com 𝑠 e 𝑡 ímpares. Neste
caso, deĄna a valorização discreta 𝑣 : Q ⊃ Z ∪ ¶∞♢ dada por 𝑣(𝑟) = 𝑘. Portanto, temos que
𝑅𝑣 = Z(2) e então Z(2) é um anel de valorização discreta.

DeĄnição 1.1.60. Sejam um grupo abeliano (𝑀,+) e um anel 𝑅. O conjunto 𝑀 é chamado de
𝑅-módulo à direita, notação 𝑀𝑅, se existe uma aplicação

𝐴 : 𝑀 ×𝑅 ⊃ 𝑀
(𝑚, 𝑟) ↦⊃ 𝑚𝑟

tal que ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑀 e ∀𝑟, 𝑠 ∈ 𝑅, temos:
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1. (𝑎+ 𝑏)𝑟 = 𝑎𝑟 + 𝑏𝑟,

2. 𝑎(𝑟 + 𝑠) = 𝑎𝑟 + 𝑎𝑠,

3. 𝑎(𝑟 ≤ 𝑠) = (𝑎𝑟)𝑠.

Se 𝑅 possui unidade 1, diremos que 𝑀𝑅 é um módulo unitário se:

4. 𝑎1 = 𝑎.

DeĄnição 1.1.61. Um submódulo 𝑁 de 𝑀 é um subgrupo de 𝑀 que é fechado sob as novas
operações, isto é, para todo 𝑏 ∈ 𝑁 e 𝑟 ∈ 𝑅 temos que 𝑏𝑟 ∈ 𝑁 .

Veremos, a seguir, qual é a forma mais simples que um módulo pode ter.

DeĄnição 1.1.62. Um módulo 𝑀𝑅 é chamado de irredutível se ele tem exatamente dois sub-
módulos. Estes submódulos têm que ser 0 e 𝑀 , e da deĄnição implica que 𝑀 ̸= 0.

Analogamente, pode ser deĄnido o 𝑅-módulo à esquerda 𝑅𝑀 .

Exemplo 1.1.63. Se 𝑅 é um corpo, 𝑀𝑅 é o que frequentemente conhecemos por espaço vetorial.

Exemplo 1.1.64. Se 𝑅 = Z, 𝑀Z é essencialmente apenas 𝑀 , pois a multiplicação por um nú-
mero inteiro se reduz a uma adição repetida. Então Z-módulos e grupos abelianos podem ser
considerados como os mesmos objetos.

Exemplo 1.1.65. Se 𝑀 = 𝑅 e a aplicação 𝑀 ×𝑅 ⊃ 𝑀 é a multiplicação, isto é, 𝑎𝑟 = 𝑎 ≤ 𝑟, então
temos um módulo à direita 𝑅𝑅.

DeĄnição 1.1.66. 1. Uma sequência (Ąnita ou inĄnita)

𝑀0 𝑀1 ≤ ≤ ≤ 𝑀𝑛

𝑓1 𝑓2 𝑓𝑛

de módulos (ou grupos, ou espaços vetoriais) é chamada de exata se:

Im(𝑓𝑘) = Ker(𝑓𝑘+1).

2. Uma sequência é chamada de exata curta se ela tem a forma

𝐴 𝐵 𝐶
𝑓 𝑔

onde 𝑓 é um monomorĄsmo e 𝑔 é um epimorĄsmo.
Outra maneira de escrever uma sequência exata curta é
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0 𝐴 𝐵 𝐶 0
𝑓 𝑔

A próxima deĄnição nos fornecerá uma ferramenta muito útil para o nosso trabalho.

DeĄnição 1.1.67. Seja 𝐺 um grupo. Se 𝑉 é um K-espaço vetorial, considere 𝐺𝐿(𝑉 ) o grupo
de todos os operadores lineares invertíveis de 𝑉 . Se dim(𝑉 ) = 𝑚 < ∞, Ąxando uma base de 𝑉 ,
identiĄcamos o grupo 𝐺𝐿(𝑉 ) com o grupo 𝐺𝐿𝑚(𝐾) das matrizes 𝑚×𝑚 invertíveis com entradas
no corpo 𝐾 (veja Exemplo 1.1.22).

1. A representação ã de 𝐺 em 𝑉 é um homomorĄsmo de grupo

ã : 𝐺 ⊃ 𝐺𝐿(𝑉 ).

O grau da representação ã é igual a dimensão do espaço vetorial 𝑉 . A representação ã é
chamada de Ąel se o núcleo de ã é trivial e é chamada de trivial se o seu núcleo coincide
com 𝐺.

2. Duas representações ã : 𝐺 ⊃ 𝐺𝐿(𝑉 ) e ã′ : 𝐺 ⊃ 𝐺𝐿(𝑉 ′) são chamadas de equivalentes, se
existe um isomorĄsmo 𝜃 : 𝑉 ⊃ 𝑉 ′ dos espaços vetoriais 𝑉 e 𝑉 ′ tal que

(𝜃 ◇ ã(𝑔))(𝑣) = (ã′(𝑔) ◇ 𝜃)(𝑣), 𝑔 ∈ 𝐺, 𝑣 ∈ 𝑉.

3. Se 𝑊 é um subespaço de 𝑉 tal que ã(𝐺) = 𝑊 , então a representação å : 𝐺 ⊃ 𝐺𝐿(𝑊 )
deĄnida por

(å(𝑔))(𝑤) = (ã(𝑔))(𝑤), 𝑔 ∈ 𝐺, 𝑤 ∈ 𝑊 ⊆ 𝑉,

é chamada de sub-representação da representação ã : 𝐺 ⊃ 𝐺𝐿(𝑉 ). A representação å é
própria se 𝑊 ̸= ¶0♢ e 𝑊 ̸= 𝑉 .

4. Se ã′ : 𝐺 ⊃ 𝐺𝐿(𝑉 ′) e ã′′ : 𝐺 ⊃ 𝐺𝐿(𝑉 ′′) são duas representações de 𝐺, então a representação
ã = ã′ ⊕ ã′′ : 𝐺 ⊃ 𝐺𝐿(𝑉 ′ ⊕ 𝑉 ′′) deĄnida por

(ã(𝑔))(𝑣′, 𝑣′′) = ((ã′(𝑔))(𝑣), (ã′′(𝑔))(𝑣)), 𝑔 ∈ 𝐺, (𝑣′, 𝑣′′) ∈ 𝑉 ′ ⊕ 𝑉 ′′,

é chamada de soma direta de ã′ e ã′′. Similarmente, deĄnimos a soma direta de qualquer
número (Ąnito ou inĄnito) de representações. O produto tensorial ã = ã′ · ã′′ : 𝐺 ⊃
𝐺𝐿(𝑉 ′ · 𝑉 ′′) de ã′ e ã′′ é deĄnido por

(ã(𝑔))(𝑣′ · 𝑣′′) = ((ã′(𝑔))(𝑣′) · (ã′′(𝑔))(𝑣′′)), 𝑔 ∈ 𝐺, 𝑣′ · 𝑣′′ ∈ 𝑉 ′ · 𝑉 ′′.

5. A representação ã : 𝐺 ⊃ 𝐺𝐿(𝑉 ) é irredutível se ela não tem sub-representações próprias,
caso contrário ela é chamada de decomponível. A representação ã é completamente
irredutível se ela é uma soma direta de representações irredutíveis.

6. Se 𝑊 é um subespaço de 𝑉 , 𝑊 é dito invariante sob a ação de 𝐺 (ou 𝐺-invariante), se
∀𝑥 ∈ 𝑊 implica que ã(𝑠)(𝑥) ∈ 𝑊 , ∀𝑠 ∈ 𝐺. Denotaremos ã(𝑠)(𝑥) por ã𝑠(𝑥).
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Comentaremos, sucintamente, a relação entre as representações de 𝐺 e os 𝐾𝐺-módulos. Con-
sidere o conjunto End(𝑉 ) da álgebra dos 𝐾-endomorĄsmos de 𝑉 . Se 𝐾𝐺 é o grupo álgebra de 𝐾
sobre 𝐺 e ã é a representação de 𝐺 em 𝑉 , temos que ã induz um homomorĄsmo de 𝐾-álgebras
ã′ : 𝐾𝐺 ⊃ End(𝑉 ) tal que ã′(1𝐺) = 1.

No caso em que dim𝐾(𝑉 ) = 𝑛 < ∞, isto é, com representações lineares Ąnitas, uma represen-
tação de um grupo 𝐺 determina unicamente um 𝐾𝐺-módulo (ou 𝐺-módulo) de dimensão Ąnita
da seguinte maneira: Se ã : 𝐺 ⊃ 𝐺𝐿(𝑉 ) é uma representação de 𝐺, 𝑉 se torna um 𝐺-módulo (à
esquerda) por deĄnir 𝑔𝑣 = ã(𝑔)(𝑣) para todo 𝑔 ∈ 𝐺 e 𝑣 ∈ 𝑉 . Temos, também, que se 𝑀 é um
𝐺-módulo de dimensão Ąnita como um espaço vetorial sobre 𝐾, então ã : 𝐺 ⊃ 𝐺𝐿(𝑀), tal que
ã(𝑔)(𝑚) = 𝑔𝑚, para todo 𝑔 ∈ 𝐺, 𝑚 ∈ 𝑀 , deĄne uma representação de 𝐺 em 𝑀 .

O próximo teorema e seu corolário nos dizem que as representações de 𝐺 podem ser construídas
de outras representações mais simples (irredutíveis) por meio de operações algébricas lineares.

Teorema 1.1.68 (Teorema de Maschke). Sejam ã : 𝐺 ⊃ 𝐺𝐿(𝑉 ) uma representação linear
Ąnita de 𝐺 em 𝑉 , o subespaço 𝑊 ⊆ 𝑉 𝐺-invariante e um corpo 𝐾 de característica 0 ou de
característica 𝑝 ̸= 0, tal que 𝑝 não é um divisor de ♣𝐺♣. Então ∃𝑊0 ⊆ 𝑉 subespaço tal que
𝑉 = 𝑊 ⊕𝑊0 e 𝑊0 é 𝐺-invariante.

Demonstração. Seja 𝑊 ′ um complementar de 𝑊 , como dim𝑉 < ∞ temos que 𝑉 = 𝑊 ⊕ 𝑊 ′.
Logo existe a projeção 𝑝 : 𝑉 ⊃ 𝑊 tal que ∀𝑣 ∈ 𝑉 com 𝑣 = 𝑤 + 𝑤′ temos que 𝑝(𝑣) = 𝑤.
Seja 𝑝0 = (1/♣𝐺♣)

√︁
𝑠∈𝐺 ã𝑠 𝑝 ã

⊗1
𝑠 : 𝑉 ⊃ 𝑊 (pois 𝑊 é invariante). Vamos provar que ∀𝑤 ∈ 𝑊 ,

𝑝0(𝑤) = 𝑤.
Com efeito, seja ã⊗1

𝑠 (𝑤) ∈ 𝑊 . Logo 𝑝(ã⊗1
𝑠 (𝑤)) = ã⊗1

𝑠 (𝑤), portanto:

𝑝0(𝑤) = (1/♣𝐺♣)
∑︁

𝑠∈𝐺

(ã𝑠 𝑝 ã⊗1
𝑠 )(𝑤) = (1/♣𝐺♣)

∑︁

𝑠∈𝐺

𝑤 = (1/♣𝐺♣) ♣𝐺♣𝑤 = 𝑤.

Logo 𝑝0 é uma projeção, então existe 𝑊0 ⊆ 𝑉 subespaço associado ao 𝑝0 tal que 𝑉 = 𝑊 ⊕𝑊0.
Vamos provar que 𝑊0 é 𝐺-invariante.
De fato, para todo 𝑡 ∈ 𝐺 temos:

ã𝑡 𝑝0 ã
⊗1
𝑡 = (1/♣𝐺♣)

∑︁

𝑠∈𝐺

ã𝑡 ã𝑠 𝑝 ã
⊗1
𝑠 ã⊗1

𝑡 = (1/♣𝐺♣)
∑︁

𝑠∈𝐺

ã𝑡𝑠 𝑝 ã
⊗1
𝑡𝑠 = (1/♣𝐺♣)

∑︁

𝑠∈𝐺

ã𝑠 𝑝 ã
⊗1
𝑠 = 𝑝0.

Logo para todo 𝑡 ∈ 𝐺 temos que ã𝑡𝑝0 = 𝑝0ã𝑡. Se 𝑤0 ∈ 𝑊0 e 𝑡 ∈ 𝐺, então:

(𝑝0ã𝑡)(𝑤0) = (ã𝑡𝑝0)(𝑤0) = ã𝑡(𝑝0(𝑤0)) = ã𝑡(0) = 0, p𝑜𝑖𝑠 𝑉 = 𝑊 ⊕𝑊0.

Logo:
𝑝0(ã𝑡(𝑤0)) = 0 ⇒ ã𝑡(𝑤0) ∈ 𝑊0 ⇒ 𝑊0.

Portanto, 𝑊0 é 𝐺-invariante.

O próximo corolário é uma consequência importante do Teorema de Maschke.

Corolário 1.1.69. Nas condições do Teorema de Maschke, toda representação é soma direta de
representações irredutíveis.
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Demonstração. Vamos provar por indução em 𝑛. Seja 𝑛 = 1 e ã : 𝐺 ⊃ 𝐺𝐿(𝑉 ) em que a
dim 𝑉 = 1 ⇒ ã é irredutível.
Considere agora 𝑛 ⊙ 2. Se ã é irredutível temos o resultado, caso contrário, pelo Teorema 1.1.68,
existem 𝑉1 e 𝑉2 subespaços 𝐺-invariantes de 𝑉 onde ambos têm dimensão não nula e 𝑉 = 𝑉1 ⊕𝑉2 e
dim 𝑉1 < dim 𝑉 e dim 𝑉2 < dim 𝑉 . Logo aplicando a indução em 𝑉1 e 𝑉2 conseguiremos escrevê-los
como um soma direta de subespaços 𝐺-invariantes e o resultado é obtido.

DeĄnição 1.1.70. Sejam 𝑉1, . . . , 𝑉𝑠 módulos não isomorfos dois a dois de um grupo Ąnito 𝐺.
Seja 𝑊 um 𝐺-módulo de dimensão Ąnita. Seja 𝑊 = 𝑊1 ⊕ ≤ ≤ ≤ ⊕𝑊𝑠 uma decomposição de 𝑊 em
soma de 𝐺-submódulos irredutíveis. Se para cada módulo 𝑊𝑖 temos que 𝑚𝑖𝑉𝑖 ≍= 𝑊𝑖, chamamos os
inteiros não negativos 𝑚𝑖 de a multiplicidade de 𝑉𝑖 na decomposição de 𝑊 e escrevemos

𝑊 = 𝑚1𝑉1 ⊕ ≤ ≤ ≤ ⊕𝑚𝑠𝑉𝑠.

A seguinte deĄnição nos fornece uma efetiva ferramenta para entender as representações de um
grupo Ąnito 𝐺.

DeĄnição 1.1.71. Seja ã : 𝐺 ⊃ 𝐺𝐿(𝑉 ) uma representação de dimensão Ąnita do grupo 𝐺. A
função äã : 𝐺 ⊃ 𝐾 deĄnida por

äã(𝑔) = 𝑡𝑟𝑉 (ã(𝑔)), 𝑔 ∈ 𝐺,

é chamada de caráter de ã. Se ã é uma representação irredutível, então äã é chamado de caráter
irredutível.

Temos que se 𝑔1 e 𝑔2 são dois elementos conjugados do grupo 𝐺 e ã é uma representação de
dimensão Ąnita de 𝐺 então äã(𝑔1) = äã(𝑔2). E também, se ã e å são duas representações de
dimensão Ąnita do grupo 𝐺 então

äã⊕å = äã + äå e äã·å = äã ≤ äå.

O seguinte teorema mostra que o conhecimento do caráter nos fornece muitas informações
sobre as representações e o número das representações irredutíveis é determinado simplesmente
por propriedades de grupo. Uma demonstração deste teorema pode ser encontrada em [34].

Teorema 1.1.72. Seja 𝐺 um grupo Ąnito e 𝐾 um corpo algebricamente fechado. Então:

1. Toda representação de dimensão Ąnita de 𝐺 é determinada, a menos de um isomorĄsmo,
pelos seus caráteres.

2. O número das representações irredutíveis não isomorfas de 𝐺 é igual ao número de classes
conjugadas de 𝐺.

Para grupos de ordem pequena podemos fazer a tabela de caráteres de irredutíveis de
𝐺. As linhas da tabela são completadas com os caráteres irredutíveis e as colunas pelos represen-
tantes das classes de conjugação. As entradas da tabela são iguais aos valores dos caráteres nas
correspondentes classes de conjugação.

Vejamos dois exemplos de tabelas de caráteres de irredutíveis, onde no primeiro exemplo𝐺 = Z3

de ordem 3 e, no segundo, 𝐺 = 𝑆3 de ordem 6.
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Exemplo 1.1.73. Considere o grupo cíclico aditivo Z3. Temos que suas classes conjugadas são:
𝐸(0) = ¶0♢, 𝐸(1) = ¶1♢ e 𝐸(2) = ¶2♢. Dessas informações e do Teorema 1.1.72 podemos montar
a seguinte tabela de caráteres de Z3, onde 𝑤 = 𝑒2Þ𝑖/3:

Z3 0 1 2
ä1 1 1 1
ä2 1 𝑤 𝑤2

ä3 2 𝑤2 𝑤

Exemplo 1.1.74. Considere o grupo 𝑆3. Do Exemplo 1.1.15 temos que suas classes conjugadas
são: 𝐸(1), 𝐸(1 2) e 𝐸(1 2 3). Dessas informações e do Teorema 1.1.72 podemos montar a seguinte
tabela de caráteres de 𝑆3:

𝑆3 (1) (1 2) (1 2 3)
ä1 1 1 1
ä2 1 -1 -1
ä3 2 0 -1

A representação de inteiros positivos por somas de outros inteiros positivos é um processo
de decomposição aditivo fundamental e de muita utilidade. Devido a isso, faremos a seguinte
deĄnição:

DeĄnição 1.1.75. Uma partição de um número inteiro positivo 𝑛 é uma sequência de inteiros
Ú1 ⊙ . . . ⊙ Ú𝑟 ⊙ 1 tal que

√︁𝑟
𝑖=1 Ú𝑖 = 𝑛. Os Ú𝑖 são chamados de partes da partição. O conjunto de

todas as partições de um número 𝑛 será denotada por Par(𝑛).

Muitas vezes a partição (Ú1, . . . , Ú𝑟) será denotada por Ú, e escreveremos Ú ⊢ 𝑛 para denotar
que ŞÚ é uma partição de 𝑛Ť. Às vezes é conveniente indicar o número de vezes que cada inteiro
aparece na partição, como por exemplo (3, 22, 13) = (3, 2, 2, 1, 1, 1).

Exemplo 1.1.76. A função partição 𝑝(𝑛) é o número de partições de 𝑛.

• 𝑝(1) = 1, pois 1 = (1);

• 𝑝(2) = 2, pois 2 = (2) e 2 = 1 + 1 = (1, 1); e

• 𝑝(3) = 3, pois 3 = (3), 3 = 2 + 1 = (2, 1) e 3 = 1 + 1 + 1 = (1, 1, 1).

É bem conhecido que as classes de conjugação de 𝑆𝑛 são indexadas pelas partições de 𝑛: Se
𝜃 ∈ 𝑆𝑛, decompomos 𝜃 em produto de ciclos disjuntos, incluindo os 1-ciclos. Esta decomposição é
única se requerermos que

𝜃 = Þ1 ≤ ≤ ≤Þ𝑟
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com Þ1, . . . , Þ𝑟 ciclos de tamanho Ú1 ⊙ ≤ ≤ ≤ ⊙ Ú𝑟 ⊙ 1, respectivamente. Portanto, a partição
Ú = (Ú1, . . . , Ú𝑟) determina unicamente a classe de conjugação de 𝜃.

Logo, como mencionado acima, todos os caráteres irredutíveis de 𝑆𝑛 são indexados pelas par-
tições de 𝑛. A partir de agora, vamos denotar por äÚ o 𝑆𝑛-caráter irredutível correspondente a
Ú ⊢ 𝑛.

Observação 1.1.77. A deĄnição de partição é interessante pois, sobre um corpo de característica
zero, o número de partições de um inteiro positivo 𝑛 coincide com o número de classes de conjugação
de 𝑆𝑛 que é o mesmo número de caráteres (e portanto de representações, e portanto de módulos)
irredutíveis de 𝑆𝑛.

DeĄnição 1.1.78. A função geradora 𝑓(𝑞) para a sequência 𝑎0, 𝑎1, . . . é a série de potências

𝑓(𝑞) =
∑︁

𝑛⊙0

𝑎𝑛𝑞
𝑛.

DeĄnição 1.1.79. Seja Ú = (Ú1, . . . , Ú𝑟) uma partição, onde para uma maior generalidade Ú𝑖 ⊙ 0.
Uma função simétrica elementar 𝑒Ú é deĄnida por:

1. 𝑒0 = 1;

2. 𝑒𝑛 =
𝑟∑︁

𝑖1<...<𝑖n

𝑥𝑖1 ≤ ≤ ≤𝑥𝑖n , onde 𝑖𝑚 ∈ ¶1, . . . 𝑟♢; e

3. 𝑒Ú = 𝑒Ú1 ≤ ≤ ≤ 𝑒Úr
.

Exemplo 1.1.80. Considere Ú = (2, 1, 0, 0) então:

𝑒Ú = 𝑒2𝑒1𝑒0𝑒0 =

⎛
∐︁

4∑︁

𝑖<𝑗

∫︀
⎠ ≤

(︃
4∑︁

𝑘=1

)︃
≤ 1 ≤ 1 = (𝑥1𝑥2 +𝑥1𝑥3 +𝑥1𝑥4 +𝑥2𝑥3 +𝑥2𝑥4 +𝑥3𝑥4)(𝑥1 +𝑥2 +𝑥3 +𝑥4).

Observação 1.1.81. As funções simétricas elementares possuem uma função geradora bastante
conhecida, a saber:

𝐹 (𝑡) =
𝑟∑︁

𝑛=0

𝑒𝑛𝑡
𝑛 =

𝑟∏︁

𝑖=1

(1 + 𝑥𝑖𝑡)

Exemplo 1.1.82. Considere 𝑟 = 3, temos:

3∏︁

𝑖 =1

(1 + 𝑥𝑖𝑡) = (1 + 𝑥1𝑡)(1 + 𝑥2𝑡)(1 + 𝑥3𝑡)

= 1 + 𝑥1𝑡+ 𝑥2𝑡+ 𝑥3𝑡+ 𝑥1𝑥2𝑡
2 + 𝑥1𝑥3𝑡

2 + 𝑥2𝑥3𝑡
2 + 𝑥1𝑥2𝑥3𝑡

3

= 1 + (𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3)𝑡+ (𝑥1𝑥2 + 𝑥1𝑥3 + 𝑥2𝑥3)𝑡2 + (𝑥1𝑥2𝑥3)𝑡3

= 𝑒0 + 𝑒1𝑡+ 𝑒2𝑡
2 + 𝑒3𝑡

3

=
3∑︁

𝑛=0

𝑒𝑛𝑡
𝑛.
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DeĄnição 1.1.83. Uma composição é uma partição na qual a ordem das parcelas é levada em
conta (neste caso a partição será denotada por (Ú1, . . . , Ú𝑚)*). Denotaremos por comp(𝑚,𝑛) o
número de composições de 𝑛 com exatamente 𝑚 partes.

Exemplo 1.1.84. comp(2, 3) = 2, pois 3 = (2, 1)* = 2 + 1 = 1 + 2.

Teorema 1.1.85.

comp(𝑚,𝑛) =

(︃
𝑛⊗ 1
𝑚⊗ 1

)︃
=

(𝑛⊗ 1)!
(𝑚⊗ 1)! (𝑛⊗𝑚)!

Demonstração. Vamos introduzir um representação gráĄca para a composição de 𝑛. Para a com-
posição (𝑎1, . . . , 𝑎𝑚) de 𝑛 vamos associar 𝑚 segmentos dos intervalo [0, 𝑛]; o primeiro segmento é
de tamanho 𝑎1, o segundo segmento é de tamanho 𝑎2 e assim sucessivamente.

Observemos agora que podemos construir cada uma das comp(𝑚,𝑛) composições de 𝑛 com 𝑚
partes por escolher 𝑚 ⊗ 1 dos primeiros 𝑛 ⊗ 1 inteiros como pontos Ąnais para os 𝑚 segmentos
que dividem [0, 𝑛]. Como essas escolhas podem ser feitas de

(︁
𝑛⊗1
𝑚⊗1

)︁
maneiras diferentes, temos que

comp(𝑚,𝑛) =
(︁
𝑛⊗1
𝑚⊗1

)︁
.

Exemplo 1.1.86. Utilizando o resultado do último teorema para resolver o Exemplo 1.1.84, temos
que comp(2, 3) =

(︁
3⊗1
2⊗1

)︁
=

(︁
2
1

)︁
= 2.

DeĄnição 1.1.87. Denotaremos por comp(𝑁,𝑀, 𝑛) o número de composições de 𝑛 com exata-
mente 𝑀 partes, onde cada parte é menor ou igual a 𝑁 , ou seja, comp(𝑁,𝑀, 𝑛) é igual ao número
de elementos do conjunto ¶(𝑎1, . . . , 𝑎𝑀)♢ com

√︁
𝑎𝑖 = 𝑛, 1 ⊘ 𝑎1, . . . , 𝑎𝑀 ⊘ 𝑁 .

Observemos que comp(𝑁,𝑀, 𝑛) = comp(𝑀,𝑛) quando 𝑁 ⊙ 𝑛.
Uma efetiva ferramenta para estudar partições é a sua representação gráĄca. A cada partição

Ú é associada uma representação gráĄca. A seguir, vamos ver como é realizada essa associação.

DeĄnição 1.1.88. O diagrama de Young [Ú] de uma partição Ú = (Ú1, . . . , Ú𝑟) ⊢ 𝑛 pode
ser formalmente deĄnido como o conjunto de nós (ou caixas) (𝑖, 𝑗) ∈ Z2 tal que 1 ⊘ 𝑗 ⊘ Ú𝑖,
𝑖 = 1, . . . , 𝑟.

GraĄcamente desenhamos os diagramas substituindo os nós por caixas quadradas, adotando a
convenção, como nas matrizes, que a primeira coordenada 𝑖 (índice das linhas) aumenta de cima
para baixo e a segunda coordenada 𝑗 (índice das colunas) aumenta da esquerda para a direita. A
primeira caixa da esquerda de cada linha são caixas acima de outras e a 𝑖-ésima linha contém Ú𝑖
caixas.

Denotaremos por Ú′
𝑗 o comprimento de sua 𝑗-ésima coluna de [Ú]. A partição Ú′ = (Ú′

1, . . . , Ú
′
𝑟)

e seu diagrama [Ú′] são chamados de conjugados respectivamente a Ú e a [Ú].

Exemplo 1.1.89. Dada a partição Ú = (4, 2, 1) temos que Ú′ = (4, 2, 1)′ = (3, 2, 12), conforme
podemos ver abaixo dos diagramas de Young, respectivamente, [Ú] e [Ú′]:
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DeĄnição 1.1.90. O (𝑖, 𝑗)-gancho do diagrama [Ú] = [Ú1, . . . , Ú𝑟] consiste da 𝑗-ésima caixa da
𝑖-ésima linha de [Ú] composta de Ú𝑖 ⊗ 𝑗 caixas para a direita dele (chamado de braço do gancho)
e de Ú′

𝑗 ⊗ 𝑖 caixas abaixo dele (chamado de perna do gancho). O tamanho do gancho é igual a
Ú𝑖 + Ú′

𝑗 ⊗ 𝑖⊗ 𝑗 + 1.

Exemplo 1.1.91. O (1,2)-gancho de [4, 2, 1] é de tamanho Ú1 +Ú′
2 ⊗1⊗2+1 = 4+2⊗1⊗2+1 = 4,

onde o braço mede Ú1 ⊗ 2 = 4 ⊗ 2 = 2 e a perna mede Ú′
2 ⊗ 1 = 2 ⊗ 1 = 1, conforme o diagrama

de Young a seguir.

x x x
x

DeĄnição 1.1.92. Para a partição Ú = (Ú1, . . . , Ú𝑘) ⊢ 𝑛, deĄnimos a Ú-tabela 𝑇Ú de índice
Ð = (Ð1, . . . , Ð𝑚) onde Ð1 + . . . + Ð𝑚 = 𝑛, como o diagrama de Young [Ú] cujas caixas são
completadas com Ð1 números 1, Ð2 números 2, . . . , Ð𝑚 números m. Representaremos por 𝑎𝑖𝑗 o
elemento que se encontra na (𝑖, 𝑗)-ésima caixa de 𝑇Ú. A tabela é semi-standard se suas entradas
não decrescem da esquerda para direita nas linhas e crescem de cima para baixo nas colunas. A
tabela é standard se ela é semi padrão de índice (1, . . . , 1), isto é, todo inteiro 1, . . . , 𝑛 ocorre nela
exatamente um única vez.

Exemplo 1.1.93. Seja Ú = (4, 2, 1) uma partição. As duas primeiras tabelas 𝑇Ú da esquerda são,
respectivamente, semi-standard de índice (2, 3, 1, 1) e standard. E a terceira não é semi-standard.

1 1 2 4
2 2
3

1 3 6 7
2 4
5

1 2 3 4
6 5
7

Para uma partição Ú = (Ú1, . . . , Ú𝑘) ⊢ 𝑛, o grupo simétrico 𝑆𝑛 age sobre o conjunto da Ú-tabela
de índices (1, . . . , 1) da seguinte maneira: Se (𝑖, 𝑗)-ésima caixa da tabela 𝑇Ú contém o inteiro 𝑘,
então a (𝑖, 𝑗)-ésima caixa de à𝑇Ú contém à(𝑘), onde à ∈ 𝑆𝑛. Dessa forma, temos:

DeĄnição 1.1.94. Seja Ú = (Ú1, . . . , Ú𝑟) ⊢ 𝑛 e Ú′ = (Ú′
1, . . . , Ú

′
𝑠) a partição conjugada de Ú.

1. O estabilizador-linha de uma tabela de Young 𝑇Ú é dado por:

𝑅(𝑇Ú) = 𝑆Ú1(𝑎11, 𝑎12, . . . , 𝑎1Ú1) × ≤ ≤ ≤ × 𝑆Úr
(𝑎𝑟1, 𝑎𝑟2, . . . , 𝑎𝑟Úr

).

2. O estabilizador-coluna de uma tabela de Young 𝑇Ú é dado por:

𝐶(𝑇Ú) = 𝑆Ú′
1
(𝑎11, 𝑎21, . . . , 𝑎Ú′

11) × ≤ ≤ ≤ × 𝑆Ú′
s
(𝑎1Ú1 , 𝑎2Ú1 , . . . , 𝑎Ú′

sÚ1).

Observação 1.1.95. O estabilizador-linha 𝑅(𝑇Ú) de 𝑇Ú é o subgrupo de 𝑆𝑛 que Ąxa os conjuntos
de entradas de cada linha de 𝑇Ú. Analogamente, para o estabilizador-coluna 𝐶(𝑇Ú) de 𝑇Ú.

Exemplo 1.1.96. Sejam Ú = (3, 2), à = (12)(345) e a seguinte tabela de Young 𝑇Ú.
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1 4 2
5 3

Logo
𝑅(𝑇Ú) = 𝑆3(1, 2, 4) × 𝑆2(3, 5),

𝐶(𝑇Ú) = 𝑆2(1, 5) × 𝑆2(3, 4) × 𝑆1(2),

e a tabela à𝑇Ú é dada por

2 5 1
3 4

O próximo teorema nos fornece duas maneiras diferentes de se obter os graus das representações
irredutíveis de 𝑆𝑛, utilizando uma partição de 𝑛, o conhecimento de suas tabelas standard e a ideia
de gancho. Para uma demonstração veja [36].

Teorema 1.1.97. Seja Ú uma partição de 𝑛, então:

1. A dimensão 𝑑Ú = dim𝑀(Ú) do 𝑆𝑛-módulo irredutível 𝑀(Ú) é igual ao número de Ú-tabelas
standard.

2. (Fórmula do Gancho)

𝑑Ú =
𝑛!

√︂
(Ú𝑖 + Ú′

𝑗 ⊗ 𝑖⊗ 𝑗 + 1)
,

onde o produto corre em todas as caixas (𝑖, 𝑗) ∈ [Ú], isto é, o denominador é igual ao produto
dos tamanhos de todos os ganchos do diagrama [Ú].

Exemplo 1.1.98. Vamos calcular dim𝑀(3, 2), onde Ú é uma partição de 5.
Primeira solução: Temos que existem cinco (3,2)-tabelas padrão dadas abaixo e utilizando (i)

do Teorema 1.1.97 temos que dim𝑀(3, 2) = 5.

1 2 3
4 5

1 2 4
3 5

1 2 5
3 4

1 3 4
2 5

1 3 5
2 4

Segunda solução: Calculando os tamanhos dos ganchos do diagrama [3, 2] e colocando nas
caixas do diagrama abaixo obtemos

4 3 1
2 1

Portanto, utilizando (ii) do Teorema 1.1.97 temos que dim𝑀(3, 2) = 5!
4≤3≤1≤2≤1

= 5.
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1.2 DeĄnições e resultados básicos sobre álgebras

Nesta seção iremos apresentar as deĄnições básicas e alguns resultados importantes da teoria
de álgebras, veremos alguns de seus tipos além de mostrar alguns exemplos. Comentaremos sobre
álgebra livre e homomorĄsmos de álgebras. Principalmente, daremos a deĄnição de álgebra de
Grassmann, que é a álgebra base dessa dissertação.

DeĄnição 1.2.1. Seja 𝐾 um corpo qualquer. Um 𝐾-espaço vetorial 𝐴 é chamado de álgebra
(ou K-álgebra) se 𝐴 possui uma relação binária * : (𝐴,𝐴) ⊃ 𝐴, chamada de multiplicação, tal
que ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐴 e ∀Ð ∈ 𝐾, temos:

1. (𝑎+ 𝑏) * 𝑐 = 𝑎 * 𝑐+ 𝑏 * 𝑐,

2. 𝑎 * (𝑏+ 𝑐) = 𝑎 * 𝑏+ 𝑎 * 𝑐,

3. Ð(𝑎 * 𝑏) = (Ð𝑎) * 𝑏 = 𝑎 * (Ð𝑏).

Percebemos da deĄnição de álgebra, que ela generaliza tanto a noção de espaço vetorial quanto
a de anel.

DeĄnição 1.2.2. A álgebra de grupo 𝐾𝐺 de um grupo 𝐺 sobre um corpo 𝐾 é a álgebra
associativa cujos os elementos são a combinação linear sobre 𝐾 dos elementos de 𝐺. Como um
conjunto e espaço vetorial temos para 𝑥 ∈ 𝐾𝐺,

𝑥 =
∑︁

𝑔∈𝐺

𝑎𝑔𝑔 , onde 𝑎𝑔 ∈ 𝐾.

A multiplicação é deĄnida nos elementos da base pela operação do grupo 𝐺.

Daremos a seguir um exemplo de álgebra importante, pois ele mergulha uma álgebra 𝐴 sem uni-
dade para uma com unidade (ou seja, é um homomorĄsmo entre essas álgebras). Esta construção
é chamada de adjunção formal da unidade à álgebra 𝐴.

Exemplo 1.2.3. Seja A uma álgebra sem unidade. Consideremos o espaço vetorial

𝐾 ⊕ 𝐴 = ¶(𝑘, 𝑎) ♣ 𝑘 ∈ 𝐾, 𝑎 ∈ 𝐴♢.

Em 𝐾 ⊕ 𝐴 vamos deĄnir o seguinte produto

(𝑘1, 𝑎1) ≤ (𝑘2, 𝑎2) = (𝑘1𝑘2, 𝑘1𝑎2 + 𝑘2𝑎1 + 𝑎1𝑎2).

O conjunto 𝐾 ⊕ 𝐴 com este produto, é uma álgebra associativa com unidade (o elemento (1,0)).

A próxima proposição nos diz como deĄnir uma multiplicação em um espaço vetorial 𝑉 de
modo a torná-lo uma álgebra.

Proposição 1.2.4. Se 𝑉 é um espaço vetorial com base Ñ e 𝑓 : Ñ×Ñ ⊃ 𝑉 é uma função qualquer,
então existe uma única função bilinear 𝐹 : 𝐴× 𝐴 ⊃ 𝐴 estendendo 𝑓 .
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Demonstração. Dado 𝑣 ∈ 𝑉 temos que 𝑣 =
√︁
𝑢∈Ñ 𝑘𝑢𝑢, onde 𝑘𝑢 ∈ 𝐾 e o conjunto ¶𝑢 ∈ Ñ♣𝑘𝑢 ̸= 0♢ é

Ąnito. Assim, dados 𝑣 =
√︁
𝑢∈Ñ 𝑘𝑢𝑢 e 𝑤 =

√︁
𝑙∈Ñ 𝑘𝑙𝑙 pertencentes a 𝑉 , deĄna a função * : 𝐴×𝐴 ⊃ 𝐴

da seguinte maneira:
𝑣 * 𝑤 =

∑︁

𝑢,𝑙∈Ñ

𝑘𝑢𝑘𝑙𝑓(𝑢, 𝑣).

Temos que * está bem deĄnida, pois se
√︁
𝑢∈Ñ 𝑘𝑢𝑢 =

√︁
𝑢∈Ñ 𝑘

′
𝑢𝑢 com 𝑘𝑢, 𝑘

′
𝑢 ∈ 𝐾 então 𝑘𝑢 = 𝑘′

𝑢 para
todo 𝑢 ∈ Ñ. Tomando agora 𝑘 ∈ 𝐾 e 𝑣1 =

√︁
𝑢∈Ñ 𝑘𝑢𝑢 𝑣2 =

√︁
𝑢∈Ñ 𝑘

′
𝑢𝑢 e 𝑤 =

√︁
𝑙∈Ñ 𝑘𝑙𝑙 pertencentes a

𝑉 temos:
(𝑣1 + 𝑣2) * 𝑤 =

∑︁

𝑢∈Ñ

(𝑘𝑢 + 𝑘′
𝑢)𝑢 *

∑︁

𝑙∈Ñ

𝑘𝑙𝑙

=
∑︁

𝑢,𝑙∈Ñ

(𝑘𝑢 + 𝑘′
𝑢)𝑘𝑙𝑓(𝑢, 𝑙)

=
∑︁

𝑢,𝑙∈Ñ

𝑘𝑢𝑘𝑙𝑓(𝑢, 𝑙) +
∑︁

𝑢,𝑙∈Ñ

𝑘′
𝑢𝑘𝑙𝑓(𝑢, 𝑙)

= (𝑣1 * 𝑤) + (𝑣2 * 𝑤)

e
𝑘(𝑣1 * 𝑤) =

∑︁

𝑢,𝑙∈Ñ

𝑘𝑘𝑢𝑘𝑙𝑓(𝑢, 𝑙)

=
∑︁

𝑢∈Ñ

(𝑘𝑘𝑢)𝑢 *
∑︁

𝑙∈Ñ

𝑘𝑙𝑙

= (𝑘𝑣1) * 𝑣2

Analogamente mostra-se que 𝑘(𝑣1 *𝑤) = 𝑣1 * (𝑘𝑤) e que 𝑤 * (𝑣1 + 𝑣2) = (𝑤 * 𝑣1) + (𝑤 * 𝑣2), para
quaisquer 𝑣1; 𝑣2 ∈ 𝑉 . Logo * é bilinear. Considerando agora 𝑒1, 𝑒2 ∈ Ñ, temos que 𝑒1 =

√︁
𝑢∈Ñ 𝑘𝑢𝑢,

onde 𝑘𝑢 = 1 se 𝑒1 = 𝑢 e 𝑘𝑢 = 0 se 𝑢 ̸= 𝑒1. Fazendo o mesmo para 𝑒2 temos 𝑒2 =
√︁
𝑙∈Ñ 𝑘𝑙𝑙, onde

𝑘𝑙 = 1 se 𝑒2 = 𝑙 e 𝑘𝑙 = 0 se 𝑙 ̸= 𝑒2. Logo,

𝑒1 * 𝑒2 =
∑︁

𝑢,𝑙∈Ñ

𝑘𝑢𝑘𝑙𝑓(𝑒1, 𝑒2) = 𝑘𝑒1𝑘𝑒2𝑓(𝑒1, 𝑒2) = 𝑓(𝑒1, 𝑒2)

donde temos que * estende 𝑓 .
Resta mostrar que * é a única aplicação com esta propriedade. Para isto, suponhamos que

existe *1 : 𝐴× 𝐴 ⊃ 𝐴 estendendo 𝑓 . Daí devemos ter

𝑎 *1 𝑏 =
∑︁

𝑢,𝑙∈Ñ

𝑘𝑢𝑘𝑙(𝑢 *1 𝑙) =
∑︁

𝑢,𝑙∈Ñ

𝑘𝑢𝑘𝑙𝑓(𝑢, 𝑙) = 𝑎 * 𝑏

donde * é igual a *1 e segue o resultado.

Logo, da Proposição 1.2.4, se a álgebra 𝐴 tem uma base ¶𝑒𝑖 ♣ 𝑖 ∈ 𝐼♢, então para deĄnirmos a
multiplicação em 𝐴 é suĄciente mostrar a multiplicação entre os elementos da base:

𝑒𝑖 * 𝑒𝑗 =
∑︁

𝑘∈𝐼

Ð𝑘𝑖𝑗𝑒𝑘, Ð
𝑘
𝑖𝑗 ∈ 𝐾,
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onde para 𝑖 e 𝑗 Ąxos, apenas um número Ąnito de Ð𝑘𝑖𝑗 são não nulos. E o inverso também vale, ou
seja, podemos deĄnir uma multiplicação em um espaço vetorial 𝑉 da seguinte forma:

(︃∑︁

𝑖∈𝐼

Ð𝑖𝑒𝑖

)︃
*

(︃∑︁

𝑗∈𝐼

Ñ𝑗𝑒𝑗

)︃
=

∑︁

𝑖,𝑗∈𝐼

Ð𝑖Ñ𝑗(𝑒𝑖 * 𝑒𝑗), 𝑒𝑖 * 𝑒𝑗 =
∑︁

𝑘∈𝐼

Ð𝑘𝑖𝑗𝑒𝑘.

DeĄnição 1.2.5. Dados uma 𝐾-álgebra 𝐴 e um conjunto Ñ = ¶𝑣1, 𝑣2, . . .♢, dizemos que 𝐴 é uma
álgebra gerada pelo conjunto Ñ, se ∀𝑎 ∈ 𝐴, 𝑎 pode ser escrito como uma soma Ąnita da forma

∑︁
𝑘𝑖1,...,𝑖l𝑣𝑖1 ≤ ≤ ≤ 𝑣𝑖l ,

onde 𝑘𝑖1,...,𝑖l ∈ 𝐾 e 𝑣𝑖1 ∈ Ñ.

Denotaremos isto por: 𝐴 = ⟨Ñ⟩. Se Ñ for um conjunto Ąnito, diremos que 𝐴 é uma álgebra
Ąnitamente gerada por Ñ.

Dependendo de certas propriedades que a álgebra possui podemos classiĄcá-las de acordo com
a seguinte deĄnição:

DeĄnição 1.2.6. Seja 𝐴 uma álgebra sobre 𝐾, então:

1. 𝐴 é associativa se (𝑎 * 𝑏) * 𝑐 = 𝑎 * (𝑏 * 𝑐), ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐴;

2. 𝐴 é comutativa se 𝑎 * 𝑏 = 𝑏 * 𝑎, ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴; e

3. 𝐴 é unitária se 𝐴 tem um elemento 1 tal que 𝑎 * 1 = 1 * 𝑎 = 𝑎, ∀𝑎 ∈ 𝐴.

A classe de álgebra que deĄniremos a seguir desempenha um papel importante, pois ela possui
muitas aplicações tanto na matemática quanto na física.

DeĄnição 1.2.7. 𝐴 é uma Álgebra de Lie se ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐴, temos:

1. 𝑎 * 𝑎 = 0 (Lei Anticomutativa)

2. (𝑎 * 𝑏) * 𝑐+ (𝑏 * 𝑐) * 𝑎+ (𝑐 * 𝑎) * 𝑏 = 0 (Identidade de Jacobi)

• A lei anticomutativa implica que

𝑎 * 𝑏 = ⊗𝑏 * 𝑎 ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴.

Com efeito, temos que: 0 = (𝑎+𝑏)*(𝑎+𝑏) = 𝑎*𝑎+𝑎*𝑏+𝑏*𝑎+𝑏*𝑏 = 𝑎*𝑏+𝑏*𝑎 ⇒ 𝑎*𝑏 = ⊗𝑏*𝑎.

• Se car(𝐾) ̸= 2 então a lei anticomutativa é equivalente a

𝑎 * 𝑏 = ⊗𝑏 * 𝑎 ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴.

De fato, pelo parágrafo anterior só falta provar a volta da equivalência, logo de 𝑎 * 𝑏 = ⊗𝑏 *𝑎
e fazendo 𝑏 = 𝑎 temos que: 𝑎 * 𝑎 = ⊗𝑎 * 𝑎 ⇒ 2(𝑎 * 𝑎) = 0 ⇒ 𝑎 * 𝑎 = 0.
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Assim como para grupos e anéis, existem certos subconjuntos de uma álgebra de 𝐴 que também
são álgebras. Isto nos leva a seguinte deĄnição:

DeĄnição 1.2.8. O subespaço 𝑆 da álgebra 𝐴 é chamado de subálgebra se ele é fechado em
relação à multiplicação.

Exemplo 1.2.9. 𝑀𝑛(𝐾) é a álgebra das matrizes 𝑛× 𝑛 com entradas em 𝐾 sob a multiplicação
usual das matrizes e que tem como uma subálgebra o conjunto 𝑈𝑇𝑛(𝐾) das matrizes triangulares
superiores 𝑛× 𝑛 sobre 𝐾.

A deĄnição a seguir é importante pois apresenta uma subálgebra de uma álgebra 𝐴 que é
sempre comutativa.

DeĄnição 1.2.10. É chamado de centro 𝑍(𝐴) de uma álgebra 𝐴, o subconjunto de 𝐴 deĄnido
por

𝑍(𝐴) := ¶𝑎 ∈ 𝐴 ♣ 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 ∀𝑏 ∈ 𝐴♢.

Se a álgebra 𝐴 é unitária, então 𝐾 ⊆ 𝑍(𝐴). E se 𝑍(𝐴) = 𝐾 então 𝐴 é chamada de álgebra
central.

Temos que 𝑍(𝐴) é uma subálgebra de 𝐴.

Exemplo 1.2.11. Toda matriz escalar 𝐴 ∈ 𝑀𝑛(𝐾) é central.
Com efeito, como 𝐴 é uma matriz escalar, temos que:

𝐴 = 𝑘Id, 𝑘 ∈ 𝐾.

E portanto, ∀𝐵 ∈ 𝑀𝑛(𝐾):

𝐴𝐵 = (𝑘Id)𝐵 = 𝑘(Id𝐵) = 𝑘(𝐵Id) = 𝐵(𝑘Id) = 𝐵𝐴,

onde a penúltima igualdade é válida devido ao número 3 da deĄnição de álgebra (DeĄnição 1.2.1).

A próxima proposição é uma ferramenta que será utilizada mais tarde:

Proposição 1.2.12 (Argumento de Vandermonde). Suponha que são dados os elementos
𝑥1, . . . , 𝑥𝑑+1 ∈ 𝑍(𝐴) e 𝑣1, . . . , 𝑣𝑑+1 ∈ 𝐴 tal que para cada 𝑖, 1 ⊘ 𝑖 ⊘ 𝑑+1, temos que

√︁𝑑+1
𝑗=1 𝑥

𝑗⊗1
𝑖 𝑣𝑗 =

0. Então ♣𝑥1, . . . , 𝑥𝑑+1♣𝑣𝑗 = 0 para todo 𝑗. Em particular, se 𝐴𝑛𝑛𝐴♣𝑥1, . . . , 𝑥𝑑+1♣= 0 então cada
𝑣𝑗 = 0. Onde ♣𝑥1, . . . , 𝑥𝑑+1♣ denota o determinante da matriz de Vandermonde dos elementos
𝑥1, . . . , 𝑥𝑑+1.

Demonstração. Seja 𝑉 =

⎡
⋁︀⋁︀⨄︀

𝑣1
...

𝑣𝑑+1

⎤
⎥⎥⋀︀ .

Escrevendo as hipóteses na forma matricial, temos que 𝑋𝑉 = 0. Mas 𝑋 ∈ 𝑀𝑛(𝑍(𝐴)), então
multiplicando à esquerda pela adjunta da matriz 𝑋 temos que:

0 = det(𝑋)𝑉 = ♣𝑥1, . . . , 𝑥𝑑+1♣𝑉.
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DeĄnição 1.2.13. O subespaço 𝐼 de 𝐴 é chamado de um ideal á esquerda de 𝐴 se 𝐴𝐼 ⊆ 𝐼, ou
seja, ∀𝑎 ∈ 𝐴 e ∀𝑖 ∈ 𝐼 ⇒ 𝑎𝑖 ∈ 𝐼. Similarmente deĄnimos um ideal á direita.

Se 𝐼 ̸= 𝐴, observamos da deĄnição acima que 𝐼 é uma subálgebra não unitária de 𝐴.

DeĄnição 1.2.14. Um ideal bilateral (ou simplesmente um ideal) da álgebra 𝐴 é um ideal á
direita e á esquerda ao mesmo tempo, notação 𝐼 ▷ 𝐴.

A próxima deĄnição nos informa qual é a menor álgebra que contém um conjunto qualquer 𝑋.

DeĄnição 1.2.15. A subálgebra gerada por um subconjunto X de uma álgebra A, denotada
por [𝑋], é a menor subálgebra que contém esse conjunto, isto é, [𝑋] é a interseção de todas as
subálgebras de A que contém 𝑋.

DeĄnição 1.2.16. Seja ℵ uma classe de álgebras e seja 𝐹 ∈ ℵ uma álgebra gerada pelo conjunto
𝑋. A álgebra 𝐹 é chamada de álgebra livre na classe ℵ, livremente gerada por 𝑋, se para
qualquer álgebra 𝑅 ∈ ℵ, toda aplicação 𝑓 : 𝑋 ⊃ 𝑅 pode ser estendida a um homomorĄsmo de
álgebras 𝜙 : 𝐹 ⊃ 𝑅. A cardinalidade ♣𝑋♣ do conjunto 𝑋 é chamada de posto de 𝐹 .

Portanto, da última deĄnição, temos que o diagrama abaixo comuta, ou seja, 𝑓 = 𝜙 ◇ 𝑖, onde 𝑖
é a inclusão.

𝑋 𝐹

𝑅

𝑖

𝑓 𝜙

Chamaremos 𝐾 ⟨𝑋⟩ de a K-álgebra dos polinômios nas variáveis 𝑥𝑗, com a multiplicação
sendo associativa, mas não comutativa. Em outras palavras, 𝐾 ⟨𝑋⟩ é a K-álgebra que possui por
base, como espaço vetorial, a união de 1 com o conjunto formado por todos os monômios da forma
𝑥𝑖1𝑥𝑖2 ≤ ≤ ≤𝑥𝑖k ; 𝑘 ∈ N e cada 𝑖𝑗 um inteiro positivo menor ou igual a ♣𝑋♣, podendo ocorrer repetição
de índices.
O resultado da multiplicação entre dois monômios 𝑥𝑖1𝑥𝑖2 ≤ ≤ ≤𝑥𝑖k e 𝑥𝑗1𝑥𝑗2 ≤ ≤ ≤𝑥𝑗l é o monômio

𝑥𝑖1𝑥𝑖2 ≤ ≤ ≤𝑥𝑖k𝑥𝑗1𝑥𝑗2 ≤ ≤ ≤𝑥𝑗l

e que se estende por linearidade para todos os elementos de 𝐾 ⟨𝑋⟩.

Exemplo 1.2.17. Para todo conjunto 𝑋 a álgebra 𝐾 ⟨𝑋⟩ é uma álgebra livre na classe de todas
as álgebras associativas unitárias.
De fato, seja 𝐴 uma álgebra associativa unitária e seja 𝑓 : 𝑋 ⊃ 𝐴 uma aplicação qualquer.
Para cada inteiro positivo 𝑖 (menor ou igual a ♣𝑋♣ no caso em que 𝑋 é Ąnito) denotamos por
𝑎𝑖 a imagem de 𝑥𝑖 pela 𝑓 . Então, dado 𝑝(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) ∈ 𝐾 ⟨𝑋⟩, para que 𝜙 estenda 𝑓 , deĄnimos
𝜙(𝑝) = 𝑝(𝑎1, . . . , 𝑎𝑘), obtido a partir de 𝑝 substituindo-se cada 𝑥𝑖 por 𝑎𝑖 em 𝑝. Claramente, 𝜙 é
homomorĄsmo.
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Em relação à álgebra livre do último exemplo, podemos fazer as seguintes nomenclaturas:

DeĄnição 1.2.18. Seja 𝑋 um conjunto não vazio, cujos elementos são chamados de letras ou
símbolos então deĄnimos:

1. 𝑋 será chamado alfabeto.

2. Uma sequência Ąnita de letras de 𝑋, será chamada de palavra e o conjunto dessas palavras
será denotado por 𝑋 ′.

3. O número de letras de cada palavra 𝑝 ∈ 𝑋 ′ será chamado de comprimento da palavra p.
A palavra de comprimento zero será chamada de palavra vazia.

4. Uma palavra 𝑝′ ∈ 𝑋 ′ será chamada de sub-palavra de uma palavra 𝑝 ∈ 𝑋 ′ se existirem
palavras 𝑝1 e 𝑝2 em 𝑋 ′ tais que 𝑝 = 𝑝1𝑝

′𝑝2.

5. Dadas 𝑣 = 𝑎1 ≤ ≤ ≤ 𝑎𝑚 e 𝑤 = 𝑏1 ≤ ≤ ≤ 𝑏𝑛, palavras em 𝑋 ′, a operação binária de 𝑋 ′ × 𝑋 ′ em 𝑋 ′

deĄnida por 𝑣𝑤 = 𝑎1 ≤ ≤ ≤ 𝑎𝑚𝑏1 . . . 𝑏𝑛 é chamada de concatenação ou justaposição.

6. Podemos deĄnir uma relação de ordem em 𝑋 ′ da seguinte forma: Sejam 𝑣 = 𝑥𝑖1 ≤ ≤ ≤𝑥𝑖m e
𝑤 = 𝑥𝑗1 ≤ ≤ ≤𝑥𝑗n palavras em 𝑋 ′, então diremos que 𝑣 ⊘ 𝑤 se um dos três seguintes casos
ocorre:

(a) 𝑣 = 𝑤, ou seja, 𝑚 = 𝑛 e 𝑖𝑡 = 𝑗𝑡, para 𝑡 = 1, 2, . . . , 𝑛.

(b) Se ∃𝑙 > 0 tal que se 𝑟 ∈ ¶1, 2, ≤ ≤ ≤ , 𝑙♢ temos 𝑖𝑟 = 𝑗𝑟 e 𝑖𝑙+1 < 𝑗𝑙+1.

(c) Se 𝑚 > 𝑛 e 𝑖𝑡 = 𝑗𝑡, para todo 1 ⊘ 𝑡 ⊘ 𝑛.

Diremos também que 𝑣 < 𝑢 se 𝑣 ⊘ 𝑢 e 𝑣 ̸= 𝑤. Esta relação de ordem é chamada de ordem
lexicográĄca.

A próxima deĄnição nos fala, mais especiĄcamente, como são os elementos de 𝐾 ⟨𝑋⟩.

DeĄnição 1.2.19. Sejam 𝑋 = ¶𝑥1, 𝑥2, . . .♢ um alfabeto enumerável e 𝐾 um corpo. Considere um
espaço vetorial 𝐾 ⟨𝑋⟩ sobre 𝐾 com base ¶𝑢, 1♢ onde 𝑢 são todos os monômios (deĄnidos abaixo)
sobre 𝑋, 1 é a unidade de 𝐾 e a multiplicação é a concatenação. Observe que o número 5. da
última deĄnição nos diz que esta multiplicação é associativa.

1. A soma 𝑝(𝑋) = 𝑝(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = Ð1𝑤1 +Ð2𝑤2 + ≤ ≤ ≤ +Ð𝑚𝑤𝑚, onde Ð𝑖 ∈ 𝐾 e 𝑤𝑖 = 𝑥𝑘1
1 ≤ ≤ ≤𝑥𝑘n

𝑛 ∈
𝑋 ′ com cada 𝑘𝑗 ⊙ 0, é chamada de polinômio. No caso em que 𝑚 = 1, 𝑝(𝑋) é chamado de
monômio. Cada 𝑥𝑗 é conhecido por uma indeterminada ou variável de 𝑝(𝑋).

2. O grau de um monômio Ð𝑤 com Ð ∈ 𝐾, Ð ̸= 0, e 𝑤 ∈ 𝑋 ′, que denotaremos por gr(Ð𝑤),
é o comprimento da palavra 𝑤. O grau de um polinômio 𝑝(𝑋) será o grau máximo de
seus monômios.

3. Diremos que um monômio Ð𝑤 com Ð ∈ 𝐾 e 𝑤 ∈ 𝑋 ′ tem tipo (𝑛1, . . . , 𝑛𝑘) se a palavra 𝑤
contém 𝑥𝑖 exatamente 𝑛𝑖 vezes, 𝑛𝑘 ̸= 0 e 𝑛𝑖 = 0 para todo 𝑖 > 𝑘. Diremos que o número 𝑛𝑖
é o grau do monômio Ð𝑤 em 𝑥𝑖.
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4. Diremos que um polinômio é homogêneo em 𝑥𝑖, com grau 𝑛𝑖, se todos os seus monômios
têm grau 𝑛𝑖 em 𝑥𝑖. Diremos também que um polinômio é homogêneo de grau (ou do
tipo) (𝑛1, . . . , 𝑛𝑘) se todos os seus monômios são do mesmo grau, (𝑛1, . . . , 𝑛𝑘).

5. Se agruparmos os monômios do mesmo tipo em qualquer polinômio 𝑝, ele se escreve como
uma soma de polinômios homogêneos. Estes polinômios serão chamados de as componentes
homogêneas de 𝑝.

6. Um polinômio homogêneo em 𝑥𝑖 com grau 1 em 𝑥𝑖 é chamado de polinômio linear em 𝑥𝑖.
Um polinômio homogêneo do tipo (𝑛1, . . . , 𝑛𝑘), onde 𝑛𝑖 = 0 ou 𝑛𝑖 = 1 para cada 𝑖, é chamado
de polinômio multilinear.

Chamaremos o conjunto 𝐾 ⟨𝑋⟩ de álgebra associativa livre unitária livremente gerada
por 𝑋 e o conjunto 𝐾 ⟨𝑥1, . . . , 𝑥𝑛⟩ de álgebra associativa livre unitária livremente gerada
por ¶𝑥1, . . . , 𝑥𝑛♢.

Assim como para espaços vetoriais, grupos e anéis temos também para álgebras, a seguinte
deĄnição de homomorĄsmo:

DeĄnição 1.2.20. A aplicação ã : 𝐴1 ⊃ 𝐴2 das álgebras 𝐴1 e 𝐴2 é chamada de HomomorĄsmo
de álgebras se somente se ã é um homomorĄsmo dos espaços vetoriais 𝐴1 e 𝐴2 e se vale que
ã(𝑎 * 𝑏) = ã(𝑎) * ã(𝑏), ∀𝑎 ∈ 𝐴1 e ∀𝑏 ∈ 𝐴2. Se 𝐴1 e 𝐴2 são unitárias, ã deve ainda satisfazer a
ã(1𝐴1) = 1𝐴2 .

Continuaremos usando a nomenclatura de isomorĄsmo, automorĄsmo, endomorĄsmo, entre
outros, para o caso de álgebras. Os teoremas de homomorĄsmos de espaços vetoriais, grupos e
anéis também são válidos para álgebras. Como por exemplo:

Teorema 1.2.21. (Teorema do HomomorĄsmo) Seja ã : 𝐴 ⊃ 𝐵 um homomorĄsmo de ál-
gebras. Então Ker(ã) é um ideal bilateral de 𝐴 e a álgebra quociente 𝐴/Ker(ã) é isomorfa à
Im(ã).

Demonstração. Seja 𝑣 ∈ Ker(ã), então para todo 𝑎 ∈ 𝐴 temos que:

ã(𝑎𝑣) = ã(𝑎)ã(𝑣) = ã(𝑎)0 = 0.

Logo 𝑎𝑣 ∈ Ker(ã). Análogo para 𝑣𝑎. Portanto Ker(ã) = ¶𝑣 ∈ 𝐴 ♣ã(𝑣) = 0♢ é um ideal bilateral
de 𝐴.
Agora tome a função ã̄ : 𝐴/Ker(ã) ⊃ Im(ã) deĄnida por:

ã̄(�̄�) = ã(𝑎).

Observe que ela está bem deĄnida, pois se 𝑎1 e 𝑎2 pertencem a 𝐴 e 𝑎1 = 𝑎2, então 𝑎1 ⊗𝑎2 ∈ Ker(ã),
logo ã(𝑎1 ⊗ 𝑎2) = 0, mas como ã é homomorĄsmo temos que ã(𝑎1) = ã(𝑎2).
Agora, note que ã é injetora, pois Ker(ã̄) = ¶�̄� ∈ 𝐴/Ker(ã) ♣ã(𝑎) = 0♢ = ¶�̄� ∈ 𝐴/Ker(ã) ♣ 𝑎 ∈
Ker(ã)♢ = ¶0̄♢. E ã̄ é sobrejetora pois se 𝑏 ∈ Im(ã) então existe um elemento 𝑎𝑏 ∈ 𝐴, tal que
ã(𝑎𝑏) = 𝑏, logo ã̄(�̄�𝑏) = ã(𝑎𝑏) = 𝑏.
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DeĄnição 1.2.22. Sejam 𝑉 e 𝑊 espaços vetoriais com bases ¶𝑣𝑖 ♣ 𝑖 ∈ 𝐼♢ e ¶𝑤𝑗 ♣ 𝑗 ∈ 𝐽♢, respec-
tivamente. O Produto Tensorial 𝑉 · 𝑊 = 𝑉 ·𝐾 𝑊 de 𝑉 e 𝑊 é o espaço vetorial com base
¶𝑣𝑖 · 𝑤𝑗 ♣ 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑗 ∈ 𝐽♢, que vale:

(︃∑︁

𝑖∈𝐼

Ð𝑖𝑣𝑖

)︃
·

(︃∑︁

𝑗∈𝐽

Ñ𝑗𝑤𝑗

)︃
=

∑︁

𝑖∈𝐼

∑︁

𝑗∈𝐽

Ð𝑖Ñ𝑗(𝑣𝑖 · 𝑤𝑗), Ð𝑖, Ñ𝑗 ∈ 𝐾.

Da Proposição 1.2.4, se 𝑉 e 𝑊 são álgebras então 𝑉 · 𝑊 também é uma álgebra com multi-
plicação dada por

(𝑣𝑖 · 𝑤𝑗)(𝑣′
𝑖 · 𝑤′

𝑗) = (𝑣𝑖𝑣′
𝑖) · (𝑤𝑗𝑤𝑗), 𝑣𝑖, 𝑣′

𝑖 ∈ 𝑉 𝑒𝑤𝑗, 𝑤
′
𝑗 ∈ 𝐽.

DeĄniremos a seguir a álgebra base dessa dissertação.

DeĄnição 1.2.23. Seja 𝑉 um 𝐾-espaço vetorial com base ordenada ¶𝑒𝑖 ♣ 𝑖 ∈ 𝐼♢. A álgebra de
Grassmann (ou exterior) de 𝑉 é a álgebra associativa gerada por ¶𝑒𝑖 ♣ 𝑖 ∈ 𝐼♢ e com a seguinte
relação 𝑒𝑖𝑒𝑗 + 𝑒𝑗𝑒𝑖 = 0, onde 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼 e 𝑒2

𝑖 = 0 se car(𝐾) = 2. Esta álgebra será denotada por 𝐸(𝑉 ).

Isto signiĄca que a álgebra de Grassmann é isomorfa à álgebra quociente 𝐾 ⟨𝑋⟩ /𝐽 , onde
𝑋 = ¶𝑥𝑖 ♣ 𝑖 ∈ 𝐼♢ e o ideal 𝐽 é gerado por 𝑥𝑖𝑥𝑗 + 𝑥𝑗𝑥𝑖, onde 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼. Se a dimensão de 𝑉 é
enumerável, podemos assumir que 𝑉 tem base ¶𝑒1, 𝑒2, . . .♢.

Temos que, uma base para a álgebra de Grassmann unitária (denotada por 𝐸(𝑉 )) é dada
por Ñ = ¶1♢∪¶𝑒𝑖1𝑒𝑖2 ≤ ≤ ≤ 𝑒𝑖k ♣ 𝑘 ⊙ 1; 𝑖1 < 𝑖2 < ≤ ≤ ≤ < 𝑖𝑘♢. E uma base para a álgebra de Grassmann
não unitária (denotada por 𝐸*(𝑉 )) é dada por Ñ* = ¶𝑒𝑖1𝑒𝑖2 ≤ ≤ ≤ 𝑒𝑖k ♣ 𝑘 ⊙ 1; 𝑖1 < 𝑖2 < ≤ ≤ ≤ < 𝑖𝑘♢.

Para um elemento de Ñ deĄnimos seu comprimento como sendo o número de fatores 𝑒𝑗 que
o formam, consideramos que o elemento 1 tem comprimento 0.

Observação 1.2.24. Denotando por 𝐸0(𝑉 ) o subespaço da álgebra de Grassmann gerado pelos
elementos de Ñ que possuem comprimento par e por 𝐸1(𝑉 ) o subespaço gerado pelos elementos de
Ñ que possuem comprimento ímpar, temos que 𝐸(𝑉 ) = 𝐸0(𝑉 ) ⊕ 𝐸1(𝑉 ).

1.3 Álgebras com Identidades Polinomiais

Nesta seção falaremos sobre álgebras com identidades polinomiais e a relacionaremos com a
noção de variedades de álgebras e álgebras relativamente livres. Apresentaremos alguns exemplos
dessas álgebras, principalmente a álgebra de Grassmann, além de deĄnir o que vem a ser T-ideal,
variedades e de exibir alguns teoremas importantes acerca destes assuntos.

Fixaremos 𝑋 = ¶𝑥1, 𝑥2, . . .♢ como um conjunto inĄnito enumerável.
As duas próximas deĄnições são muito importantes, pois elas vão caracterizar a principal álgebra

desse trabalho.

DeĄnição 1.3.1. Seja 𝑓 = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐾 ⟨𝑋⟩ e seja 𝐴 uma álgebra associativa, diremos que
𝑓 = 0 (ou somente 𝑓) é uma identidade polinomial para 𝐴 se 𝑓(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 0 para todo
𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝐴.
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DeĄnição 1.3.2. Se 𝐴 satisfaz uma identidade polinomial não nula então 𝐴 é chamada de PI-
álgebra.

Observação 1.3.3. Sub-álgebras de PI-álgebras são PI-álgebras.

Apresentaremos agora, algumas identidades polinomiais importantes na teoria de PI-álgebra e
exemplos de álgebras que são satisfeitas por elas.

DeĄnição 1.3.4. DeĄnimos o comutador de Lie como o polinômio

[𝑥𝑖, 𝑥𝑗] = 𝑥𝑖𝑥𝑗 ⊗ 𝑥𝑗𝑥𝑖, ∀𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ∈ 𝐴.

DeĄnição 1.3.5. O comutador de Lie de comprimento 𝑛 ⊙ 2 é deĄnido indutivamente por:

1. [𝑥1, 𝑥2] = 𝑥1𝑥2 ⊗ 𝑥2𝑥1,

2. [𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] = [[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛⊗1], 𝑥𝑛], 𝑛 ⊙ 3.

Exemplo 1.3.6. Toda álgebra comutativa 𝐴 satisfaz a identidade polinomial [𝑥1, 𝑥2] = 0.
Com efeito, ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 temos que [𝑎, 𝑏] = 𝑎𝑏⊗ 𝑏𝑎 = 𝑎𝑏⊗ 𝑎𝑏 = 0

O próximo exemplo é muito importante para este trabalho, pois nos fornece uma identidade
polinomial para a álgebra de Grassmann 𝐸(𝑉 ), ou seja, 𝐸(𝑉 ) é uma PI-álgebra.

Exemplo 1.3.7. A álgebra de Grassmann 𝐸(𝑉 ) é uma PI-álgebra pois satisfaz a identidade
polinomial [𝑥1, 𝑥2, 𝑥3] = 0.
Com efeito, como [𝑥1, 𝑥2, 𝑥3] é um polinômio multilinear, basta provarmos para a base de 𝐸(𝑉 ).
Tomemos três vetores da base da álgebra de Grassmann quaisquer, a saber, 𝑎1 = 𝑒𝑖1 ≤ ≤ ≤ 𝑒𝑖r , 𝑎2 =
𝑒𝑗1 ≤ ≤ ≤ 𝑒𝑗s e 𝑎3 = 𝑒𝑘1 ≤ ≤ ≤ 𝑒𝑘t

. Sabemos que 𝑒𝑢𝑒𝑣 = ⊗𝑒𝑣𝑒𝑢, logo:

[𝑎1, 𝑎2] = (𝑒𝑖1 ≤ ≤ ≤ 𝑒𝑖r)(𝑒𝑗1 ≤ ≤ ≤ 𝑒𝑗s) ⊗ (𝑒𝑗1 ≤ ≤ ≤ 𝑒𝑗s)(𝑒𝑖1 ≤ ≤ ≤ 𝑒𝑖r) = (1 ⊗ (⊗1)𝑟𝑠) 𝑒𝑖1 ≤ ≤ ≤ 𝑒𝑖r𝑒𝑗1 ≤ ≤ ≤ 𝑒𝑗s

onde a potência 𝑟𝑠 indica o número mínimo de transposições necessárias para colocar os índices de
𝑎2𝑎1 de forma crescente. A expressão anterior se anula para 𝑟 ou 𝑠 pares, pois teríamos que 𝑟𝑠 é
par, logo 1 ⊗ (⊗1)𝑟𝑠 = 1 ⊗ 1 = 0. Ou seja, [𝑎1, 𝑎2] = 0 se 𝑎1 ou 𝑎2 tem comprimento par. Suponha,
então, que 𝑎1 e 𝑎2 tenham ambos comprimento ímpar. Desta forma, [𝑎1, 𝑎2] será uma combinação
não nula de dois monômios de comprimento par. Portanto, [[𝑎1, 𝑎2], 𝑎3] = 0, qualquer que seja o
comprimento de 𝑎3. Logo, o polinômio [[𝑥1, 𝑥2], 𝑥3] é uma identidade polinomial para a álgebra de
Grassmann.

DeĄnição 1.3.8. O polinômio de Hall é deĄnido por:

[[𝑥, 𝑦]2, 𝑧] = 0.

Exemplo 1.3.9. A álgebra 𝑀2(𝐾) das matrizes 2 × 2 sobre 𝐾 satisfaz o polinômio de Hall. De
fato, se 𝐴 ∈ 𝑀2(𝐾) então seu polinômio característico é 𝑥2 + tr(𝐴)𝑥 + det(𝐴)Id = 0; onde Id
é a matriz identidade 2 × 2. Se 𝐴 = [𝐵;𝐶], para 𝐵;𝐶 ∈ 𝑀2(𝐾), então tr(𝐴) = 0, e então
𝐴2 + det(𝐴)Id = 0, ou seja, 𝐴2 = ⊗det(𝐴)Id. Assim, o quadrado de um comutador é uma matriz
escalar e, portanto [𝐴2;𝐷] = 0, para todo 𝐷 ∈ 𝑀2(𝐾), pois Id ∈ 𝑍(𝑀2(𝐾)).
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A seguinte deĄnição nos apresenta dois polinômios que desempenham papéis importantes em
PI-álgebra, como veremos nos próximos capítulos.

DeĄnição 1.3.10. 1. O polinômio unitário é deĄnido por:

𝑢𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =
∑︁

à∈𝑆n

𝑥à(1) ≤ ≤ ≤𝑥à(𝑛).

2. O polinômio standard de grau 𝑛 é deĄnido por:

𝑠𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =
∑︁

à∈𝑆n

sgn(à)𝑥à(1) ≤ ≤ ≤𝑥à(𝑛)

onde sgn(à) = 1 se à é uma permutação par e sgn(à) = ⊗1 se à é uma permutação ímpar.

Exemplo 1.3.11. Seja 𝐴 uma álgebra associativa de dimensão Ąnita e dim(𝐴) < 𝑛. Então 𝐴
satisfaz o polinômio standard de grau 𝑛.
De fato, uma vez que o polinômio standard é multilinear, basta veriĄcar que 𝑠𝑛 se anula nos
elementos da base de 𝐴. Quando escolhemos 𝑛 elementos da base, pelo menos um deles se repete.
Logo, como 𝑠𝑛 é um polinômio anti-simétrico, ele se anula para essa escolha.

O próximo lema nos dará uma decomposição de 𝑆𝑛, que será usada mais adiante.

Lema 1.3.12. Para todo 𝑛 ⊙ 2 temos:

𝑠𝑛(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) =
𝑛∑︁

𝑖=1

(⊗1)𝑖⊗1 𝑥𝑖 𝑠𝑛⊗1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑖, . . . , 𝑥𝑛),

onde ̂︁𝑥𝑖 signiĄca que o elemento 𝑥𝑖 foi excluído do polinômio 𝑠𝑛⊗1.

Demonstração. Com efeito:

𝑠𝑛(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) =
∑︁

à∈𝑆n

sgn(à)𝑥à(1) ≤ ≤ ≤𝑥à(𝑛)

=(1)
∑︁

á∈𝑆n⊗1

𝑥1sgn(á)𝑥á(2) ≤ ≤ ≤𝑥á(𝑛) +
∑︁

á∈𝑆n⊗1

⊗𝑥2sgn(á)𝑥á(1) ̂︂𝑥á(2) ≤ ≤ ≤𝑥á(𝑛)

+ ≤ ≤ ≤ +
∑︁

á∈𝑆n⊗1

(⊗1)𝑛⊗1𝑥𝑛sgn(á)𝑥á(1) ≤ ≤ ≤𝑥á(𝑛⊗1)

=
𝑛∑︁

𝑖=1

(⊗1)𝑖⊗1𝑥𝑖
∑︁

á∈𝑆n⊗1

sgn(á)𝑥á(1) ≤ ≤ ≤ ̂︂𝑥á(𝑖) ≤ ≤ ≤𝑥á(𝑛)

=
𝑛∑︁

𝑖=1

(⊗1)𝑖⊗1𝑥𝑖𝑠𝑛⊗1(𝑥1, . . . ,̂︁𝑥𝑖, . . . , 𝑥𝑛).

(1) Agrupamos as somas onde os primeiros elementos eram 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, respectivamente. E como o
índice 𝑖 não participa da permutação á temos que o sinal da nova permutação dos índices restantes
Ąca alterado pelo seu sinal (⊗1)𝑖⊗1, pois a nova permutação tem menos 𝑖⊗ 1 ciclos.
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As duas deĄnições a seguir são de tipos especiais de álgebras, que como veremos nos exemplos,
também são PI-álgebras.

DeĄnição 1.3.13. Uma álgebra associativa sem unidade 𝐴 é chamada de nil álgebra se para
todo 𝑣 ∈ 𝐴 existe um número 𝑛 natural tal que 𝑣𝑛 = 0. Se existir um número Ąxo 𝑛 tal que 𝑣𝑛 = 0
para todo 𝑣 ∈ 𝐴 então 𝐴 é chamada de nil álgebra de índice limitado 𝑛.

Exemplo 1.3.14. Toda nil álgebra associativa com índice limitado 𝑛 é uma PI-álgebra pois satisfaz
a identidade polinomial 𝑝(𝑥) = 𝑥𝑛 = 0.

DeĄnição 1.3.15. Uma álgebra associativa 𝐴 é chamada de nilpotente de classe ⊘ 𝑛 se existe
um número natural Ąxo 𝑛 tal que 𝐴𝑛 = 0, ou seja, 𝑥1 ≤ ≤ ≤𝑥𝑛 = 0 para todo 𝑥𝑖 ∈ 𝐴.

Exemplo 1.3.16. Toda álgebra nilpotente, com índice de nilpotência 𝑛, é uma PI-álgebra pois
satisfaz a identidade polinomial 𝑝(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑥1 ≤ ≤ ≤𝑥𝑛 = 0.

DeĄnição 1.3.17. Seja 𝐴 uma álgebra associativa unitária. Um polinômio 𝑓 ∈ 𝐾 ⟨𝑋⟩ é chamado
de polinômio próprio, se ele é uma combinação linear de produto de comutadores nos geradores
de 𝑋, isto é:

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) =
∑︁

Ð𝑖,...,𝑗[𝑥𝑖1 , . . . , 𝑥𝑖p ] ≤ ≤ ≤ [𝑥𝑗1 , . . . , 𝑥𝑖q ], Ð𝑖,...,𝑗 ∈ 𝐾.

A partir de agora, utilizaremos as seguintes notações:

• 𝑃𝑛 - o 𝐾-espaço vetorial de todos os polinômios em 𝐾 ⟨𝑋⟩ que são multilineares
de grau 𝑛;

• 𝐵 - o 𝐾-espaço vetorial de todos os polinômios próprios em 𝐾 ⟨𝑋⟩;

• 𝐵𝑚 - o 𝐾-espaço vetorial dos polinômios próprios em 𝑚 variáveis; e

• Γ𝑛 - o 𝐾-espaço vetorial de todos os polinômios próprios multilineares de grau 𝑛,
isto é:

𝐵𝑚 = 𝐵 ∩𝐾 ⟨𝑥1, . . . , 𝑥𝑚⟩ , 𝑚 = 1, 2, . . . e Γ𝑛 = 𝐵 ∩ 𝑃𝑛, 𝑛 = 0, 1, . . . .

Veremos agora, um exemplo de uma subálgebra da álgebra 𝑀𝑛(𝐾) que é uma PI-álgebra.

Exemplo 1.3.18. Seja 𝑈𝑇𝑛(𝐾) a álgebra das matrizes triangulares superiores 𝑛 × 𝑛 sobre 𝐾.
Então 𝑈𝑇𝑛(𝐾) é uma PI-álgebra pois satisfaz a identidade

[𝑥1, 𝑥2] ≤ ≤ ≤ [𝑥2𝑛⊗1, 𝑥2𝑛] = 0.

Com efeito, suponha que [𝑥1, 𝑥2] ≤ ≤ ≤ [𝑥2𝑛⊗1, 𝑥2𝑛] não é uma identidade para 𝑈𝑇𝑛(𝐾), logo existem
𝐴1, . . . , 𝐴2𝑛 ∈ 𝑈𝑇𝑛(𝐾) tal que 𝐴 = [𝐴1, 𝐴2] ≤ ≤ ≤ [𝐴2𝑛⊗1, 𝐴2𝑛] ̸= 0. Isto implica que existe (𝑖, 𝑗)
tal que [𝐴]𝑖𝑗 ̸= 0. Seja 𝐵𝑘 = [𝐴2𝑘⊗1, 𝐴2𝑘] para todo 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. Logo, temos que o elemento
[𝐴]𝑖𝑗 é igual a [𝐵]𝑖𝑗1 [𝐵]𝑗1𝑗2 [𝐵]𝑗2𝑗3 ≤ ≤ ≤ [𝐵]𝑗n⊗1𝑗, com 𝑖 < 𝑗1 < 𝑗2 < ≤ ≤ ≤ < 𝑗𝑛⊗1 < 𝑗. Mas isto é
um absurdo, pois temos 𝑛 + 1 números diferentes para 𝑖, 𝑗 porém a matriz tem índice 𝑛. Logo
[𝑥1, 𝑥2] ≤ ≤ ≤ [𝑥2𝑛⊗1, 𝑥2𝑛] é uma identidade para 𝑈𝑇𝑛(𝐾).
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Exemplo 1.3.19. Sendo 𝐴 uma álgebra Ąnita, sobre um corpo Ąnito 𝐾, mostraremos que 𝐴
satisfaz uma identidade polinomial não trivial em uma variável.
Com efeito, como a álgebra 𝐴 é Ąnita, para cada elemento 𝑟 ∈ 𝐴 existem 𝑘 > 𝑙 tais que 𝑟𝑘 = 𝑟𝑙.
Portanto deĄnindo 𝑓𝑟(𝑥) = 𝑥𝑘⊗𝑥𝑙, temos 𝑓𝑟(𝑟) = 0. Como R é um conjunto Ąnito podemos deĄnir

𝑔(𝑥) =
∏︁

𝑟∈𝐴

𝑓𝑟(𝑥)

que é uma identidade polinomial para 𝐴.

A seguir, deĄniremos um tipo de polinômio que não se anula em uma álgebra 𝐴, mas toma
valores centrais dentro desta álgebra.

DeĄnição 1.3.20. Seja 𝐴 uma álgebra. O polinômio 𝑐(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐾 ⟨𝑋⟩ é chamado de
polinômio central de 𝐴 se 𝑐(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) não tem o termo constante, se para toda escolha de
𝑟1, . . . , 𝑟𝑛 ∈ 𝐴, 𝑐(𝑟1, . . . , 𝑟𝑛) pertence ao centro de 𝐴 e se 𝑐(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) não é um identidade poli-
nomial de 𝐴.

Exemplo 1.3.21. O polinômio 𝑐(𝑥1, 𝑥2) = [𝑥1, 𝑥2]2 é central para a álgebra 𝑀2(𝐾).
Com efeito, se 𝑥1 e 𝑥2 são matrizes em 𝑀2(𝐾), então a matriz [𝑥1, 𝑥2] tem traço zero. Observe

que se 𝑥 =

[︃
𝑎 𝑏
𝑐 ⊗𝑎

⟨
é uma matriz com traço zero, temos:

𝑥2 =

[︃
𝑎2 + 𝑏𝑐 𝑎𝑏⊗ 𝑏𝑎
𝑐𝑎⊗ 𝑎𝑐 𝑐𝑏+ 𝑎2

⟨
=

[︃
𝑎2 + 𝑏𝑐 0

0 𝑐𝑏+ 𝑎2

⟨
= (𝑎2 + 𝑏𝑐)

[︃
1 0
0 1

⟨
, pois 𝐾 é um corpo logo,

ele é comutativo.
Ou seja, toda matriz de traço zero em 𝑀2(𝐾) quando elevada ao quadrado é igual a uma matriz
escalar, logo estará no centro de 𝑀2(𝐾). Portanto 𝑐(𝑥1, 𝑥2) = [𝑥1, 𝑥2]2 está no centro de 𝑀2(𝐾),

possui o termo constante nulo e se Ązermos 𝑥1 =

[︃
0 1
0 0

⟨
e 𝑥2 =

[︃
0 0
1 0

⟨
temos que 𝑐(𝑥1, 𝑥2) =

[𝑥1, 𝑥2]2 =

[︃
1 0
0 1

⟨
logo 𝑐(𝑥1, 𝑥2) não é uma identidade de 𝑀2(𝐾).

O próximo exemplo nos mostrará que a álgebra de Grassmann possui um polinômio central.

Exemplo 1.3.22. O polinômio [𝑥1, 𝑥2] é um polinômio central para a álgebra de Grassmann.
De fato, o polinômio acima não tem termo constante pois ele é igual a 𝑥1𝑥2 ⊗ 𝑥2𝑥1. No Exemplo
1.3.7 da página 33, vimos que se 𝑥1 ou 𝑥2 tiver comprimento par então [𝑥1, 𝑥2] = 0 e se 𝑥1 e 𝑥2

tiverem comprimento ímpar então [𝑥1, 𝑥2] tem comprimento par, de qualquer forma temos que
[𝑥1, 𝑥2] ∈ 𝑍(𝐸(𝑉 )) quaisquer que sejam 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐸(𝑉 ). Agora tome dois elementos 𝑎1 = 𝑒𝑖1 ≤ ≤ ≤ 𝑒𝑖r
e 𝑎2 = 𝑒𝑗1 ≤ ≤ ≤ 𝑒𝑗s da base de 𝐸(𝑉 ), onde todos os elementos 𝑒𝑘 de 𝑎1 e 𝑎2 são diferentes e 𝑟 e 𝑠 são
números ímpares. Sabemos que 𝑒𝑢𝑒𝑣 = ⊗𝑒𝑣𝑒𝑢, logo:

[𝑎1, 𝑎2] = (𝑒𝑖1 ≤ ≤ ≤ 𝑒𝑖r)(𝑒𝑗1 ≤ ≤ ≤ 𝑒𝑗s) ⊗ (𝑒𝑗1 ≤ ≤ ≤ 𝑒𝑗s)(𝑒𝑖1 ≤ ≤ ≤ 𝑒𝑖r)
= (1 ⊗ (⊗1)𝑟𝑠) 𝑒𝑖1 ≤ ≤ ≤ 𝑒𝑖r𝑒𝑗1 ≤ ≤ ≤ 𝑒𝑗s
= 2𝑒𝑖1 ≤ ≤ ≤ 𝑒𝑖r𝑒𝑗1 ≤ ≤ ≤ 𝑒𝑗s
̸= 0.
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A próxima deĄnição desempenha um papel importante em PI-álgebra, pois nos fornece um
conjunto que é invariante sobre todos os endomorĄsmos de 𝐾 ⟨𝑋⟩.

DeĄnição 1.3.23. Dizemos que um ideal 𝐼 de 𝐾 ⟨𝑋⟩ é um T-ideal se ã(𝐼) ⊆ 𝐼 para todo
ã ∈ 𝐸𝑛𝑑(𝐾 ⟨𝑋⟩), ou seja, 𝑓(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) ∈ 𝐼 para quaisquer 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐼 e 𝑔1, . . . , 𝑔𝑛 ∈ 𝐾 ⟨𝑋⟩.

Veremos a seguir um tipo especial de T-ideal.

DeĄnição 1.3.24. Um T-ideal 𝑇 é chamado de T-primo se para todos os T-ideais 𝐴, 𝐵 tal que
𝐴𝐵 ⊆ 𝑇 temos que 𝐴 ⊆ 𝑇 ou 𝐵 ⊆ 𝑇 .

O próximo teorema é importante, pois ele nos diz que o conjunto T(𝐴) de todas as identidades
polinomiais de 𝐴 não é um subconjunto qualquer do conjunto 𝐾 ⟨𝑋⟩.

Teorema 1.3.25. O conjunto T(𝐴) de todas as identidades polinomiais satisfeitas pela álgebra 𝐴
é um ideal de 𝐾 ⟨𝑋⟩.

Demonstração. Sejam 𝑓 ∈ T(𝐴) e 𝑔 ∈ 𝐾 ⟨𝑋⟩, logo para todo 𝑎 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛), 𝑏 = (𝑏1, . . . , 𝑏𝑚) ∈ 𝑋
temos:

𝑓(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) 𝑔(𝑏1, . . . , 𝑏𝑚) = 0 𝑔(𝑏1, . . . , 𝑏𝑚) = 0

ou seja, T(𝐴)𝐾 ⟨𝑋⟩ ⊆ T(𝐴). Análogo para 𝐾 ⟨𝑋⟩T(𝐴) ⊆ T(𝐴).

DeĄnição 1.3.26. O conjunto T(𝐴) do último teorema é chamado de T-ideal de 𝐴 (ou Ideal
das Identidades da álgebra 𝐴).

O próximo teorema nos revela porque o ideal T(𝐴) é importante na Teoria das PI-álgebras.

Teorema 1.3.27. O ideal T(𝐴) é um T-ideal de 𝐾 ⟨𝑋⟩. E, reciprocamente, se 𝐼 é um T-ideal de
𝐾 ⟨𝑋⟩, então existe alguma álgebra 𝐵 tal que T(𝐵) = 𝐼.

Demonstração. Sejam a álgebra 𝐴 e 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ T(𝐴) e ã um endomorĄsmo de 𝐾 ⟨𝑋⟩. Como
𝑓(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 0 para todo 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝐴 temos que ã(𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)) = 𝑓(ã(𝑥1), . . . , ã(𝑥𝑛)) = 0.
Logo ã(𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)) ∈ T(𝐴), ou seja, ã(T(𝐴)) ⊆ T(𝐴) e T(𝐴) é um T-ideal de 𝐾 ⟨𝑋⟩.

Seja 𝐼 um T-ideal de 𝐾 ⟨𝑋⟩. Tomemos a álgebra quociente 𝐵 = 𝐾 ⟨𝑋⟩ /𝐼 e a projeção canônica
Þ : 𝐾 ⟨𝑋⟩ ⊃ 𝐵. Se 𝑓 ∈ T(𝐵), então 𝑓 ∈ 𝐾𝑒𝑟(Þ). Como 𝐾𝑒𝑟(Þ) = 𝐼, temos T(𝐵) ⊆ 𝐼. Por
outro lado, se 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐼 e 𝑔1, . . . , 𝑔𝑛 ∈ 𝐾 ⟨𝑋⟩, então 𝑓(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) ∈ 𝐼 e daí 𝑓(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) =
𝑓(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) = 0, onde o elemento que está sob a barra pertence a 𝐼. Logo, 𝑓 ∈ T(𝐵) e o teorema
está demonstrado.

DeĄnição 1.3.28. Se 𝐴1 e 𝐴2 são álgebras tais que T(𝐴1) = T(𝐴2), dizemos que 𝐴1 e 𝐴2 são
PI-equivalentes.

Pode ocorrer que duas álgebras não-isomorfas satisfaçam o mesmo conjunto de identidades
polinomiais. Portanto, ás vezes, é mais útil estudar a classe de todas as álgebras que satisfazem
todas essas identidades. Devido a este fato, temos a próxima deĄnição.
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DeĄnição 1.3.29. Seja ¶𝑓𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐾 ⟨𝑋⟩ ♣ 𝑖 ∈ 𝐼♢ um conjunto de polinômios na álgebra
associativa livre 𝐾 ⟨𝑋⟩. A classe ℬ de todas as álgebras associativas satisfazendo as identidades
polinomiais 𝑓𝑖 = 0, 𝑖 ∈ 𝐼 é chamada de variedade deĄnida pelo sistema de identidades polinomiais
¶𝑓𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐾 ⟨𝑋⟩ ♣ 𝑖 ∈ 𝐼♢. A variedade 𝒞 é chamada de subvariedade de ℬ se 𝒞 ⊆ ℬ.

O próximo teorema nos mostra como decidir se uma dada classe de álgebras é uma variedade.
Mas antes, precisamos da seguinte deĄnição.

DeĄnição 1.3.30. Seja ℬ uma classe de álgebras. Denotaremos por 𝐶ℬ, 𝑆ℬ e 𝑄ℬ, as classes obti-
das por tomar todas as somas cartesianas (isto é, somas diretas com suporte inĄnito), subálgebras
e álgebras quocientes de álgebras em ℬ.

Teorema 1.3.31 (Birkhoff). Uma classe de álgebras ℬ é uma variedade se somente se, ℬ é
fechada sob as operações de tomar somas cartesianas, subálgebras e álgebras quocientes, isto é,
𝐶ℬ, 𝑆ℬ, 𝑄ℬ ⊖ ℬ.

Demonstração. (⇐) Vamos provar que 𝐶ℬ ⊖ ℬ.
Seja ℬ uma variedade e seja 𝑅𝑗 ∈ ℬ, 𝑗 ∈ 𝐽 . A soma cartesiana 𝑅 =

√︁
𝑗∈𝐽 𝑅𝑗 consiste de todas

as sequências (𝑟𝑗♣ 𝑗 ∈ 𝐽), 𝑟𝑗 ∈ 𝑅𝑗, com as operações deĄnidas coordenada a coordenada. Seja
𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) uma identidade polinomial para ℬ. Se 𝑟(1), . . . , 𝑟(𝑛) ∈ 𝑅, 𝑟(𝑖) = (𝑟(1)

𝑗 ♣ 𝑗 ∈ 𝐽), então

𝑓(𝑟(1), . . . , 𝑟(𝑛)) = (𝑓(𝑟(1)
𝑗 , . . . , 𝑟

(𝑛)
𝑗 )♣ 𝑗 ∈ 𝐽).

Temos, portanto que todas as coordenadas de 𝑓(𝑟(1), . . . , 𝑟(𝑛)) são iguais a zero e 𝑅 ∈ ℬ. Análogo
para 𝑆ℬ, 𝑄ℬ ⊖ ℬ.
(⇒) Considere que 𝐶ℬ, 𝑆ℬ, 𝑄ℬ ⊖ ℬ e seja T(ℬ) ⊆ 𝐾 ⟨𝑋⟩ o conjunto das identidades polinomiais
satisfeitas pelas álgebras em ℬ. Denotemos por 𝒱 a variedade deĄnida pelas identidades de T(ℬ).
Temos, portanto que ℬ ⊖ 𝒱. Mostraremos a igualdade ℬ = 𝒱 . Sejam 𝑚 uma cardinalidade
qualquer e 𝑌 = ¶𝑦𝑖♣ 𝑖 ∈ 𝐼♢ um conjunto com cardinalidade 𝑚. Seja 𝑁 o conjunto de todos
os elementos 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐾 ⟨𝑋⟩ que não são identidades polinomiais para ℬ. Apresentamos
𝐾 ⟨𝑌 ⟩ como uma união disjunta de dois subconjuntos 𝑇𝑚(ℬ) e 𝑁𝑚 da seguinte maneira: Seja
𝑓(𝑦𝑖1 , . . . , 𝑦𝑖n) qualquer elemento de 𝐾 ⟨𝑌 ⟩, onde 𝑦𝑖1 , . . . , 𝑦𝑖n são 𝑛 elementos distintos de 𝑌 (e
𝑛 ⊘ 𝑚). Se 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ T(ℬ), então assumimos que 𝑓(𝑦𝑖1 , . . . , 𝑦𝑖n) ∈ 𝑇𝑚(ℬ) e se 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
não é uma identidade polinomial para ℬ, isto é, 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝑁 , então 𝑦𝑖1 , . . . , 𝑦𝑖n ∈ 𝑁𝑚. Para
todo 𝑓 = 𝑓(𝑦𝑖1 , . . . , 𝑦𝑖n) ∈ 𝑁𝑚 existe uma álgebra 𝑅𝑓 ∈ ℬ e elementos 𝑟𝑖1𝑓 , . . . , 𝑟𝑖n𝑓 ∈ 𝑅𝑓 , tal que
𝑓(𝑟𝑖1𝑓 , . . . , 𝑟𝑖n𝑓 ) ̸= 0 em 𝑅𝑓 . Para qualquer 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑖 ̸= 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, escolhemos elementos arbitrários
𝑟𝑖𝑓 ∈ 𝑅𝑓 e deĄnimos os elementos

𝑧𝑖 = (𝑟𝑖𝑓 ♣ 𝑖 ∈ 𝐼) ∈
∑︁

𝑓∈𝑁m

𝑅𝑓 .

Como 𝐶ℬ, 𝑆ℬ ⊖ ℬ, obtemos que a álgebra 𝐹 gerada por 𝑧𝑖 em
√︁
𝑓∈𝑁m

𝑅𝑓 . pertence a ℬ. Por outro
lado, se 𝑔(𝑦𝑖1 , . . . , 𝑦𝑖n) ∈ 𝑁𝑚, então 𝑔(𝑧𝑖1 , . . . , 𝑧𝑖n) ̸= 0, porque 𝑔(𝑟𝑖1𝑔, . . . , 𝑟𝑖n𝑔) ̸= 0 para qualquer
𝑔 ∈ 𝑁𝑚. Portanto o núcleo do homomorĄsmo canônico 𝐾 ⟨𝑋⟩ ⊃ 𝐹 estendendo 𝑦𝑖 ⊃ 𝑧𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼,
coincide com 𝑇𝑚(ℬ) e 𝐹 é isomórĄco a 𝐹𝑚(𝒱), a álgebra relativamente livre de posto 𝑚 em 𝒱 .
Finalmente, como 𝑄ℬ ⊖ ℬ, e toda álgebra 𝑚- gerada em 𝒱 é uma imagem homomórĄca de 𝐹𝑚(𝒱)
que está em ℬ, nós obtemos que 𝒱 ⊖ ℬ, isto é, ℬ = 𝒱 .
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Assim como a deĄnição de um T-ideal de uma álgebra, analogamente, podemos fazê-la para
variedades.

DeĄnição 1.3.32. O conjunto T(ℬ) de todas as identidades polinomiais satisfeitas pela variedade
ℬ é chamado de T-ideal de ℬ. Neste caso, diremos que o T-ideal T(ℬ) é gerado como um
T-ideal pelo conjunto deĄnidor de identidades polinomiais ¶𝑓𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐾 ⟨𝑋⟩ ♣ 𝑖 ∈ 𝐼♢ da va-
riedade ℬ. Usaremos a notação T(ℬ) = ¶𝑓𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐾 ⟨𝑋⟩ ♣ 𝑖 ∈ 𝐼♢𝑇 e diremos que o conjunto
¶𝑓𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐾 ⟨𝑋⟩ ♣ 𝑖 ∈ 𝐼♢ é uma base das identidades polinomiais para ℬ.

Exemplo 1.3.33. A classe de todas as álgebras comutativas é uma variedade deĄnida pelo sistema
de identidade polinomial ¶[𝑥1, 𝑥2]♢.

Exemplo 1.3.34. A classe de todas as álgebras que são nilpotentes de índice 𝑛 é uma variedade
deĄnida pelo sistema de identidade polinomial ¶𝑥1 ≤ ≤ ≤𝑥𝑛♢.

DeĄnição 1.3.35. Para um conjunto Ąxo 𝑌 , a álgebra F(ℬ) na variedade ℬ é chamada de álgebra
relativamente livre de ℬ, se F(ℬ) é livre na classe ℬ (e é gerada livremente por 𝑌 ).

Proposição 1.3.36. Seja ℬ uma variedade deĄnida por ¶𝑓𝑖♣ 𝑖 ∈ 𝐼♢, e sejam 𝑌 um conjunto
qualquer e 𝐽 o ideal gerado por ¶𝑓𝑖(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛)♣ 𝑔𝑗 ∈ 𝐾 ⟨𝑌 ⟩ , 𝑖 ∈ 𝐼♢. Então a álgebra 𝐹 = 𝐾 ⟨𝑋⟩ /𝐽
é uma álgebra relativamente livre em ℬ com o conjunto de geradores livres 𝑌 = ¶𝑦 + 𝐽 ♣ 𝑦 ∈ 𝑌 ♢.
Duas álgebras relativamente livres de mesmo posto em ℬ são isomorfas.

Demonstração. (i) Primeiro provaremos que 𝐹 ∈ ℬ. Seja 𝑓𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) uma das identidades
deĄnidoras de ℬ e seja 𝑔1, . . . , 𝑔𝑛 elementos arbitrários de 𝐹 , 𝑔𝑗 = 𝑔𝑗 + 𝐽, 𝑔𝑗 ∈ 𝐾 ⟨𝑌 ⟩. Então
𝑓𝑖(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) ∈ 𝐽 , portanto 𝑓𝑖(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) = 0 e isto signiĄca que 𝑓𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 0 é um identidade
polinomial para 𝐹 . Logo 𝐹 ∈ ℬ.
(ii) Agora provaremos que 𝐹 é um álgebra relativamente livre em ℬ. Seja 𝑉 uma álgebra qualquer
em (𝐵) e seja ã : 𝑌 ⊃ 𝑅 uma aplicação arbitrária. DeĄna a aplicação 𝜃 : 𝑌 ⊃ 𝑅 por 𝜃(𝑦) = ã(𝑦)
e estenda 𝜃 a um homomorĄsmo 𝜃 : 𝐾 ⟨𝑌 ⟩ ⊃ 𝑅. Isto sempre é possível pois 𝐾 ⟨𝑌 ⟩ é uma álgebra
associativa livre. Para provar que 𝜃 pode ser estendido a um homomorĄsmo 𝐹 ⊃ 𝑅 é suĄciente
provar que 𝐽 ⊖ 𝐾𝑒𝑟(𝜃) Seja 𝑓 ∈ 𝐽 , isto é:

𝑓 =
∑︁

𝑖∈𝐼

𝑢𝑖𝑓𝑖(𝑔𝑖1, . . . , 𝑔𝑖𝑛i
)𝑣𝑖, 𝑔𝑖𝑗, 𝑢𝑖, 𝑣𝑖 ∈ 𝐾 ⟨𝑌 ⟩

Para 𝑟1, . . . , 𝑟𝑛i
∈ 𝑅 arbitrários, o elemento 𝑓𝑖(𝑟1, . . . , 𝑟𝑛i

) é igual a zero em 𝑅 e isto implica que
𝜃(𝑓) = 0, isto é, 𝐽 ⊖ 𝐾𝑒𝑟(𝜃) e 𝐹 ≍= 𝐹𝑌 (ℬ) é a álgebra relativamente livre em ℬ, livremente gerada
por 𝑌 .
(iii) Seja ♣𝑌 ♣= ♣𝑍♣, 𝑌 = ¶𝑦𝑖♣ 𝑖 ∈ 𝐼♢ e sejam 𝐹𝑌 (ℬ) e 𝐹𝑍(ℬ) as álgebras relativamente livre cor-
respondentes. Como ambas as álgebras 𝐹𝑌 (ℬ) e 𝐹𝑍(ℬ) são relativamente livres, podemos deĄnir
homomorĄsmos

ã : 𝐹𝑌 (ℬ) ⊃ 𝐹𝑍(ℬ), å : 𝐹𝑍(ℬ) ⊃ 𝐹𝑌 (ℬ)

por ã(𝑦𝑖) = 𝑧𝑖 e å(𝑧𝑖) = 𝑦𝑖. Como ã ◇ å e å ◇ ã agem identicamente em 𝑌 e 𝑍 respectivamente
obtemos que ã e å são isomorĄsmos.
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Observação 1.3.37. 1. Segue da prova da proposição acima que o T-ideal de 𝐾 ⟨𝑌 ⟩ gerado
por ¶𝑓𝑖♣ 𝑖 ∈ 𝐼♢ consiste de todas as combinações lineares de

𝑢𝑖 ≤ 𝑓𝑖(𝑔𝑖1, . . . , 𝑔𝑖𝑛i
) ≤ 𝑣𝑖

com 𝑔𝑖𝑗, 𝑢𝑖, 𝑣𝑖 ∈ 𝐾 ⟨𝑌 ⟩ .

2. Temos que:

𝐹𝑌 (ℬ) ≍=
𝐾 ⟨𝑌 ⟩

T(ℬ)

e ♣𝑌 ♣ é chamado de posto da álgebra relativamente livre.

De acordo com o teorema abaixo, a correspondência entre T-ideais e variedades Ąca bem en-
tendida:

Teorema 1.3.38. Existe uma correspondência injetora entre os T-ideais de 𝐾 ⟨𝑋⟩ e as variedades
de álgebras. Nesta correspondência uma variedade ℬ corresponde ao T-ideal das identidades T(ℬ)
e um T-ideal 𝐼 corresponde a uma variedade de álgebras satisfazendo todas as identidades de 𝐼.

Demonstração. Se 𝐼1 e 𝐼2 são dois ideais diferentes, então existe 𝑓 ∈ 𝐼1 ⊗ 𝐼2. Mas então ℬ(𝐼1) ̸=
ℬ(𝐼2) pois 𝐾 ⟨𝑋⟩ /𝐼2 não satisfaz 𝑓 e então 𝐾 ⟨𝑋⟩ /𝐼2 ∈ ℬ(𝐼2) mas 𝐾 ⟨𝑋⟩ /𝐼2 /∈ ℬ(𝐼1).
Agora se ℬ(𝐼1) e ℬ(𝐼2) são duas variedades diferentes, então existe 𝐴 ∈ ℬ(𝐼1) ⊗ ℬ(𝐼2). Portanto
existe 𝑓 ∈ T(ℬ(𝐼2)) tal que 𝑓 /∈ 𝑇 (𝐴). Como 𝑇 (𝐴) ⊆ 𝑇 (ℬ(𝐼1)), segue que 𝑇 (ℬ(𝐼1)) ̸= 𝑇 (ℬ(𝐼2)).

Observação 1.3.39. A correspondência do teorema acima reverte inclusões, ou seja: ℬ ⊆ 𝒞 ⇒
T(ℬ) ≥ T(𝒞).

Comentaremos de forma sucinta, a seguir, o problema de Specht, ou seja, se toda variedade de
álgebras podem ser deĄnidas por um sistema Ąnito de identidades polinomiais.

DeĄnição 1.3.40. Uma variedade de álgebras associativas ℬ é chamado de Ąnitamente baseado
(ou tem uma base Ąnita de suas identidades polinomiais) se ℬ pode ser deĄnido por um sistema
Ąnito de identidades polinomiais (da álgebra associativa livre 𝐾 ⟨𝑋⟩ , 𝑋 = ¶𝑥1, 𝑥2, . . .♢. Se ℬ não
pode ser deĄnido por um sistema Ąnito de identidades polinomiais ele é chamado inĄnitamente
baseado. Se todas as subvariedades de ℬ, inclusive ℬ, são Ąnitamente baseadas, então ℬ satisfaz
à propriedade de Specht.

O problema de Specht consiste na seguinte pergunta: Toda variedade de álgebras associativas
ou de Lie é Ąnitamente baseada?

O problema de Specht segue em duas direções, a saber:

• Mostrar que algumas variedades satisfazem a propriedade de Specht; e

• Construir contra-exemplos para o problema de Specht.

Para Ąns de conhecimento, a seguir, apresentamos um teorema que é importante neste tipo de
pesquisa. Ele é devido a Kemer e foi demonstrado em 1987.

Teorema 1.3.41. Toda variedade de álgebras associativas sobre um corpo de característica zero
tem uma base Ąnita para suas identidades polinomiais.

40



1.4 Espaços Vetoriais Graduados

Nesta seção falaremos de espaços vetoriais graduados e multigraduados. Estas deĄnições são
necessárias para que mais adiante possamos introduzir os conceitos de identidades polinomiais
homogêneas e multilineares, identidades estas que nos auxiliarão no estudo das identidades de
uma álgebra dada. Veremos também as séries de Hilbert e de Poincaré das álgebras relativamente
livres correspondentes aos espaços vetoriais graduados e multigraduados.

Utilizando a noção de grupos, podemos fazer uma graduação de uma álgebra conforme a pró-
xima deĄnição.

DeĄnição 1.4.1. Sejam 𝐴 uma álgebra sobre 𝐾 e 𝐺 um grupo qualquer. 𝐴 é chamada de G-
graduada se 𝐴 pode ser escrito como soma direta de subespaços

𝐴 =
⨁︁

𝑔∈𝐺

𝐴𝑔

tal que para todo 𝑔, ℎ ∈ 𝐺 temos que 𝐴𝑔𝐴ℎ ⊆ 𝐴𝑔ℎ.

Da deĄnição segue que se 𝑎 ∈ 𝐴 então 𝑎 pode ser escrito de maneira única como uma soma
Ąnita 𝑎 =

⌉︁
𝑔∈𝐺 𝑎𝑔 com 𝑎𝑔 ∈ 𝐴𝑔. Os subespaços 𝐴𝑔 são chamados de componentes homogêneas

de 𝐴. Desta forma, um elemento 𝑎 ∈ 𝐴 é g-homogêneo se 𝑎 ∈ 𝐴𝑔. Um subespaço 𝐵 ⊆ 𝐴 é
homogêneo (ou graduado) se 𝐵 =

⌉︁
𝑔∈𝐺(𝐵 ∩ 𝐴𝑔).

Exemplo 1.4.2. Considerando o grupo aditivo Z2 = ¶0, 1♢ e tomando os subespaços 𝐸0(𝑉 ) e
𝐸1(𝑉 ) da álgebra de Grassmann (veja o Exemplo 1.2.24), temos que 𝐸(𝑉 ) = 𝐸0(𝑉 ) ⊕ 𝐸1(𝑉 ) é
uma Z2-graduação de 𝐸(𝑉 ) e que 𝑍(𝐸(𝑉 )) = 𝐸0(𝑉 ) se car(𝐾) ̸= 2 e 𝑎𝑏 = ⊗𝑏𝑎, ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐸1(𝑉 ).
Com efeito, temos da deĄnição de 𝐸0(𝑉 ) e 𝐸1(𝑉 ) que 𝐸0(𝑉 )𝐸1(𝑉 ) ⊆ 𝐸0+1(𝑉 ). Vimos no Exemplo
1.3.7 da página 33 que (𝑒𝑗1 ≤ ≤ ≤ 𝑒𝑗s)(𝑒𝑖1 ≤ ≤ ≤ 𝑒𝑖r) = (⊗1)𝑟𝑠 𝑒𝑖1 ≤ ≤ ≤ 𝑒𝑖r𝑒𝑗1 ≤ ≤ ≤ 𝑒𝑗s .
Observamos da igualdade acima que se 𝑟 ou 𝑠 for par então vale a comutatividade, mas se 𝑟 e 𝑠 forem
ímpares então vale a anticomutatividade. Como consequência disso, temos que apenas os elementos
de 𝐸0(𝑉 ) comutam com todos os elementos de 𝐸(𝑉 ), o que implica que 𝑍(𝐸(𝑉 )) = 𝐸0(𝑉 ) e
𝑎𝑏 = ⊗𝑏𝑎, ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐸1(𝑉 ).

Observe que se 𝑉𝑛 é um espaço vetorial de dimensão Ąnita igual a 𝑛, um número ímpar, então
temos somente que 𝐸0(𝑉𝑛) ⊆ 𝑍(𝐸(𝑉𝑛)). Por exemplo, considere 𝑛 = 3 e seja ¶𝑒1, 𝑒2, 𝑒3♢ uma
base do espaço vetorial 𝑉3. Logo, ¶1, 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒1𝑒2, 𝑒1𝑒3, 𝑒2𝑒3, 𝑒1𝑒2𝑒3♢ é uma base de 𝐸(𝑉3). Temos
que 𝐸0(𝑉3) = span ⟨1, 𝑒1𝑒2, 𝑒1𝑒3, 𝑒2𝑒3⟩ e, também, que 𝐸1(𝑉3) = span ⟨𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒1𝑒2𝑒3⟩. Mas,
∀𝑝 ∈ 𝐸(𝑉3) temos que 𝑝 ≤ 𝑒1𝑒2𝑒3 = 𝑒1𝑒2𝑒3 ≤ 𝑝 = 0, pois pelos menos um dos elementos 𝑒1, 𝑒2 ou 𝑒3

repete na multiplicação. Logo 𝑒1𝑒2𝑒3 ∈ 𝑍(𝐸(𝑉3)) e pertence também a 𝐸1(𝑉3).

Exemplo 1.4.3. Qualquer álgebra pode ser graduada por um grupo 𝐺, basta tomar 𝐴 = 𝐴𝑒 e
𝐴𝑔 = 0 para qualquer 𝑔 ̸= 𝑒, onde 𝑒 é o elemento neutro do grupo 𝐺. Esta graduação é chamada
de trivial.

Nesta dissertação utilizaremos, também, a seguinte versão alternativa de espaço vetorial gra-
duado.
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DeĄnição 1.4.4. O espaço vetorial 𝑉 é graduado se ele é uma soma direta de seus subespaços
𝑉 (𝑛), onde 𝑛 ∈ Z, isto é

𝑉 =
⨁︁

𝑛∈Z

𝑉 (𝑛), e 𝑉 (𝑛) = ¶0♢ se 𝑛 < 0.

Os subespaços 𝑉 (𝑛) são chamados de componentes homogêneos de grau 𝑛 de 𝑉 . Similar-
mente, podemos introduzir uma multigraduação em 𝑉 (ou uma Z𝑛-graduação) se

𝑉 =
𝑚∑︁

𝑖=1

∑︁

𝑛⊙0

𝑉 (𝑛1,...,𝑛m), onde 𝑛 = (𝑛1, . . . , 𝑛𝑚)

e chamamos os 𝑉 (𝑛1,...,𝑛m) de componentes multihomogêneos de multigrau (𝑛1, . . . , 𝑛𝑚) de
𝑉 .

Devido à graduação ou multigraduação dada a um espaço vetorial, um polinômio 𝑓 pode ser
classiĄcado de acordo com a seguinte deĄnição :

DeĄnição 1.4.5. 1. Um polinômio 𝑓 pertencente a 𝑉 (𝑛), para algum 𝑛 ⊙ 1, será chamado de
homogêneo de grau 𝑛.

2. Se 𝑓 pertence a algum 𝑉 (𝑛1,...,𝑛m), 𝑓 será conhecido por multihomogêneo de multigrau
(𝑛1, . . . , 𝑛𝑚).

3. Também dizemos que 𝑓 é homogêneo na variável 𝑥𝑖, se 𝑥𝑖 aparece como mesmo grau em
todos os monômios de 𝑓 .

4. Um polinômio 𝑓 será chamado de multilinear de grau 𝑛 se 𝑓 é multihomogêneo de multi-
grau (1, . . . , 1).

Exemplo 1.4.6. A álgebra polinomial 𝐾[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] é graduada assumindo que os polinômios de
grau 𝑛 (no sentido usual) são os elementos homogêneos de grau 𝑛. Similarmente 𝐾[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] tem
uma multigraduação, contando as entradas de cada variável nos monômios.

Exemplo 1.4.7. Seja Ñ = ¶1♢ ∪ ¶𝑒𝑖1𝑒𝑖2 ≤ ≤ ≤ 𝑒𝑖k ♣ 𝑘 ⊙ 1; 𝑖1 < 𝑖2 < ≤ ≤ ≤ < 𝑖𝑘♢ a base da álgebra de
Grassmann 𝐸(𝑉 ). Considere os conjuntos Ñ(0) = ¶1♢ e Ñ(𝑛) = ¶𝑒𝑖1𝑒𝑖2 ≤ ≤ ≤ 𝑒𝑖n♣ 𝑖1 < 𝑖2 < ≤ ≤ ≤ < 𝑖𝑛♢,
logo Ñ =

⎷
𝑛⊙0 Ñ(𝑛). Observe que essa união é disjunta. Denote por 𝐸(𝐾,𝑛) = span𝐾 ⟨Ñ(𝑛)⟩,

então 𝐸(𝑉 ) =
⎷
𝑛⊙0 𝐸(𝐾,𝑛) é uma graduação em 𝐸(𝑉 ). DeĄna a função comprimento 𝑙(𝑎) = 𝑛

se 𝑎 ∈ 𝐸(𝐾,𝑛).

Vemos dos Exemplos 1.4.2 e 1.4.7 que podemos escrever:

𝐸0(𝑉 ) =
⋃︁

𝑛 par

𝐸(𝐾,𝑛) e 𝐸1(𝑉 ) =
⋃︁

𝑛 ímpar

𝐸(𝐾,𝑛).

Denote 𝑑(𝑎) = 𝑖 se 𝑎 ∈ 𝐸𝑖(𝑉 ).
A seguir, deĄniremos uma série de potências que utilizaremos no capítulo 2.
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DeĄnição 1.4.8. Seja
⌉︁

𝑛⊙0 𝑉
(𝑛) um espaço vetorial graduado e seja dim

(︁
𝑉 (𝑛)

)︁
< ∞. Então a

série de potência formal dada por

𝐻(𝑉, 𝑡) = 𝐻𝑖𝑙𝑏(𝑉, 𝑡) =
∑︁

𝑛⊙0

dim
(︁
𝑉 (𝑛)

)︁
𝑡𝑛

é chamada de série de Hilbert de 𝑉 . Para a função 𝑓(𝑡), fazemos a convenção usual que
𝐻(𝑉, 𝑡) = 𝑓(𝑡) se a série 𝐻(𝑉, 𝑡) converge em alguma vizinhança de zero e as funções 𝐻(𝑉, 𝑡) e
𝑓(𝑡) são iguais em tal vizinhança.

Analogamente, se o espaço vetorial 𝑉 =
√︁𝑚
𝑖=1

√︁
𝑛i⊙0 𝑉

(𝑛1,...,𝑛m) é multigraduado, então a série é
chamada de série de Poincaré de 𝑉 e é igual a:

𝐻(𝑉, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑚) = 𝐻𝑖𝑙𝑏(𝑉, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑚) =
∑︁

𝑛⊙0

dim
(︁
𝑉 (𝑛1,...,𝑛m)

)︁
𝑡𝑛1
1 ≤ ≤ ≤ 𝑡𝑛m

𝑚 .

Exemplo 1.4.9. Escrevendo 𝐾[𝑥] =
√︁
𝑛⊙0 𝑉

(𝑛), onde 𝑉 (𝑛) = span ⟨𝑥𝑛⟩ e dim(span ⟨𝑥𝑛⟩) = 1,
temos, com 𝑡 próximo de zero, que:

𝐻𝑖𝑙𝑏(𝐾[𝑥], 𝑡) =
∑︁

𝑛⊙0

1𝑡𝑛 = 1 + 𝑡+ 𝑡2 + ≤ ≤ ≤ =
1

1 ⊗ 𝑡
.

Pois é uma progressão geométrica de razão 𝑡 < 1 e primeiro termo igual a 1.

Exemplo 1.4.10. Como podemos escrever 𝐾[𝑥1, . . . , 𝑥𝑚] =
√︁
𝑛⊙0 𝑉

(𝑛1,...,𝑛m), onde os subespaços
𝑉 (𝑛1,...,𝑛m) são iguais a span ⟨𝑥𝑛1

1 ≤ ≤ ≤𝑥𝑛m
𝑚 ⟩ com 𝑛1 + ≤ ≤ ≤ + 𝑛𝑚 = 𝑛 e dim(span ⟨𝑥𝑛1

1 ≤ ≤ ≤𝑥𝑛m
𝑚 ⟩) = 1,

temos, com 𝑡1, . . . , 𝑡𝑚 próximo de zero, que:

𝐻𝑖𝑙𝑏(𝐾[𝑥1, . . . , 𝑥𝑚], 𝑡1, . . . , 𝑡𝑚) =
∑︁

𝑛⊙0

1𝑡𝑛1
1 ≤ ≤ ≤ 𝑡𝑛m

𝑚

= 1 + (𝑡1 + ≤ ≤ ≤ + 𝑡𝑚) + (𝑡21 + ≤ ≤ ≤ + 𝑡2𝑚 + 𝑡1𝑡2 + ≤ ≤ ≤ + 𝑡𝑚⊗1𝑡𝑚) + ≤ ≤ ≤

=
1

1 ⊗ 𝑡1
≤ ≤ ≤

1
1 ⊗ 𝑡𝑚

=
𝑚∏︁

𝑖=1

1
1 ⊗ 𝑡𝑖

.

1.5 Identidades Polinomiais Homogêneas e Multilineares

Quando o corpo base é inĄnito, o estudo das identidades de uma álgebra dada pode ser reduzido
ao estudo de polinômios homogêneos ou multilineares. Com este intuito, nesta seção, abordare-
mos as identidades polinomiais homogêneas e multilineares. Também abordaremos o conceito de
sequência de codimensão de um T-ideal.

A identidade polinomial 𝑔 = 0 é chamada de consequência das (ou segue das) identidades
polinomiais 𝑓𝑖 = 0, 𝑖 ∈ 𝐼, se 𝑔 pertence ao T-ideal gerado por 𝑓𝑖, ou seja, 𝑔 ∈ ⟨𝑓𝑖♣ 𝑖 ∈ 𝐼⟩T.

DeĄnição 1.5.1. Dois conjuntos de identidades polinomiais são equivalentes se eles geram o
mesmo T-ideal.
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Lembremos que um polinômio 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) em uma álgebra associativa livre 𝐾 ⟨𝑋⟩ é mul-
tilinear de grau 𝑛 se 𝑓 é multihomogêneo de multigrau (1, . . . , 1) em 𝐾 ⟨𝑥1, . . . , 𝑥𝑛⟩ ⊆ 𝐾 ⟨𝑋⟩
e que 𝑃𝑛 é o espaço vetorial de todos os polinômios em 𝐾 ⟨𝑋⟩ que são multilineares de grau 𝑛.
Claramente, 𝑃𝑛 é de dimensão 𝑛! e tem uma base dada por ¶𝑥à(1) ≤ ≤ ≤𝑥à(𝑛)♣à ∈ 𝑆𝑛♢.

Observação 1.5.2. Para veriĄcarmos uma aĄrmação sobre um polinômio multilinear 𝑓 em ele-
mentos arbitrários 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛 de um espaço vetorial 𝑉 , basta veriĄcarmos essa mesma aĄrmação
sobre 𝑓 nos elementos 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 de uma base de 𝑉 .

Lema 1.5.3. Se uma álgebra 𝐴 satisfaz uma identidade polinomial qualquer então ela satisfaz
uma identidade polinomial em duas variáveis.

Demonstração. Suponha que a álgebra 𝐴 satisfaz a identidade 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 0. Substituindo 𝑥𝑖
por 𝑢𝑖𝑣 onde 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋 são as novas variáveis de 𝑓 , obtemos a identidade:

𝑔(𝑢, 𝑣) = 𝑓(𝑢𝑣, 𝑢2𝑣, . . . , 𝑢𝑛𝑣) = 0,

onde 𝑔 é um polinômio que não é identicamente zero.

O próximo lema descreverá um método conhecido por processo de multilinearização, que
é uma ferramenta que será muito utilizada nessa dissertação.

Lema 1.5.4. Se uma álgebra 𝐴 satisfaz qualquer identidade polinomial então ela satisfaz uma
identidade polinomial que é linear em cada uma das suas variáveis.

Demonstração. Suponha que 𝐴 satisfaz a identidade 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 0 e que 𝑓 não é linear em 𝑥1.
Então

𝑓(𝑦 + 𝑧, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ⊗ 𝑓(𝑦, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ⊗ 𝑓(𝑧, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = 0

é satisfeita por 𝐴. Este polinômio (em n+1 variáveis), não é identicamente nulo e com grau em
𝑦 e 𝑧 menor que o grau de 𝑓 em 𝑥1. Por sucessivos passos deste tipo conseguimos um polinômio
linear em todas as variáveis.

Exemplo 1.5.5. Vamos encontrar a linearização do polinômio 𝑓(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥2
1𝑥2𝑥1.

Tomemos:
𝑔(𝑦1, 𝑦2, 𝑥2) = 𝑓(𝑦1 + 𝑦2, 𝑥2) ⊗ 𝑓(𝑦1, 𝑥2) ⊗ 𝑓(𝑦2, 𝑥2)

= (𝑦1 + 𝑦2)2𝑥2(𝑦1 + 𝑦2) ⊗ 𝑦2
1𝑥2𝑦1 ⊗ 𝑦2

2𝑥2𝑦2

= (𝑦2
1 + 𝑦1𝑦2 + 𝑦2𝑦1 + 𝑦2

2)𝑥2(𝑦1 + 𝑦2) ⊗ 𝑦2
1𝑥2𝑦1 ⊗ 𝑦2

2𝑥2𝑦2

= 𝑦2
1𝑥2𝑦2 + 𝑦1𝑦2𝑥2𝑦1 + 𝑦2𝑦1𝑥2𝑦1 + 𝑦1𝑦2𝑥2𝑦2 + 𝑦2𝑦1𝑥2𝑦2.

Façamos agora:

ℎ(𝑎, 𝑏, 𝑦2, 𝑥2) = 𝑔(𝑎+ 𝑏, 𝑦2, 𝑥2) ⊗ 𝑔(𝑎, 𝑦2, 𝑥2) ⊗ 𝑔(𝑏, 𝑦2, 𝑥2)
= (𝑎+ 𝑏)2𝑥2𝑦2 + (𝑎+ 𝑏)𝑦2𝑥2(𝑎+ 𝑏) + 𝑦2(𝑎+ 𝑏)𝑥2(𝑎+ 𝑏)

+ (𝑎+ 𝑏)𝑦2𝑥2𝑦2 + 𝑦2(𝑎+ 𝑏)𝑥2𝑦2 ⊗ 𝑎2𝑥2𝑦2 ⊗ 𝑎𝑦2𝑥2𝑎⊗ 𝑦2𝑎𝑥2𝑎

⊗ 𝑎𝑦2𝑥2𝑦2 ⊗ 𝑦2𝑎𝑥2𝑦2 ⊗ 𝑏2𝑥2𝑦2 ⊗ 𝑏𝑦2𝑥2𝑏⊗ 𝑦2𝑏𝑥2𝑏⊗ 𝑏𝑦2𝑥2𝑦2 ⊗ 𝑦2𝑏𝑥2𝑦2

= (𝑎2 + 𝑎𝑏+ 𝑏𝑎+ 𝑏2)𝑥2𝑦2 + (𝑎+ 𝑏)𝑦2𝑥2(𝑎+ 𝑏) + 𝑦2(𝑎+ 𝑏)𝑥2(𝑎+ 𝑏)
+ (𝑎+ 𝑏)𝑦2𝑥2𝑦2 + 𝑦2(𝑎+ 𝑏)𝑥2𝑦2 ⊗ 𝑎2𝑥2𝑦2 ⊗ 𝑎𝑦2𝑥2𝑎⊗ 𝑦2𝑎𝑥2𝑎

⊗ 𝑎𝑦2𝑥2𝑦2 ⊗ 𝑦2𝑎𝑥2𝑦2 ⊗ 𝑏2𝑥2𝑦2 ⊗ 𝑏𝑦2𝑥2𝑏⊗ 𝑦2𝑏𝑥2𝑏⊗ 𝑏𝑦2𝑥2𝑦2 ⊗ 𝑦2𝑏𝑥2𝑦2

= 𝑎𝑏𝑥2𝑦2 + 𝑏𝑎𝑥2𝑦2 + 𝑦2𝑎𝑥2𝑏+ 𝑦2𝑏𝑥2𝑎+ 𝑎𝑦2𝑥2𝑏+ 𝑏𝑦2𝑥2𝑎.
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Ainda nesta seção, veremos que as identidades multilineares e homogêneas são uma ferramenta
poderosa para fornecer uma base para as identidades polinomiais.

Proposição 1.5.6. Seja 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =
√︁𝑛
𝑖=0 𝑓𝑖 ∈ 𝐾 ⟨𝑋⟩, onde 𝑓𝑖 são as componentes homogêneas

de 𝑓 de grau 𝑖 em 𝑥1.

1. Se o corpo base 𝐾 contém mais que 𝑛 elementos (em particular, se 𝐾 é inĄnito), então as
identidades polinomiais 𝑓𝑖 = 0, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛, seguem de 𝑓 = 0.

2. Se car(𝐾) = 0 (ou se car(𝐾) > gr(𝑓)), então 𝑓 = 0 é equivalente a um conjunto de identidades
polinomiais multilineares.

Demonstração. (i) Seja 𝑉 = ⟨𝑓⟩𝑇 o T-ideal de 𝐾 ⟨𝑋⟩ gerado por 𝑓 . Escolhemos 𝑛 + 1 elementos
distintos Ð0, . . . , Ð𝑛 ∈ 𝐾. como 𝑉 é um T-ideal, temos

𝑓(Ð𝑗𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) =
𝑛∑︁

𝑖=0

Ð𝑖𝑗𝑓𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) ∈ 𝑉, 𝑗 = 0, . . . , 𝑛.

Consideremos estas equações como um sistema linear com variáveis 𝑓𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛. Como seu
determinante ⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃

1 Ð0 Ð2
0 ≤ ≤ ≤ Ð𝑛0

1 Ð1 Ð2
1 ≤ ≤ ≤ Ð𝑛1

1 Ð2 Ð2
2 ≤ ≤ ≤ Ð𝑛2

...
...

...
. . .

...
1 Ð𝑛 Ð2

𝑛 ≤ ≤ ≤ Ð𝑛𝑛

⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃⧹︃

=
∏︁

𝑖<𝑗

(Ð𝑗 ⊗ Ð𝑖)

é o determinante de Vandermonde e é diferente de zero, obtemos que cada 𝑓𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) também
pertence a 𝑉 , isto é, as identidades polinomiais 𝑓𝑖 = 0 são consequências de 𝑓 = 0.
(ii) Usaremos o processo de multilinearização. Por (i) podemos assumir que 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) é ho-
mogêneo em cada uma de suas variáveis. Seja gr𝑥i

(𝑓) = 𝑑. Escreva 𝑓(𝑦1 + 𝑦2, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) ∈ 𝑉 na
forma:

𝑓(𝑦1 + 𝑦2, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) =
𝑑∑︁

𝑖=0

𝑓𝑖(𝑦1, 𝑦2, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚),

onde 𝑓𝑖 é a componente homogênea de grau 𝑖 em 𝑦1. Portanto 𝑓𝑖 ∈ 𝑉 , 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑑. Como
gr𝑦j

(𝑓𝑖) < 𝑑, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑑⊗ 1 e 𝑗 = 1, 2, aplicamos a hipótese de indução e obtemos um conjunto
de consequências multilineares de 𝑓 = 0. No sentido de ver que estas identidades multilineares são
equivalentes à 𝑓 = 0, é suĄciente observar que:

𝑓𝑖(𝑦1, 𝑦1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) =

(︃
𝑑

𝑖

)︃
𝑓(𝑦1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚),

e o coeĄciente binomial é diferente de zero pois car(𝐾) = 0 ou car(𝐾) = 𝑝 > 𝑑.

Corolário 1.5.7. Seja 𝐴 uma álgebra.

1. Se o corpo 𝐾 é inĄnito então todas as identidades polinomiais de 𝐴 seguem de suas identi-
dades multihomogêneas, ou seja, T(𝐴) é gerado por seus polinômios multihomogêneos.
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2. Se o corpo 𝐾 tem característica zero então todas as identidades polinomiais de 𝐴 seguem de
suas identidades multilineares, ou seja, T(𝐴) é gerado por seus polinômios multilineares.

Observação 1.5.8. Portanto, qualquer PI-álgebra (sobre qualquer corpo) satisfaz uma identidade
polinomial multilinear. De fato, comece com uma identidade polinomial qualquer 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) =
0, e use o fato que o grau em 𝑦1 e em 𝑦2 da consequência de 𝑓 = 0

𝑔(𝑦1, 𝑦2, 𝑥2 . . . , 𝑥𝑚) = 𝑓(𝑦1 + 𝑦2, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) ⊗ 𝑓(𝑦1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑑) ⊗ 𝑓(𝑦2, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚)

são menores que o grau de 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) em 𝑥1 e se gr𝑥1
(𝑓) > 1, então gr𝑦j

(𝑔) > 0, 𝑗 = 1, 2.

Veremos, na próxima deĄnição, um objeto que é muito útil para caracterizar se uma determi-
nada álgebra é uma PI-álgebra ou não.

DeĄnição 1.5.9. Seja 𝐴 uma PI-álgebra com T-ideal T(𝐴). A dimensão dos polinômios multi-
lineares em 𝐾 ⟨𝑋⟩ módulo as identidades polinomiais de 𝐴 é chamada de n-ésima codimensão
do T-ideal T(𝐴) ou das identidades polinomiais de 𝐴 e é denotado por 𝑐𝑛(𝐴) (ou por 𝑐𝑛(ℵ)
se nós considerarmos o T-ideal das identidades polinomiais de uma variedade ℵ), isto é

𝑐𝑛(𝐴) = dim

(︃
𝑃𝑛

𝑃𝑛 ∩ T(𝐴)

)︃
, 𝑛 = 0, 1, . . . .

Podemos considerar também as séries de codimensão e as séries de codimensão exponencial
deĄnidas, respectivamente, por:

𝑐(𝐴, 𝑡) =
∑︁

𝑛⊙0

𝑐𝑛(𝐴)𝑡𝑛 e ̃︀𝑐(𝐴, 𝑡) =
∑︁

𝑛⊙0

𝑐𝑛(𝐴)
𝑡𝑛

𝑛!
.

Observação 1.5.10. Da deĄnição de 𝑐𝑛(𝐴), temos que dim(𝑃𝑛 ∩ T(𝐴)) = 𝑛! ⊗𝑐𝑛(𝐴). E portanto,
uma álgebra 𝐴 é uma PI-álgebra se somente se 𝑐𝑛(𝐴) < 𝑛!, para algum 𝑛 ⊙ 1.

A título de informação, Regev, utilizando a noção de 𝑛-ésima codimensão do T-ideal e a
Observação 1.5.10, provou o seguinte teorema, cuja demonstração pode ser encontrada em [29].

Teorema 1.5.11 (Regev). Se 𝐴 e 𝐵 são PI-álgebras então 𝐴·𝐵 também é uma PI-álgebra.

Observação 1.5.12. Se 𝐴 é uma álgebra, para qualquer subconjunto 𝑆 de 𝐾 ⟨𝑋⟩, denotamos por
𝑆(𝐴) a imagem de 𝑆 sob o homomorĄsmo canônico

𝐾 ⟨𝑋⟩ ⊃ 𝐹 (𝐴) =
𝐾 ⟨𝑋⟩

T(𝐴)
.

DeĄnição 1.5.13. Seja o T-ideal T(𝐴) um ideal (multi)homogêneo de 𝐾 ⟨𝑋⟩. Então denotaremos
por

𝐻𝑖𝑙𝑏(𝑈𝑚(𝐴), 𝑡1, . . . , 𝑡𝑚)

as séries de Hilbert da álgebra relativamente livre de posto 𝑚 em 𝑣𝑎𝑟𝐴. Se estamos interessados
nessa série em uma variável, escrevemos

𝐻𝑖𝑙𝑏(𝑈𝑚(𝐴), 𝑡) =
∑︁

𝑛⊙0

dim(𝑈 (𝑛)
𝑚 (𝑅))𝑡𝑛.
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Exemplo 1.5.14. Seja 𝐴 uma álgebra nilpotente e 𝐴𝑚 = 0, então 𝑐𝑛(𝐴) = 0, para todo 𝑛 ⊙ 𝑚.
Com efeito, como 𝑛 ⊙ 𝑚, todo polinômio 𝑥à(1) ≤ ≤ ≤𝑥à(𝑛) da base de 𝑃𝑛 também é uma identidade
de 𝐴, logo 𝑃𝑛 = 𝑃𝑛 ∩ T(𝑅) e o resultado é obtido.

Exemplo 1.5.15. Seja 𝐴 uma álgebra comutativa então 𝑐𝑛(𝐴) ⊘ 1, para todo 𝑛 ⊙ 1.
De fato, para cada valor de 𝑛 temos:

Seja 𝑥1 ≤ ≤ ≤𝑥𝑛 um elemento da base de 𝑃𝑛. Como 𝐴 é uma álgebra comutativa temos que
𝑥à(1) ≤ ≤ ≤𝑥à(𝑛) = 𝑥1 ≤ ≤ ≤𝑥𝑛, logo a base de 𝑃𝑛 é composta apenas pelo elemento 𝑥1 ≤ ≤ ≤𝑥𝑛 e então
dim(𝑃𝑛) = 1. Portanto, basta observarmos se o polinômio 𝑥1 ≤ ≤ ≤𝑥𝑛 ∈ 𝑃𝑛 ∩ T(𝐴):

• se 𝑥1 ≤ ≤ ≤𝑥𝑛 ∈ 𝑃𝑛 ∩ T(𝐴) então para todo à ∈ 𝑆𝑛 temos que 𝑥à(1) ≤ ≤ ≤𝑥à(𝑛) ∈ 𝑃𝑛 ∩ T(𝐴), logo
𝑃𝑛 = 𝑃𝑛 ∩ T(𝐴) e portanto 𝑐𝑛(𝐴) = 0.

• se 𝑥1 ≤ ≤ ≤𝑥𝑛 /∈ 𝑃𝑛 ∩ T(𝐴) então para todo à ∈ 𝑆𝑛 temos que 𝑥à(1) ≤ ≤ ≤𝑥à(𝑛) /∈ 𝑃𝑛 ∩ T(𝐴), logo
𝑃𝑛 ∩ T(𝐴) = ¶0♢ e portanto 𝑐𝑛(𝐴) = 1.

Denotaremos por 𝐻𝑚(𝐹, 𝑖) ⊆ 𝐾 ⟨𝑥1, . . . , 𝑥𝑚⟩ o conjunto dos polinômios homogêneos nas
variáveis 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚 de grau 𝑖.

Por analogia a codimensão, séries de Hilbert e série de codimensão de uma álgebra, podemos
fazer as seguintes deĄnições:

DeĄnição 1.5.16. Se 𝐴 é uma 𝐾 PI-álgebra então chamaremos de codimensão homogênea a
seguinte expressão

𝑐(𝐴,𝐻𝑚(𝐹, 𝑖)) = dim𝐾

(︃
𝐻𝑚(𝐹, 𝑖)

𝐻𝑚(𝐹, 𝑖) ∩ T(𝐴)

)︃
.

DeĄnição 1.5.17. Sejam 𝐴 uma PI-álgebra unitária sobre um corpo de característica zero e o
subespaço vetorial dado por Γ𝑛(𝐴) = Γ𝑛/(Γ𝑛

⎸
T(𝐴)), deĄnimos:

1. a sequência de codimensão própria por

Ò𝑛(𝐴) = dim(Γ𝑛), 𝑛 = 0, 1, . . . ;

2. as séries das codimensões próprias por

Ò(𝐴, 𝑡) =
∑︁

𝑛⊙0

Ò𝑛(𝐴)𝑡𝑛 e

3. as séries de codimensões próprias exponenciais por

̃︀Ò(𝐴, 𝑡) =
∑︁

𝑛⊙0

Ò𝑛(𝐴)
𝑡𝑛

𝑛!
.

Conforme a Observação 1.5.12, se 𝐴 é uma PI-álgebra, denotaremos por 𝐵(𝑅), 𝐵𝑚(𝑅) e Γ𝑛(𝑅)
as imagens em 𝐹 (𝑅) dos correspondentes subespaços vetoriais de 𝐾 ⟨𝑋⟩.

Como precisaremos dos seguintes teoremas mais adiante, enunciaremos os dois primeiros (para
uma prova veja, respectivamente, as páginas 42 e 47 do livro [7]) e o terceiro é uma consequência
direta destes.
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Teorema 1.5.18. Se 𝐴 é uma PI-álgebra unitária sobre um corpo inĄnito 𝐾, então todas as
identidades polinomiais de 𝐴 seguem dos polinômios próprios (isto é, daqueles em T(𝐴) ∩ 𝐵).
Se característica de 𝐾 é zero, então as identidades polinomiais de 𝐴 seguem das identidades
multilineares próprias (isto é, daqueles em T(𝐴) ∩ Γ𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . .).

Teorema 1.5.19. Seja 𝐴 uma PI-álgebra unitária sobre um corpo inĄnito 𝐾.

1. Se
¶𝑤𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚)♣ 𝑗 = 1, 2, . . .♢

é uma base do espaço vetorial 𝐵𝑚(𝐴) dos polinômios próprios da álgebra relativamente livre
𝑈𝑚(𝐴) de posto 𝑚, isto é

𝐵𝑚(𝐴) =
𝐾 ⟨𝑥1, . . . , 𝑥𝑚⟩ ∩𝐵

T(𝐴) ∩𝐾 ⟨𝑥1, . . . , 𝑥𝑚⟩ ∩𝐵
,

então 𝑈𝑚(𝐴) tem uma base

¶𝑥𝑎1
1 ≤ ≤ ≤𝑥𝑎m

𝑚 𝑤𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚)♣ 𝑎𝑖 ⊙ 0, 𝑗 = 0, 1, . . .♢.

2. Se
¶𝑢𝑢𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚)♣ 𝑗 = 1, 2, . . . , Ò𝑘(𝐴)♢

é uma base do espaço vetorial Γ𝑘(𝐴) dos polinômios multilineares próprios de grau 𝑘 em
𝐹 (𝐴), então 𝑃𝑛(𝐴) tem uma base consistindo de todos os polinômios multilineares da forma

𝑥𝑝1 ≤ ≤ ≤𝑥𝑝n⊗k
𝑢𝑗𝑘(𝑥𝑞1 , . . . , 𝑥𝑞k

), 𝑗 = 1, 2, . . . Ò𝑘(𝐴), 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛

tal que 𝑝1 < ≤ ≤ ≤ < 𝑝𝑛⊗𝑘 e 𝑞1 < ≤ ≤ ≤ < 𝑞𝑘.

Teorema 1.5.20. Seja 𝐴 uma PI-álgebra unitária sobre um corpo inĄnito 𝐾.

1. As séries de Hilbert da álgebra relativamente livre 𝐹𝑚(𝐴) e seus elementos próprios 𝐵𝑚(𝐴)
estão relacionados por

𝐻𝑖𝑙𝑏(𝑈𝑚(𝐴), 𝑡1, . . . , 𝑡𝑚) = 𝐻𝑖𝑙𝑏(𝐵𝑚(𝐴), 𝑡1, . . . , 𝑡𝑚)
𝑚∏︁

𝑖=1

1
1 ⊗ 𝑡𝑖

,

𝐻𝑖𝑙𝑏(𝑈𝑚(𝐴), 𝑡) = 𝐻𝑖𝑙𝑏(𝐵𝑚(𝐴), 𝑡)
1

1 ⊗ 𝑡
.

2. As codimensões e as codimensões próprias das identidades polinomiais de 𝐴 e as correspon-
dentes séries de potências formais estão relacionadas como se segue:

𝑐𝑛(𝐴) =
𝑛∑︁

𝑘=0

(︃
𝑛

𝑘

)︃
Ò𝑘(𝐴), 𝑛 = 0, 1, . . . , 𝑐(𝐴, 𝑡) =

1
1 ⊗ 𝑡

Ò
(︂
𝐴,

𝑡

1 ⊗ 𝑡

)︂
e ̃︀𝑐(𝐴, 𝑡) = 𝑒𝑡 ̃︀Ò(𝐴, 𝑡).

Demonstração. (1.) É consequência do Teorema 1.5.19 e dos Exemplos 1.4.9 e 1.4.10.
(2.) A primeira equação também é consequência do Teorema 1.5.19.
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Capítulo 2

Fatos sobre a Álgebra de Grassmann em
um corpo 𝐾 de característica zero

Este capítulo foi elaborado com o objetivo de descrever alguns invariantes numéricos da álgebra
de Grassmann, que são: suas codimensões, suas séries de Hilbert e o seu co-comprimento. Nos
limitaremos ao caso em que car(𝐾) = 0, onde existem instrumentos para calcular esses invari-
antes. Se car(𝐾) ̸= 0, embora estes cálculos Ąquem mais interessantes, necessitaremos de outras
ferramentas, que não foram abordadas neste trabalho.

2.1 Codimensões da álgebra de Grassmann

Esta seção foi escrita com base no artigo [9]. Lembremos que uma base para a álgebra de
Grassmann unitária é 𝐷 = ¶1♢ ∪ ¶𝑒𝑖1𝑒𝑖2 . . . 𝑒𝑖m♣ 𝑖1 < 𝑖2 < . . . < 𝑖𝑚,𝑚 = 1, 2, . . .♢. Para qualquer
escolha de 𝑛 elementos em 𝐷, ¶𝑎1, . . . , 𝑎𝑛♢, seja 𝐼 ⊖ ¶1, . . . , 𝑛♢ = 𝐼𝑛 o conjunto dos índices para o
qual 𝑎𝑖 é de comprimento ímpar. Seja à ∈ 𝑆𝑛, o grupo simétrico em 𝑛 elementos. Sabemos que

𝑎à(1) ≤ ≤ ≤ 𝑎à(𝑛) =
(︁
𝑓

(𝑛)
𝐼 (à)

)︁
𝑎1 ≤ ≤ ≤ 𝑎𝑛,

onde 𝑓 (𝑛)
𝐼 (à) ∈ ¶⊗1, 1♢.

A função 𝑓
(𝑛)
𝐼 (à) é computada como segue: como as permutações de um conjunto ordenado

estão em correspondência biunívoca com as reordenações do conjunto, à ∈ 𝑆𝑛 determina uma
reordenação da 𝑛-upla (1, . . . , 𝑛) da sua ordem natural para (à(1), . . . , à(𝑛)). Agora considere
um subconjunto arbitrário 𝐼 ⊆ ¶1, . . . , 𝑛♢ = 𝐼𝑛 e à ∈ 𝑆𝑛. A reordenação à em ¶1, . . . , 𝑛♢ induz
uma reordenação do subconjunto 𝐼 e portanto, pela correspondência biunívoca, equivale a uma
permutação sobre 𝐼 (observe que isto não implica que à(𝐼) ⊖ 𝐼). Podemos mostrar que o sinal
desta permutação induzida é igual a 𝑓 (𝑛)

𝐼 (à).

Exemplo 2.1.1. Sejam uma permutação à = (12435), 𝐼5 = ¶1, 2, 3, 4, 5♢ e 𝐼 = ¶1, 3, 5♢, então
à(𝐼5) = ¶2, 4, 5, 3, 1♢ logo, o subconjunto 𝐼 foi reordenado por à da tripla ordenada (1, 3, 5) para
(5, 3, 1). Isto corresponde a permutação (15)(3) em 𝐼 e portanto 𝑓

(5)
𝐼 (à) = ⊗1. Observe que

à(𝐼) = ¶1, 2, 5♢ ̸⊖ ¶1, 3, 5♢ = 𝐼.
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Do exposto acima, temos a função 𝑓 : 2𝑛 × 𝑆𝑛 ⊃ ¶⊗1,+1♢. Trabalharemos com as matrizes
𝑀 (𝑛) de tamanho 2𝑛 × 𝑛! que serão determinadas por ordenar os 2𝑛 subconjuntos de ¶1, . . . , 𝑛♢ e
usá-los como índices para as linhas e por ordenar as 𝑛! permutações de 𝑆𝑛 e usá-las como índices
para as colunas; e que terão como entradas os números 𝑓 (𝑛)

𝐼 (à).

Exemplo 2.1.2. Considere 𝑛 = 2, logo 𝐼2 = ¶1, 2♢, seus subconjuntos são ∅, ¶1♢, ¶2♢ e ¶1, 2♢ e
as permutações de 𝐼2 são (1, 2) e (2, 1). Com o auxílio da tabela abaixo, que mostra as ordenações
do conjunto 𝐼2 e das permutações de 𝑆2,

(1, 2) (2, 1)
∅ 1 1

¶1♢ 1 1
¶2♢ 1 1

¶1, 2♢ 1 -1

obtemos a matriz 𝑀 (2) de tamanho 4 × 2:

𝑀 (2) =

⎛
⎜⎜⎜∐︁

1 1
1 1
1 1
1 ⊗1

∫︀
⎟⎟⎟⎠ .

O próximo lema nos fornece uma ligação entre 𝑐𝑛(𝐸(𝑉 )) (a sequência das codimensões de
T(𝐸(𝑉 )) e a matriz 𝑀 (𝑛) deĄnida acima.

Lema 2.1.3. Seja 𝑐𝑛(𝐸(𝑉 )) a sequência das codimensões de T(𝐸(𝑉 )). Então

𝑐𝑛(𝐸(𝑉 )) = rank
(︁
𝑀 (𝑛)

)︁
.

Demonstração. Seja 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝑃𝑛. Como 𝑔 é multilinear, ele pertencerá ao T-ideal de 𝐸(𝑉 )
se somente se 𝑔 se anula para todos os elementos da base 𝐷 de 𝐸(𝑉 ). Escreva 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =√︁
à∈𝑆n

Ðà𝑥à(1) ≤ ≤ ≤𝑥à(𝑛) e considere os Ðà como incógnitas. Então para cada ¶𝑎𝑖♢
𝑛
𝑖=1 na base de

𝐸(𝑉 ) temos que:

𝑔(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) =
∑︁

à∈𝑆n

Ðà𝑎à(1) ≤ ≤ ≤ 𝑎à(𝑛) =
∑︁

à∈𝑆n

Ðà
(︁
𝑓

(𝑛)
𝐼 (à)

)︁
𝑎1 ≤ ≤ ≤ 𝑎𝑛 =

⎛
∐︁ ∑︁

à∈𝑆n

Ðà
(︁
𝑓

(𝑛)
𝐼 (à)

)︁
∫︀
⎠ 𝑎1 ≤ ≤ ≤ 𝑎𝑛.

Isso é uma identidade apenas se
√︁
à∈𝑆n

Ðà𝑓
(𝑛)
𝐼 (à) = 0, para todo 𝐼 ⊖ 𝐼𝑛. Isso gera um sistema

linear de 𝑛! incógnitas Ðà e 2𝑛 equações, sendo a matriz do sistema linear igual a matriz 𝑀 (𝑛). A
dimensão do espaço-solução será 𝑛! ⊗rank

(︁
𝑀 (𝑛)

)︁
e essa também é a dimensão de 𝑇 (𝐸(𝑉 )) ∩ 𝑃𝑛.

Como dim𝐾 𝑃𝑛 = 𝑛!, temos que:

𝑐𝑛(𝐸(𝑉 )) = 𝑛! ⊗
(︁
𝑛! ⊗rank

(︁
𝑀 (𝑛)

)︁)︁
= rank

(︁
𝑀 (𝑛)

)︁
.

50



O próximo lema será útil para provarmos a questão central dessa seção. A sua demonstração
pode ser encontrada no Artigo [9].

Lema 2.1.4. O rank
(︁
𝑀 (𝑛)

)︁
⊙ 2𝑛⊗1.

A próxima deĄnição nos mostrará um novo tipo de álgebra.

DeĄnição 2.1.5. Seja 𝐾 um corpo. Uma álgebra satisfazendo uma identidade da forma

𝑥1 ≤ ≤ ≤𝑥𝑑 =
∑︁

σ∈Sd
σ(1) ̸=1

𝑘à𝑥à(1) ≤ ≤ ≤𝑥à(𝑑), 𝑘à ∈ 𝐾

será chamada de uma álgebra do tipo 𝐽𝑑.

O próximo teorema, onde uma demonstração pode ser encontrada na página 436 do Artigo [9],
é muito importante, pois ele nos fornece um limitante superior para o 𝑐𝑛(𝐴) de uma álgebra 𝐴 do
tipo 𝐽𝑑. E mais, ele nos diz que para cada PI-álgebra 𝐴 do tipo 𝐽𝑑 existe Ú inteiro não-negativo
tal que

0 ⊘ 𝑐𝑛(𝐴) ⊘ Ú𝑛.

Teorema 2.1.6 (Teorema das codimensões de Regev). Seja 𝐴 uma álgebra do tipo 𝐽𝑑, com
𝑐𝑛(𝐴) sua sequência de codimensões. Então, para qualquer 𝑛 ⊙ 1, 𝑐𝑛(𝐴) ⊘ (𝑑⊗ 1)𝑛⊗1.

O próximo corolário responde a questão central dessa seção.

Corolário 2.1.7. A codimensão da álgebra de Grassmann 𝐸(𝑉 ) é igual a 2𝑛⊗1.

Demonstração. Seja 𝑐𝑛(𝐸(𝑉 )) a sequência de codimensões de 𝐸(𝑉 ). Temos que [𝑥1, 𝑥2, 𝑥3] = 0 é
uma identidade polinomial de 𝐸(𝑉 ) (veja o Exemplo 1.3.7), logo

0 = [𝑥1, 𝑥2, 𝑥3] = 𝑥1𝑥2𝑥3 ⊗ 𝑥2𝑥1𝑥3 ⊗ 𝑥3𝑥1𝑥2 + 𝑥3𝑥2𝑥1 ⇒ 𝑥1𝑥2𝑥3 = 𝑥2𝑥1𝑥3 + 𝑥3𝑥1𝑥2 ⊗ 𝑥3𝑥2𝑥1.

Portanto, 𝐸(𝑉 ) é uma álgebra do tipo 𝐽3. Logo, pelo Teorema 2.1.6, 𝑐𝑛(𝐸(𝑉 )) ⊘ 2𝑛⊗1. Utilizando
os Lemas 2.1.3 e 2.1.4 concluímos que 𝑐𝑛(𝐸(𝑉 )) ⊙ 2𝑛⊗1. Então 𝑐𝑛(𝐸(𝑉 )) = 2𝑛⊗1.

Portanto, podemos observar que a álgebra de Grassmann tem crescimento exponencial de suas
sequências de codimensões.

2.2 Séries de Hilbert e outra maneira para calcular a co-
dimensão da álgebra de Grassmann

Esta seção foi escrita tendo por base o livro [7].
Veremos agora como as codimensões e séries de Hilbert da álgebra de Grassmann podem ser

calculadas.

Teorema 2.2.1. Seja car(𝐾) = 0 e seja 𝐸 = 𝐸𝐾(𝑉 ) a álgebra de Grassmann gerado pelo espaço
vetorial 𝑉 de dimensão inĄnita sobre o corpo 𝐾. Temos que:
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1. As codimensões das identidades de 𝐸 satisfazem:

𝑐𝑛(𝐸) = 2𝑛⊗1, 𝑛 = 1, 2, . . . ,

𝑐(𝐸, 𝑡) =
1 ⊗ 𝑡

1 ⊗ 2𝑡
,

̃︀𝑐(𝐸, 𝑡) =
1
2

(1 + 𝑒2𝑡).

2. As séries de Hilbert da álgebra relativamente livre 𝐹𝑚(𝐸) são:

𝐻𝑖𝑙𝑏(𝑈𝑚(𝐸), 𝑡1, . . . , 𝑡𝑚) =
1
2

+
1
2

𝑚∏︁

𝑖=1

1 + 𝑡𝑖
1 ⊗ 𝑡𝑖

,

𝐻𝑖𝑙𝑏(𝑈𝑚(𝐸), 𝑡) =
1
2

+
1
2

(︂1 + 𝑡

1 ⊗ 𝑡

)︂𝑚
.

Demonstração. (1.) Sabemos que Γ𝑛(𝐸) é gerado por

[𝑥1, 𝑥2] ≤ ≤ ≤ [𝑥2𝑘⊗1, 𝑥2𝑘], 𝑛 = 2𝑘,

e Γ𝑛(𝐸) = 0 se 𝑛 é ímpar. Portanto:

Ò𝑛(𝐸) = dim(Γ𝑛(𝐸)) =
1
2

(1 + (⊗1)𝑛), 𝑛 = 0, 1, . . . ,

Ò(𝐸, 𝑡) =
∑︁

𝑛⊙0

1
2

(1 + (⊗1)𝑛)𝑡𝑛 = 1 + 𝑡2 + 𝑡4 + ≤ ≤ ≤ =
1

1 ⊗ 𝑡2
e

̃︀Ò(𝐸, 𝑡) =
∑︁

𝑛⊙0

1
2

(1 + (⊗1)𝑛)
𝑡𝑛

𝑛!
= 1 +

𝑡2

2!
+
𝑡4

4!
+ ≤ ≤ ≤ =

1
2

(𝑒𝑡 + 𝑒⊗𝑡)

pois 𝑒𝑡 = 1 + 𝑡+ 𝑡2

2!
+ 𝑡3

3!
+ ≤ ≤ ≤ e 𝑒⊗𝑡 = 1 ⊗ 𝑡+ 𝑡2

2!
⊗ 𝑡3

3!
+ ≤ ≤ ≤.

Logo, utilizando o número 2 do Teorema 1.5.20:
(i)

𝑐𝑛(𝐸) =
𝑛∑︁

𝑘=0

(︃
𝑛

𝑘

)︃
1
2

(1 + (⊗1)𝑘) =

(︃
𝑛

0

)︃
+ 0 +

(︃
𝑛

2

)︃
+ 0 ≤ ≤ ≤ +

(︃
𝑛

𝑝

)︃
,

onde 𝑝 =

∮︁
𝑛, se 𝑛 é par

𝑛⊗ 1, se 𝑛 é ímpar

Como
√︁𝑛
𝑘=0

(︁
𝑛
𝑘

)︁
= 2𝑛 e

√︁𝑛
𝑘=0

(︁
𝑛
𝑘

)︁
(⊗1)𝑘 = 0 temos que

𝑐𝑛(𝐸) = 2𝑛⊗1.

(ii)

𝑐(𝐸, 𝑡) =
1

1 ⊗ 𝑡

1

1 ⊗
(︁

𝑡
1⊗𝑡

)︁2 =
1

1 ⊗ 𝑡

(1 ⊗ 𝑡)2

1 ⊗ 2𝑡
=

1 ⊗ 𝑡

1 ⊗ 2𝑡
.
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(iii)

̃︀𝑐(𝐸, 𝑡) = 𝑒𝑡
(︂1

2
(𝑒𝑡 + 𝑒⊗𝑡)

)︂
=

1
2

(1 + 𝑒2𝑡).

(2.) Como em (1.), 𝐵𝑚(𝐸) tem uma base
{︁
[𝑥𝑖1 , 𝑥𝑖2 ] ≤ ≤ ≤ [𝑥𝑖2k⊗1

, 𝑥𝑖2k
]♣ 1 ⊘ 𝑖1 < ≤ ≤ ≤ < 𝑖2𝑘 ⊘ 𝑚

}︁
.

As séries de Hilbert de 𝐵𝑚(𝐸) são iguais à soma dos polinômios simétricos elementares

∑︁

𝑘⊙0

𝑒2𝑘(𝑡1, . . . , 𝑡𝑚) =
1
2

(︃
𝑚∏︁

𝑖=1

(1 ⊗ 𝑡𝑖) +
𝑚∏︁

𝑖=1

(1 + 𝑡𝑖)

)︃

e aplicando o número 1 do Teorema 1.5.20, temos:
(i)

𝐻𝑖𝑙𝑏(𝑈𝑚(𝐸), 𝑡1, . . . , 𝑡𝑚) =
𝑚∏︁

𝑖=1

1
1 ⊗ 𝑡𝑖

(︃
1
2

(︃
𝑚∏︁

𝑖=1

(1 ⊗ 𝑡𝑖) +
𝑚∏︁

𝑖=1

(1 + 𝑡𝑖)

)︃)︃

=
1
2

𝑚∏︁

𝑖=1

1
1 ⊗ 𝑡𝑖

≤
𝑚∏︁

𝑖=1

(1 ⊗ 𝑡𝑖) +
1
2

𝑚∏︁

𝑖=1

1
1 ⊗ 𝑡𝑖

≤
𝑚∏︁

𝑖=1

(1 + 𝑡𝑖)

=
1
2

𝑚∏︁

𝑖=1

1 ⊗ 𝑡𝑖
1 ⊗ 𝑡𝑖

+
1
2

𝑚∏︁

𝑖=1

1 + 𝑡𝑖
1 ⊗ 𝑡𝑖

=
1
2

+
1
2

𝑚∏︁

𝑖=1

1 + 𝑡𝑖
1 ⊗ 𝑡𝑖

.

(ii)

𝐻𝑖𝑙𝑏(𝑈𝑚(𝐸), 𝑡) =
𝑚∏︁

𝑖=1

1
1 ⊗ 𝑡

(︃
1
2

(︃
𝑚∏︁

𝑖=1

(1 ⊗ 𝑡) +
𝑚∏︁

𝑖=1

(1 + 𝑡)

)︃)︃

=
1
2

1
(1 ⊗ 𝑡)𝑚

((1 ⊗ 𝑡)𝑚 + (1 + 𝑡)𝑚)

=
1
2

+
1
2

(︂1 + 𝑡

1 ⊗ 𝑡

)︂𝑚
.

2.3 O co-comprimento do T-ideal das identidades da álge-
bra de Grassmann

Nesta seção, ainda consideraremos que o corpo 𝐾 tenha característica zero. Nosso objetivo
é mostrar que o 𝑛-ésimo co-comprimento do T-ideal das identidades da álgebra de Grassmann,
denotado por 𝑙𝑛(𝐸(𝑉 )), é igual a 𝑛, para todo 𝑛 ∈ N.

Dado o anel 𝐾 ⟨𝑋⟩, podemos identiĄcar 𝑃𝑛 com a álgebra 𝐾𝑆𝑛 pois a correspondência

𝑥à(1) ≤ ≤ ≤𝑥à(𝑛) ≺

(︃
1 . . . 𝑛

à(1) . . . à(𝑛)

)︃
= à ∈ 𝑆𝑛
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se estende a um isomorĄsmo linear 𝑃𝑛 ≍= 𝐾𝑆𝑛, onde 𝐾𝑆𝑛 é a álgebra de grupo de 𝑆𝑛 sobre 𝐾.
Este isomorĄsmo leva 𝑃𝑛 em um 𝑆𝑛-bimódulo e, portanto, 𝑃𝑛 tem uma estrutura de 𝑆𝑛-módulo.

Com efeito, 𝑆𝑛 age em 𝑃𝑛 permutando as variáveis: se à ∈ 𝑆𝑛 e 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝑃𝑛, então

à ≤ 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥à(1), . . . , 𝑥à(𝑛)).

Por outro lado, o T-ideal das identidades de uma PI-álgebra é invariante sob todas as permu-
tações das variáveis e assim 𝑃𝑛 ∩ 𝑇 (𝐴) é um 𝑆𝑛-módulo à esquerda de 𝑃𝑛. Em característica zero,
o caráter deste módulo é o 𝑛-ésimo co-caráter ä𝑛(𝐴) de 𝐴.

Lembremos de alguns resultados e notações da teoria das representações. O conjunto de todas
as partições do número inteiro positivo 𝑛 é denotado por Par(𝑛), e para Ú ∈ Par(𝑛), [Ú] é o seu
correspondente diagrama de Young de 𝑛 caixas (nós) vazias. Uma tabela de Young 𝑇Ú de índice
(1, . . . , 1) para Ú é obtida por arrumar os inteiros 1, 2, . . . , 𝑛 em qualquer ordem nas caixas de [Ú].

Do exposto acima, e lembrando da DeĄnição 1.1.94 que fala de 𝑅𝑇λ
e 𝐶𝑇λ

, podemos deĄnir o
seguinte elemento de 𝐾𝑆𝑛, que nos ajudará muito mais tarde.

DeĄnição 2.3.1. Fixando uma partição Ú ⊢ 𝑛 e uma tabela de Young 𝑇Ú, deĄnimos o seguinte
elemento de 𝐾𝑆𝑛:

𝑒(𝑇Ú) =
∑︁

à∈𝑅Tλ

∑︁

á∈𝐶Tλ

sgn(á)àá.

Exemplo 2.3.2. Considere as duas partições de 𝑛 Ú1 = (𝑛) e Ú2 = (1, . . . , 1) e sejam as suas
tabelas de Young padrão dadas, respectivamente, por

𝑇Ú1 = 1 2 ≤ ≤ ≤ 𝑛 e 𝑇Ú2 = 1

2
...

𝑛

Então 𝑅𝑇λ1
= 𝑆𝑛, 𝐶𝑇λ1

= 𝐼𝑑, 𝑅𝑇λ2
= 𝐼𝑑 e 𝐶𝑇λ2

= 𝑆𝑛. Logo,

𝑒(𝑇Ú1) =
∑︁

à∈𝑆n

à e 𝑒(𝑇Ú2) =
∑︁

á∈𝑆n

sgn(á)á.

A demonstração do próximo lema pode ser encontrada em [15].

Lema 2.3.3. Para todo 𝑛 ⊙ 1, 𝐾𝑆𝑛 tem a seguinte decomposição:

𝐾𝑆𝑛 =
⨁︁

Ú⊢𝑛

𝐼Ú ≍=
⨁︁

Ú⊢𝑛

𝑀𝑑λ
(𝐹 ),

onde 𝑑Ú = äÚ(1), 𝐼Ú = 𝑒Ú𝐾𝑆𝑛 ≍= 𝑀𝑑λ
(𝐹 ) é o ideal bilateral minimal de 𝐾𝑆𝑛 correspondente à

partição Ú de 𝑛, e
𝑒Ú =

∑︁

à∈𝑆n

äÚ(à)à

é o idempotente central essencial (veja página 46 do livro [15]).
Em outras palavras, o caráter da representação regular á de 𝑆𝑛 tem a decomposição

äá =
∑︁

Ú⊢𝑛

𝑑ÚäÚ.
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DeĄnição 2.3.4. Para 𝑛 ⊙ 1, o 𝑆𝑛-caráter de 𝑃𝑛(𝐴) = 𝑃𝑛/(𝑃𝑛 ∩ T(𝐴)) é chamado de o 𝑛-ésimo
co-caráter de 𝐴 (ou do T-ideal T(𝐴)) e é denotado por ä𝑛(𝐴).

Se decompormos o 𝑛-ésimo co-caráter em irredutíveis, obtemos

ä𝑛(𝐴) =
∑︁

Ú⊢𝑛

𝑚ÚäÚ

onde äÚ é o 𝑆𝑛-caráter irredutível da partição Ú ⊢ 𝑛 e 𝑚Ú é a sua respectiva multiplicidade.
DeĄniremos, agora, objeto central dessa seção:

DeĄnição 2.3.5. Sejam 𝐴 um álgebra, 𝐾 um corpo de característica zero e

ä𝑛(𝐴) =
∑︁

Ú⊢𝑛

𝑚ÚäÚ

a decomposição de ä𝑛(𝐴) em 𝑆𝑛-caráteres irredutíveis. Então

𝑙𝑛(𝐴) =
∑︁

Ú⊢𝑛

𝑚Ú

é chamado de 𝑛-ésimo co-comprimento de 𝐴.

Em outras palavras, 𝑙𝑛(𝐴) conta o número de 𝑆𝑛-módulos irredutíveis aparecendo na decom-
posição de 𝑃𝑛(𝐴). Como no caso de codimensões, se ℬ é uma variedade de álgebras, escreveremos
𝑙𝑛(ℬ) = 𝑙𝑛(𝐴) onde 𝐴 é uma álgebra geradora de ℬ.

DeĄniremos agora um tipo especial de diagrama de Young que utilizaremos na demonstração
do resultado principal desta seção.

DeĄnição 2.3.6. Um diagrama em forma de gancho para 𝑛 é um diagrama [Ú], para a partição
Ú = (𝑘, 1𝑛⊗𝑘), com 1 ⊘ 𝑘 ⊘ 𝑛. Portanto, [Ú] tem a forma

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

≤
...

≤

Seja Ú uma partição de 𝑛, usaremos a notação Ú ⊆ 𝐻(1, 1) para dizer que [Ú] tem a forma de
gancho.

Existem, é claro, exatamente 𝑛 diferentes diagramas em forma de gancho para 𝑛. Observe que
se Ú = (𝑘, 1𝑛⊗𝑘), então, do Teorema 1.1.97, temos que

𝑑Ú =

(︃
𝑛⊗ 1
𝑘 ⊗ 1

)︃
.

Com base nos lemas anteriores, vamos provar o seguinte teorema que nos fornece o resultado
principal desta seção.
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Teorema 2.3.7. Para a álgebra de Grassmann de dimensão inĄnita 𝐸(𝑉 ) sobre um corpo de
característica zero, as seguintes condições valem:

1.
ä𝑛(𝐸(𝑉 )) =

∑︁

λ⊢n
λ⊆H(1,1)

äÚ;

2.
𝑙𝑛(𝐸(𝑉 )) = 𝑛.

Demonstração. Seja Ú = (𝑘, 1𝑛⊗𝑘) uma partição e seja [Ú] a seu correspondente diagrama de Young
tem a forma gancho. Construiremos a tabela de Young 𝑇Ú por inserir os inteiros 1, 2, . . . , 𝑘 nas
caixas da primeira linha de [Ú] da esquerda para direita e todos os outros números inteiros restantes
𝑘 + 1, . . . , 𝑛 nas caixas da primeira coluna começando da segunda caixa de cima para baixo (veja
Ągura abaixo).

1 2 . . . 𝑘

𝑘 + 1

...

𝑛

Então
𝑅𝑇λ

= 𝑆𝑘 e 𝐶𝑇λ
= 𝑆𝑛⊗𝑘+1¶1, 𝑘 + 1, . . . , 𝑛♢

onde 𝑆𝑚¶𝑖1, . . . , 𝑖𝑚♢ denota a ação do grupo simétrico no conjunto ¶𝑖1, . . . , 𝑖𝑚♢. Aplicando o
idempotente essencial 𝑒𝑇λ

no monômio 𝑤 = 𝑥1 ≤ ≤ ≤𝑥𝑛, obtemos

𝑤𝑘 = 𝑒𝑇λ
𝑤

=

⎛
∐︁ ∑︁

𝜃∈𝑆k

𝜃

∫︀
⎠

⎛
∐︁ ∑︁

á∈𝑆n⊗k+1

(sgná)𝑥á(1)𝑥2 ≤ ≤ ≤𝑥𝑘𝑥á(𝑘+1) ≤ ≤ ≤𝑥á(𝑛)

∫︀
⎠

e aĄrmamos que 𝑤𝑘 não é uma identidade de 𝐸(𝑉 ) (para uma prova deste fato veja página 92 do
livro [15]). Isto implica que na decomposição

ä𝑛(𝐸(𝑉 )) =
∑︁

Û⊢𝑛

𝑚ÛäÛ

todas as multiplicidades 𝑚Û para Ú = Ú(𝑘) = (𝑘, 1𝑛⊗𝑘), 𝑘 = 1, . . . 𝑛 são maiores ou iguais a um e

𝑐𝑛(𝐸(𝑉 )) ⊙
𝑛∑︁

𝑘=1

gr(äÚ(k)).
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Pela Fórmula do gancho 1.1.97, temos que

gr(äÚ(k)) =

(︃
𝑛⊗ 1
𝑘 ⊗ 1

)︃

e obtemos o limitante inferior de 𝑐𝑛(𝐸(𝑉 )), ou seja,

𝑐𝑛(𝐸(𝑉 )) ⊙
𝑛∑︁

𝑘=1

(︃
𝑛⊗ 1
𝑘 ⊗ 1

)︃
= 2𝑛⊗1.

Como 𝑐𝑛(𝐸(𝑉 )) ⊘ 2𝑛⊗1 (veja o Teorema 2.1.6 e a prova do Corolário 2.1.7) temos que 𝑐𝑛(𝐸(𝑉 )) =
2𝑛⊗1. Todas as identidades de 𝐸(𝑉 ) seguem de [𝑥1, 𝑥2, 𝑥3] = 0 (veja o Teorema 3.2.10). Então
todos os caráteres äÚ(k) , onde 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, têm multiplicidade não nula. O item 2. segue de 1. e
do fato que existem exatamente 𝑛 diferentes diagramas em forma de gancho para 𝑛.
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Capítulo 3

Álgebra de Grassmann sobre corpos
inĄnitos de característica positiva

Neste capítulo apresentaremos alguns resultados acerca de álgebras de Grassmann, de certas
identidades polinomiais e de T-ideais. Feito isso, exibiremos bases para as identidades polinomi-
ais da álgebra unitária de Grassmann sobre um corpo de característica positiva. Para isso, nos
baseamos no artigo [16].

3.1 Notação Preliminar

As álgebras de Grassmann e suas identidades têm um papel importante na teoria das PI-
álgebras. Sobre um corpo de característica zero, estas álgebras são os ŞpilaresŤ para os T-ideais
T-primos.

Neste capítulo, vamos utilizar as notações 𝐾1 ⟨𝑋⟩ e 𝐾 ⟨𝑋⟩ para as álgebras associativas livres
com 1 e sem 1, respectivamente, sobre o corpo 𝐾, onde 𝑋 = ¶𝑥1, 𝑥2, . . .♢ é um conjunto inĄnito
enumerável. Lembremos que no capítulo anterior a álgebra unitária inĄnita de Grassmann foi
denotada por 𝐸(𝑉 ), onde 𝑉 é um espaço vetorial de dimensão inĄnita, e por 𝐸(𝑉𝑛) a álgebra
unitária de Grassmann de dimensão Ąnita, pois neste caso 𝑉𝑛 é um espaço vetorial de dimensão
Ąnita 𝑛.

Se 𝐿 ⟨𝑋⟩ é a álgebra livre de Lie gerada livremente por 𝑋 então 𝐿 ⟨𝑋⟩ pode ser naturalmente
mergulhada em 𝐾1 ⟨𝑋⟩. Denotaremos por 𝐵 ⟨𝑋⟩ a subálgebra associativa de 𝐾1 ⟨𝑋⟩ gerada por
todos os elementos homogêneos de 𝐿 ⟨𝑋⟩ de grau ⊙ 2. Então 𝐵 ⟨𝑋⟩ é gerado sobre 𝐾 por todos
os produtos de comutadores nos geradores livres de 𝑋. Chamaremos os elementos de 𝐵 ⟨𝑋⟩ de
polinômios próprios.

Se trabalharmos com corpos inĄnitos então toda identidade polinomial é equivalente (como uma
identidade) a uma coleção Ąnita de identidades homogêneas, devido ao argumento de Vandermonde
(veja Proposição 1.2.12). Portanto, quando o corpo base é inĄnito, podemos considerar apenas as
identidades homogêneas.

Lembremos da deĄnição de álgebra de Grassmann: Seja 𝑉 um espaço vetorial com base orde-
nada ¶𝑒𝑖 ♣ 𝑖 ∈ 𝐼♢. A álgebra de Grassmann unitária 𝐸(𝑉 ) de 𝑉 é a álgebra associativa gerada por
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1 e por ¶𝑒𝑖 ♣ 𝑖 ∈ 𝐼♢ e com as seguintes relações 𝑒𝑖𝑒𝑗 + 𝑒𝑗𝑒𝑖 = 0, onde se car(𝐾) = 2então 𝑒2
𝑖 = 0 para

todo 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼. Temos, portanto, que uma 𝐾-base de 𝐸(𝑉 ) consiste de 1 e de todos os produtos
da forma ¶𝑒𝑖1𝑒𝑖2 . . . 𝑒𝑖m♣ 𝑖1 < 𝑖2 < . . . < 𝑖𝑚,𝑚 = 1, 2, . . .♢. A álgebra 𝐸(𝑉𝑛) é a subálgebra de
𝐸(𝑉 ) gerada por 1 e pelo espaço vetorial 𝑉𝑛. E álgebra de Grassmann não unitária é denotada
por 𝐸*(𝑉 ).

Lembremos, ainda, que 𝐸0(𝑉 ) é o subespaço da álgebra de Grassmann gerado por todos os
elementos de Ñ = ¶𝑒𝑖1𝑒𝑖2 ≤ ≤ ≤ 𝑒𝑖k ♣ 𝑘 ⊙ 1; 𝑖1 < 𝑖2 < ≤ ≤ ≤ < 𝑖𝑘♢ ∪ ¶1♢ que possuem comprimento par
e por 𝐸1(𝑉 ) o subespaço gerado pelos elementos de Ñ que possuem comprimento ímpar, temos,
portanto, que 𝐸(𝑉 ) = 𝐸0(𝑉 ) ⊕ 𝐸1(𝑉 ) é uma Z2-graduação de 𝐸(𝑉 ) e que 𝑍(𝐸(𝑉 )) = 𝐸0(𝑉 ) se
𝑐𝑎𝑟(𝐾) ̸= 2 e 𝑎𝑏 = ⊗𝑏𝑎, ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐸1(𝑉 ). Do exposto acima, temos que Ñ* = ¶𝑒𝑖1𝑒𝑖2 ≤ ≤ ≤ 𝑒𝑖k ♣ 𝑘 ⊙
1; 𝑖1 < 𝑖2 < ≤ ≤ ≤ < 𝑖𝑘♢ é a base de 𝐸*(𝑉 ) a álgebra não unitária de Grassmann de dimensão inĄnita
sobre 𝐾.

Quando car(𝐾) = 𝑝 = 2, então obviamente todas as álgebras descritas acima são comutativas
e portanto não são muito interessantes do ponto de vista das identidades polinomiais. Logo,
consideraremos apenas o caso que car(𝐾) = 𝑝 > 2.

Seja 𝐽 um T-ideal, de uma álgebra 𝐴, gerado por um polinômio 𝑝. Ao falarmos que dois
polinômios 𝑓 e 𝑔 são iguais módulo 𝐽 (ou módulo a identidade 𝑝), estamos querendo dizer que
𝑓 ⊗ 𝑔 ∈ 𝐽 .

3.2 Álgebras de Grassmann Unitárias

Nesta seção 𝐾 será um corpo inĄnito. Lembremos do Exemplo 1.3.7 que a álgebra de Grass-
mann 𝐸(𝑉 ) satisfaz a identidade [𝑥1, 𝑥2, 𝑥3] = 0.

Seja 𝐼 o T-ideal, da álgebra associativa livre 𝐾1 ⟨𝑋⟩, gerado pelo polinômio [𝑥1, 𝑥2, 𝑥3] e con-
sidere

𝐾1 ⟨𝑋⟩

𝐼
a correspondente álgebra livre de posto enumerável na variedade determinada pelo polinômio
[𝑥1, 𝑥2, 𝑥3].

Lema 3.2.1. Na álgebra associativa livre 𝐾1 ⟨𝑋⟩ vale a seguinte igualdade:

[𝑥1, 𝑥2, 𝑥1, 𝑥3] = [𝑥1, 𝑥2][𝑥1, 𝑥3] + [𝑥1, 𝑥2, 𝑥3]𝑥1 ⊗ 𝑥1𝑥1𝑥2𝑥3 + 𝑥1𝑥2𝑥1𝑥3 ⊗ 𝑥3𝑥1𝑥2𝑥1 + 𝑥3𝑥1𝑥1𝑥2.

Demonstração. De fato:

[𝑥1, 𝑥2][𝑥1, 𝑥3] + [𝑥1, 𝑥2, 𝑥3]𝑥1 ⊗ 𝑥1𝑥1𝑥2𝑥3 + 𝑥1𝑥2𝑥1𝑥3 ⊗ 𝑥3𝑥1𝑥2𝑥1 + 𝑥3𝑥1𝑥1𝑥2

= (𝑥1𝑥2 ⊗ 𝑥2𝑥1)(𝑥1𝑥3 ⊗ 𝑥3𝑥1) + [𝑥1𝑥2 ⊗ 𝑥2𝑥1, 𝑥3]𝑥1 ⊗ 𝑥1𝑥1𝑥2𝑥3 + 𝑥1𝑥2𝑥1𝑥3 ⊗ 𝑥3𝑥1𝑥2𝑥1 + 𝑥3𝑥1𝑥1𝑥2

= 𝑥1𝑥2𝑥1𝑥3 ⊗ 𝑥2𝑥1𝑥1𝑥3 ⊗ 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥1 + 𝑥2𝑥1𝑥3𝑥1 + 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥1 ⊗ 𝑥2𝑥1𝑥3𝑥1

⊗ 𝑥3𝑥1𝑥2𝑥1 + 𝑥3𝑥2𝑥1𝑥1 ⊗ 𝑥1𝑥1𝑥2𝑥3 + 𝑥1𝑥2𝑥1𝑥3 ⊗ 𝑥3𝑥1𝑥2𝑥1 + 𝑥3𝑥1𝑥1𝑥2

= 𝑥1𝑥2𝑥1𝑥3 ⊗ 𝑥2𝑥1𝑥1𝑥3 ⊗ 𝑥1𝑥1𝑥2𝑥3 + 𝑥1𝑥2𝑥1𝑥3 ⊗ 𝑥3𝑥1𝑥2𝑥1 + 𝑥3𝑥2𝑥1𝑥1 + 𝑥3𝑥1𝑥1𝑥2 ⊗ 𝑥3𝑥1𝑥2𝑥1

= [𝑥1𝑥2𝑥1 ⊗ 𝑥2𝑥1𝑥1 ⊗ 𝑥1𝑥1𝑥2 + 𝑥1𝑥2𝑥1, 𝑥3]
= [[𝑥1, 𝑥2, 𝑥1], 𝑥3]
= [𝑥1, 𝑥2, 𝑥1, 𝑥3].
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O próximo lema nos fornece um polinômio que pertence ao T-ideal 𝐼.

Lema 3.2.2. O polinômio [𝑥1, 𝑥2][𝑥1, 𝑥3] pertence ao T-ideal 𝐼.

Demonstração. O polinômio [𝑥1, 𝑥2, 𝑥1, 𝑥3] pertence à 𝐼, pois:

[𝑥1, 𝑥2, 𝑥1, 𝑥3] = [[𝑥1, 𝑥2, 𝑥1], 𝑥3] = [𝑥1, 𝑥2, 𝑥1]𝑥3 ⊗ 𝑥3[𝑥1, 𝑥2, 𝑥1].

Utilizando o lema anterior e a igualdade
𝑥1𝑥1𝑥2𝑥3 ⊗ 𝑥1𝑥2𝑥1𝑥3 + 𝑥3𝑥1𝑥2𝑥1 ⊗ 𝑥3𝑥1𝑥1, 𝑥2 = [𝑥1, 𝑥1𝑥2, 𝑥3] ∈ 𝐼, temos que:

[𝑥1, 𝑥2][𝑥1, 𝑥3] = [𝑥1, 𝑥2, 𝑥1, 𝑥3] + [𝑥1, 𝑥1𝑥2, 𝑥3] ⊗ [𝑥1, 𝑥2, 𝑥3]𝑥1 ∈ 𝐼.

O seguinte corolário nos informa sobre mais alguns polinômios que pertencem à 𝐼. E, como
veremos depois, como consequência dele teremos uma importante observação.

Corolário 3.2.3. Os polinômios [𝑥1, 𝑥2][𝑥3, 𝑥4] + [𝑥1, 𝑥3][𝑥2, 𝑥4], [𝑥1, 𝑥2][𝑥3, 𝑥4] + [𝑥3, 𝑥2][𝑥1, 𝑥4],
[𝑥1, 𝑥2][𝑥3, 𝑥4] + [𝑥1, 𝑥4][𝑥3, 𝑥2] e [𝑥1, 𝑥2][𝑥3, 𝑥4] + [𝑥4, 𝑥2][𝑥3, 𝑥1] pertencem à 𝐼.

Demonstração. Utilizando o processo de multilinearização, vamos linearizar os seguintes polinô-
mios: [𝑥2, 𝑥1][𝑥1, 𝑥3], [𝑥1, 𝑥2][𝑥1, 𝑥3], [𝑥2, 𝑥1][𝑥3, 𝑥1] e [𝑥1, 𝑥2][𝑥3, 𝑥1]. Como [𝑎, 𝑏] = ⊗[𝑏, 𝑎] sabe-
mos, pelo lema anterior, que todos eles pertencem à 𝐼. Depois basta trocar apropriadamente
os seus índices. Como car(𝐾) = 𝑝 ̸= 2 e o grau de 𝑥1 é igual a 2, a linearização é suĄciente
para chegarmos à conclusão desejada. Para isso, basta considerarmos uma única vez o polinômio
ℎ(𝑦1, 𝑦2, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑓(𝑦1 +𝑦2, 𝑥2, 𝑥3)⊗𝑓(𝑦1, 𝑥2, 𝑥3)⊗𝑓(𝑦2, 𝑥2, 𝑥3), onde 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) é um dos quatro
polinômios mencionados no início da demonstração.

Observação 3.2.4. Seja à uma permutação qualquer de 𝑆4. Do corolário anterior temos que,
módulo 𝐼:

[𝑥à(1), 𝑥à(2)][𝑥à(3), 𝑥à(4)] = sgn(à)[𝑥1, 𝑥2][𝑥3, 𝑥4].

Lema 3.2.5. A seguinte igualdade sempre é válida na álgebra 𝐹 :

2𝑛𝑠2𝑛(𝑥1, ≤ ≤ ≤ , 𝑥2𝑛) =
∑︁

à∈𝑆2n

sgn(à)[𝑥à(1), 𝑥à(2)] ≤ ≤ ≤ [𝑥à(2𝑛⊗1), 𝑥à(2𝑛)]

Demonstração. Temos que:

2𝑛𝑠2𝑛(𝑥1, ≤ ≤ ≤ , 𝑥2𝑛) = 2𝑛
∑︁

à∈𝑆2n

sgn(à)𝑥à(1)𝑥à(2) ≤ ≤ ≤𝑥à(2𝑛⊗1)𝑥à(2𝑛)

=
∑︁

à∈𝑆2n

sgn(à)(2𝑛𝑥à(1)𝑥à(2) ≤ ≤ ≤𝑥à(2𝑛⊗1)𝑥à(2𝑛)). (𝐼)

Mas, o somatório
∑︁

à∈𝑆2n

sgn(à)[𝑥à(1), 𝑥à(2)] ≤ ≤ ≤ [𝑥à(2𝑛⊗1), 𝑥à(2𝑛)] (II) é igual a (I).

Com efeito, para surgir o elemento 𝑥𝑎1 ≤ ≤ ≤𝑥𝑎2n
de [𝑥à(1), 𝑥à(2)] ≤ ≤ ≤ [𝑥à(2𝑛⊗1), 𝑥à(2𝑛)] temos que 𝑥à(𝑖) =
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𝑥𝑎i
e 𝑥à(𝑖+1) = 𝑥𝑎i+1

ou 𝑥à(𝑖) = 𝑥𝑎i+1
e 𝑥à(𝑖+1) = 𝑥𝑎i

, onde 𝑖 ∈ ¶1, 3, . . . , 2𝑛 ⊗ 1♢. Logo de cada
[𝑥à(𝑖), 𝑥à(𝑖+1)] existem 2 possibilidades. Como existem 𝑛 comutadores na fórmula (II), temos que
cada elemento 𝑥𝑎1 ≤ ≤ ≤𝑥𝑎2n

vai aparecer nela 2𝑛 vezes. Todos esses elementos vão ter o mesmo sinal,
positivo ou negativo, pois em cada mudança na ordem dos 𝑥à(𝑖) em um comutador na fórmula
(II) vai implicar na mudança de sinal de sgn(à), pois neste caso houve uma transposição em à.
Portanto (I) = (II).

Proposição 3.2.6. Na álgebra
𝐾1 ⟨𝑋⟩

𝐼
, é válida a seguinte igualdade:

2𝑛𝑠2𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥2𝑛) = (2𝑛)! [𝑥1, 𝑥2][𝑥3, 𝑥4] ≤ ≤ ≤ [𝑥2𝑛⊗1, 𝑥2𝑛].

Demonstração. Com efeito, pela Observação 3.2.4 do Corolário 3.2.3 para todo à ∈ 𝑆2𝑛 temos que:

[𝑥à(1), 𝑥à(2)][𝑥à(3), 𝑥à(4)] ≤ ≤ ≤ [𝑥à(2𝑛⊗1), 𝑥à(2𝑛)] = sgn(𝜃)[𝑥1, 𝑥2][𝑥3, 𝑥4] ≤ ≤ ≤ [𝑥2𝑛⊗1, 𝑥2𝑛],

onde 𝜃 é o produto de transposições necessárias para mudar a ordem das variáveis no produto
[𝑥à(1), 𝑥à(2)][𝑥à(3), 𝑥à(4)] ≤ ≤ ≤ [𝑥à(2𝑛⊗1), 𝑥à(2𝑛)] para [𝑥1, 𝑥2][𝑥3, 𝑥4] ≤ ≤ ≤ [𝑥2𝑛⊗1, 𝑥2𝑛]. Mas como a paridade
de uma permutação não depende das transposições, temos que se à é par então 𝜃 é par e se à é
ímpar então 𝜃 é ímpar. Portanto:

∑︁

à ∈𝑆2n

sgn(à)[𝑥à(1), 𝑥à(2)] ≤ ≤ ≤ [𝑥à(2𝑛⊗1), 𝑥à(2𝑛)] =
∑︁

à∈𝑆2n

sgn(à)sgn(𝜃)[𝑥1, 𝑥2][𝑥3, 𝑥4] ≤ ≤ ≤ [𝑥2𝑛⊗1, 𝑥2𝑛]

=
∑︁

à∈𝑆2n

[𝑥1, 𝑥2][𝑥3, 𝑥4] ≤ ≤ ≤ [𝑥2𝑛⊗1, 𝑥2𝑛]

= (2𝑛)! [𝑥1, 𝑥2][𝑥3, 𝑥4] ≤ ≤ ≤ [𝑥2𝑛⊗1, 𝑥2𝑛].

Observação 3.2.7. A última proposição nos diz que se 𝑝 < 2𝑛 então 𝑠2𝑛 é uma identidade em
𝐸(𝑉 ).

Veremos agora um polinômio que não é uma identidade na álgebra de Grassmann.

Lema 3.2.8. Seja car(𝐾) = 𝑝 > 2. Então os polinômios deĄnidos por:

𝑡2𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥2𝑛) = [𝑥1, 𝑥2][𝑥3, 𝑥4] ≤ ≤ ≤ [𝑥2𝑛⊗1, 𝑥2𝑛]

não se anulam na álgebra de Grassmann 𝐸(𝑉 ), para 𝑛 = 1, 2, . . ..

Demonstração. Pela Observação 1.5.2 e considerando uma base ¶𝑒1, . . . , 𝑒2𝑛♢ de 𝑉 , temos:

𝑡2𝑛(𝑒1, . . . , 𝑒2𝑛) = [𝑒1, 𝑒2][𝑒3, 𝑒4] ≤ ≤ ≤ [𝑒2𝑛⊗1, 𝑒2𝑛] = (2𝑒1𝑒2)(2𝑒3𝑒4) ≤ ≤ ≤ (2𝑒2𝑛⊗1𝑒2𝑛) = 2𝑛𝑒1𝑒2 ≤ ≤ ≤ 𝑒2𝑛 ̸= 0,

pois: [𝑒𝑖, 𝑒𝑗] = 𝑒𝑖𝑒𝑗 ⊗ 𝑒𝑗𝑒𝑖 = 𝑒𝑖𝑒𝑗 ⊗ (⊗𝑒𝑖𝑒𝑗) = 2𝑒𝑖𝑒𝑗 e car(𝐾) = 𝑝 > 2.

O lema seguinte nos informa qual é o grau mínimo do polinômio standard para satisfazer a
álgebra de Grassmann 𝐸(𝑉 ) quando car(𝐾) = 𝑝.
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Lema 3.2.9. Seja car(𝐾) = 𝑝, onde 𝑝 é um número ímpar. O polinômio standard 𝑠𝑘 é uma
identidade polinomial da álgebra de Grassmann 𝐸(𝑉 ) se somente se 𝑘 ⊙ 𝑝+ 1.

Demonstração. Pela Proposição 3.2.6 e como car(𝐾) = 𝑝, 𝑠𝑝+1 se anula em 𝐸(𝑉 ), pois:

2(𝑝+1/2)𝑠𝑝+1 = (𝑝+ 1)! [𝑒1, 𝑒2] ≤ ≤ ≤ [𝑒𝑝, 𝑒𝑝+1] = 0 ⇒ 𝑠𝑝+1 = 0.

Pelo Lema 1.3.12 temos que:

𝑠𝑝(𝑒1𝑒2, 𝑒3, . . . , 𝑒𝑝+1) = 𝑒1𝑒2𝑠𝑝⊗1(𝑒3, . . . , 𝑒𝑝+1) +
𝑝∑︁

𝑖=2

(⊗1)𝑖⊗1𝑒𝑖+1𝑠𝑝⊗1(𝑒1𝑒2, 𝑒3, . . . , ̂︀𝑒𝑖, . . . , 𝑒𝑝+1)

=(1) 𝑒1𝑒2𝑠𝑝⊗1(𝑒3, . . . , 𝑒𝑝+1) + 0
= (𝑝⊗ 1)! 𝑒1𝑒2 ≤ ≤ ≤ 𝑒𝑝+1

̸= 0.

(1) Pois 𝑒1𝑒2 ∈ 𝑍(𝐸(𝑉 )) e 𝑠𝑝⊗1 é antissimétrico. E o lema está provado.

O próximo teorema é importante pois nos diz de qual polinômio todas as identidades polinomiais
da álgebra de Grassmann 𝐸(𝑉 ) de dimensão inĄnita são consequências.

Para prová-lo vamos tomar a seguinte estratégia: Considere os espaços 𝑃𝑛/(𝑃𝑛 ∩ T(𝐸(𝑉 ))) e
𝑃𝑛/(𝑃𝑛 ∩ 𝐼), onde 𝐼 = ¶[𝑥1, 𝑥2, 𝑥3]𝑇♢ e 𝐼 ⊆ T(𝐸(𝑉 )), logo

dim(𝑃𝑛/(𝑃𝑛 ∩ T(𝐸(𝑉 )))) ⊘ dim(𝑃𝑛/(𝑃𝑛 ∩ 𝐼)).

Se todo conjunto ¶𝑓𝑖♢ ⊖ 𝑃𝑛 que é linearmente independente módulo 𝐼 também é linearmente inde-
pendente módulo T(𝐸(𝑉 )) então dim(𝑃𝑛/(𝑃𝑛 ∩ T(𝐸(𝑉 )))) = dim(𝑃𝑛/(𝑃𝑛 ∩ 𝐼)). Se conseguirmos
provar isso, teremos que 𝐼 = T(𝐸(𝑉 )).

Analogamente, essa estratégia vale para os polinômios comutadores.
Provaremos o próximo teorema apenas para o caso car(𝐾) = 𝑝 > 2. A prova para o caso

car(𝐾) = 0 pode ser encontrada em [9].

Teorema 3.2.10. Sobre um corpo inĄnito 𝐾 de característica 𝑝 ̸= 2 todas as identidades po-
linomiais da álgebra de Grassmann 𝐸(𝑉 ) de dimensão inĄnita são consequências unicamente da
identidade [𝑥1, 𝑥2, 𝑥3].

Demonstração. Consideraremos que car(𝐾) = 𝑝 > 2. Como 1 ∈ 𝐸(𝑉 ) é suĄciente provar que
todos as identidades comutadores de 𝐸(𝑉 ) seguem de [𝑥1, 𝑥2, 𝑥3] (veja Teorema 1.5.18).
Seja 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐵 ⟨𝑋⟩ uma identidade em 𝐸(𝑉 ). Escrevamos 𝑓 =

√︁
Ð𝑢𝑢1𝑢2 ≤ ≤ ≤𝑢𝑘 onde os

𝑢𝑗 são os comutadores de tamanho ⊙ 2. Da identidade [𝑥1, 𝑥2, 𝑥3] = 0 podemos assumir que
todos os comutadores 𝑢𝑖 são da forma [𝑥𝑎, 𝑥𝑏], e eles são centrais. Usando o Lema 3.2.2 podemos
considerar 𝑓 multilinear. Aplicando o Corolário 3.2.3, o polinômio 𝑓 pode ser reduzido à forma
𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = Ð[𝑥1, 𝑥2][𝑥3, 𝑥4] ≤ ≤ ≤ [𝑥𝑛⊗1, 𝑥𝑛], onde Ð ∈ 𝐾 e 𝑛 é par. Portanto, se Ð ̸= 0 em 𝐾 pelo
Lema 3.2.8 temos que 𝑓 não é uma identidade em 𝐸(𝑉 ). Logo Ð = 0 e então 𝑓 ∈ ¶[𝑥1, 𝑥2, 𝑥3]𝑇♢.

Ainda falta responder se o T-ideal da álgebra de Grassmann possui ou não a propriedade de
Specht. O próximo corolário reponderá essa questão.
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Corolário 3.2.11. O T-ideal T = T(𝐸(𝑉 )) satisfaz a propriedade de Specht.

Demonstração. Seja 𝑇1 um T-ideal contendo T = T(𝐸(𝑉 )). De acordo com a prova do teo-
rema acima, todo polinômio homogêneo 𝑓 ∈ 𝑇1 pode ser reduzido, módulo T(𝐸(𝑉 )), à forma
Ð[𝑥1, 𝑥2][𝑥3, 𝑥4] ≤ ≤ ≤ [𝑥𝑛⊗1, 𝑥𝑛]. Escolha o menor 𝑛 tal que:

Ð[𝑥1, 𝑥2][𝑥3, 𝑥4] ≤ ≤ ≤ [𝑥𝑛⊗1, 𝑥𝑛] ∈ 𝑇1, Ð ̸= 0.

Então 𝑇1 é gerado como um T-ideal pelo produto acima de comutadores e por [𝑥1, 𝑥2, 𝑥3].

Para encerrar este capítulo, exibiremos uma base para as identidades das álgebras de Grassmann
𝐸(𝑉𝑛). Veremos que temos diferenças nessas bases quando 𝑛 ⊘ 𝑝 e 𝑛 > 𝑝.

Corolário 3.2.12. Seja 𝑝 ⊘ 𝑛 < ∞ e 𝑡 = [𝑛/2] + 1, onde [𝑎] é a função parte inteira do número
𝑎. Então as identidades

[𝑥1, 𝑥2, 𝑥3] e [𝑥1, 𝑥2][𝑥3, 𝑥4] ≤ ≤ ≤ [𝑥2𝑡⊗1, 𝑥2𝑡]

formam uma base das identidades da álgebra de Grassmann 𝐸(𝑉𝑛).
E se 𝑛 < 𝑝, podemos substituir a última identidade acima pela identidade standard 𝑠𝑛+1 quando
𝑛 é ímpar, e por 𝑠𝑛+2 quando 𝑛 é par.

Demonstração. Se 𝑠 < 𝑡 então [𝑒1, 𝑒2][𝑒3, 𝑒4] ≤ ≤ ≤ [𝑒2𝑡⊗1, 𝑒2𝑠] = 2𝑡𝑒1𝑒𝑒 ≤ ≤ ≤ 𝑒2𝑠 ̸= 0 em 𝐸(𝑉𝑛). Mas te-
mos que [𝑥1, 𝑥2][𝑥3, 𝑥4] ≤ ≤ ≤ [𝑥2𝑠⊗1, 𝑥2𝑡] é uma identidade de 𝐸(𝑉𝑛). Com efeito, como este polinômio
é multilinear e alternado módulo a identidade [𝑥1, 𝑥2, 𝑥3] pela Observação 1.5.2 basta veriĄcarmos
isso para os elementos de uma base de 𝐸(𝑉𝑛). Mas neste polinômio toda variável aparece em um
comutador, portanto substituindo pelo menos um elemento central nos 𝑥𝑖, zeramos o polinômio.
Agora, substituindo os elementos restantes da base de 𝐸(𝑉𝑛) que não são centrais nos 𝑥𝑖, devido
ao fato de 𝑛 = 2([𝑛/2] + 1), temos que sempre ao terminar de efetuar as contas dos comutadores
e multiplicações, toda parcela resultante tem pelo menos dois elementos 𝑒𝑖 iguais. Logo, cada
parcela é zero e, como consequência, zera o polinômio. Logo, do exposto acima, a aĄrmação para
𝑛 ⊙ 𝑝 é verdadeira.
Para provar a aĄrmação quando 𝑛 < 𝑝, utilizaremos um argumento similar ao anterior, mas tam-
bém, o fato que, módulo o T-ideal gerado por [𝑥1, 𝑥2, 𝑥3], a identidade [𝑥1, 𝑥2][𝑥3, 𝑥4] ≤ ≤ ≤ [𝑥2𝑠⊗1, 𝑥2𝑡] =
0 é equivalente a identidade standard 𝑠2𝑡 = 0 e que quando 𝑛 ímpar temos que:

𝑠𝑛+1(1, 𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛) = 𝑠𝑘(𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛) = 𝑛! 𝑒1𝑒2 ≤ ≤ ≤ 𝑒𝑛 ̸= 0.

Observando as demonstrações do Teorema 3.2.10 e do Corolário 3.2.11, temos que não existem
outras identidades na base além das duas identidades apresentadas no enunciado deste teorema.

O último corolário implica que não podemos distinguir a álgebra de Grassmann 𝐸(𝑉2𝑛) da
𝐸(𝑉2𝑛+1) pelo entendimento de identidades polinomiais pois, eles satisfazem as mesmas identidades,
ou seja, T(𝐸(𝑉2𝑛))= T(𝐸(𝑉2𝑛+1)).

Observação 3.2.13. Para uma descrição das identidades polinomiais na álgebra de Grassmann
não unitária veja o artigo On bases for identities of some varieties of associatives algebras, Pliska
Studia Mathematica, 2, 103-115, 1981 (Russian), de autoria de Chiripov e Siderov.
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Capítulo 4

Álgebra de Grassmann sobre Corpos
Finitos

Neste capítulo estudaremos algumas identidades polinomiais da álgebra de Grassmann, suas
codimensões homogêneas e alguns de seus limitantes inferiores e superiores. Mostraremos, tam-
bém, que as álgebras de Grassmann unitárias e não unitárias satisfazem algumas identidades de
classe mas, a álgebra de Grassmann não unitária satisfaz algumas identidades de classe essenciais
enquanto a unitária não satisfaz nenhuma. Para isso, nos baseamos no artigo [31].

Com a Ąnalidade de não sobrecarregar a notação, consideramos neste capítulo, salvo menção
em contrário, que 𝐾 será um corpo Ąnito, 𝐸𝐾 será a álgebra unitária de Grassmann de dimensão
inĄnita sobre 𝐾, 𝐸*

𝐾 será a álgebra não unitária de Grassmann de dimensão inĄnita sobre 𝐾 e
𝐸(𝑉 ) a álgebra de Grassmann gerada pelo espaço vetorial 𝑉 .

4.1 Algumas identidades de 𝐸𝐾 e 𝐸*
𝐾

No artigo [9], é demonstrado que quando a car(𝐾) = 0, a identidade [𝑥1, 𝑥2, 𝑥3] = 0 gera todas
as outras identidades de 𝐸𝐾 . Este resultado é devido à V. Latyshev. Quando car(𝐾) = 2, temos
que todas as álgebras de Grassmann são comutativas, logo satisfazem a identidade [𝑥1, 𝑥2] = 0.
Portanto assumiremos que 𝑝 ̸= 2. Quando 𝑝 > 0, identidades adicionais aparecem no conjunto
gerador de T(𝐸𝐾). Algumas delas são dadas nesta seção.

Veremos no próximo lema como reescrever, módulo T(𝐸𝐾), um polinômio multihomogêneo 𝑓
em um polinômio que tenha como um fator um polinômio que é multilinear. Isto será útil mais
adiante.

Lema 4.1.1. Seja 𝐸𝐾 uma álgebra de Grassmann qualquer e 𝐾 um corpo qualquer. Seja
𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) ∈ 𝐾 ⟨𝑥1, . . . , 𝑥𝑚⟩ um polinômio multihomogêneo de grau maior ou igual a 1 em cada
uma das variáveis 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚. Então 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) = 𝑥𝑎m

𝑚 ≤ ≤ ≤𝑥𝑎1
1 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚), módulo (T(𝐸𝐾)),

onde 𝑔 é multilinear e 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 ∈ N.

Demonstração. Isto é uma consequência da identidade [𝑥1, 𝑥2, 𝑥3] = 0. Com efeito, considere que
𝑀 = 𝑀1𝑥𝑀2𝑥𝑀3 seja um monômio de grau maior ou igual a 2 em 𝑥 portanto, isto módulo a
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identidade [𝑥1, 𝑥2, 𝑥3] = 0, temos:
0 = [𝑀1, 𝑥𝑀2, 𝑥𝑀3] = 𝑀1(𝑥𝑀2)(𝑥𝑀3) ⊗ 𝑥𝑀2𝑀1(𝑥𝑀3) ⊗ (𝑥𝑀3)𝑀1(𝑥𝑀2) + (𝑥𝑀3)(𝑥𝑀2)𝑀1, logo:

𝑀 = 𝑀1(𝑥𝑀2)(𝑥𝑀3)
= (𝑥𝑀2)𝑀1(𝑥𝑀3) + (𝑥𝑀3)𝑀1(𝑥𝑀2) ⊗ (𝑥𝑀3)(𝑥𝑀2)𝑀1

= 𝑥 (𝑀2𝑀1(𝑥𝑀3) +𝑀3𝑀1(𝑥𝑀2) ⊗𝑀3(𝑥𝑀2)𝑀1)⏟  ⏞  
𝑀(1)

.

Fazendo o mesmo procedimento para 𝑀 (1) obtemos:

𝑀 (1) = 𝑥𝑀 (2) ⇒ 𝑀 = 𝑥2𝑀 (2).

Observe que o grau de 𝑥 em todo 𝑀 (𝑖) vai diminuindo a cada procedimento realizado, logo por
indução no grau de 𝑥 chegamos a 𝑀 = 𝑥𝑎𝑀 (𝑎), onde 𝑀 (𝑎) é um polinômio linear na variável 𝑥.

Procedendo do mesmo modo com as outras variáveis, se necessário, chegamos ao resultado.

Quando car(𝐾) = 𝑝 > 0, as álgebras 𝐸𝐾 e 𝐸*
𝐾 satisfazem certas identidades polinomiais. O

próximo lema nos dirá quais são essas identidades.

Lema 4.1.2. Considere o polinômio 𝑢𝑝(𝑥1, . . . , 𝑥𝑝) =
∑︁

𝜃∈𝑆p

𝑥𝜃(1) ≤ ≤ ≤𝑥𝜃(𝑝).

1. Se car(𝐾) = 𝑝 > 0 então tanto 𝐸𝐾 quanto 𝐸*
𝐾 satisfazem 𝑢𝑝(𝑥1, . . . , 𝑥𝑝) = 0.

2. 𝐸*
𝐾 satisfaz 𝑥𝑝 = 0.

Demonstração. (1.) Como 𝐸*
𝐾 ⊆ 𝐸𝐾 , é suĄciente provar que para qualquer 𝑤1, . . . , 𝑤𝑝 ∈ 𝐸𝐾 , temos

que 𝑢𝑝(𝑤1, . . . , 𝑤𝑝) = 0. Como o polinômio 𝑢𝑝 é multilinear, podemos assumir que 𝑤1, . . . , 𝑤𝑝 são
Z2-homogêneos, ou seja, 𝑤1, . . . , 𝑤𝑝 ∈ 𝐸0(𝐾) ∪ 𝐸1(𝐾). Assuma primeiro que para algum 1 ⊘ 𝑖 ̸=
𝑗 ⊘ 𝑝, 𝑤𝑖, 𝑤𝑗 ∈ 𝐸1(𝐾). Então para qualquer 𝑏 ∈ 𝐸𝐾 , temos:

𝑤𝑖𝑏𝑤𝑗 = ⊗𝑤𝑗𝑏𝑤𝑖. (4.1.1)

Segue da igualdade 4.1.1 que, em qualquer característica, temos:

𝑢𝑝(𝑤1, . . . , 𝑤𝑝) = 0.

Portanto, podemos assumir que 𝑤1, . . . , 𝑤𝑝 comutam dois a dois. Então:

𝑢𝑝(𝑤1, . . . , 𝑤𝑝) = 𝑝! ≤𝑤1 ≤ ≤ ≤𝑤𝑝 = 0 ≤ 𝑤1 ≤ ≤ ≤𝑤𝑝 = 0.

(2.) Sejam 𝑤 ∈ 𝐸*
𝐾 , 𝑤 =

𝑟∑︁

𝑖=1

Ð𝑖𝑏𝑖, onde Ð𝑖 ∈ 𝐾 e 𝑏𝑖 ∈ Ñ (veja Exemplo 1.4.7 da página 42), então:

𝑤𝑝 =
∑︁

1⊘𝑖1,...,𝑖p⊘𝑟

Ð𝑖1 ≤ ≤ ≤Ð𝑖p𝑏𝑖1 ≤ ≤ ≤ 𝑏𝑖p .
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Se 𝑟 < 𝑝, pelo menos dois 𝑏𝑖Šs em cada termo 𝑏𝑖1 ≤ ≤ ≤ 𝑏𝑖p são iguais, portanto 𝑏𝑖1 ≤ ≤ ≤ 𝑏𝑖p = 0, logo
𝑤𝑝 = 0.
Assuma que 𝑟 ⊙ 𝑝. Temos:

𝑤𝑝 =
∑︁

1⊘𝑖1,...,𝑖p⊘𝑟

Ð𝑖1 ≤ ≤ ≤Ð𝑖p 𝑢𝑝(𝑏𝑖1 , . . . , 𝑏𝑖p) = 0,

pois pela parte (a) temos que 𝑢𝑝(𝑏𝑖1 , . . . , 𝑏𝑖p) = 0.

Do último lema, podemos tirar as seguintes conclusões:

• Se 𝑘 < 𝑝, então 𝑥𝑘 = 0 não é uma identidade de 𝐸*
𝐾 .

• Como 1 ∈ 𝐸𝐾 , 𝑥𝑝 = 0 não é uma identidade de 𝐸𝐾 .

O corolário abaixo nos fornecerá um polinômio central de 𝐸𝐾 , quando 𝑐𝑎𝑟(𝐾) = 𝑝 > 0.

Corolário 4.1.3. A função 𝑥𝑝 : 𝐸𝐾 ⊃ 𝐾 é chamada de polinômio escalar. Além disso, se
�̄� = Ð+ 𝑎 onde Ð ∈ 𝐾 e 𝑎 ∈ 𝐸*

𝐾 , então:

�̄�𝑝 = Ð𝑝 ∈ 𝐾.

Demonstração. Como 𝑐𝑎𝑟(𝐾) = 𝑝 segue da Observação 1.1.39, contida na página 10, que:

�̄�𝑝 = (Ð+ 𝑎)𝑝 = Ð𝑝 + 𝑎𝑝 = Ð𝑝.

Veremos no lema abaixo uma identidade polinomial para 𝐸𝐾 , quando 𝐾 é um determinado
corpo Ąnito.

Lema 4.1.4. Seja car(𝐾) = 𝑝 e a ordem do corpo Ąnito 𝐾 igual a ♣𝐾♣= 𝑞 = 𝑝𝑚 < ∞, então:

1. 𝐸𝐾 satisfaz a identidade (𝑥𝑞 ⊗ 𝑥)𝑝 = 𝑥𝑞𝑝 ⊗ 𝑥𝑝 = 0.

2. Seja 𝑓(𝑥) ∈ 𝐾[𝑥], onde gr(𝑓(𝑥)) ⊙ 𝑞𝑝, uma identidade de uma variável de 𝐸𝐾 . Então
(𝑥𝑞 ⊗ 𝑥)𝑝 divide 𝑓(𝑥) ∈ 𝐾[𝑥].

Demonstração. (1.) Seja �̄� ∈ 𝐸𝐾 , pelo Corolário 4.1.3, �̄�𝑝 ∈ 𝐾, portanto �̄�𝑝𝑞 = �̄�𝑝, pois 𝑞 é a
ordem do corpo Ąnito 𝐾.
(2.) Assuma que 𝑓(�̄�) = 0 para todo �̄� ∈ 𝐸𝐾 . Então 𝑓(Ð) = 0 para todo Ð ∈ 𝐾, portanto, como
Ð𝑞 ⊗ Ð = Ð⊗ Ð = 0, pois 𝑞 é a ordem do corpo Ąnito 𝐹 , temos que (𝑥𝑞 ⊗ 𝑥)♣𝑓(𝑥), ou seja:

𝑓(𝑥) = (𝑥𝑞 ⊗ 𝑥)𝑓1(𝑥).

Seja �̄� = Ð + 𝑤 onde Ð ∈ 𝐾 e 𝑤 ∈ 𝐸*
𝐾 , então utilizando o Corolário 4.1.3 e o número 3 do Lema

1.1.39 temos que:

0 = 𝑓(�̄�) = (�̄�𝑞 ⊗ �̄�)𝑓1(�̄�) = ((Ð+ 𝑤)𝑝
m

⊗ (Ð+ 𝑤))𝑓1(Ð+ 𝑤)

= (Ð𝑝
m

+ 𝑤𝑝
m

⊗ Ð⊗ 𝑤)𝑓1(Ð+ 𝑤) = (Ð+ 0 ⊗ Ð⊗ 𝑤)𝑓1(Ð+ 𝑤)

= ⊗𝑤𝑓1(Ð+ 𝑤). (4.1.2)

66



O que implica que:
𝑤𝑓1(�̄�) = 0.

Utilizando o número 2 do Lema 1.1.39 e como 𝑓1(𝑥) =
√︁𝑚
𝑖=0 𝑎𝑖𝑥

𝑖, onde 𝑎𝑖 ∈ 𝐾 e 𝑤 ∈ 𝐸*(𝐾),
temos:

𝑓1(Ð+ 𝑤) =
𝑚∑︁

𝑖=0

𝑎𝑖(Ð+ 𝑤)𝑖 =
𝑚∑︁

𝑖=0

𝑎𝑖

⎛
∐︁
(︃
𝑖

0

)︃
Ð𝑖 +

𝑖∑︁

𝑗=1

(︃
𝑖

𝑗

)︃
Ð𝑖⊗𝑗𝑤𝑗

∫︀
⎠

=
𝑚∑︁

𝑖=0

𝑎𝑖Ð
𝑖 + 𝑤

𝑚∑︁

𝑖=0

𝑖∑︁

𝑗=1

𝑎𝑖Ð
𝑖⊗𝑗𝑤𝑗⊗1

= 𝑓1(Ð) + 𝑤 ℎ(Ð,𝑤)

onde ℎ(𝑥1, 𝑥2) =
√︁𝑚
𝑖=0

√︁𝑖
𝑗=1 𝑎𝑖𝑥

𝑖⊗𝑗
1 𝑥𝑗⊗1

2 .
Do exposto acima, temos que 𝑓1(Ð + 𝑤) = 𝑓1(Ð) + 𝑤ℎ(Ð,𝑤). Agora, escolhendo um elemento

𝑤1 ∈ Ñ*, onde Ñ* = ¶𝑒𝑖1𝑒𝑖2 ≤ ≤ ≤ 𝑒𝑖k ♣ 𝑘 ⊙ 1; 𝑖1 < 𝑖2 < ≤ ≤ ≤ < 𝑖𝑘♢ é a base de 𝐸*
𝐾 , do Exemplo 1.4.7 da

página 42 sabemos que 𝐸(𝐾) =
⌉︁

𝑛⊙0 𝐸(𝐹, 𝑛), e como 𝑤1 𝑓1(Ð + 𝑤1) = 0 (veja igualdade (4.1.2)
na página 66), segue que:

𝑤1 𝑓1(Ð) = ⊗𝑤2
1ℎ(Ð,𝑤1) = 0,

pois como 𝑤1 ∈ Ñ* ⊆ 𝐸*
𝐾 ⇒ 𝑤2

1 = 0.
Portanto, em particular, como Ð ∈ 𝐾 e 𝑓1(𝑥) ∈ 𝐾[𝑥] implica que 𝑓1(Ð) ∈ 𝐾, de 𝑤1 𝑓1(Ð) = 0

temos que 𝑓1(Ð) = 0. Então, novamente, (𝑥𝑞 ⊗ 𝑥)♣𝑓1(𝑥) e, portanto, 𝑓(𝑥) = (𝑥𝑞 ⊗ 𝑥)2𝑓2(𝑥).
Continuando dessa forma, podemos assumir que 𝑓(𝑥) = (𝑥𝑞 ⊗ 𝑥)𝑟𝑓𝑟(𝑥) e 𝑟 < 𝑝. Então existe

𝑘 ⊙ 1 e 𝑤 ∈ 𝐸(𝐹, 𝑘) tal que 𝑤𝑟 ̸= 0 (𝑤𝑟 tem essa propriedade, pois vamos fazer um procedimento
análogo ao feito na construção da igualdade (4.1.2) em 𝑓(𝑥) = (𝑥𝑞 ⊗ 𝑥)𝑟𝑓𝑟(𝑥), para chegarmos a
conclusão que ⊗𝑤𝑟𝑓𝑟(Ð+𝑤) = 0), portanto o argumento anterior pode ser repetido para concluir
que 𝑓(𝑥) = (𝑥𝑞 ⊗ 𝑥)𝑟+1𝑓𝑟+1(𝑥). Devido ao gr(𝑓) ser um número Ąnito, este procedimento tem Ąm.
E como gr(𝑓(𝑥)) ⊙ 𝑞𝑝 temos que (𝑥𝑞 ⊗ 𝑥)𝑝 divide 𝑓(𝑥) ∈ 𝐾[𝑥].

4.2 Limites superiores para a codimensão de 𝐸𝐾 e de 𝐸*
𝐾

Nesta seção, veremos alguns resultados acerca das codimensões de 𝐸𝐾 e de 𝐸*
𝐾 com o objetivo

de achar limites superiores para elas. Vamos mostrar também que o T-ideal T(𝐸*
𝐾) é homogêneo,

porém o T-ideal T(𝐸𝐾) não é.
Com essa Ąnalidade, nesta seção, usaremos as seguintes notações, salvo menção em contrário:

• 𝐹 - corpo Ąnito de característica 𝑝;

• 𝑅 - anel de valorização discreta;

• 𝐾 = 𝑄(𝑅) - corpo de frações de 𝑅;

• �̄� = 𝑅/𝑃 , onde 𝑃 é o ideal maximal do anel de valorização discreta 𝑅;

• 𝐵(𝑅) - uma PI-álgebra livre sobre 𝑅;
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• 𝐻 = 𝐻(𝑅) = 𝐻𝑚(𝑅, 𝑑) - o conjunto dos polinômios homogêneos sobre 𝑅 de grau 𝑑 em
𝑥1, . . . , 𝑥𝑚;

• 𝐵(�̄�) - uma PI-álgebra livre sobre �̄�; e

• �̄� = 𝐻(�̄�) = 𝐻𝑚(�̄�, 𝑑) - o conjunto dos polinômios homogêneos sobre �̄� de grau 𝑑 em
𝑥1, . . . , 𝑥𝑚.

Lembremos que 𝐻𝑚(𝐾, 𝑖) ⊆ 𝐾 ⟨𝑥1, . . . , 𝑥𝑚⟩ é o conjunto dos polinômios homogêneos nas va-
riáveis 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚 de grau 𝑖 e que se 𝐴 é uma 𝐾 PI-álgebra, sua codimensão homogênea é dada
pela expressão:

𝑐(𝐴,𝐻𝑚(𝐾, 𝑖)) = dim𝐾

(︃
𝐻𝑚(𝐾, 𝑖)

𝐻𝑚(𝐾, 𝑖) ∩ T(𝐴)

)︃
.

Precisaremos, agora, fazer uso da noção de anel de valorização discreta e de alguns fatos sobre
eles. Para maiores detalhes, veja [5] e [13].

Um passo crucial no estudo em PI-álgebras sobre um corpo Ąnito 𝐹 é a representação dada por
𝐹 = 𝑅/𝑃 , onde 𝑅 é um anel de valorização discreta e 𝑃 é seu ideal maximal (Teorema 1.1.53),
tal que car(𝑅) = 0. Tal representação sempre existe.

Um dos fatos sobre anel de valorização discreta que iremos utilizar é que se 𝑅1 é um anel de
valorização discreta com 𝑃1 seu ideal maximal e 𝐹1 = 𝑅1/𝑃1 seu corpo quociente e tal que ♣𝐹1♣< ∞
e 𝐹1 ⊆ 𝐹2 onde 𝐹2 é uma extensão Ąnita do corpo 𝐹1, ou seja, ♣𝐹2♣< ∞, então existe um anel de
valorização discreta 𝑅2 com 𝑅1 ⊖ 𝑅2 com um ideal maximal 𝑃2 satisfazendo:

𝐹2 = 𝑅2/𝑃2 e 𝑃1 = 𝑃2 ∩𝑅1.

Seja 𝐹 um corpo Ąnito de característica 𝑝. Seja

𝐹 = 𝐹1 ⊆ 𝐹2 ⊆ ≤ ≤ ≤

uma cadeia ascendente de corpos Ąnitos distintos. Fixemos uma cadeia de anéis de valorização
discreta distintos correspondentes

𝑅1 ⊆ 𝑅2 ⊆ ≤ ≤ ≤ ,

com 𝑃𝑛 = 𝑃𝑛+1 ∩𝑅𝑛.
Denote o corpo de frações de 𝑅𝑛 por 𝐾𝑛 = 𝑄(𝑅𝑛), onde 𝑐𝑎𝑟(𝐾𝑛) = 0 e deĄna

𝐵(𝐹𝑛) :=
𝐵(𝑅𝑛)

𝑃𝑛 ≤𝐵(𝑅𝑛)
.

Considere, também, os seguintes conjuntos:

• 𝐼𝑑𝑚(𝐵(𝑅𝑛)) ⊖ 𝑅𝑛 ⟨𝑥1, . . . , 𝑥𝑚⟩ - as identidades polinomiais de 𝐵(𝑅𝑛) em 𝑅𝑛 ⟨𝑥1, . . . , 𝑥𝑚⟩;

• 𝐼𝑑𝑚(𝐵(𝐹𝑛)) ⊖ 𝐹𝑛 ⟨𝑥1, . . . , 𝑥𝑚⟩ - as identidades polinomiais de 𝐵(𝐹𝑛) em 𝐹𝑛 ⟨𝑥1, . . . , 𝑥𝑚⟩.
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Agora, seguiremos [12] com 𝑅 e 𝑃 no lugar de Z e 𝑝Z. Faremos uso das seguinte relações para a
deĄnição das P-identidades de classe, cuja importância Ącará clara nos dois teoremas subjacentes.

A aplicação canônica 𝜙 : 𝑅 ⟨𝑋⟩ ⊃ �̄� ⟨𝑋⟩ satisfaz 𝜙(𝐼) ⊖ 𝐽 , onde 𝐼 = 𝐼𝑑𝑚(𝐵(𝑅𝑛)) e 𝐽 =
𝐼𝑑𝑚(𝐵(𝐹𝑛)), portanto temos o seguinte diagrama comutativo 3 × 3, no qual todas as três colunas
e a linha do centro são exatas curtas:

0 0 0

0 𝐼 ∩ 𝑃𝑅 ⟨𝑋⟩ 𝐼 𝐽 0

0 𝑃 𝑅 ⟨𝑋⟩ 𝑅 ⟨𝑋⟩ �̄� ⟨𝑋⟩ 0

0 𝑃

[︃
𝑅 ⟨𝑋⟩

𝐼

⟨
𝑅 ⟨𝑋⟩

𝐼

�̄� ⟨𝑋⟩

𝐽
0

0 0 0

𝜙

𝜙

Considere 𝐻(𝑅) ⊆ 𝑅 ⟨𝑋⟩, restringindo o diagrama anterior à 𝐻 e �̄� e utilizando as restrições
das funções 𝜙 e 𝜙 em 𝐻 e �̄�, respectivamente, temos o seguinte diagrama comutativo 3 × 3:

0 0 0

0 𝐼 ∩ 𝑃𝐻 𝐼 ∩𝐻 𝐽 ∩ �̄� 0

0 𝑃𝐻 𝐻 �̄� 0

0 𝑃
[︂

𝐻

𝐼 ∩𝐻

]︂
𝐻

𝐼 ∩𝐻

�̄�

𝐽 ∩ �̄�
0

0 0 0

𝜙𝐻

𝜙�̄�

Novamente, todas as três colunas e a linha do centro são exatas curtas.
De posse das informações anteriores, podemos fazer a seguinte deĄnição:

DeĄnição 4.2.1. O conjunto das P-identidades de classe de 𝐵(𝑅) em 𝐻(𝑅), cuja notação é
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𝐶𝐼(𝐵(𝑅), 𝐻(𝑅)), é deĄnido por:

𝐶𝐼(𝐵(𝑅), 𝐻(𝑅)) =
𝐾𝑒𝑟 𝜙�̄�

𝑃
(︁

𝐻
𝐼∩𝐻

)︁ ≍=

(︁
𝐽 ∩ �̄�

)︁

𝜙𝐻(𝐼 ∩𝐻)
.

E o polinômio 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝑅 ⟨𝑋⟩ será chamado de 𝑃 -identidade de 𝐵(𝑅) em 𝐻(𝑅) se para
todo 𝑏1, . . . , 𝑏𝑛 ∈ 𝐵(𝑅), 𝑔(𝑏1, . . . , 𝑏𝑛) ∈ 𝑃

(︁
𝐻
𝐼∩𝐻

)︁
.

Enunciaremos dois teoremas, cujas demonstrações podem ser encontradas em [32], e que serão
úteis mais adiante.

Teorema 4.2.2. Nas notações anteriores, temos:

𝑐(𝐵(𝐾), 𝐻(𝐾)) = 𝑐(𝐵(�̄�), 𝐻(�̄�)) + dim�̄�[𝐶𝐼(𝐵(𝑅), 𝐻(𝑅))]

Teorema 4.2.3. Com as mesmas notações do teorema acima, temos que:

1. 𝑐(𝐵(𝐾), 𝐻(𝐾)) = 𝑐(𝐵(𝐾𝑛), 𝐻(𝐾𝑛)) + dim𝐾n
[𝐶𝐼(𝐵(𝑅𝑛), 𝐻(𝑅𝑛))], ∀𝑛.

2. A sequência ¶𝑐(𝐵(𝐾𝑛), 𝐻(𝐾𝑛))♢∞
𝑛=1 é crescente e limitada, logo tem um limite obtido para

algum 𝑛0 (e todos 𝑛 ⊙ 𝑛0),

𝑐(𝐵(𝐾𝑛), 𝐻(𝐾𝑛)) 𝑐(𝐵(𝐾𝑛0), 𝐻(𝐾𝑛0))
𝑛 ⊃ ∞

e, portanto:

3. A sequência ¶dim𝐾n
𝐶𝐼(𝐵(𝑅𝑛), 𝐻(𝑅𝑛))♢∞

𝑛=1 é decrescente e tem um limite, também obtido
para o mesmo 𝑛0 acima (e todos 𝑛 ⊙ 𝑛0).

DeĄnição 4.2.4. Para o número 𝑛0 obtido no último teorema, chamamos 𝐶𝐼(𝐵(𝑅𝑛0), 𝐻(𝑅𝑛0))
de identidades de classe essencial de 𝐵 em 𝑉 .

Teorema 4.2.5. Seja car(𝐾) = 𝑝 ̸= 0, onde 𝐾 é um corpo Ąnito ou inĄnito.

1. Se 𝑑 ⊙ 𝑚(𝑝+ 1), então 𝑐(𝐸*
𝐾 , 𝐻𝑚(𝐾, 𝑑)) = 0.

2. Mais geralmente, se 𝑑 ⊙ 𝑘2𝑚(𝑝+ 1) então 𝑐(𝑀𝑘(𝐸*
𝐾), 𝐻𝑚(𝐾, 𝑑)) = 0.

Demonstração. (1.) Dado 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) ∈ 𝐻𝑚(𝐾, 𝑑), 𝑑 ⊙ 𝑚(𝑝+ 1), mostraremos que 𝑓 ∈ T(𝐸*
𝐾).

Pelo Lema 4.1.1 podemos assumir que 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) = 𝑥𝑎m
𝑚 ≤ ≤ ≤𝑥𝑎1

1 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) onde 𝑔 é multilinear
em 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚. Mas então 𝑎1 + ≤ ≤ ≤ + 𝑎𝑚 + 𝑚 = 𝑔𝑟(𝑓) = 𝑑 logo 𝑎1 + ≤ ≤ ≤ + 𝑎𝑚 = 𝑑 ⊗ 𝑚 ⊙ 𝑚𝑝, por
hipótese, portanto algum 𝑎𝑖 ⊙ 𝑝 e pelo número 2. do Lema 4.1.2 temos que 𝑥𝑎i

𝑖 = 0 o que implica
em 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) = 0 e 𝑐(𝐸*

𝐾 , 𝐻𝑚(𝐾, 𝑑)) = 0.
2.) Seja 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) ∈ 𝐻𝑚(𝐾, 𝑑) e seja (𝑎(𝑟)

𝑖,𝑗 ) ∈ 𝑀𝑘(𝐸*
𝐾), onde 𝑟 = 1, . . . ,𝑚. Então:

𝑓(𝑎(1)
𝑖,𝑗 , . . . , 𝑎

(𝑚)
𝑖,𝑗 ) =

⎛
∐︁ 𝑓11(𝑎

(𝑟)
𝑖,𝑗 ) ≤ ≤ ≤

...
. . .

∫︀
⎠ onde 𝑓𝑢𝑣(𝑎

(𝑟)
𝑖,𝑗 ) ∈ 𝐻𝑘2𝑚(𝐾, 𝑑), 1 ⊘ 𝑢, 𝑣, 𝑖, 𝑗 ⊘ 𝑚.

Se 𝑑 ⊙ 𝑘2𝑚(𝑝 + 1), então por i) cada 𝑓𝑢𝑣(𝑎
(𝑟)
𝑖,𝑗 ) = 0. Então 𝑓(𝑎(1)

𝑖,𝑗 , . . . , 𝑎
(𝑚)
𝑖,𝑗 )) = 0, isto é 𝑓 ∈

T(𝑀𝑘(𝐸*
𝐾)), logo 𝑐(𝑀𝑘(𝐸*

𝐾), 𝐻𝑚(𝐾, 𝑑)) = 0.
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Corolário 4.2.6. Seja �̄� = 𝑅/𝑃 (onde 𝑅 é um anel de valorização discreta e 𝑃 seu ideal maximal),
𝐾 = 𝑄(𝑅) o corpo quociente de 𝑅 e 𝑑 ⊙ 𝑘2𝑚(𝑝+ 1), 𝑘 ⊙ 1 então:

dim𝐾 [𝐶𝐼(𝑀𝑘(𝐸*
𝑅), 𝐻𝑚(𝑅, 𝑑))] = 𝑐(𝑀𝑘(𝐸*

𝑄(𝑅)), 𝐻𝑚(𝑄(𝑅), 𝑑)),

onde
𝑐(𝑀𝑘(𝐸*

𝑄(𝑅)), 𝐻𝑚(𝑄(𝑅), 𝑑)) = 𝑐(𝑀𝑘(𝐸𝑄(𝑅)), 𝐻𝑚(𝑄(𝑅), 𝑑))

são as codimensões homogêneas das matrizes 𝑘×𝑘 sobre as álgebras de Grassmann em característica
zero.

Demonstração. Com efeito, denote por 𝐶𝐼(𝑀𝑘(𝐸*
𝑅), 𝐻𝑚(𝑅, 𝑑)) as classes de identidades de𝑀𝑘(𝐸*

𝑅)
originado de 𝐻𝑚(𝑅, 𝑑). Pelo Teorema 4.2.2 temos que:

𝑐(𝑀𝑘(𝐸*
𝑄(𝑅)), 𝐻𝑚(𝑄(𝑅), 𝑑)) = 𝑐(𝑀𝑘(𝐸*

�̄�), 𝐻𝑚(�̄�, 𝑑)) + dim𝐾 [𝐶𝐼(𝑀𝑘(𝐸*
𝑅), 𝐻𝑚(𝑅, 𝑑))]

Mas, pelo Teorema 4.2.5 𝑐(𝑀𝑘(𝐸*
�̄�

), 𝐻𝑚(�̄�, 𝑑)) = 0, e o resultado é obtido.

Como este resultado depende apenas de car(𝐾) = 𝑝, e não de 𝐾, segue de 3. do Teorema 4.2.3
que para qualquer 𝑘 ⊙ 1, todos os 𝐶𝐼(𝑀𝑘(𝐸*

𝐾), 𝐻𝑚(𝐾, 𝑑)) são identidades de classe essencial.
Vejamos agora para 𝐸𝐾 . Observe que 1. do Teorema 4.1.4 implica que T(𝐸𝐾) não é homogêneo.

Denote por 𝑈𝑚(𝐸𝐾) = 𝐾 ⟨𝑥1, . . . , 𝑥𝑚⟩ /T(𝐸𝐾) a álgebra relativamente livre de 𝐸𝐾 em 𝑚 variáveis.
O próximo teorema nos fornecerá um limitante superior para dim𝐾(𝑈𝑚(𝐸𝐾)) < ∞.

Teorema 4.2.7. Seja ♣𝐾♣< ∞, então

dim𝐾(𝑈𝑚(𝐸𝐾)) ⊘
𝑚𝑚𝑝♣𝐾♣+1 ⊗ 1

𝑚⊗ 1
.

Demonstração. Seja 𝑊 um 𝐾-espaço vetorial de dimensão 𝑚, tal que 𝐾 ⟨𝑥1, . . . , 𝑥𝑚⟩ =
⌉︁

𝑑⊙0 𝑊
·𝑑.

Tal 𝑊 existe pois 𝐾 ⟨𝑥1, . . . , 𝑥𝑚⟩ é um espaço multigraduado. Seja 𝑉𝑚(𝑛) =
⌉︁𝑛

𝑑=0 𝑊
·𝑑, então

dim𝐾 𝑉𝑚(𝑛) =
√︁
𝑑=0 𝑚

𝑑 = 1 + 𝑚 + 𝑚2 + ≤ ≤ ≤ + 𝑚𝑛 = 𝑚n+1⊗1
𝑚⊗1

e a prova segue disto, uma vez que
provemos que 𝐾 ⟨𝑥1, . . . , 𝑥𝑚⟩ = 𝑉𝑚(𝑛0) + T(𝐸𝐾), onde 𝑛0 = 𝑚𝑝♣𝐾♣, pois teremos:

dim𝐾(𝑈𝑚(𝐸𝐾)) = dim𝐾

(︃
𝐾 ⟨𝑥1, . . . , 𝑥𝑚⟩

T(𝐸𝐾)

)︃
⊘ dim𝐾(𝑉𝑚(𝑛0)) =

𝑚𝑛0+1 ⊗ 1
𝑚⊗ 1

=
𝑚𝑚𝑝♣𝐾♣+1 ⊗ 1

𝑚⊗ 1
.

Seja 𝑓 ∈ 𝐾 ⟨𝑥1, . . . , 𝑥𝑚⟩ e mostraremos que 𝑓 ∈ 𝑉𝑚(𝑛0) + T(𝐸𝐾). Podemos assumir que 𝑓 é
homogêneo em todas as suas variáveis. Logo, pelo Teorema 4.1.1, temos a seguinte igualdade
𝑓 = 𝑥𝑎m

𝑚 ≤ ≤ ≤𝑥𝑎1
1 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚), onde 𝑔 é multilinear em 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚 e gr(𝑓) = 𝑎1 + ≤ ≤ ≤ + 𝑎𝑚 +𝑚.

Escreva ♣𝐾♣= 𝑞 e aplicando Lema 4.1.4 temos que, se 𝑎𝑖 ⊙ 𝑝𝑞 escrevemos que 𝑎𝑖 = 𝑝𝑞 + 𝑎′
𝑖,

então 𝑥𝑎i

𝑖 = 𝑥𝑝𝑞𝑖 𝑥
𝑎′

i

𝑖 ⊕ 𝑥𝑝𝑖𝑥
𝑎′

i

𝑖 = 𝑥
𝑝+𝑎′

i

𝑖 ⊕ ≤ ≤ ≤ ⊕ 𝑥𝑏i

𝑖 (mod T(𝐸𝐾)), onde 𝑏𝑖 < 𝑝𝑞. Então existe
𝑏1, . . . , 𝑏𝑚 < 𝑝𝑞 ⊗ 1 tal que:

𝑓 ⊕ 𝑥𝑏m

𝑚 ≤ ≤ ≤𝑥𝑏1
1 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) (mod T(𝐸𝐾))

e a prova segue de ℎ = 𝑥𝑏m
𝑚 ≤ ≤ ≤𝑥𝑏1

1 𝑔 ∈ 𝑉𝑚(𝑛0), pois gr(ℎ) ⊘ 𝑚(𝑝𝑞 ⊗ 1) +𝑚.
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Como T(𝐸𝐾) não é homogêneo, podemos estudar 𝑐(𝐸𝐾 , 𝑉𝑚(𝑛)) diretamente.

Corolário 4.2.8. Seja ♣𝐾♣< ∞, então para qualquer 𝑛,

𝑐(𝐸𝐾 , 𝑉𝑚(𝑛)) ⊘
𝑚𝑚𝑝♣𝐾♣+1 ⊗ 1

𝑚⊗ 1

Demonstração. Como dim𝐾 [𝑈𝑚(𝐸𝐾)] é maior ou igual a qualquer codimensão de 𝐸𝐾 na álgebra
𝐾 ⟨𝑥1, . . . , 𝑥𝑚⟩, ou seja, 𝑐(𝐸𝐾 , 𝑉𝑚(𝑛)) ⊘ dim𝐾 [𝑈𝑚(𝐸𝐾)], pelo Teorema 4.2.7, o resultado é obtido.

4.3 As codimensões homogêneas de 𝐸𝐾, com 𝑐𝑎𝑟(𝐾) = 0

Seja 𝐾 qualquer corpo. Veremos nessa seção um subconjunto de monômios 𝑆(𝑚, 𝑑) ⊖ 𝐻𝑚(𝐾, 𝑑)
tal que 𝑆(𝑚, 𝑑) gera 𝐻𝑚(𝐾, 𝑑) módulo T(𝐸𝐾). E que, quando car(𝐾) = 0, 𝑆(𝑚, 𝑑), na verdade,
forma uma base de 𝐻𝑚(𝐾, 𝑑) módulo T(𝐸𝐾).

DeĄnição 4.3.1. Fixe 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚 e os homogêneos de grau 𝑑. Dado 𝑘, 1 ⊘ 𝑘 ⊘ 𝑚, sejam
1 ⊘ 𝑖1 < ≤ ≤ ≤ < 𝑖𝑘 ⊘ 𝑚 e escreva 𝑉𝑘(𝑥(𝑖1, . . . , 𝑖𝑘)) os polinômios multilineares em 𝑥(𝑖1, . . . , 𝑖𝑘). Seja
¶𝑀𝑗(𝑥(𝑖1, . . . , 𝑖𝑘))♣1 ⊘ 𝑗 ⊘ 2𝑘⊗1♢ um conjunto de monômios que forma uma base de 𝑉𝑘(𝑥(𝑖1, . . . , 𝑖𝑘))
módulo T(𝐸𝐾), onde car(𝐾) ̸= 2. DeĄnamos:

𝑆(𝑖1, . . . , 𝑖𝑘) = ¶𝑥𝑎1
𝑖1 ≤ ≤ ≤𝑥𝑎k

𝑖k
𝑀𝑗(𝑥(𝑖1, . . . , 𝑖𝑘))♣1 ⊘ 𝑗 ⊘ 2𝑘⊗1, 𝑎1 + ≤ ≤ ≤ + 𝑎𝑘 = 𝑑⊗ 𝑘♢,

onde 𝑆(𝑖1, . . . , 𝑖𝑘) = ∅ se 𝑑 < 𝑘 e

𝑆(𝑚, 𝑑) =
𝑚⋃︁

𝑘=1

⋃︁

𝑥(𝑖1,...,𝑖k)

𝑆(𝑖1, . . . , 𝑖𝑘)

.

Segue do Teorema 4.1.1 que 𝑆(𝑚, 𝑑) forma um conjunto gerador para 𝐻𝑚(𝐾, 𝑑) módulo T(𝐸𝐾).

Observação 4.3.2. Seja 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) homogêneo em cada uma das sua variáveis (multihomo-
gêneas) que é uma combinação linear dos monômios de 𝑆(𝑚, 𝑑) e 𝑓 é uma combinação linear de
alguns monômios de 𝑆(𝑚, 𝑑). Então existe 𝑘 ⊘ 𝑚, 1 ⊘ 𝑖1 ⊘ . . . ⊘ 𝑖𝑘 ⊘ 𝑚 e 𝑎1, . . . , 𝑎𝑘 ∈ N tal
que 𝑥𝑎1

𝑖1 ≤ ≤ ≤𝑥𝑎k

𝑖k
𝑔(𝑥𝑖1 , . . . , 𝑥𝑖k), onde 𝑎1 + ≤ ≤ ≤ + 𝑎𝑘 = 𝑑 ⊗ 𝑘, e 𝑔 é uma combinação dos monômios

𝑀(𝑥𝑖1 , . . . , 𝑥𝑖k) que formam uma base de 𝑉𝑘(𝑥𝑖1 , . . . , 𝑥𝑖k) módulo T(𝐸𝐾).

O seguinte lema nos mostra um limitante superior para 𝑐(𝐸𝐾 , 𝐻𝑚(𝐾, 𝑑)).

Lema 4.3.3. Em qualquer característica, a codimensão homogênea de 𝐸𝐾 satisfaz:

1.
𝑐(𝐸𝐾 , 𝐻𝑚(𝐾, 𝑑)) ⊘ ♣𝑆(𝑚, 𝑑)♣
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2.

♣𝑆(𝑚, 𝑑)♣=
𝑚∑︁

𝑘=1

(︃
𝑑⊗ 1
𝑑⊗ 𝑘

)︃(︃
𝑚

𝑘

)︃
2𝑘⊗1.

Demonstração. (1.) Como 𝑆(𝑚, 𝑑) gera 𝐻𝑚(𝑚, 𝑑) módulo 𝑇𝐸K
, temos que o resultado está de-

monstrado.
(2.) Do fato que 𝑆((𝑖1, . . . 𝑖𝑘), 𝑘) =

(︁
𝑑⊗𝑘+𝑘⊗1
𝑑⊗𝑘

)︁
2𝑘⊗1 =

(︁
𝑑⊗1
𝑑⊗𝑘

)︁
2𝑘⊗1, e fazendo 𝑘 variar de 1 até 𝑚,

temos o resultado desejado.

Para demonstrar o próximo teorema necessitamos da seguinte deĄnição:

DeĄnição 4.3.4. Sejam 𝑘1, . . . , 𝑘𝑚 inteiros e 𝐹𝑘1,...,𝑘m
(𝐸𝐾) igual a dimensão do subespaço de

𝐾 ⟨𝑥1, . . . , 𝑥𝑚⟩ /T(𝐸𝐾) dos polinômios multihomogêneos de multigrau (𝑘1, . . . , 𝑘𝑚). Diz-se série
de Poincaré de 𝐸𝐾 a série:

𝑃𝐸K
(𝑡1, . . . , 𝑘𝑚) =

∞∑︁

𝑛=0

∑︁

𝑘1+≤≤≤+𝑘m=𝑛

𝐹𝑘1,...,𝑘m
𝑡𝑘1
1 ≤ ≤ ≤ 𝑡𝑘m

𝑚 .

Lema 4.3.5. Seja
∑︁

𝑑⊙1

[︃
𝑚∑︁

𝑘=1

(︃
𝑑⊗ 1
𝑑⊗ 𝑘

)︃(︃
𝑚

𝑘

)︃
2𝑘⊗1

⟨
𝑡𝑑 = 𝑙𝑚(𝑡)

então
𝑙𝑚(𝑡) =

1
2

[︂(︂1 + 𝑡

1 ⊗ 𝑡

)︂𝑚
⊗ 1

]︂
.

Demonstração.

𝑙𝑚(𝑡) =
𝑚∑︁

𝑘=1

(︃
𝑚

𝑘

)︃
2𝑘⊗1 ≤

∑︁

𝑑⊙1

(︃
𝑑⊗ 1
𝑑⊗ 𝑘

)︃
𝑡𝑑

=
𝑚∑︁

𝑘=1

(︃
𝑚

𝑘

)︃
2𝑘⊗1 ≤

(︂
𝑡

1 ⊗ 𝑡

)︂𝑘

=
1
2

𝑚∑︁

𝑘=1

(︃
𝑚

𝑘

)︃(︂ 2𝑡
1 ⊗ 𝑡

)︂𝑘

=
1
2

[︃(︃
𝑚∑︁

𝑘=0

(︃
𝑚

𝑘

)︃(︂ 2𝑡
1 ⊗ 𝑡

)︂𝑘)︃
⊗ 1

⟨

=
1
2

[︂(︂
1 +

2𝑡
1 ⊗ 𝑡

)︂𝑚
⊗ 1

]︂
.

=
1
2

[︂(︂1 ⊗ 𝑡+ 2𝑡
1 ⊗ 𝑡

)︂𝑚
⊗ 1

]︂

=
1
2

[︂(︂1 + 𝑡

1 ⊗ 𝑡

)︂𝑚
⊗ 1

]︂
.

O teorema a seguir, nos fornece as codimensões de 𝐸𝐾 , quando car(𝐾) = 0.
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Teorema 4.3.6. Se car(𝐾) = 0 então 𝑐(𝐸𝐾 , 𝐻𝑚(𝐾, 𝑑)) = ♣𝑆(𝑚, 𝑑)♣.

Demonstração. Pela deĄnição da série de Poincaré 𝑃𝐸K
(𝑡1, . . . , 𝑡𝑚) de 𝐸𝐾 ,√︁

𝑑⊙0 𝑐(𝐸𝐾 , 𝐻𝑚(𝐾, 𝑑))𝑡𝑑 = 𝑃𝐸K
(𝑡, . . . , 𝑡), o fato que T(𝐸𝐾) é homogêneo quando 𝑝 = 0 é aplicado

aqui. Pelo Exemplo 12 do livro [8], 𝑃𝐸K
(𝑡1, . . . , 𝑡𝑚) = (1 + 𝑒2 + 𝑒4 + ≤ ≤ ≤)/(

√︂𝑚
𝑖=1(1 ⊗ 𝑡𝑖)), onde

𝑒𝑛 = 𝑒𝑛(𝑡1, . . . , 𝑡𝑚) é a n-ésima função simétrica elementar. Como
√︂𝑚
𝑖=1(1 + 𝑡𝑖) =

√︁𝑚
𝑙=0 𝑒𝑙, temos

que:

𝑃𝐸K
(𝑡1, . . . , 𝑡𝑚) =

1
2

[︃
1 +

𝑚∏︁

𝑖=1

1 + 𝑡𝑖
1 ⊗ 𝑡𝑖

⟨
.

Então
√︁
𝑑⊙0 𝑐(𝐸𝐾 , 𝐻𝑚(𝐾, 𝑑))𝑡𝑑 = 1

2

[︁
1 +

(︁
1+𝑡
1⊗𝑡

)︁𝑚]︁
. Por deĄnição, 𝑐(𝐸𝐾 , 𝐻𝑚(𝐾, 0)) = 1, logo o

resultado segue do lema 4.3.5.

4.4 Limitantes para codimensões homogêneas de 𝐸𝐾, com
car(𝐾) diferente de 0

Nesta seção acharemos limitantes para codimensões homogêneas de 𝐸𝐾 , car(𝐾) = 𝑝 ̸= 0.
Vimos no Lema 4.3.3 um limitante superior 𝑐(𝐸𝐾 , 𝐻𝑚(𝐾, 𝑑)) ⊘

√︁𝑚
𝑘=1

(︁
𝑑⊗1
𝑑⊗𝑘

)︁(︁
𝑚
𝑘

)︁
2𝑘⊗1.

Para achar um limitante inferior, deĄna 𝑆𝑙(𝑚, 𝑑) ⊆ 𝑆(𝑚, 𝑑), 𝑙 ∈ N como segue:

𝑆𝑙(𝑚, 𝑑) = ¶𝑥𝑎1
𝑖1 ≤ ≤ ≤𝑥𝑎k

𝑖k
𝑔(𝑥𝑖1 , . . . , 𝑥𝑖k) ∈ 𝑆(𝑚, 𝑑) ♣ 0 ⊘ 𝑎1, . . . , 𝑎𝑘 ⊘ 𝑙♢.

Os dois lemas seguintes serão úteis mais tarde:

Lema 4.4.1. Decomponha 𝑓 ∈ 𝐾 ⟨𝑥1, . . . , 𝑥𝑚⟩ em suas componentes homogêneas em 𝑥1, onde
𝑓 = 𝑓0 + ≤ ≤ ≤ + 𝑓𝑟, com gr𝑥1

(𝑓𝑗) = 𝑗, 0 ⊘ 𝑗 ⊘ 𝑟. Logo:

1. Se 𝑓 ∈ T(𝐸𝐾) e 𝑟 ⊘ ♣𝐹 ♣+1 então todos 𝑓𝑗 ∈ T(𝐸𝐾) (este limite é provavelmente não
maximal).

2. Se 𝑓 ∈ T(𝐸*
𝐾) então todos os 𝑓𝑗 ∈ T(𝐸*

𝐾) para qualquer 𝑟.

Demonstração. Provaremos (1.) e (2.). Substitua 𝑥1 por 0 para concluir que 𝑓0 ∈ T(𝐸𝐾) e
𝑓0 ∈ T(𝐸*

𝐾).
Agora, substitua 𝑥𝑖 por 𝑥𝑖 ∈ T(𝐸*

𝐾). Para mostrar em (2.) que 𝑓1(𝑥) = 0 podemos assumir
que 𝑥𝑖 ∈ Ñ*, pois gr𝑥1

(𝑓1) = 1. Dados 𝑥𝑖 ∈ Ñ* e 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚 ∈ T(𝐸*
𝐾), podemos escolher 𝑦𝑖 ∈ Ñ* tal

que:
(i) A aplicação ã : 𝑦1 ⊃ 𝑥1 e 𝑦𝑖 ⊃ 𝑥𝑖 com 2 ⊘ 𝑖 ⊘ 𝑚, pode ser estendida a um homomorĄsmo
ã : 𝐸*

𝐾 ⊃ 𝐸*
𝐾 , para fazer isso basta escolher 𝑦1 disjunto de 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚 e (⊗1)𝑙 𝑦1 = (⊗1)𝑙 𝑥1 .

(ii) O tamanho da soma em 𝑓𝑖(𝑦1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) e em 𝑓𝑗(𝑦1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) são distintos para todos os
1 ⊘ 𝑖 ̸= 𝑗 ⊘ 𝑟, para fazer isso basta escolher 𝑦1 = 𝑒1𝑒2 + ≤ ≤ ≤ + 𝑒2𝑟⊗1𝑒2𝑟, pois:
(𝑦1)

2 = (𝑒1𝑒2 + ≤ ≤ ≤ + 𝑒2𝑟⊗1𝑒2𝑟)2 = 2
√︁
𝑒𝑖1𝑒𝑖2𝑒𝑖3𝑒𝑖4 , 𝑖1 < 𝑖2 < 𝑖3 < 𝑖4.

Disso temos:
(𝑦1)

2𝑟 =
√︁
𝑒1 ≤ ≤ ≤ 𝑒2𝑟, 𝑖1 < 𝑖2 < 𝑖3 < 𝑖4 e (𝑦1)

𝑞 = 0 para 𝑞 ⊙ 2𝑟 + 1.
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Este mesmo argumento mostra, por 1. do Teorema 4.4.1, que se 𝑤 ∈ 𝐸*(𝐾,𝑛) e 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚 ∈
𝐸𝐾 então 𝑓𝑗(𝑤, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) = 0 para 𝑗 = 1, . . . , 𝑟. Seja Ð ∈ 𝐾 e escolha 𝑤 ∈ Ñ* disjunto
de 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚 e de tamanho par. Então 0 = 𝑓1(Ð𝑤, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) = 𝑤𝑓1(Ð, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚), então
𝑓1(Ð, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) = 0. Depois, se 𝑥1 = Ð + 𝑤, Ð ∈ 𝐾, 𝑤 ∈ 𝐸*

𝐾 temos que 𝑓1(𝑥2, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) =
𝑓1(Ð, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) + 𝑓1(𝑤, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) = 0, portanto por i) do Teorema 4.4.1, 𝑓1 ∈ T(𝐸*

𝐾).
Pelo Lema 4.1.1, todos os 𝑓𝑗 ⊕ 𝑥𝑗⊗1

1 𝑓 ′
𝑗 módulo T(𝐸*

𝐾), e 𝑥𝑗⊗1
1 ∈ T(𝐸*

𝐾) se 𝑗 ⊙ 𝑝 + 1 por ii) do
Lema 4.1.2. Então, por 2. do Lema 4.4.1, 𝑓𝑗 ∈ T(𝐸*

𝐾) se 𝑗 ⊙ 𝑝 + 1 logo 𝑓2 + ≤ ≤ ≤ + 𝑓𝑝 ∈ T(𝐸*
𝐾).

Como ♣𝐾*♣⊙ 𝑝 + 1, um argumento padrão de Vandermonde, ver Proposição 1.2.12 na página 28,
(𝑥1 ⊃ Ð𝑥1, Ð ∈ 𝐾*) mostra que também 𝑓2, . . . , 𝑓𝑝 ∈ T(𝐸*

𝐾). Isto completa a prova de (2.).
Para completar (1.), observe que temos 𝑓0, 𝑓1 ∈ T(𝐸𝐾). Portanto o mesmo argumento acima

mostra que 𝑓2 ∈ T(𝐸𝐾). Pelo Lema 4.1.1, podemos assumir que 𝑓2 = 𝑥1𝑓
′
2(𝑥1, . . . 𝑥𝑚). Dado

𝑤 ∈ 𝐸*
𝐾 , 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚 ∈ 𝐸𝐾 , vimos acima que 𝑤𝑓 ′

2(𝑤, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) = 0. Fazendo 𝑤 = 𝑢+𝑣 deduzimos
que 𝑢𝑓 ′

2(𝑣, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) = ⊗𝑣𝑓 ′
2(𝑤, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚). Escolha 𝑡 tal que 𝑢 = 𝑒𝑡𝑒𝑡+1𝑒𝑡+2 é disjunto de

𝑣, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚. Então:
𝑒𝑡𝑒𝑡+1𝑒𝑡+2𝑓

′
2(𝑣, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) = ⊗𝑣𝑓 ′

2(𝑒𝑡𝑒𝑡+1𝑒𝑡+2, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) = ⊗𝑒𝑡𝑣𝑓
′
2(𝑒𝑡+1𝑒𝑡+2, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) =

𝑣𝑒𝑡𝑓
′
2(𝑒𝑡+1𝑒𝑡+2, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) = 𝑒𝑡+1𝑣𝑒𝑡𝑓

′
2(𝑒𝑡+2, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) = ⊗𝑣𝑒𝑡+1𝑒𝑡𝑓

′
2(𝑒𝑡+2, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) =

⊗ 𝑒𝑡𝑒𝑡+1𝑒𝑡+2𝑓
′
2(𝑣, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚).

Ordene as 2𝑚 𝑚-uplas 𝑧 = (𝑧1, . . . , 𝑧𝑚) pelos tamanhos 𝑙(𝑧(1)) ⊘ ≤ ≤ ≤ ⊘ 𝑙(𝑧(2𝑚)), então por
indução em 𝑗 ⊙ 1 podemos provar que 𝑔(𝑧(𝑗)) = 0. Além disso, 1 ≤ 𝑔(𝑧(1)) é a única parcela de
𝑢𝑎1

1 ≤ ≤ ≤𝑢𝑎m
𝑚 𝑔(𝑢1, . . . , 𝑢𝑚) tendo o menor tamanho 𝑙(𝑧(1)), então 1 ≤ 𝑔(𝑧(1)) = 𝑔(𝑧(1)) = 0. Portanto

1 ≤ 𝑔(𝑧(2)) é a única parcela com tamanho 𝑙(𝑧(2)), então 𝑔(𝑧(2)) = 0, e assim sucessivamente.
Como car(𝐾) ̸= 2, a disjunção implica que 𝑓 ′

2 ∈ T(𝐸𝐾), portanto 𝑓2 ∈ T(𝐸𝐾)

Lema 4.4.2. Seja 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) uma função multilinear. Para cada 1 ⊘ 𝑖 ⊘ 𝑚, escolha 𝑤𝑖 ∈
Ñ(3𝑖⊗1), logo 𝑙(𝑤𝑖) = 3𝑖⊗1 e 𝑤1, . . . , 𝑤𝑚 ̸= 0. Denote 𝑢𝑖 = 1 + 𝑤𝑖. Então 𝑔 ∈ T(𝐸𝐾) se somente se
𝑔(𝑢1, . . . , 𝑢𝑚) = 0.

Demonstração. (⇒) Como 𝑔 ∈ T(𝐸𝐾) temos que 𝑔(𝑢1, . . . , 𝑢𝑚) = 0.
(⇐) Antes de começar a prova temos que as 2𝑚 somas ¶

√︁𝑚
𝑖=1 𝑙𝑖 ♣ 𝑙𝑖 ∈ ¶0, 3𝑖⊗1♢♢ são distintas, elas

correspondem a expansão dos inteiros na base 3, com coeĄcientes 0, 1. Lembrando de (⊗1)𝑙 𝑦1 =
(⊗1)𝑙 𝑥1 de (1) da demonstração do Lema 4.4.1 temos que 𝑙(𝑤) = 𝑛 se 𝑤 ∈ 𝐸(𝐾,𝑛) = span𝐾Ñ(𝑛).
Agora, assuma que 𝑔(𝑢1, . . . , 𝑢𝑚) = 0 e mostraremos que 𝑔 ∈ T(𝐸𝐾). Como 𝑔 é multilinear,
𝑔 ∈ T(𝐸𝐾) se somente se para todo 𝑑1, . . . , 𝑑𝑚 ∈ ¶0, 1♢ existem 𝑧1, . . . , 𝑧𝑚 ∈ 𝐸0(𝐾) ∩ 𝐸1(𝐾) com
𝑑(𝑧𝑖) = 𝑑𝑖 e 1 ⊘ 𝑖 ⊘ 𝑚, tal que 𝑧1 ≤ ≤ ≤ 𝑧𝑚 ̸= 0 e 𝑔(𝑧1, . . . , 𝑧𝑚) = 0.

Agora, dados 𝑑1, . . . , 𝑑𝑚 ∈ ¶0, 1♢, temos que existe uma escolha 𝑧𝑖 ∈ ¶1, 𝑤𝑖♢ com 𝑑(𝑧𝑖) = 𝑑𝑖
(0 é par e 3𝑖⊗1 são ímpares), e por construção 𝑔(𝑢1, . . . , 𝑢𝑚) ̸= 0. Por multilinearidade, 0 =
𝑔(𝑢1, . . . , 𝑢𝑚) =

√︁
𝑧i∈¶1,𝑤i♢ 𝑔(𝑧1, . . . , 𝑧𝑚). Temos que as parcelas em cada 𝑔(𝑧1, . . . , 𝑧𝑚) tem o mesmo

tamanho com 𝑙(𝑔(𝑧1, . . . , 𝑧𝑚)) = 𝑙(𝑧1, . . . , 𝑧𝑚) =
√︁𝑚
𝑖=1 𝑙(𝑧𝑖) e por construção, todos os tamanhos

são distintos. Portanto todos os 𝑔(𝑧1, . . . , 𝑧𝑚) = 0.

Para provar o teorema central dessa seção precisaremos dos dois importantes lemas, a seguir.

Lema 4.4.3. (Homogenização) Decomponha 𝑓 ∈ 𝐻𝑚(𝐾, 𝑑) como uma soma 𝑓 =
√︁
𝑙 𝑓𝑙 onde os

𝑓𝑙 são as componentes multihomogêneas distintas de 𝑓 .
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1. Se 𝑓 ∈ T(𝐸𝐾) e 𝑔𝑟𝑥i
(𝑓) ⊘ ♣𝐹 ♣+1 com 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 então todos 𝑓𝑙 ∈ T(𝐸𝐾) (este limite é

provavelmente não maximal).

2. Se 𝑓 ∈ T(𝐸*
𝐾) então todos os 𝑓𝑙 ∈ T(𝐸*

𝐾). Portanto T(𝐸*
𝐾) é homogêneo.

Demonstração. Este lema é consequência direta do Lema 4.4.1.

Lema 4.4.4. (Cancelamento) Seja 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) uma função multilinear, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 ∈ N, então
𝑥𝑎1

1 ≤ ≤ ≤𝑥𝑎m
𝑚 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) ∈ T(𝐸𝐾) se somente se 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) ∈ T(𝐸𝐾).

Demonstração. Escolha 𝑤𝑖 ∈ 𝐸(𝐾, 3𝑖⊗1), 𝑙(𝑤𝑖) = 3𝑖⊗1, 𝑤1 ≤ ≤ ≤𝑤𝑚 ̸= 0, 𝑢𝑖 = 1 + 𝑤𝑖, 1 ⊘ 𝑖 ⊘ 𝑚.
Assuma que

𝑥𝑎1
1 ≤ ≤ ≤𝑥𝑎m

𝑚 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) ∈ T(𝐸𝐾).

Portanto 0 = 𝑢𝑎1
1 ≤ ≤ ≤𝑢𝑎m

𝑚 𝑔(𝑢1, . . . , 𝑢𝑚) = (1 + parcelas de tamanho 𝑙(𝑦1) grande o suĄciente).
Como 𝑓1(𝑦1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) + ≤ ≤ ≤ 𝑓𝑟(𝑦1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) = 0, o número (ii) na demonstração do Teorema
4.4.1 implica que 𝑓𝑗(𝑦1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) = 0, e pelo número (i) na demonstração do Teorema 4.4.1
implica que 𝑓𝑗(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) = 0, para 𝑗 = 1, . . . , 𝑟. Então, por 2. do Teorema 4.4.1 temos que
𝑓1 ∈ T(𝐸*

𝐾).

De posse dos resultados anteriores, estamos preparados para provar o teorema que nos dará
um limitante inferior para 𝑐(𝐸𝐾 , 𝐻𝑚(𝐾, 𝑑)).

Teorema 4.4.5. Seja ♣𝐾♣= 𝑞 = 𝑝𝑛, onde car(𝐾) = 𝑝 ̸= 2, então os monômios em 𝑆𝑞(𝑚, 𝑑) são
linearmente independentes módulo T𝑚(𝐸𝐾). Segue que :

𝑐(𝐸𝐾 , 𝐻𝑚(𝐾, 𝑑)) ⊙ ♣𝑆𝑞(𝑚, 𝑑)♣.

Demonstração. Seja ♣𝐾♣= 𝑞 e 𝑓 =
√︁
𝑀∈𝑆q(𝑚,𝑑) Ð𝑀𝑀 ∈ T(𝐸𝐾) e mostraremos que todos os Ð são

iguais a zero. Denote 𝑖 = 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 e 𝑎 = 𝑎1, . . . , 𝑎𝑘 e escreva:

𝑓 =
𝑚∑︁

𝑘=1

∑︁

1⊘𝑖1⊘≤≤≤⊘𝑖k⊘𝑚

∑︁

𝑎1+≤≤≤+𝑎k=𝑑⊗𝑘

2k⊗1∑︁

𝑗=1

Ð(𝑘, 𝑖, 𝑎, 𝑗)𝑥𝑎1
𝑖1 ≤ ≤ ≤𝑥𝑎k

𝑖k
𝑔(𝑥𝑖1 , . . . , 𝑥𝑖k)𝑀𝑗(𝑥𝑖1 , . . . , 𝑥𝑖k).

Decomponha 𝑓 =
√︁
𝑙 𝑓𝑙 onde os 𝑓𝑙 são as componentes multihomogêneas de 𝑓 . Como 𝑔𝑟𝑥i

(𝑓𝑙) ⊘
♣𝐾♣+1 para todo 𝑖, temos que por 1. do Lema 4.4.3 𝑓𝑙 ∈ T(𝐸𝐾) para cada 𝑙. Fixe um tal 𝑙. Pela
Observação 4.3.2 existem 𝑘, 𝑖, 𝑎 tal que

𝑓𝑙 = 𝑥𝑎1
𝑖1 ≤ ≤ ≤𝑥𝑎k

𝑖k
𝑔(𝑥𝑖1 , . . . , 𝑥𝑖k), onde 𝑔 =

2k⊗1∑︁

𝑗=1

Ð(𝑘, 𝑖, 𝑎, 𝑗)𝑀𝑗(𝑥𝑖1 , . . . , 𝑥𝑖k).

Pelo Lema 4.4.4, 𝑔 ∈ T(𝐸𝐾). Como ¶𝑀𝑗(𝑥(𝑖)) ♣ 1 ⊘ 𝑗 ⊘ 2𝑘⊗1♢ forma uma base para 𝑉𝑘(𝑥(𝑖))
módulo T(𝐸𝐾), car(𝐾) ̸= 2, temos que todos os Ð(𝑘, 𝑖, 𝑎, 𝑗) = 0.

Vejamos agora algumas consequências deste teorema.
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Lema 4.4.6. Sejam 𝑁,𝑀, 𝑛 ∈ N então:

♣𝑆𝑞(𝑚, 𝑑)♣=
𝑚∑︁

𝑘=1

(︃
𝑚

𝑘

)︃
2𝑘⊗1 ≤ comp(𝑞 + 1, 𝑘, 𝑑)

Demonstração. Seja compŠ(𝑁,𝑀, 𝑛) = ♣¶(𝑏1, . . . , 𝑏𝑀),
√︁
𝑏𝑖 = 𝑛, 0 ⊘ 𝑏1, . . . , 𝑏𝑀 ⊘ 𝑀♢♣.

A bijeção induzida pela aplicação 𝑎𝑖 ⊃ 𝑏𝑖+1 implica que compŠ(𝑁,𝑀, 𝑛) = comp(𝑁+1,𝑀, 𝑛+𝑀).
Com uma notação similar ao da DeĄnição 4.3.1, seja

𝑆𝑞(𝑖1, . . . , 𝑖𝑘, 𝑘) = ¶𝑥𝑎1
𝑖1 ≤ ≤ ≤𝑥𝑎k

𝑖k
𝑀𝑗(𝑥(𝑖1, . . . , 𝑖𝑘)) ∈ 𝑆(𝑖1, . . . , 𝑖𝑘, 𝑘)♣0 ⊘ 𝑎1, . . . , 𝑎𝑘 ⊘ 𝑞♢.

Logo do Lema 4.3.3 temos que ♣𝑆(𝑖1, . . . , 𝑖𝑘, 𝑘)♣= compŠ(𝑞, 𝑘, 𝑑 ⊗ 𝑘)2𝑘⊗1 e pela união disjunta das
𝑖 variáveis com os 𝑘 expoentes vale 𝑆𝑞(𝑚, 𝑑) = ∪𝑚

𝑘=1 ∪(𝑖1,...,𝑖k) 𝑆𝑞(𝑖1, . . . , 𝑖𝑘, 𝑘), assim, temos que:

♣𝑆𝑞(𝑚, 𝑑)♣=
𝑚∑︁

𝑘=1

(︃
𝑚

𝑘

)︃
2𝑘⊗1 ≤ 𝑐′(𝑞, 𝑘, 𝑑⊗ 𝑘) =

𝑚∑︁

𝑘=1

(︃
𝑚

𝑘

)︃
2𝑘⊗1 ≤ 𝑐(𝑞 + 1, 𝑘, 𝑑).

Corolário 4.4.7. Seja 𝐹 um corpo Ąnito com ♣𝐹 ♣= 𝑞 e seja 𝐾 um corpo de car(𝐾) = 0. Se
𝑞 ⊙ 𝑑⊗ 1 então as duas codimensões homogêneas são iguais, ou seja:

𝑐(𝐸𝐹 , 𝐻𝑚(𝐹, 𝑑)) = 𝑐(𝐸𝐾 , 𝐻𝑚(𝐾, 𝑑)).

Demonstração. Se 𝑞 ⊙ 𝑑 ⊗ 1, as condições
√︁
𝑎𝑖 = 𝑑 ⊙ 𝑞 + 1 implica que todos os 𝑎𝑖 ⊘ 𝑞 + 1,

portanto comp(𝑞 + 1, 𝑘, 𝑑) = comp(𝑘, 𝑑) =
(︁
𝑑⊗1
𝑘⊗1

)︁
pelo Teorema 1.1.85. Pelos Lemas 4.3.3 e 4.4.6,

temos que ♣𝑆𝑞(𝑚, 𝑑)♣=
√︁𝑚
𝑘=1

(︁
𝑚
𝑘

)︁
2𝑘⊗1

(︁
𝑑⊗1
𝑘⊗1

)︁
= ♣𝑆(𝑚, 𝑑)♣. Agora a demonstração segue dos Teoremas

4.3.6 e 4.4.5.

Será que 𝐸𝐾 , quando 𝐾 é um corpo Ąnito, satisfaz alguma identidade de classe essencial? O
próximo teorema nos dará a resposta a essa questão.

Teorema 4.4.8. Seja 𝐾 um corpo Ąnito então 𝐸𝐾 não satisfaz nenhuma identidade de classe
essencial.

Demonstração. Dados um número natural 𝑑 e um corpo Ąnito 𝐾, existe uma extensão de corpo
Ąnita 𝐾1 onde 𝐾 ⊆ 𝐾1 e ♣𝐾1♣= 𝑞 ⊙ 𝑑 ⊗ 1. Agora, utilizando o Teorema 4.2.3, o resultado é
obtido.

Lembremos que do Corolário 4.2.6 temos que 𝐸*
𝐾 satisfaz muitas identidades de classe essenciais.

A demonstração do próximo lema pode ser encontrado na prova do Teorema 4.2 do livro The
Theory of Partitions (veja [2]).

Lema 4.4.9. Sejam 𝑞, 𝑘, 𝑑 ⊙ 0 números naturais, então:
∑︁

𝑑⊙0

comp(𝑞, 𝑘, 𝑑)𝑡𝑑 = (𝑡+ 𝑡2 + ≤ ≤ ≤ + 𝑡𝑞)𝑘.
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O próximo lema irá calcular as funções geradoras (polinomiais) de ♣𝑆𝑞(𝑚, 𝑑)♣.

Lema 4.4.10. Temos que:

∑︁

𝑑⊙0

♣𝑆𝑞(𝑚, 𝑑)♣≤𝑡𝑑 =
1
2

[︃(︃
1 + 𝑡⊗ 2𝑡𝑞+2

1 ⊗ 𝑡

)︃𝑚
⊗ 1

⟨
.

Demonstração. Pelo Lema 4.4.9 temos que:
∑︁

𝑑⊙0

comp(𝑞 + 1, 𝑘, 𝑑)𝑡𝑑 = (𝑡+ 𝑡2 + ≤ ≤ ≤ + 𝑡𝑞+1)𝑘 = 𝑡𝑘(1 ⊗ 𝑡𝑞+1/1 ⊗ 𝑡)𝑘.

Então, pelo Lema 4.4.6:

∑︁

𝑑⊙0

♣𝑆𝑞(𝑚, 𝑑)♣≤𝑡𝑑 =
∑︁

𝑑⊙0

𝑚∑︁

𝑘=1

(︃
𝑚

𝑘

)︃
2𝑘⊗1 ≤ comp(𝑞 + 1, 𝑘, 𝑑)𝑡𝑑 =

𝑚∑︁

𝑘=1

(︃
𝑚

𝑘

)︃
2𝑘⊗1 ≤

∑︁

𝑑⊙0

comp(𝑞 + 1, 𝑘, 𝑑)𝑡𝑑

=
1
2

𝑚∑︁

𝑘=1

(︃
𝑚

𝑘

)︃
2𝑘𝑡𝑘

(︃
1 ⊗ 𝑡𝑞+1

1 ⊗ 𝑡

)︃𝑘
=

1
2

𝑚∑︁

𝑘=1

(︃
𝑚

𝑘

)︃(︂ 2𝑡
1 ⊗ 𝑡

)︂𝑘

=
1
2

[︃(︃
𝑚∑︁

𝑘=0

(︃
𝑚

𝑘

)︃(︂ 2𝑡
1 ⊗ 𝑡

)︂𝑘)︃
⊗ 1

⟨
=

1
2

⎡
⨄︀
𝑚∑︁

𝑘=0

(︃
𝑚

𝑘

)︃
(2𝑡)𝑘

(︃
1 ⊗ 𝑡𝑞+1

1 ⊗ 𝑡

)︃𝑘
⊗ 1

⎤
⋀︀

=
1
2

⎡
⨄︀
⎛
∐︁

𝑚∑︁

𝑘=0

(︃
𝑚

𝑘

)︃
(1)𝑚⊗𝑘

(︃
2𝑡 ≤

1 ⊗ 𝑡𝑞+1

1 ⊗ 𝑡

)︃𝑘∫︀
⎠ ⊗ 1

⎤
⋀︀ =

1
2

[︃(︃
1 +

(2𝑡)(1 ⊗ 𝑡𝑞+1)
1 ⊗ 𝑡

)︃𝑚
⊗ 1

⟨

=
1
2

[︃(︃
1 +

(2𝑡)(1 ⊗ 𝑡𝑞+1)
1 ⊗ 𝑡

)︃𝑚
⊗ 1

⟨

=
1
2

[︃(︃
1 + 𝑡⊗ 2𝑡𝑞+2

1 ⊗ 𝑡

)︃𝑚
⊗ 1

⟨
.
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